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	2708, 00, + an, =° (,"=17), also erhalten wir durch Auflösung:
	x(-2u], der infinitesimalen Transformation
	2ax,() = C(F),
	Y,(F)= —P— + s n(x, ...=„)£ =0 (1= 1. 7).
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	«‘= z(2) z,




	x/-3)4+1)34;
	x/=S\xy3[;
	(P)T ==(P) = (P)T, also wird:
	(X,X,) =Z]eX,f
	E/= 2 o 2
	r


	(Xi X,) =)>} Cika Xof
	n
	(P) = (P)S.
	(X,X,) =2 c„X,f


	2 7(5,..)/= Y,f -2} h T>f a-1 n,
	m = (M)T—7,,


	(P) T0 = (P^ T definirt, in welcher P allgemeines Symbol der 008-7 gewählten Punkte, T aber allgemeines Symbol der oo" Transformationen unserer Gruppe ist.
	i fi (x, * ‘ ' En, 81 ‘ Zm) , Zu   F (x, ‘ ’ ' X,, 81 * * ‘ Zm)
	(XX) = XA
	(8) 7,0-2+, 70"-260.(z)£+-
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Vorrede.

In der neueren Mathematik gewinnt ein Begriff immer mehr an Bedeutung und tritt immer mehr in den Vordergrund, der Gruppenbegriff.

Von den verschiedenen Kategorien von Gruppen, welche man jetzt unterscheidet, sind am frühesten die Gruppen der Substitutionentheorie, die auch endliche discontinuirliche Gruppen heissen, in den Kreis der mathematischen Untersuchungen gezogen worden. Seit den Entdeckungen Galois’ ist der Begriff „Substitutionengruppe“ der wichtigste Begriff in der Theorie der algebraischen Gleichungen; man erinnere sich nur an die Untersuchungen von Galois’ Nachfolgern, besonders an die des Herrn C. Jordan. — In neuerer Zeit werden auch unendliche discontimdrlicbe Gruppen in Betracht gezogen. Es haben andererseits seit 1876 mehrere Mathematiker, namentlich die Herren F. Klein, Poincare und Picard die Theorie der endlichen und der unendlichen dis-continuirlichen Gruppen mit grossem Erfolge für die Functionentheorie verwerthet.

Von den discontinuirlichen wesentlich verschieden sind die Gruppen, welche in dem vorliegenden Werke als endliche continuirliche Gruppen bezeichnet werden. Dieselben sind dadurch ausgezeichnet, dass ihre analytischen Ausdrücke gewisse willkürliche Parameter enthalten. Als bekannte Beispiele derartiger Gruppen führe ich an den Inbegriff aller Bewegungen sowie den Inbegriff aller projectiven Transformationen des Raumes. Andere ebenfalls allgemein bekannte Beispiele sind: der Inbegriff aller Rotationen um einen Punkt und die Gesammtheit aller projectiven Transformationen, welche eine Fläche zweiten Grades in sich überführen.

Die eben angeführten und noch verschiedene andere endliche continuirliche Gruppen, welche sich in ähnlicher Weise definiren lassen, hat man in der Geometrie schon längst betrachtet, doch ohne dass gruppentheoretische Gesichtspunkte die massgebenden waren. Wenn ich nicht irre, sind Herrn C. Jordan’s Untersuchungen über Gruppen von Bewegungen die ersten hierher gehörigen Arbeiten, in denen der Gruppenbegriff eine hervorragende Rolle spielt. Doch tragen auch a*

seine soeben genannten Untersuchungen einen ganz speciellen Charakter, indem sie sich nur auf eine bestimmte Gruppe beziehen. Allgemeine Untersuchungen über endliche continuirliche Gruppen sind meines Wissens zuerst von mir angestellt worden.

Das Werk, dessen ersten Theil ich hiermit veröffentliche und bei dessen Abfassung mir Herr Dr. Engel getreulich beigestanden hat, giebt eine systematische Darstellung ausgedehnter Untersuchungen, welche ich seit dem Jahre 1873 über endliche continuirliche Gruppen angestellt habe; es liefert eine Zusammenfassung und Ergänzung zahlreicher, meistens in Christiania erschienener Abhandlungen, in denen ich diese meine Untersuchungen auseinandergesetzt, theilweise auch nur ihre Ergebnisse mitgetheilt habe. Da nun die betreffenden Untersuchungen zu mehreren anderen Gebieten der Mathematik in engen Beziehungen stehen und da es wünschenswerth ist, diese Beziehungen sich klar zu machen, so wird es angemessen sein, wenn ich kurz angebe, in welcher Weise ich ursprünglich zur Begründung einer allgemeinen Theorie der endlichen continuirlichen Gruppen geführt worden bin.

Geometrische Untersuchungen waren es, die mich in den Jahren 1869—71 zur Betrachtung von endlichen continuirlichen Gruppen veranlassten. Freilich beschränkte ich mich zunächst darauf, gewisse wichtige continuirliche Gruppen durch geeignete analytische Umformungen — durch algebraische oder transcendente Berührungstransformationen — in andere bekannte Gruppen überzuführen; insofern trugen die betreffenden Arbeiten einen speciellen Charakter. Aber ich möchte bervorheben, dass ich schon im Jahre 1871 eine allgemeine, allerdings naheliegende Definition des Gruppenbegriffs gab, welche sowohl die continuirlichen als die nichtcontinuirlichen Gruppen von Transformationen umfasste. Bei derselben Gelegenheit stellte ich ausdrücklich das Problem auf, alle discontinuirlichen und alle continuirlichen Gruppen zu bestimmen, deren Transformationen durch lineare Gleichungen definirt werden. Später haben bekanntlich mehrere Mathematiker die Bestimmung aller discontinuirlichen linearen Gruppen in zwei und drei homogenen Veränderlichen mit Erfolg in Angriff genommen, und ich selbst habe alle continuirlichen linearen Gruppen in zwei, drei, der Hauptsache nach auch in vier homogenen Veränderlichen bestimmt.

Allgemeinerer Natur waren meine ebenfalls 1869 begonnenen Untersuchungen über Differentialgleichungen, die eine continuirliche Gruppe gestatten.

Ich bemerkte, dass die meisten gewöhnlichen Differentialgleichungen, deren Integration durch die älteren Integrationsmethoden geleistet wird, bei gewissen leicht angebbaren Schaaren von Transformationen invariant bleiben, und dass jene Integrationsmethoden in der Verwerthung dieser Eigenschaft der betreffenden Differentialgleichungen bestehen. Mit anderen Worten: ich sah, dass der Begriff der Differentialinvariante einer endlichen con-tinuirlichen Gruppe im Grunde, wenn auch nur implicite und in spezieller Form, in jedem Lehrbuche über die gewöhnlichen Differentialgleichungen vorkommt. Nachdem ich so eine Reihe von älteren Integrationsmethoden unter einen allgemeinen Gesichtspunkt gebracht hatte, stellte ich mir naturgemäss die Aufgabe, für alle gewöhnlichen Differentialgleichungen, die bekannte endliche oder infinitesimale Transformationen zulassen, eine allgemeine Integrationstheorie zu entwickeln. Dabei war es von vornherein klar, dass die betreffenden Transformationen in jedem einzelnen Falle eine Gruppe erzeugen mussten.

Die eben gekennzeichnete Aufgabe habe ich mir selbständig gestellt und habe sie selbständig erledigt. Während ich damit beschäftigt war, stand ich in einem lebhaften Verkehr mit meinem Freunde Herrn Professor Felix Klein. Dieser hatte sich seinerseits eine Aufgabe gestellt, welche allerdings von der meinigen verschieden war, aber doch wesentliche Analogien mit derselben darbot. Er betrachtete nämlich überhaupt geometrische und analytische Gebilde, die eine discontinuirliche Gruppe gestatten und wollte insbesondere die Theorie der discontinuirlichen Gruppen von linearen Transformationen für die Gleichungstheorie verwerthen. So sicher es nun auch ist, dass unsere eingehenden mündlichen und brieflichen Aussprachen über die uns beschäftigenden verwandten Gegenstände auf uns beide von Einfluss gewesen sind, so bin ich doch äusser Stande, den Umfang dieser gegenseitigen Einflüsse genauer festzustellen; denn bei unserem Verkehr handelte es sich weniger um bestimmte Sätze als um allgemeine Gesichtspunkte.

In den Jahren 1872 und 1873 beschäftigte ich mich mit partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. Dabei bemerkte ich, dass die von Lagrange, Pfaff, Cauchy und Jacobi herrührende Integrationstheorie dieser Gleichungen sich als eine Transformationstheorie auffassen lässt. Die Aufgabe, eine derartige Gleichung zu integriren, deckt sich nämlich mit der Aufgabe, alle infinitesimalen Berührungstransformationen zu finden, welche die betreffende Gleichung invariant lassen. Es beruht dies darauf, dass der Poissonsche Klammerausdruck sich geradezu als das Symbol einer infinitesimalen Berührungstransformation deuten lässt. Auf diese Weise wurde ich nun überhaupt zu allgemeinen Untersuchungen über infinitesimale Transformationen geführt und erkannte, dass mehrere Hauptformeln in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung bei Zugrundelegung des Begriffs der infinitesimalen Transformation eine bemerkenswerthe begriffliche Auffassung zulassen. Es gelang mir ferner durch Benutzung des Klammersymbols die infinitesimalen Transformationen, welche eine endliche con-tinuirliche Gruppe erzeugen, in äusserst einfacher Weise zu charakterisiren.

Jetzt konnte es meiner Aufmerksamkeit nicht entgehen, dass alle endlichen continuirlichen Gruppen in einer Veränderlichen sich durch geeignete Wahl des Coordinatensystems in projective Gruppen umwandeln lassen, sowie dass in n Veränderlichen alle continuirlichen Gruppen, die eine gegebene Anzahl von Parametern enthalten, jedenfalls durch Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen bestimmt werden können.

Mit diesen in den Jahren 1873 und 1874 gemachten Entdeckungen war nach meiner Auffassung die Grundlage für eine ganz neue Theorie gewonnen, für die Theorie der endlichen continuirlichen Transformationsgruppen. Die Weiterentwickelung dieser Theorie und die Verwerthung derselben für Integralrechnung und Geometrie haben mich seitdem fast ohne Unterbrechung beschäftigt.

Die Theorie der endlichen continuirlichen Transformationsgruppen ist mit der Substitutionentheorie nahe verwandt, muss aber nichtsdestoweniger als ein selbständiges Gebiet betrachtet werden. Nur theilweise lassen sich die Begriffe und Sätze der Substitutionentheorie auf meine Transformationstheorie übertragen, und in den Fällen, wo die Uebertragung gelingt, liegt sie keineswegs immer so auf der Hand, dass sie als selbstverständlich bezeichnet werden könnte. Gewiss sind die Begriffe, mit denen die Substitutionentheorie arbeitet, elementarer als die in der Transformationstheorie benutzten; aber jedenfalls mir persönlich erscheinen die Verknüpfungsgesetze der betreffenden Begriffe in der Transformationstheorie einfacher und übersichtlicher als in der Substitutionentheorie.

Es ist an dieser Stelle nicht möglich, alle Beziehungen zwischen meiner Transformationstheorie und verwandten Gebieten anzugeben. Doch soll hier wenigstens noch hervorgehoben werden, dass die in diesem Werke dargestellten Theorien mit der gewöhnlichen Invariantentheorie, wie sie von den Herren Cayley und Sylvester, Aronhold und Ber-mite, Clebsch und Gordan und von ihren Nachfolgern entwickelt worden ist, mannigfache Berührungspunkte darbieten. Unzweifelhaft eignen sich die vollkommenen Methoden der Invariantentheorie sehr gut zur Behandlung vieler wichtiger Probleme meiner allgemeinen Transformationstheorie; andererseits wird aber auch die letztere für die Invariantentheorie neue Gesichtspunkte liefern.         .

Der hiermit erscheinende erste Theil meines Werkes über Transformationsgruppen bildet an sich ein «abgeschlossenes Ganze. Er enthält den ersten Abschnitt der Theorie und entwickelt die allgemeinen Eigenschaften der endlichen continuirlichen Gruppen. Ein später erscheinender zweiter Theil wird noch zwei Abschnitte enthalten: Der eine wird die allgemeine Theorie der endlichen Gruppen von Berührungstransformationen geben, der andere eine ausführliche Theorie der endlichen continuirlichen Gruppen in einer, zwei und drei Veränderlichen. Dazu kommen dann noch verschiedene allgemeine Untersuchungen über Gruppen in n Veränderlichen, unter Anderem eine gruppentheoretische Untersuchung des von Riemann und Herrn v. Helmholtz behandelten Problems der Grundlagen der Geometrie.

Schon längst war es meine Absicht, ein ausführliches Werk über die endlichen continuirlichen Gruppen zu veröffentlichen, doch wurde mir die Ausführung dieser Absicht dadurch sehr erschwert, dass ich keine der bekannteren Cultursprachen vollständig beherrsche. So war es mir denn sehr willkommen, dass ich im Herbste 1884 den Beistand des Herrn Dr. Engel gewann, der sich schon vorher mit meinen Untersuchungen über Transformationsgruppen bekannt gemacht hatte. Herr Engel hat sich nicht darauf beschränkt, mir sprachlich und stilistisch mit unermüdlichem Eifer und in der grössten Ausdehnung beizustehen; er hat mich in der That oft bei der Durcharbeitung und Vereinfachung der zur Begründung meiner Resultate erforderlichen analytischen oder synthetischen Entwickelungen unterstützt. Er hat überdies mehrere werthvolle selbständige Untersuchungen über continuirliche Gruppen angestellt; dieselben werden im Folgenden einige Male verwerthet, was an den betreffenden Stellen bemerkt ist.

Die in diesem Werke eingeführten neuen Begriffe und die darin dargestellten neuen Theorien sind mit wenigen Ausnahmen, die immer ausdrücklich hervorgehoben werden, mein Eigenthum. Die von Jacobi und Clebsch herrührende Theorie der vollständigen Systeme, der von Herrn Darboux für einen wichtigen Fall bemerkte und von Herrn A. Mayer in voller Allgemeinheit entwickelte Zusammenhang zwischen integrabeln simultanen Systemen von partiellen und totalen Differentialgleichungen und endlich Cauchy’s Reduction eines simultanen Systems linearer Differentialgleichungen auf eine kanonische Form sind die einzigen von anderen Forschern herrührenden Theorien, die im Folgenden ausführlich reproducirt werden. — Dagegen hat Herr Engel, wie aus dem oben Gesagten hervorgeht, einen wesentlichen Antheil an der Form, in welcher meine Theorien hier hervortreten, wenngleich die für dieses Werk eigenthümliche Terminologie fast ohne Ausnahme von mir herrührt.

In einer Reihe von Arbeiten habe ich bereits versucht, die Bedeutung meiner Transformationstheorie für die Irdegralrechmmg auseinanderzusetzen. Hoffentlich wird es mir in nicht zu ferner Zukunft möglich sein, eine systematisch durchgeführte Darstellung auch dieser Untersuchungen zu veröffentlichen.

Ich kann die allgemeinen Vorbemerkungen nicht schliessen, ohne meiner Freude darüber Ausdruck zu geben, dass die Herren Poincare und Picard, deren Untersuchungen über discontinuirliche Gruppen für die Functionentheorie so förderlich gewesen sind, im Laufe der letzten Jahre auch meine Theorie der endlichen continuirlichen Gruppen für die Functionentheorie verwerthet haben. Ich freue mich dessen, denn es ist immer schwer, für eine neue mathematische Richtung die Aufmerksamkeit der Mathematiker zu gewinnen. Meine Hoffnung, dass die Theorie der Transformationsgruppen sich Bahn brechen wird, beruht zu einem wesentlichen Theil darauf, dass dieselbe neue Gesichtspunkte und neue Methoden liefert, welche für mehrere Gebiete der Mathematik nützlich sein werden.

Noch einige Winke für den Leser des vorliegenden ersten Abschnitts.

Zu einer strengen Begründung der Theorie sind eine Reihe von Entwickelungen erforderlich, welche beim erstmaligen Lesen am besten übergangen werden; sie sind daher durch kleineren Druck gekennzeichnet. Ebenso mehrere Entwickelungen, welche zwar an und für sich wichtig, aber doch für das Verständniss des Ganzen nicht von besonderer Bedeutung sind, welche daher ebenfalls zunächst übergangen werden können. Da aber nicht in allen derartigen Fällen kleinerer Druck angewendet ist, so will ich noch bemerken, dass auch die Auseinandersetzungen auf Seite 124 —133, 172 —183 (das ganze Kapitel 10), 310—327 (das Kapitel 18), 363—366, 395—401 weggelassen werden können, ohne dass dadurch das Verständniss des Folgenden wesentlich benachtheiligt wird.

Leipzig, im Mai 1888.

Sophus Lie.
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7,    Z. 16 und 18 v. u.: statt x', y zu lesen x' — a, y — b.


58, Z. 8





2 P

	
	
V. 0.: statt rlv^ v) zu lesen ",(1 • • • y^ ay.





S. 81, Z. 11 bis 5 v. u.: statt „Hier wollen wir . . . Interesse“ zu Hier wollen wir darauf aufmerksam machen, dass die eingliedrigen Gruppen in der Theorie der Transformationsgruppen dieselbe Rolle spielen wie die von einer einzelnen Substitution erzeugten Gruppen in der Substitutionentheorie.


lesen:



S. 91, Z. 7 v. o.: statt X, • • • xq zu lesen xx • • • xn_q.

	
	
	
S.    95, nach Z. 8 v. o. wird zugefügt: Die obige einfache Verification der speciellen Jacobischen Identität dürfte zuerst von Engel gegeben sein.







S. 148, Z. 15 v. o.: statt A^f) zu lesen A,(F).

S. 150, Z. 5 v. o.: statt Ak{A.^Fy) — A,(A(F)) — zu lesen: A,(A,(F)) - A,(4,(r)) = .

S 158 in dem Columnentitel: statt Kap. 7 zu lesen: Kap. 9.

S. 270. Nach dem Satze 12 wird hinzugefügt: In diesem Satze hat r, natürlich dieselbe Bedeutung wie auf S. 266; ebenso 12, rs u. s. w. r (t —

S. 274, Z. 18 v. o. ist - zu streichen.

1 2

S. 416 bis S. 419: ist überall statt y^— fu zu lesen: y^'— f. •

Einleitung.

Sind die Veränderlichen x,’ ■ • • a, als Functionen von 21 *** An bestimmt durch n nach x, ■ • • Xn auflösbare Gleichungen:

a{ = fi^ -a„) (i = 1 • • • n),

so sagt man, dass diese Gleichungen eine Transformation zwischen den Veränderlichen x und x dar stellen. Mit solchen Transformationen haben wir es im Folgenden zu thun; wo nicht ausdrücklich anders bemerkt wird, werden wir uns dabei auf den Fall beschränken, dass die fi analytische Functionen ihrer Argumente sind. Da aber ein nicht geringer Theil unserer Resultate von dieser Voraussetzung unabhängig ist, so werden wir auch gelegentlich andeuten, wie sich verschiedene Entwickelungen bei Berücksichtigung von Functionen allgemeinerer Art gestalten.

Wenn die Functionen ft (x, • • • Xn) analytisch und innerhalb eines gemeinsamen Bereiches definirt sind, so kann man nach den bekannten Untersuchungen von Cauchy, Weierstrass, Briot und Bouquet stets in der Mannigfaltigkeit aller reellen und complexen Werthsysteme xx ■ ■ • xn einen solchen Bereich (x) abgränzen, dass alle Functionen f in der ganzen Ausdehnung dieses Bereiches eindeutig sind, sowie dass sie sich in der Umgebung jedes dem Bereiche (x) angehörigen Werthsystems x^ • • • x^ regulär verhalten, das heisst, sich daselbst in gewöhnliche Potenzreihen von 21 — x^ • • • xn — Xn mit lauter ganzen positiven Potenzen entwickeln lassen.

Für die Auflösbarkeit der Gleichungen xf = ft (x) ist eine einzige Bedingung nothwendig und hinreichend, die nämlich, dass die Functionaldeterm inante
[image: ]

nicht identisch verschwinden darf. Ist diese Forderung erfüllt, so kann der vorhin definirte Bereich (x) insbesondere so gewählt werden, dass die Functionaldeterminante für keines seiner Werthsysteme den Werth Null annimmt. Lässt man unter dieser Voraussetzung die x nach und nach alle Werthsysteme im Bereiche (x) annehmen, so bestimmen die Gleichungen a, = fi (x) im Gebiete der x einen Bereich von solcher Beschaffenheit, Theorie der Transformationsgruppen.

dass 21 • • • xn als Functionen von x^ • • • xn in der Umgebung jedes Werth-systemes x1° • • • x'n dieses neuen Bereiches sich regulär verhalten und also in gewöhnliche Potenzreihen von A, — x1°, • • • xn — x^ entwickelt werden können. Daraus folgt bekanntlich nicht, dass die Xi in der ganzen Ausdehnung des neuen Bereiches eindeutige Functionen von x^ ■ ■ ■ x, sind; es ist aber möglich, den oben definirten Bereich (x) wenn nöthig so einzuengen, dass zwei verschiedene Werthsysteme 21 ■ • ■ xn des Bereiches (x) stets auch zwei verschiedene Werthsysteme xf — f (x), • xn === f (x) liefern. Ist dies geschehen, so werden auch 21 * An in dem ganzen entsprechenden Bereiche der x eindeutige Functionen von x 1     xn .

Die Gleichungen ai = fi (x) stellen dann zwischen dem Bereiche im Gebiete der x und dem im Gebiete der x' eine eindeutig umkehrbare Beziehung her; jedem Werthsysteme des einen Bereiches ordnen sie ein und nur ein Werthsystem des andern zu und umgekehrt.

Werden die Gleichungen x! = fi{x) nach den x aufgelöst, so stellen die hervorgehenden Gleichungen

xk = F% (x,’ - a) (k = 1 • • • n)

ihrerseits wieder eine Transformation dar. Die Beziehung zwischen dieser Transformation und der ursprünglichen ist offenbar eine gegenseitige; man sagt dementsprechend: die beiden Transformationen sind zu einander invers. Aus dieser Definition folgt augenscheinlich:

Führt man zuerst die Transformation

x/ ==f(x, - X„) (i = 1 • • • n)

aus und sodann die zu derselben inverse Transformation

x"= Fi{xf • .2,) (i = 1 • • • n\ so erhalt man die identische Transformation

«= Xi (i = 1 • • • nf

Hierin liegt die eigentliche Definition des Begriffs zweier zu einander inverser Transformationen.

Führt man überhaupt zwei beliebige Transformationen

^i =fi{xt • • • an), xf = gi (x,’ • • - Xn) (i = 1 • • • n) nach einander aus, so erhält man eine neue Transformation, nämlich die folgende:

xf = gi(fAx) • • • fnfcf) (i = l---n).

Im Allgemeinen ändert sich natürlich diese neue Transformation, wenn man die Reihenfolge jener beiden ersten Transformationen ändert; doch kann es auch vorkommen, dass die Reihenfolge jener beiden Transformationen gleichgültig ist. Dieser besondere Fall tritt ein, wenn identisch ist:

0i (f(x) • ’ • fn{xf) = fXg^x) • • • gn(x)) (i = 1 • • • nf7 wir sagen dann nach dem Vorgänge der Substitutionentheorie: die beiden Transformationen

a/ = f^ -xf) (i = 1 • • • n) und

xi = gi (2, 1:" En)    (i = 1 • • ’ n)

sind mit einander vertauschbar. —

Eine endliche oder unendliche Schaar von Transformationen sivischen den x und den x heisst eine Gruppe von Transformationen oder eine Transformationsgruppe, wenn je zwei Transformationen der Schaar nach einander ausgeführt eine Transformation ergeben, welche wiederum der Schaar angehört1')

Eine Transformationsgruppe heisst discontinuirlich, wenn sie aus einer discreten Anzahl von Transformationen besteht, diese Anzahl möge nun endlich oder unendlich sein. Zwei Transformationen einer solchen Gruppe sind endlich von einander verschieden. Die discontinuir-liehen Gruppen gehören in das Gebiet der Substitutionentheorie, im Folgenden bleiben sie daher äusser Betracht.

Den discontinuirlichen stehen die continuirlichen Transformationsgruppen gegenüber, welche immer unendlich viele Transformationen enthalten. Eine Transformationsgruppe heisst continuirlich, wenn es möglich ist, zu jeder der Gruppe angehörigen Transformation gewisse andere Transformationen der Gruppe anzugeben, welche von der betreffenden Transformation nur unendlich wenig verschieden sind, wenn es dagegen nicht möglich ist, den ganzen in der Gruppe enthaltenen Inbegriff von Transformationen in einzelne discrete Schaaren zu zerlegen.

Unter den continuirlichen Transformationsgruppen betrachten wir nun wieder zwei getrennte Kategorieen, welche wir in der Benennung als endliche continuirliche und als unendliche continuirliche Gruppen unterscheiden. Für beide Kategorieen können wir zunächst nur vorläufige Definitionen geben, die erst später präcis gefasst werden sollen.

Eine endliche continuirliche Transformationsgruppe wird dargestellt durch ein System von n Gleichungen

xj = fi{xt ' ■ ■ xn, a, • ar) (i = 1 • • • n), wobei die f analytische Functionen der Veränderlichen x, ■ • • xn und der willkürlichen Parameter a, • • • ar bedeuten. Da wir es mit einer

Gruppe zu thun haben, so müssen zwei Transformationen

a/ =f(x,--: An, a, • • • a,) x"= fi^ • • a,, bi • • • b,)

der Gruppe nach einander ausgeführt eine Transformation ergeben, welche der Gruppe augehört, welche also die Form hat:

«"= fi{fi^, a)-f (x, a), b, • b) = fi^ •&„, G ** c^. Die Cx sind hier natürlich von den x unabhängig und also Functionen von den a und b allein.

Beispiele. Eine bekannte Gruppe dieser Art ist die folgende: , x — a.

C2 2 — C3

welche drei Parameter a1, 02, a, enthält. Führt man die beiden Transformationen

,__ x — C, ,__ x — b, " a^x aa X b2x + ba nach einander aus, so erhält man:

„ x — c,

C2 e — C3

wo C,, C2, C3 als Functionen von den a und b durch die Relationen __a, + b, a, _ _ ba + a, ba „ _ 62 a, + b, a,

1    1 +b a,’   2    1 +b a,’   3     1 + liy a, definirt sind.

Nicht minder bekannt ist die Gruppe: n

a/ = 2 aik a (i = 1 • • • n) i

mit den 22 Parametern CiL. Setzt man hier
[image: ]

so ergiebt sich:

	
1    ... n                  n


	
a, = 2 b, ax a =2 Co a, , ik                    1 wo die Cy% durch die Gleichungen





n

Cvk =2 b„ ar (», ]c = 1 ... n) i bestimmt sind. —

Um zu einer brauchbaren Definition einer unendlichen continuir-liehen Gruppe zu gelangen, wollen wir zunächst die Definition der endlichen continuirlichen Gruppen etwas umgestalten. Wir benutzen dabei einen Satz aus der Theorie der Differentialgleichungen, auf den wir übrigens später ausführlicher zurückkommen werden (vgl. Kap. 10).

Die Gleichungen

x/ =f(x, - En, a, - a,) (i = 1 • • • n)

mögen irgend eine endliche continuirliche Gruppe darstellen. Nach dem betreffenden Satze ist es dann möglich, die Functionen fi, soweit sie von den x abhängen, durch ein System von Differentialgleichungen zu definiren. Zu dem Ende hat man nur die Gleichungen xf— fi (x, a) hinreichend oft nach X,---X, zu differentiiren und dann alle Gleichungen aufzustellen, welche sich durch Elimination von 01 • • • ar ergeben. Ist man bei der Differentiation hinreichend weit .gegangen, so erhält man bei der Elimination der a ein System von Differentialgleichungen für 21 - a, , dessen allgemeinstes Lösungensystem die ursprünglichen Gleichungen x! === fi (x, a) mit den r willkürlichen Constanten a, ■ • • ar darstellen. Da nun die Gleichungen x{ — f^x, a) nach Voraussetzung eine Gruppe definiren, so ergiebt sich, dass das betreffende System von Differentialgleichungen die folgende bemerkens-werthe Eigenschaft besitzt: ist Xi = fi(xt • • - xn, 61 • • • b,) ein Lösungensystem desselben und x{==f(x, a) ein zweites, so ist auch

a/ = f{fi^, a) • • • fn{x, a), bi*, b,) (i = 1 ■. • n)

ein Lösungensystem.

Wir sehen also, dass sich die Gleichungen einer jeden endlichen continuirlichen Transformationsgruppe durch ein System von Differentialgleichungen definiren lassen, welches gewisse besondere Eigenschaften besitzt. Erstens kann aus zwei Lösungensystemen der betreffenden Differentialgleichungen stets in der vorhin angegebenen Weise ein drittes Lösungensystem abgeleitet werden: darin liegt, dass wir es mit einer Gruppe zu thun haben. Zweitens hängt das allgemeinste Lösungensystem der betreffenden Differentialgleichungen nur von einer endlichen Anzahl willkürlicher Constanten ab: dieser Umstand sagt aus, dass unsere Gruppe endlich ist.

Nehmen wir nun an: es ist eine Schaar von Transformationen Xt = f^ • • • x^ durch ein System von Differentialgleichungen von der Form:

W.^'---^, 34...., 884. ...) = 0 (Ä = l, 2---) definirt. Nehmen wir ferner an, dass dieses System von Differentialgleichungen zwar die erste der beiden erwähnten Eigenschaften besitzt, nicht aber die zweite; dass also mit x[ = f (x, • • • xn) und x{ — gi (x, • • • xn) stets auch ai = gi (fi (x) • • • f(x)) ein Lösungensystem dieser Differentialgleichungen ist, dass aber das allgemeinste Lösungensystem derselben nicht blos von einer endlichen Anzahl willkürlicher Constanten ab-hängt, sondern von willkürlichen Elementen höherer Art, wie zum Beispiel von willkürlichen Functionen. Dann bildet der Inbegriff von allen Transformationen, welche den betreffenden Differentialgleichungen genügen, offenbar wiederum eine Gruppe und zwar im Allgemeinen eine continuirliche, aber nicht mehr eine endliche, sondern eine, die wir als unendliche continuirliche bezeichnen.

Wir geben gleich einige einfache Beispiele von unendlichen con-tinuirlichen Transformationsgruppen.

Wenn die Differentialgleichungen, welche die betreffende unendliche Gruppe definiren, auf die identische Gleichung 0 == 0 zusammen-schrumpfen, so lauten die Transformationen der Gruppe:

a = lli (x, • • x^ (i = 1 • • • n\

wobei die 11/ willkürliche analytische Functionen ihrer Argumente bezeichnen.

Auch die Gleichungen

27 = 0 (i + 1; i, k= 1 • • • n)

definiren eine unendliche Gruppe, nämlich die folgende:

x- = 11, (xi) (<= 1 • n),

wo die Hi wiederum vollkommen willkürlich sind.

Zu bemerken ist übrigens, dass der Begriff einer unendlichen continuir-liehen Gruppe sich noch allgemeiner fassen lässt als hier geschehen. Man könnte überhaupt jede continuirliche Gruppe, welche nicht endlich ist, als eine unendliche continuirliche bezeichnen. Diese Definition deckt sich aber mit der oben gegebenen nicht.

So stellen zum Beispiel die Gleichungen

«‘== F(x), y'^F^y),

in denen F beide Male dieselbe willkürliche Function seines Argumentes bedeutet, eine Gruppe dar. Diese Gruppe ist continuirlich, denn alle ihre Transformationen werden durch ein einziges Gleichungensystem dargestellt; sie ist ausserdem offenbar nicht endlich. Folglich wäre sie eine unendliche continuirliche Gruppe, wenn wir diesen Begriff in dem vorhin angegebenen weiteren Sinne fassten. Auf der anderen Seite ist es aber nicht möglich, die Schaar der Transformationen

x' = F(x), y' = F(y) durch Differentialgleichungen zu definiren, welche von willkürlichen Elementen frei sind. Folglich passt die zuerst aufgestellte Definition einer unendlichen continuirlichen Gruppe auf diesen Fall nicht. Wir finden es indess zweckmässig, nur solche unendliche continuirliche Gruppen zu betrachten, die sich durch Differentialgleichungen definiren lassen und legen daher stets unsere erste, engere Definition zu Grunde.

Wir wollen nicht unterlassen hervorzuheben, dass der Begriff „Transformationsgruppe“ durch die Unterscheidung von discontinuir-lichen und continuirlichen Gruppen noch keineswegs erschöpft ist. Es giebt vielmehr Transformationsgruppen, welche sich unter keine dieser beiden Classen unterordnen, welche aber doch mit jeder von beiden Classen etwas gemeinsames haben. Auch mit Gruppen dieser Art müssen wir uns im Folgenden wenigstens gelegentlich beschäftigen. Vorläufig mögen zwei Beispiele genügen.

Der Inbegriff aller Coordinatentransformationen einer Ebene, bei welchen man von einem gewöhnlichen rechtwinkligen Coordinaten-Systeme zu einem andern übergeht, bildet eine Gruppe, die weder continuirlich noch discontinuirlich ist. Die betreffende Gruppe enthält nämlich zwei getrennte Kategorieen von Transformationen, zwischen denen ein continuirlicher Uebergang nicht möglich ist: erstens solche Transformationen, bei welchen das alte und das neue Coordinaten-System consentiren und zweitens solche, bei welchen diese beiden Systeme dissentiren.

Die ersten haben die Form:

x‘ — x cos « — y sin a, y' — x sin « — y cos a, der analytische Ausdruck der andern lautet:

x = x cos a — y sin a, y' — x sin a — y cos a.

Jedes dieser Gleichungensysteme stellt eine continuirliche Schaar von Transformationen dar, also ist die Gruppe nicht discontinuirlich; sie ist aber auch nicht continuirlich, denn erst beide Gleichungensysteme zusammengenommen liefern alle Transformationen der Gruppe; die Transformationen der Gruppe zerfallen also in zwei discrete Schaaren. Denkt man sich die Ebene x, y im gewöhnlichen Raume und nimmt 2 als dritte rechtwinklige Coordinate hinzu, so kann man sich den Inbegriff jener Coordinatentransformationen der Ebene Z = 0 als den Inbegriff gewisser Bewegungen des Raumes denken, derjenigen nämlich, bei welchen die Ebene 2 = 0 ihre Lage behält. Diese Bewegungen scheiden sich entsprechend in zwei Klassen, in solche, welche die Ebene nur in sich verschieben und in solche, welche sie umlegen.

Als zweites Beispiel einer derartigen Gruppe möge hier noch der Inbegriff aller projectiven und dualistischen Transformationen der Ebene angeführt werden.

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen über den Begriff Transformationsgruppe überhaupt wenden wir uns zur Betrachtung der endlichen continuirlichen Transformationsgruppen, welche den Gegenstand der folgenden Untersuchungen bilden. Diese Untersuchungen zerfallen in drei Abschnitte. Der erste Abschnitt handelt über endliche continuirliche Gruppen im Allgemeinen. Der zweite handelt über solche endliche continuirliche Gruppen, deren Transformationen sogenannte Berührungstransformationen sind. Im dritten Abschnitte endlich werden gewisse allgemeine Probleme der Gruppentheorie für kleine Zahlen der Veränderlichen im Einzelnen durch geführt.

Erster Abschnitt.

Allgemeine Eigenschaften

der endlichen continuirlichen Transformationsgruppen.

	
	
Kapitel 1.





Definition der endlichen continuirlichen Transformationsgruppen.

Unsere erste Aufgabe ist es jetzt, den in der Einleitung aufgestellten Begriff der endlichen continuirlichen Gruppen schärfer zu begränzen.

	
§ 1.



Zunächst eine Hülfsuntersuchung über continuirliche Schaaren von Transformationen im Allgemeinen.

Die Gleichungen

x/ =f(x, - X,, a, • • • a,) (i = 1 • • • n)

mögen eine beliebige Schaar von Transformationen darstellen, also zunächst nicht gerade nothwendig eine Gruppe. Die fi seien analytische Functionen sowohl der Veränderlichen X, • • • Xn als der Parameter a, • • • ar] es versteht sich von selbst, dass die Function aldeter-minante
[image: ]

nicht identisch verschwinden darf.

Ertheilen wir den Parametern a, • • • ar nach und nach alle möglichen Werthe innerhalb eines gewissen Bereiches, so erhalten wir alle Transformationen, welche von den obigen Gleichungen dargestellt werden. Nun giebt es im Ganzen oo" verschiedene Werthsysteme a, • • • ar\ wie viele verschiedene Transformationen a{ =f(x, a) entsprechen diesen oo" Werthsystemen?

Theoretisch bietet die Beantwortung dieser Frage keine besondere Schwierigkeit. Wir denken uns einfach die fi nach Potenzen von 21 — xij •. An — Xn° entwickelt, unter 21° - an° irgend ein Werth-System der x verstanden, in dessen Umgebung sich alle fi regulär verhalten. Sodann denken wir uns die Coefficienten in diesen Entwickelungen der Reihe nach aufgeschrieben:

I, (a,... af) (T = 1, 2 • • •),

wo natürlich die A analytische Functionen der Parameter a, • • • ar sind. Es kommt jetzt blos darauf an, zu untersuchen, wieviele von einander unabhängige unter den sämmtlichen Functionen Ax vorhanden sind.

Finden sich nämlich gerade r von einander unabhängige Functionen unter den Ak vor, so entsprechen den oo" verschiedenen Werthsystemen ax - • ■ ar augenscheinlich gerade oo" verschiedene Werthsysteme A,, A, • • ■ und also auch gerade oo" verschiedene Transformationen a, = ft (x, a).

Anders, wenn es unter den Functionen Ax nicht r, sondern weniger, zum Beispiel blos r — m von einander unabhängige Functionen giebt. In diesem Falle lassen sich alle A% durch r — m unter ihnen ausdrücken, etwa durch A,’ • • • ^Lr—m, welche natürlich von einander unabhängig sein müssen; durchlaufen daher a, • • • ar ihre oo" verschiedenen Werthe, so hat das genau dieselbe Wirkung, als wenn A,’ • • • ^ir—m gerade ocr~m verschiedene Werthsysteme durchlaufen. Folglich entsprechen den oo" Werthsystemen a, • • • ar gerade oo’—m verschiedene Werthsysteme A,, A, • ■ • und also auch gerade oo’—m verschiedene Transformationen x, === fi (x, a). Am deutlichsten kommt dies zum Ausdruck, wenn wir beachten, dass auch die Functionen fi die Parameter a, • • • ar nur in den Verbindungen A,’ • ■ • A,—m enthalten, dass sie also die Form haben:

fi (x, • • • xn, a, • • • a^ ==f(x,-::E, A,’*. ^'r-^ (i = 1 • • • n). Daraus geht nämlich hervor, dass wir geradezu A,’ ■ • • ^r—tn an Stelle von C1 • • • ar als neue Parameter einführen können, so dass sich die Anzahl der willkürlichen Parameter, welche in den Gleichungen Xi — f^x, a) vorkommen, von r auf r — m erniedrigt. Dann aber ist klar, dass die Gleichungen x/ == f (x, a} nicht oo", sondern nur co’-7 verschiedene Transformationen darstellen.

Wir wollen nun die folgende Ausdrucks weise einführen:

In den Gleichungen:

x{ = fi^ - ” xn, ax - ■ • ar) (i = 1 • • • n) sind die r Parameter a, • • • ar alle wesentlich, wenn diese Gleichungen oo" verschiedene Transformationen zwischen den x und den x dar stellen oder was dasselbe ist, wenn es unmöglich ist, solche von einander unabhängige Functionen von a,- • • ar als neue Parameter ein^uführen, dass nachher die Gleichungen x, = f (x, a) nicht mehr r, sondern blos eine geringere Anzahl von willkürlichen Parametern enthalten.

Sind die Parameter a, • • • ar in den Gleichungen Xi = fi (x, a) nicht wesentlich, so können die f, wie oben gezeigt wurde, die Form fi^ • • • xn, A,' (a) • • • A,_m(a)) erhalten, wo die Zahl m mindestens gleich eins ist. Wir bemerken, dass es dann unter allen Umständen wenigstens eine lineare partielle Differentialgleichung von der besonderen Form:

giebt, welche A,' ■ • • A,—m und also auch f--f identisch befriedigen. Diese Eigenschaft ist für den in Rede stehenden Fall charakteristisch. Gesetzt nämlich umgekehrt, die Functionen f-'-fn befriedigen alle eine lineare partielle Differentialgleichung von der eben besprochenen Form. Nun ist bekannt, dass diese Gleichung r — 1 unabhängige Lösungen ^r{a) ■ • • v— 1 (a) besitzt, welche nur von at ■ ■ ■ ar abhängen und dass jede andere Lösung, soweit sie von den a abhängt, eine Function von 11 • • • 1,—1 allein ist. Folglich kann jedes fi auf die Form fi(x, -Xn, (a) • • • 1- 1 (a)) gebracht werden, womit bewiesen ist, dass die Parameter ar ■ ■ ■ ar in den Gleichungen xl — f (x, a} nicht wesentlich sind.

Wir können daher sagen:

Satz 1. In den Transformationsgleichungen

Xi == fi^- • • X.

sind die r Parameter ar ■ ■ ■ ar dann und nur dann alle tvesentlich, wenn es keine von 2,-:-An freie lineare partielle Pifferentialgleiclumg

X %a(a, • • • M 3 = 0

giebt, welcher die n Functionen ^--fn sämmtlich genügen.

Das Kriterium, welches in dem vorstehenden Satze ausgesprochen ist, hat übrigens nicht blos theoretischen Werth; es ist auch praktisch brauch-

bar, wenn entschieden werden soll, ob die Parameter a, • •


ir von vor-a^ wesent-

wie diese



gelegten Transformationsgleichungen 00/


ax



lieh sind oder nicht. Wir wollen kurz auseinandersetzen, Untersuchung durchgeführt werden kann.

Zunächst bilden wir die n Gleichungen

(1)


‘k



und ertheilen in denselben den x irgend welche bestimmte, aber allgemeine Werthe Ai'*** xf. Auf diese Weise ergeben sich zur Bestimmung von X1 ***Xr n lineare homogene Gleichungen, unter denen etwa r' < r von einander unabhängige sein mögen. Ist r' — r, so müssen 21--- %, identisch verschwinden und die r Parameter a, • • • ar sind daher wesentlich. Ist r‘ < r, so ertheilen wir den x gewisse andere allgemeine, von den x' ver-schiedene Werthe X1 ’ * * An und erhalten so weitere Gleichungen zur Bestimmung der X. Unter diesen neuen Gleichungen werden gewisse, etwa r" von einander und von den obigen r' unabhängige vorhanden sein; dann ist natürlich r — r" A r; ist r' — r" — 1, so verschwinden alle X und die Parameter C1 • ■ • ar sind wesentlich; ist r' — r" < r, so müssen wilden x wiederum gewisse allgemeine Werthe XI" • • • x^" ertheilen, neue Gleichungen zur Bestimmung der % ableiten und so fort.

Wir können annehmen, dass wir auf die angegebene Weise nach einander r' — r" — • • • — rI- 1) A r von einander unabhängige Gleichungen zur Bestimmung der % finden und dass keine der q — 1 Zahlen r\ r"- ■ -r(I- 1) verschwindet. Dagegen möge r^ gleich Null sein, so dass also die Gleichungen (1) bei ganz beliebiger Wahl der x stets eine Folge der gefundenen r' — r" — • • • — r(I-1) Gleichungen sind. In diesem Falle verschwinden daher auch alle Zahlen rQI+1), r(I+2) -, also erhalten wir zur Bestimmung der X eben nur jene r‘ — r" — • • • — r(I-1) Gleichungen. Ist nun r‘ — • • • — r"I- 1) — r, so sind alle X = 0 und die Parameter 01 ■ • • ar sind wesentlich; ist dagegen r‘ - *-- — rI-1) < r, so lassen sich die % als Functionen von a1 • • • ar bestimmen und die r Parameter a1 • ■ • ar sind nicht wesentlich.

Damit ist gezeigt, dass in jedem einzelnen Falle die Beantwortung der Frage, ob die Parameter C1 • • • ar wesentlich sind oder nicht, durch eine endliche Anzahl ausführbarer Operationen geleistet werden kann.

	
§ 2.



In den Transformationsgleichungen

Xi — fi^ ■ • • xn, a** a^ (i = 1 • • • n)

seien jetzt die Parameter C1 ■ • • ar alle wesentlich.

Da die fi analytische Functionen ihrer Argumente sind, so können wir uns in dem Gebiete aller Werthsysteme X1 - * Xn und in dem Gebiete aller Werthsysteme a, • • • ar je einen Bereich (x) bezüglich (a) derart auswählen, dass folgendes stattfindet:

Erstens. Die fi(x^ a) sind in der ganzen Ausdehnung der beiden Bereiche (x) und (a) eindeutige Functionen der n — r Veränderlichen X1 - * * An , C1 • - a, .

Zweitens. Die fi{x^ a) verhalten sich in der Umgebung jedes Werth-Systems 21° ■ • • xn°, a^ - a,° regulär, sind also in gewöhnliche Potenzreihen von X1 — 21°, • • • xn — xn{\ a, — a^ • • • ar — ar° entwickelbar, sobald x^ ■ ■ ■ x^ beliebig im Gebiete (x), a,° • • • ar° beliebig im Gebiete (a) liegt.

Drittens. Die Functionaldeterminante
[image: ]

verschwindet für keine Combination von Werthsystemen Xi bezüglich ax der beiden Bereiche (x) und (a).

Viertens. Ertheilt man in den Gleichungen x/ == fi{^^ a) den Parametern ax irgend welche Werthe ax° im Gebiete (a), so liefern die Gleichungen

x{ — fi ^i • • ■ An, a,° • • • a,°) (i — 1 • • • n)

zu zwei verschiedenen Werthsystemen X1 • • ■ An des Bereiches (x) auch stets zwei verschiedene Werthsysteme xi’** xn'.

Setzen wir voraus, dass die Bereiche (x) und (a) so gewählt sind, dass alle diese vier Bedingungen erfüllt sind. Ertheilen wir dann in den Gleichungen ai=fi(x, a) den Veränderlichen Xi alle möglichen Werthe in (x) und den Parametern ax alle möglichen Werthe in (a), so durchlaufen die Xi in ihrem Gebiete einen gewissen Bereich, den wir symbolisch durch die Gleichung x = f ((x) (a)) bezeichnen können. Dieser neue Bereich hat folgende Eigenschaften:

Erstens. Ist a,° ■ • • a,° irgend ein Werthsystem von (a) und x{‘0--: Xn‘° irgend ein Werthsystem des Unterbereiches x‘=f((x)a°), so lassen sich X, • • • xn in der Umgebung des Werthsystems xi°, ax° in gewöhnliche Potenzreihen von X,’ — x,"°, • an’ — an, a1 — a,°, • • • ar — a,° entwickeln.

Zweitens. Ertheilt man den ax feste Werthe ax° im Bereiche (a), so werden in den Gleichungen

Xi = fi(x1 • • • xn^ a,° • • • a,°)    (i== 1 *..n) die Grössen X1 • • • xn eindeutige Fuuctionen von 21 • Xn , die sich in der ganzen Ausdehnung des Bereiches x' — f {(x} a°) regulär verhalten.

Nunmehr wollen wir die besondere Voraussetzung hinzufügen, dass die oo" verschiedenen Transformationen, welche durch die Gleichungen Xi =fi(x, a) dargestellt werden, eine Transformationsgruppe bilden. Diese Gruppe ist dann offenbar eine continuirliche und endliche; um die Anzahl ihrer Transformationen kurz andeuten zu können, werden wir sagen, dass die Gleichungen xf = fi (x, a) mit den r wesentlichen Parametern a, • • • ar eine r-gliedrige Transformationsgruppe darstellen.

Nach unserer in der Einleitung aufgestellten Definition einer endlichen continuirlichen Gruppe müssen die Gleichungen

Xi fi (x, ■ ■ * xn, a^ • • • af)

Xi = fi (x, • • • xn , bi • • • bf)

bei Elimination der x ein Gleichungensystem von derselben Form ergeben, etwa:

Xi fi (x, ' " • Xn, C^ ‘ ‘ • cf^ , wo die c nur von den a und den b abhängen.

Hier ist zu bemerken, dass wir über das Verhalten der Functionen fi (x, a) nur innerhalb der Bereiche (x) und (a) Festsetzungen getroffen haben.

Folglich ist es uns nur dann erlaubt, die Ausdrücke a,’== f, (x, cf) in die Gleichungen &l"=fi(x‘, b) einzusetzen, wenn das Werthsystem x,’ • • • Xn in dem Bereiche (x) liegt. Wir sehen uns deshalb genöthigt, zu den bisher getroffenen Festsetzungen über die Bereiche (x) und (a) noch die folgende Annahme hinzuzufügen: es soll möglich sein, innerhalb der Bereiche (x) und (a) je einen Unterbereich ((x) und (a)) von solcher Beschaffenheit anzugeben, dass die x{ immer im Bereiche (x) bleiben, wenn die Xi beliebig in (x)), die ax beliebig in (a)) laufen; wir drücken dies kurz so aus: es soll der Bereich x‘==f((x))(a)) ganz in den Bereich (x) hineinfallen.

Wählen wir nach diesen Festsetzungen 21 ** xn im Bereiche (x)) und 01 • • • ar im Bereiche (a), so können wir in dem Ausdruck fi(x^ ■ ■ • x^ b1 . . . b,) wirklich die Substitution Xx = fk(x^ a) ausführen; das heisst, wenn X1 * * * An 0 irgend ein Werthsystem im Bereiche ((x)) bedeutet, so lässt sich der Ausdruck

fi (fi (x, a)-f (x, a\ bi ** b,)

in der Umgebung des Werthsystems Xk in eine gewöhnliche Potenzreihe von X1 — 31°, • • • xn — x^ entwickeln; die Coeffi cienten dieser Potenzreihe sind Functionen von a,--a,, bi • • • br und verhalten sich regulär, wenn die ax beliebig in (a)) die bk beliebig in («) gewählt werden.

Es lässt sich nun zeigen, dass die Grössen C1 ■ • • cr ganz bestimmte und zwar analytische Functionen von at • • • ar, bt ■ ■ ■ br sind. Um dies nachzuweisen, betrachten wir die Gleichungen

fi (f^x, a) ■ - fn (x, a), b,b) = f (x,** xn, c^ • • cf), welche sich bei gegebenen a und b durch geeignete Wahl der c identisch befriedigen lassen müssen. Wir entwickeln auf beiden Seiten nach Potenzen von X, X, ,--- Xn An 0 und vergleichen die Coeffi-cienten; dann erhalten wir eine im allgemeinen unendliche Reihe von Gleichungen zur Bestimmung von cr ■ ■ ■ cr:

% (c, • • • cr) = 3, (a, • • • ar, by • • • bf) (I: = 1, 2 • • ) .

Zunächst ist klar, dass diese Gleichungen keine Relationen zwischen den a und b allein zur Folge haben können, dass sich die c nicht aus ihnen eliminiren lassen: die a sind ja innerhalb gewisser Bereiche vollkommen willkürlich und die b desgleichen. Ferner ist klar, dass die gefundenen Gleichungen zwischen den a, b, c mit einander verträglich sind, denn nach Voraussetzung lassen sich zu jedem Werth-Systeme a, • • • ar, 6, -br entsprechende Werthe der c angeben. Endlich ist leicht zu sehen, dass die gefundenen Gleichungen zur Bestimmung aller c ausreichen. Nach Voraussetzung sind ja die Parameter a, • • • ar in den Gleichungen x{ = f (x, d) alle wesentlich; wir schliessen daher im Hinblick auf die Entwickelungen des vorigen Paragraphen, dass sich unter den Functionen A,(c), A,(c) • • • gerade r von 'einander unabhängige befinden. Folglich ist die Auflösung nach q • • • cr möglich und es ergeben sich für die Ck ganz bestimmte analytische Functionen der a und b:

ck = 9i(a, *-• a,, b, • • • br} (k = 1 • • • r) .

Werden diese Ausdrücke für C, • • • cr in die Gleichungen

	
(2)    f((x, a)-f (x, a), b,*b,) =f(x,"":En, e^-Cr') (i=1-n) eingesetzt, so ergeben sich lauter Identitäten, da ja die Grössen Xi, ax, bk von einander unabhängig sind.



Wir können und wollen annehmen, dass der Bereich (a)) so gewählt ist, dass alle Qr(a, b) sich regulär verhalten, wenn die a sowohl als die b ganz beliebig in (a) laufen. Ausserdem müssen wir aber noch darauf Rücksicht nehmen, dass in den Gleichungen

Xi" = fi (F, b) = fi (x, c) die c den Bereich (a) nicht verlassen dürfen. Daher werden wir noch ausdrücklich die besondere Voraussetzung machen: es soll das Werthsystem Ck — ^k(a, b) stets in den Bereich (a) fallen, sobald die a und die b in dem Bereiche (a)) liegen.

Sind diese Bedingungen erfüllt, so verhalten sich die Functionen fi (x, ** xn^ qi (a, b) • • • q, (a, bf) für alle Werthsysteme x^ ak^ bk der Bereiche (x)) bezüglich (a) regulär. Setzen wir daher in (2) für die Ck die Qr(a, b) ein, so gelten die entstehenden Identitäten für alle eben besprochenen Werthsysteme Xi^ ak, bk.

Aus dem Gleichungensysteme (1) wollen wir jetzt zwei andere, ähnlich gestaltete herleiten, welche uns über die Beschaffenheit der Functionen 9x (a, b) näheren Aufschluss geben werden.

Zunächst denken wir uns X, • - • xn aus den Gleichungen x/ — fi(x, a) als Functionen der x' und der a bestimmt und die erhaltenen Werthe:-Xi — Fi(x', a) in (2) eingesetzt. Auf diese Weise finden wir das eine der beiden versprochenen Gleichungensysteme, nämlich das folgende:

	
(3)    fi (xf • • • xn', bi • • • br~) = fi (Ft {x, a) • • • Fn (x', a), c-. cr)



(i == 1 .. . n) .

Das andere ergiebt sich einfach durch Auflösung der Gleichungen

(2) nach fi (x, a) - f(x, a). Es lautet:

	
(4)    f (x, . •. xn, a, • • • af) = Fi (fi (x, c) • • • fn(x, c), b, • • • br)



(i = 1 ••• n).

Die neuen Gleichungen (3) und (4) werden natürlich gerade so wie die Gleichungen (2), aus denen sie hergeleitet sind, bei der Substitution Ck = Pr (a, b) zu lauter Identitäten, denn die Grössen xf, ak, bk sind ebensowenig wie die x,, ax , bk durch Relationen mit einander verknüpft.

Theorie der Transformationsgruppen.                                \         2

Nunmehr behandeln wir die Gleichungen (3) und (4) ähnlich wie früher die Gleichungen (2). Wir entwickeln zunächst die beiden Seiten von (3) in der Umgebung eines geeigneten Werthsystemes xc,° in eine gewöhnliche Potenzreihe der X, x, 0 und vergleichen die Coefficienten; dann erhalten wir eine Reihe von Gleichungen von der folgenden Form:

	
(5)    I, (,-. b) = Y,(a, -. a,, c c) (I = 1, 2 .).



Ferner entwickeln wir die beiden Seiten von (4) in der Umgebung von xf in eine gewöhnliche Potenzreihe der X, X, und vergleichen wieder die Coefficienten. Auf diese Weise erhalten wir eine Reihe neuer Gleichungen von der Form

	
(6)    L(a,-. a,) = 9,(0,-b,, c-c,)   (I: = 1, 2 • • •).



Die Functionen Ax (d, - a,) und ebenso die Ax (bi -b,) sind hier nach dem Früheren so beschaffen, dass sich unter ihnen gerade je r von einander unabhängige befinden. Da nun ihrer Herleitung zufolge sowohl die Gleichungen (5) als die Gleichungen (6) bei der Substitution C1 = 91 (a, b), • , == 9,(a, b) zu Identitäten werden, so ergiebt sich, dass jedes dieser Gleichungensysteme mit dem System ck — cpk(a, b) äquivalent ist. Aus der Form der Gleichungen (5) und (6) erhellt aber, dass dieselben sich bezüglich nach den bk und den ak auflösen lassen; folglich können die Gleichungen ck = cpk{a, b) sowohl nach den bk als nach den ak aufgelöst werden:

bk = 1x (a, - a,, G**: cf) (k = 1 • • • r) ak = %(b, - - br, q • • • c,) (l = 1 • • • 7).

Also gilt das

	
Theorem 1.    Stellen die G-Ieichungen



^ =fi(x, - E„, a, *: a,) (i = 1 • • ■ n)

mit den r wesentlichen Parametern at ■ ■ ar eine r-gliedrige Gruppe dar, ergeben also zwei Transformationen

Xi — fi (x, ■ ’ * xn, a^ • • • a^

xf = fifxf • • • xf, b, * br)

nach einander ausgeführt eine Transformation

x"= fC(x, a) - fn^X, a\ b, b) = fi(xr “ • Xn, G ** Cr), wo die ck sich folgendermassen durch die a und die b ausdrüchen:

Ck = Qi (a, • • • ar, b, - br) (k = 1 ■ - r),

so sind diese Gleichungen sowohl nach a, • • • ar als nach 6, - b.

Definition der endlichen continuirlichen Transformationsgruppen. 19 auflösbar, anders ausgesprochen: es verschwindet keine der beiden Functionaldeterminanten

, I 29, . . . 09r      , । 0Q, . . . 09r

_ — da, dar ’ — — 0b, dbr identisch.^

Wir wollen uns den Bereich (a) so gewählt denken, dass die erwähnten Functionaldeterminanten beide stets von Null verschieden sind, wenn sowohl die a als die b beliebig in (^a^ laufen.

Bilden die oo" Transformationen

Xi = fi(Xi - " xn, at ’ ” af) (i = 1 • ■ • n) eine r-gliedrige Gruppe, so bilden auch die oo" durch Auflösung nach x, ... xn entstehenden Transformationen

Xt == Fi (x,’- • • xf, a, • • • af) (i = 1 • • • n) eine r-gliedrige Gruppe.

In der That, unter der gemachten Voraussetzung bestehen Relationen von der Form

a/=f(x, a), «"= f(x',bf xf=fi{x,c\ wobei Ck — (pk (a, b) ist. Durch Auflösung ergeben sich hieraus die Gleichungen:

Xi = Fi(x', af x- = Fi (x", b), Xi = F{ {x", c), wobei wiederum c2— Pr(a, b\ Wenn daher die beiden Transformationen

Xi = Fi{xf- • • Xn, b, • • • bf)

Xi = Fi (xf ■ • • xf, a, ■ • • a^ nach einander ausgeführt werden, so ergiebt sich die Transformation:

Xi = Fi (F, (x", b) • E (x", b), a,- • ar)

Fi (x, ... An , c 1 cf),

welche ebenfalls der Schaar Xi = Fi(x', a) angehört.

Damit ist die aufgestellte Behauptung bewiesen. Es gilt also das

	
Theorem 2.    Stellen die Gleichungen



Xi = fi{x, • • • xn, a, • • • af) (i = 1 • • • n)

mit den r wesentlichen Parametern ar... ar eine r-gliedrige Transformationsgruppe dar, so gilt dasselbe auch von den aufgelösten Gleichungen

Aus diesem Theorem lässt sich unter anderem schliessen, dass die Auflösbarkeit der Gleichungen ck == QPr(a, b) nach den a selbstverständlich ist, sobald man ihre Auflösbarkeit nach den b nachgewiesen hat.

Das Theorem 2 wird im Folgenden nicht benutzt, da die Voraussetzungen, welche wir bei der Gruppe x, = fi(x, a) über die Bereiche gemacht haben, für die Gruppe Xi = Fi (x‘, a) nicht in derselben Weise erfüllt zu sein brauchen. Gleichwohl ist das Theorem von Interesse, da es verschiedene Zusammenhänge aufdeckt.

	
§ 3.



Wir haben bisher immer vorausgesetzt, dass in den Gleichungen xl=fi{x,a) einer y-gliedrigen Gruppe die f analytische Functionen von xt • • • xn, 01," ■ • ar sind. Man könnte nun diese Voraussetzung durch eine weniger allgemeine ersetzen. Man könnte zum Beispiel annehmen, dass die Functionen fi sowohl in den x als in den a rational sind und dass auch umgekehrt aus den Gleichungen x{ = f(x, a) sich X1 ■ • • xn als rationale Functionen von xf • • • Xn und a, • • • ar bestimmen. Die Gruppe x/=fi(x, a) würde dann aus eindeutigen und eindeutig umkehrbaren Transformationen bestehen oder, wie man zu sagen pflegt, aus Cremona’schen Transformationen.

Es ist durchaus nicht unsere Absicht diesen besonderen Fall ausführlich zu behandeln; doch scheint es nicht unangebracht, einen Augenblick bei demselben zu verweilen. Wir können da nämlich einige wichtige Schlüsse ziehen, welche allerdings nicht ohne Weiteres auf den allgemeinen Fall übertragbar sind, aber doch für die Behandlung des letzteren verschiedene Fingerzeige geben.

Denken wir uns also eine Gruppe von Cremona’schen Transformationen vorgelegt:

a/= f (x,-.: E», a, • • • af) (i = 1 * n), wo, nach der oben gemachten Voraussetzung, die Parameter a, • • • ar sowohl in den Transformationsgleichungen selbst als auch in deren Auflösungen nach X1 •. An rational eingehen.

Dann vereinfachen sich zunächst die Entwickelungen des § 2 ganz beträchtlich. Vor allen Dingen fällt die Noth Wendigkeit weg, die Veränderlichen Xi, ak} bx auf gewisse Bereiche zu beschränken, da die auftretenden Functionen für das ganze Gebiet aller Werthsysteme Xi, ax, bk definirt sind. Ferner ergiebt sich sofort, dass die Cx — q)k (a, b) algebraische Functionen von a, • • • ar, bt ■ ■ ■ br werden.

Aber noch mehr. In den Gleichungen

ax = %* (bi • • • b,, G ' • • c,) (k = 1 • • • r), welche aus Ci == Qx (a, b) durch Auflösung nach a, ■ • • ar entstehen, dürfen wir ohne Weiteres die Substitution ck = bk machen. Wird dabei Xx (b, ■ ■ - br, b, - b,) == a^, so liefern die beiden Transformationen

Xi =f(x,-X, a,° • • ' a,°) x," = fi (x,’ -an, b, • • • br) nach einander ausgeführt die Transformation

a," = fi^- • • xn, bx - ■ - br}.

Nun bestimmen unter den gemachten Voraussetzungen die Gleichungen x^ — fi(x^ b) die Veränderlichen 21 • • • xn als rationale Functionen von Xy • • • Xn y bt ■ • • br und die Gleichungen Xi == fi (x‘, b} liefern für xf ■ ■ ■ Xn dieselben rationalen Functionen der xf, bk. Folglich ergiebt sich aus den Gleichungen:

x," = fi (x, - an’, bb) =f(x,"An, b, — br)

sofort X, == X, , -. An == An , womit bewiesen ist, dass zu den Para-meterwerthen af • • • arQ die identische Transformation gehört. Mit andern Worten: Jede der besprochenen Gruppen von Cremona’sehen Transformationen enthalt die identische Transformation. Die Parameter aT sind natürlich von den b unabhängig.

Aus den Gleichungen ck = 9r (a, b) können wir aber auch die folgenden ableiten:

bk = 4) (a,** ^r, C, ** Cr) und dürfen hierin die Substitution ck === ak machen, woraus

1% (a,--- a,, af • ■ ■ aT} — dk folgen möge. Demnach gehört zu jedem Werthsystem a, • • • ar ein Werthsystem a, ■ • • dr von solcher Beschaffenheit, dass die beiden Transformationen

a/’ =f(x, - En, a, ** a,)

X-' = fi (x,’ ■ ■ ■ Xn, ä,ä,)

nach einander ausgeführt die Transformation

xf =f(x,- xn, a,° - af) = Xi das heisst die identische Transformation ergeben. Also ordnen sich die Transformationen der besprochenen Gruppen von Cremona’sehen Transformationen paarweise als inverse zusammen.

Beispiel. Eine derartige Gruppe von Cremona’schen Transformationen ist die in der Einleitung erwähnte dreigliedrige Gruppe:

, x — a,

A              *__

C2 X — C3‘ welche aus allen projectiven Transformationen einer einfachen Mannigfaltigkeit besteht.

Die Gleichungen Cr = Qr(a, b) haben, wie wir wissen, für diese Gruppe die Form:

_ a, + b, a, . _ 62 + a^^ - _ baa,+ba a, .

	
	
1    1 + b, a, ‘ 2 1+b a,’ 3 1+b a





Lösen wir nach a,, a,, a3 auf und setzen sodann ck — bk, so finden wir: a,° = 0, a,° = 0, a,° = 1, das sind also die Parameterwerthe, zu denen die identische Transformation gehört. Lösen wir andererseits die obigen Gleichungen nach 61, b,, 63 auf und setzen sodann C, ~ C, — 0, C3 — 1, so finden wir als Parameter der zu a,, a,, a, inversen Transformation die folgenden: —“1, ——, 1.

Soviel über die Gruppen von Cremona’schen Transformationen. Wenden wir uns jetzt wieder zur Betrachtung des allgemeinen Falles, dass die f{x, aj analytische Functionen ihrer Argumente sind.

Nach Theorem 1 wissen wir auch dann, dass die Gleichungen Cx = Qr (a, b) sowohl nach a • • • ar als nach 61 - br auflösbar sind. Allein die damals gemachten Voraussetzungen reichen jedenfalls nicht ohne Weiteres hin, um zu entscheiden, ob die Forderung CE = bk befriedigt werden kann. Von den Qr wissen wir ja nur, dass sie sich für falle im Bereich ^a^ gelegenen Werthsysteme ak, bk regulär verhalten und dass dabei das Werthsystem Cx == Pr(a, b) stets in den Bereich (a) fällt. Nichts aber wissen wir darüber, ob es Werthsysteme Cr giebt, welche im Bereich (a) liegen und noch weniger, ob für ein solches Werthsystem ck = bk werden kann.

Aber selbst wenn ck = bk werden kann, wenn also zu gewissen Parameterwerthen ak^ im Bereiche (a) die identische Transformation gehört, selbst dann steht die Frage noch offen, ob ck den Werth ak annehmen kann, ob es also möglich ist, die Gleichungen ak = q)k(a, b) zu befriedigen.

Es lässt sich nicht a priori einsehen, dass jede endliche continuir-liche Gruppe die identische Transformation enthält. Aber selbst wenn die identische Transformation in einer vorgelegten Gruppe auftritt, so folgt daraus noch nicht ohne Weiteres, dass die Transformationen dieser Gruppe sich paarweise als inverse zusammenordnen.

	
§ 4.



In den n Veränderlichen x, • • • xn seien die Gleichungen

xf = fi(xt ■ • ■ xn, a, * ati)

einer r-gliedrigen Gruppe vorgelegt. Es giebt dann verschiedene Mittel, um aus diesen Gleichungen andere Gleichungen herzuleiten, welche wiederum eine r-gliedrige Gruppe darstellen.

Einmal können wir an Stelle der a irgend r unabhängige Functionen:

äk == ßk^- • • a,) (l =1 *)

derselben als neue Parameter einführen. Durch Auflösung nach C1 • • • ar möge sich ergeben:

ax — Tk (a,* a,) (k = 1 - r) und bei Substitution dieser Werthe möge sein:

fi^ ■ • ■ xn, a, **• a^ = f(x,-"&,, 5, **• a,) .

Setzen wir dann noch:

ßk (b,-*- b,) = h, ßk (G, • • - c,) = Cr (I = 1 • • • r) , so nimmt die Bedingungsgleichung

fi (fi (x, ay -fn (x, a), b,** br) = fi^- • • xn, C, • • • c,) ohne Weiteres die Form an:

f (f (x, a) - f, (x, a), b, • ' • b,) = fi (2, * ’ • a., C, • • • c,) , woraus hervorgeht, dass die Gleichungen

x/ = fi(x, *:• En, 0, *. a^ (i = 1 • • • n) mit den r wesentlichen Parametern a, . . . a, ebenfalls eine r-gliedrige Gruppe darstellen.

Die Gleichungen dieser neuen Gruppe sind allerdings von denen der ursprünglichen Gruppe verschieden, offenbar stellen aber diese Gleichungen genau dieselben Transformationen dar, wie die ursprünglichen Gleichungen x[—fi(x, a). Folglich ist die neue Gruppe im Grunde mit der alten identisch.

Andererseits können wir auch an Stelle der x neue unabhängige Veränderliche Y, • • • yn einführen:

yL = C; (x, • • • E„) (i = 1 • ■ • n) , oder aufgelöst:.

a; = wi(Ji** yn) (i = 1 •'• • n) • Wir haben alsdann zu setzen:

Xi = wz(yi‘ • • • y^ = w/, x” = Wz{y^' • • • y,'') = w," und erhalten daher an Stelle der Transformationsgleichungen

Xi = fi^' • • xn, a, • • • a,) die folgenden:

w; (y‘ • • • y^ = ft (1, -*Wn, q, • • • a^ oder durch Auflösung:

y- = c; (fi (w, a) • • -fn (w, af) = Si (J, -.. Yn, a, • ■ • a,) •

Es ist leicht nachzuweisen, dass die Gleichungen

y/ = ^t (Ji: • • yn) a, • • a,) (i = 1 • • ■ n) mit den r wesentlichen Parametern a, ■ ■ • ar wiederum eine y-gliedrige Gruppe darstellen. In der That, die bekannte Gleichung

fi (fi (x, a) - f (x, a), bb) =f(x, x„, C-- c,) geht bei Einführung der neuen Veränderlichen über in:

f(f(w, a), b) = fi{wx- • • en, G,-- c,), was sich auch schreiben lässt:

fi (w,’ • • • Wn, bi • • • br) = fi^ ■ ■ ■ Wn, C, • • • Cr} = w," ; hieraus aber ergiebt sich durch Auflösung nach y,” • • • y^':

y” = co^f^w', b) ■ ■ ■ fn(w', b)) = co, (fi(w, c) - f„(w, c)) oder was dasselbe ist:

yv" = I, (yi • ■ • yü, bt- ■ - b^ = Sv (ya—"" yn, G, • • • cr); das heisst, es besteht die Gleichung

S, (S.(y, a) - ^Ay, a), b b) = S, (Ja—": yn, G c), womit eben bewiesen ist, dass die Gleichungen y- = Si (y, a) eine Gruppe darstellen.

Endlich können wir natürlich auch in eine vorgelegte Gruppe zu gleicher Zeit neue Parameter und neue Veränderliche einführen; es ist klar, dass wir auf diese Weise ebenfalls aus der ursprünglichen eine neue Gruppe erhalten.

Wir stellen nun die folgende Definition auf:

Definition. Zwei r-gliedrige Gruppen

Xt ==f(x,-X„, a, * a,)  (i== 1 - n) y/ = fi(y • • yn, b, • -br) (i =1* n) in gleiclwielen Veränderlichen sind mit einander ähnlich, sobald sich die eine bei Einführung geeigneter neuer Veränderlicher und geeigneter neuer Parameter in die andere verwandelt.

Es giebt offenbar unbegränzt viele Gruppen, die mit einer vorgelegten ähnlich sind; aber alle diese unbegränzt vielen Gruppen sind zugleich mit der vorgelegten bekannt. Deshalb können wir, wie es im Folgenden auch geschehen soll, zwei mit einander ähnliche Gruppen als nicht wesentlich von einander verschieden betrachten.

Wir haben oben von Einführung neuer Parameter und neuer Veränderlicher gesprochen, ohne auf die Voraussetzungen einzugehen, unter denen wir behaupten können, dass hierbei alle für uns wesentlichen Eigenschaften des Gleichungensystems xi = fi^p^ a) bewahrt bleiben. Ueber diesen Punkt jetzt noch einige Worte.

Soll es erlaubt sein, in die Gruppe ai == f(x1 * 3 X, 01 4 a,) an Stelle der a die neuen Parameter äx = ßr (a, ■ • • a^ einzuführen, so müssen die Üi in dem ganzen früher definirten Bereich (a) eindeutige Functionen der a sein und sich daselbst überall regulär verhalten; die Functional-

. 0ß, 0ß,                     . / .

determinante > — —— • • • — darf in dem Bereich (a) nirgends ver-

— i — 0C1 oar                      99

schwinden, und endlich müssen zu zwei verschiedenen Werthsystemen 01 4 ar dieses Bereiches auch stets zwei verschiedene Werthsysteme 014a, gehören. Mit anderen Worten: es muss sich im Gebiete der ak ein Bereich (a) abgränzen lassen, auf dessen Werthsysteme die Werthsysteme des Bereiches (a) durch die Gleichungen äx == ßr(a, * 3 a,) eineindeutig abgebildet werden.

	
Soll andererseits die Einführung der neuen Veränderlichenyi~CD; (x1 -..) gestattet sein, so müssen die y eindeutige und reguläre Functionen der x sein für alle Werthsysteme X1 • • • xn, welche bei Feststellung der Gruppeneigenschaft der Gleichungen x{ ~ fi{xl ■ ■ ■ xni a, • • • a,) in Betracht gekommen sind; innerhalb dieses Gebietes darf die Functionaldeterminante --y     0 C01      0 0,


	
> — — ’ ’ ' ,— nirgends verschwinden und endlich müssen zu zwei —-    0 41     o xn



verschiedenen Werthsystemen 21 - - Xn dieses Gebietes stets zwei verschiedene Werthsysteme J1 • • • yn gehören. Das betreffende Gebiet von Werthsystemen der x muss also auf ein gewisses Gebiet von Werthsystemen der y eineindeutig abgebildet werden.

Würde man in die Gruppe xf == ft^x, a) neue Parameter oder neue Veränderliche einführen, ohne dass die eben auseinandergesetzten Forderungen erfüllt wären, so wäre es jedenfalls denkbar, dass wichtige Eigenschaften der Gruppe, ja die Gruppeneigenschaft selbst verloren gingen; eine Gruppe mit der identischen Transformation könnte sich in eine verwandeln, welche die identische Transformation nicht enthält, und dergleichen.

Unter Umständen kommt es jedoch blos darauf an, die Schaar der Transformationen x/‘==f(x, a) in der Umgebung einer einzelnen Stelle A1 4 ar oder 21 ■ • • xn zu untersuchen. Diese Untersuchung wird oft dadurch erleichtert, dass man neue Veränderliche oder neue Parameter ein-führt, welche in der Umgebung der betreffenden Stelle die früher genannten FForderungen erfüllen.

In einem solchen Falle braucht man daher gar nicht auf die Frage einzugehen, ob die betreffenden Forderungen in der ganzen Ausdehnung der Bereiche (x) bezüglich (a) erfüllt sind.

Punicttransformation] dieselbe lässt sich daher auffassen als eine Operation, welche darin besteht, dass alle Punkte Ri gleichzeitig in die neuen Lagen xf übergeführt werden. Man drückt das auch so aus: die betreffende Transformation ist eine Operation, bei welcher die Punkte des Raumes A1 - . An unter einander vertauscht werden.

Haben wir nun eine Schaar von oo" Transformationen

xi :—■ fi (X, ’ ’ ’ ^n, a, ' ' ' a,) , welche eine r-gliedrige Gruppe bilden, so entspricht dieser Schaar eine Schaar von oo" Operationen, bei welchen die Punkte des Raumes X1 • An unter einander vertauscht werden. Offenbar ergeben je zwei dieser oo" Operationen nach einander ausgeführt stets eine Operation, welche wieder der Schaar angehört.

Wenn wir daher überhaupt eine derartige Schaar von Operationen als eine Operationsgruppe oder kurzweg als eine Gruppe bezeichnen, so können wir sagen, dass jede vorgelegte r-gliedrige Transformationsgruppe sich als analytische Darstellung einer gewissen Gruppe von co" Vertauschungen der Punkte xr - ■ ■ xn auffassen lässt.

Ist umgekehrt eine Gruppe von oo" Vertauschungen der Punkte X, • • • xn vorgelegt und ist es möglich, diese Vertauschungen durch analytische Transformationsgleichungen darzustellen, so bilden die entsprechenden oor Transformationen natürlich eine Transformationsgruppe.

Denkt man sich nun eine bestimmte Operationsgruppe gegeben und ausserdem eine analytische Darstellung derselben, also eine Trans-formationsgruppe, so hat diese Darstellung zwei offenbare Zufälligkeiten an sich.

Die erste Zufälligkeit ist die Wahl der Parameter a, • ■ • ar. Es leuchtet ein, dass es auf die Operationsgruppe an sich gar keinen Einfluss hat, wenn wir an Stelle der a die neuen Parameter äk — ^{a^ - • ■ af) einführen. Nur der analytische Ausdruck für die Operationsgruppe wird dabei ein anderer; dieser Ausdruck stellt daher nach wie vor eine Transformationsgruppe dar.

Die zweite Zufälligkeit in der analytischen Darstellung unserer Operationsgruppe ist die Wahl des Coordinatensystems in dem Raume X1 - . An . Jede Vertauschung der Punkte 31 • • • xn ist von der Wahl des Coordinatensystems, auf welches man die Punkte bezieht, vollständig unabhängig; nur die analytische Darstellung der Vertauschung ändert sich mit dem betreffenden Coordinatensystem. Dasselbe gilt natürlich von jeder Gruppe von Vertauschungen. Hieraus geht hervor, dass man aus einer Transformationsgruppe bei Einführung neuer Veränderlicher, das heisst also bei einem Wechsel des Coordinatensystems wieder eine Transformationsgruppe erhält; denn die Transformationsgleichungen, welche man bei Einführung der neuen Veränderlichen bekommt, stellen genau dieselbe Operationsgruppe dar, welche von der ursprünglichen Transformationsgruppe dargestellt wird; sie bilden daher ihrerseits eine Transformationsgruppe.

Hiermit sind die analytischen Ueberlegungen des vorigen Paragraphen begrifflich erklärt. Namentlich ist jetzt ersichtlich, warum zwei ähnliche Transformationsgruppen als nicht wesentlich verschieden gelten können; deshalb nämlich, weil sie beide ein und dieselbe Gruppe von Operationen analytisch darstellen.

	
Kapitel 2.



Ableitung grundlegender Differentialgleichungen.

Aus der früher gegebenen Definition einer endlichen continuir-liehen Gruppe x{ = fi(x, -Xn, a, • • • a^ wollen wir jetzt gewisse Differentialgleichungen ableiten, welchen die Functionen ft genügen.

§ 6.

Durch Verbindung der Gleichungen

	
	
a, = ft^- • • xn, a, - • • a,)





«" = fi (x,’ • • • «,‘, b, b,)   (=1     "

ergiebt sich, wie wir wissen, ein drittes Gleichungensystem von entsprechender Form:

&i — /i (x, ' ' ' Xn , C1 - c,) (i = 1 " ‘ ' n) ,

wo die Cr bestimmte und zwar analytische Functionen der a und b allein sind. Analytisch drückt sich das aus durch die n Bedingungsgleichungen

	
	
	
(1)    fi (x, • • • x, b, * b,) = f (x, • • • xn, C, • • c,) (i = 1 • • • n) . Setzen wir in denselben x- —fi{x, a\ & = Qx(a, b), so erhalten wir. lauter Identitäten, denn die n — 2r Veränderlichen xi} ax, bk sind ja von einander unabhängig.







Aehnliches gilt natürlich von jeder Relation zwischen den sechs Variabeinsystemen xi} xf xf, ak, bk, ck: drückt man in der betreffenden Relation alles durch drei von einander unabhängige unter diesen Variabeinsystemen aus, so erhält man stets eine Identität.

Nach unsern Festsetzungen gelten die Bedingungsgleichungen (1), wenn die x im Bereiche (x)), die a und die b im Bereiche (a) liegen, während die Xi und die Ck gemäss den Gleichungen

Xi = fi{x, a\ ck = cpk(a, b)

innerhalb gewisser Theile der Gebiete (x) bezüglich (a) bleiben.

Von den Gleichungen (1) werden wir zunächst ausgehen. Wir betrachten in denselben bis auf weiteres X1 • An , at- ■ -ar und C, • • • cr als unabhängige Veränderliche, dagegen die x' und die 1) vermöge der Gleichungen Xi—fi(x, a), ck = cpk(a, b) als Functionen der unabhängigen Veränderlichen.

Unter Zugrundelegung dieser Auffassung wollen wir jetzt die Gleichungen (1) partiell nach ak differentiiren; wir schreiben dabei der Kürze wegen f- für fi^x', b) und finden:


Of‘ 0x,’

50 ad + ' • ’ +




0x, ^ak



Of, Obi 0f,' Ob, 0b, aq,T T ab, da

(i== 1-n, * ==1-r).

Da aber die Functionaldeterminante

[image: ]



nicht identisch verschwindet, so können wir die eben erhaltenen

dx/ dx^

Gleichungen nach —— • • • —— auflösen und bekommen:

° ^ak ^ak

dx'               db.                       db.

	
	
	
(2)        5 - ©i, (x‘, b) +.+ ®" (x‘, b) 54







(v = 1 .. . n, 7 = 1 . . . r),

wo dievon dem Index 1c unabhängig sind.

Was ihre Gestalt anbelangt, so sind die d (x', b) Quotienten je zweier Functionaldeterminanten, welche sich für alle Werthsysteme a/ und bk innerhalb (x) bezüglich (a) regulär verhalten. Da ausserdem der allen

—   dfr’     df^ gemeinsame Nenner y — -—, • • • -—, in dem betreffenden Bereich ==    o Pi      oxn nirgends verschwindet, so verhalten sich auch die O(x‘, b) selbst für jedes der besprochenen Werthsysteme x^ bk regulär, ja sie sind sogar in diesem ganzen Bereich eindeutig.

Aber wohlbemerkt: der Bereich, in welchem die Functionen H (x\ b) definirt sind, ist jedenfalls nicht ohne Weiteres auch der Gültigkeitsbereich der Gleichungen (2). Diese letzteren sind ja unter der Voraussetzung abgeleitet, dass 21 • • • xn in (x)), a^ ■ ■ ■ ar und bi • • • br in (a) und dementsprechend x,' ■ ■ • Xn im Bereiche x = f(([x^ (a)) liegen. Ob diese Voraussetzungen sich durch andere, weniger einschränkende ersetzen lassen, wissen wir zunächst nicht.

Die in (2) vorkommenden Differentialquotienten der b nach den a lassen sich mit Hülfe der Gleichungen Cu = Pu (a, b) als Functionen von a, • • • ar, 6, • • • br darstellen. Wenn wir nämlich diese Gleichungen partiell nach den a^ differentiiren, indem wir wie früher die a und die c als unabhängige Veränderliche, dagegen die b als Funktionen der a und c betrachten, so kommt:

109,0bn 9

1

 Sophus Lie, Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania 1871, S. 243. Klein, Vergleichende Betrachtungen über neuere geometrische Forschungen, Erlangen 1872. Lie, Göttinger Nachrichten 1874, 3. Decbr.

2

 Lie, Archiv for Mathematik og Naturv. Bd. 1, Christiania 1876

3

Bisher waren für uns die Begriffe Transformation und Trans

4

Deuten wir nämlich ^ ■ ■ ■ xn als Punktcoordinaten eines solchen Raumes, so erscheint eine Transformation xf =f(x, - ^n) als eine


2708, 00, + an, =° (,"=17), also erhalten wir durch Auflösung:

1091 09n—1 09n09,+1 Oq,

Cdk ‘ 091 9,1 — 00b,

Wenn diese Werthe in die Gleichungen (2) eingesetzt werden, so ergiebt sich:

(2‘) ad = 2 * (a, b) ■ (,, (x‘, b) (» = 1 • ■ • n, 7 = 1 • • • r) • k 1

Diese Gleichimgen sind äusserst wichtig, wie wir später sehen werden.

Wegen der früher gemachten Voraussetzungen verhalten sich die Functionen (a, b) regulär, wenn die a^ und die bk beliebig im Bereiche (a) liegen. Daher wird die Determinante
[image: ]

für keines der betreffenden Werthsysteme a^, bk unendlich.

Bisher sahen wir ar • • • ar zusammen mit X1 • * * An und C1 ■ • • cr als die unabhängigen Veränderlichen an, wir können aber ebensogut br - • ■ br mit 21 ■ • • Xn und C1 • • • cr als solche wählen. Bei Zugrundelegung der letzteren Auffassung müssen wir ar ■ ■ ■ ar und X, - . Xn vermöge der Gleichungen Cr = (pk^, b), x[ == fi(x, a) als Functionen der betreffenden unabhängigen Veränderlichen betrachten. Dies wollen wir für einen Augenblick thun, um die Gleichungen (2) in übersichtlicher Weise nach den ^jv aufzulösen. Zu dem Ende multipliciren wir die soeben genannten Gleichungen mit und summiren nach

/ von 1 • • r, dann ergiebt sich:

T                      r

" I 0 x' 0 a. - y          Ob

20188} — 2 "(x ,0)86;= ", (x‘, 6),

wofür wir schreiben können:

Ox, Odx    2x,


(z == 1-r, v = 1 • • • n) .



7 dak ob^    dby

Das sind die gewünschten Auflösungen der Gleichungen (2). Wir können übrigens die Gleichungen 2b, = Vzv (x , b) auch direkt aus den Gleichungen fi(x, ty—fi^x, c) ableiten: indem wir fortwährend die bk, Xi, ck als unabhängige Veränderliche betrachten, nach b^ partiell differentiiren:

0 XC ‘           0

567 + Wb^ fi (x , b) = °

0x,’

und endlich die erhaltenen Gleichungen nach den PL auflösen.

.2b,

Wie früher die -—, so wollen wir jetzt auch die Differential-0a)

quotienten 2b, als Functionen von d, ist ja


• • ar, bY • ■ - br darstellen.



\:^dcp da. dtp..

— da. db^ T db^

K Tl          7


also ergiebt sich:

—091 dtp^ d cpk 04,41




Cdx

26,




da,dak, 0bn 0dx+1




2g, da,




091 da,




09,

2a,



Wenn wir diese Werthe in (3) einsetzen, so erhalten wir die Gleichungen

(3') av (x', b) = J Am (a, b) ad (v = 1 ■ • ■ n, k = 1 • • • 7),

i                           k

die wir natürlich auch direkt durch Auflösung der Gleichungen (2') erhalten können.

Die A{a, b) verhalten sich ebenso wie die oben vorkommenden T(a, b) regulär für alle Werthsysteme ak und bk im Bereiche (a)). Folglich wird auch die Determinante

da, dar W'"db,


ii




TT



für keines dieser Werthsysteme ax, bx unendlich. ergiebt sich daher, dass auch keine der beiden Determinanten Z— 71 • ■ • PP,, und X — A,1 • ■ • Arr für eines der in Rede stehenden Werthsysteme ax, bk verschwindet.


Aus der bekannten Re-

ab,




lation



[image: ]



§ 7.

Die Gleichungen

(1)              fi (x, ’ ‘ ' a, , b, ‘ ‘ ‘ ^r) --- fi (2, ’ ' ' ^n , C1-- c„) , von denen wir ausgingen, wurden zu Identitäten, wenn wir für die x{‘ und Ck bezüglich die Ausdrücke fi{x, a) und Px(a, b) einsetzten. Dasselbe gilt natürlich von den Gleichungen (2‘) und (3'), denn die Veränderlichen Xi, ak, bk sind ja von einander unabhängig.

Nun aber kommen die Ck in keinem dieser beiden Gleichungensysteme vor, also verwandeln sich (2‘) und (3') schon dann in Identitäten, wenn wir xi durch fi(x, d) ersetzen. Mit andern Worten: die Gleichungen (2‘) und (3') sind gewisse Differentialgleichungen für x^ ■ ■ • Xn betrachtet als Functionen von ar ■ ■ ■ ar, xr ■ • • xn . Bei der Substitution x, = fi (x, a) werden diese Differentialgleichungen identisch befriedigt und zwar unabhängig von den Werthen der Grössen 6,-. br. Diese letzteren spielen in Folge dessen in den Differentialgleichungen (2‘) und (3') nur die Rolle von willkürlichen Constanten. Wenn wir daher in den Gleichungen (2‘) und (3‘) den Grössen 6, -br irgend welche erlaubte aber feste Werthe c,-.-c, ertheilen, so stellen diese Gleichungen immer noch Differentialgleichungen dar, welche bei der Substitution Xi—fi(x, a) identisch erfüllt sind. Diese neuen Differentialgleichungen haben aber den Vortheil, dass sie nur die Ver-

Ox,’

änderlichen "1 x^, d, • • ar und die Differentialquotienten ad” ent

halten, dagegen von willkürlichen Constanten frei sind.

Um die betreffenden Differentialgleichungen bequemer schreiben zu können, führen wir die folgenden Bezeichnungen ein:

(» =1**2; 7, j, k = 1 ■ • • 7) .

Aus (2‘) erhalten wir dann bei der Substitution bk = Cox das nachstehende System von Differentialgleichungen:

OX; " Y

	
(5)    2— = _ 1 (d1 ' ' ‘ ar) ' Sji (A, ■ -^n) (i = 1 ■ ■ • n, l = 1 • • • 7)



und aus (3‘) das mit (5) äquivalente System:
[image: ]

Zwischen den hier verkommenden Functionen "jk (d) und Nxj (d) bestehen augenscheinlich die Beziehungen:

r

2 ^{d) • "mA (d) = sj7t

2 "h (d) • «x (d) = €}n
[image: ]

wo 8jn verschwindet, wenn I verschieden von j ist, während Sjj den Werth 1 hat.

Es versteht sich von selbst, dass das Werthsystem br = COx im Bereiche (a)) liegen muss.

Die Differentialgleichungen (5) und (6) ihrerseits sind zunächst abgeleitet unter der Voraussetzung, dass die x; im Bereiche (x), die ax im Bereiche (a)) sich befinden, wobei dann die x{ — ft^x, d) gewisse Werth e innerhalb des Bereiches (x) annehmen. Später aber werden wir zeigen, dass die in (5) und (6) vorkommenden Functionen sich in einem grösseren Bereiche definiren lassen, woraus wir dann schliessen können, dass auch der Gültigkeitsbereich jener Gleichungen ein grösserer ist.

Uebrigens liegt es schon in dem Früheren, dass wenigstens die Functionen Sji(x’) in dem ganzen Bereich (x) und nicht blos in dem vorhin angegebenen kleineren Bereiche definirt sind. Die Sji(xc’) verhalten sich überdies für alle Werthsysteme Xi’ . . . xd im Bereiche (x) regulär, sie sind sogar in diesem ganzen Bereiche eindeutig aus dem einfachen Grunde, weil dies alles von den ^jdd^ b) gilt, aus denen die ^ji^x'^ durch die Substitution bx = Ox entstanden sind. Später werden wir jedoch sehen, dass die §ji(x") sich in einem noch grösseren Bereiche durch analytische Fortsetzung definiren lassen.

Hervorzuheben ist ausserdem, dass die Functionen ifa^a) und «jr (a) sich für alle Werthsysteme Ax im Bereiche (a) regulär verhalten, sowie dass keine der beiden Determinanten
[image: ]

für eines dieser Werthsysteme verschwindet.

Aus den Gleichungen (6) lässt sich noch eine Folgerung ziehen, welche sich späterhin als wichtig erweist: die rn Ausdrücke Ski (x') : sind in dem Sinne von einander unabhängig, dass es unmöglich ist, • die n Gleichungen

2 ex su (x,’ • • • «„‘) = 0 (i = 1 • • • n) i

durch solche Grössen e, • • • er zu befriedigen, welche weder sämmtlich verschwinden, noch die Veränderlichen 21 • An enthalten.

Nehmen wir nämlich an, dass e, • • • e, solche von a,’ ■ • ■ Xn unabhängige Grössen sind, welche die obigen Gleichungen befriedigen, so erhalten wir wegen (6) die folgenden n Gleichungen:
[image: ]

welche bei der Substitution x' — f;(x, a) zu Identitäten werden. Die n Functionen fi(x, a) genügen demnach sämmtlich der linearen partiellen Differentialgleichung
[image: ]

deren Coefficienten unter den gemachten Voraussetzungen blos von 01 * a,, nicht aber von X, • • • xn abhängen. Nach Kap. 1 Satz 1 ist das unmöglich, da die Parameter a, • • • ar in den Gleichungen x' = fi (x, a) wesentlich sind. Folglich muss die betreffende Differentialgleichung an und für sich eine Identität sein, es muss für jedes j werden:

r

ecu(a) = 0 (j = 1 • • • 7); 1

da aber die Determinante der «xj(a) nicht identisch verschwindet, so ergiebt sich sofort e ======, == 0, womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Die wichtigsten der im Vorstehenden gewonnenen Ergebnisse fassen wir jetzt zusammen, wie folgt:

Theorem 3. Stellen die n Gleichungen

Xj, :—— fi (x, • • • ^n , a, • • • C(,f^ (i --- 1 • ’ • n)

eine endliche continuirliche Gruppe dar, deren Parameter a^ - ■ ■ ar sämmtlich wesentlich sind, so genügen xf • • • xf, als Theorie der Transformationsgruppen.                                        3

Functionen von a1---ar, X1--X, betrachtet, gewissen Differentialgleichungen von der Form:

0 Xi

	
(5)    ad = _) 15k (di •' ’ a’^ • Si (A1 ■’• ^n) (i = 1 • • • n, =1 • • • r), k 1



die sich auch schreiben lassen:

	
(6)    Ei(x,‘&) = 2K(a,1a,)ad (i = 1 • • - n, j = 1 • • • r).



i                               k

Hier verschwindet weder die Determinante der ^jk^ noch diejenige der ajk(aj identisch] ausserdem ist es unmöglich, r solche von xf • • • xj unabhängige und nicht sämmtlich verschwindende Grössen e, • • • er ansugeben, dass die n Ausdrücke

	
	
e, Sui (x') +----- er ^ri (x‘) (i = 1 • • 1 n)





gleichseitig ver schwinden^}

Dieses Theorem bildet die Grundlage der folgenden Untersuchungen. Dasselbe gilt, wie gesagt, für alle endlichen continuirlichen Gruppen. Namentlich muss hervorgehoben werden, dass es bei dem Beweise dieses Theorems gar nicht in Betracht gekommen ist, ob die betreffende Gruppe die identische und inverse Transformationen enthält, oder ob sie dies nicht thut. Wir haben eben beim Beweise keine anderen Voraussetzungen benutzt, als die in § 2 gemachten.

Beispiel. Wir betrachten wieder die Gruppe:

, x — a, ===== ________---------- • a^x — a.

Hier ist: dx' 1         dx’        x (x — a,) da, a^x—a.AJ da^ {a2x — a3y dx'        x — a, da3      (a,c + a)"’

	
	
	
also wird, wie man sich leicht überzeugt: dx’          1 _____ ___ _______________ ___ ________ da, a3 — a, a, a3 — a, a^ dx' ______ =====                               __________-________ AC ____ _________• 0a,                    as — a, a2 a, — a, a, dx'                              1 -__ -—•            — ---------- SC —---- 0 a3                   a3 — a, a^ as — a, a3







Den Behauptungen des Theorems 3 ist daher Genüge geleistet, wenn wir setzen: 81(x‘) == 1, 821(x‘) == x‘, 831(x‘) == x‘2.

§ 8.

Wir gehen jetzt dazu über, den oben versprochenen Nachweis zu führen, dass sich der Bereich, in welchem die Functionen Sji und ?}R definirt sind, erweitern lässt. Allerdings müssen wir bemerken, dass die betreffenden Entwickelungen für das Folgende genau genommen nicht unentbehrlich sind.

Von den Functionen ^ji(x) und ?}r (a) steht bisher folgendes fest: die ^ji (x) verhalten sich regulär in dem ganzen Bereiche (x) und von den ?jx (a) gilt dasselbe im Bereiche (a)). Wir werden jetzt zeigen, dass es möglich ist, sowohl die § (x) als die 1 (a) auch noch ausserhalb der betreffenden Bereiche analytisch fortzusetzen. Gleichzeitig wird es sich zeigen, dass auch die Gleichungen (5):


Ox, dak
[image: ]




in einem grösseren Bereiche gelten, als wir es bisher wissen; vorläufig ist ja das Bestehen dieser Gleichungen nur dann sicher, wenn die Xi in (x), die ax in (a) laufen und die ai dementsprechend aus a{‘= fi(x, a) bestimmt werden.

Die Gleichungen (5) stellen die Differentialquotienten Da als Functionen

der von einander unabhängigen Veränderlichen X,’ • • • Xn , a, • • • ar dar.

0x,                ,

Eine andere Darstellung der 20 durch die x und die a finden wir auf k die folgende Weise:

In der Gleichung

0x, 0

0a =aa, file, d)

ist der Ausdruck rechter Hand wohl definirt und verhält sich regulär, wenn die x beliebig in dem ganzen Bereiche (x) laufen und die a beliebig in dem ganzen Bereiche (a). Nun lassen sich nach Voraussetzung die Gleichungen xi = f^x, a) nach x1 • • • xn auflösen: xv = Fv(x\ ei), wo die Fv sich in der Umgebung eines jeden Werthsystems x^ äk regulär verhalten, vorausgesetzt, dass 01**- ar im Bereiche (a) liegt und dass Xi — fi^xi a) ist, wo x, --• X, dem Bereiche (x) angehört. Machen wir daher in den Ausdrücken aa fi(x, a) die Substitution xv = Fv (x, a\ so

erhalten wir:


g a, a a, fi (x, a) J2, (xi an, ^i




• • ar}




(i = 1 • • • n, k == 1 • • • r),



wo die Ski ihrerseits sich in der Umgebung eines jeden Werthsystems x/, ax von der oben angegebenen Beschaffenheit regulär verhalten.

Für später ist noch die Bemerkung von Wichtigkeit, dass es keine von Xi • • • In unabhängigen Functionen X1 (a) -X, (a) von a1 • • • ar giebt, welche die n Gleichungen


Xz(a

1



a,) • ilki(x\ a) — 0 (i — 1 • • • n)

befriedigen; dies ist einfach dadurch ausgeschlossen, dass es keine lineare partielle Differentialgleichung von der Form

Xo(d,)1 =0

giebt, welcher alle n Functionen f±(x^ a) • • ■ f(x, a) genügen. Dagegen ist es sehr gut denkbar, dass für einzelne specielle Werthsysteme der ak zum Beispiel für ein Werthsystem a± • • ■ ar° Relationen von der Form

) l) Jh (x‘, a°) = 0 (i = 1 • • • n)

i

bestehen, in denen die Grössen \ ■ • • lr von dem Index i und Veränderlichen x 1     Xn unabhängig sind.


von den

natürlich identisch



Innerhalb ihres gemeinsamen Gültigkeitsbereiches Ox,'


müssen

Also ist



unsere beiden Darstellungen von —— zusammenfallen.

T

	
(7)    Ss(x‘, a) =*(a):si (x) (i=1,*=17), 1



sobald die ak in (a)) liegen und X,' = f(x, a) ist, wo die x dem Bereiche ((x)) angehören. Diese Identitäten werden uns gleich sehr nützlich sein.

Zunächst gehen wir darauf aus, den Bereich zu erweitern, in welchem die E(x') definirt sind. Zu dem Ende setzen wir:

[image: ]

i




unter den Ck willkürliche, von den x unabhängige Grössen verstanden. Auf die Gleichungen (8) wenden wir einen Satz aus der Theorie der Differentialgleichungen an, den wir schon einmal erwähnt haben (vgl. die Einl. S. 5, siehe auch Kap. 10). Nach demselben ist es möglich, gewisse von C1-- Cr freie Differentialgleichungen anzugeben, welchen E, • • • ^n als Functionen von x^ ■ ■ ■ x^ genügen und deren allgemeinste Lösungen eben die obigen Werthe der E darstellen, wenn man C1 • • • Cr als Integrationsconstanten auffasst. Wir erhalten diese Differentialgleichungen, wenn wir aus (8) bis zu einer gewissen, etwa bis zur mten Ordnung alle Differential-quotienten der — nach x^ - • • x^ berechnen und sodann alle durch Elimination der Ck entstehenden Gleichungen aufstellen. Die Zahl m ist dabei so zu wählen, dass das erhaltene System von Differentialgleichungen nach allen

Differentialquotienten mter Ordnung von H, • ■ • En auflösbar ist, nicht aber schon nach allen (m — 1)ter Ordnung.

Wir erhalten hierdurch ein System von linearen partiellen Differentialgleichungen, welches die Ausdrücke E1 • • • En definirt. Denken wir uns jetzt dieses System nach so vielen Differentialquotienten der E aufgelöst, als es Gleichungen enthält. Die Coefficienten in den aufgelösten Differentialgleichungen sind dann offenbar rationale Functionen der Slki(x\ a) und ihrer Differentialquotienten erster bis mter Ordnung nach a’*** ®/. Jeder dieser Coefficienten ist daher Quotient zweier Functionen von x,’ • • • Xn, a, • • • ar, welche sich beide regulär verhalten, wenn die ak beliebig in (a) laufen und die Xt den Gleichungen Xt — fi{x} a) genügen, wo die x beliebig in (x) laufen. Wir schliessen daraus, dass jeder solche Coefficient sich wenigstens im Allgemeinen für die betreffenden Werthsysteme ax, x' regulär verhält und dass er sich über den ganzen Bereich dieser Werthsysteme analytisch fortsetzen lässt.

Erinnern wir uns jetzt der Identitäten (7). Dieselben zeigen, dass die Gleichungen (8) sich auch schreiben lassen:

[image: ]



wenigstens so lange als die ak in (a)) liegen und x' — ft(x, a) ist, wo die Xy in (x) liegen. Wenn wir uns daher auf diese Werthsysteme x^ ak beschränken, so können wir zur Ableitung der besprochenen Differentialgleichungen für 51 • • • En ebensogut die Gleichungen (8') anwenden wie die Gleichungen (8); beide Male erhalten wir identisch dieselben Differentialgleichungen.

Nun lässt sich leicht einsehen, dass die aus (8‘) abgeleiteten Differentialgleichungen für 51 • ■ • En von ai • • • ar frei sind. Nämlich die Gleichungen (8‘) stellen in dem bewussten Gebiete der xi, Hx das allgemeinste Lösungensystem dieser Differentialgleichungen dar, wenn wir C1 • • • Cr als Integrationsconstanten betrachten. Setzen wir aber

[image: ]



und berücksichtigen, dass die Determinante der ?jl(a) nicht identisch verschwindet, so stellen offenbar auch die Gleichungen


(8")




E, =X)Cs(r) (i =

1




1 • • • w)



mit den r Integrationsconstanten Ck • • • Cr' das allgemeinste Lösungensystem unserer Differentialgleichungen dar. Aus den Gleichungen (8") müssen wir daher ebensogut wie aus (8‘) die Differentialgleichungen für 41 ■ • • En ableiten können. Wenn wir aber das thun, wenn wir die Gleichungen (8") differentiiren und die C' wegschaffen, so erhalten wir Differentialgleichungen, deren Coefficienten von a, - - • ar frei sind und nur von 21 • • • Xn abhängen. Dasselbe muss natürlich bei den aus (8‘) bezüglich (8) abgeleiteten Differentialgleichungen der Fall sein, wenigstens für alle xi‘ im Bereiche x‘ === f((x)) (a)).

Betrachten wir jetzt in den aufgelösten Differentialgleichungen, welche aus (8) abgeleitet sind, irgend einen Coefficienten E(xi‘ ■ • In’, a,- • • ar\ Derselbe lässt sich, wie wir wissen, über den ganzen Bereich (a), x — f((x) (a)) analytisch fortsetzen. Aber soeben haben wir gesehen, dass dieser Coeffi-cient von a1 • • • ar unabhängig ist, so lange die ax in ^a^ liegen und die Xi in x' — f (((x) (a)). In diesem letzteren Bereiche verschwinden daher die 7 Differentialquotienten 2— - • • 2 identisch. Da nun diese oax c C,

Differentialquotienten sich ebenso wie E selbst über den ganzen Bereich (a), x' = f^ (a)) analytisch fortsetzen lassen, so verschwinden sie in diesem ganzen Bereiche identisch; das heisst E und überhaupt alle Coefficienten der aus (8) abgeleiteten aufgelösten Differentialgleichungen sind in dem ganzen Bereiche (a), x — f^x') (a)) von den a^ frei und also Functionen von x,’-- Xn allein. Natürlich lassen sich diese Coefficienten über den ganzen Bereich x = f((x) (a)) analytisch fortsetzen und verhalten sich in diesem Bereiche im Allgemeinen regulär.

Wir wissen, dass das allgemeinste Lösungensystem der Differentialgleichungen für E1 • • • En gerade r willkürliche Constanten enthält. Dieses allgemeinste Lösungensystem lässt sich aus r particulären Lösungensystemen Ek1 • • • &n (k == 1 •) linear ableiten, sobald dieselben ein sogenanntes Fundamentalsystem bilden, das heisst, so bald es unmöglich ist r von 21 • • Xn unabhängige Grössen h1 • • • hr anzugeben, welche, ohne sämmtlich zu verschwinden, die n Gleichungen

r

2 li Eh = 0 (i = 1 • • • n)

identisch befriedigen,

Nun können wir für jedes Werthsystem x[ des Bereiches x == f((x)(a)) ein solches Fundamentalsystem von Lösungensystemen angeben, dessen Functionen sich sämmtlich in der Umgebung des betreffenden Werthsystems Xi regulär verhalten. Denn ist ^ • • • a, ein Werthsystem von allgemeiner Lage in (a), so stellen die Ausdrücke J2x1 • • • Jkn (Je — 1 • • • r) ein solches Fundamentalsystem dar. Die Gleichungen
[image: ]

(i = 1 • • • n)


mit den willkürlichen Constanten C1 • • • Cr bestimmen daher das allgemeinste Lösungensystem. Dabei verhalten sich alle Jxi(x‘, a) in der Umgebung jedes Werthsystems xi = fi^x, a) regulär, wenn man X1 • • • xn irgendwo im Bereiche (x) wählt. Nehmen wir noch hinzu, dass sich die Coefficienten unserer Differentialgleichungen über den ganzen Bereich x ==f((x) (a)) analytisch fortsetzen lassen, so erkennen wir, dass wir von irgend einem bestimmten Fundamentalsysteme von Lösungensystemen, etwa von dem obigen ausgehen und dasselbe über den ganzen Bereich x = f{(x) (a)) analytisch fortsetzen können. Diese analytischen Fortsetzungen verhalten sich selbstverständlich an jeder Stelle dieses Bereiches regulär und stellen ausserdem stets ein Fundamentalsystem dar. Wählen wir insbesondere das Werthsystem ä, • • • är im Bereiche (a)), so können wir die Identitäten (7) benutzen, um zu erkennen, dass sich die Eji (x‘) über den ganzen Bereich x‘== f((x) (a)) fortsetzen lassen. Wir bekommen nämlich:

2 ", (ä) • §i (x‘) = Jn (x‘, a) (i=1n, 1 =1.7),

i

und da X — 111 (a) • • • ?rr(a) unter den gemachten Voraussetzungen sicher von Null verschieden ist, so erhalten wir die §ji(x") ausgedrückt als lineare homogene Functionen der J2xi(x", a) mit Constanten Coefficienten. Diese Ausdrücke der Eji(x’) lassen sich, weil dies mit den Sxi(x", a) der Fall ist, über den ganzen Bereich x‘ == f((x) (a)) analytisch fortsetzen, verhalten sich dabei an jeder Stelle dieses Bereiches regulär und stellen überall ein Fundamentalsystem von Lösungensystemen dar.

Damit ist der erste Theil unserer Aufgabe erledigt; der Bereich, in welchem die ^ji(x') definirt sind, ist erweitert. Uebrig bleibt uns noch das entsprechende bei den ?jx(a) durchzuführen.

Zu dem Ende überlegen wir, wie folgt:

Die ^-/(x') bilden an jeder Stelle Xi ein System von r Lösungensystemen und zwar ein Fundamentalsystem. Die Jki(x‘, a) stellen für jedes Werthsystem 01 • • • a, r particuläre Lösungensysteme dar, allerdings für specielle Werthsysteme a,° • • • a^ möglicherweise kein Fundamental-System. Jedenfalls lässt sich jedes Lösungensystem J1(x‘, a).Skn(x‘, a) aus dem Fundamentalsysteme der ^{(x') linear ableiten:
[image: ]

i


wobei die hjr vollkommen bestimmte Constanten sind, sobald man d, • • • a, fest gewählt hat. Genügen nämlich sowohl die Grössen hjk als die Grössen hjk den eben geschriebenen Gleichungen, so ergiebt sich:
[image: ]

i


also ist hjk = hjk wegen der bekannten Eigenschaften der ^(x').

Die betreffenden Werthe der hjk hängen natürlich von den äk ab, oder, wenn wir ak für äk schreiben: die hjk werden gewisse Functionen der a. Um diese Functionen zu bestimmen, entwickeln wir in den Gleichungen

^ki (x , a) 2 hjk (ct) • ^ji (x )

beide Seiten nach Potenzen von Xy‘— x,°, wo xc,° = fv (x°, a) ist und xP im Bereiche (x), äk im Bereiche (a) liegt. Sodann vergleichen wir auf beiden Seiten die Coefficienten und erhalten eine Reihe von linearen Gleichungen

COlu (a) = 2/ liiu • ha(a) (‘=1*r, i=1:n, # = 1,2 *)

zur Bestimmung der hjr(a). Diese Gleichungen müssen nach dem Vorangehenden die hjr (a) vollständig bestimmen, können sie aber auch nicht überbestimmen, weil zu jedem Werthsystem der ax sicher ein Werthsystem der hjk gehört. Da nun die Ij,^ numerische Constanten sind und die ©kiu (a) gewöhnliche Potenzreihen der ax — äk, so werden auch die hjr gewöhnliche Potenzreihen der ak — äk und das in der Umgebung eines jeden Werth-Systems äk des Bereiches (a).

Hierin liegt, dass sich die hjk(a) über den ganzen Bereich (a) analytisch fortsetzen lassen und sich daselbst überall regulär verhalten. Da nun innerhalb des Bereiches (a)) die hjk(a) augenscheinlich mit den 1jk(a) identisch sind [vgl. (7)], so sind nunmehr auch die ?r(a) für den ganzen Bereich (a) definirt. Dabei ist es übrigens nicht ausgeschlossen, dass die Determinante Z — ?11 • • • Irr für einzelne Werthsysteme des Bereiches (a) verschwindet; hieraus würde dann folgen, dass die früher besprochenen Functionen axj(a) sich nicht für alle Werthsysteme des Bereiches (a) regulär verhalten.

Nunmehr ist die Aufgabe gelöst, welche wir uns im Anfänge des gegenwärtigen Paragraphen gestellt haben. Die Bereiche, in welchen die Functionen §ji (x") und 1jr(a) definirt sind, haben wir erweitert. Damit ist nun zugleich auch der Gültigkeitsbereich der Gleichungen (5) erweitert; wir können sagen:

Die Gleichungen ai = fi (x, • • • xn , a^ - • • a,) unserer r-gliedrigen Gruppe genügen den Differentialgleichungen (5) ar} • ^,- (x^ ■ • • xn') (i= 1**n, k = 1 -r) , wenn 21 • • • xn ein belieljigt^s Werthsystem des Bereiches (x) und ax ■ • ■ ar ein beliebiges Werthsystem des Bereiches {a) bezeichnet.

[image: ]



§ 9.

Zu den bisher gefundenen Differentialgleichungen wollen wir jetzt noch gewisse neue ableiten.

Wir benutzen dabei die in § 6 aufgestellten Gleichungen (3):

	
	
(3)    ab, - 2 öd, öb, = Om ( , 6) (i=1:n,"=17).





bei deren Ableitung wir uns bi • • • br, xk - • ■ xn, q • • • cr als unabhängige Veränderliche dachten, während wir die ak und die x, auf Grund der Gleichungen Cr == Pr(a, b), Xt=fi(x,a) als Functionen

von b, • • • br, 21 * • • xn, ct ■ ■ ■ cr betrachteten.


00/

0a,




ihre



In die Gleichungen (3) setzen wir nun zunächst für die 0ay

Werthe aus (5) ein und für die Differentialquotienten ab, die auf S. 30 gefundenen Ausdrücke Ank^, b), dann erhalten wir die folgenden Gleichungen:

ab, =2 5(2 dnlo, 6) • *a(d).

oder, wenn wir setzen: r

X Ank (a, b) • ^jk H = ^jn (a, • ■: ar, b, • • • br},

die nachstehenden:
[image: ]

Nun gaben die Gleichungen (3) noch einen zweiten Ausdruck für 0 x ‘

	
56,    nämlich ^ni^', b); es gelten also auch die Gleichungen:



r

2 0,n (a, b) • E(x’) = Om(x‘, b).

Da aber die n — 2r Veränderlichen xi, ak, bk von einander unabhängig sind, so können diese Gleichungen nicht anders bestehen, als wenn sie in den xi, ak und bk identisch sind. Bezeichnen daher C1 • • • ar und ä, • • • är zwei beliebige Werthsysteme der a, so ist identisch:

2 (^jn (äjb) — ^(a, b)) • E, (x) = 0.

Daraus aber folgt sofort: Ojn(a, b) ^^jn (a, b), das heisst: die Jn(a, b) sind von den a frei und hängen blos von den b ab.

Unsere Differentialgleichungen für x,’.. Xn haben in Folge dessen die Form:

	
(9)    ob, = 2/ 8,r(b) . 5(x")   (=1:in, " = 1 • • • r).



Hier verschwindet selbstverständlich die Determinante der ^(b} nicht identisch,

Ihrer Ableitung entsprechend gelten die Gleichungen (9) sicher dann, wenn sich die Xt im Bereiche (x) befinden, die ak und bk im Bereiche (a) und endlich xi im Bereiche x ==f((x)) (a)), das heisst also in einem gewissen Theile des Bereiches (x). Allein es lässt sich zeigen, dass die Functionen, welche in (9) vorkommen, in einem grösseren Bereiche definirt sind; damit erweitert sich dann auch der Gültigkeitsbereich von (9) selbst.

Um die aufgestellte Behauptung zu beweisen, gehen wir von den Identitäten

r

	
(10)    > E(x’) • 0,n (b) = Oxi(x‘, b) (i =1.n,t=1.r)



1

aus, welche wir schon oben benutzten. Dieselben gelten allerdings zunächst nur in dem vorhin besprochenen Bereiche; allein wir wissen, dass die Functionen §ji(x‘), Oni(x, b) für alle Combinationen von Werthsystemen Xi in (x), bk in (a) nicht allein definirt sind, sondern sich auch regulär verhalten, ja, dass sie in diesem ganzen Gebiete eindeutig sind. Wenn wir dies berücksichtigen, so können wir aus den obigen Identitäten eine Definition der &jn(b) herleiten, welche nicht blos im Bereiche (a)), sondern in dem ganzen Bereiche (a) gilt.

Wir denken uns nämlich beide Seiten der obigen Identität nach Potenzen von x[—x{°, • • • Xn— x'n entwickelt, unter x{° irgend ein Werthsystem im Bereiche x' — f(^x^ (a)) verstanden. Sodann vergleichen wir die Entwickelungscoefficienten auf beiden Seiten und erhalten so eine im Allgemeinen unendliche Reihe von linearen Gleichungen

r

	
(11)    2)l0yr (b) = zru(D) ( =1 r, # = 1,2 ),



1

zur Bestimmung der Jjn. Die Grössen Ij^ sind dabei numerische Constanten, die Xnu(b) gewisse Functionen, die sich an jeder Stelle des Bereiches (a) regulär verhalten.

Zunächst ist klar, dass die eben gefundenen Gleichungen einander nicht widersprechen können; denn wenn 61 **: br beliebig im Bereiche (a) laufen, bestehen die Identitäten (10) und daraus folgt, dass auch die Gleichungen (11) von den betreffenden Functionen ^jn^b) identisch befriedigt werden; also sind diese Gleichungen mit einander verträglich.

Ferner lässt sich zeigen, dass die Gleichungen (11) die ^jn^ vollkommen bestimmen. Im entgegengesetzten Falle müssten sich nämlich zwei verschiedene Functionensysteme Jjn (b) und 3jn (b) angeben lassen, welche (11) und mithin auch (10) identisch befriedigten. Daraus würde dann folgen

r

	
	
> ^jn(^ — 0,n(b)) • x(x) = 0  (i=1,*=1  r),





1

also müssten nach Theorem 3 S. 34 alle Ausdrücke ^jn — 3jn verschwinden. Das aber ist ein Widerspruch.

Folglich bestimmen die Gleichungen (11) die Qjn in eindeutiger Weise als lineare homogene Functionen der Xnu mit Constanten Coefficienten, und damit ist bewiesen, dass die ^jn^ sich in dem ganzen Bereiche (a) analytisch fortsetzen lassen und sich in der Umgebung jedes Werthsystemes b, • • • br dieses Bereiches regulär verhalten. Nach einem bekannten Satze der Functionentheorie gelten daher die Identitäten (10) für alle Werth-

Systeme xf in (x), br in (a). Nun aber gelten die Differentialgleichungen

0 a,’                ,

2b, — Uni(e, 6) (i=1:7,"=1 7)

für alle diese Werthsysteme xf b^^ das zeigt ihre auf Seite 30 angegebene Herleitung. Also ergiebt sich, dass auch die Differentialgleichungen (9) gelten, wenn die xf beliebig in (x), die bk beliebig in (a) laufen.

Indem wir jetzt die Ergebnisse des vorstehenden § 9 noch einmal zusammenfassen, finden wir es bequem, in den Gleichungen (9) statt der x die Xi und statt der b^ die ak einzusetzen. Dann können wir sagen:

Theorem 4. Betrachtet man in den Gleichungen

a,’ =f(x,--an, «i ' • • a,) (i = 1 • • • n) einer Gruppe mit den r wesentlichen Parametern a1 ■ • • ar die Xt als Functionen von at ■ ■ ■ ar und x( ■ ■ • Xn , so bestehen Differentialgleichungen von der Form:

	
(9) ad, = 2   (0,    0) 5(", Er) (i = 1 • • • n, 1 = 1 • • • r).



Das Theorem 4 liesse sich einfacher durch Verbindung der beiden Theoreme 2 und 3 ableiten. Die hier benutzte Beweismethode ist aus verschiedenen Gründen vorzuziehen, unter andern auch deswegen, weil sie zeigt, dass die in Theorem 4 besprochenen Functionen &ji (x) mit den in Theorem 3 vorkommenden Functionen lji(x') identisch sind.

Wir fügen noch hinzu:

In den Differentialgleichungen (9‘) dürfen die Xi beliebige Werthe im Bereiche (x) annehmen, die ak beliebige Werthe im Bereiche (a).

Beispiel. Bei der Gruppe

, x — m ------------------1           - ■

	
a, x — a3 ergiebt sich:



Das steht in Ueberein Stimmung mit dem Früheren: gn (x) = 1 , 521 (x) = X, 631 fr) = x2.

§ io.

Endlich wollen wir noch aus den Gleichungen (5) und (9‘) zu-sammengenommen gewisse neue Gleichungen herleiten.

Wir differentiiren die Gleichungen ai=fi(x, a) partiell nach ax, indem wir die x vermöge dieser Gleichungen als Functionen der a und der x' betrachten; das giebt:

[image: ]




also, wenn wir aus (9‘) die Werthe




^ft Oa, .    ,

-— = —— einsetzen:

0 Ck oak




0x,

der -— und aus (5) die der

Odk




0 =
[image: ]




Offenbar bestehen die zuletzt geschriebenen Gleichungen identisch; denn X,--Xn, a, • • • ar sind ja von einander unabhängig. Wir können daher auch sagen, dass xk • • • Xn betrachtet als Functionen von X, •. An und a, • • • ar den Differentialgleichungen

« ( "                   ) Ox. r

X 2)8y(a) Ev(x) ac,+2 ^jk^ k(x’) = °

(i== 1, l ==1.r) genügen.

Es ist möglich diese Differentialgleichungen in den Veränderlichen x und x' symmetrisch zu schreiben. Zu diesem Zwecke wollen wir unter F (x,’ • • • xü} eine nicht weiter bestimmte Function von x,‘-.-Xn verstehen, wollen die obenstehende Gleichung mit 84 multipliciren und nach i von 1 • • • n summiren; mit Benutzung der evidenten Relation:

” dF x/ dF

erhalten wir dann die r Gleichungen:

	
	
(12)    X 0, (a) X 6 (x) 24+2 "x (a) X E (x) 847=0





(I = 1 • • • r).

Also können wir sagen:

\

Theorem 5. Stellen die Gleichungen

xi =f(x, xn, a2 af (i =12 n)

mit den r wesentlichen Parametern a, 3 ar eine r-gliedrige Transformationsgruppe dar, ist ferner F(xf • • • xn'} eine be-liebige Function von xf ■ ■ ■ xf, bedeuten endlich die §jv (x), 1(a), Bj(a) dieselben Functionen ihrer Argumente wie in den beiden Theoremen 3 und 4, so werden die r Relationen

	
	
(12)    X &jk (a) X 6, (x) 8+2) 3 (a) 2 6jv (x‘) 8, =0





(l =1. 7)

bei der Substitution xf = f^x, a), •%‘= fn(x, a) zu Identitäten.

Was den Gültigkeitsbereich der Gleichungen (12) anbetrifft, so ist folgendes zu bemerken:

Die Gleichungen x{ — fi(x, a), vermöge deren (12) identisch besteht, gelten, sobald die Xi in (x), die ak in (a) liegen, woraus sich dann die zugehörigen Werthe der Xi bestimmen. Da nun die Coefficienten der Gleichungen (12) ebenfalls definirt sind und sich regulär verhalten, wenn die Xi in (xf die ak in (a) liegen und die x{ im Bereiche x — f((x) (a)f so schliessen wir, dass die Gleichungen (12) selbst für alle diese Werth-Systeme Xi, ak, xi Geltung haben.

Kapite 1 3.

Eingliedrige Gruppen und infinitesimale Transformationen.

Die allgemeinen Entwickelungen des vorigen Kapitels wollen wir jetzt zunächst auf den besonders einfachen Fall r — i anwenden, das heisst auf die eingliedrigen Gruppen. Dabei finden wir Gelegenheit, den wichtigen Begriff der infinitesimalen Transformation einzuführen. 2)

	
§ 11.



Es seien

x( = f (x, • • • xn, a) (i = 1 • • • n)

die Gleichungen einer eingliedrigen Gruppe. Nach dem Theoreme 3, Seite 33 genügen dann xf ■ ■ ■ xf, betrachtet als Functionen von a, dem folgenden simultanen Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen:

	
	
(1)         "i=v W ■ ^^1' ■ ■ ■ «„‘) (=1. ■ -nf





Was den Gültigkeitsbereich dieser Differentialgleichungen betrifft, so verweisen wir auf das in § 8 Gesagte. Nur den Umstand wollen wir noch besonders hervorheben, dass die Function 1 (a) sich in dem ganzen früher besprochenen Bereiche (a) regulär verhält, und dass sie wenigstens im Bereiche (a)) nirgends verschwindet.

Sehen wir 21 **: xn als willkürliche Constanten an, so stellen die Gleichungen a/=f(x1-Xn, a) ein System Integralgleichungen des simultanen Systemes (1) dar und zwar ein vollständiges System Integralgleichungen, weil sie nach den Integrationsconstanten X, • ■ • xn auflösbar sind. Vollständige Systeme von Integralgleichungen giebt es allerdings unbegränzt viele, allein wenn man irgend eines kennt, etwa:

x/ =V(C, Cn, a) (i =1-2)

mit den n Integrationsconstanten C, • • • Cn, so ist es immer möglich für C • • • Cn solche Functionen von A1 • • • xn einzusetzen, dass U^, a)=fi(x, a) wird. Um die C in der verlangten Weise zu bestimmen, braucht man nur die Form der Functionen f(x, a) für irgend einen bestimmten Werth a° von a zu kennen und hat alsdann die Gleichungen

V(G -C, a°) = fi^ • • • xn, a°) (i = 1 • • • n)

nach C . . . Cn aufzulösen.

Hieraus erhellt, dass die Differentialgleichungen (1) an und für sich genommen unsere Gruppe noch nicht vollständig bestimmen. Sind aber die Differentialgleichungen (1) vorgelegt und ist ausserdem noch diejenige Transformation a/=f(x,--:Xn, a°) unserer Gruppe bekannt, welche zu einem gegebenen Werthe a° von a gehört, so kann man die Gleichungen der eingliedrigen Gruppe finden, sobald man das simultane System (1) vollständig integrirt hat.

Diesen Umstand können wir benutzen, um verschiedene Darstellungsformen unserer eingliedrigen Gruppe abzuleiten, indem wir die verschiedenen Formen eines vollständigen Systems von Integralgleichungen anwenden. Der Einfachheit wegen wollen wir dabei zunächst die Voraussetzung machen, dass unter den Transformationen unserer Gruppe, welche zum Bereiche (a) gehören, die identische Transformation enthalten ist. Es sei also fi (x, • • • xn, a°) = Xi, wo a° eine bestimmte Stelle im Bereiche (a) bezeichnet.

Jedes vollständige System Integralgleichungen von (1) können wir uns auf die Form

^{Xy- • • Xn) = Ci (i = 1 • • • n — 1)

a

	
	
(2)                92„(x,’ • • • xn') — / v (a) da - Cn





a0

gebracht denken, wo die Functionen 2, - S, von einander unabhängig sind und wo C, • • • Cn die Integrationsconstanten bezeichnen. Um nun die Gleichungen unserer Gruppe zu erhalten, haben wir nur C, • • • Cn derart als Functionen von 21 ■ • • X, zu bestimmen, dass dem Werthe a° von a die identische Transformation x/ = Xi entspricht, das heisst, wir haben C1 ==%(x),C = L„(x) zu setzen. Auf diese Weise finden wir die Gleichungen

2; (x,’ • • • a„) = 9; (x,-: 2„) (i = 1 • • • n — 1) a

	
	
	
92,    (x‘ • • • x„) — / v (a) da = S„(xr, . x„) ,







welche nur eine andere Form der Gleichungen x[— fi{xr - xn, a) sind.

Es liegt nahe, an Stelle von a den neuen Parameter
[image: ]

Co


einzuführen. Nach dem im Anfänge dieses Paragraphen Gesagten verhält sich hier nicht blos t als Function von a in der Umgebung von a° regulär, sondern es verhält sich auch a als Function von t in der Umgebung von t==0 regulär. Die Beziehung zwischen a und t ist daher in einer gewissen Umgebung von a = a^ bezüglich t == 0 eindeutig umkehrbar. In dieser Umgebung stellen die Gleichungen

	
	
(3)        ( 82/ (,‘ • • • xnr>) = Ht (E, • • • xn) (i = 1 • • • n — 1)





| S2„(x,’ ■ • • a„) —t = 9„(x, - xn)

unsere eingliedrige Gruppe mit der identischen Transformation dar.

Uebrigens kann man die zuletzt geschriebenen Gleichungen auch direkt aus dem simultanen Systeme

	
	
(4)    "i - s, (x,’ • • • «„‘) (i=1.n) ableiten. Man braucht nur aus demselben X, - Xn derart als Functionen von t zu bestimmen, dass bei der Substitution t = 0 sich ergiebt: AC1 === 21 , • • An ===== An , dann erhält man ein Gleichungensystem, welches mit (3) äquivalent ist. Natürlich kann man auch umgekehrt aus (3) durch Differentiation nach t das simultane System (4) ableiten.





Betrachten wir jetzt die Gleichungen (3) einmal an und für sich, ohne Rücksicht auf ihre Herleitung aus den Gleichungen x{— fi(x1 •■■xn, d). Denken wir uns also in (3) die Functionen 22,--Sn als beliebig gewählte Functionen ihrer Argumente und nur der Beschränkung unterworfen, dass sie unabhängig von einander sein sollen.

Wenn wir dann die Grösse t alle möglichen Werthe annehmen lassen, so stellen die Gleichungen (3) eine Schaar von oo1 Transformationen dar. Führen wir zwei Transformationen dieser Schaar nach einander aus, so erhalten wir offenbar stets eine Transformation, welche gleichfalls der Schaar angehört. Also bilden die oo1 Transformationen (3) immer eine Gruppe.

Von dieser Gruppe ist folgendes zu sagen: Führt man zwei ihrer Transformationen mit den Parametern t, bezüglich t, nach einander aus, so erhält man eine Transformation mit dem Parameter t, — t. Also sind je zwei Transformationen der Gruppe mit einander ver-tauschbar. Die identische Transformation gehört zu dem Parameter t == 0; genügen daher die Parameter tt und t, zweier Transformationen der Gruppe der Bedingung t — t, = 0, so sind die betreffenden Transformationen invers zu einander. Man erkennt somit, dass die Transformationen der Gruppe (3) sich paarweise als inverse zusammenordnen.

Wir bemerken ferner, dass jedes simultane System von der Form (4) ein Gleichungensystem von der Form (3) liefert, welche Functionen von xi...Xn auch die &i sein mögen. Folglich können wir sagen, dass jedes simultane System von der Form (4) eine ganz bestimmte eingliedrige Gruppe liefert, welche die identische Transformation enthält. Nachher, wenn wir erst den Begriff der infinitesimalen Transformation eingeführt haben, werden wir diese Thatsache kürzer und besser aussprechen können.

Doch kehren wir zu der Gruppe x! = f (x, • • • xn, d) mit der identischen Transformation x[ = f (x, • • • xn, a°) == X; zurück. Auf diese können wir sofort alles übertragen, was wir über die Gruppe (3) gesagt haben, vorausgesetzt nur, dass wir uns auf eine gewisse Um-gebung von t = Q oder, was dasselbe ist, von a = a° beschränken. In der betreffenden Umgebung von t — 0 können wir ja immer t, und t2 so wählen, dass sowohl f — t2 als auch — f in dieser Umgebung liegen. In Folge dessen gilt auch von der Gruppe xj — fi(xr ■ ■ ■ xn, a\ dass ihre Transformationen, wenigstens in einer gewissen Umgebung der identischen Transformation, mit einander vertauschbar sind und sich paarweise als inverse zusammenordnen.

Die Form (3), auf welche die Transformationen Xi—ffx^ ■ • - X, d) in der Umgebung von af gebracht werden können, legt es nahe, statt der x die folgenden neuen Veränderlichen einzuführen:

21 (2, * * * a„) = 31, ■ ■ L, (2, ■ ■ ■ &„) = yn •

In den neuen Veränderlichen 91 . . .yn bekommen wir dann die eingliedrige Gruppe

31 = 91, ■ ■ ■ yn—i = Vn— 1 , y-n = Yn + t,

welche nach der in § 4 eingeführten Bezeichnung mit der Gruppe Xi =f(x,. Xn, a) ähnlich ist. Betrachten wir hier yr - • • yn als gewöhnliche Cartesische Coordinaten eines n-fach ausgedehnten Raumes und wenden die im dreifachen Raume gebräuchliche Ausdrucksweise an, so können wir sagen, dass die eingliedrige Gruppe in Y1. . . yn aus Translationen des betreffenden n-fach ausgedehnten Raumes besteht. —

Fassen wir jetzt die bisherigen Ergebnisse noch einmal zusammen, bevor wir weitergehen:

Theorem 6. Enthält eine eingliedrige Gruppe

x/ = fi (A,-An, a) (i == 1 - n)

die identische Transformation, so sind ihre Transformationen unter einander vertauschbar und ordnen sich paarweise als inverse zusammen. Jede eingliedrige Gruppe dieser Art ist mit einer Gruppe von Translationen

	
	
Y1 = yi)'' ’ y—1 = yn—i, yn = y+t ähnlich.





Beispiel. Die Gleichungen

xf = axr, xf = cd N2 mit dem Parameter a stellen eine eingliedrige Gruppe dar, welche die identische Transformation enthält, nämlich für a—L Die Differentialgleichungen (1) haben hier die Form:

dx,' 1 ,       dxd 1,

da   a   da   a -

Wünscht man daher nach den oben auseinandergesetzten Regeln die vorliegende eingliedrige Gruppe in eine Gruppe von Translationen überzuführen, so hat man zunächst a° gleich 1 zu wählen und findet:

a
[image: ]

1


sodann hat man das simultane System

da, _ da, _ Ht xj 2x,’

unter Zugrundelegung der Anfangsbedingung: xf X, , x, x, für t = 0 zu integriren, dann ergeben sich die Gleichungen der Gruppe in der Form:

", = =, ix^lx^t.

Theorie der Transformationsgruppen.

Wählt man daher als neue Veränderliche die folgenden:

31 =x») 32 =%»»

so erhält die Gruppe die gewünschte kanonische Form:

y‘= Yi, y,‘=y,+t, .

oder, wenn man vorzieht, den ursprünglichen Parameter« beizubehalten:

Vi = Y1, y^ = y^ + la.

Bisher setzten wir voraus, dass unsere Gruppe im Bereiche (a) die identische Transformation enthielt. Lassen wir es von jetzt ab unentschieden, ob die identische Transformation auftritt oder nicht. Dann gestaltet sich Verschiedenes etwas anders.

Ist a irgend eine Stelle im Bereiche (a), so lassen sich die Gleichungen x{ — f,^ • ■ • xn, a) unserer Gruppe in der folgenden Form darstellen:

9; (x, ' ' " & ) --- 2 (fi (x, ' ‘ ‘ An , a) ' ' ' fn (x, ’ ' ’ a, , • a)) (i = 1 • ■ • n — 1) a

	
9. (x/ • • • Xn) —j • (a) da = 9 (/ (x, - x„, a) -(,- x„, c)) ■



Setzen wir nun

a o v (a) da == T ,

a

und beschränken uns auf eine gewisse Umgebung von ä, so können wir uns jede Transformation unserer Gruppe in der Umgebung von ä dadurch entstanden denken, dass zuerst die Transformation

T; = ^(x^ ■ ■ xn, d) (i = 1 • • ■ n)

und nachher eine Transformation von der Form:


(5)



Ji (x,’ • • • Xn) = S; (x,-- E„) (i — 1 • • • n — 1)

Mn (x, ' " ■ Xn ) t == ^n (x, ’ ' ' T„) ausgeführt worden ist. Also zuerst eine Transformation der Gruppe ai =f(x,--Xn, a) selbst und nachher eine Transformation einer eingliedrigen Gruppe, welche sicher die identische Transformation enthält.

Auch dieses Ergebniss werden wir kürzer und schärfer aussprechen können, sobald wir den Begriff der infinitesimalen Transformation eingeführt haben. Zu diesem Begriffe führt uns eine etwas eingehendere Betrachtung derjenigen eingliedrigen Gruppen, welche die identische Transformation enthalten.

	
§ 12.



Vorhin sahen wir, dass die Gleichungen einer jeden eingliedrigen Gruppe mit der identischen Transformation durch Integration eines ganz bestimmten simultanen Systems

	
	
(4)                  “7 = g, (x,’ • ■ • «,) (i - 1 • • ■ n)





erhalten werden können. Wenn dieses simultane System unter Zugrundelegung der Anfangsbedingung: x( = X1, • • • xü = xn für t = 0 integrirt wird, so sind die hervorgehenden Gleichungen

	
	
(3)         [ &2, (Xy ■ • • %n) = &/ (,—** ",) (i = 1 • • • n — 1)


	
| 2, (x 1 • • • xn) — Hn (x, • • • x,i^ + t







eine Form der Gruppe. Auf der anderen Seite ergab sich auch, dass jedes simultane System von der Form (4) zu einer ganz bestimmten eingliedrigen Gruppe in der soeben geschilderten Beziehung steht.

Diesen Umstand wollen wir benutzen, um eine neue Darstellung jeder eingliedrigen Gruppe mit identischer Transformation abzuleiten.

Wir können ja die Integration des simultanen Systems (4) auch mit Hülfe von Potenzreihen bewerkstelligen; das heisst, wir können x,’-- Xn in solche gewöhnliche Potenzreihen von t entwickeln, dass sowohl das simultane System (4) identisch befriedigt wird, als auch die Anfangsbedingung: xf — Xi für t=0. Die bewussten Reihenentwickelungen lauten:

	
	
	
	
(6)    x- =x,+16(x"m,)+12 2/*+ (i - 1 ■ • • n). i









Das ist daher die allgemeine Form einer eingliedrigen G-ruppe mit der identischen Transformation.

Um das Bildungsgesetz der obigen Reihen deutlicher hervortreten zu lassen, wollen wir eine Abkürzung einführen; wir wollen nämlich setzen:
[image: ]

i


unter f eine ganz beliebige Function von x, - ■ • Xn verstanden. Dann können wir die Gleichungen (6) schreiben:

(6') x/ -x,+1 E +x (Ö + 12.3 X(X(» +

oder, wenn wir wollen, auch so: +                    +2 (6 ) Xi — Xi + 1 X (x) + 1:2 X (X (Xi)) — (i = 1 • ■ ■ n), wo jetzt das Bildungsgesetz vollkommen durchsichtig ist.

4*

Die n Gleichungen (6") lassen sich, in eine einzige zusammenziehen. Statt nämlich für jede einzelne der Veränderlichen X1 - . An die Reihenentwickelung nach Potenzen von t anzugeben, können wir einfach die allgemeine Reihenentwickelung für eine beliebige Function von x,’ • • • xü angeben; wenn wir dann dieser Function nach einander die Werthe xf, x,’ • - • xf ertheilen, bekommen wir alle n Gleichungen (6") zurück.

Somit handelt es sich nur darum, den Ausdruck f(xf • • • xn') nach Potenzen von t zu entwickeln, wobei X1 • Xn durch die Gleichungen (6") definirt sind und daher dem simultanen Systeme (4) genügen.

Die verlangte Reihenentwickelung hat die Gestalt:

f(x( • ■ ■ %,‘) = f = (F) + 4 (dF)

t==0

berechnen wir daher zunächst die Differentialquotienten —7, — Es ist:


df d t




df dx! dx. dt




Schreiben wir




so haben




wir:




dt2



== X’ (X'o


\ i         ‘ /

und so weiter. Bei der Substitution t = 0 verwandeln sich x,‘...x, bezüglich in x, ■ • • xn, ferner f in f, X'ff} in X(f)



nun

und

so fort, kurz wir erhalten die Reihenentwickelung:

	
	
	
	
(7)    f{x^ • • ■ z) = f^Xy ..)+4 X(f) + ", • x(X(f) + ' • • •









In dieser einen Gleichung sind die n Gleichungen (6") offenbar sämmtlich enthalten. Folglich kann auch diese eine Gleichung (7) als der allgemeine Ausdruck einer eingliedrigen Gruppe mit der identischen Transformation betrachtet werden.

Zuweilen ist es wünschenswerth eine Function von X1 • • • xn durch xf ... xf und durch t auszudrücken. Auch hierfür lässt sieh eine allgemeine Formel angeben. Bei Betrachtung der Gleichungen (3), welche auch eine Form unserer eingliedrigen Gruppe (6") oder (7) sind, haben wir ja gesehen, dass die Transformation mit dem Parameter — t zu der Transformation mit dem Parameter + t invers ist. Wenn wir daher in den Gleichungen (6") die Veränderlichen X1 • • • xn bezüglich mit x,’.. xü vertauschen und ausserdem noch t durch — t ersetzen, so erhalten wir die Auflösungen dieser Gleichungen nach 21 • • • xn. Diese Auflösung können wir offenbar ebenfalls in eine einzige Gleichung zusammenziehen : wir brauchen blos das angegebene Verfahren auf die Gleichung»(7) anwenden. Wir erhalten dann die Gleichung:

(7.) F(x, t) - f(x, --X (r) +2X‘(x‘ (F) - ■ ■ ■, welche eine beliebige Function der xi durch die Ai und durch t ausdrückt.

§ 13.

Unter den oo1 Transformationen der eingliedrigen Gruppe (6) oder (7) spielt diejenige eine ausgezeichnete Rolle, deren Parameter t einen unendlich kleinen Werth hat, etwa den Werth 8 t. Diese „un-endlich ldeinea oder „infinitesimale11 Transformation der Gruppe wollen wir jetzt etwas näher betrachten.

Wenn wir nur die erste Potenz von 8 t berücksichtigen, die zweite und alle höheren dagegen vernachlässigen, so erhalten wir aus (6 ) die gewünschte infinitesimale Transformation in der Form:

	
	
	
	
(8)           x- = Xi + li (x, * • • Xn) 8 t (i =1 - n) ;









benutzen wir dagegen die Gleichung (7), so erhalten wir die letzten n Gleichungen zusammengefasst in der einen:

	
	
	
f = f-\-Xff} ■ 8t







oder ausführlicher geschrieben:

n                 •

f{xf • • • x^ = f(, • • • xn} + 8t • 2 6 86, •

Es ist bequem, für die Differenz x/ — xi} das heisst also für den Ausdruck ^81 einen eigenen Namen einzuführen. Wir wollen ^8t als den „Zutcachs11 oder das „Incrementil zuweilen auch als die „Variation“ von Xi bezeichnen und dafür schreiben: 8xi. Dann können wir die infinitesimale Transformation auch in der Form

	
	
	
8 x, = 6, d t, • • • 8xn = 6, 8 t darstellen.







Entsprechend werden wir natürlich die Differenz f — /' oder den Ausdruck X(f)8t als den Zuwachs oder die Variation der Function f(x • • ■ xn) bezeichnen und schreiben:

f -f=X^.8t = 8f.

Es leuchtet ein, dass der Ausdruck


X(f) = 2 6,




of

2x;



ganz allein schon die infinitesimale Transformation öa,== siöt voll ständig bestimmt, wenn man unter f^ • • ■ x^ eine unbestimmte Function seiner Argumente versteht. Mit X(f) sind ja gleichzeitig alle n Functionen 61--En einzeln gegeben.

Wir werden deshalb den Ausdruck X(f) = 3 als Symbol der infinitesimalen Transformation (8) einfuhren, ja wir werden geradezu von der „infinitesimalen Transformation ^-(ffc reden. Doch wollen wir gleich jetzt darauf aufmerksam machen, dass das Symbol der infinitesimalen Transformation (8) im Grunde nur bis auf einen willkürlich bleibenden Constanten Factor bestimmt ist. Wenn wir nämlich den Ausdruck X(f) mit irgend einer endlichen Constanten c multipliciren, so ist auch der hervorgehende Ausdruck c X(f) als Symbol der infinitesimalen Transformation (8) zu betrachten. Es macht ja nach dem Begriffe einer unendlich kleinen Grösse keinen Unterschied, wenn wir in den Gleichungen (8) die unendlich kleine Grösse 8t durch c8t ersetzen.

Die Einführung des Symbols X(f) für die infinitesimale Transformation (8) bietet vielfache Vortheile. Erstens ist es sehr bequem, dass die n Gleichungen Xi == Xi — %i8t der Transformation durch den einen Ausdruck X(f) ersetzt sind. Zweitens ist es bequem, dass wir es in dem Symbol X(f) nur mit einer Reihe von Veränderlichen zu thun haben, nicht mit den beiden Reihen: Xi • . An und ■ xf • • • xf. Endlich drittens vermittelt das Symbol X(f) den Zusammenhang zwischen infinitesimalen Transformationen und linearen partiellen Differentialgleichungen; denn in der Theorie der letzteren spielen ja solche Ausdrücke wie X(f) eine grosse Rolle. Auf diesen Zusammenhang gehen wir später ausführlich ein (vgl. Kap. 6).

Die vorstehenden Entwickelungen zeigen, dass eine eingliedrige Gruppe mit der identischen Transformation stets eine ganz bestimmte infinitesimale Transformation xf == X; — ^/8t oder kurz X(f) enthält. Es ist aber auch klar, dass umgekehrt die betreffende eingliedrige Gruppe vollkommen bestimmt ist, sobald man ihre infinitesimale Transformation kennt. Die infinitesimale Transformation xf = Xt — ^dt ist ja sozusagen nur eine andere Schreibweise des simultanen Systems (4), aus welchem die Gleichungen (6) der eingliedrigen Gruppe abgeleitet sind.

Da also jede eingliedrige Gruppe mit der identischen Transformation durch ihre infinitesimale Transformation vollständig bestimmt ist, so werden wir der Bequemlichkeit halber die folgende Ausdrucksweise einführen:

Jede Transformation der eingliedrigen Gruppe

x/ = Xi. +15+4* X(5) 4---- (i - 1 ' ' • „)

wird erhalten durch unendlichmalige Wiederholung der infinitesimalen Transformation

xf = Xi + ^idt oder X(f) =s /+  + %*/

Oder noch kürzer:

Die betreffende eingliedrige Gruppe ist von ihrer infinitesimalen Transformation erzeugt.

Im Gegensatz zu der infinitesimalen Transformation X(f) bezeichnen wir die Gleichungen

	
	
x, - Xi + * s, + 22 X() +





als die endlichen Gleichungen der betreffenden eingliedrigen Gruppe.

Nunmehr können wir den früher gefundenen Zusammenhang zwischen dem simultanen Systeme (4) und der eingliedrigen Gruppe (Q") kurz aussprechen wie folgt:

Satz 1. Jede eingliedrige Gruppe, ivelche die identische Transformation enthält, ist von einer ganz bestimmten infinitesimalen Transformation erzeugt.

Und umgekehrt:

Satz 2. Jede infinitesimale Transformation erzeugt eine ganz bestimmte eingliedrige Gruppe.

Was wir am Schlüsse von § 11 über beliebige eingliedrige Gruppen mit oder ohne identische Transformation sagten, das können wir jetzt folgendermassen fassen:

Theorem 7. Zu jeder eingliedrigen Gruppe

xf = fi (x,Xn, a) (i= 1- n)

gehört eine ganz bestimmte infinitesimale Transformation

n

xf = Xi + 5(x; „)öt fi = 1 ■ • • n) oder Xffj = X 6, 3

i             i

von der folgenden Beschaffenheit: ist X, = f^ • • ■ xn, a) irgend eine Transformation der eingliedrigen Gruppe, so hann jede Transformation xf = fi (x, • ■ • xn, ah), deren Parameter a in einer gewissen Umgebung von ä liegt, dadurch erhalten werden, dass man zuerst die Transformation

X-, = f (x, ■ • • xn, a) (i = 1 • • • n) ausführt nnd nachher eine geeignete Transformation

a/ = Xi + 1 • ^ (x,z)+(i = 1 • • • n)

der von X(f) erzeugten eingliedrigen Gruppe.

§ 14.

Wir wissen, dass jede eingliedrige Gruppe mit der identischen Transformation durch ihre infinitesimale Transformation

Xi = Xi — ^i (x,: • xn) St (i = 1- n) und also auch durch das Symbol vollständig bestimmt ist.

Bleibt aber der Zusammenhang zwischen dem Symbol X(f) und der betreffenden eingliedrigen Gruppe bestehen, wenn statt der x neue unabhängige Veränderliche

yi = Pi(x,":E„) (i = 1: n) eingeführt werden?

Bei der betreffenden Variabeinänderung nimmt X(f) die Form an:
[image: ]

oder:

n x()-AXGu)%.

Denken wir uns hier die Coefficienten

x(y.) - 2 E dx.

durch y... yn ausgedrückt: Xfyf) === Vv^i • • • yn), und setzen

n

2y@, y)8/= ^t),

so erhalten wir:

X() - Y(f),

wo das f auf der rechten Seite diejenige Function von yx ■ ■ ■ yn be-zeichnet, in welche f{xr • ■ • En) bei Einführung der y übergeht.

Wir sehen somit, dass der Ausdruck X(f) sich bei Einführung der neuen Veränderlichen in das Symbol einer neuen infinitesimalen Transformation verwandelt, nämlich in das Symbol der folgenden:

y,‘= y, + ^{yi ■ • • y^^t (» =1* n).

Auf der andern Seite aber verwandelt sich die von X(f) erzeugte eingliedrige Gruppe (7)

F(, • • • «.) = F(x, -)+ 1 • X(F) + 12 X(X(/)) 4----

in eine gewisse eingliedrige Gruppe in den Veränderlichen J1 • • • yn, deren analytischen Ausdruck wir sofort hinschreiben können. Erhält nämlich bei Einführung der neuen Veränderlichen Yi = 9i (x, • • • En) die Function f(x, • • • Xn) die Form:

f(x, ■ • • xn) = l\yr • • • yn) und dementsprechend f(x^ ■ • X„) bei Einführung der yi = qi(x,’ • "an) die Form

f(x,&) = F(y’J), so wird:                  •

X(f) = Y{F), X(X(f)) = Y(Y(F))   ; also geht (7) über in:

F( • ■ ■ J) = F(i J)+1 Y(F) + 12 Y(Y(F)) +*,

wo nun F ebensogut wie früher f eine beliebige Function seiner Argumente bezeichnet. Diese letzte Gleichung ist aber nichts anderes als der analytische Ausdruck derjenigen eingliedrigen Gruppe, welche von der infinitesimalen Transformation Y(f) erzeugt wird.

Folglich ist der Zusammenhang zwischen einer eingliedrigen Gruppe und dem Symbol ihrer infinitesimalen Transformation unabhängig von der Wahl der Veränderlichen. Mit andern Worten: unser Symbol für die infinitesimale Transformation einer eingliedrigen Gruppe geht bei Einführung neuer Veränderlicher in das Symbol für die infinitesimale Transformation der transformirten eingliedrigen Gruppe über.

Hiermit ist gezeigt, dass das Symbol X(f) der infinitesimalen Transformation einer eingliedrigen Gruppe auch bei Variabeinänderung die endlichen Gleichungen dieser Gruppe vollständig ersetzt, dass wir bei Einführung neuer Veränderlicher blos das Symbol X(f) ins Auge zu fassen brauchen und nicht die endlichen Gleichungen der Gruppe.

Uebrigens zeigt die oben durchgeführte Rechnung noch mehr; aus derselben geht nämlich hervor, dass der folgende Satz gilt:

Satz 3. Erhält das Symbol

1

 Lie, Archiv for Math, og Naturv. Bd. 1, Christiania 1876.

2

 Lie, Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania 1872, 1873. Archiv for

3

Mathematik og Naturv., Christiania 1876.


x(-2u], der infinitesimalen Transformation

Xi = Xi + §131 (i = 1 ■ ■ • n) bei Einführung der neuen unabhängigen Veränderlichen

gi = Pi (x, • • • x„) (i = 1 ■ ■ • n) die Form

n                       n

X(f) = E x^ %/ = Xn(y1- ■ ■ yO = YW,

so bekommt die von X(f) erzeugte endliche Transformation:

Xt = Xi + 1 • s + 1 2 X() + • • • (i=1„)

in den neuen Veränderlichen die Gestalt:

y' = yi+ 4:7+ * YM + (i= 1 • • -n), wobei der Parameter t beide Male denselben Zahlenwerth besitzt.

§ 15.

Der Begriff der infinitesimalen Transformation und ebenso derjenige der eingliedrigen Gruppe gewinnt eine gewisse Anschaulichkeit, wenn man einige geometrische und mechanische Vorstellungen zu Hülfe nimmt.

In der infinitesimalen Transformation

xf = Xi — &i (x, • • • xf) öt (i = 1 ■ • • n) oder:

n x(-Zuz£

fassen wir die Veränderlichen x als Cartesische Coordinaten eines n-fach ausgedehnten Raumes auf. Dann lässt sich die Transformation offenbar so deuten, dass jeder Punkt mit den Coordinaten Z1 • . An in einen unendlich benachbarten mit den Coordinaten xf • • • xf übergeführt wird. Also ordnet die Transformation jedem Punkte, für welchen nicht alle Si verschwinden, eine gewisse Fortschreitungsrichtung zu und längs dieser Fortschreitungsrichtung eine geivisse unendlich kleine Strecke; die Fortschreitungsrichtung ist bestimmt durch die Proportion: 6(x): 62(x) : • *: En(x); die unendlich kleine Strecke hat die Länge: V6,2 — • • • — $12 • d t. Sind in einem Punkte xr ... xn alle § gleich Null, so wird demselben von der infinitesimalen Transformation keine Fortschreitungsrichtung zugeordnet.

Denken wir uns den ganzen Raum von einer compressibeln Flüssigkeit erfüllt? so können wir die infinitesimale Transformation X(f) einfach als eine unendlich kleine Bewegung dieser Flüssigkeit deuten, und dt als den unendlich kleinen Zeitabschnitt, während dessen die Bewegung vor sich geht. Die Grössen §1(x) • • ■ En (x) sind dann offenbar die Componenten der Geschwindigkeit desjenigen Flüssigkeits-theilchens, welches sich gerade im Punkte X1 **: An befindet.

Die endlichen Transformationen der eingliedrigen Gruppe X(f) entstehen, wie wir uns oben ausdrückten, durch unendlichmalige Wiederholung der infinitesimalen Transformation Xi : x i — §i öt. Um zu einer endlichen Transformation zu gelangen, müssen wir uns daher die unendlich kleine Bewegung, welche die infinitesimale Transformation darstellt, während unendlich vieler Zeitabschnitte dt wiederholt denken, mit andern Worten wir müssen die Bewegung der Flüssig-keitstheilchen während eines endlichen Zeitabschnittes verfolgen. Hierzu ist es nöthig, die Differentialgleichungen dieser Bewegung zu inte-griren, das heisst also das simultane System: .

dx.’            dx'

= dt ■

51 (x )                §n G )

Ein Flüssigkeitstheilchen, das sich zur Zeit t = 0 im Punkte x,-- X, befindet, wird nach Verlauf der Zeit t im Punkte x,’ ■ ■ • xü augelangt sein; also muss die Integration so ausgeführt werden, dass für t = 0 wird: Xi = xi. Wirklich fanden wir früher gerade auf diese Weise die allgemeine Form einer endlichen Transformation unserer Gruppe.

Die Bewegung unserer Flüssigkeit ist eine sogenannte stationäre, dx,’ denn die Geschwindigkeitscomponenten — sind von t frei. Daraus folgt, dass in ein und demselben Punkte zu jeder Zeit der Bewegungsvorgang derselbe ist; dass also der gesammte Bewegungsvorgang stets denselben Verlauf nimmt, zu welcher Zeit man auch anfängt, ihn zu beobachten. Im Grunde liegt hierin schon der Beweis dafür, dass die von der infinitesimalen Transformation X(f) erzeugten endlichen Transformationen eine Gruppe bilden.

Fassen wir ein bestimmtes Flüssigkeitstheilchen ins Auge, etwa das, welches zur Zeit t = 0 sich im Punkte x^ ■ • • Xn befindet, so sehen wir, dass sich dasselbe auf einer Curve bewegt, die durch den Punkt 21 * * * X,0 hindurchgeht. Der ganze Raum wird also in lauter Curven von solcher Beschaffenheit zerlegt, dass jedes Theilchen auf der Curve bleibt, auf der es sich einmal befindet. Wir wollen diese Curven als die Bahncurven der infinitesimalen Transformation X^fj be-zeichnen. Solcher Bahncurven giebt es offenbar co"—1 verschiedene.

Es ist leicht, für einen gegebenen Punkt xf • ■ ■ x„° die Gleichungen der hindurchgehenden Bahncurve aufzustellen. Die Bahncurve ist ja nichts anderes als der Ort aller Punkte, in welche der Punkt xf ■ ■ ■ xnQ übergeht, wenn die oo1 Transformationen

Xi = Xt + 1 si(x) H---- (i = 1 • .. n)

der eingliedrigen Gru^ope auf ihn ausgeführt werden. Also stellen die Gleichungen

X - x?+{ & (a®) + 2 (X())_ + • ■ ■ ( = i ■ ■ ■») die betreffende Bahncurve dar, wenn man t als unabhängige Veränder-liehe betrachtet.

Will man die betreffende Bahncurve durch Gleichungen zwischen X, - - Xn allein darstellen, so hat man nur t zu eliminiren. Bequemer ist es aber, von der Form (3) auszugehen, auf welche die eingliedrige Gruppe X(fj gebracht werden kann. Die Gleichungen der durch x^ • • • Xn gehenden Bahncurve werden dann offenbar:

^i^xf ■ • • xf) = ^i^ • • • xn^ fi= 1 • ■ -n — 1).

Hieraus geht hervor, dass die Schaar aller con-1 Bahncurven durch die Gleichungen

9 (2, ’ ” * ^n ) -- Ql , ’ ’ An—1 (x, ’ ' ’ Xn ) — C—1 mit den n — 1 willkürlichen Parametern Ct • • ■ Cn—i dargestellt wird.

§ 16..

Es seien r infinitesimale Transformationen in den Veränderlichen xy -Xn vorgelegt:

n

X,(f) = XE(x,-x„) % (*—!•••*•).

Wir multipliciren jeden der Ausdrücke Xx(f) mit einer beliebig gewählten, von xl • • • xn unabhängigen Grösse Ax und addiren alles zusammen, dann bekommen wir einen Ausdruck von der Gestalt:

2,X,0/)++a,X(), welcher natürlich wieder eine infinitesimale Transformation darstellt. Dieses Verfahren zur Ableitung neuer infinitesimaler Transformationen aus gegebenen wird im Folgenden so häufig angewendet, dass es zweckmässig erscheint, für dasselbe eine eigene Bezeichnung einzuführen. Wir wollen deshalb in Zukunft sagen, dass die infinitesimale Transformation A, X,(f) + • • • + A, X,(f) aus den r infinitesimalen Transformationen X,(f) • • • ^r{f} linear abgeleitet ist.

Es kann nun vorkommen, dass unter den infinitesimalen Transformationen X,(f)-.X,(f) einige vorhanden sind, die sich aus den übrigen ‘linear ableiten lassen. Dies tritt augenscheinlich dann und nur dann ein, wenn es unter den aus X(f) • • • Xr(äf) linear abgeleiteten infinitesimalen Transformationen solche giebt, die identisch verschwinden, anders ausgedrückt: wenn es r Constanten e, ■ • • e, giebt, welche die Gleichung

eX(f) + • • • + erX,(f) = o befriedigen, ohne sämmtlich gleich Null zu sein.

Um die Sprache zu erleichtern, wollen wir die folgende Ausdrucksweise einführen:

Die r infinitesimalen Transformationen

n

X,(f) = X] t(x,.. x„)% (1=1.7)

1                                                i

heissen unabhängig von einander, wenn die Gleichung

e^f) ++ erX.(f) = 0,

in welcher e, • • • er von den x unabhängige Grössen bezeichnen, nur dadurch befriedigt werden kann, dass e, • • • er sämmtlich gleich Null gesetzt werden.

Oder etwas kürzer:

Die r infnitesimalen Transformationen X,(f) • • • Nr(^f) heissen unabhängig von einander, wenn keine derselben sich aus den übrigen linear ableiten lässt.

Kann dagegen die Relation

e,X()++8,X,(f) =0

durch constante, nicht sämmtlich verschwindende Werthe der Grössen ek erfüllt werden, so sind die infinitesimalen Transformationen X, (f) • • • X,(f) nicht von einander unabhängig, es giebt aber darunter eine gewisse Anzahl von einander unabhängige Transformationen, etwa XI (f) ■ ■ • Xm (f) (m < r), während sich Xm^^f) • • • Xr{f} aus Xx{f} • • • Xm^f} linear ableiten lassen. Offenbar kann dann der Inbegriff aller infinitesimalen Transformationen A,X,(f)+------ A, X,(f) schon aus X(f)-..Xm(f) allein linear abgeleitet werden.

Jede infinitesimale Transformation

	
2, - x^f) ++2, x,(/) = C(0



erzeugt, wie wir wissen, eine eingliedrige Gruppe, die eingliedrige Gruppe C(f), deren endliche Transformationen die Form haben:

+                     +2

x/ =x+ 1 C (x,) + — C (C^) + • • • (i = 1 • • • n).

Denken wir uns hierin die Grössen A,-- 2, als willkürliche Parameter, und lassen wir diese Parameter alle möglichen Werthe annehmen, so erhalten wir eine ganze Schaar von eingliedrigen Gruppen. Die endlichen Transformationen dieser Schaar von eingliedrigen Gruppen werden durch die oben geschriebenen Gleichungen mit den r — 1 Parametern 21 • • • A,, t dargestellt; da aber diese r — 1 Parameter nur in den r Verbindungen A1 t, ■ • • A, t vorkommen, so können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit das t gleich 1 setzen und erhalten daher als analytische Darstellung der betreffenden Transformationen die Gleichungen:

	
(9)    Xt - Xi + 2 2, &u + X 112 ^-k ($„) + (i - 1 • • ■ n)



1                   kj mit den r Parametern A, • • • A,.

Wie viele verschiedene Transformationen werden nun durch diese Gleichungen dargestellt? oder was dasselbe ist: wie viele unter den r Parametern A, • • • A, sind wesentlich?

Sind die r infinitesimalen Transformationen X, (f) • • • Xr (f) nicht von einander unabhängig, so sind auch die r Parameter A1 • ■ • 2, in den Gleichungen (9) nicht alle wesentlich. Es seien nämlich etwa blos X, (f) • • • Xm{f'} (m < r) von einander unabhängig, während Xm+1(f) • • ■ Xr{f) sich linear aus X1(f) • • • Xm^f] ableiten lassen:

m

Xm+(f) = >Le„X„(f) (j=1—m). . 1

Dann haben wir
[image: ]

also schrumpft die Zahl der willkürlichen Parameter in dem Ausdrucke C^f) auf m zusammen und damit zugleich auch die Zahl der willkürlichen Parameter in (9).

Wenn somit unter den r infinitesimalen Transformationen

X,(f)X,(/)

nur m von einander unabhängige vorhanden sind, so sind in den Gleichungen (9) von den r Parametern 2, • • • A, höchstens m wesentlich.

Wir wollen daher von jetzt ab voraussetzen, dass die infinitesimalen Transformationen X, (f) ■ • - Xr{f) von einander unabhängig sind.

Unter dieser Voraussetzung sind nun die Parameter A, • • • A, in den Transformationsgleichungen (9) wirklich wesentlich; das werden wir jetzt beweisen.

Es ist jedoch zweckmässig, einen gewissen einfachen Fall für sich zu erledigen, den Fall nämlich, dass die Zahl r nicht grösser als n ist und dass dabei nicht alle r-reihigen Determinanten der Matrix

511   • Sin


(10)



9rl •   • • rn identisch verschwinden. In diesem besonderen Falle verschwinden sicher nicht alle r-reihigen Determinanten der Matrix


	
2,
	
- £5


	
02,
	
02,


	
0z,
	
az.


	
02
	
02,




identisch; denn für das specielle Werthsystem A, — A, — • • • = A, = 0 geht diese Matrix in die oben geschriebene über, deren r-reihige Determinanten nach Voraussetzung nicht alle identisch Null sind.

Wenn wir daher die Parameter A, • • • A, aus den Gleichungen (9) eliminiren, so erhalten wir gerade n — r und nicht mehr von einander unabhängige Relationen zwischen den x und den x allein. Daraus aber geht hervor, dass die Parameter A, • • • A, unter den gemachten besonderen Voraussetzungen wirklich wesentlich sind; denn wären sie es nicht, liesse sich also ihre Zahl durch Einführung von geeigneten neuen Parametern reduciren, so würden sich aus den Gleichungen (9) sicher mehr als n — r von den Parametern freie Gleichungen herleiten lassen, was ausgeschlossen ist.

Nunmehr zur Betrachtung des allgemeinen Falles, der sich auf den eben erledigten besonderen zurückführen lässt.

Zu diesem Zwecke schreiben wir uns die Transformationen (9) r verschiedene Male auf und zwar in r verschiedenen Systemen von Veränderlichen :

	
	
a) • • • x^ (u = 1 • • • r),





wir betrachten also die Schaar der Transformationen:

(11) at = ^0 +52 # +X12 xy (8,) +

1                   kj

(i=1.2, u = 1 • ■ ■ r).

in welchen

& (x7 ■ ■ ■ 272") = Ey, 2 5; 2f = xy) (/)

gesetzt ist.

Die Schaar der Transformationen (11) enthält offenbar genau so viel wesentliche Parameter als die Schaar (9).

Wenn es uns nun gelingt nachzuweisen, dass nicht alle y-reihigen Determinanten der Matrix

811 ■ ■     871 ..*... SS? ■ ■ g!

(12)
[image: ]

identisch verschwinden, so ist damit gezeigt, dass die Schaar der Transformationen (11) sich unter den vorhin besprochenen speziellen Fall unterordnet und dass ihre r Parameter A, • • • A, sämmtlich wesentlich sind. Daraus folgt dann sofort, dass auch die 7 Parameter A, • • • A, in den Gleichungen (9) wesentlich sind.

Wir können uns offenbar auf den Fall beschränken, dass alle r-reihigen Determinanten der Matrix (10) identisch Null sind. Verschwänden nun auch alle r-reihigen Determinanten der Matrix (12) identisch, so könnten die nr linearen Gleichungen

	
	
	
(13) 0, #++9, # =0 (=1..n, # =1.7)







durch r nicht sämmtlich verschwindende Functionen 0, • ■ ■ 0, der n r Veränderlichen x^ befriedigt werden. Es lässt sich zeigen, dass dies unmöglich ist.

Wir wählen u = 1 und erhalten so aus (13) für 01*. ^r die n Gleichungen

	
	
	
(14)     0, 59++ 0,897 =0  (i=1 n), welche sicher nicht alle identisch bestehen. Dann ist zunächst klar, dass nicht jede der n analogen Gleichungen


	
(15)    0, *9+ +9, t =0 (=1n)







eine Folge von (14) sein kann; sonst liessen sich ja die Gleichungen (15) durch Functionen ,..%, befriedigen, welche von x^ • • • x^ frei sind, und es wären daher die r infinitesimalen Transformationen X2)(f) ’ ’ ’ X(2)(f) nicht von einander unabhängig. Mithin liefern (14) und (15) zusammengenommen mindestens zwei unabhängige Gleichungen für 9, • • • ^r. So kann man fortfahren und erkennt schliesslich, dass es unter den nr Gleichungen (13) gerade r von einander unabhängige giebt, dass also aus (13) folgt: 3, = 0, ■ • 0, = 0.

Damit ist bewiesen, dass nicht alle 7-reihigen Determinanten der Matrix (12) identisch Null sind. Wir können daher ohne Weiteres das folgende Theorem aussprechen:

Theorem 8. Sind die r infinitesimalen Transformationen

X^f) - 2 % (2, "z,)s4, 0-1 r)

von einander unabhängig, sind ferner A1 • • • A, willkürliche Parameter, so bildet der Inbegriff aller eingliedrigen G-ruppen A,X,(f) — • • • — XrXr{f} eine Schaar von Transformationen:
[image: ]

in welcher die r Parameter A1 • • • Xr sämmtlich wesentlich sind, also eine Schaar von oo" verschiedenen Transformationen.

Im Grunde haben wir aber mehr bewiesen, als in diesem Theoreme ausgesprochen ist. Wir haben allerdings vorausgesetzt, dass die Gleichungen (9) die endlichen Transformationen einer Schaar von eingliedrigen Gruppen darstellen, aber wir haben diese Voraussetzung nur insoweit benutzt, als durch dieselbe in (9) die Glieder erster Ordnung in A, • • - A, bestimmt sind. Welche Form die Glieder von zweiter und höherer Ordnung in A1 • • - A, haben, das ist bei unserer Untersuchung über die Schaar der Transformationen (9) gar nicht benutzt worden. Unser Ergebniss, dass die Parameter A, • • • A, in den Gleichungen (9) wesentlich sind, bleibt daher bestehen, auch wenn über die Beschaffenheit der Glieder von zweiter und höherer Ordnung in A, ■ ■ • A, gar keine Voraussetzung gemacht wird. Das Theorem 8 lässt sich demnach verallgemeinern, wie folgt:

Satz 4. Enthält eine Schaar von Transformationen die r willkürlichen Parameter e, • • • er und besitzen ihre Gleichungen, wenn sie nach Potenzen von e, • • • er entwickelt werden, die Form:

a; a; I 2 ex ^ki (x, ■ ■ ■ In) -- • . . (i — 1 • • • n^,

1

wo die weggelassenen Glieder in er - ■ ■ er von zweiter und höherer Ordnung sind, haben endlich die Functionen §xi(xc) die Eigenschaft, dass die r aus ihnen gebildeten infinitesimalen Transformationen

	
	
	
	
X, (f) = ) sh (x, a„) — (I = 1 • • • r) arssean                                        ‘ i









Theorie der Transformationsgruppen.

von einander unabhängig sind, so stellen jene Transformationsgleichungen oo" verschiedene Transformationen dar oder was dasselbe ist: die r Parameter e, •■ er sind wesentlich.

Späterer Anwendungen wegen möge hier noch der folgende Satz seine Stelle finden; derselbe folgt direkt daraus, dass in der Matrix (12) nicht alle r-reihigen Determinanten verschwinden.

Satz 5. Sind die r infinitesimalen Transformationen

Xa (f) - 2 ^i (z, ' ' ‘ z.) %%, (=1.)

von einander unabhängig, sind ferner

a(u) ' ' ‘ atu) (u = 1 • • • r)

r verschiedene Systeme von je n Veränderlichen, wird endlich zur Abkürzung gesetzt:

xp(/) = S] su(up..2),8L,

1                                           i

so erfüllen die r infinitesimalen Transformationen

W.(f) - 2]Xy0() ( =1.7)

1

in den nr Veränderlichen xf'1 keine Pelation von der Form

2 % {xf %‘.....a? • • • a!) • W. (f) = 0.

	
Kapitel 4.



Die Erzeugung der r-gliedrigen Gruppen durch eingliedrige Gruppen.

Stellen die Gleichungen

	
	
(1)           xf =fi(x,-An, at ■ ■ • arj (i — 1 ■ ■ ■ n)





eine 7-gliedrige Gruppe dar, so bestehen nach Theorem 3, Seite 33 gewisse Differentialgleichungen von der Form

	
	
2x. r (2)              öd, = 2/ V» (du: dr) • 6" (ni • ■ • ")





(i = 1 ■ • • n, k = 1 ■ ■ ■ rj,

welche bei der Substitution xf = f (x, a), • • • xf—fnlx, aj zu Identitäten werden. Dabei haben die Functionen ^(aj die Eigenschaft, dass ihre Determinante nicht identisch verschwindet. Die §i(xc‘) ihrerseits sind so beschaffen, dass es keine von x,’- an’ unabhängigen Grössen e, • • • er giebt, welche die n Gleichungen r

) ej k(x,’ • • • an’) =0 (i = 1 • • • n)

	
	
	
•                               1 befriedigen, ohne sämmtlich zu verschwinden. Diese Eigenschaft der 8;;(xc‘) können wir nach der auf S. 61 eingeführten Ausdrucksweise kürzer so ausdrücken: die r infinitesimalen Transformationen







x,(f) -2} & (x,— z„) %£, (/:= 1.7)

sind von einander unabhängig. Es lässt sich daher jetzt das Theorem 3, S. 33 kurz so aussprechen:

Satz 1. Zu jeder r-gliedrigen Gruppe xf = fi^ ■ ■ • xn, a^ - ■ ■ ar) stehen r unabhängige infinitesimale Transformationen

. x, (/) - 2 ^« (x, ‘ ’ «„) %4 (I; - 1 r)

in solcher Beziehung, dass Relationen von der Form
[image: ]

bestehen, welche sich nach den Sji auf lösen lassen:


Ei {xf • • • xf) = X ajk(at • • • a^ ad, •

i

Geradeso wie bei den eingliedrigen Gruppen können wir nun auch bei den r-gliedrigen verfahren. Wir können die Differentialgleichungen (2) benutzen, um aus denselben durch Integration eine andere Darstellung der r-gliedrigen Gruppe herzuleiten und auf diese Weise allgemeine Eigenschaften der r-gliedrigen Gruppen zu finden.

Es empfiehlt sich jedoch, dass wir uns zunächst auf einen etwas allgemeineren Standpunkt stellen. Die Eigenschaften, welche wir auf dem angegebenen Wege finden würden, kommen nämlich auch ge-wissen Gleichungensystemen von der Form (1) zu, welche keine Gruppen darstellen.

§ 17.

Wir wollen bis auf Weiteres von der Forderung absehen, dass die Gleichungen xf — ffx^ ■ ■ ■ xn, a-. a,) eine r-gliedrige Gruppe darstellen sollen. Vielmehr wollen wir von den Gleichungen (1) blos

5*

voraussetzen: erstens, dass sie eine Schaar von co" verschiedenen Transformationen darstellen, dass also die r Parameter a, • • • ar sämmt-lieh wesentlich sind, und zweitens, dass sie Differentialgleichungen von der besonderen Form (2) befriedigen.

Zunächst werden wir zeigen, dass auch unter den jetzigen allgemeineren Voraussetzungen die Functionen 1jr (a) und Eji (xc‘) die oben angegebenen Eigenschaften besitzen.

Verschwände nämlich die Determinante der 15z(a) identisch, so liessen sich die Sji (x‘) aus den Gleichungen (2) wegschaffen und wir erhielten n Gleichungen von der Form:

-      = (i=1 n),

i

wo die Xk nicht von dem Index i abhingen. Das aber ist nach dem Satze 1, S. 13 unmöglich, weil die Parameter C1 • • ■ ar in den Gleichungen (1) alle wesentlich sind. Folglich ist die Determinante der ijn (a) nicht identisch Null, so dass die Gleichungen (2) nach den ^(x') auflösbar sind und ergeben:

r Da,

	
	
(3)    &i(Bi On) =2 “jk (di' ' ’ dr) 20, (=17, =1). i





Verhalten sich die Functionen ?jr (a) in der Umgebung irgend eines Werthsystems a,° • ■ • ar° regulär und ist die Determinante 2—1-- 1,7 auch für ak = ak von Null verschieden, so verhalten sich auch die ajk{a) in der Umgebung von a^ ■ • • a,° regulär und ihre Determinante verschwindet ebenfalls für ak === ak° nicht. Wir werden im Folgenden annehmen, dass das Werthsystem ak = ak so gewählt ist, dass die ^(a) und folglich auch die ccjk{a) die soeben besprochenen Eigenschaften besitzen.

Es bliebe noch übrig nachzuweisen, dass es nicht möglich ist, die n Gleichungen
[image: ]

durch r von den x unabhängige Grössen e, ■ ■ • er zu befriedigen, welche nicht sämmtlich verschwinden. Doch würde dieser Beweis auf eine Wiederholung dessen hinauskommen, was wir in Kap. 2, S. 33 gesagt haben, wir wollen uns deshalb nicht dabei aufhalten.

Jedenfalls steht fest, dass die ^jk(a) und die si (x‘) die oben angegebenen Eigenschaften auch jetzt noch besitzen.

Wir werden jetzt nachweisen, dass die Schaar Xi—fi(x, a) vollständig bestimmt ist, wenn erstens die Differentialgleichungen (2) gegeben sind, denen diese Schaar genügt, und wenn ausserdem noch diejenige Transformation der Schaar bekannt ist, welche den Werthen a,° • • • a,° der Parameter ak entspricht.

Von grossem Vortheil ist es bei dieser Untersuchung, dass wir keinerlei Ueberlegungen über die Integrabilität der Differentialgleichungen (2) oder (3) anzustellen brauchen. Denn wir kennen ja schon ein System Lösungen dieser Differentialgleichungen, nämlich die x/==f(x, a).

Indem wir nun die Differentialgleichungen (2) unter Berücksichtigung der Anfangsbedingung x[ — fi, (x, a°) durch eine specielle Methode integriren, werden wir für die x{ gans bestimmte Functionen der Xi und der ak erhalten. Es ist dann selbstverständlich, dass diese Functionen mit den Functionen ft (x, d) identisch sind.

Bei der Ausführung dieser Operationen finden wir aber noch mehr; wir erkennen nämlich, dass die Schaar der Transformationen Xi=^f'i(x, d) durch Einführung neuer Parameter an Stelle der ak auf eine bemerkenswerthe Form gebracht werden kann, aus welcher sich wichtige Schlüsse über die Beschaffenheit der Schaar ziehen lassen.

Zur Durchführung der verlangten Integration bedienen wir uns eines Kunstgriffes. Wir multipliciren (3) mit A;, summiren nach j von 1 bis r und erhalten so die Gleichungen

	
	
(4)    2%2a«() = Sat(x) (=1..n). i             i                         i





Jetzt bestimmen wir a, • • • ar aus dem simultanen Systeme

	
	
(5)             at =2) 2/ Cza (a) (=1 r)





i

als Functionen einer Hülfsveränderlichen t und der Grössen Ä1- -2r, indem wir die Anfangsbedingung ak = ak für t—0 hinzufügen. Dabei erhalten wir gewisse Reihenentwickelungen

r

	
	
(6)    ak = ak^ + 1 2 2, ajk (a°) + • • ■   (1 =1   7),





i

auf deren einfaches Bildungsgesetz wir nicht näher einzugehen brauchen. Doch wollen wir bemerken, dass die kj darin nur in den Verbindungen 11 = ^t, ■ ■ ■ wr = lrt vorkommen. Daraus folgt nämlich, dass die ak auch als Functionen der neuen Veränderlichen w, ■ • • wr angesehen werden können. Da ausserdem unter den gemachten Voraussetzungen die Determinante 2— «,1 (a°) ■ • • a,r (a°) nicht verschwindet, so sind die ak unabhängige Functionen der wk, und es sind auch umgekehrt wt • ■ • wr als Functionen von a, • • • ar darstellbar und verhalten sich als solche in der Umgebung von a,° • • • a,° regulär. Zwischen a, • • • a, und 11 • • • w, besteht demnach in einer gewissen Umgebung von a,° ■ • • a,° bezüglich w, =0.. w, = 0 eine eindeutig umkehrbare Beziehung. Wenn wir uns daher auf solche Transformationen Xi-f^x, a) beschränken, deren Parameter in einer gewissen Umgebung von ak liegen, so dürfen wir ohne Weiteres an Stelle der ak die iok als Parameter einführen.

Wir werden übrigens die ak im Folgenden meistens als Functionen der Hülfsveränderlichen t und der Grössen A, • • • A, betrachten. Indem wir diese Werthe von a, • • • ar in die Gleichungen Xt = fi(xf a) ein-setzen, erhalten wir auch x^ ■ ■ • Xn dargestellt als Functionen von t und von A,---,. Es ist nun sehr leicht, gewisse Differentialgleichungen anzugeben, denen x{ - • ■ x^ als Functionen von t genügen. Wir haben ja:

und wenn wir das simultane System (5) benutzen, dem die ak genügen, kommt:
[image: ]

Mit Hülfe der Gleichungen (4) können wir jetzt a, ■ • • ar ganz wegschaffen und finden

	
	
(7)           " - 2 ^ &„(x) (i - 1 • • • n).





Wenn wir also in den Gleichungen Xi—f\{x,a) die Grössen a, • • • ar in der bekannten Weise durch t und A, • • • A, ausdrücken, so erhalten wir für x( • • • Xn gewisse Functionen von t, welche das simultane System gewöhnlicher Differentialgleichungen (7) befriedigen. Äusser diesen Differentialgleichungen befriedigen die ai natürlich noch gewisse Anfangsbedingungen; für ak verwandelten sich ja die fi(x, a) in fi(x, a°), da nun die ak für ^ = 0 die Werthe ak annehmen, so kommen die betreffenden Anfangsbedingungen auf das folgende hinaus: es wird x, = f^x, a°) für t — 0.

Zusammen mit den angegebenen Anfangsbedingungen bestimmen die Differentialgleichungen (7) offenbar die x{ vollständig. Um die betreffenden Ausdrücke für die x[ angeben zu können, brauchen wir blos irgend ein vollständiges System Integralgleichungen des simultanen Systems (7). Ist

22; (x,’ • • • xü, At, • • • lrt} = Ci (i — 1 n)

ein solches, so ergiebt die Anfangsbedingung a/=f(x, a^ für t — 0 sofort die Werthe der Ci, also bekommen wir zur Bestimmung der Xi die Gleichungen:

	
	
(8)    ^i(x( ■ • • Xn, 2, G • • • 2, t) = ^j (/ (x, a°) - fn (x, a°), 0 • • • 0)





(=1.1).

Durch Auflösung erhalten wir hieraus für x, -X, gans bestimmte Functionen von 21-Xn, ^t = W1, • • ■ Kt = w,:

(8') x- = V-,. (x,—En, A,t, ■ • ■ F t} (i =1* n\

Also sind die Vi diejenigen Functionen, in welche sich die fi(x, a) verwandeln, wenn wir a,-- ar in der loehannten Weise durch ütt, ■ ■ • 2, t ausdrücken. Ersetzen wir daher umgekehrt in den Vi die Ax t — wk durch ihre Werthe als Functionen von a,--a,, so verwandeln sich die Gleichungen xj = Vi wieder in die ursprünglichen Gleichungen x, = fi (x, a) •

Die Gleichungen (8') sind somit nur eine andere Form der Gleichungen (1) und da die Beziehung zwischen a, * *a, und 1, = Xvt, ■ ■ ■ ivr= lrt in einer gewissen Umgebung von a,°-* ar° bezüglich von t — 0 eindeutig umkehrbar ist, so sind die Gleichungen (8') in einer gewissen Umgebung von t = 0 vollständig mit den Gleichungen (1) äquivalent, anders ausgedrückt: die Gleichungen (8') stellen alle Transformationen (1) dar, deren Parameter at • • • ar in einer gewissen Umgebung von a,° ■ • • aj} liegen.

Nun aber kann, wie aus den mit (8') äquivalenten Gleichungen (8) hervorgeht, jede Transformation (8') erhalten werden, wenn man zwei gewisse Transformationen nach einander ausführt: erstens die Transformation

T; = fi (x, • • • xn, af -a,) (i =1* n),

also diejenige Transformation der Schaar (1), welche die Parameter a^ ■ • • ar° besitzt; ferner zweitens die Transformation

M; (x, ■ • ■ Xn , 21 t, • • • 2, t) = ^i (x, • • ■ Xn, 0 • • ■ 0) (i = 1 • - • nf

Nehmen wir noch hinzu, dass diese letzten Gleichungen das simultane System (7) und ausserdem noch die Anfangsbedingungen: xj—Xi für t = 0 befriedigen, so erkennen wir, dass die Gleichungen

L,(x‘, kt) — &i(x, 0)

nichts anderes darstellen, als die Transformationen einer gewissen eingliedrigen Gruppe, eben derjenigen, welche durch das simultane System (7) bestimmt ist. Die infinitesimale Transformation, von welcher die betreffende eingliedrige Gruppe erzeugt ist, hat offenbar die Gestalt:

n ( r

	
	
(9)                       2 | 2) 2, E (x) I ■





Damit ist eine allgemeine Eigenschaft gefunden, die allen Schaaren von oo" Transformationen ai = f(x, • • • xn, at ■ ■ ■ ar) gemeinsam ist, welche Differentialgleichungen von der Form (2) befriedigen. Wir können diese Eigenschaft folgendermassen aussprechen:

Theorem 9. Sind in den Transformationsgleicliungen

a/ == fi(x, -En, a a,) (i = 1 • • • n)

die r Parameter a, .. . ar sämmtlich wesentlich, und hestehen ausserdem gewisse Differentialgleichungen von der P'orm:

20 = 2 "k(d1 *ar) Si(A, • • • An) (i = 1**2, h = 1 • • ■ r), welche bei der Substitution x/‘=f(x, a), • ■ • x^ — fn (x, a) zu Identitäten werden, so hann jede Transformation xj = f(x, a), deren Parameter ai • ■ • ar in einer gewissen Umgebung von af ■ ■ ■ aP liegen, dadurch erhalten werden, dass man zuerst die Tr a n sfo rmation

E; = fi^x - An, a,° • • • a,°) (i = 1: • ■ n) ausführt und sodann eine geioisse Transformation

x- = c,(E, -T„)

einer eingliedrigen Gruppe, deren infinitesimale Transformation die Form

r       n

X U X Ih(f) 34

hat, unter ^ ■ ■ • Xr gewisse Constanten verstanden.

In diesem Theorem bedeutet af ■ ■ ■ af ein beliebiges Werthsystem, für welches sich die 15r regulär verhalten, während ihre Determinante nicht verschwindet.

Beispiel. Es ist ganz nützlich, an einem Beispiele zu zeigen, dass Gleichungen xj = f(x, a) mit r wesentlichen Parametern ar ... ar sehr wohl Differentialgleichungen von der Form (2) erfüllen können, ohne eine Gruppe darzustellen.

Die 002 Transformationen x,’ == x+x,+a,,  x,’ = ^i — &2 — 02 bilden offenbar keine zweigliedrige Gruppe-, wir linden aber:

Ox,  1 Ox,  A    Ox,’ 0 Ox,   1

0a,      0a, F8‘            0a, 51

also genügen unsere 002 Transformationen dennoch Differentialgleichungen von der Form (2), wenn wir nämlich den Functionen Sji(x’), ^jk(a) die Werthe ertheilen:

E = 1 , 6 = 0 , E =0, & =1.

41 = 1, 421 = 0 , 412 = 0 , *22 = 1 •

§ 18.

Wenden wir nunmehr die vorstehenden allgemeinen Entwickelungen auf den besonderen Fall an, dass die o0" Transformationen x, — fi^ • ■ • xn, a,--- ar) eine r-gliedrige Gruppe bilden.

Stellen die Gleichungen (1) eine r-gliedrige Gruppe dar, so bestehen nach Theorem 3 immer Differentialgleichungen von der Form (2); wir brauchen also diese Forderung nicht besonders auszusprechen.

Weiter bemerken wir, dass alle infinitesimalen Transformationen von der Form (9) sich aus den r folgenden:

n                                            ,

X,(f) = X M^ ..„)3 (1=1. r) linear ableiten lassen, denn in dem Ausdrucke r

X 2/X,(f)

sind alle infinitesimalen Transformationen (9) enthalten. Die infinitesimalen Transformationen X(f)-..X,(f) sind dabei, wie wir schon in der Einleitung dieses Kapitels betont haben, von einander unabhängig.

Demnach können wir über beliebige r-gliedrige Gruppen das folgende Theorem aussprechen:

Theorem 10. Zu jeder r-gliedrigen Gruppe

xj = f-,^ • • • xn, a, ** aj) (i = 1 • • • n) gehören r unabhängige infinitesimale Transformationen n

Xk^fj = i bus(x, ..a„) 3f (I=1.7),

welche zu den endlichen Transformationen der Gruppe in folgender Beziehung stehen: ist xj == f^ • • • xn, a^ ■ ■ ■ a^) irgend eine Transformation der Gruppe, so kann jede Transformation a, — ft^i^j deren Parameter in einer gewissen Umgebung von af ■■■af liegen, dadurch erkalten werden, dass man zuerst die Transformation Xi =f(x,--Xn, af • • • af) aus führt und sodann eine gewisse Transformation xj == coi(x1 • • • An) einer eingliedrigen Gru^ppe, deren infinitesimale Transformation die Form ^X^fj — • ■ ■ — XrXr^fj besitzt, wo A,-.A, gewisse passend gewählte Constanten bedeuten.

Wissen wir nicht blos, dass die Gleichungen xj == t^xj a) eine r-gliedrige Gruppe darstellen, sondern auch, dass diese Gruppe die identische Transformation enthält, und endlich noch, dass die Parameter ako der identischen Transformation ein Werthsystem im Bereiche (ax)) darstellen, so können wir noch mehr aussagen. Wählen wir nämlich als Transformation Xi=fi(x, a°) insbesondere die identische, so erkennen wir sofort, dass die Transformationen unserer Gruppe keine andern sind, als die Transformationen derjenigen eingliedrigen Gruppen, welche von den infinitesimalen Transformationen

a,x,()+.+A,X,()

erzeugt werden. Setzen wir daher zur Abkürzung


2ax,() = C(F),

so stellen die Gleichungen

xj = x-i + 1 C() + 42 C(C(xj)) +---- (i - 1 • • • n)

die oo" Transformationen der Gruppe dar. Dass hier r—1 Parameter: 2, • • ■ A,, t auftreten, ist blos scheinbar, denn dieselben kommen ja nur in den r Verbindungen A, t, • • Xrt vor. Wir können daher ruhig t gleich 1 setzen. Erinnern wir uns ausserdem der in Kapitel 3, S. 52, Gl. (7) gegebenen Darstellung einer eingliedrigen Gruppe durch eine einzige Gleichung, so erkennen wir, dass sich die Gleichungen unserer r-gliedrigen Gruppe in die einzige Gleichung

f{xf • • • xf} = f(xt •) + C^f} + 112 C(C(F) 4---- zusammenfassen lassen. Dass es möglich ist, die Transformationen der Gruppe paarweise als inverse zusammenzuordnen, bedarf kaum der Erwähnung.

Die vorstehenden Ergebnisse über die r-gliedrigen Gruppen mit identischer Transformation können wir kurz folgendermassen aussprechen:

Theorem 11. Enthält eine r-gliedrige Gruppe

a/ = fi^i • X,, a, • • • a,) (i = 1 • • ■ n)

die identische Transformation, so lassen sich ihre co’ Transformationen derart in c‘—1 Schaaren' von je 001 anordnen, dass jede dieser co’—1 Schaaren aus allen Transformationen einer eingliedrigen Gruppe mit der identischen Transformation besteht. Um diese eingliedrigen Gruppen zu finden, bilde man die bekannten Gleichungen

2x.

ad = 2 ^Ae • • ■ atj • bi(x,’ • • • xf) (i =1:2, / = 1r), k          i

welche bei der Substitution x[—fi[x,a) identisch befriedigt 'werden, man setze ferner

n

2 sa(x, • • a„) 3/ = X/^f) (I =1.7), 1                                    i

dann stellt der Ausdruck

r )AX,(f) 1

mit den r willkürlichen Parametern A,--2, die infinitesimalen Transformationen jener co’-1 eingliedrigen Gruppen dar, und die endlichen Transformationen derselben haben die Form
[image: ]

1                           kj


Der Inbegriff aller dieser endlichen Transformationen ist identisch mit dem Inbegriff aller Transformationen der Gruppe xj — fi{x, d). Die Transformationen dieser Gruppe lassen sich überdies paarweise als inverse zusammenordnen.

§ 19.

Enthält überhaupt eine r-gliedrige Gruppe alle Transformationen einer eingliedrigen Gruppe und ist diese eingliedrige Gruppe in dem früher besprochenen Sinne von der infinitesimalen Transformation X(jj erzeugt, so sagen wir, dass die r-gliedrige Gruppe die infinitesimale Transformation X(jj enthält. Nun haben wir eben gesehen, dass jede r-gliedrige Gruppe mit der identischen Transformation auf die Form

f(x,’ • • ■ «„‘) = f(x, -.x„) + 2 h^k{f)

+ 1, 2 ^k^j ’ X,(X,(f)) + kj

gebracht werden kann, wo A, . . . kr willkürliche Constanten bedeuten, während mit X(f)...X,(f) von einander unabhängige infinitesimale Transformationen bezeichnet werden. Also können wir sagen, dass jede solche r-gliedrige Gruppe r unabhängige infinitesimale Transformationen enthält.

Die Vermuthung liegt sehr nahe, dass eine r-gliedrige Gruppe nicht mehr als r unabhängige infinitesimale Transformationen enthalten kann.

Um über diesen Punkt ins Klare zu kommen, wollen wir uns direkt die Frage vorlegen, wann die infinitesimale Transformation

n

Y(f) = Xn(x, • ■ a„)3

in der r-gliedrigen Gruppe mit den r unabhängigen infinitesimalen Transformationen X|(f)...X,(f) enthalten ist.

Gehört T{f} der betreffenden r-gliedrigen Gruppe an, so gilt dies auch von allen Transformationen

x- = Xi + ‘ 7 (x) + t Y(n) +---- (=1...„)

der von Y(f) erzeugten eingliedrigen Gruppe. Führen wir daher zuerst eine beliebige Transformation dieser eingliedrigen Gruppe aus und sodann eine beliebige Transformation

r

xf = Xi + 2 Akk + X 747 X, (^kf) + ■ • ■

1                  kj

der r-gliedrigen Gruppe, so müssen wir eine Transformation erhalten, welche ebenfalls der r-gliedrigen Gruppe angehört. Durch Ausrechnung finden wir, dass diese neue Transformation die Form hat:

Xi = Xi + r r^i (x) + 2 ^k^ki (x) + (i — 1 ■■■ n), i

wo alle weggelassenen Glieder in 2, . . . 2,, T von zweiter und höherer Ordnung sind. Diese Transformation muss also bei beliebigen A1 • • • 2,, T der r-gliedrigen Gruppe angehören. Wären nun die r — 1 infinitesimalen Transformationen X,(f)-X,(f), Y(f) von einander unabhängig, so würden nach dem Satze 4 in Kap. 3, S. 65 die zuletzt geschriebenen Gleichungen oo‘+1 verschiedene Transformationen darstellen; das ist aber unmöglich, denn die r-gliedrige Gruppe enthält ja überhaupt blos oo" Transformationen. Folglich sind X1(f) • • • Hr^f\ Yffj nicht von einander unabhängig, da aber X^f) • • • X,(f) es sind, so muss Y^ sich linear aus X1(f) ■ • • Xrff) ableiten lassen, also die Form haben:

Y() = Xux,(/),

1

wo l,-- lr geeignete Constanten bedeuten. Das heisst, es gilt der

Satz 2. Enthält eine r-gliedrige Gruppe die identische Transformation, so enthält sie r unabhängige infinitesimale Transformationen X^f)--- Xrff\ und jede in ihr enthaltene infinitesimale Transformation besitzt die Form A X(f)—— ^rXr(fj, wo A, ■ ■ • A, Constanten bedeuten.

Oben sahen wir sogar, dass jede infinitesimale Transformation von der Form A,X1(f) — ■ ■ • — ^rX?ffj der Gruppe angehört; wir werden daher künftig den Ausdruck A,X1(f) — • • • — ^,rXr(fj mit den r willhürlichen Constanten A...A, als die allgemeine infinitesimale Transformation der betreffenden r-gliedrigen Gruppe bezeichnen.

Aus den vorstehenden Betrachtungen ergiebt sich auch noch der folgende zwar specielle, aber doch wichtige

Satz 3. Enthält eine r-gliedrige Gruppe die m^r von einander unabhängigen infinitesimalen Transformationen X^f) • ■ ■ Xm(Jj, so enthält sie auch jede infinitesimale Transformation von der folgenden Gestalt: AX (f)-— kmXmffj, wo 21 • • • Am vollkommen willkürliche Constanten bezeichnen.

Die bisherigen Untersuchungen geben allerdings die Mittel, um die infinitesimalen Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe a, = fi^x, a) mit der identischen Transformation zu bestimmen. Es ist aber möglich, schneller zum Ziele zu kommen.

Die identische Transformation unserer Gruppe gehöre zu den Parametern: af ■ ■ • ar° und zwar möge af • • • ar° im Bereiche (a) liegen, sodass also die Determinante X—vn(a°)... 1„(a0) sicher von Null verschieden ist. Nun haben wir:

2 ^ci, ■ ■ ■ ary ^(f^x, a) • ■ f. (x, a}) = ° f(x, a) ,

• k

also wenn a^ ~ ajf gesetzt wird: r

) Ij(a°) • bji(x, .)= - fi^x, a) •

"T"                                     " k          J a==a°

	
2 .



Diese Gleichung multipliciren wir mit ax, und summiren nach i von 1 bis n, dann ergiebt sich:

r                                  n

2]w(a0)X,(f) = X-2f(x,a) % (I=1..7).

	
	
"I"                   "T"             — a=a° ‘i





Da nun X1(f) • • • Xr(f) unabhängige infinitesimale Transformationen sind, da ausserdem die Determinante der 1je(a°) von Null verschieden ist, so stellen die rechten Seiten der letzten Gleichungen r unabhängige infinitesimale Transformationen unserer Gruppe dar.

Noch etwas einfacher ist das folgende Verfahren.

Man setze ak = ak — 8tk unter öt, • • • dtr beliebige unendlich kleine Grössen verstanden. Dann ergiebt sich:

a/ = f(x, - An, a,° + 3t, • • ' a,° + öt,) r                   — = x; +-fi(x, a)t+, — ak       - a=a° wo die weggelassenen Glieder von der zweiten und von höherer Ordnung in den Öt sind. Hier zeigt es sich unmittelbar, dass unsere Gruppe die r infinitesimalen Transformationen

	
	
	
x- = Xi + -“f;(x, a) -ötk (i = 1 • • • n) L‘ ak        J a=a°







(*=1. 7)

enthält. Ob allerdings diese r infinitesimalen Transformationen von einander unabhängig sind, das bedarf in jedem einzelnen Falle noch einer besonderen Untersuchung, wenn man nicht von vornherein weiss, dass die Determinante der 1 für ak = ak nicht verschwindet.

Beispiel. Betrachten wir wiederum die allgemeine projective Gruppe

, x — a, ===== ______- __-

	
	
	
	
a, a — a3









der einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit.

Die infinitesimalen Transformationen dieser Gruppe ergeben sich sehr einfach nach der soeben entwickelten Methode. Es ist ja: a,° = 0, a,° = 0, a3° = 1, also bekommen wir:

a‘ = —-3t — = x - öt — St, — 22 . öt, + • • •, x- St2 — 1 — Ö t3 1     1                             1

das heisst unsere Gruppe enthält die drei von einander unabhängigen infinitesimalen Transformationen:

x,(f) - df, X.(f) = x^,  X,(f) = zdf. (ix

Die allgemeine infinitesimale Transformation unserer Gruppe hat die Form: (4, + 2,4 + 2,48) de-ihre endlichen Transformationen erhalten wir daher durch Integration der gewöhnlichen Differentialgleichung

	
da’ -, - i             , ,     ,2 === O t


	
A, — 22 a — 23 x unter Hinzufügung der Anfangsbedingung: x' — x für t = 0.





Um diese Integration durchzuführen, bringen wir die Differentialgleichung auf die Form:

	
	
	
, _ «ßy , — _ a+ß , , — y 1    «— 3‘ 2        « — B 7 ‘ 3 « — ß‘ also:







o __ 2, । Vi,2 — 42,2, 9% __ __ 2, __VA, 42,2, — 2, '        2, ‘ - 2,            2,

7 = V 2,7 — 42, 2, .

Durch Integration finden wir:

l(x‘ — a) — l(x' — ß) = 7 t + l(x — a) — l(x — B) oder:

x'—« _ yt . a—« x‘ — ß        x — ß ‘ und es hat jetzt gar keine Schwierigkeit «, ß, y durch 21, 1,, Z3 auszudrücken, um auf diese Weise die o03 Transformationen unserer dreigliedrigen Gruppe in 002 eingliedrige Gruppen angeordnet zu bekommen, gerade wie es das Theorem 11 ausspricht.

Eine bekannte einfache Form unserer Gruppe ergiebt sich übrigens, wenn man die beiden Parameter « und ß beibehält, für &t dagegen den neuen Parameter 7 einführt; dann erscheint unsere Gruppe in der Form:         _    _

x' — ß 7 X — ß

die bei der Substitution Xi — fi(x, a) zu Identitäten werden.

Bei Anwendung der Abkürzungen

X(f) = X 5()36,,

X(f) =2%u(x)5,

können wir die obigen Relationen schreiben:

r                              r

(10‘) 2 P,(a) • X^f) + Xi(a) • X,\f) = 0 (1 = 1...7).

Erinnern wir uns ferner, dass die Determinante der Ojr(a) ebensowenig identisch verschwindet wie die der ^jk (a), so erkennen wir, dass sich ^(^f) ■ ■ • Xr\f) linear durch X(f) • • • ^-r^ ausdrücken lassen und umgekehrt. Es besteht daher eine Relation von der Form

r                        r Xe x,(/)= Xe’X(f);

1                                      1 dabei können entweder die ex willkürlich gewählt werden, während die ek Functionen der ek und der a werden, oder es können die ek willkürlich gewählt werden, während die ex Functionen der ex’und der a werden.

Um die Beziehung zwischen den ek und den ex wirklich zu ermitteln, multipliciren wir (10') mit Ax und summiren nach k von 1 ■ • • r:

r f r                      x                           r / r

XX2 4 w • md + X X 2,1s(a) ■ X,(f) = o •

)                                      11                              )

Ueber die Multiplicatoren A,--A, können wir offenbar so verfügen, dass

219y(a) = e, Xa*()= = e

wird. Aus der zweiten Reihe dieser Gleichungen können wir sehr leicht A, • • • A, bestimmen, wenn wir die in Kap. 2, 8. 31 definirten Functionen akj{a) benutzen. Dann finden wir nämlich:

r
[image: ]

1


und daraus folgt:

r ( r                              \

e; = — 2 X P,(a) ■ «i (a) ■ en‘ (j = 1 ■ • • r) •

11       )

Diese Gleichungen lassen sich natürlich auch nach e‘... e,’ auflösen.

Wir haben demnach den folgenden

Satz 4. Stellen die Gleichungen X; = f^ • ■ • xn, a, • • • ar) eine r-gliedrige Gruppe dar und enthält diese Gruppe die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen

n

^(f) - 2 E(E, • • • «„) 3, (=1 r),

so bewahrt die allgemeine infinitesimale Transformation

e,x,()++ ©,X,()

bei Einführung der neuen Veränderlichen x-' = f (x, a) insofern ihre Form, als für jedes Werthsystem e, • ■ • er eine Pwlation von der Form

r                         r

Xex,()= Xe X,(f)

1                            1 besteht] dabei sind e,’ • • • ef unabhängige lineare homogene Functionen von e,--e, mit Coeffcienten, die Functionen von a, • • • ar sind.

Endlich noch eine allgemeine Bemerkung über den Begriff der eingliedrigen Gruppe.

Begriffe und Sätze der Theorie der continuirlichen Transformationsgruppen haben oft ihr Analogon in der Substitutionentheorie1'), das heisst in der Theorie der discontinuirlichen Gruppen. Im Verlaufe unserer Untersuchungen werden wir diese Analogien nicht jedesmal besonders hervorheben, doch werden wir an dieselben öfters dadurch erinnern, dass wir die Bezeichnungen der Substitutionentheorie in die Theorie der Transformationsgruppen übertragen, was soweit als möglich geschehen soll.

Hier wollen wir darauf aufmerksam machen, dass die eingliedrigen Gruppen in der Theorie der Transformationsgruppen wesentlich dieselbe Rolle spielen wie die Cylden in der Substitutionentheorie. Allerdings kann eine r-gliedrige Gruppe auch discontinuirliche Schaaren von Transformationen enthalten, die Cyklen im Sinne der Substitutionentheorie sind. Für uns haben aber derartige Schaaren von Transformationen wenig oder gar kein Interesse.

Wir werden die eingliedrigen Gruppen oder ihre infinitesimalen Transformationen gewissermassen als die Elemente der r-gliedrigen Gruppen betrachten. Bei Untersuchungen über r-gliedrige Gruppen ist es fast unter allen Umständen vortheilhaft zunächst die Aufmerksamkeit auf die infinitesimalen Transformationen der betreffenden Gruppe zu richten, und dieselben als Untersuchungsgegenstand zu wählen.

	
	
Kapitel 5.





Die vollständigen Systeme.

Die Integrationstheorie einer einzelnen linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung

X()=2 6(,%)2£=0

oder des äquivalenten simultanen Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen:

d,         dxn

setzen wir als bekannt voraus; doch stellen wir ohne Beweis als Einleitung einige darauf bezügliche Sätze zusammen. Auf diese Sätze gestützt, werden wir in aller Kürze die Integrationstheorie simultaner linearer partieller Differentialgleichungen erster Ordnung ableiten. Diese im Wesentlichen von Jacobi und Cleb sch herrührende Theorie werden wir dann im nächsten Kapitel in ein neues Licht setzen, indem wir den Zusammenhang zwischen den Begriffen „lineare partielle Differentialgleichung“ und „infinitesimale Transformation“ näher auseinandersetzen, einen Zusammenhang, den wir schon früher erwähnt haben (Kap. 3, S. 54).

	
§ 21.



Es mögen 6, • • • En sich regulär verhalten in der Umgebung eines bestimmten Werthsystems x,° • • • a„°, ausserdem sei noch En(x,°..x„°) von Null verschieden. Unter diesen Voraussetzungen kann man X, - X,-1 derart als analytische Functionen von xn bestimmen, dass bei Substitution dieser Functionen das simultane System

dz, __ 51 dz,—1 __ 5,—1 da,6,’ ' ’ da, — V

identisch befriedigt wird, und dass ausserdem X1 - Xn—1 für An = x^ gewisse vorgeschriebene Anfangswerthe x,'-* X,—1 annehmen. Diese Anfangswerthe sind als die Integrationsconstanten aufzufassen.

Die Gleichungen, welche X, • • • xn—\ in der betreffenden Weise als Functionen von xn darstellen, heissen die vollständigen Integral-

gleichungen des simultanen Systems; sie können die Form erhalten

Ex = a,‘+ (x„° — a„) • Pr (x,’— a,°, * x,-1 — x,-1 , x„° “ E„) (I: = 1 • • • n — 1),

wo die Px gewöhnliche Potenzreihen ihrer Argumente bedeuten. Vertauscht man 21--- X- 1, xn mit bezüglich x^ ■ • • Xn~ i, Xn, so erhält man die Integralgleichungen wieder, nur nach den Anfangswerthen X’- • • Xn-i aufgelöst:

	
	
	
x, = xk + (x, — a„°) ■ P. (2, — x^, ■ ■ ■ xn — x^} = Cx (x, • • • xn) (I = 1 • • • n — 1).







Hier sind die Functionen ak sogenannte Integralfunctionen des simultanen Systems, denn die Differentiale dieser Functionen:

dok = i —— dxi (k = 1 • • • n — 1) Aad OK;

i

verschwinden sämmtlich vermöge des simultanen Systems identisch, und jede Function von dieser Beschaffenheit heisst eine Integralfunction des simultanen Systems. Jede solche Integralfunction ist aber zugleich eine Lösung der linearen partiellen Differentialgleichung X(f) — 0, also sind Q, - - con—1 Lösungen von X(f) = 0 und zwar offenbar unabhängige. In einer gewissen Umgebung von X, * * * a^n verhalten sich diese Lösungen regulär; ausserdem reduciren sie sich für xn = Xn auf bezüglich 21 • • • xn_\; deshalb heissen sie die Hauptlösungen der Gleicliung X {f) = 0 in Bezug auf xn = x^.

Kennt man überhaupt n — 1 unabhängige Lösungen

11 (x, ' ' ' &„) ’ ’ ’ 4»—1 (x, ' ' ’ X^n)

der Gleichung X(f)=0, so hat die allgemeinste Lösung derselben die Form 2(11* • ■ 1n—1) , wo 2 eine willkürliche analytische Function seiner Argumente bezeichnet.

§ 22.

Genügt eine Function 1 (x, ■ • • xf) den beiden Gleichungen

X,()-0, X,() =0,

so befriedigt sie natürlich auch die beiden Differentialgleichungen zweiter Ordnung

X,(X(f)) =0, X(X(f)) =0 und in Folge dessen auch die Gleichung

	
	
X, (X,(F))-X,(X,() = 0, welche sich aus den beiden zuletzt geschriebenen durch Subtraction ergiebt.





Ist nun

n

X+()-26(1:=,) a,’

so ergiebt sich:

x,(X,(D) - X,(x,() -2 (X,G.) - X,G6.)1 %4, weil alle Glieder wegfallen, welche Differentialquotienten zweiter Ordnung enthalten. Also gilt der

Satz 1. Genügt eine Function ip^ • • • an) den beiden Differentialgleichungen erster Ordnung:

X,()-Zt(, x) 6£,—0 (-1,2),

so genügt sie auch der Gleichung

^A^Af)} - x,(x,(f)) -2 (X,() - x,(6„)) 3/ - 0, welche ebenfalls von erster Ordnung ist.

Von grosser Wichtigkeit ist es zu wissen, wie der Ausdruck X(X,(f)) - X,(X(f)) sich verhält, wenn an Stelle von x, • • ■ xn neue unabhängige Veränderliche 91** yn eingeführt werden.

Nehmen wir an, dass sich bei Einführung der y ergiebt: X,(f) =2] X,(u) 3-2 Yu (,— y.) 3 = Tl^ (I = 1,2).

Da f hier eine ganz beliebige Function von X, • . An bedeutet, so können wir X (f) oder X2 (f) an Stelle von f einsetzen, wir haben daher:

X,(X,(f)) = Y^XAf» = Y^YAf))

X,(X,(f)) = Y,(X,(f)) = YAYAfA, folglich wird:

X,(X,(/)) - X,(X,(/)) - Y,(Y,(/)) - Y, (Y,(/)).

Also haben wir den

Satz 2. Gehen die Ausdrücke X(f) und X2{f') bei Einführung neuer unabhängiger Veränderlicher über in Y(f) bezüglich Y2(f\ so geht der Ausdruck X,(X,(f))- X,(X,(f)) über in Y(Y,(f))—Y,(Y,(f)).

Diese Eigenschaft des Ausdruckes X,(X2(f)) — X,(X,(f)) wird im Verlaufe unserer Untersuchungen häufig benutzt werden. Dieselbe lässt sich kürzer so aussprechen: der Ausdruck X,(X,(f)) — X,(X1(f)) verhält sich bei Einführung neuer Veränderlicher invariant.

Betrachten wir jetzt q Gleichungen

	
(1)             X,(/)-0, X,() =0



und fragen wir nach ihren etwaigen gemeinsamen Lösungen.

Es ist denkbar, dass zwischen den Ausdrücken Xx(f) Relationen von der Form

	
(2)                  2 » (x, • • • 3„) X,(f) =0



i

bestehen. Wäre dies der Fall, so würden gewisse unter unseren Gleichungen eine Folge der übrigen sein und könnten bei der Erledigung des aufgestellten Problems ohne Weiteres weggelassen werden. Demnach ist es ganz berechtigt, wenn wir die Voraussetzung machen, dass keine Relation von der Form (2) besteht, dass also die Gleichungen (1) nach q von den Differentialquotienten — auflösbar sind. In diesem Sinne ist es zu verstehen, wenn wir die Gleichungen (1) kurz als von einander unabhängig bezeichnen. —

Nach dem, was oben über zwei Gleichungen X1(f) = 0 und X9(f} — 0 gesagt wurde, ist es klar, dass die etwaigen gemeinsamen Lösungen unserer g Gleichungen auch alle Gleichungen von der Form

X,(X,(f)) - X,(X,(f)) = 0

befriedigen. Da können nun zwei Fälle eintreten.

Erstens können die auf diese Weise erhaltenen Gleichungen eine Folge der früheren sein, indem für jedes i und k < q eine Relation von der folgenden Form besteht:

X,(X,(F) - X,(X,(f))

Xi (x, ■ ■ ■ an) Xi(f) + ■ ■ ■ + Xikq (G, ■ ■ ■ E„) X,(f) • Mit Clebsch sagen wir alsdann, dass die q von einander unabhängigen Gleichungen X(f) = 0 - X, (f) = 0 ein g-gliedriges vollständiges System bilden.

Im Allgemeinen wird jedoch der zweite mögliche Fall eintreten; es werden sich unter den neugebildeten Gleichungen

x,(X(f) - X,(X,(f) = 0 eine gewisse Anzahl finden, welche von einander und von den q vor-gelegten unabhängig sind. Wir fügen dieselben, etwa

X,+(f) =0, -X+=0

zu den q ursprünglichen hinzu und behandeln jetzt die erhaltenen q — s Gleichungen genau so wie früher die q gegebenen. So fahren wir fort; da wir aber nicht auf mehr als n von einander unabhängige Gleichungen Xi(f) = 0 kommen können, müssen wir schliesslich zu einem vollständigen Systeme gelangen, welches aus n oder weniger unabhängigen Gleichungen besteht. Wir haben daher den Satz:

Satz 3. Die Bestimmung der gemeinsamen Lösungen von q gegebenen linearen partiellen Differentialgleichungen 1. 0. Xf=0,--- X,f = 0 lässt sich stets durch Differentiationen und Eliminationen auf die Integration eines vollständigen Systems gurückführen.

Nehmen wir jetzt an, dass Xr{ff ==0,. X,(f) = 0 ein q-gliedriges vollständiges System bilden. Offenbar dürfen diese Gleichungen durch q andere

Y,(F) = X) v(,.g„).X,()=0 (;=1..9)

1

ersetzt werden. Erforderlich ist dabei nur, dass die Determinante der yjkj nicht identisch verschwindet, damit sich auch die Xfff) linear durch die Yx(f) ausdrücken. Augenscheinlich bestehen alsdann Relationen von der Form:

	
(3)    Y^Y^ff) — Y(Y(f)) =2 Cij(a, •%)• Yj^fy,



i

es bilden also auch die Gleichungen Yk{ff = 0 ein q-gliedriges vollständiges System und sind daher mit den Gleichungen Xk{f} = 0 vollständig äquivalent.

Wie zuerst von Clebsch hervorgehoben worden ist, kann man über die "kj immer so verfügen, dass alle aikj verschwinden. Um dies am einfachsten zu erreichen, wählen wir mit A. Mayer die 1} derart, dass die Yx(f) = 0 nach q von den Differentialquotienten, etwa nach     ■ • • -—of— aufgelöst erscheinen:

0En öxn_q+1

w n0)-s+Zw2-o a-1-7).

Die Ausdrücke Yi(Yk{ff} — Y^Yffff) werden dann sämmtlich von

ef— • • • t frei, folglich können sie die Form ) a)ikj Yj (f) nur o^n—^i   Cen                            —

dann haben, wenn alle G)ikj verschwinden. Also:

Satz 4. Löst man ein q-gliedriges vollständiges System

X,() =0 X,() =0

nach q von den Differentialquotienten auf, so stehen die hervorgehenden Gleichungen

0) “O)-L+2n2-0 0-15

paarweise in der Beziehung

	
(5)                Y,(Y,(f)) ~ Y,(Y,(/)) = 0



§ 23.

Wir denken uns ein vorgelegtes q-gliedriges vollständiges System auf die eben besprochene Form

W Y(-12L+2w2-o 0-1 1) gebracht. Es wird sich zeigen, dass dieses System n — q unabhängige Lösungen besitzt, zu deren Bestimmung es genügt, q einzelne lineare partielle Differentialgleichungen nach einander zu integriren.

Zuerst integriren wir die Differentialgleichung x,0-44+2 ™ % - 0, von deren n — 1 unabhängigen Lösungen X,’ • • xh—1 die folgenden q — 1, nämlich:

an—4+1 -- An—4+1 ; In—1 An—1 sofort bekannt sind. Werden die n — 1 Ausdrücke X,’ • • • x,—1 nebst der von ihnen unabhängigen Grösse An als neue Veränderliche eingeführt, so erhält unser vollständiges System die Gestalt:

	
	
Y, ot -30, Y,( - 401- +3 v = o





(* = 1-q — 1).

Da nun die Ausdrücke Y(Y(f)) — Y(Yi(f)) sich bei Einführung neuer Veränderlicher invariant verhalten (vgl. Satz 2 dieses Kapitels), so müssen sie auch jetzt wieder verschwinden, woraus folgt, dass alle Tki Functionen von x’--- 2,-1 allein, von Xn aber frei sind. Das ursprüngliche Integrationsproblem ist somit darauf zurückgeführt, die gemeinsamen Lösungen der q — 1 Gleichungen

% () - 24 + 2 "a(s, ' ’ ’ «—)- o

(I = 1 • - • q — 1) zu ermitteln, und zwar stehen diese Gleichungen, welche nur n — 1 unabhängige Veränderliche, nämlich a, • • • 2,—1, enthalten, wiederum paarweise in der Beziehung: Y/(Y(f)) — Yx‘(Y/(f)) = 0.

Dieses Ergebniss formuliren wir folgendermassen:

Satz 5. Die gemeinsamen Lösungen der G-leichungen eines g-gliedrigen vollständigen Systems in n Veränderlichen lassen sich auch definiren als die gemeinsamen Lösungen der Gleichungen eines (q — V)-gliedrigen vollständigen Systems in n — 1 Veränderlichen. Um dieses neue vollständige System aufstellen zu hönnen, hat man blos eine einzige lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung in n — q — 1 Veränderlichen zu integriren.

Das neue vollständige System erscheint wieder in aufgelöster Form; wir können daher unser obiges Verfahren sogleich wieder aufnehmen und erhalten durch im Ganzen (q — l)-malige Anwendung desselben Folgendes:

Satz 6. Die gemeinsamen Lösungen der Gleichungen eines q-gliedrigen vollständigen Systems in n Veränderlichen lassen sich auch definiren als die Lösungen einer einzigen linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung in n — q — 1 Veränderlichen. Um diese eine Gleichung aufstellen zu hönnen, genügt es nach einander q — 1 einzelne Gleichungen dieser Art zu integriren.

Hieraus folgt ohne Weiteres:

Satz 7. Ein q-gliedriges vollständiges System in n unabhängigen Veränderlichen besitzt stets n — q unabhängige Lösungen.

Umgekehrt gilt aber auch:

Satz 8. Haben q itnabhängige lineare partielle Differentialgleichungen erster Ordnung

X(f) =0X,(f)=0 in n unabhängigen Veränderlichen, gerade n — q unabhängige Lösungen gemein, so bilden sie ein q-gliedriges vollständiges System.

Zum Beweise bemerken wir, dass die Gleichungen

X,()-0, X,(f)=0

nach dem Früheren ein vollständiges System mit q oder mehr Gliedern bestimmen; enthielte nun dieses vollständige System mehr als q unabhängige Gleichungen, so besässe es nicht n — q, sondern nur eine geringere Zahl von unabhängigen Lösungen; unter den Voraussetzungen des Satzes ist es daher q-gliedrig, das heisst es wird von den Gleichungen X,(f) = 0,.X,(f) = 0 selbst gebildet. —

Sind irgend n — q unabhängige Functionen 01 * • • 0,—q von x, • • • Xn vorgelegt, so kann man immer q unabhängige lineare partielle Differentialgleichungen aufstellen, welche von allen C identisch befriedigt werden. Setzen wir nämlich voraus, dass die Determinante

I 201 .    20n—1

— — 0x1 ’ ‘ ' 04,—7 nicht identisch verschwindet, was wir ohne Beschränkung thun können, so sind die q Gleichungen

Sf df 0f 02,02,—, 02,—+*

2001         0 C01 dco1 __ q 02,04,—, 02,—q+H* ~

200,—7 . 00,—7 00,—1 2z, Sxn-q ^n-q+k (=1- 2) derartige Differentialgleichungen; denn bei der Substitution f — Cj werden sie zu Identitäten und von einander unabhängig sind sie auch, wie ihre Form zeigt. Nach dem letzten Satze bilden diese Gleichungen ein q-gliedriges vollständiges System. Also:

Satz 9. Sind n — q unabhängige Functionen von n Veränderlichen 21- • • xn vor gelegt, so giebt es in 21 • Xn immer ein bestimmtes g-gliedriges vollständiges System, von zvelchem diese Functionen ein System Lösungen sind.

§ 24.

Für unsere Zwecke genügt es aber nicht, die Existenz der Lösungen eines vollständigen Systems nachgewiesen zu haben, es ist vielmehr nöthig, auch auf die analytische Beschaffenheit dieser Lösungen etwas näher einzugehen.

Zu diesem Behufe werden wir annehmen, dass in dem vorgelegten q-gliedrigen vollständigen Systeme:


run =




bf

^^n—q+k
[image: ]

=== 0 (k ==1..g)




die analytischen Functionen yim sich in der Umgebung von

X1 === .. . = xn === 0 regulär verhalten. Als Grössen X1 • . x—1 wählen wir jetzt unter den

Lösungen der Gleichung

- p      n—q

die früher definirten Hauptlösungen dieser Gleichung in Bezug auf An = 0. Wir wissen, dass diese Hauptlösungen x^ • • • x,—1 in einer gewissen Umgebung von 2, = • • • = xn = 0 gewöhnliche Potenzreihen nach Z1 • • • xn sind, und dass sie sich für xn = 0 auf bezüglich A1 * ' ' ^n—1 reduciren. Die bereits oben erwähnten Lösungen

An—q+1 — An—q+1 9 ° • • xn—x = On—i

sind demnach Hauptlösungen.

Umgekehrt sind nach den Bemerkungen in § 21 auch x,-.. x—1 analytische Functionen von x,’-. x,—1 , xn und verhalten sich in der Umgebung des Werthsystems x^ = • • • = x,-1 = xn = 0 regulär. Da nun in dem neuen vollständigen Systeme Y‘ (f) = 0 die Coefficienten Yk in einer gewissen Umgebung von x, = • ■ • = xn = 0 sich als Functionen von 21 **• xn regulär verhalten, werden sie auch gewöhnliche Potenzreihen nach x( • • • X,—1, xn in einer gewissen Umgebung von Ci = 0, • • • E,—1 — 0, xn = 0 und zwar werden sie, wie wir wissen, von xn frei.

Wir bestimmen jetzt die Hauptlösungen der Gleichung
[image: ]

in Bezug auf En—1 = 0. Dieselben, x(' • • • 2,-2 mögen sie heissen, verhalten sich als Functionen von x^ ■ • ■ x,—1 regulär in der Umgebung von T ===== Xn—i = 0 und sind daher auch als Functionen von xt - • • xn regulär in der Umgebung von x1 = ■••== xn = 0. Bei der Substitution Xn—i = 0 reduciren sich x," • • • 27—2 auf x( • • • 2—2 , folg-lieh bei der Substitution T,- 1 = xn = 0 auf X, • • • An—2. Die Coefficienten des nächsten (q — 2)-gliedrigen vollständigen Systems werden natürlich gewöhnliche Potenzreihen von X, •.. x,—2 .

Nach q-maliger Wiederholung dieser Ueberlegungen erhalten wir endlich n —q unabhängige Lösungen: a) ••• a,)_, unseres vollständigen Systems. Dieselben sind gewöhnliche Potenzreihen nach den x(- 1) in einer gewissen Umgebung von a!-1) = • • • = a,-21 = 0 und ebensolche Reihen nach den Xi in einer gewissen Umgebung von

= . . . = x n — 0. Für x(— 1), = 0 reduciren sich x^ • • • ac(q) auf bezüglich a- 1) • • • aß—]) und daher für Xn—q^x = • • • = xn = 0 auf x,... xn—q. Es ist also:

a) = x. + P. (x,*: x^ . (i = 1 • • • n — q),

wo die Pi für xn—q+i = '•’ — xn — 0 sämmtlich verschwinden.

Wir nennen die Lösungen x^ • • • ^Ll} unseres vollständigen Systems seine Hauptlösungen in Bezug auf An—4++1 = 0, ■ • • xn = 0.

Das gewonnene Ergebniss sprechen wir in etwas allgemeinerer Form aus, indem wir an Stelle des speciellen Werthsystems ,={,==*==%,= 0

ein allgemeines: X, ’ ’ ’ An0 einführen. Dann können wir sagen:

Theorem 12. Jedes q-gliedrige vollständige System

24 + 2 " (5, • ’ • z) z - o (-1:7),

dessen Coefficienten Nki sich in der Umgehung von X, == 21°,**: An — x, regulär verhalten, besitzt n—q unabhängige Lösungen a) • • • a,), , ivelche sich in einer gewissen Umgebung von X, = x,°, •. X, = x% regulär verhalten und sich ausserdem bei der Substitutio n xn—q+i —Xn—q+i, • • • xn — Xn auf bezüglich 21* • Xq reduciren.

In dieser präcisen Fassung ist der Hauptsatz aus der Theorie der vollständigen Systeme weder von Jacobi noch von Clebsch aufgestellt worden. Implicite ist derselbe indess in den bekannten Untersuchungen enthalten, welche von Cauchy, Weierstrass, Briot und Bouquet, Kowalevsky und Darboux herrühren und welche die Frage nach der Existenz von Lösungen gegebener Differentialgleichungen behandeln.

§ 25.

Die Theorie einer einzelnen linearen partiellen Differentialgleichung

X() - 2 ^‘^ ' ’ ’ «„) 36 - ° i

steht, wie schon gesagt, in dem engsten Zusammenhänge mit der Theorie des simultanen Systems

da,            dxn

Etwas ganz analoges findet nun auch bei Systemen von linearen partiellen Differentialgleichungen statt.*)

Es seien q unabhängige lineare partielle Differentialgleichungen erster Ordnung vorgelegt, welche aber kein vollständiges System zu bilden brauchen. Der Einfachheit wegen denken wir uns die Gleichungen nach q von den Differentialquotienten aufgelöst:

n—q

	
	
(4)    Y,(f) = a,+2](nz,) 34,=0 (=1 7).





Ist o(x, • • • An) eine gemeinsame Lösung dieser Gleichungen, so ist

O Diesen Zusammenhang hat zuerst Boole entwickelt. Vgl. auch A. Mayer, lieber unbeschränkt integrable Differentialgleichungen, Math. Ann. Bd. V.

n—q

37—- =2/ “ki 3, (/= 1:2);

also wird:

dco    2 7 9° 1 dx, 2 ^]kid'JC)i—4+ [

Das Differential da verschwindet somit vermöge der n — q totalen Differentialgleichungen

	
	
(6)      dXi = 3 Yiki dxn-q+k = 0 (=1- 7) identisch. Jede Function von dieser Beschaffenheit nennt man aber eine Integralfunction dieses Systems von totalen Differentialgleichungen. Folglich können wir sagen:





Jede gemeinsame Lösung der q linearen partiellen Differentialgleichungen (4') ist eine Integralfunction des Systems von n — q totalen Differentialgleichungen (6).

Umgekehrt ist aber auch jede Integralfunction des Systems (6) eine gemeinsame Lösung der Gleichungen (4').

Ist nämlich w(x, • • • En) eine Integralfunction von (6), so verschwindet der Ausdruck

n d- 28,de,

vermöge (6) identisch, das heisst es ist:

q C                n— Q         1

X3200+2»8dz—=0,

woraus erhellt, dass w die Gleichungen (4) identisch befriedigt.

Nun aber ist die Integration des Systemes (6) gleichbedeutend mit der Auffindung aller seiner Integralfunctionen 5 denn was heisst es, das System (6) integriren? Bekanntlich nichts anderes, als alle möglichen Functionen 01 • • • gn—q von X, • ■ ■ xn bestimmen, welche den Ausdruck zu einem vollständigen Differential machen, also zu dem Differential

[image: ]



einer Integralfunction.

Mit anderen Worten:

Die Integration des Systems von q linearen partiellen Differentialgleichungen (4‘) ist geleistet, wenn das System der n — q totalen Differentialgleichungen (6) integrirt ist und umgekehrt.

Dieser Zusammenhang zwischen den beiden Systemen (4‘) und (6) setzt natürlich voraus, dass sie Lösungen bezüglich Integralfunctionen besitzen; doch besteht ein gewisser Zusammenhang auch dann noch, wenn es keine gemeinsamen Lösungen von (4') und also auch keine Integralfunctionen von (6) giebt. Darüber bei einer anderen Gelegenheit (Kap. 6, S. 105).

Da die Gleichungen (4') höchstens n — q unabhängige Lösungen gemein haben, so besitzt das System (6) höchstens n — q unabhängige Integralfunctionen. Besitzt es deren gerade.n — q unabhängige, so heisst das System (6) unbeschränkt integrabel, dieser Fall tritt also nur dann ein, wenn die q Gleichungen (4') ein q-gliedriges vollständiges System bilden.

Nehmen wir an, das System (6) ist unbeschränkt integrabel, oder was dasselbe ist, es verschwinden alle Ausdrücke Yx(Y;(f)) — Yj(Yk(f)) identisch. Denken wir uns ferner die n — q Hauptlösungen

CO, (x, ' ' ' T„) ’ ' ' ^n—q(x, ' ' ' En) des vollständigen Systems (4') in Bezug auf

En—4+1    ac?—7+1 ?     ^n An bestimmt. Dann heissen die Gleichungen

C, (x, ’ ’ E„) a, , ' ‘ ‘ CO,—q(x, ’ ’ * Tn)   a,—q mit den n — q willkürlichen Constanten a, • • • an—q die vollständigen Integralgleichungen des Systems (6). Diese Integralgleichungen sind offenbar nach 2, • ■ • xn—q auflösbar, da sich ja Q,-- 0,- q für

En—7+1 a,—4+1 ? ^n ^n

auf bezüglich X1 - Xn—q reduciren. Wir erhalten daher:

&;      Pi ^n—4+1 ’ ’ ’ En , a, ‘ • ‘ ^n—q)    (i   1 ' ‘ ‘ n ff .

Es lässt sich leicht einsehen, dass die Gleichungen (6) bei der Substitution 21==11,-. xn—q = ikn—q zu Identitäten werden. Zunächst haben wir nämlich

Xi     @i(xn—7+1 ''' a,, C, '' ’ CO,—2) — 0 (i — 1 • * * n ff); setzen wir daher x, — ii in Y^^ff für f ein, so bekommen wir natürlich wieder einen identisch verschwindenden Ausdruck, und da alle Yk(ci) • • • Yz(c,—q) identisch Null sind, so ergiebt sich:

Mxi(x, ‘ ■ * xff — vi(x- 4+1 ’ * " Xn, co, • • • G)n—0) = 0 q+k

(k = 1 • • • q, i — 1 •■■ n — q).

Machen wir hierin die Substitution x, =0,.. xn^q = 1—, so kommt

Nxi(11 • • ■ in —q^ An—+1    ^;z)    —      ^i^n—4+1 ...2„, a, . ' ' a,_ ) == 0 . "n— q+k

Das multipliciren wir mit clxn-q+Je und summiren nach k von 1 bis q, dann erkennen wir, dass wirklich der Ausdruck

dXi — ^^i^ • • • Xn)dxn^q+k

bei der Substitution 2, == 11,** xn-q = ^n-q identisch verschwindet. Nehmen wir noch hinzu, dass wir aus den Gleichungen co; = a; die ai stets so bestimmen können, dass für xn_q^ = x,—4+1, -. X = x? die Veränderlichen X1 ■ • • xn^q vorgeschriebene Anfangswerthe x, . • • xn-q annehmen, so können wir sagen:

Ist das System der totalen Differentialgleichungen (6) unbeschränkt integrabel, so ist es stets möglich xi • • • xn_q derart als analytische Functionen von xn—q^ - X„ zu bestimmen, dass das System (6) identisch befriedigt wird und dass x,-- xn_q für x,-441 = a,—4+1, - X =x% vorgeschriebene Anfangswerthe annehmen.

§ 26.

Der Bequemlichkeit wegen führen wir für die Zukunft einige Abkürzungen ein.

Zunächst soll die Klammer um das f in X(f) von jetzt ab häufig ■ weggelassen werden.

Da ferner Ausdrücke von der Form X(Yfff) — Y(X(f)) im Folgenden immer häufiger auftreten, wollen wir schreiben:

X(Y(f)) - Y(X(f) = XYf- YXf = (NF);

auch werden wir uns nicht selten der Redeweise bedienen: der Ausdruck oder die infinitesimale Transformation (XY) sei durch „Zusammensetzung“ oder „Combination11 von Xf und Yf entstanden.

An dieser Stelle mag auch noch die folgende Bemerkung ihren Platz finden:

Zwischen drei beliebigen Ausdrücken Xf, Yf, Zf besteht immer die folgende Identität:

	
	
(7)         ((X F) Z) + ((YZ)X) + ((ZX) F) = 0.





Dieselbe ist ein besonderer Fall der sogenannten Jacobi’schen Identität, welche wir später kennen lernen. Hier wollen wir uns damit begnügen, die Richtigkeit der speciellen Identität (7) zu verificiren; an der betreffenden späteren Stelle (vgl. Abschnitt 2) soll auch auf den Sinn der Jacobi’schen Identität eingegangen werden.

Man hat offenbar:

((XY)Z) = XYZf- YXZf - ZXYf + ZYXf-vertauscht man hierin Xf, Yf, Zf cyklisch mit einander und addirt die drei erhaltenen Relationen zusammen, so hebt sich auf der rechten Seite alles weg und man bekommt ohne weiteres die oben angegebene Identität.

Diese specielle Jacobi’sche Identität erweist sich bei allen Untersuchungen über Transformationsgruppen als ausserordentlich wichtig.

	
Kapitel 6.



Neue Auffassung der Lösungen eines vollständigen Systems.

Wenn wir in den Entwickelungen des vorigen Kapitels die Ausdrücke Xff) als Symbole infinitesimaler Transformationen auffassen, oder, was dasselbe ist, als Symbole eingliedriger Gruppen, so bekommt alles daselbst Gesagte einen neuen Sinn. Deuten wir andererseits die Veränderlichen X, • • • Xn als Punktcoordinaten in einem Raume von n Dimensionen, so erhalten die damaligen Ergebnisse auch eine gewisse Anschaulichkeit.

Dies beides im Einzelnen zu zeigen und sodann in Verbindung zu bringen, ist die Aufgabe des gegenwärtigen Kapitels; dazu macht sich aber die Einführung verschiedener neuer Begriffe nothwendig.2)

§ 27.

Es sei a/' = f^ • • • xn) eine Transformation in den Veränderlichen 21 • • • xn, und @(x, • • • xn) sei irgend eine Function; ist nun zufällig diese Function so beschaffen, dass die Relation

(((r) • • ‘ f.(x)) = @( Xn)

identisch besteht, so sagen wir: die Function (x, • • • xn) gestattet die Transformation x[ == f{xx • - • xn) oder sie lässt dieselbe ^u-, wir drücken uns auch so aus: die Function ^(xt ■ • • xn) bleibt bei der besprochenen Transformation invariant, sie verhält sich derselben gegenüber als Invariante.

Gestattet eine Function (x, • • • xn) alle oo" Transformationen ai = f^ • ■ • xn, a, 2• ar) einer r-gliedrigen Gruppe, so sagen wir, dass sie bei dieser Gruppe invariant bleibt, dass sie diese Gruppe gestattet; wir nennen dabei H eine absolute Invariante oder kurz eine Invariante der Gruppe.

Hier beschränken wir uns auf eingliedrige Gruppen. Es sei also die eingliedrige Gruppe                                ,

n

X(f) =X*(r,..a„)%

1                                      i vorgelegt, deren endliche Transformationen die Form

%/ = x, +15+ X() +(=1») haben. Wir fragen nach allen Invarianten dieser Gruppe.

Soll (x, • • • An) eine solche Invariante sein, so muss für jedes t die Gleichung

@(x, +t54----, • • • an + t^n -----) = ^(pc^ • • • xn} identisch bestehen. Entwickeln wir hier die linke Seite nach der allgemeinen Formel (7) in Kapitel 3, S. 52 in eine Reihe nach Potenzen von t, so erhalten wir die Bedingung:

((x, -)+4 x() + X(X(D)) += (%) für jedes t. Hieraus ergiebt sich sofort, dass der Ausdruck X(H) identisch verschwinden muss, wenn © unsere eingliedrige Gruppe gestatten soll; also haben wir damit ein nothwendiges Kriterium für die Invarianz der Function d bei der eingliedrigen Gruppe X(f).

Der Ausdruck X(H) bestimmt, wie wir früher gesehen haben, (vgl. Seite 53) den Zuwachs, welchen die Function H bei der infinitesimalen Transformation X (f) erhält. Da nun dieser Zuwachs 0= X()öt zugleich mit X(d) verschwindet, so liegt es nahe die folgende Redeweise einzuführen: wenn der Ausdruck X(H) identisch verschwindet, so sagen wir, dass die Function H die infinitesimale Transformation X(f) gestattet.

Unser obiges Resultat lässt sich daher auch so aussprechen: Soll eine Function d von x, - Xn alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Xff) gestatten, so ist es eine nothwendige Bedingung, dass sie die infinitesimale Transformation X(f) der betreffenden Gruppe gestattet.

Es ist aber leicht zu sehen, dass diese nothwendige Bedingung zugleich hinreichend ist. Mit X(d) verschwinden ja auch alle Ausdrücke X(X(d)), X(X(X()) u. s. w. identisch, also reducirt sich die Gleichung

^(pcf • • ■ xf} = (x, - xn) + 1 X(@) +----

für jeden Werth von t auf @(x‘) = @(x), womit bewiesen ist, dass die Function H(x) alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe X(f) gestattet. Da nun die Functionen O(x, • • ■ a„), für welche der Ausdruck X(d) identisch verschwindet, nichts anderes sind, als die Lösungen der linearen partiellen Differentialgleichung X(f) = 0, so können wir das folgende Theorem aussprechen:

Theorem 13. Die Lösungen der linearen partiellen Differentialgleichung n

X(f) = X*(ax,-x„) = 0

1                                   1 sind Invarianten und zwar die einzigen Invarianten der eingliedrigen Gruppe Xff).

Es darf freilich nicht vergessen werden, dass die Invarianten der eingliedrigen Gruppe Uff) zugleich auch die Invarianten einer jeden eingliedrigen Gruppe

n

o(x; • • • a„)   8(x, ...)=9 Xff) sind, welche Function seiner Argumente auch 0 sein mag. Das folgt einfach daraus, dass man die Gleichung X(f) — 0, welche die betreffenden Invarianten definirt, mit jeder beliebigen Function 0 von X • • • Xn multipliciren kann. Wir können diesen Umstand auch so ausdrücken: wenn eine Function von 21 • • • An die infinitesimale Transformation Xff) zulässt, so gestattet sie zugleich jede infinitesimale Transformation o(x,-- Xn) ■ Xff).

Man sieht, dass die Begriffe: eingliedrige Gruppe Xff) und infinitesimale Transformation Xff) specieller sind als der Begriff: lineare partielle Differentialgleichung X(f) = 0.

Unsere frühere Bemerkung, dass die gemeinsamen Lösungen zweier Gleichungen Xi ff) = 0 und X^ff) === 0 gleichzeitig die dritte Gleichung X(X,(f)) — X,(X,(f)) = 0 befriedigen, können wir jetzt auf Grund unserer obigen Entwickelungen folgendermassen aussprechen:

Satz 1. Gestattet eine Function von x,--. Xn die beiden infinitesimalen Transformationen Xi ff) und X^ff) in diesen Veränderlichen, so gestattet sie auch die infinitesimale Transformation XtfX^f)) — X^fXi^f).

Anders ausgedrückt:

Satz 2. Gestattet eine Function von x- X, die beiden eingliedrigen Gruppen Xff) und Xjff), so gestattet sie auch die eingliedrige Gruppe X^f)) - X^f)).
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Sind 11 • • • 1n—q ein System unabhängiger Lösungen des q-glie-drigen vollständigen Systems X1 (f) == 0, • • • ^q{f} = 0, ist also 2(11 • • • -i^n—q) die allgemeine Form einer Lösung dieses vollständigen Systems, so gestattet &(11 • • • 1n—q) überhaupt jede infinitesimale Transformation von der Gestalt

	
	
(1)    . z( .x,)X,() +------ z(x c„)X,(/),





wie man auch die Functionen X1 • • • Xq wählen mag. Es ist sogar klar, dass es äusser den eben geschriebenen keine infinitesimalen Transformationen giebt, bei welchen alle Functionen von der Form &(11 • • • tyn-q) invariant bleiben; denn wir wissen, dass das q-gliedrige vollständige System X(f) == 0, • • • Xq(f') = 0 durch seine Lösungen 11 • • • ^n-q bestimmt ist.

Die Functionen & gestatten natürlich auch alle endlichen Transformationen der eingliedrigen Gruppen (1). Man kann übrigens alle endlichen Transformationen angeben, bei welchen sämmtliche Functionen S(q, • • • ihn-f) gleichzeitig invariant bleiben. Die Form dieser Transformationen ist offenbar

1x(x, • • • Xn} = 1x(x, • En) (k = 1 • • • n — g)

^j^xi • • • xn, a’a) =0   (j = 1 • • • q),

wo die 1, der Bedingung unterworfen sind, dass eine wirkliche Transformation entstehen muss. Ueberdies müssen die x,’ wie die Ax innerhalb gewisser Bereiche bleiben.

Wir wollen sagen, dass das Gleichungensystem

	
3, (x, ' ' ' XrÖ 0, • • • 7tm (x^ ' ' ' Xn) 0



die Transformation Xi = fi(x, • An) gestattet, wenn das Gleichungensystem

T,(x,’ • • • a„‘) =0, • • • Am(x,’ • • xf) = 0

bei der Substitution x- = f(x, •&„) mit 31 (x) = 0, • • • Tm(x) = 0 äquivalent wird, wenn also jedes Werthsystem X1*"En, welches den m Gleichungen Au(x) = 0 genügt, auch die m Gleichungen

x,C (x) • • • fn^)) = 0, • • • it„(Ai(x) • • • AH) = 0 befriedigt.

Bei Einführung dieser Definition ist es nicht einmal nöthig vorauszusetzen, dass die m Gleichungen 31 = 0, • • • Tm = 0 von einander unabhängig sind, doch werden wir im Folgenden immer diese Voraussetzung machen, wo nicht das Gegentheil ausdrücklich zugelassen wird. —

Aus dem Früheren ergiebt sich nunmehr sofort der

Satz 3. Sind Wi, W2 • • • Wm (m < n — q) beliebige unabhängige Losungen des q-gliedrigen vollständigen Systems X|(f)==0, • • -Xq^f) = 0 in den n unabhängigen Veränderlichen X1* • -xn\ sind ferner aY ■ • • am irgend

welche willkürlich gewählte Constanten, so gestattet das Gleichungensystem

Wi •— a, , ' Wm -- C^m eine jede eingliedrige Gruppe von der Form

	
	
2 n(x, -.„) ^fj,





i

unter X--.%, beliebige Functionen ihrer Argumente verstanden.

§ 28.

Im vorigen Paragraphen haben wir die Integrationstheorie der linearen partiellen Differentialgleichungen dadurch in ein neues Licht gesetzt, dass wir die infinitesimalen Transformationen und die eingliedrigen Gruppen damit in Verbindung brachten. Jetzt wollen wir einen andern Weg einschlagen, wir wollen versuchen, diese Integrationstheorie und was damit zusammenhängt durch Mannigfaltigkeits-betrachtungen der anschaulichen Auffassung zugänglich zu machen.

Wenn wir X, • • • An als Coordinaten in einem n-fach ausgedehnten Raume Fn deuten, so bekommt das simultane System da,           dxn einen gewissen anschaulichen Sinn; es ordnet nämlich jedem Punkte X, • • • Xn des Bn eine gewisse Richtung zu.

Die Integralgleichungen des simultanen Systems bestimmen n — 1 von den Veränderlichen 21 • • • xn also etwa X1 • • • Xn—1 als Functionen der nten: xn und der Anfangswerthe 2,-.•En; folglich stellen diese Integralgleichungen bei bestimmt gewählten Anfangswerthen eine bestimmte einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit dar, welche wir als eine Integralcurve des simultanen Systems bezeichnen. Jede solche Integral-curve berührt in jedem ihrer Punkte die dem Punkte sugeordnete Richtung.

Es giebt im Ganzen con-1 verschiedene Integral curven unseres simultanen Systems und zwar geht durch jeden Punke des Rn im Allgemeinen eine.

Sind 11 • • • 12—1 unabhängige Integralfunctionen des simultanen Systems, so werden die sämmtlichen Integralcurven auch durch die n — 1 Gleichungen

	
	
	
1)    (2, • • • a„) = Ck (k = 1 • • • n — 1)







mit den n — 1 willkürlichen Constanten C, • • • Cn^ dargestellt. Setzt man eine beliebige Integralfunction & (11 • • • -ipn—d) gleich einer willkürlichen Constanten:

2(1 • • • 4»—1) = A,

so erhält man die Gleichung von o1 (n — l)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, welche sämmtlich von Integralcurven erzeugt sind, und zwar jede einzelne von oon—2 verschiedenen Integralcurven. Setzt man endlich überhaupt m An — 1 unabhängige Integralfunctionen 92,--Sm gleich willkürlichen Constanten:

Ju (1 • • - 4—1) = Au (u = 1 • • • m) ,

so bekommt man den analytischen Ausdruck einer Schaar von oom (n — m)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, von denen jede aus conm— i Integralcurven besteht.

Die Integralfunctionen unseres simultanen Systems sind zugleich die Lösungen der linearen partiellen Differentialgleichung

2*(—r)36,—x() =0.

Die Integralcurven des simultanen Systems nennen wir zuweilen auch die Charakteristiken der linearen partiellen Differentialgleichung X(f)=0, indem wir eine von Monge für n — 3 eingeführte Benennung wieder aufnehmen. Mit Benutzung dieser Ausdrucksweise können wir auch sagen: jede Lösung der linearen partiellen Differentialgleichung X(f) =0 stellt, gleich Constans gesetzt, eine Scbaar von oo1 Mannigfaltigkeiten dar, die aus je co"—2 Charakteristiken von X (f) = 0 bestehen.

Denken wir uns jetzt zwei lineare partielle Differentialgleichungen vorgelegt, etwa Xt(f) = 0 und X2(f) = 0.

Es ist möglich, dass beide Gleichungen gemeinsame Charakteristiken haben. Dieser Fall tritt ein, wenn eine Identität von der Form

x(x, •%„) • X^f} + %2(x, -En) • x2{f) = 0

besteht, ohne dass X1 und X2 beide verschwinden. Natürlich befriedigt alsdann jede Lösung von X^f} = 0 auch X2{f) = 0 und umgekehrt.

Haben die beiden Gleichungen X^f} — 0 und X,(f) — 0 verschiedene Charakteristiken, so haben sie nicht sämmtliche Lösungen gemein; es fragt sich dann, ob sie überhaupt Lösungen gemein haben, oder, wie wir es jetzt ausdrücken können: ob die Charakteristiken von X(f) =0 sich in Mannigfaltigkeiten zusammenfassen lassen, welche aus Charakteristiken von X2(f') == 0 bestehen.

Diese Frage lässt sich direkt beantworten, wenn man die Charakteristiken der beiden Gleichungen kennt; doch wollen wir uns dabei nicht aufhalten. Wir werden im Folgenden uns darauf beschränken, die früher durch analytische Methoden abgeleiteten Resultate in der Sprache der Mannigfaltigkeitslehre auszudrücken.

Es mögen die q von einander unabhängigen Gleichungen X^f) = 0, • • ■ XM = 0

ein q-gliedriges vollständiges System bilden; 11 • • • i^n~q seien unabhängige Lösungen desselben. Dann stellen die Gleichungen

41 (x, ' ' ' ^n)   Ci , ' * ’ In—q (x, • ’ ’ ^n)     Cn—2

mit den n — q willkürlichen Constanten Ck eine Schaar von 00"— q-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten dar, von denen jede aus je o0?—1 Charakteristiken jeder einzelnen unter den q Gleichungen X^f) = 0, • • ■ X,(f) == 0 besteht. Wir bezeichnen diese oo"- I Mannigfaltigkeiten als die charaliteristischen Hannigfaltigkeiten des vollständigen Systems.

Setzt man irgend n — q — m unabhängige Functionen von 11 • • • il>n—q willkürlichen Constanten gleich:

91(1 ' ’ " 1n — 2)    Ai , ’ ' ‘ In—2—m(1 ... ’n—q)   An—q—mj

so erhält man den analytischen Ausdruck einer Schaar von oon- I-m (q — m)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, von denen jede einzelne aus oom charakteristischen Mannigfaltigkeiten besteht.

Die Gleichungen der oon—I charakteristischen Mannigfaltigkeiten zeigen, dass jeder Punkt des Rn einer und nur einer charakteristischen Mannigfaltigkeit angehört. Folglich können wir sagen, dass der gange Rn in 00"-I q-fach ausgedehnte Hannigfaltigheiten zerlegt ist, dass also unser vollständiges System eine Zerlegung des JRaumes bestimmt.

Umgekehrt lässt sich jede Zerlegung des Bn in oonT I q-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten:

91 (x, "' ' &„) A1 ?      9n—2(x, ’' ’ &n) —: An—2 durch ein q-gliedriges vollständiges System definiren; denn 91--. 92—7 sind nothwendig unabhängige Functionen, also giebt es nach Satz 9, S. 89 ein q-gliedriges vollständiges System, dessen allgemeinste Lösung eine willkürliche Function von 91 • • • 9n—q ist; dieses vollständige System definirt dann die betreffende Zerlegung.

Eine einzelne lineare partielle Differentialgleichung X(f) = 0 ordnete jedem Punkte des Bn eine gewisse Richtung zu. Hat man mehrere solche Gleichungen, etwa die folgenden, welche ganz beliebig gewählt sein mögen:

X,(D) -Altutnz) 2£,=0 0-1*),

so ordnet jede derselben jedem Punkte des Raumes je eine Fortschreitungsrichtung zu. Zum Beispiele sind die zum Punkte x, 0--. An gehörigen q Richtungen durch die Gleichungen

ö«,°:öa,°:-:öz,!= Eui(a") : Sua(x°) : • ■ • : se„(x°)

(I: = 1 . . . 4)

bestimmt. Wir nennen diese q JKichtungen in dem gewählten Punlde x,° - • • Xn von einander unabhängig, wenn sich keine derselben aus den übrigen linear ableiten lässt, das heisst: wenn es nicht möglich ist q Zahlen A1 • • • Aq anzugeben, die nicht sämmtlich verschwinden und doch die n Gleichungen

	
	
	
2,    #,+..+ 2, ^,qi = 0 (i = 1 • • • n) befriedigen.







Hieraus folgt, dass die q Gleichungen X(f) = 0, • • • X^f} = 0 jedem Punhte allgemeiner Lage q unabhängige Richtungen zuordnen, wenn sie selbst von einander unabhängig sind, wenn also die Gleichung

) %a(z, ’ ' " 'V'n) ’ Xa(f) -- 0

1

nur durch Xi = 0, • • • Xq = 0 identisch befriedigt werden kann.

Will man sich geometrisch veranschaulichen, was unter „unabhängigen Richtungen“ zu verstehen ist, so wird man am besten im gewöhnlichen, dreifach ausgedehnten Raume R3 den Anfang machen; da liegt es geradezu auf der Hand. In einem Punkte des R, heissen zwei Richtungen von einander unabhängig, wenn sie überhaupt verschieden sind; drei Richtungen sind unabhängig, wenn sie nicht in dieselbe Ebene durch den Punkt fallen; mehr als drei von einander unabhängige Richtungen giebt es in einem Punkte des R3 überhaupt nicht.

Dementsprechend sind q Richtungen in einem Punkte des Rn dann und nur dann von einander unabhängig, wenn dieselben zusammen-genommen in keiner ebenen Mannigfaltigkeit durch diesen Punkt enthalten sind, welche weniger als q Dimensionen hat.

Jede etwaige gemeinsame Lösung der q Gleichungen

X,() = 0, •X(f)=0 befriedigt auch alle Gleichungen von der Form

	
(2)               X Xa(x, •„) • X(f) = 0.



i

	
	
Der Inbegriff aller dieser Gleichungen ordnet nun einem jeden Punkte des Rn eine ganze Schaar von Richtungen zu. Setzen wir voraus, dass die Gleichungen Xi(f) = 0, • • • X^fj = 0 von einander unabhängig sind, so beschränken wir die Allgemeinheit der Untersuchung nicht; wir erhalten dann durch die Gleichungen (2) zu jedem Punkte x, • • • xn eine Schaar von o0!-1 verschiedenen Richtungen zugeordnet. Man erkennt leicht, dass diese co!-1 Richtungen in jedem Punkte ein ebenes Bündel bilden und also eine ebene q-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit durch diesen Punkt bestimmen, nämlich die kleinste ebene Mannigfaltigkeit durch den Punkt, welche die q unabhängigen Richtungen der q Gleichungen ^{f} = 0, • • • Xq{f) = 0 enthält.





Jede etwaige gemeinsame Lösung der Gleichungen

X,(F) = 0, .X,() =0

befriedigt auch die sämmtlichen Gleichungen von der Form

x,(X,(7) - x,(x,(F) = 0.

Auch diese Gleichungen ordnen einem jeden Punkte X1 • • • xn gewisse Richtungen zu, im Allgemeinen werden aber die betreffenden Richtungen nur ausnahmsweise dem vorhin besprochenen Bündel von 00!—1 Richtungen, im Punkte X, • • • xn angehören. Nur in einem Falle gehört in jedem Punkte des Raumes jede der von den Gleichungen

x,(X,(/) - x,(X,(f) = 0 zugeordneten Richtungen dem bewussten Bündel an, dann nämlich, wenn für jedes k und j eine Relation von der Form

X,(X,(F)) - X,(X,(/)) = 2 ^ (x, . a„) ■ X,(f) besteht, das heisst, wenn die Gleichungen X|(f) = 0, • • • X^f} = 0 zufällig ein q-gliedriges vollständiges System bilden. —

Wir können das Bündel von Richtungen, welches durch die Gleichungen Xf = 0, ••• X^f = 0 in jedem Punkte X, ... Xn bestimmt ist, auch durch die Gleichungen

Besonders bequem werden die Formeln, wenn man die g Gleichungen X(f) == 0, -X,(f) == 0 durch q andere ersetzt, welche nach q von den Differentialquotienten — aufgelöst sind, etwa durch die q folgenden

1

 C. Jordan, Traite des substitutions, Paris 1870.
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2

 Die in diesem Kapitel gegebenen Begriffsbildungen sind von Lie entwickelt in den Verhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania 1872, 1873, 1874 und 19. Februar 1875. Vgl. auch Math. Ann. Bd. VIII, IX und XI.


Y,(F)= —P— + s n(x, ...=„)£ =0 (1= 1. 7).

Der Inbegriff aller Gleichungen (2) ist äquivalent mit dem Inbegriff aller Gleichungen:

2 % (x, • • • «„) • Yk(f) - 0; i

also werden die Richtungen, welche dem Punkte X, • • • X, zugeordnet sind, auch durch die Gleichungen
[image: ]

dargestellt. Wenn wir daher X1 • ■ ■ X9 wegschaffen, erhalten wir das folgende System von totalen Differentialgleichungen:


	
(3)    dXi — 2 " (x) • dxn-q+k = 0 (i = 1 • • • n — I).



i

Dass zwischen dem Systeme der linearen partiellen Differentialgleichungen Y(f) = 0, • • • Yq{f) = 0 und dem obigen Systeme von totalen Differentialgleichungen ein Zusammenhang besteht, haben wir schon im vorigen Kapitel, S. 91 bis 93 gesehen. Nur beschränkten wir uns damals auf den speciellen Fall, dass die q Gleichungen

Y() =0, Y,()-0 gemeinsame Lösungen besassen, und wir wiesen nach, dass die Bestimmung dieser gemeinsamen Lösungen auf die Integration der obigen totalen Differentialgleichungen zurückkommt und umgekehrt.

Bei den vorhin durchgeführten Entwickelungen dagegen ist von Integrabilität der betreffenden Systeme von Differentialgleichungen keine Rede gewesen. Der Zusammenhang zwischen dem Systeme der linearen partiellen Differentialgleichungen Y^f) = 0, • • • Yq^ = 0 und dem Systeme der totalen Differentialgleichungen (3) ist demnach von der Integrabilität dieser beiden Systeme vollständig unabhängig; dieser Zusammenhang beruht eben darauf, dass beide Systeme einem und demselben Punkte ein und dasselbe ebene Bündel von co!-1 Richtungen zuordnen.

Zum Schlüsse noch die folgende Bemerkung, welche zwar selbstverständlich erscheint, aber doch gemacht werden muss: bilden die q Gleichungen Xf = 0, • • • X^f = 0 ein q-gliedriges vollständiges System, so berührt in jedem Punkte 21 • • • En die hindurchgehende charakteristische Mannigfaltigkeit des vollständigen Systems jede einzelne der 00I-1 Richtungen, welche alle Gleichungen von der Form (2) diesem Punkte zuordnen.

§ 29.

Es ist endlich zweckmässig, die Mannigfaltigkeitsbetrachtungen des vorigen Paragraphen mit den Entwickelungen von § 27 in Verbindung zu bringen. Darüber jedoch nur einige Andeutungen.

Jede Transformation xf ~ fi^i • • • Xn) lässt sich deuten als eine Operation, welche die Punkte des Rn unter einander vertauscht, indem sie jeden Punkt XC, • • • xn in die neue Lage xf— f(x), • • x, = fn (x) überführt. (Kap. 1, S. 25 und 26).

Ein System von m unabhängigen Gleichungen

9, (x, ' ’ ' a„) --- 0, • • • Im (x, • • • Xn) --- 0

stellt eine (n — m)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit des Iin dar. Wir sagen, dass diese Mannigfaltigkeit die Transformation x/‘=f(x,-.Xn) gestattet, wenn das Gleichungensystem Q,=0,-- Hm— 0 dies thut. Nach § 27 ist das der Fall, wenn jedes Werthsystem x, - - xn, welches die Gleichungen 21(x) = 0, • • • Jm (x) = 0 befriedigt, zugleich den Gleichungen

L,0i(x) • ' • f.(x)) = 0, • • • 9..(1() • • • f.(x)) = 0 genügt. Daher können wir uns auch so ausdrücken:

Die Mannigfaltigiceit

9 (x, ’ ' ' a„) —’ 0, • • • I. (x, ' ’ ’ a„) — 0 gestattet die Transformation
[image: ]

wenn jeder Punlct xt ■ ■ ■ xn der JMannigfattiglzeit bei dieser Transformation in einen Purikt xf ■ ■ ■ xf ilbergekt, welcher ebenfalls der Mannigfaltigkeit angehört.

In Kapitel 3, S. 59 und 60 haben wir gesehen, dass durch jeden Punkt A1 *** xn von allgemeiner Lage in Rn eine Bahncurve der infinitesimalen Transformation

n                         -

X(f) =Xs(x::x)3l,

hindurchgeht. Wir definirten diese Bahncurve als den Inbegriff aller Lagen, welche der Punkt 21---An bei allen ool Transformationen der eingliedrigen Gruppe X(f) annimmt; der Punkt X, • . An konnte dabei auf der betreffenden Bahncurve ganz beliebig gewählt werden. Hieraus geht hervor, dass jeder Punkt 21 • • • xn bei jeder Transformation der eingliedrigen Gruppe X(f) auf der hindurchgehenden Bahncurve bleibt, dass also jede Bahncurve der infinitesimalen Transformation X{f} bei den oo1 Transformationen der eingliedrigen Gruppe X{f) invariant bleibt. Bas gleiche gilt natürlich von jeder Mannigfaltigkeit, die aus Bahncurven besteht.

Die Bahncurven der infinitesimalen Transformation X(f) sind aber nichts anderes als die Integralcurven des simultanen Systems dxt          dxn und daraus folgt wieder, dass die oben besprochenen Charakteristiken der linearen partiellen Differentialgleichung X(f) = 0 mit den Bahncurven der infinitesimalen Transformation X(f) zusammenfallen.

Schon früher (Kap. 3, S. 58) haben wir hervorgehoben, dass eine infinitesimale Transformation Xf jedem Punkte X1 • • • An von allgemeiner Lage eine gewisse Fortschreitungsrichtung zuordnet, diejenige nämlich, welche die hindurchgehende Bahncurve berührt. Offenbar fällt diese Fortschreitungsrichtung mit der Richtung zusammen, welche die Gleichung Xf = 0 dem betreffenden Punkte zuordnet.

Mehrere, etwa q infinitesimale Transformationen

xf=2 su (x,-.„)3£  (1=1. g)

1                                       ‘

bestimmen in jedem Punkte 21 • • • An von allgemeiner Lage q ver-schiedene Fortschreitungsrichtungen; in Uebereinstimmung mit dem Früheren nennen wir diese letzteren von einander unabhängig, wenn die Gleichungen Xif = Q, • • • X^f ~ 0 von einander unabhängig sind.

Hieraus ergiebt sich sofort, dass die q infinitesimalen Transformationen Xf • • • X^f jedem Punkte von allgemeiner Lage gerade AKq unabhängige Fortschreitungsrichtungenzuordnen, wenn zwar alle (h — l)-reihigen nicht aber alle h-reihigen Determinanten der Matrix

	
8. . Bi


	
8,1    • • 5,





identisch verschwinden. —

Was wir sonst noch hier zu sagen haben, mag in einem Satze zusammengefasst werden:

Satz 4. Sind die q infinitesimalen Transformationen Xf • • • Xqf des n-fach ausgedehnten Raumes x,---An so beschaffen, dass die q Gleichungen Xf= 0, • • • Xqf = 0 von einander unabhängig sind, so ordnen Xtf • • • Xqf jedem Punlde ^ • • • X, von allgemeiner Lage q unabhängige Fortschreitungsrichtungen zu; bilden überdies die Gleichungen Xxf == 0, • • • Xqf = 0 ein q-gliedriges vollständiges System, so bestimmen Xf • • • Xqf eine Zerlegung des Raumes in 00"—I q-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten, die charakteristischen Mannigfaltigkeiten des vollständigen Systems. Jede dieser Mannigfaltigheiten wird in jedem ihrer Punkte von den Richtungen, welche Xif • • • Xqf dem Punkte zuordnen, berührt; jede kann erzeugt werden aus' 009-1 Bahncurven einer jeden infinitesimalen Transformation von der Form

X(x, ’ ' ' T„) ' Xf +    " + %a (x, ' 1 ’ ^n) ' Xqf, unter X1 • • • Xq vollkommen willkürliche Functionen ihrer Argumente verstanden; endlich gestattet jede der besprochenen Mannigfaltigkeiten alle Transformationen einer jeden eingliedrigen Gruppe

2X,f+...+%X,f.

	
Kapitel 7.



Bestimmung aller Gleichungensysteme, welche gegebene infinitesimale Transformationen gestatten.

Zunächst werden wir definiren, was der Ausdruck bedeuten soll: das Gleichungensystem

21 (x, ’ ’ ' a„) — 0,     I,—m (x 1 • • • xnj — 0

gestattet die infinitesimale Transformation X(^f}. Sodann erledigen wir das äusserst wichtige Problem, alle Gleichungensysteme zu bestimmen, welche gegebene infinitesimale Transformationen gestatten.1)

Vorher wollen wir jedoch noch Folgendes bemerken:

Wir betrachten natürlich nur solche Gleichungensysteme

21 — 0, • • Sn—m — 0,

welche wirklich von gewissen Werthsystemen 21 • • • xn befriedigt werden; dabei beschränken wir uns stets auf solche Werthsysteme x, • • • xn, in

deren Umgebung sich die Functionen 22, • • • S—n regulär verhalten. Ausserdem wollen wir ein für alle Male festsetzen: wenn nicht das Gegentheil ausdrücklich zugelassen wird, soll jedes Gleichungensystem S1 = 0, • • • Sn—n = 0, welches wir betrachten, so beschaffen sein, dass nicht alle fn — m)-reihigen Determinanten der Matrix


(1)



	
	
•§ 30.





In den Veränderlichen 2, • • • xn sei eine infinitesimale Transformation

Xf=X *(%„)%

vorgelegt. Bei Untersuchungen, welche sich auf dieselbe beziehen, zverden wir uns immer auf solche Werthsysteme beschränken, für welche die Si sich regulär verhalten.

Soll ein Gleichungensystem 221 = 0, • • • J- m = 0 alle endlichen Transformationen

Xi = Xi — e • Xxi — • • • (i = 1 • • • n) der eingliedrigen Gruppe Xf gestatten, so muss das Gleichungensystem

Le(x, + e ' Xa, +., -a„-e- Xxn + ) =0

(k = 1 • • • n — m) oder, was dasselbe ist, das System:

	
	
	
9,    + e • X9, + ■ • • = 0 (Je = 1 • • • n — m^) für alle Werthe von e mit dem Gleichungensysteme







91 — 0, • • • Sn—n   0 äquivalent sein. Hierzu ist offenbar nothwendig, dass alle XSL für die Werthsysteme von 22, =0, • • • &== 0 verschwinden, dass also das Increment XSL 8 t, welches Je bei der infinitesimalen Transformation Xi = Xi — Si dt erhält, vermöge 221 = 0, • • • On—m = 0 verschwindet.

Diese Ueberlegungen führen uns darauf, die folgende Definition aufzustellen:

Ein Gleichungensystem

21 (x, ' ' ' a„) — 0, • • • An—m (x, ' ' ' E„) = 0

gestattet die infinitesimale Transformation Xf, sobald alle n — m Ausdrücke XSA vermöge des Gleichungensystems verschwinden.

Bei Zugrundelegung dieser Definition gilt dann offenbar der

Satz 1. Soll ein Gleichungensystem alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Xf gestatten, so muss es jedenfalls die infinitesimale Transformation Xf gestatten.'

Ausserdem erkennen wir sofort, dass ein Gleichungensystem, welches die infinitesimale Transformation Xf gestattet, zugleich jede infinitesimale Transformation von der Form x(x, ••• x^-Xf zulässt, vorausgesetzt natürlich, dass die Function % sich für die in Betracht kommenden Werth-systeme des Gleichungensystems regulär verhält.

Man kann ohne Schwierigkeit einsehen, dass die obige Definition von der Wahl der Veränderlichen unabhängig ist, dass also jedes Gleichungensystem 221 = 0, • • • J—n = 0, welches die infinitesimale Transformation Xf in dem oben angegebenen Sinne gestattet, dies noch thut, wenn neue unabhängige Veränderliche Y, • • • yn an Stelle der x eingeführt werden. Dass dies wirklich der Fall ist, folgt unmittelbar aus dem Verhalten des Symbols Xf bei Einführung neuer Veränderlicher. Dabei wird, wie immer, vorausgesetzt, dass die y gewöhnliche Potenzreihen in den x und die x gewöhnliche Potenzreihen in den y werden für alle in Betracht kommenden Werthsysteme X, - . An , Misyn.

Es bleibt noch nachzuweisen, dass die oben aufgestellte Definition auch von der Form des Gleichungensystems 221 = 0, • • • J„—m = 0 unabhängig ist. Erst wenn wir das bewiesen haben, ist die Berechtigung der Definition wirklich dargethan.

Um nun diesen Nachweis führen zu können, geb’en wir zunächst einige allgemeine Entwickelungen, die auch an und für sich schon von Wichtigkeit sind und später mehrfach Verwendung finden werden.

Es gestatte das Gleichungensystem 2, = 0, ••• ün_m = 0 die infinitesimale Transformation Xf. Da nicht alle m-gliedrigen Determinanten der Matrix (1) vermöge Q=0... 2- m = 0 verschwinden, so können wir annehmen, dass die Determinante

188, 0 29,L

zu den nicht verschwindenden gehört. Dann ist es möglich, die Gleichungen SA = 0 nach 21 • • • xm aufzulösen, was natürlich ein mit dem Systeme 21 = 0, • • • ^n—m = 0 analytisch äquivalentes Gleichungensystem

	
	
A, —: 91 ^n—m+1 ’ ' ‘ En) , * ‘ ’ ^n—m = Qn—m{^n—m+1 ’ • • E„) liefert. Wenn wir daher die Substitution 21 — 91, • • • xn—m = 9n—m durch das Zeichen [] andeuten, so haben wir:





[22,] = 0, • • • [&.—] = 0;

dass ferner das Gleichungensystem 221 = 0 • • • JA— m = 0 die infinitesimale Transformation Xf gestattet, wird durch die Identitäten

[X& ]=0,[XR,-ml=0 ausgedrückt.

Es sei jetzt (x, • • • Xn) eine beliebige Function, welche sich für die in Betracht kommenden Werthsysteme 21 • An regulär verhält. Dann ergiebt sich:

[x-)-ZXs[6:]

und andrerseits

n—m                m

Ix[®I1 - 2 i^ g] + ? IXr—Htl , also wird:

n—m

	
(2)         [X®] = [X[@]] + X [X(x, - 91)] 887 •



Setzen wir hier der Reihe nach die Functionen 21 • •Mn—m an Stelle von 0 ein und berücksichtigen, dass [92j] und also auch X[9], sowie [X[2]] identisch verschwinden, so finden wir:

[X9]= A[X (x — 9)]5.

(j = 1 • • • n — m).

Da nun [XS] ebenfalls identisch verschwindet, während die Determinante

[image: ]



dies nicht thut, so folgt:

[X(a. — 9.)] = 0 (l =1 - m) , also nimmt die Gleichung (2) die Form an:


(3)



[X@]=[X[]].

Diese für jede Function P(x, • • • a„) gültige Formel wird uns später sehr nützlich sein. Hier brauchen wir sie nur für den besonderen Fall, dass d vermöge S,=0,. 2— m = 0 verschwindet; dann ist [0] identisch Null und ebenso [X[0]]; unsere Formel zeigt daher, dass auch [X@] identisch verschwindet. In Worten können wir dieses Ergebniss folgendermassen ausdrücken:

Satz 2. Gestattet das Gleichungensystem

	
92,    (x, ' " ' a„) --- 0, • • • 9,—m^d^l ' ’ ' En) 0



die infinitesimale Transformation

. n

und ist V(x,-. An) eine Function, welche vermöge dieses Gleichungensystems verschwindet, so verschwindet auch die Function XV vermöge 91 -- 0, • • • Sn—m — 0 •

Ist nun V1 = 0, • • • Vn—m = 0 ein beliebiges mit

81 — 0, • ■ • n—m — 0

analytisch äquivalentes Gleichungensystem, so verschwinden nach dem eben ausgesprochenen Satze alle n — m Ausdrücke XVR vermöge 9, = 0, • • • Sn—n = 0 und also auch vermöge 71=0,--. Vn—m = 0; mit andern Worten: auch das Gleichungen System V1 = 0, • • • Vn—m— 0 gestattet die infinitesimale Transformation Xf.

Damit ist endlich nachgewiesen, dass unsere obige Definition für die Invarianz eines Gleichungensystems bei einer infinitesimalen Transformation auch von der Form dieses Gleichungensystems unabhängig ist. Die Einführung dieser Definition ist deshalb ganz naturgemäss.

Wir wissen, dass ein Gleichungensystem nur dann alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Xf gestatten kann, wenn es die infinitesimale Transformation Xf gestattet. Diese nothwendige Bedingung ist aber zugleich hinreichend; es lässt sich nämlich nachweisen, dass jedes Gleichungensystem, welches die infinitesimale Transformation Xf gestattet, überhaupt alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Xf zulässt.

In der That, das Gleichungensystem 22, — 0, • • • J,—m — 0 gestatte die infinitesimale Transformation Xf-, ferner sei wie oben % = 91, • • • E»—m = (pn-m eine aufgelöste Form des Gleichungensystems 91 = 0, • • • Mn—m = 0; endlich möge die Substitution Xu = 9u wieder durch das Zeichen [] angedeutet werden.

Unter diesen Voraussetzungen ist zunächst [&]=0, ferner [X&r] =0 und aus dem soeben aufgestellten Satze 2 ergiebt sich weiter:

[XX%,] = 0, [XXX&] = 0 • • •.

Folglich verschwindet die unendliche Reihe

Sy — — XL — -—, XX%, — • • •

bei der Substitution Xu = cp^ identisch, welchen Werth auch der Parameter e haben mag. Das Gleichungensystem

Jx — e • XL) -- (k = 1 ■ • • n — m)

wird alsö bei beliebigem e von den Werthsystemen des Gleichungensystems &,=0,-- M— m = 0 befriedigt, was nach dem früher Gesagten nichts anderes heisst als: das Gleichungensystem

81 — 0, • • • Sn—m — 0 gestattet alle Transformationen

Xi = Xi — e • Xxi H (i = 1 • • • n) der eingliedrigen Gruppe Xf.

Damit ist die .oben aufgestellte Behauptung bewiesen; wir haben demnach das

Theorem 14. Das Gleichungensystem

91 (x, ' ' ' ^n) -- 0, ' ’ ’ ^n—m(j^i ' " ' E„) -- 0 gestattet dann und nur dann alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Xf, wenn es die infinitesimale Transformation Xf gestattet, das heisst, wenn alle n — m Ausdrücke XSk vermöge 22, = 0, • • • ^n-m = 0 verschwinden.

Dieses Theorem ist bewiesen unter der Voraussetzung, die wir immer machen, wo nicht ausdrücklich etwas anderes bemerkt wird, unter der Voraussetzung nämlich, das nicht alle (n — m)-reihigen Determinanten der Matrix (1) vermöge 91 — 0, ■ • - ^n-m — 0 verschwinden. Ausserdem müssen sich, wie schon gesagt, sowohl die Sk als die &i für die in Betracht kommenden Werthsysteine xt ■ ■ ■ xn re-gulär verhalten.

Es lässt sich leicht einsehen, dass das Theorem 14 nicht mehr gültig bleibt, wenn jene Voraussetzung über die Determinanten der Matrix (1) nicht erfüllt ist. Betrachten wir nämlich zum Beispiel das Gleichungensystem

91 — a, — 0, • • • I,—m = a?—m   0 , vermöge dessen alle (n — m)-reihigen Determinanten der Matrix (1) verschwinden. Wir finden bei demselben: X& = Ar • Xxk, also verschwinden hier die XSr sämmtlich vermöge 21 = 0, • • • Jn—m = 0, welche Form auch Xf haben mag. Wäre demnach das Theorem 14 auch jetzt noch richtig, so müsste das Gleichungensystem

x2 == 0,-: Xn-m = 0 jede beliebige eingliedrige Gruppe Xf gestatten, was natürlich nicht der Fall ist.

Wir schliessen hieraus Folgendes: Wenn das Gleichungensystem 22, = 0 • • • J— m = 0 alle (n — m)-reihigen Determinanten der Matrix (1) zum Verschwinden bringt, so ist das Verschwinden aller XSL vermöge 221 = 0 • • • ^n—m = 0 zwar nothwendig, damit dieses Gleichungensystem die eingliedrige Gruppe Xf gestattet, jedoch nicht hinreichend.

Nun aber führen allgemeine Untersuchungen öfters auf Gleichungensysteme, bei denen man kein Mittel hat, um zu entscheiden, ob jene mehrfach erwähnte Forderung erfüllt ist. Woran soll man dann erkennen, ob das betreffende Gleichungensystem eine vorgelegte eingliedrige Gruppe gestattet oder nicht?

In derartigen Fällen leistet ein Kriterium, welches wir jetzt entwickeln wollen, häufig gute Dienste.

Es sei

A1(%1 •%„) = 0,* 4,(21 • • • Xn) = 0

ein Gleichungensystem. Wir setzen voraus, dass die Functionen A1 • • • 4, sich innerhalb eines gewissen Bereiches B in der Umgebung derjenigen Werthsysteme X1..Xn, welche dem Gleichungensysteme genügen, regulär verhalten. Dagegen setzen wir nichts über das Verhalten der Functionaldeterminanten der B voraus; wir verlangen nicht einmal, dass unsere s Gleichungen von einander unabhängig sind, die Zahl s kann also unter Umständen auch grösser sein als n.

Ferner sei

n

X/=Xs(x„)8£,

eine infinitesimale Transformation, und es mögen unter den Werth-Systemen 21 -* An , für welche sich §1 • • • §n regulär verhalten, solche vorhanden sein, welche die Gleichungen 4|=0,.2,=0 befriedigen und überdies dem Bereiche B angehören.

Wenn nun unter diesen Voraussetzungen die s Ausdrücke XA, sich folgendermassen darstellen lassen:

8

XA, =Qor(x, • • • xn} ■ A,(x, ... 2„) (o = 1 • • . s).

Theorie der Transformationsgruppen.

und wenn sich dabei alle Qat für die betreffenden Werthsysteme von

4, = 0, • • • 4, = 0

regulär verhalten, so gestattet unser Gleichungensystem jede Transformation

ai == Xi H—— ^Xi +- (i = 1 • • • n^

der eingliedrigen Gruppe Xf.

Der Beweis hierfür ist sehr einfach. Wir haben:

4 o (2, ‘ ‘ ‘ a ) -- 4 a (x, ’ ’ ’ Xn) +  1 • X 4, +     ,

es ergiebt sich aber:
[image: ]


wo die Coefficienten der A auf der rechten Seite sich wiederum für die Werthsysteme von A1 = 0, • • • A, == 0 regulär verhalten. In gleicher Weise drücken sich die XXXAg linear durch 41- • • A, aus und so fort. Kurz wir finden:

S

do (x,’ • • • Xn') = 2 Por(x, ' - Xn, e) • A,(x) (6 = 1 • . • s) , 1

wo die ?or gewöhnliche Potenzreihen von e sind und sich ausserdem für die Werthsysteme von A1 = 0, • • • A, = 0 regulär verhalten. Hieraus geht hervor, dass jedes Werthsystem xr---xn, welches den Gleichungen A1 (x) — 0, • • • ds (x) = 0 genügt, auch die Gleichungen Ag (z, +—1 ’ XE, -*,   & 4—1 Xxn +) = 0 (6 =1 s)

befriedigt, dass also das Gleichungensystem A1 *= 0, • • • ds = 0 wirklich die eingliedrige Gruppe Xf gestattet.

Demnach haben wir den

Satz 3. Ist in den Veränderlichen X, • • • xn ein Gleichungensystem A,(x,.*%) =0, A,(x,‘.:%„) == 0

vorgelegt, von dem nicht feststeht, ob seine Gleichungen von einander unabhängig sind und noch weniger, ob die s-reihigen Determinanten der Matrix

0x,       bxn

sämmtlich vermöge 4,==0,4,=0 verschwinden oder nicht, so gestattet dieses Gleichungensystem sicher dann alle Transformationen der

Gleichungensysteme, die infinitesimale Transformationen gestatten. 115 eingliedrigen Gruppe Xf, wenn die s Ausdrücke XAa in der Form

S

XA, = 2 Qar(x, ■ ■ ' x„) ■ A, (6 1 ■ ■ ■ s) 1

dargestellt werden können, und wenn sich dabei die gat für diejenigen Werthsysteme x, • • • xn regulär verhalten, welche das Gleichungensystem 4|=0,.-4,=0 befriedigen.

§ 31.

Im vorigen Paragraphen haben wir gezeigt, dass die Bestimmung aller Gleichungensysteme, welche die eingliedrige Gruppe Xf gestatten, darauf hinauskommt, alle Gleichungensysteme zu bestimmen, welche die infinitesimale Transformation Xf gestatten. Es entsteht daher die Frage nach allen Gleichungensystemen 221 == 0, • • • S—m = 0 (m S n), welche die infinitesimale Transformation

^f^ 2 &(=, ...%„) ?f

gestatten.

Diese Frage soll im gegenwärtigen Paragraphen ihre Beantwortung finden.

Es müssen zwei Fälle unterschieden werden, entweder nämlich verschwinden nicht alle n Functionen 8, • • ■ §n vermöge

&,=0, - S— = 0,

oder die Gleichungen 61 = 0, • ■ • §n = 0 sind eine Folge von

&, =0,&,- m = 0 •

Behandeln wir zunächst den ersten Fall.

Es möge etwa §n nicht vermöge 21 = 0, • • • S,—m = 0 verschwinden. Dann gestattet das betreffende Gleichungensystem auch die infinitesimale Transformation

6nön,7 “slöm—tos.

Ist nun xf • • • xf ein Werthsystem, welches den Gleichungen Sx = 0 genügt und $n nicht zum Verschwinden bringt, so denken wir uns die Hauptlösungen von Xf = 0 oder, was dasselbe ist, von Yf==0 in Bezug auf xn = xf bestimmt; diese Hauptlösungen, welcheyl--- yn—i heissen mögen, verhalten sich in der Umgebung von xf • • • xf regulär und sind von xn unabhängig. Wenn wir daher an Stelle der x die neuen unabhängigen Veränderlichen Y, • • • yn_ 1, yn = xn einführen, so ist das eine erlaubte Transformation. Dabei erhält Yf die Form of ,

und das Gleichungensystem 22, = 0, • • • J—n= 0 geht in ein neues:

	
	
2,    (J, ’ ’ ' y„) = 0;     2,—m(yi ■ ’ ' yn) = 0 über, welches nun die infinitesimale Transformation — gestattet. ^yn





Hieraus geht hervor, dass das Gleichungensystem ßA = 0 nicht nach yn auflösbar ist. Wäre es nämlich nach yn auflösbar und ergäbe sich etwa yn — 1(Y1 • • • yn—t) = 0, so müsste der Ausdruck

Y {yn — *) ^Wn ^yn - 1) — 1 vermöge 22, = 0, • ■ • Sn—m = 0 verschwinden, was widersinnig ist. Folglich kann yn in den Gleichungen Sk = 0 höchstens formell vorkommen, das heisst, wir können diese Gleichungen unter allen Umständen auf eine solche Form bringen, dass sie Relationen zwischen y,-- yn—i allein darstellen. Dabei ist die Form dieser Relationen keiner weiteren Beschränkung unterworfen.

Kehren wir jetzt zu den ursprünglichen Veränderlichen zurück, so erkennen wir sofort, dass das Gleichungensystem & == 0 sich durch Relationen zwischen n — 1 unabhängigen Lösungen y,-. yn—i der Gleichung Xf == 0 ausdrücken lässt. Dieses Ergebniss ist offenbar unabhängig von der Voraussetzung, dass gerade §n nicht vermöge Jr — 0 verschwinden sollte; wir sehen also, dass jedes Gleichungensystem, welches die infinitesimale Transformation Xf gestattet und §1-Sn nicht zum Verschwinden bringt, durch Relationen zwischen Lösungen von Xf = 0 dargestellt wird. Andererseits wissen wir, dass ganz beliebige Relationen zwischen den Lösungen von Xf = 0 ein Gleichungensystem darstellen, welches nicht blos die infinitesimale Transformation Xf sondern alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Xf gestattet (Kap. 6, Satz 3, S. 98). Mithin bestätigt sich das früher bewiesene Resultat, dass unser Gleichungensystem Sk = 0 die eingliedrige Gruppe Xf gestattet.

Wir kommen nunmehr zu dem zweiten der oben unterschiedenen beiden Fälle; derselbe kann natürlich nur dann eintreten, wenn es überhaupt Werthsysteme X, • • • An giebt, für welche alle n Functionen Si verschwinden.

Ist xf • • • xf irgend ein Werth System, für welches alle &i verschwinden, so reduciren sich die Transformationen

x/ = Xt + 1 s + 2 XI- +---- (i=1 n)

unserer eingliedrigen Gruppe bei der Substitution Xi = xf auf

/ ‘ A O                P 0

	
	
	
‘1 9 *n -- —n 9







was wir so ausdrücken: das Werthsystem 2,° ■ • • Xn bleibt bei allen Transformationen der eingliedrigen Gruppe Xf invariant. Hierin liegt, dass jedes Gleichungensystem von der Form

61 —’ 0, ’ ‘ ' ^n —: 0 ,   11 (2, ' ‘ ' E„)      0 ,   12 (x, ' ’ ' ^n)      0 • • • , welches überhaupt von Werthsystemen 21 • • • xn befriedigt wird, alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Xf gestattet. In dieser Form sind aber alle Gleichungensysteme enthalten, welche §1 • - • Sn zum Verschwinden bringen; folglich ist damit auch der zweite der früher unterschiedenen Fälle erledigt.

Die gewonnenen Ergebnisse fassen wir zusammen in dem

Theorem 15. Es giebt' zwei Arten von solchen Gleichungen-systemen, welche die infinitesimale Transformation

n

.         Xf-2/s(x,)8d, und also überhaupt alle Transformationen der eingliedrigen G-ruppe Xf gestatten. Eie Gleichungensysteme der ersten Art werden durch ganz beliebige Relationen zwischen den Lösungen der linearen partiellen Differentialgleichung Xf = 0 dargestellt. Eie Gleichungensysteme der zweiten Art haben die Form:

61 0,*6n — 0 , 11 (x, ■ ■ * En) — 0 , 12 (x, ■ ■ ■ En) — 0,**, ivobei die v vollhommen willhürlich sind, nur muss es natürlich Werthsysteme x1 • • • xn geben, welche die betreffenden Gleichungen befriedigen.

Wir knüpfen hieran noch eine kurze Bemerkung.

Es seien G± - ■ ■ Gn—m willkürliche Constanten, ferner seien J, • • • S—m Functionen der x, dagegen von den C frei; endlich möge jedes Gleichungensystem von der Form

91 (x, ’ ’ ’ An) — C1, ■ ■ ■ An—m(x, ■ ■ ■ ^/i)     Gn—m die von den C freie infinitesimale Transformation Xf gestatten. Unter diesen Voraussetzungen müssen die n — m Ausdrücke XS) vermöge

91 — G-^, • • • n—m — Gn—m verschwinden und zwar für alle Wertbe der C. Da aber die Xilk alle von den G frei sind, so ist das nur möglich, wenn die XSlk identisch verschwinden, das heisst, wenn die Sk Lösungen der Gleichung Xf = 0 sind. Also gilt der

Satz 4. Stellen die Gleichungen

2 (x, ’ ' ' a„) -- C, ,** 9,—m (x, ' ’ ' &n) •— Gn—m mit den willkürlichen Constanten Cr - ■ ■ Cn—m ein Gleichungensystem dar, welches die infinitesimale Transformation Xf gestattet, so sind 22,--S—n Lösungen der von den C freien Eifferentialgleichung Xf = 0.

§ 32.

Nunmehr seien q beliebige infinitesimale Transformationen n

Xf- 2 Ufe sE„)3%, (=17

vor gelegt und gesucht die Gleichungensysteme 2, == 0, 22 === 0 • • •, welche alle diese infinitesimalen Transformationen gestatten. Wir beschränken uns dabei wie immer auf Werthsysteme 21 • • • xn, für welche sich alle ^i regulär verhalten.

Zunächst ist klar, dass jedes der gesuchten Gleichungensysteme auch alle infinitesimalen Transformationen von der Form

Q

2 x(x, •„) Xif

gestattet, vorausgesetzt, dass sich X1 • • • Xq für die Werthsysteme X, • • • xn, welche dem Gleichungensysteme genügen, regulär verhalten. Aus dem vorigen Paragraphen ersehen wir überdies, dass jedes solche Gleichungensystem auch alle endlichen Transformationen derjenigen eingliedrigen Gruppen gestattet, welche von den besprochenen infinitesimalen Transformationen erzeugt werden.

Ferner erinnern wir an Kap. 6, Satz 1, S. 97. Wir sahen damals, dass jede Function von X, • • • xn, welche die beiden infinitesimalen Transformationen Xxf und X2f gestattet, auch die Transformation X, X2f— X2X, f zulässt. Genau dasselbe gilt auch von jedem Gleichungensysteme, welches die beiden infinitesimalen Transformationen Xtf und X2f zulässt.

In der That, das Gleichungensystem

J2A (x, • • • Xn) == 0 (k = 1 • • • n — m)

gestatte die beiden infinitesimalen Transformationen Xrf und X2f, es mögen also alle Ausdrücke X1%; und X,2; vermöge des Systems ^ =0, • • • ^jn—m — 0 verschwinden. Dann gilt dasselbe nach Satz 2, S. 111 auch von allen Ausdrücken XX,%; und X,X9), folglich verschwindet auch jedes XX,2;— X,X1%; vermöge des Gleichungensystems ^ = 0, • • • ^ln—m = 0. Damit haben wir aber den

Satz 5. Gestattet ein Gleichungensystem

2 (x, ' ' ' a„) — 0, • • • ün—m (x, • ' ’ En) —: 0 die beiden infinitesimalen Transformationen Xf und X2f, so gestattet es anich die infinitesimale Transformation X|X,f— X,Xf.

Diesen Satz benutzen wir jetzt in ähnlicher Weise wie seiner Zeit den Satz 1, S. 84, als es sich darum handelte, die gemeinsamen Lösungen von q gegebenen Gleichungen Xf == 0, • • • X,f == 0 zu bestimmen. Damals führten wir das gestellte Problem auf die Bestimmung der Lösungen eines vollständigen Systems zurück. Jetzt verfahren wir folgendermassen.

Wir bilden alle infinitesimalen Transformationen

XXf-XXf= (X,X)

und untersuchen, ob die linearen partiellen Differentialgleichungen (X,X})=0 eine Folge von X,f = 0, • • • Xqf— 0 sind. Ist dies nicht der Fall, so fügen wir zu den infinitesimalen Transformationen Xf.--X,f alle Transformationen (X) X;) hinzu2), was erlaubt ist, da jedes Gleichungensystem, welches Xf • • • X^f gestattet, auch (X)X;) zulässt. Nunmehr behandeln wir die infinitesimalen Transformationen

Xf:X,f, (X,X) (I, j=1() zusammengenommen gerade so wie vorher Xif • • • Xqf allein, das heisst, wir bilden alle infinitesimalen Transformationen

(X, X)X), ((X, X,) (X, X)) und untersuchen, ob diese Ausdrücke gleich Null gesetzt Gleichungen ergeben, welche aus X^f — 0, (XxX;) — 0   (k, j = 1 • • • q) folgen. Wenn dies nicht der Fall ist, fügen wir alle gefundenen infinitesimalen Transformationen zu Xk f, (Xk Xj) (Je, j = 1 • • • q) hinzu.

Auf diese Weise fahren wir fort und müssen so schliesslich eine Reihe von infinitesimalen Transformationen:

Xf:X,f X+fX/f (q^q} erhalten, welche so beschaffen sind, dass jede Gleichung

(X,X,)-0 (L, j=1.2)

eine Folge von   f == 0, • • • X^f — 0 ist. Die Gleichungen

X,f=0,X,f=0

bestimmen alsdann ein vollständiges System mit q oder weniger Gliedern. Also haben wir das

Theorem 16. Die Aufgabe, alle Gleichungensysteme zu bestimmen, welche q gegebene infinitesimale Transformationen X1f ■ • • X(1f gestatten, lässt sich immer darauf zurückführen alle G-leichungensysteme zu bestimmen, welche äusser X^f-'-X^f noch gervisse weitere infinitesimale Transformationen'

X+fXf (‘20) gestatten, wo nunmehr die Gleichungen

X,f = 0, • ■ • x,f= 0, x^f^ 0,. •. Xq'f= 0 ein vollständiges System bestimmen, welches ebensoviel Glieder hat, als es unter diesen Gleichungen unabhängige giebt.

Wir können uns demnach von jetzt ab auf das folgende speciellere Problem beschränken:

Gegeben sind in den Veränderlichen X1--.An q infinitesimale Transformationen

n

Xf=2 Bul", T) or, 0=1 7)

von solcher Beschaffenheit, dass unter den q Gleichungen

xf=0, x,f=0

gerade p Aq von einander unabhängige vorhanden sind, und dass irgend p unabhängige unter diesen q Gleichungen ein p-gliedriges vollständiges System bilden, welchem X|f=0,.X,f=0 sämmtlich angehören. Gesucht werden alle Gleichungensysteme in 21 • • • xn, welche die infinitesimalen Transformationen Xrf ■ • • Xqf gestatten.

Es ist klar, dass wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen dürfen, dass Xf • ■ • Xqf als infinitesimale Transformationen von einander unabhängig sind. Ferner bemerken wir, dass unter den Voraussetzungen des Problems die (p — 1)-reihigen Determinanten der Matrix


In • • Sin



(4)

alle identisch verschwinden, während nicht alle p-reihigen dies thun.

Der erste Schritt zur Erledigung unseres Problems ist der, dass wir die Gleichungensysteme, welche die q infinitesimalen Transformationen Xf• ■ • Xqf gestatten, in zwei getrennte Classen eintheilen; als Eintheilungsgrund nehmen wir dabei das Verhalten der p-reihigen Determinanten von (4).

In die erste Classe rechnen wir alle Gleichungensysteme, vermöge deren nicht alle p-reihigen Determinanten der Matrix (4) verschwinden.

In die zweite Classe rechnen wir alle Gleichungensysteme, vermöge deren die. bewussten p-reihigen Determinanten sämmtlich verschwinden.

Diese beiden Classen untersuchen wir jetzt der Reihe nach.

§ 33.

Unter den q Gleichungen Xf= 0, ••• Xqf—0 wählen wir irgend 2 von einander unabhängige aus; es seien etwa Xf==0, Xf == 0 solche, so dass also nicht alle p-reihigen Determinanten der Matrix

611 • ■ Sin


(5)



5p1 ■ ■ Spn

identisch verschwinden. Wir suchen nun von den Gleichungensystemen S,=0,-.. ^n—m = 0 der ersten Art diejenigen, welche die Unabhängigkeit der Gleichungen Xif = 0, • • • Xpf = 0 nicht aufheben, welche somit nicht alle p-reihigen Determinanten der Matrix (5) zum Verschwinden bringen. Dabei wollen wir zunächst die specielle Voraussetzung machen, dass eine bestimmte p-reihige Determinante der Matrix (5), etwa die folgende,

$1, n—p+1 ’ Sin

§p, n—2+1 ' ^pn

weder identisch noch auch vermöge ^ = 0, ••• J„—n==0 verschwindet.

Unter den gemachten Voraussetzungen bestehen Identitäten von der Form

Xp+f=ln(::an):Xrf (j=1Q—p).

i

Zur Bestimmung der Functionen Xjn haben wir dabei die Gleichungen:

P

X §n» ■ Xir = 67+, , (v = 1 ' ‘ ’ n, j = 1 ' ’ ’ I p); i

da nun die Determinante D nicht vermöge Q,=0,.. S- m — 0 verschwindet, so erkennen wir, dass die Xjn sich für die Werthsysteme von 91 = 0, • ■ • ^n—m — 0 regulär verhalten, dass wir also unter den gemachten Voraussetzungen die infinitesimalen Transformationen Xp^f • ■ • Xqf weglassen können; denn gestattet das Gleichungensystem 91 = 0, • • • J2— m die Transformationen Xf--- ^pfi so gestattet es auch sofort Xp^f ■ • • Xqf.

Die infinitesimalen Transformationen Xvf ■ • • Xpf ersetzen wir jetzt durch 2 andere von der besonderen Form:

Y^ - 48/--- 3 Yi («,... «„) ?


(a = 1 • • • p).



03ün—p^   -            0Xi

Wir dürfen dies, denn zur Bestimmung von Yf. • • Ypf erhalten wir die Gleichungen

> &,47+ • Xnf — Xjf (j - 1 • • p).

welche auflösbar sind, und für die Y^f Ausdrücke von der Form

p

^7tf On(x, •%„) • Xf (x = 1 • • • p)

liefern, deren Coefficienten Qnj sich für die Werthsysteme von

1   0, • • • n—m   0

regulär verhalten. Gestattet daher das Gleichungensystem Je = 0 die infinitesimalen Transformationen Xif • • • Xpf, so gestattet es auch Yxf • • ■ Ypf und umgekehrt.

Es sei x°-- Xn° irgend ein Werthsystem, welches die Gleichungen 91 == 0, • • • ün—m befriedigt und die Determinante D nicht zum Verschwinden bringt. Dann verhalten sich die Nzi in der Umgebung von 21°-*• Xn° regulär. Nun bilden die Gleichungen Y^f — 0, • • • Ypf = 0 ebenso wie die Gleichungen Xf = 0, • •• Xpf — 0 ein p-gliedriges vollständiges System, sie besitzen daher nach Theorem 12, S. 91 n—p Hauptlösungen Y1 • • • yn—p, welche sich in der Umgebung von x^ • • ■ Xn regulär verhalten und sich für Xn=p+1 == xA—7+1 , • • • xn = Xn auf bezüglich 21-- xn_p reduciren.

Setzen wir daher noch Yn-7+1 = Xn—p^x, • • • yn = xn, so können wir yx- • • yn an Stelle der x als neue Veränderliche einführen. Dabei erhalten die infinitesimalen Transformationen Y^f die Form:

1189—p+‘/0/77/903,"

das Gleichungensystem Se = 0 aber geht über in:

M,(J1 '' ‘ y„) = 0, • • • M,—m(J, • • • y^) = 0,

und dieses neue Gleichungensystem muss nun die infinitesimalen Transformationen -———, • • • of gestatten. Hieraus folgt, dass die ^Vn-p^ ^yn 5

Gleichungen Jk = 0 nach keiner von den Veränderlichen yn^p^ - • - yn auflösbar sind, dass sie also diese Veränderlichen höchstens scheinbar enthalten und sich unter allen Umständen so umformen lassen, dass sie Relationen zwischen 1-- yn—p allein darstellen.

Kehren wir jetzt zu den ursprünglichen Veränderlichen X1 • • • xn zurück, so sehen wir, dass die Gleichungen J1 = 0, • • • Mn—n = 0 nichts anderes sind als Relationen zwischen den Lösungen des vollständigen Systems Yf =0,-. Ypf = 0 oder, was dasselbe, des vollständigen Systems X,f =0, • • • Xpf = 0. Dieses Ergebniss ist überdies unabhängig von der Voraussetzung, dass gerade die Determinante D nicht vermöge 921 = 0, • • • J„—n = 0 verschwinden sollte; es gilt immer dann, wenn die p-reihigen Determinanten der Matrix (5) nicht sämmtlich vermöge Q,=0,--- S— m = 0 verschwinden.

Also können wir das folgende Theorem aussprechen:

Theorem 17. Liefern die q infinitesimalen Transformationen Xtf- --Xqfin den Veränderlichen X, • In gleich Null gesetzt gerade p^q unabhängige Gleichungen, etwa Xf = 0, • • • Xpf — 0, und bilden diese letzteren ein p-gliedriges vollständiges System, so wird jedes Gleichungensystem

21 (x, '" ’ a„) — 0,      9,—m (x, • • • xfj 0, welches die q infinitesimalen Transformationen Xxf • • • Xqf gestattet, jedoch die Unabhängigkeit der Gleichungen

Xf=0, X,f =0 nicht aufhebt, durch Relationen zivischen den Lösungen des p-gliedrigen vollständigen Systems Xf=0,Xpf=0 dargestellt.

Durch dieses Theorem ist die Bestimmung aller Gleichungensysteme geleistet, welche unserer ersten Classe angehören. An Stelle von Xrf =0, • • • Xpf— 0 brauchen wir nur der Reihe nach alle Systeme von p unabhängigen unter den q Gleichungen Xf = 0, • • • Xqf — 0 einzusetzen.

§ 34.

Wir kommen jetzt zu der zweiten Classe der Gleichungensysteme, welche die infinitesimalen Transformationen Xrf • • • Xqf gestatten; zu den Gleichungensystemen nämlich, welche alle p-reihigen Determinanten der Matrix (4) zum Verschwinden bringen.

Hier müssen sogleich eine Reihe von Unterfällen unterschieden werden. Nämlich das Gleichungensystem

921    0, • • • Sn—m — 0 bann ja möglichenveise äusser den p-reihigen Determinanten der Matrix (4) auch noch alle fp—l)-reihigen, ja alle (p — 2}-reihigen u. s. w. zum Verschwinden bringen.

Wir sehen also, dass zu jedem der gesuchten Gleichungensysteme eine bestimmte ganze Zahl h < p gehört von der Beschaffenheit, dass das betreffende Gleichungensystem alle p-reihigen, alle (p — 1)-reihigen,-.. alle (h— l)-reihigen Determinanten der Matrix (4) zum Verschwinden bringt, nicht aber alle h-reihigen. Demnach müssen wir die verschiedenen möglichen Werthe von h, also: 1,2 • • • p — 1 einzeln durchgehen und zu jedem dieser Werthe die zugehörigen Gleichungen-Systeme aufstellen, welche Xf • • • Xqf gestatten.

Es sei h irgend eine der Zahlen 1, 2 • • • p — 1. Ein Gleichungen-System, welches alle (h — 1)-reihigen Determinanten der Matrix (4) zum Verschwinden bringt, nicht aber alle h-reihigen, enthält jedenfalls 'alle Gleichungen, welche sich durch Nullsetzen sämmtlicher (h — 1)-reihigen Determinanten A1-A, von (4) ergeben. Sollten nun die Gleichungen 4|==0, ••• ds — Q gar nicht durch solche Werthsysteme X1-*-An befriedigt werden können, für welche sich die Sxi(xc) regulär verhalten, oder sollten die Gleichungen A|==0,4,== 0 auch alle h-reihigen Determinanten von (4) zum Verschwinden bringen, so wäre das ein Zeichen, dass zu der gewählten Zahl h gar kein Gleichungensystem von der verlangten Beschaffenheit gehört. Nehmen wir daher an, dass keiner dieser beiden Fälle eintritt.

Zunächst wird zu untersuchen sein, ob das Gleichungensystem A|=0, .4,=0 reducibel ist. Wenn dies der Fall ist, so muss jedes irreducible Gleichungensystem für sich betrachtet werden, welches sich aus A1 — 0, ■ • • A, == 0 ergiebt, und welches nicht alle h-reihigen Determinanten von (4) zum Verschwinden bringt.

Es sei Wi = 0, -• W == 0 eines der gefundenen irreducibeln Gleichungensysteme, und es sei dasselbe bereits auf eine solche Form gebracht, dass nicht alle Z-reihigen Determinanten der Matrix

vermöge W=0,. W=0 verschwinden. Wir müssen dann suchen, alle Gleichungensysteme zu bestimmen, welche Xtf • • • Xqf gestatten, welche die Gleichungen Wi = 0, • • • Wi == 0 enthalten und dabei nicht alle h-reihigen Determinanten von (4) zum Verschwinden bringen. Wenn wir das für jedes einzelne der aus 4|==0,4,=0 erhaltenen irreducibeln Gleichungensysteme ausführen, so finden wir alle Gleichungensysteme, welche Xf • • • Xqf gestatten und zu der Zahl h gehören.

Im Allgemeinen wird das Gleichungensystem W=0,* Wi = 0 an und für sich die infinitesimalen Transformationen Xxf • • • Xqf nicht gestatten. Zu einem Gleichungensysteme, welches W1= 0,*** Wi = 0 enthält und ausserdem noch Xf • • • Xqf gestattet, gehören daher jedenfalls noch alle Gleichungen

XkW, = 0, X,X,W=0  (, j=1.4, 2 =1.1)

und so weiter. Diese Gleichungen bilden wir und untersuchen, ob sie unter einander oder mit Wi = 0,. W = 0 in Widerspruch stehen, und ob sie etwa alle h-reihigen Determinanten von (4) zum Verschwinden bringen. Ist eins von beiden der Fall, so giebt es kein

Gleichungensystem von der verlangten Beschaffenheit, tritt keins von beiden ein, so stellen die unabhängigen unter den Gleichungen

W=0, x,W2=0, X,X,W=0 (A=1-1;j,*=1.2)

ein Gleichungensystem dar, welches Xif • ■ • Xf gestattet. In diesem Gleichungensysteme, welches natürlich reducibel sein kann, stecken alle Gleichungensysteme, welche Xif • • • X,f gestatten und die Gleichungen W=0, W=0 enthalten, welche dagegen kein kleineres Gleichungensystem von derselben Beschaffenheit umfassen.

Die betreffenden Gleichungensysteme sind offenbar die kleinsten Gleichungensysteme, welche Xf--- Xqf gestatten und dabei alle (h — l)-reihigen, nicht aber alle h-reihigen Determinanten von (4) zum Verschwinden bringen.

Es sei nun

	
	
(6)        W= 0, ... W—= 0  (n^m^^





eines der gefundenen irreducibeln Gleichungensysteme; dann wird es sich noch darum handeln, zu demselben in allgemeinster Weise solche neue Gleichungen hinzuzufügen, dass man ein Gleichungensystem erhält, welches Xf.- Xqf gestattet, aber nicht alle h-reihigen Determinanten von (4) zum Verschwinden bringt.

Da nicht alle h-reihigen Determinanten von (4) vermöge

	
	
(6)           w=0,W— = 0





verschwinden, können wir annehmen, dass etwa die Determinante

§1, n—7


1n



, n—1+1 ‘ Sin zu den nicht verschwindenden gehört und können uns die Aufgabe stellen, alle Gleichungensysteme zu bestimmen, welche Xf • • • Xqf gestatten und dabei d nicht gleich Null machen. Wenn wir diese Aufgabe für jede einzelne h-reihige Determinante von (4) durchführen, welche nicht schon vermöge (6) verschwindet, so erhalten wir offenbar alle die gesuchten Gleichungensysteme, welche W=0, • • • W=n=0 umfassen.

Die Unabhängigkeit der Gleichungen Xf = 0, • • • Xf — 0 wird unter den gemachten Voraussetzungen von W1 == 0,. Wn—n = 0 nicht aufgehoben, dafür bestehen aber für die Werthsysteme von (6) gewisse Relationen von der Form:

X+f =Xlu(n • • • «„) ' Xf (j=1-q—1),

wo die 15% aus den Gleichungen

h

^k+j,T =       s skr (j = 1 • • • I — h; v = 1 • • • n)

zu bestimmen sind. Da alle (h — l)-reihigen Determinanten von (4) vermöge (6) verschwinden, während A dies nicht thut, so sind die Functionen 13% vollkommen bestimmt und verhalten sich regulär für die Werthsysteme von (6). Wir dürfen daher ohne Beschränkung der Allgemeinheit die infinitesimalen Transformationen X^f • • • XJ weg-lassen; denn jedes Gleichungensystem, welches die Gleichungen (6) enthält, dabei die Determinante d nicht zum Verschwinden bringt und endlich Xxf- • • Xf gestattet, lässt ohne Weiteres auch Xn+f- • • Xqf zu.

Es lässt sich leicht einsehen, dass sich aus den Gleichungen (6) keine Relation zwischen X,—/+1 • • • xn allein herleiten lässt. Ergäbe sich nämlich eine solche, etwa:

X n    C (^n—1+1 ‘ ‘ ' En—1)    0,

so müssten die h Ausdrücke:

Xk(xn — co) = ^kn —   } -------EL, n-h+j (k = 1 • • • h)

vermöge (6) verschwinden; das aber ist unmöglich, denn A verschwindet nicht vermöge (6). Wir ziehen hieraus den Schluss, dass die Zahln—m jedenfalls nicht grösser ist als n — h und dass die Gleichungen (6) sich nach n — m von den Veränderlichen X1 ’ ’ * An—% auflösen lassen, etwa nach X1 • • • Xn—n:

	
	
(7)    xk = cpk (xn-m+1 • • • xn^ (k = 1 • • • n — m) (n — m ^n — h\ Durch diese Gleichungen können wir daher das System (6) ersetzen.





Jedes Gleichungensystem, welches die Gleichungen (6) bezüglich (7) enthält, lässt sich offenbar auf eine solche Form bringen, dass es äusser den Gleichungen (7) nur noch eine Anzahl Relationen

V; (x»—m+1 ■ ■ ■ a„) — 0 (j — 1, 2 ■ ■ ) zwischen C— m+1 -.An allein enthält. Soll nun das betreffende Gleichungensystem die infinitesimalen Transformationen Xrf ■ • • Xf gestatten, so müssen alle Ausdrücke XkVj vermöge (7) und 71=0,* verschwinden; oder, wenn wir die Substitution 31 = 91, *** xn-m== n—m wieder durch das Zeichen [ ] andeuten: es müssen die Ausdrücke

[X/ Vj] — [81,7—m+a] 5

—      • m—

vermöge V. = 0, • • • verschwinden. Das aber können wir auch so ausdrücken: das Gleichungensystem 7=0,. in den Veränderlichen

X,—m+1 - An muss die h verkürzten infinitesimalen Transformationen

Xif = ) [8k, n—m+u] - (k = 1 • ■ ■ h)

-7 C"n—m+u

in diesen Veränderlichen gestatten. Ausserdem darf das Gleichungensystem 71 = 0, • • • natürlich die Determinante [4] nicht zum Verschwinden bringen.

Umgekehrt giebt jedes Gleichungensystem 7=0,---, welches die eben besprochenen Eigenschaften besitzt, zusammen mit (7) ein Gleichungensystem, welches A nicht Null macht, und ausserdem Xif • • • Xf sowie auch Xj^f • • • Xqf gestattet.

Somit ist unser ursprüngliches Problem auf das einfachere zurückgeführt, alle Gleichungen Systeme in m < n Veränderlichen zu bestimmen, welche die hKm infinitesimalen Transformationen Xif. •• Xhf gestatten und dabei die Determinante

2 I [&1, „—*+1] '' * [Sn, „—1+1] nicht Null machen.

Wir fassen das bisherige zusammen in dem

Theorem 18. Sind die q infinitesimalen Transformationen x,f= 2 su(x, " ’ «„) 2 (=1..9)

i                                      i

so beschaffen, dass alle (p— V)-reihigen, nicht aber alle p-reihigen Determinanten der Matrix

	
5 ■ ■ Bi«



641 ■ ■ San

identisch verschwinden und dass irgend p unabhängige von den Gleichungen Xf =0,*X,f = 0 ein p-gliedriges vollständiges System bilden, so findet man folgendermassen alle Gleichungensysteme in aan, ivelche Xf ■ • • Xqf gestatten und dabei alle (h — V)-reihigen nicht aber alle h-reihigen Determinanten der obigen Matrix zum Verschwinden bringen: Man suche zunächst durch Determinantenbildung die lileinsten Gleichungensysteme, für welche alle (h — 1) -reihigen nicht aber alle h-reihigen Determinanten der Matrix verschwinden. Giebt es Gleichungensysteme dieser Art und ist W=0, W = 0 ein solches, so bilde man die Gleichungen X, W=0, X XT=0,.. und bestimme auf diese Weise die etwa vorhandenen lileinsten Gleichungensysteme, welche W=0, W = 0 umfassen, XJ • • • Xqf gestatten und nicht alle h-reihigen Determinanten der Matrix Null machen; ist W = 0, • • • Wn-m = 0 (n — m > l) ein solches Gleichungensystem, welches etwa die Determinante
[image: ]

.nicht sum Verschwinden bringt, so ist h^m, und die Gleichungen W=0,*: Wn—m = 0 lassen sich nach n — m von den Veränderlichen 21 ** An—% auflösen, etwa wie folgt:

Ax — ^ic (x,—n+1 ■ ■ ■ x„) (k — 1 ■ ' • n m^.

Endlich bestimme man in den m Veränderlichen Xn—m+1 - X, alle Gleichungensysteme, welche die h verhärmten infinitesimalen Transformationen

Njif ■—- u SA, n—m+u (SPi ' ' ' 9on—m, ^n—n+1 ’ ‘ ' En) — —                                   • "n—m-Fu

m          .

== ) [5,— m+u] 5         (/v = 1 • • • h)

—         ""n—m-u gestatten und die Determinante

	
[4]    = X ± [B,—+] • • • [B,1]



nicht zum Verschwinden bringen. Jedes dieser Gleichungensysteme stellt bei Hinsufügung von x, ==91, • • X— m = ^n-m ßi^ Gleichungensystem von der verlangten Beschaffenheit dar. Wenn man die angegebenen Entwickelungen für alle möglichen Fälle durchführt, so erhält man alle Gleichungensysteme von der verlangten Beschaffenheit.

Es kommt öfters vor, dass man schon ein Gleichungensystem U1 — Q, U,==0... ün—s == 0 kennt, welches die infinitesimalen Transformationen Xf • • • Xqf gestattet und welches alle (h — l)-reihigen Determinanten der Matrix (4) zum Verschwinden bringt, von den h-reihigen dagegen etwa die Determinante A nicht. Dann kann man nach allen Gleichungensystemen fragen, welche die Gleichungen U — 0 • • • Un—S = 0 umfassen, Xtf • • • Xqf gestatten und ebenfalls d nicht zum Verschwinden bringen.

Die Bestimmung aller dieser Gleichungensysteme lässt sich gerade so durchführen, wie oben in dem speciellen Fall, wo das kleinste Gleichuugensystem W=0... Wn—m = 0 von der betreffenden Beschaffenheit bekannt war und alle Gleichungensysteme gesucht wurden, welche Xf • • • Xqf gestatten, das System W=0- Wn-m = 0 umfassen und A nicht zum Verschwinden bringen.

Geradeso wie oben beweist man nämlich zunächst, dass h A S und dass die Gleichungen U =0,-- U— s = 0 sich nach n — s von den Veränderlichen X1 • • • An— auflösen lassen, etwa wie folgt:

Ex — 1x (an—#+1 ' ' " En) (k = ’ 1-n s) • Um nun die gesuchten Gleichungensysteme zu finden, bilde man die h verkürzten infinitesimalen Transformationen

Xf = )o 8), n—46 (4, ‘ ‘ ’ 4„—S} x,—,1 ‘ ’ ' x„) — ‘“n—$-o

s

	
	
- >6,,4+-,? (I=1..h)





“T"         C"n—9+o und bestimme nunmehr in den s • Veränderlichen An—3+-1 3In alle Gleichungensysteme, welche Xf.Xf gestatten und die Determinante

d = 2 + 11, n—*+1 • • • Eh, -*+h nicht zum Verschwinden bringen. Fügt man dieselben der Reihe nach zu den Gleichungen 21 — 11 = 0, • • • En—s — In—s = 0 hinzu, so erhält man alle Gleichungensysteme von der verlangten Beschaffenheit.

Es ist nicht nöthig, das eben Gesagte näher zu begründen. nicht aufheben, und insbesondere die Determinante [4] nicht zum Verschwinden bringen.

Gerade wie oben das ursprüngliche, lässt sich jetzt das reducirte Problem theilweise erledigen, theilweise auf ein ähnliches in noch weniger Veränderlichen zurückführen und so fort. Kurz man sieht, dass die vollständige Erledigung des ursprünglichen Problems durch eine endliche Anzahl von Schritten erreicht werden kann.

Wir brauchen darauf nicht weiter einzugehen, wollen aber einen besonders wichtigen speciellen Fall etwas näher betrachten.

Das Gleichungensystem

(7 ) 21     91 ^n—m+1 ' ' ' X„)   0, • • • Xn—m     9n—n(x, ’ ' ‘ &n)   0

sei wie oben so beschaffen, dass es die infinitesimalen Transformationen Xf.-.X,f gestattet und alle (h — 1)-reihigen Determinanten der Matrix (4) zum Verschwinden bringt, während es die Determinante d nicht gleich Null macht. Dagegen wollen wir unter dem Gleichungensysteme (7‘) nicht eben das kleinste, sondern ein ganz beliebiges von der betreffenden Beschaffenheit verstehen.

Unter den Gleichungen Xf==0,X,f = 0 bildeten irgend p von einander unabhängige, also etwa Xf= 0, Xpf = 0 ein p-gliedriges vollständiges System5 es bestanden daher jedenfalls Relationen von der Form:

(X,X;) = 2 Gikja^i ’ ’ ' «„) ‘ ^~af (J^ j = 1-.g).

1

Für die Werthsysteme von (7‘) bleiben blos die h Gleichungen

X,/= 0, Xf=0

von einander unabhängig, dagegen lassen sich X+f -Xf in der Form               ,

X,+f = 2Yr(x, -.„) Xf (j=1q — 1) darstellen, wo die @3% sich für die betreffenden Werthsysteme regulär verhalten.

Wir wollen nun die besondere Voraussetzung machen, dass auch die Coefficienten okjS sich sämmtlich für die Werthsysteme von (7) regulär verhalten; dann gelten augenscheinlich für die betreffenden Werthsysteme Gleichungen von der Form:

h   (            q—h                  )

(XX,) = 2 | COkja +  X Ox)1+ • "ro | ' ^of •

1                        )

In diesem speciellen Falle lassen sich mit einem Schlage alle Gleichungensysteme angeben, welche die Gleichungen (7‘) umfassen, Xf.Xqf gestatten undnicht zum Verschwinden bringen. Das soll jetzt gezeigt werden.

Für alle Werthsysteme X, - An , welche den Gleichungen (7‘) genügen, bestehen Relationen von der Form

(XkXj) = 2 W^a^ ■ ■ ■ Xn}-Xaf (k, j = 1 • • • h) . 1

Die Wkja verhalten sich hierbei regulär und ebenso die Functionen [Wxjs], wenn wir durch das Zeichen [] wie früher die Substitution

1 5 91 >    An—m :— 9 n—m

andeuten.

Die obigen Relationen zerlegen wir in die folgenden:

h

X,E, X,EE 2 Wxja(x, • ■ ■ a„) ■ 8.

(%, j=1h; v =1n),

welche natürlich bei der Substitution [] identisch bestehen, sodass wir haben:

h

	
	
(8)             [X,E,] — [X,5] = 2 [Wj • [5.] •





i

Nun aber gestattet das Gleichungen System Xx — 9r = 0 die infinitesimalen Transformationen Xxf ■ • • Xhf, es gilt also die auf S. 110 ab geleitete Relation (3):

[X,@]= [X[®]],

in welcher d(x,- xn} eine ganz beliebige Function seiner Argumente bedeutet. Diese Relation können wir etwas anders schreiben, wenn wir uns der infinitesimalen Transformationen

Xkf = > [52, ,—+]    — (k = 1 • • • A)

1              • “n—m-u

erinnern; es ist ja offenbar

[X,[@]] = X,[0], also haben wir

[X,@]=X[@].

Hieraus folgt, dass die Identitäten (8) ersetzt werden können durch die folgenden:

h

X,[E,] — X,[Su] =X [wag] ' [5.,] •

Mit andern Worten, es bestehen Identitäten von der Form

(X,X,) = X^f- XjXkf=^ [WJ • X.f,

das heisst, die Gleichungen Xf =0, • Xf == 0 bilden ein h-gliedriges vollständiges System in den m unabhängigen Veränderlichen Xn—m+1 -. An.

Erinnern wir uns jetzt der Bemerkungen, welche wir an das Theorem 18 angeschlossen haben. Dieselben zeigen, dass unser oben aufgestelltes Problem darauf hinauskommt, alle Gleichungensysteme in An—m+1 • Xn zu bestimmen, welche Xif ■ • -Xf gestatten und die Unabhängigkeit der Gleichungen Xf==0, Xf = 0 nicht aufheben. Da aber in unserem Falle die Gleichungen Xf==0,.Xf =0 ein h-gliedriges vollständiges System bilden, so können wir sofort das Theorem 17 anwenden. Wir ersehen daraus, dass die gesuchten Gleichungensysteme in Xn—m^x - Xn durch Relationen zwischen den Lösungen des vollständigen Systemes X|f==0, • • Xf = 0 dargestellt werden.

Fügen wir daher beliebige Relationen zwischen den Lösungen dieses h-gliedrigen vollständigen Systemes zu den Gleichungen x^ = 9k hinzu, so erhalten wir die allgemeine Form eines Gleichungensystems, welches die infinitesimalen Transformationen Xif. • • ^f gestattet, die Gleichungen xk = Qr umfasst und A nicht zum Verschwinden bringt.

Es scheint überflüssig, das hiermit erhaltene Resultat in seiner vollen Allgemeinheit als Satz zu formuliren. Dagegen ist es für das Folgende nützlich, das nachstehende Theorem, welches der besonderen Annahme q =~p = h entspricht, ausdrücklich aufzustellen.

Theorem 19. Gestattet ein System von n — m unabhängigen Gleichungen in den Veränderlichen 21---Xn die h infinitesimalen Transformationen

n

xkf^ X ss(x, ...x„) (l= 1../) 1                                     i

und verschwindet dabei die Determinante
[image: ]

weder identisch noch vermöge des Gleichungensystems, so ist h < m und das Gleichungensystem lässt sich nach n — m von den Veränderlichen x,--- Xn— auflösen, etwa wie folgt:

21     91 (x,—m+1 ■ ■ ■ x„) , ... X,—m : cpn—m(x„—m+1 ■ ■ ■ x,i^ .

Lassen sich nun für die Werthsysterne 21- • • X, dieses Gleichungensystems alle Ausdrüche (XAXj) in der Form h

(X,X,) = ) wk„^ ...x„) X,f (I, j =1. h)

1 darstellen, wo die w^ sich für die betreffenden Werthsysterne regulär verhalten, so findet man folgendermassen alle Gleichungensysteme, welche die Gleichungen

A1 91 = 0, ' ' ' ^n—m    ^n—m = 0 umfassen, die infinitesimalen Transformationen X^ f ■ • • Xhf gestatten und die Determinante d nicht zum Verschwinden bringen: man stelle die h verkürzten infinitesimalen Transformationen

m

Xif == " Sr, n—m+u(91 ' ’ ’ Q,—m, O—m+1 ■ ■ ' An) — 1                                       —m+u

	
(76 = 1 . • • h) auf’, dann bilden die h von einander unabhängigen Gleichungen X f=0,Xf =0 ein h-gliedriges vollständiges System in den unabhängigen Veränderlichen T,—m+1 -An; sind



M (jrn—m+1 • • • En) • • ■ um—, (xn—m+1 • • • ocf) unabhängige Lösungen dieses vollständigen Systems, so ist:

	
	
2,    91 —: 0,*: xn—m 9,—m — 0, O; (u^ ■ ■ ■ un—m) — 0 (i — 1, 2 * • ) die allgemeine Form der verlangten Gleichungensysteme; unter den O, sind dabei beliebige Functionen ihrer Argumente zu verstehen.





§ 36.

Auch die analytischen Entwickelungen des gegenwärtigen Kapitels erhalten eine gewisse Anschaulichkeit und namentlich eine grössere Durchsichtigkeit, wenn man die Vorstellungen und Begriffsbildungen der Mannigfaltigkeitslehre auf sie anwendet. Das wollen wir jetzt thun. Das Folgende steht also zu den §§ 30 bis 35 genau in demselben Verhältniss wie Kapitel 6 zu Kapitel 5.

Jedes Gleichungensystem in den Veränderlichen X, * Xn stellt eine Mannigfaltigkeit des n-fach ausgedehnten Raumes JRn dar. Gestattet das Gleichungensystem die eingliedrige Gruppe Xf, so thut nach der früher eingeführten Ausdrucksweise die betreffende Mannigfaltigkeit dasselbe; gehört also ein Punkt 21 • • • xn der Mannigfaltigkeit an, so liegen in derselben auch alle Punkte, in welche 21 • • • xn bei den sämmtlichen Transformationen der eingliedrigen Gruppe Xf übergeht.

Ist nun 21° • • • xnQ irgend ein Punkt des Raumes, so können zwei Fälle eintreten: entweder verschwinden §1 • • • En nicht sämmtlich für x; = Xi , oder die Grössen 51(x°) ■ • • En (x°) sind alle gleich Null. Im ersten Falle nimmt der Punkt AC1 • * * An0 hei den col Transformationen der eingliedrigen Gruppe Xf unendlich viele Lagen an, deren Inbegriff, wie wir wissen, bei der eingliedrigen Gruppe Xf invariant bleibt und eine Bahncurve der infinitesimalen Transformation Xf bildet. Im zweiten Falle behält 21 • ’ ’ An0 bei allen Transformationen der eingliedrigen Gruppe Xf seine Lage; die Bahncurve durch X, * * * an schrumpft also auf diesen Punkt selbst zusammen.

Gestattet daher eine Mannigfaltigkeit die eingliedrige Gruppe Xf und besteht sie im Allgemeinen aus solchen Punkten, für welche ^■■■^ nicht sämmtlich verschwinden, so ist sie von Bahncurven der infinitesimalen Transformation Xf erzeugt. Besteht dagegen die betreffende Mannigfaltigkeit aus lauter Punkten, für welche 61 - ^n sämmtlich verschwinden, so behält jeder Punkt der Mannigfaltigkeit bei allen Transformationen der eingliedrigen Gruppe Xf seine Lage. Offenbar gestattet dann auch jede in dieser Mannigfaltigkeit enthaltene kleinere Mannigfaltigkeit die eingliedrige Gruppe Xf.

Hiermit ist der begriffliche Inhalt des Theorems 15 klar gestellt ja, im Grunde können die vorstehenden Betrachtungen geradezu als ein neuer Beweis des Theorems 15 angesehen werden.

Noch haben wir zu erklären, was es begrifflich heisst, dass ein Gleichungensystem S, = 0, • • • S„—m — 0 die infinitesimale Transformation Xf gestattet.

Zu dem Zwecke erinnern wir daran, dass die infinitesimale Transformation Xf jedem Punkte 21--X, in dem nicht alle § verschwinden, die ganz bestimmte Fortschreitungsrichtung

öa,:**: öxn = 5::8.

zuordnet, während sie einem Punkte, für welchen 51 = • ■ • = En = 0 ist, keine Fortschreitungsrichtung zuordnet. Wir können daher sagen:

Das Gleidiwngensystem 221 = 0, • • • J„—n = 0 gestattet die infinitesimale Transformation Xf, wenn diese letztere jedem Punlde der Mannig-faltiglieit Q,=0,--. J—n = 0 entweder gar lieine oder eine solche Fortschreitung srichtung öx,: • • • :dxn zuordnet, welche die n — m Gleichungen

	
	
	
-" öx, --— §xn = 0 (k == 1 • • • n — m)







befriedigt, welche also die Mannigfaltigkeit berührt.

Diese Definition ist augenscheinlich, sowohl von der Wahl der Veränderlichen als von der Form des Gleichungensystemes

	
9,    = 0,* &,- m - 0



unabhängig.

Das Theorem 14 kann jetzt die folgende anschauliche Fassung erhalten:

Ordnet die infinitesimale Transformation Xf jedem Punkte einer Mannigfaltigkeit entweder gar keine Fortschreitungsrichtung zu oder eine, welche die Mannigfaltigkeit berührt, so gestattet die Mannigfaltigkeit alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Xf.

Führen wir schliesslich noch die Redeweise ein: „die Mannigfaltigkeit S,=0,-.. SA— m == 0 gestattet die infinitesimale Transfor-mation Xf", so können wir Theorem 14 auch folgendermassen aussprechen:

Eine Mannigfaltigkeit gestattet dann und nur dann alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Xf, wenn sie die infnitesimiale Transformation Xf gestattet.

In den §§ 32 und 34 gaben wir eine Classification aller Gleichungensysteme, welche die g infinitesimalen Transformationen Xf • • • X^f gestatten. Dabei gingen wir aus von dem Verhalten der Determinanten der Matrix (4):                .          ,


871 ■




San



Wir setzten voraus, dass alle (p — l)-reihigen Determinanten dieser Matrix identisch verschwanden, die p-reihigen dagegen nicht. In ein und dieselbe Classe rechneten wir dann alle Gleichungensysteme, vermöge deren sämmtliche (h — l)-reihigen, nicht aber alle h-reihigen Determinanten der Matrix verschwanden; die Zahl h konnte dabei die p — 1 verschiedenen Werthe: p, p — 1, • • • 2, 1, 0 haben.

Schon in Kap. 6 haben wir bemerkt, dass unter den soeben gemachten Voraussetzungen die q infinitesimalen Transformationen ^f---x,f

jedem Punkte X, • • • xn von allgemeiner Lage gerade p unabhängige Fortschreitungsrichtungen zuordnen. Es leuchtet ein, dass in entsprechender Weise einem Punkte 2, • • • xn von X^f • • • Xqf gerade h unabhängige Fortschreitungsrichtungen zugeordnet werden, wenn die h-reihigen Determinanten der obigen Matrix für den betreffenden Punkt nicht alle verschwinden, während dagegen alle (h — l)-reihigen den Werth Null annehmen. Da nun jedes Gleichungensystem, welches die infinitesimalen Transformationen Xtf ■ • • Xqf gestattet, eine Mannigfaltigkeit mit derselben Eigenschaft darstellt, so liefert unsere damalige Classification der Gleichungensysteme sofort eine Classification der Mannigfaltigkeiten. Von den Mannigfaltigkeiten, welche Xf-.X,f gestatten, rechnen wir nämlich immer diejenigen in eine Classe, deren Punkten die infinitesimalen Transformationen Xf • • • X,f die gleiche Zahl h AP von unabhängigen Fortschreitungsrichtungen zuordnen.

Gestattet eine Mannigfaltigkeit die infinitesimalen Transformationen Xf • • • Xqf, so wird sie in jedem ihrer Punkte von den Fortschreitungsrichtungen berührt, welche Xf.-X,f dem Punkte zuordnen. Wenn nun Xtf • • • Xqf in jedem Punkte der Mannigfaltigkeit gerade h unabhängige Richtungen bestimmen, so muss die Mannigfaltigkeit offenbar mindestens h Dimensionen haben. Also können wir den Satz aussprechen:

Satz 6. Ordnen die q infinitesimalen Transformationen Xf.-- Xqf einem speciellen Punkte x,° ■ • • a„° gerade h unabhängige Fortschreitungsrichtungen ^u, so giebt es jedenfalls keine Mannigfaltigkeit von weniger als h Dimensionen, welche den Punkt xf • • • xf enthält und die q infinitesimalen Transformationen Xf • • • Xqf gestattet.

Dieser Satz ist im Grunde nur eine andere Formulirung eines früheren Resultates. In § 34 betrachteten wir ja die Gleichungensysteme, welche Xf • • • Xqf gestatten und dabei unter den q Gleichungen Xrf = 0, • • - Xqf = 0 nur h von einander unabhängige übrig lassen. Dabei sahen wir, dass ein solches Gleichungensystem höchstens aus n — h unabhängigen Gleichungen besteht, dass es also eine Mannigfaltigkeit von wenigstens h Dimensionen darstellt.

	
	
Kapitel 8.





Vollständige Systeme, die alle Transformationen einer eingliedrigen Gruppe gestatten.

Führt man in ein q-gliedriges vollständiges System
[image: ]

neue unabhängige Veränderliche xf = Ffxl • • ■ xf) ,•■• xf — Fn ein, so erhält man, wie schon früher bemerkt wurde (vgl. Kap. 5, S. 87), in xf ’ • • xf wieder ein q-gliedriges vollständiges System. Im allgemeinen hat dieses neue vollständige System natürlich eine andere Form als das ursprüngliche; doch kann es auch vorkommen, dass die beiden

Vollständige Systeme, die eingliedrige Gruppen gestatten. 137 vollständigen Systeme sich in der Form nicht wesentlich von einander unterscheiden, indem Relationen von der Gestalt

Xi f 2 44 (xi ' ’ ’ ^n ) - ^ji (x, ' ‘ ' an ) ad (   1 • ' 9)

1

 Vgl. Lie, Gesellsch. der Wiss, zu Christiania 1872 — 74, wie auch Math.

Ann. Bd. XI, Bd. XXIV, S. 542—544.

2

 In der Praxis wird man im Allgemeinen nicht alle infinitesimalen Transformationen (XE Xj) hinzufügen, sondern nur gewisse unter ihnen.

3

X,f=0, Xf=0

Theorie der Transformationsgruppen.                                        9

4

 Lie, Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania, Februar 1875.


1                                   1                                      i

bestehen, wo natürlich die Determinante der 1kj nicht identisch verschwindet. In diesem Falle sagen wir: das vollständige System

X/=0, Xf=0

gestattet die Transformation x, = Fi(xx • Tn), oder: es bleibt bei dieser Transformation invariant.

Wenden wir die abgekürzten Bezeichnungen an:

Ski (x, ■ " ’ ^n ) ^ki,

2 % % - x; r,

so können wir die folgende Definition aufstellen:

Das g-gliedrige vollständige System

X,f= X 1(,-=„) 2 = 0 a=1-9 i                                          ‘

gestattet die Transformation ai — Fi(x,- • • xn) dann und nur dann, wenn für jedes k eine Delation von der Form

Q

	
	
	
(1)              Xf= 2} 1 «• • • Xn) • X/ f







besteht.^}

Den Sinn dieser wichtigen Definition wird ein einfaches Beispiel am besten verdeutlichen.

Die beiden Gleichungen

^/■=^ = 0, x,/=?{ =0

in den drei Veränderlichen 21, 22, a3 bilden ein zweigliedriges vollständiges System. Führen wir nun die neuen Veränderlichen

21 = 2, + 22, &2 = 2, x,, Xq = Xq             ,

an Stelle der x ein, so erhalten wir das neue vollständige System:

2f 42f 2f_ fifüaf_

02, dxj T dxf ‘ dx2 dxf dxf ‘

welches mit dem Systeme of, = 0, of, = 0 äquivalent ist. Es be-

O 1 O 2 stehen Relationen von der Form

xf = X'f + X'f, X2f = X'f - X'f, also gestattet das vollständige System °=0, of = 0 die Trans-formation: x^ = 21 — X2, x2 == X, — x,.

§ 37.

Das g-gliedrige vollständige System Xtf = Q, ■ ■ ■ Xqf = Q ge-statte die Transformation x, — Fi(xt • • • xn), es mögen also für jedes f Relationen von der Form (1) bestehen. Ist nun g (x, • • • an) eine Lösung des vollständigen Systems, so verschwindet die rechte Seite von (1) bei der Substitution f=g(x‘...Xn) identisch, die linke Seite thut daher dasselbe bei der Substitution f=g(F(x)..Fn(x)); folglich ist 9(F(x) • • • Fn(x)) gleichzeitig mit g(x) eine Lösung, oder wie wir es ausdrücken können: die Transformation a/‘== Fi(x) führt jede Lösung des vollständigen Systems Xxf = 0, • • • Xqf = 0 in eine Lösung desselben vollständigen Systems über.

Umgekehrt gilt aber auch Folgendes: wird jede Lösung des q-gliedrigen vollständigen Systems Xf=0,..X,f=0 von einer Transformation Xi = Fi (x, • • • Xn) in eine Lösung übergeführt, so gestattet das vollständige System die betreffende Transformation. Die Gleichungen X(f— 0, • • • Xqf = 0 verwandeln sich ja bei Einführung der Veränderlichen Xi statt der Xi in ein q-gliedriges vollständiges System, welches alle Lösungen mit dem q-gliedrigen Systeme Xf=0, • • • Xqf = 0 gemein hat; daraus aber folgt, dass Relationen von der Form (1) bestehen, dass also das vollständige System X^—Q, • • • Xqf—Q wirklich die Transformation xi = Fi (x) gestattet.

Aus alledem ergiebt sich, dass ein q-gliedriges vollständiges System dann und nur dann die Transformation xi == F(x, * n) gestattet, wenn diese Transformation jede Lösung des vollständigen Systems in eine Lösung überführt. Natürlich ist dazu nur erforderlich, dass die Transformation irgend n — q unabhängige Lösungen des Systems in Lösungen überführt.

Es entspricht ganz dem in Kapitel 6 und 7 befolgten Gedankengange, wenn wir uns jetzt die Frage stellen: woran lässt sich erkennen, dass ein q-gliedriges vollständiges System Xxf= 0, • • • Xqf — 0 alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Yf gestattet? Allerdings gehört diese Frage eigentlich zu den allgemeinen Untersuchungen über Differentialgleichungen, welche eingliedrige Gruppen gestatten, sie soll deshalb auch in einem späteren Kapitel dieses Abschnittes, in dem Kapitel über Differentialinvarianten noch einmal aufgenommen und auf Grund der dort entwickelten allgemeinen Theorie erledigt werden. Aber wir brauchen schon vorher Kriterien, an denen wir erkennen können, ob ein vorgelegtes vollständiges System alle Transformationen einer vorgelegten eingliedrigen Gruppe gestattet oder nicht. Deshalb wollen wir solche Kriterien bereits jetzt, mit etwas einfacheren Hülfsmitteln, ableiten.

Irgend n — q unabhängige Lösungen des q-gliedrigen vollständigen Systems Xf== 0, • • • Xqf= 0 mögen mit 91 • • • (pn—q bezeichnet werden. Soll nun das vollständige System alle Transformationen

xi = Xi + * • Yxi + t • YYxi + • • •   (=1 • • • „)

der eingliedrigen Gruppe Yf gestatten, so müssen auch die n — q unabhängigen Functionen

	
	
	
	
q. (x + t Yx + • • ) = «. (x) + 1 Yo. + , YYp,+.









(k = 1. ■ . n—Q)

Lösungen des Systems sein und zwar für jeden Werth von t. Wir schliessen hieraus, dass jedenfalls die n — q Ausdrücke Yok Lösungen des Systems sind, dass also n — q Relationen von der Form

	
	
	
(2)                Ycpk = Cx(91 • • • cpn-g) «*=1- 1—9)







bestehen müssen. Diese Bedingung ist nothwendig; sie ist aber zugleich auch hinreichend, denn ist sie erfüllt, so werden auch alle YYcpk, YYYcpk, • • • Functionen von 91 • • • (pn—q allein, die Ausdrücke Px(x—t. Yx — ) werden daher Lösungen des vollständigen Systems, und daraus folgt, dass dieses System wirklich alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Yf gestattet.

Also gilt der

Satz 1. Ein q-gliedriges vollständiges System X,f=0, ■ ■ ■ Xqf=0 mit den n — q una’bhängigen Lösungen 91 • • • 9,—q gestattet dann und nur dann alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe

Yf= 3    ^’Xn) 36,

wenn n — q Relationen von der Form

	
	
	
(2)             Yq)k = 0r(9,*** 9»—7) • (=1: 1—9) bestehen.







Das hiermit gewonnene Kriterium ist natürlich nur dann praktisch anwendbar, wenn das vollständige System bereits integrirt ist. Es lässt sich aber sehr leicht aus diesem Kriterium ein anderes ableiten, welches nicht voraussetzt, dass man die Lösungen des vollständigen Systems kennt.

Setzt man in der Identität

x,(X() - Y(x())=2 (X," - Y) 3£,

an Stelle von f irgend eine Lösung 9 des vollständigen Systems, so ergiebt sich:

x,(X@))=Z(xn- y^^--

Gestattet nun das vollständige System alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Yf, so ist nach dem Obigen auch Y^ eine Lösung des Systems, es verschwindet also die linke Seite der letzten Gleichung identisch; die rechte Seite thut natürlich dasselbe, mithin befriedigt jede Lösung des vollständigen Systems auch die q Gleichungen

2(,-Y)24=0;

daraus aber folgt, dass q Identitäten von der Form

2 (Xxni — YE) a% =) %2 (x,** X„) • Xf (=1:7) bestehen.

Setzen wir andererseits voraus, dass Identitäten von dieser Form bestehen und verstehen wir wiederum unter 9 irgend eine Lösung des vollständigen Systems. Dann ergiebt sich sofort, dass die q Ausdrücke Xk(Y(f)) — Y(Xk(jy) bei der Substitution /= 9 identisch verschwinden; daraus aber folgt: Xx(Y()) = 0, das heisst Yq) ist eine Lösung des Systems, es bestehen also n — q Relationen von der Form

	
	
	
(2)            Y(pk == O=(P1** 9,—7)   (=12 n—q)







und die zeigen, dass das vollständige System alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Yf gestattet.

Damit haben wir das

Theorem 20.2) Ein q-gliedriges vollständiges System

Xf = 28u(x,..x„) £ = 0 a=1.

in den Veränderlichen 2,---An gestattet dann und nur dann alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe

Yf=A\n(, •„) 2£,

wenn alle Xk(Y{ff} — Y(Xk(^ff) sich linear durch Xf. • • Xqf aus-drüchen:

	
	
	
(3)   (X,Y)=x(Y(f-Y(X(f) -2} w(x, ■ • • ^-Xif







(=1:•)

Das Bestehen von Relationen von der Form (3) ist also nothwendig und hinreichend, damit das vollständige System Xf= 0, •■■Xqf—Q alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Yf gestattet. Aus verschiedenen Gründen erscheint es wünschenswerth, wenigstens die Nothwendigkeit der Relationen (3) auch noch durch eine direkte Methode nachzuweisen. Das wollen wir jetzt thun.

Die Transformationen der eingliedrigen Gruppe Yf haben die Form

Xi =21: Ni + 1.2 • Yi + • ■ • @=l::n).

Führen wir nun vermöge dieser Formel in die Ausdrücke Xkf die neuen Veränderlichen xf • • • xn' an Stelle der x ein, so bekommen wir:

x,f -3 x, z; ' 2 ’

Hier sind die XkXi noch durch xf ■ • • xf auszudrücken. Bei Vernachlässigung der zweiten und der höheren Potenzen von t ergiebt sich zunächst

	
	
	
(4)           Xk Xi = X% Xi + t- X nd







Ferner ist (vgl. Kap. 3, Gl. 7a, S. 53):

XkXi = ^ki{x) = & — 1 • Y'H +----

t ■ X * ni t • Xi ni • • •. Also wird

Xk Xi = &h + t (X, ni — Y ^i) + • • •, und endlich

	
	
	
(5)    xf=Xf+‘(XY-Yx+., wo die weggelassenen Glieder von der zweiten oder von höherer Ordnung in t sind.







Soll nun das vollständige System Xf = 0, • • • Xqf == 0 alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Yf gestatten, so muss das System der q Gleichungen

x f+1(x,Y)+=0 a=1.p

mit Xf = 0, ■ • • Xqf‘ = 0 äquivalent sein und zwar für jeden Werth von t. Folglich müssen sich jedenfalls die Coefficienten von t linear durch X^f • • • Xqf ausdrücken lassen, das heisst es müssen Relationen von der Form (3):

X,(Y(f)) - Y(X,(f)) = (X, Y) =X % (x, • • ■ «„) ■ Xf

(k = 1 • • • 5) bestehen.

Damit ist direkt gezeigt, dass das Bestehen dieser Relationen nothwendig ist; dass es auch hinreichend ist, wollen wir nicht noch einmal beweisen, sondern begnügen uns mit dem Gesagten.

Wie wir von Gleichungensystemen

21 (x, ’ ' ' a„) :— 0, • • • 92,—m (x, ‘ • ‘ E„)     0

reden, welche eine infinitesimale Transformation Yf gestatten, geradeso können wir auch von vollständigen Systemen reden, welche dies thun. Wir werden sagen: das q-gliedrige vollständige System Xf==0, Xqf=Q gestattet die infinitesimale Transformation Yf, wenn Relationen von der Form (3) bestehen.

Mit Benutzung dieser Redeweise können wir das Theorem 20 auch so aussprechen:

Das q-gliedrige vollständige System X|f = 0, • • • Xqf — 0 gestattet dann und nur dann alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Yf, wenn es die infinitesimale Transformation Yf gestattet.

Gestattet ein vollständiges System alle Transformationen einer eingliedrigen Gruppe, so sagen wir auch kurz, dass es diese eingliedrige Gruppe gestattet.

Die Bedingungen des Theorems 20 sind insbesondere erfüllt, wenn Yf die Form hat

Yf =2] 0, (x, • • • a„) • X, f,

i

unter den Qj beliebige Functionen der x verstanden. Dann bestehen ja immer Relationen von der Form (3) und es ist ausserdem noch Y9=0. Das stimmt mit den Entwickelungen des Kap. 6, S. 98, nach denen jede Lösung 2(9, • • • 92—4) des vollständigen Systems Xf= 0, • • • X, f— 0 bei den Transformationen aller eingliedrigen Gruppen von der Form ZojXif invariant bleibt.

Genügt andererseits eine infinitesimale Transformation Yf, welche nicht die Form Zo(x)Xf hat, den Bedingungen des Theorems 20, so lassen die endlichen Transformationen der eingliedrigen Gruppe keineswegs jede einzelne Lösung des vollständigen Systems invariant, wohl aber den Inbegriff aller dieser Lösungen.

Unter den infinitesimalen Transformationen, welche ein vorgelegtes vollständiges System X,f=0,.X,f=0 zulässt, sind diejenigen von der Form Zo(x).X;f zugleich mit dem vollständigen System gegeben und deshalb als trivial zu betrachten. Dagegen können die übrigen infinitesimalen Transformationen, welche das System gestattet, im Allgemeinen nicht angegeben werden, bevor man das System integrirt hat.

Wenn das vollständige System Xrf = 0, • • • Xqf — 0 die infinitesimale Transformation Yf gestattet, so geht, wie wir oben gesehen haben, je*de Lösung 2(91--- ^n—q) des vollständigen Systems bei jeder Transformation                         *

x; = X( + - • YXi + • • • (i = 1 • • • n)

der eingliedrigen Gruppe Yf in eine Lösung über. Deuten wir daher die x und die x als Punktcoordinaten eines n-fach ausgedehnten Raumes und die eben geschriebenen Transformationen als Operationen, bei welchen der Punkt X, • • • xn die neue Lage xf • - ■ an annimmt, erinnern wir uns ausserdem, dass die Gleichungen 91 = a,, • • • 9n—q = an—q mit den Constanten a, • • • an_q eine charakteristische Mannigfaltigkeit des vollständigen Systems X^f = 0, • • • Xf = 0 darstellen (vgl. Kap. 6, S. 101), so erkennen wir sofort, dass die Transformationen der eingliedrigen Gruppe Yf jede charakteristische Mannigfaltigkeit des vollständigen Systems in eine charakteristische Mannigfaltigkeit überführen. Die charakteristischen Mannigfaltigkeiten unseres vollständigen Systems werden also von den Transformationen der eingliedrigen Gruppe Yf unter einander vertauscht, sie bilden, wie wir es ausdrüchen wollen, eine bei der eingliedrigen Gruppe Yf invariante Schaar. Da die erwähnten charakteristischen Mannigfaltigkeiten nach Kap. 6, S. 101 eine Zerlegung des Raumes bestimmen, so können wir auch sagen, dass diese Zerlegung bei der eingliedrigen Gruppe Yf invariant bleibt.

§ 38.

Noch einige einfache Sätze über vollständige Systeme, welche eingliedrige Gruppen gestatten:

Satz 2. G-estattet ein q-gliedriges vollständiges System jede Transformation der beiden eingliedrigen Gruppen Yf und Zf, so gestattet es auch jede Transformation der eingliedrigen Gruppe Y{Z{fj) Z(Y(f)) = (YZf

Es seien Xkf=Q> die Gleichungen des vollständigen Systems. Bildet man dann die Jacobi’sche Identität

((.YZ^) + ((ZXJ Y) + (X, Y)Z) - 0

und berücksichtigt, dass (YX) und (ZXk) sich nach der Voraussetzung des Satzes linear durch Xtf ■ ■ • Xqf ausdrücken, so erkennt man, dass ein gleiches auch von ((YZ)X%) gilt. Damit ist aber der Satz bewiesen?

Satz 3. Bilden die Gleichungen Apf == 0, • • • Aqf = 0 ein vollständiges System und ebenso die Gleichungen Bif = 0, • • • Bsf = 0, so bildet ein vollständiges System auch der Inbegriff aller etwaigen Gleichungen Cf = 0, welche jenen beiden vollständigen Systemen in dem Sinne gemeinsam sind, dass Belationen von der Form

i                                               s

Cf = 2 Cij (x, • • • xnj • Ajf=^l ßk (E)** Xn) • Bkf

bestehen. Gestatten die vollständigen Systeme Akf = 0 und Bkf = 0 beide eine gewisse eingliedrige Gruppe Xf, so lässt auch das vollständige System der Gleichungen Cf = 0 diese Gruppe zu.

Beweis. Es mögen sich unter den Gleichungen Cf = 0 gerade m und nicht mehr von einander unabhängige auswählen lassen, etwa:

Cf=0, . Cmf=O.

Dann bestehen für jedes u = 1 • - - m Relationen von der Form:

Cuf =>} Cwi (x) ‘ Äj^ =2 Bi (x) ’ Bif;

i                                i

folglich kann auch jedes C^Cv^f))— C„(C„(f)) = (C„C) sowohl durch die Af als durch die Bf linear ausgedrückt werden, das heisst jedes (C^ Cf) drückt sich linear durch Cxf • • • Cmf aus. Damit ist der erste Theil unseres Satzes bewiesen. Weiter drückt sich jedes (XCu) sowohl durch die Af als durch die Bf aus, es bestehen daher Relationen von der Form

m

(X Gf) 2 7uv (x, ' ' ' An) ■ Cy f (=1:m).

1

Hierin liegt der zweite Theil des Satzes.

Sind zwei vollständige Systeme Af = 0, • • A,f= 0 und Bxf = Q, >'' Bsf — 0 vorgelegt, so werden alle etwaigen gemeinsamen Lösungen beider Systeme ebenfalls durch ein vollständiges System definirt, welches man nach Anleitung von Kap. 5, S. 85 aus den Gleichungen

Af =0,. A,f = 0, B,f=0, . Bsf=0 herleiten kann. Dabei gilt der

Satz 4. Gestatten die vollständigen Systeme Af==0,A,f=0 und Blf=0, • • • Bsf = 0 beide die eingliedrige Gruppe Xf, so lässt auch das vollständige System, welches die gemeinsamen Lösungen der sämmtlichen Gleichungen Akf = 0 und Bkf — 0 definirt, die eingliedrige Gruppe Xf zu.

Beweis. Die Identität

((A, B,) X) + ((B, X) 4) + ((XA) B) = 0 zeigt, dass alle {(AjBk)X) sich linear durch die Af, die Bf und die (AB) ausdrücken. Ergeben daher bereits die Gleichungen (AjBf) = 0 zusammen mit den Af == 0 und den Bf — 0 ein vollständiges System, so ist die Behauptung unseres Satzes erwiesen. Andernfalls behandle man das System der Gleichungen Af=Q, Bf=0, (AB) = O geradeso wie eben das System der Gleichungen f == 0, Bf—0, das heisst man bilde aus irgend zweien der Ausdrücke Af, Bf, (AB) mit Hinzunahme von Xf die Jacobi’sche Identität und so fort.

Die Sätze 3 und 4 erhalten einen einfachen begrifflichen Sinn, wenn 2, • • • xn als Punktcoordinaten eines Raumes B,n gedeutet werden.

Wir erinnern zunächst daran, dass die con- I q-fach ausgedehnten charakteristischen Mannigfaltigkeiten M, des vollständigen Systems Af = 0, • • • Aqf = 0 eine Schaar bilden, welche bei der eingliedrigen Gruppe Xf invariant bleibt. Ferner bemerken wir, dass auch die co"—8 s-fach ausgedehnten charakteristischen Mannigfaltigkeiten M, des vollständigen Systems Btf— 0, • • • Bsf — 0 eine solche invariante Schaar bilden.

Nehmen wir an, dass die Zahl s mindestens gleich q ist. Dann wird jede M, allgemeiner Lage von denjenigen Mq, von welchen sie überhaupt geschnitten wird, in eine Schaar von oo8- I+h (q—h)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten zerlegt, unter h eine bestimmte der Zahlen 0, 1 • q verstanden. - Auf diese Weise wird also der ganze Bn in eine Schaar von oon—I+h (q — h)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten zerlegt. Natürlich bleibt der Inbegriff dieser Mannigfaltigkeiten bei der eingliedrigen Gruppe Xf invariant, denn es ist ja der Schnitt des Inbegriffs aller Mq mit dem Inbegriff aller M,, und diese beiden Inbegriffe sind, wie schon gesagt, bei der Gruppe Xf invariant.

Die eben besprochenen (q — h)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten sind nichts anderes als die charakteristischen Mannigfaltigkeiten des vollständigen Systems der Cf = 0, welches in Satz 3 vorkommt, dieses vollständige System ist unter den gemachten Voraussetzungen (q — h)-gliedrig.

Auf der andern Seite kann man nach den kleinsten Mannigfaltigkeiten fragen, welche sowohl aus Mq als aus M, bestehen. Giebt es derartige Mannigfaltigkeiten, so bleibt natürlich ihr Inbegriff bei der eingliedrigen Gruppe Xf invariant; sie sind die charakteristischen Mannigfaltigkeiten desjenigen vollständigen Systems, welches in dem Satze 4 definirt wird.

	
	
Kapitel 9.





Charakteristische Beziehungen zwischen den infinitesimalen Transformationen einer Gruppe.

In Kapitel 2 und in Kapitel 4 (Satz 1, S. 67) ist gezeigt worden, dass zu jeder r-gliedrigen Gruppe r unabhängige infinitesimale Transformationen gehören, welche zu der betreffenden Gruppe in einer eigenthümlichen Beziehung stehen. Jetzt wollen wir zunächst gewisse wichtige Relationen ableiten, welche zwischen derartigen infinitesimalen Transformationen bestehen. Sodann werden wir den ebenso wichtigen Satz beweisen, dass r unabhängige infinitesimale Transformationen, welche die betreffenden Relationen befriedigen, stets eine r-gliedrige Gruppe mit der identischen Transformation bestimmen.

§ 39.

Statt eine r-gliedrige Gruppe zu betrachten, wollen wir uns vorerst wieder auf den etwas allgemeineren Standpunkt stellen, dass wir eine Schaar von oo" verschiedenen Transformationen

a/‘=f(x,-E„, a, - a,) (i=1:::n) betrachten, welche Differentialgleichungen von der Form

Da — / ^jk (di ' ' ■ dr) ' ^ji (i *On)

(i = 1 •■• n, k —1 ■•• r)

befriedigen. Wir wissen dann (vgl. Kap. 4, S. 68), dass die r infinitesimalen Transformationen

X((f) =X5() 847 a=1p

von einander unabhängig sind, und dass die Determinante der " (a) nicht identisch verschwindet; folglich können wir, wie schon früher, die obigen Differentialgleichungen auch schreiben:

	
, r. / a a, (1)               5" (i En) = 2 d* (di ■ ■ ' d) 8d,



(i = 1 • • • n, j = 1 • • • r), Hier verschwindet natürlich die Determinante der ajk nicht identisch. Denken wir uns andererseits die Gleichungen

Xi =f(x,-" En, a, • • • a,)

nach x,--X, aufgelöst:

Xi = Fi (x, • • • X^ a, * a,) (i = 1 • • • »), so können wir sehr leicht gewisse Differentialgleichungen ableiten, welchen F • • • Fn genügen. Wir differentiiren einfach die Identitäten

Fi (fi (x, a)-f (x, a), a, - ar) = Xi nach ak; dann haben wir:

" dF^x, a) dfv{x, c) 3 F^x, a) __

4 d xv' 8ak T dak‘ vorausgesetzt, dass überall x,’ = f (x, a) gesetzt wird. Diese Identität multipliciren wir mit ajk (a) und summiren nach k von 1 bis r, dann erhalten wir wegen

-‘ Of,(x,a)__. . 2 “* () 8d, = 6" (if")

die folgende Gleichung:

n                 0 F 7                0 F 2 5er (hi "") ax+ 2 “* (a, • ■ ■ d) aa = 0

(j = 1 -r, i — 1 • • • n).

Ihrer Ableitung gemäss bestehen diese Gleichungen identisch, wenn man darin die Substitution ay‘ — fv(x, a) macht; da sie aber X1 • • • xn gar nicht enthalten, so müssen sie schon an und für sich identisch bestehen, das heisst: Fx ■ ■ ■ Fn. sind sämmtlich Lösungen der folgenden linearen partiellen Differentialgleichungen:

	
(2)      9,(F) =3! &„() 377 +5 «, (a) 2F = 0



G = 1 • • ■ 7) •

Diese r Gleichungen enthalten n — r Veränderliche, nämlich AC1 * • ' An und 01 • • • ar; sie sind ausserdem von einander unabhängig, denn die Determinante der Nxj verschwindet nicht identisch und es ist daher eine Auflösung nach den r Differentialquotienten 2 F     0 F

	
-— • • • -— möglich. Auf der andern Seite haben aber die Gleich-01    car ° ungen (2) n unabhängige Lösungen gemein, eben die Functionen F(x‘, a) ■ ■ ■ Fn(x', a), deren Functionaldeterminante nach den x':



— , 2F, .  . SFn _ _________1

— — öx, ’ ’ ’ ~ gi.ofoof, '

— — 02, 0x,

nicht identisch verschwindet, weil die Gleichungen x, — fi (x, a) nach Voraussetzung Transformationen darstellen. Folglich treffen die Voraussetzungen des Satzes 8 in Kap. 5, S. 88 bei den Gleichungen (2) zu, das heisst, diese Gleichungen bilden ein r-gliedriges vollständiges System. Setzen wir

2 & (a) 37 = Aj (/)

i und ferner

St()3-X/(F),

1 entsprechend den früher gebrauchten Bezeichnungen, so erhalten die Gleichungen (2) die Gestalt:

9,(7) = X (F) + A,(F) =0 o=17):

Dass sie ein r-gliedriges vollständiges System bilden, findet, wie wir wissen, seinen Ausdruck darin, dass gewisse Gleichungen von der Form

	
	
92.(9,(F)) — ^(^(F)) =X!9(, • • Xn, a, äry-^F) i





(k,j=1..y)

identisch bestehen, welche Function von X,’ • • • x^ ar- • • ar auch F sein mag. Da sich diese Identitäten auch schreiben lassen:

X/(X/(F) - X/(X(F)) + A(A,(F)) - A,(A,(F)) =

r                         r => O, X, (F) +> 0, X (F),

1                               1

so können wir sie sofort in je zwei zerlegen:

xax/(F)) ~ X/(X/(F)) -2 %,. X/(F)

(3)

At (A, {F)) - Aj (Ax (F)) => Oy. A, (F) .                                                                            1

und hier lässt sich die zweite Reihe noch weiter zerlegen in:

Ax («ju) A; («xu) • $ 0kjs «au (k, 3, u 1 ■ • 7).

Weil nun die Determinante der as/Ll nicht identisch verschwindet, so sind die Okjs durch diese letzten Bedingungen vollständig bestimmt und es zeigt sich, dass die ^kjS nur von C1 • • • ar abhängen können, während sie jedenfalls von A,’ ■ • • Xn‘ frei sind. Allein es lässt sich nachweisen, dass die Okjs auch von a, • • • ar frei sind. Denn betrachten wir in der ersten Reihe der Identitäten (3) das F als eine beliebige Function von X1 •* An allein, so erhalten wir durch Differentiation nach au die folgende identische Gleichung:


0 =2}o4X/(F)




k, j, u = 1 • • • r) .



Da aber XI (F) • • • Xr (F) unabhängige infinitesimale Transforma-tionen sind, da ausserdem die ad" von 21 *** En nicht abhängen, so 03),

müssen alle 0" identisch verschwinden; das heisst, die Q'kjs sind auch von a, • • • ar frei, sie sind numerische Constanten.

Also haben wir das

Theorem 21. Genügt eine Schaar von oo‘ Transformationen: ai = fi (x, • • • xn} at • • • ar~) (i = i • • • n)

gewissen Differentialgleichungen von der besonderen Form

8 d 2 "x (a, ' ’ ' ^r) ‘ Es (x, " ’ ’ Xn )


0 =1 ■ • • n , k = 1 • • • r)



und schreibt man, was immer möglich ist, diese Differentialgleichungen in der Form:

Ei (x, ' ’ ' x, ) X Ex (d, ■ ' ' a,) ^a


(J — 1 • • • r, i = 1 •••»),



so bestehen zwischen den 2r von einander unabhängigen in

finitesimalen Transformationen

X/(F) =X!E(x,’,’) 24 0=1»)

Aj (F) = zu ^^l (d, ' ' ' ar) 8 a (=13 s)

Relationen von der G-estalt: X/(X/(F)) - x;(x^F)) =2} c„„X, (F)

A: (A,(F)) - Aj (A„ (F)) -2 c„.A, (F) 1

(k, j = 1 • • • r),

wo die ckjs numerische Constanten bedeuten. Die SF dF ... ,   -


nach



-— • • • -— auflösbaren Glezchunqen o^ oar '                     •

X/(F) + A;(F) = 0 0=1..:r) bilden in Folge dessen ein r-gliedriges vollständiges System in den n — r Veränderlichen x,’ • • • Xn y ax - ■ • ar; löst man die n Gleichungen xf = fi(x, a) nach xr - ■ ■ xn auf:

Xi = F (x,’ • • • Xn , a • • • af) (i = i • • • n),

so sind F^x , a) • • • Fn(xf, a) unabhängige Lösungen dieses vollständigen Systems.

Dieses Theorem lässt sich nun unmittelbar auf alle r-gliedrigen Gruppen anwenden, gleichgültig, ob dieselben die identische Transformation enthalten oder nicht.

Angewandt auf den Fall einer r-gliedrigen Gruppe mit der identischen Transformation giebt uns das Theorem gewisse Relationen, welche zwischen den infinitesimalen Transformationen dieser Gruppe bestehen. Wir erhalten so das wichtige

Theorem 22. Enthält eine r-gliedrige Gruppe in den Veränderlichen x,• • • xn die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen

X, (f) = 2 Bu (x,«,) 34 a=1».

so bestehen zwischen diesen infinitesimalen Transformationen paarweise Beziehungen von der Form:

x, (X,(f)) - X, (X,(F)) -2 c„.X,(f),

wo die Ckjs numerische Constanten bedeutend)

Hieraus ergiebt sich insbesondere der folgende wichtige

Satz 1. Enthält eine endliche continuirliche Gruppe die beiden infinitesimalen Transformationen

X(f) - X s.(x,... x„) 3, Y^ =>} 7 (x,— E„) ad, ’ 1                                 i                         1

so enthält sie auch die infinitesimale Transformation

X(Y(F) - y^Y

§ 40.

Denken wir uns jetzt umgekehrt r unabhängige infinitesimale Transformationen n

X/CF) =2/6(0,2)347 0=1"

in xf ■ ■ ■ xf vorgelegt, welche paarweise in Beziehungen von der Form X/(X/(F)) - X/(X(F)) =Zo,X/(F)

1

stehen, wo die Ckjs numerische Constanten sind. Denken wir uns ausserdem r infinitesimale Transformationen

	
A, (F) =% «,u (a, ' ’ ' ^r) 37    0=1..7).



in a, • • • är gegeben, die paarweise Relationen von der analogen Form A,(A,(F)) - A,(A(F)) -2 e^A^F)

mit denselben c^ erfüllen und deren Determinante 2 — an (a) • • • arr (a) nicht identisch verschwindet. Wir werden zeigen, dass die infinitesimalen Transformationen Xf^F) • • • X,‘(F) unter diesen Voraussetzungen eine ganz bestimmte r-gliedrige Gruppe mit der identischen Transformation erzeugen.

Zu dem Ende bilden wir die Gleichungen

2,(7) = X(F) + A,(F) =0 0=1», welche unter den gemachten Voraussetzungen ein y-gliedriges voll-ständiges System bilden; es bestehen ja Relationen von der Form

	
	
9.(L,(F)) - 92,(9.(F)) =2] c„, 2,(F)





und ausserdem sind die Gleichungen Ü^F) = 0, • • • ^r^F) — 0 nach

2E • • • 2E auflösbar. Es sei nun 0,0 • • • ar° ein Werthsystem der a, 0d1 oar                                    1                           •               7

in dessen Umgebung sich die ajk(a) regulär verhalten und für welches die Determinante Z± «(a°) • • • arr{a°) von Null verschieden ist. Dann besitzt nach Theorem 12, Kap. 5, S. 91 das vollständige System Hj{F) == 0 n Lösungen F^x', a) - Fn {x, a), welche sich für ax = ax° auf bezüglich x^ • • • In’ reduciren; es sind das die sogenannten Hauptlösungen des vollständigen Systems in Bezug auf ak = a^. Diese Hauptlösungen denken wir uns aufgestellt, bilden die n Gleichungen

Xi = Fi(x,’ • • xn', a, • • • ar) (i=1..n) und lösen dieselben nach x/ • ■ ■ xü auf, was immer möglich ist, da F, • • • Fn offenbar in Bezug auf x( ■ ■ • xn' von einander unabhängig sind. Die so erhaltenen Gleichungen

Xi = fi (x, • • • xn, a, ■ ■ • ar} (i = i • • • n)

stellen, wie wir jetzt zeigen werden, eine r-gliedrige Gruppe dar und zwar natürlich eine Gruppe mit der identischen Transformation; denn für ak — ak ergiebt sich x/ = Xi.

Wir haben zunächst identisch: .          " .ar,  <ar, _-

	
	
(5)             2 6jv (x ) FF' + 2 aj^ (a) da - = 0





( = 1 • • • r, i == 1 • • • n).

Auf der anderen Seite ergiebt sich aus Xi = Fi{x', a) durch Differentiation nach au die Gleichung:

ar,an, . ar,

O — “v 7---7 -- -4- 7--- (i == 1 • • • n , u = 1 • • • r), Ox da 1 da

welche bei der Substitution xy‘==f(x, a) zur Identität wird. Diese Gleichung multipliciren wir mit ccj^^a) und summiren nach u von 1 • • • r, dann erhalten wir eine Gleichung, welche durch Benutzung von (5) übergeht in:

" ar, / <a.,' .,\

	
	
	
7 aa, u«ju(d) aa - sjv (x) =0  (=1: n/=1r).







—   dl\    dFn

Da aber die Determinante r — ——, • • • -—, nicht identisch — — dxr    dxn

verschwindet, so bekommen wir:

ein System, das wir wiederum nach den ad” auflösen können, denn die Determinante der aju(a) verschwindet ja nicht. Also ergiebt sich schliesslich, dass Gleichungen von der Form:

	
	
(6)             za = 2 ‘ (d ■ ■ ■ dr) ■ 5 (,    ' E" )





(v = 1 • • • n, u = 1 ■ • ■ r) bestehen, welche natürlich bei der Substitution Ty‘== fv(x, a) zu Identitäten werden.

Nunmehr hat der Nachweis, dass die Gleichungen a/=fi(x, a) eine r-gliedrige Gruppe darstellen, gar keine Schwierigkeit.

Zunächst nämlich ist leicht zu sehen, dass die Gleichungen x/‘=fi(x, a) oo" verschiedene Transformationen darstellen, dass also die Parameter a, • • • ar sämmtlich wesentlich sind. Andernfalls müssten nämlich (vgl. Satz 1 in Kap. 1, S. 13) alle Functionen fr{x, a)-fh (x, a) eine lineare partielle Differentialgleichung von der Form

Az(,—a,)8=o

befriedigen, wo die X* von X, • • • Xn frei wären. Wir hätten dann wegen (6):

1-7

X %a(a)“*y(a)Ev (f • • f) =0 0=1sn),

k, j

also, da X,’ (F) • • • Xr' (F) unabhängige infinitesimale Transformationen sind:

X %k(a) • (a) = 0  0=1 r);

i

hieraus aber folgte sofort: xi(a) = 0, • • • xr(a) = 0, weil die Determinante der ^{a) nicht identisch verschwindet.

Also stellen die Gleichungen x{ = fi(x, a) wirklich eine Schaar von oor verschiedenen Transformationen dar. Nun aber genügt diese Schaar gewissen Differentialgleichungen von der besonderen Form (6); wir können daher sofort das Theorem 9 des Kap. 4, S. 72 anwenden. Nach demselben gilt folgendes: Ist a,--a, ein Werthsystem der a, für welches die @jx(a) sich regulär verhalten und die Determinante X — @11(a) ' • ’ 1rr(a) nicht verschwindet, so wird jede Transformation Xi—fi{x, a), deren Parameter a, • • • ar in einer gewissen Umgebung von 71 • • • är liegen, dadurch erhalten, dass man zuerst die Transformation

Xi = fi (x, ' • • Xn , «i • • • ä,)     (i= !•••«) ausführt und dann eine Transformation

r

Xi = Xi + Ax sh (x) -*   ( = 1 . . . n)

1

einer eingliedrigen Gruppe A,X1(f) -— krXr{f}, unter A, • • ■ Xr geeignete Constanten verstanden. Setzen wir insbesondere äx == a^, so ergiebt sich Xi = Xi, also sehen wir zunächst, dass die Schaar der oor Transformationen x{=fi(x, a) in einer gewissen Umgebung von a,° • • • a,° mit der Schaar der Transformationen

	
	
(7)    a/ = a, + X A &u ()+.





i

(i = 1 • • • n) zusammenfällt.

Wählen wir daher andererseits ä,--ä, beliebig in einer gewissen Umgebung von a,° • • • ar°, so gehört jederzeit die Transformation q =fi(x, ä) der Schaar (7) an. Führen wir aber zuerst die Transformation Xi = fi(x, a) aus und sodann eine geeignete Transformation
[image: ]

der Schaar (7), so erhalten wir nach dem oben Gesagten eine Transformation Xi — fi(x, d), wo a, • • • ar alle Werthe in einer gewissen Umgebung von a, a, annehmen können. Wählen wir insbesondere, was immer möglich ist, a, • • • ar in der vorhin erwähnten Umgebung von a°-. a,°, so gehört auch die Transformation x{ — f(x, a) wieder der Schaar (7) an; also sehen wir, dass zwei Transformationen der Schaar (7) nach einander ausgeführt wieder eine Transformation dieser Schaar ergeben. Folglich bildet diese Schaar und natürlich auch die mit ihr identische Schaar xi = ft(x, cd) eine r-gliedrige Gruppe, eine Gruppe, welche die identische Transformation enthält und deren Transformationen sich paarweise als inverse zusammenordnen.

Das gewonnene Ergebniss sprechen wir folgendermassen aus:

Theorem 23. Erfüllen r unabhängige infinitesimale Transformationen

X,(f)-2] *(.#„)* a=1.) in den Veränderlichen xf ■ ■ ■ xf paarweise Bedingungen von der Form

X^X^f)) - X/(X(N) =2 o„. X,(f), genügen ferner r unabhängige infinitesimale Transformationen

r

d(f) =2 Cr (d, • • ' ^r) öd, d=1")

in den Veränderlichen al---ar den entsprechenden Bedingungen

AUAjif)) - AAA^) -2 c.,, A.(f)

mit denselben c^ und verschwindet ausserdem die Determinante X—&(a) ■ ■ • arr(a} nicht identisch, so erhält man auf die folgende Weise die Gleichungen einer r-gliedrigen Gruppe: Man bilde das r-gliedrige vollständige System

	
X, (f) + A(f) = 0 a = 1 • ■ • n



und bestimme seine Hauptlösungen in Bezug auf ein passendes Werthsystem ak = ak. Sind Xi = Fi{xf ■ ■ ■ Xn, a,-- af) diese Hauptlösungen, so stellen die durch Auflösung entstehenden Gleichungen x{ = f^ • • • xn, a, • ■ • af) eine r-gliedrige con-tinuirliche Transformationsgruppe dar. Diese Gruppe enthält die identische Transformation und zu einer jeden ihrer Transformationen auch noch die inverse; sie ist erzeugt von den oo‘1 infinitesimalen Transformationen:

2,X/(/) + + A,X,‘(f), wo A, • • • kr willkürliche Constanten bedeuten. Durch Einführung neuer Parameter an Stelle der ak lassen sich daher die Gleichungen der Gruppe auf die Form bringen:

r                             2 2.

a/ = Ei + 2 ^k %kt (x) + X 1.2 Fj (su) —:   G=1:n).

	
	
	
1                    kj







Offenbar stellen die in diesem Theorem vorkommenden Gleichungen Xi = Fi (x, a) selbst eine Gruppe dar und zwar eben die Gruppe Xi = f(x, a).

§ 41.

Die Voraussetzungen, welche in dem wichtigen Theorem 23 gemacht sind, lassen sich wesentlich vereinfachen.

Das Theorem sagt aus, dass die 2r infinitesimalen Transformationen Xk(fj und Akff) eine gewisse r-gliedrige Gruppe in den x be-stimmen; zugleich aber giebt es eine Darstellung dieser Gruppe, welche von den Akff~} vollkommen unabhängig ist; die betreffende Gruppe ist ja nach dem citirten Theoreme identisch mit der Schaar der co"—.1 eingliedrigen Gruppen AX (f)—..— A,X,(f), und diese Schaar ist schon durch die Xz(f) allein vollständig bestimmt. Dieser Umstand führt uns auf die Vermuthung, dass die Schaar der oo"1 eingliedrigen Gruppen AX (f)—.— A, Xr (f) stets dann eine r-gliedrige Gruppe bildet, wenn die unabhängigen infinitesimalen Transformationen Xx(f) • ■ • Xr(f) paarweise in Beziehungen von der Form

	
	
(8)     X,(X,(F)) - X, (X() = (XX) = So.X,(f)





1

stehen. Nach dem Theoreme 22 ist diese Bedingung nothwendig, damit die o0‘-1 eingliedrigen Gruppen ZA,Xx(f) eine r-gliedrige Gruppe bilden. Unsere Vermuthung kommt also darauf hinaus, dass diese nothwendige Bedingung auch hinreichend ist.

Diese Vermuthung würde zur Gewissheit, wenn es uns gelänge zu jedem Systeme Xz(f) von der besprochenen Beschaffenheit r unabhängige infinitesimale Transformationen

Ax(f) = Cxu (a,:"dr)ad (=1:7)

in 01 • • • ar herzustellen, welche die entsprechenden Relationen

A(A,(f) — A(4() -  2 Gjcjs A, (f)

befriedigen, während jedoch die Determinante Z-a---C, nicht identisch verschwindet, oder anders ausgedrückt, während keine Relation von der Form

2 Xk^ • • • aryAk{f) = 0

i

identisch besteht.

Mit Hülfe des Satzes 5 in Kap. 3, S. 66 gelingt es uns nun in der That immer, ein solches System von infinitesimalen Transformationen Ak(f^ herzustellen. Wir setzen wie damals

xw(/) = S1Eu(up0)..1290) %%,

und bilden die r infinitesimalen Transformationen W.(f)=A]xp().

1

Diese besitzen dann nach dem angeführten Satze die Eigenschaft, dass keine Relation von der Form

2 v (ax, ..%„, «," ■ ■ •«.", ■ • • af ■ ■ ■ a,")) • W.(f) = 0

besteht. Da nun ausserdem

W.(W,(F) - w(W.(f) =^^ W.(F)

ist, so bilden die r von einander unabhängigen Gleichungen

W(f) =0, W,(f) =0

ein r-gliedriges vollständiges System in den rn Veränderlichen x,’ ■ • ■ xü • ■ ■ xf • • • x^n . Dieses vollständige System besitzt r(^n — 1) unabhängige Lösungen, die 11, 12 • : • urn—r heissen mögen. Wählen wir daher r von einander und von M1 • • • urn—, unabhängige Functionen y,-. yr der rn Grössen x^ aus, so können wir die y und die u als neue unabhängige Veränderliche an Stelle der x^ einführen. Dabei erhalten wir:

m () -5 wt (J„)+ S w. w %4,

oder, da alle Wr(ux) identisch verschwinden:

Wk^f) =2 OLr(vi ", ", • • • "p—) ^,

wo Wi(f) • • • Wr^f} durch keine Relation von der Form

2 Gi (Ja*: yr, 2,* up»-r) • W. (f) = o

verknüpft sind. Diese Eigenschaft der Wr(f) bleibt natürlich auch dann noch bestehen, wenn wir den u* geeignete feste Werthe u^ ertheilen. Setzen wir dann o^^y, uQ) — ckx(y), so stehen die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen

	
v. () -2 Cot, (u," yr) 3



in den r unabhängigen Veränderlichen y,-. yr paarweise in der Beziehung

	
V(V,(/) - V,(V(P)-Zov,(f)



und sind ausserdem durch keine Relation von der Form

3 « (J, - ■■yr)- V(F) = 0

verknüpft. Folglich sind die V^^f) infinitesimale Transformationen von der verlangten Beschaffenheit. Auf die 2r infinitesimalen Transformationen X1(f) • X,(f), Vi(f) • • • Vr{f} können wir daher sofort das Theorem 23, S. 154 anwenden und haben damit bewiesen, dass die o0‘-1 eingliedrigen Gruppen ZA, Xz(f) eine r-gliedrige Gruppe bilden. Also gilt das

Theorem 24. Stehen r unabhängige infinitesimale Transformationen

n

X4 0 )    2 ^i (i ' ” ' ") 3 «, (k — 1 r)

paarweise in der Beziehung

	
	
(8)     x,(X,(F) - x,(X,(f) = (x, X) -2 o X(0,





wo die CkjS Constanten sind, so bildet der Inbegriff der o0‘-1 eingliedrigen Gruppen

4,X(f) + + 2,X,(f)

eine r-gliedrige continuirliche Gruppe, welche die identische Transformation enthält und deren Transformationen sich paarweise als inverse zusammenordnen.4')

Wenn wir r unabhängige infinitesimale Transformationen

X(f) • • ' ^f)

haben, welche den Voraussetzungen des vorstehenden Theorems entsprechen, so werden wir in Zukunft sagen, dass X1(f) • • • X,(f) eine r-gliedrige Gruppe erzeugen, ja wir werden auch geradezu von der r-gliedrigen Gruppe X^ff) ■ ■ ■ Xrff) reden.

§ 42.

Es sei Xrff) ■ ■ ■ Xrff) eine r-gliedrige Gruppe in den Veränderlichen X, • • • Xn und Y(f) • • • Xmff) eine m-gliedrige Gruppe in denselben Veränderlichen. Die Relationen zwischen den Xkff), bezüglich den Yu(f) mögen die Form haben:

	
	
	
X, (X,(F) - x, (X.(f) =2 c.. x, (/) = (X, X) 1 m Y^(f)) - YAY^if)} => Ci» Y(f) = (Y, Y)







1

(k, j = 1 • • • r; u, v = 1 ■ • ■ m).

Nun kann es vorkommen, dass diese beiden Gruppen gewisse infinitesimale Transformationen gemein haben. Nehmen wir an, dass sie deren gerade l unabhängige gemein haben, etwa:

r               m

Z2 (f) = 2guX,(f) = 2 Izu Yu (f) (=1: •), wo die g2k und die hzu Constanten bezeichnen. Jede andere in beiden Gruppen enthaltene infinitesimale Transformation lässt sich dann linear aus Zx{f} • • • Zi(f) ableiten. Bilden wir aber die Ausdrücke

Za(Z,(F)) - z^z^ff) = (z, z^,

so erkennen wir, dass dieselben sich sowohl aus X1(f) • • • ZLr{f} als auch aus Y(f) ■ • • Ym(f) linear ableiten lassen, dass sie also den beiden Gruppen gemeinsam sind. Folglich bestehen Relationen von der Form:

Z,(Z,(f)) - z,(Z(f) = (Z, z,) -2 d„.Z,(/),

1

das heisst Zt (f)--- Zm (f) erzeugen eine m-gliedrige Gruppe.

Damit haben, wir den

Satz 2. Haben die beiden continuiriichen Gruppen: X,(f) • • • Z.r{f} und Yx (f) • • • Ym (f) in denselben Veränderlichen gerade l und nicht mehr imabhänglge infinitesimale Transformationen gemein, so erzeugen diese Transformationen ihrerseits eine l-gliedrige continuirliche Gruppe.

§ 43.

Stellen die Gleichungen xf =f(x,.X,, a, • • • af) eine Schaar von cor Transformationen dar und befriedigen sie ausserdem Differentialgleichungen von der besonderen Form

a <

20=2) U(dit: A):S (A’On) G’ = i- •n,/=1.r),

"         i

so sind die r infinitesimalen Transformationen

x,(F)- Z6(, x,)%£, a-1 ... wie wir wissen, von einander unabhängig, und ausserdem nach Theorem 21, S. 149 durch Relationen von der Form

X,(X,(F) - X,(X(n) = (x, x) -2 c„..x,(f)

verknüpft. Die Schaar der co’-1 eingliedrigen Gruppen

a,X, (f) ++ ^rXr(f)

bildet daher eine 7-gliedrige Gruppe mit der identischen Transformation.

Folglich können wir das Theorem 9, S. 72 auch so aussprechen:

Theorem 25. Genügt eine Schaar von oo‘ Transformationen ^ =f(x,-X,, a1 • ■ ■ af) (i = i • • • n)

gewissen Differentialgleichungen von der Form:

r

ad; = 2 *a(a, • • • ar) Ei (x, • • • E,) (=1n,*=1*r),

und ist af • ■ ■ af ein Werthsystem der a, für welches die -ifjk^ sich regulär verhalten und ausserdem die Determinante

2 ± In (a) ’ " ’ 4,r(a)

von Null verschieden ist, so bann man sich jede Transformation xf = f(x, a), deren Parameter a, * a, in einer gewissen Umgebung von af ■ ■ ■ a^ liegen, dadurch entstanden denhen, dass zuerst die Transformation Xi = fi(x, a°) ausgeführt worden ist und sodann eine ganz bestimmte Transformation
[image: ]

derjenigen r-gliedrigen Gruppe, welche unter den gemachten Voraussetzungen von den r unabhängigen infinitesimalen Transformationen

X,(f) =X) 5u(x, .x,)8/ «-1-, .

erzeugt wird.

Das vorstehende Theorem ist besonders dann von Interesse, wenn die Gleichungen xf — fi{x, d) eine r-gliedrige Gruppe darstellen, welche die identische Transformation wenigstens im Bereiche (a)) nicht enthält. Wir werden für diesen Fall noch einige wichtige Schlüsse daraus ziehen.

Es sei also xf == fi(xx - • • xn, ar - ■ ■ af) eine r-gliedrige Gruppe ohne die identische Transformation, und es mögen

Xi — fi (x, • • • xn, a^ ‘ ‘ ' af)

Xi :—= fi (x, ' • • xn , b^ ' ' ~ bjj

nach einander ausgeführt die Transformation

xf= fi^ - ■ ■ xn, q • • • cf) = fi{x1- • • xn, cpL (a, b) • • • P, (a, b)) ergeben. Dabei liegen, wenn wir die alten Bezeichnungen anwenden, x, • • • xn% beliebig im Bereiche (x)), a, ■ • • ar und bi • • • br im Bereiche (a)), während die Lage der x[, xi" und Ck durch die angegebenen Gleichungen bestimmt ist. Ausserdem bestehen noch Differentialgleichungen von der besonderen Form

"" = 2 PA (a, • ' ' a^ * E„(=, ’' x, )

(i — 1 • • • n, k — 1 • • • r).

Im Folgenden möge nun a,° • • • ar0 und ebenso b,° • • • br° eine bestimmte Stelle des Bereiches (a) bezeichnen und Qx(a°, b°) möge gleich cx° sein. Dagegen wollen wir unter 0, • • • är eine beliebige Stelle im Bereiche (a) verstehen, sodass also die Gleichungen

Ei fi (21 ' ‘ ' ^n, 0, ' ' ' ar)

eine jede Transformation der vorgelegten Gruppe darstellen können.

Jede Transformation von der Form &,=== fi(x, a) kann dadurch erhalten werden, dass man zuerst die Transformation Qi = fi(x, a°) ausführt und nachher eine gewisse zweite Transformation. Um diese letztere zu finden, lösen wir die Gleichungen Xi = fi(x, a°) nach 21 • • • xn auf:

Xi = Fi (a, • • • xü, a,° • • • arQ) und setzen diese Wertbe der Xi in Xi = fi(x, a) ein. So erhalten wir für die gesuchte Transformation einen Ausdruck von der Form:

	
	
(9)          q, == (x’-an, 0, * a,)   (i=1*n); wir schreiben darin die a^ nicht mit, weil wir dieselben als numerische Constanten betrachten wollen.





Die Transformation (9) ist definirt für alle Werthsysteme äk des Bereiches (a) und ihr Ausdruck lässt sich über den ganzen Bereich dieser Werthsysteme analytisch fortsetzen; das folgt aus den Voraussetzungen, die wir seinerzeit über die Beschaffenheit der Functionen fi und Fi gemacht haben.

Wir behaupten nun, dass die Transformationen der Schaar Xi— Oi(x‘, a) für gewisse Werthe der Parameter äx der ursprünglich vorgelegten Gruppe Xi = f (x, a) angehören, während sie dagegen für gewisse andere Werthe der äk der Gruppe Xf--- Xrf mit der identischen Transformation angehören.

Den ersten Theil der eben aufgestellten Behauptung beweisen wir folgendermassen. Wir wissen, dass die beiden Transformationen

ai = fi ^ - ■ • Xn, a,° • • • ar^ , Xi = fi (x,’ • • • Xn, bi * *• bf) nach einander ausgeführt die Transformation &i==fi(x, c) ergeben, wo Cx = Qx (a°, b) ist; für b, • • • br dürfen wir dabei jedes beliebige Werth-System des Bereiches (a) setzen, während das Werthsystem C1 ■ • • cr alsdann im Bereich (a) liegt und zwar in einer gewissen Umgebung von C1°** CrQ- Nach dem Früheren ergiebt, sich aber die Transformation qi =fi(x, c) auch dann, wenn wir die beiden Transformationen

^i — fi^x^ • ■ ■ Xn, a°- arQ}, Xi = O; (xf ■ • • Xn, 7, • • • ä,)

nach einander ausführen und dabei äx = Ck wählen. Folglich wird die Transformation Xi=0i(x', a) bei der Substitution äx = 9x faf, b) mit der Transformation q==f(x‘,b) identisch, das heisst alle Transformationen x.i— Oi(x‘, a), deren Parameter a^ in einer gewissen, durch die Gleichung äk — Px (a°, b) definirten Umgebung von C1° - cr° liegen, gehören der vorgelegten Gruppe xf = f (x, a) an.
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Um den zweiten Theil unserer obigen Behauptung zu beweisen, erinnern wir an das Theorem 25. Wenn dt • • : är in einer gewissen Umgebung von a,° • ■ • ar° liegen, so kann nach diesem Theoreme die Transformation Xi === fi (x, ä) dadurch erhalten werden, dass man zuerst die Transformation

x[ — fi(^i •En, a,°-* ar°)

ausführt und sodann eine ganz bestimmte Transformation

	
	
(10)              Xi = x/ +} h hi (x) + - •





i

derjenigen r-gliedrigen Gruppe, welche von den r unabhängigen infinitesimalen Transformationen

Xr (f ) --) hi (, ‘ ' ■ &„) 84,   (=1*:r)

erzeugt wird. Von früh erber (vgl. Kap. 4, S. 71) wissen wir ausserdem noch, dass man die betreffende Transformation (10) findet, wenn man a, • • • är in geeigneter Weise als unabhängige Functionen von A, • • • Xr wählt und dann durch Auflösung A1 • • • Xr als Functionen von ä, • • • är bestimmt. Auf der andern Seite erhalten wir aber die Transformation Xi — fi(x-i ^) auch dann, wenn wir zuerst die Transformation x/==fi(x, a°) und nachher die Transformation fy — ^i{x', a) ausführen. Folglich gehört die Transformation Xi — Oi(x‘, ä) der von Xrf- • • Xrf erzeugten Gruppe an, sobald das Werthsystem 01 ■ • • är in einer gewissen Umgebung von a,° • • • ar° liegt. Anders ausgedrückt: die Gleichungen Qi === ^i(x', a) gehen in die Gleichungen (10) über, wenn är ■ ■ ■ är durch die vorhin besprochenen Functionen von A1 • • • 2, ersetzt werden.

Unsere oben aufgestellte Behauptung ist hiermit vollständig bewiesen.

Die Transformationsgleichungen x^ = ^>i (x\ ä) besitzen also die folgende wichtige Eigenschaft: werden an Stelle der äk vermöge der Gleichungen äk = Px(a°, b) die neuen Parameter b1 * br eingeführt, so nehmen die Gleichungen 'Xi — ^i(x\ ä) für gewisse Bereiche der Veränderlichen die Form Xi— fi(x\ b) an; werden dagegen an Stelle der äk die neuen Parameter ^ ■ ■ • Xr eingeführt, so verwandeln sich die Gleichungen x^— fy^ a) für gewisse Bereiche in:

Xi = x- + y A/ hi (x) + • • ■   @=1n).

i

Hierin liegt eine wichtige Eigenschaft der ursprünglich vorgelegten Gruppe Xi — fi^x, a). Wenn wir nämlich in die Gleichungen Xi' — fi^x^ a) vermittelst äk = Qx(a°, a) die neuen Parameter 01 ■ • • är an Stelle der ak .einführen, so erhalten wir ein System von Transformationsgleichungen x' — ;(x, ä), welches bei Hinzunahme seiner analytischen Fortsetzungen eine Schaar von Transformationen darstellt, der alle Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe mit der identischen Transformation angehören.

Wir können das auch so ausdrücken:

Theorem 26. Jede r-gliedrige Gruppe x{ = fi(xx- • • En, @1* • ■ ar\ welche nicht von r unabhängigen infinitesimalen Transformationen erzeugt ist,hann in folgender Weise aus.einer r-gliedrigen Gruppe mit r unabhängigen infinitesimalen Transformationen abgeleitet werden: Ulan stelle zunächst die Differentialgleichungen

o4,=2/*@d)5Er dslm*=1" auf, welche von den Gleichungen xf — fi(x, a) befriedigt werden, sodann setze man:

2 su () 3 = X,() a-1-p

und bilde die endlichen Gleichungen

xf = Xi + 2 h ^ki (x) -*   (=1:n)

i

derjenigen r-gliedrigen Gruppe mit der identischen Transformation, welche von den r unabhängigen infinitesimalen Transformationen Xf.-- Xrf erzeugt wird. Alsdann ist es möglich in diese endlichen Gleichungen an Stelle von A1 • • • Xr solche neue Parameter ät • ■ ■ är einzuführen, dass die hervor gehenden Transfer mationsgleichungcn

xf = Oi (x, • • • xn, ä, • • • a,)    (=1 -n)

bei analytischer Fortsetzung eine Schaar von oo" Transformationen dar stellen, welche alle oo" Transformationen der Gruppe

xf = fi(xi ■ ■ • xni ar- • • af) umfasst.

§ 44.

Es lässt sich ohne Schwierigkeit nachweisen, dass wirklich Gruppen existiren, welche die identische Transformation nicht enthalten, deren Transformationen sich auch nicht paarweise als inverse zusammenordnen.

Die Gleichung

x = ax

mit dem willkürlichen Parameter a stellt eine eingliedrige Gruppe dar. Führt man zwei Transformationen

x — ax, x" == bx'

dieser Gruppe nach einander aus, so erhält man die Transformation: x" — abx,

welche ebenfalls der Gruppe angehört. Hieraus geht hervor, dass die Schaar aller Transformationen von der Form x' = ax, in welchen der absolute Betrag von a kleiner ist als 1, ebenfalls eine Gruppe bildet. Offenbar enthält diese Schaar weder die identische Transformation, noch ordnen sich ihre Transformationen paarweise als inverse zusammen.

11*

Liesse sich daher ein analytischer Ausdruck angeben, welcher nur diejenigen Transformationen von der Form x === ax darstellt, bei welchen der absolute Betrag von a kleiner ist als 1, so hätten wir damit eine Endliche continuirliche Gruppe ohne die identische Transformation und ohne inverse Transformationen.

Ein analytischer Ausdruck von der verlangten Beschaffenheit lässt sich nun wirklich angeben.

Es ist bekannt, dass die Function
[image: ]

sich in der Umgebung von a = 0 in eine gewöhnliche Potenzreihe von a entwickeln lässt, welche convergirt, solange der absolute Betrag a von a kleiner ist als 1. Die betreffende Potenzreihe hat die Form:

h Icu alt = w (a) ,

wobei die ku ganze Zahlen bezeichnen, welche von dem Index u abhängen. Deuten wir daher die complexen Werthe von a als Punkte einer Ebene, so ist c (a) als analytische Function von a defmirt innerhalb des Kreises, welcher mit dem Radius 1 um den Punkt a == 0 beschrieben werden kann.

Es ist ferner bekannt, dass die Function c(a) für solche Werthe a, deren absoluter Betrag gleich 1 ist, keine Bedeutung mehr hat, dass der besprochene Kreis um den Punkt a == 0 die natürliche Grenze von w (a) bildet, über welche hinaus sich diese Function nicht analytisch fortsetzen lässt.

Wir setzen nun c (a) = A, ferner sei a° < 1 und c (a°) = 2°; dann können wir die Gleichung w(a) = A nach a auflösen, das heisst, wir können a derart als gewöhnliche Potenzreihe von A — A° darstellen, dass für A = 2° sich ergiebt: a — a° und dass die Gleichung a^a) — X bei Substitution des Ausdruckes für a identisch befriedigt wird.

Es möge sein a = % (2); dann ist % (A) eine analytische Function, die nur solche Werthe annimmt, deren absolute Beträge kleiner als 1 sind; das gilt nicht blos für das eben gefundene Functionenelement, welches in der Umgebung von A = A° durch eine gewöhnliche Potenzreihe von A — 2° dargestellt wird, das gilt vielmehr auch für jede analytische Fortsetzung dieses Functionenelements.

Setzen wir daher
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 Lie, Gesellschaft d. W. zu Christiania, 1874.
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 Lie, Math. Ann. Bd. 8, S. 303; Göttinger Nachr. 1874.
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 Lie, Math. Annalen Bd. 8, S. 303, 1874; Göttinger Nachrichten, 1874, S. 533 und 540; Archiv for Math, og Naturv. Christiania 1878.


«‘= z(2) z,

so erhalten wir den gewünschten analytischen Ausdruck für alle Transformationen x'=axz in welchen a kleiner ist als 1. Haben wir nun:

a‘=z():a, «"== x(A2)-x‘,

so ergiebt sich:

«"= x()z(22)-x; diese Gleichung aber lässt sich immer auf die Form

«”= x(3)-x

bringen: es ist ja z(A)x(A2) < 1; setzen wir also x(A,)-x (A2) === « , so bekommen wir einfach: l, == 0 («) .

Hiermit ist bewiesen, dass die Gleichung «‘== x(A)-x mit dem willkürlichen Parameter 2 eine Gruppe darstellt. Diese Gruppe ist continuirlich und endlich, sie enthält aber die identische Transformation nicht, auch ordnen sich ihre Transformationen nicht paarweise als inverse zusammen. Unser Zweck: der Nachweis, dass es Gruppen dieser Art giebt, ist demnach erreicht. Es ist überdies leicht zu sehen, dass man in ähnlicher Weise beliebig viele Gruppen von dieser Beschaffenheit bilden kann.

Anmerkung. In seinen ersten Untersuchungen über endliche con-tinuirliche Transformationsgruppen versuchte Lie zu beweisen, dass jede r-gliedrige Gruppe die identische Transformation sowie r unabhängige infinitesimale Transformationen enthielte und von den letzteren erzeugt würde (vgl. insbesondere die beiden Abhandlungen im Archiv for Mata, og Naturvid., Bd. 1, Christiania 1876). Bald jedoch erkannte er, dass bei seinem Beweise implicite gewisse Voraussetzungen über die Beschaffenheit der auftretenden Functionen gemacht waren; er beschränkte sich in Folge dessen ausdrücklich auf solche Gruppen, deren Transformationen sich paarweise als inverse zusammenordnen und zeigte, dass jedenfalls für solche Gruppen der bewusste Satz gültig ist (Math. Ann. Bd. 16, S. 441 ff.).

Später, im Jahre 1884, gelang es Engel, eine endliche continuirliche Gruppe zu bilden, welche die identische Transformation nicht enthält und deren Transformationen sich nicht paarweise als inverse zusammenordnen; es war die im vorstehenden Paragraphen aufgestellte Gruppe.

Endlich fand Lie, dass die Gleichungen einer jeden endlichen continuir-liehen Gruppe mit r Parametern sich jedenfalls durch Einführung neuer Parameter und analytische Fortsetzung aus den Gleichungen einer r-gliedrigen Gruppe ableiten lassen, welche die identische Transformation und r unabhängige infinitesimale Transformationen enthält, während ihre endlichen Transformationen sich paarweise als inverse zusammenordnen (Theorem 26).

§ 45.

In Kapitel 4, S. 75 fanden wir, dass jede r-gliedrige Gruppe, welche r unabhängige infinitesimale Transformationen enthält, die Eigenschaft besitzt, dass sich ihre endlichen Transformationen paarweise als inverse zusammenordnen. Andererseits ist am Schlüsse des vorangehenden Paragraphen erwähnt worden, dass dieser Satz sich umkehren lässt, dass also jede r-gliedrige Gruppe, deren Transformationen sich paarweise als inverse zusammenordnen, die identische Transformation enthält und von r unabhängigen infinitesimalen Transformationen erzeugt wird. Wir werden angeben, wie sich die Richtigkeit dieser Behauptung einsehen lässt.

Die Gleichungen

ai =fi(x1*::In, a,**. drj (t = i • ■ • n) mit den r wesentlichen Parametern a1 • • • ar mögen eine r-gliedrige Gruppe mit paarweise inversen Transformationen darstellen. Durch Auflösung nach 21 • • • En möge sich ergeben:

x-i = Fi (x, • • • xnj ar ■ • • ar) (» = !•••»).

Wenn das Werthsystem 81 • • • sr in einer gewissen Umgebung von 8, = 0, ■ • • 8, = 0 liegt, so können wir offenbar die beiden Transformationen

Xi = Fi^' • • x^ a, • • • a,)

Xi -- fi (x, • • • Xn , a — 81, ... a, —+ 8,)

nach einander ausführen und erhalten dann eine Transformation:

«‘= f(F(x‘, a) ■ • • Fn(x , a), a + 81, • • • ar + 8,), welche ebenfalls unserer Gruppe angehört und welche sich nach Potenzen von 81 • • • sr entwickeln lässt:


(11)



[image: ]

Of(x, a)




x=F(x, a)

Setzen wir hier alle &x gleich Null, so erhalten wir die identische Transformation, welche demnach in unserer Gruppe vorkommt. Wählen wir andererseits die &x alle unendlich klein, so erhalten wir Transformationen unserer Gruppe, die von der identischen Transformation unendlich wenig verschieden sind.

Zur Abkürzung setzen wir


(12)



Of(x,a) _

L0a

x==F(x‘, a)

sodass also die Transformationen (11) die Form

Ei = Xi + 2 Sk ^ki (x , a) + • • • (i = 1 • • • n)

1 erhalten.

Sodann bilden wir in den Veränderlichen x^ ■ ■ • xü die r infinitesimalen Transformationen

—,.

Yk f i ^]ki\^ 5 a) 2c 7    ("  1:7),

1

welche für unbestimmte Werthe der ak sicher von einander unabhängig sind. Im entgegengesetzten Falle gäbe es nämlich r nicht sämmtlich verschwindende Grössen Q, • ■ • o, , welche die Gleichung

2 Q, Yk f=0

i

identisch befriedigten und dabei nicht von x( • • • xü abhingen; daraus würden dann die n Relationen

2 Qk "h (x‘, a) = 0  (=1:")

1

folgen und diese ihrerseits würden bei der Substitution Xi = fi{x^ a) übergehen in:


2 0r i




f,(x,@) — 0

0a)




li — l-.-n)-,



solche Relationen können aber nicht bestehen, weil die Parameter A1 • • • ar nach Voraussetzung in den Gleichungen Xi = ft{x^d) wesentlich sind (vgl. Kap. 1, S. 13).

Wir schliessen daraus, dass Y^ f • ■ ■ Yr'f auch dann noch von einander unabhängig bleiben, wenn für a, • • • ar ein bestimmtes Werthsystem von allgemeiner Lage eingesetzt wird. Ist 01 • • • ar ein solches Werthsystem, so wollen wir schreiben:

Yi (x , a) Shi (x );

dann sind also auch die r infinitesimalen Transformationen

X,F-5() 3f (=1...,)

And         ox.

von einander unabhängig. Es bleibt übrig zu zeigen, dass unsere Gruppe von den r infinitesimalen Transformationen X, f erzeugt ist.

Wir führen zwei Transformationen unserer Gruppe nach einander aus, nämlich erstens die Transformation:

Xi'= Xi — y 8x Nki (x, a) H

und zweitens die Transformation:

[image: ]

= x.




[image: ]



Berücksichtigen wir wie bisher blos die Glieder erster Ordnung, so erhalten wir auf die angegebene Weise die Transformation:

[image: ]




a) + X 01 §u (x) +,



welche natürlich unserer Gruppe angehört und zwar innerhalb gewisser Bereiche für alle Werthe der Parameter a, 8, 3.

Gäbe es nun unter den infinitesimalen Transformationen Y/f.-Y,f auch nur eine einzige, welche von XI f • • • X, f unabhängig wäre, so würden die zuletzt geschriebenen Gleichungen nach Kap. 3, Satz 4, S. 65 mindestens o‘+1 verschiedene Transformationen darstellen, während doch unsere Gruppe nur oo" verschiedene Transformationen enthält. Folglich muss sich jede der infinitesimalen Transformationen Y^ f aus Xkf---Xr'f linear ableiten lassen, welche Werthe auch die a haben mögen. Durch ähnliche Betrachtungen wie in Kap. 2, S. 39 erkennt man nunmehr, dass r Identitäten von der Form

Y f — > "* (a, ' ' ' ar) ' ^j f


(k == i • • • r)



1

bestehen, wo die ?jk sich in einer gewissen Umgebung von ak = äk regulär verhalten; ausserdem verschwindet natürlich die Determinante der 1jk nicht identisch, sonst wären ja Y^f ■ • • Yr'f gar keine unabhängigen infinitesimalen Transformationen.

Nunmehr ist klar, dass die Nxi(x‘, a) sich folgendermassen durch die §ji (x‘) ausdrücken:

Vki (x‘, a) =) ’j(a) ■ £ji(x').

i

Erinnern wir uns endlich der Gleichungen (12), welche die Functionen Tlki(x\ a) definiten, so erkennen wir, dass die Differentialgleichungen

2x!/ r

	
	
	
	
	
(13)                   00, = 2/ ^jk (a) • 6 ( )











(i = 1 • • • n, k = 1 ■ • ■ r)

bei der Substitution x/ = fi(x, a) identisch befriedigt werden.

Damit ist direkt nachgewiesen, dass jede Gruppe mit paarweise inversen Transformationen gewissen Differentialgleichungen von der charakteristischen Form (13) genügt; es ist also insofern der Ausgangspunkt für die Entwickelungen der Kapitel 3 und 4 gewonnen.

Wäre es nun möglich nachzuweisen, dass die Determinante der ?jk (a) für die Parametenverthe a^ • • • ar° der identischen Transformation einen von Null verschiedenen Werth hat, so würde aus den eben angeführten Ent-ivickelungen folgen, dass die Gruppe xf — fi(x, a) von den r infinitesimalen Transformationen Xxf • • • Xrf erzeugt ist. Nun aber lässt es sich der Natur der Sache nach nicht beweisen, dass die Determinante Z + tyu (a°) 1 • • ?rr (a0) von Null verschieden ist. Diesen Uebelstand kann man folgendermassen vermeiden:

Man weiss, dass die Gleichungen

	
	
	
	
	
(14)                   xf = Xi + 2 Ek 'iki (x) + • • •











i

a = i... n)

Transformationen der Gruppe xf = f(x, a) darstellen, sobald die Ek in einer gewissen Umgebung von 8, == 0, • • • sr == 0 liegen; man kann überdies zeigen, dass man in dieser Weise alle Transformationen xf — f(x, a) erhält, deren Parameter Uk in einer gewissen Umgebung von a^ • • • a^ liegen. Indem man nun die Gleichungen (14) zu Grunde legt, erkennt man leicht, dass die x' aufgefasst als Functionen der e und der x Differentialgleichungen von der Form:

2s, = 2/ Xjk^ • • • er)Si (o, • On) “=1", *=1:7) befriedigen, wo nun die Determinante der x(s) für 81 = 0, • • • &, = 0 nicht verschwindet. In dieser Weise kommt man schliesslich zu dem folgenden Resultat:

Jede r-gliedrige Gruppe mit paarweise inversen Transformationen enthält die identische Transformation und ausserdem r unabhängige infinitesimale Transformationen, von welchen letzteren sie erzeugt wird.

§ 46.

Es seien r unabhängige infinitesimale Transformationen

Xif 2 ^>kv (x, ' ' ’ OCn) ac 0   ^ r) vorgelegt, welche paarweise Relationen von der Form

	
	
	
	
	
	
(8)    x, (X, (/)) - X, (x, (0) = (x, x,) =2 c. X, (f)













1

(i, k = 1 • • • r) mit gewissen Constanten ciks befriedigen, sodass also nach Theorem 24, S. 158 der Inbegriff aller eingliedrigen Gruppen von der Form

2,X,() + +2X(f) eine r-gliedrige Gruppe bildet. Wir werden zeigen, dass die Constanten ciks in den obigen Relationen ihrerseits durch gewisse Gleichungen verknüpft sind.

Zunächst haben wir (X; X) = — (Xx Xi), woraus sich sofort ergiebt: ciks = — ckis. Noch andere Relationen finden wir, wenn die Zahl r grösser ist als 2. In diesem Falle besteht nämlich (Kap. 5, § 26, S. 94) zwischen je dreien Xif, Xxf, X;f der r infinitesimalen Transformationen ^f- • • Xrf die Jacobische Identität:

((X,X,)X) + ((X,X,) X) + ((X,X)X,) = 0 q,2,/—1...r).

Hieraus erhalten wir mit Benutzung der obenstehenden Relationen (8) zunächst:

X { ciks (Xs X) + Ckjs (x, Xf) + Cjis (Xs Xf) | = 0

und bei nochmaliger Anwendung jener Relationen:

1 • • -r

	
	
	
	
	
	
	
X { ^iks Cyr + ^kjs ^sii | Cjis Cskt | Xr f -- 0.















st

Da aber die infinitesimalen Transformationen Xf von einander unabhängig sind, so zerlegt sich diese Gleichung in die r folgenden:

	
	
	
	
	
(15)                 2 { Ciks Csjt + Ckjs Csit + Cjis Cik^}   0











(^ = 1 ■ • • r).

Also gilt das

Theorem 27.1) Sind r unabhängige infinitesimale Transformationen X|(f) • • • Xr(f) so beschaffen, dass sie paarweise Relationen von der Form


(8)




XÄO-



(i, k = 1 • • • r)

mit gewissen Constanten ciks befriedigen, so dass also der Inbegriff aller c‘1 eingliedrigen Gruppen von der Form

Ax(f+tfa,X,(f)

eine r-gliedrige Gruppe bildet, so bestehen zwischen den Constanten CikS die nachstehenden Relationen:


(16)



[image: ]



Ckt — Ckit = 0

| Ciks ^sj-t — ^kja Cgü — Cjis Cg^

	
	
	
	
(i, k, j, T = 1 • • • r).









Die Gleichungen (16) sind von der Zahl der Veränderlichen 21 ***Xn in den infinitesimalen Transformationen X|(f) • • • H-rif) vollständig unabhängig. Aus dem vorstehenden Satze können wir daher noch Folgendes schliessen:

Selbst wenn die Zahl n der unabhängigen Veränderlichen X1 • . x n ganz beliebig wählbar ist, lassen sich doch nicht zu jedem Systeme von Constanten Ciu (i, k, s=1 • • • r) r unabhängige infinitesimale Transformationen

	
	
	
X, (F) = 3 5. (x,x„) 3 a=1.r)







angeben, welche paarweise die Relationen

(X, Xp) =2X ca, X, (f)   (1=11 ")

1

befriedigen. Zur Existenz derartiger infinitesimaler Transformationen ist vielmehr das Bestehen der Gleichungen (16) nothwendig; aber es ist auch hinreichend, wie wir später sehen werden.

Wo nicht das Gegentheil besonders bemerht wird, beschränhen wir uns bei allen folgenden Untersuchungen auf solche r-gliedrige Gruppen, welche r unabhängige infinitesimale Transformationen

	
	
x, f = 2 & (x, ’ • ' «„) 3





enthalten und folglich von denselben erzeugt sind. Dabei berüchsichtigen wir stets nur solche Werthsysteme 21 -Xn, für welche sich alle Ski regulär verhalten.

Ferner heben wir nochmals hervor, dass wir in Zukunft eine r-gliedrige Gruppe mit den unabhängigen infinitesimalen Transformationen Xf • • • Xrf oft kurz als die Gruppe Xf • • ■ Xrf bezeichnen. Unter den verschiedenen Formen, welche die endlichen Gleichungen der r-gliedrigen Gruppe Xf • • • Xrf erhalten können, bezeichnen wir die folgende:

x; = &, + 2 ex su (x) +*    ( - i... n)

als eine kanonische Form der Gruppe.

	
Kapitel 10.



Systeme von partiellen Differentialgleichungen, deren allgemeinste Lösungen nur von einer endlichen Anzahl willkürlicher Constanten abhängen.

In den V eränderlichen X, • • • xn, Zt • • • zm denken wir uns ein System von partiellen Differentialgleichungen beliebiger Ordnung vorgelegt. Äusser X1 - An , 21 • • • zm möge dasselbe nur Differentialquotienten von 21 • • • zm nach 21 • • • xn enthalten, sodass wir also 2, • • • xn als von einander unabhängig zu betrachten haben, während 21 ■ ■ • zm derart als Functionen von X, • • • xn zu bestimmen sind, dass das System identisch befriedigt wird.

Unser System von Differentialgleichungen soll nun keineswegs ganz beliebig sein, sondern es soll gewisse besondere Eigenschaften besitzen. Wir wollen annehmen, dass es in der Form, in welcher es vorliegt, die folgenden Bedingungen erfüllt:

Erstens. Wenn s die Ordnung der höchsten in dem Systeme vorkommenden Differentialquotienten ist, so sollen sich vermöge der Gleichungen des Systems durch Auflösung sämmtliche Differential-quotienten s-ter Ordnung von 2, • • • zm nach X, • • • xn durch die Differentialquotienten erster bis (s — l)-ter Ordnung und durch 2, • • • zm, A1* • • xn ausdrücken lassen. Dagegen soll es nicht möglich sein auf diese Weise sämmtliche Differentialquotienten (s — l)-ter Ordnung durch die von niederer Ordnung und durch 21 • • • sm, 21--:An auszudrücken.

Zweitens. Durch einmalige Differentiation des vorgelegten Systems nach den einzelnen Veränderlichen X, • • • Xn und durch Com-bination der erhaltenen Gleichungen sollen sich nur solche Relationen zwischen X1 • • • An, 21 • • • Em und den Differentialquotienten erster bis (s— l)-ter Ordnung ergeben, welche bereits aus dem vorgelegten Systeme folgen.

Diese speciellen Voraussetzungen über die Form des vorgelegten Gleichungensystems machen wir nur der Bequemlichkeit wegen. Selbstverständlich lassen sich die folgenden Betrachtungen überhaupt auf jedes System von partiellen Differentialgleichungen anwenden, welches durch Differentiationen und Eliminationen die eben beschriebene Form erhalten kann.

Aus der bekannten Theorie der totalen Differentialgleichungen ergiebt sich jetzt ohne Schwierigkeit, dass jedes System von Differentialgleichungen, welches die vorhin besprochenen Eigenschaften besitzt, integrabel ist und dass die allgemeinsten Functionen 2, •% von X1 • • • xn, welche dem Systeme genügen, nur von einer endlichen Anzahl willkürlicher Constanten abhängen.

Wir wollen nun diesen Satz in etwas anderer Weise begründen, indem wir das besprochene Integrationsproblem auf das Problem zurückführen, Gleichungensysteme zu finden, welche eine Anzahl von gegebenen infinitesimalen Transformationen gestatten; das letztere Problem können wir ja auf Grund der Entwickelungen des Kapitels 7 sofort erledigen.

Andererseits werden wir auch noch zeigen, dass der besprochene Satz sich umkehren lässt: wir werden beweisen, dass jedes Gleichungensystem

Zu — Zu (x, ' * ' ^n, a, * ' ' a,) (u = i • • • m), welches eine endliche Anzahl r von willkürlichen Parametern ak enthält, das allgemeinste Lösungensystem eines gewissen Systems von partiellen Differentialgleichungen darstellt.

Für uns ist dieser zweite Satz der wichtigere; ihn haben wir ja schon an früheren Stellen benutzt (vgl. die Einleitung S. 5, sowie Kap. 2, S. 36) und werden ihn auch im nächsten Kapitel wieder verwenden.

Deshalb schien es wünschenswerth, beide Sätze selbständig abzuleiten, ohne die Theorie der totalen Differentialgleichungen herein-zuziehen.

§ 47.

Die Zahl der Differentialquotienten k-ter Ordnung von 21 • • • 2m nach x, • • • xn möge mit &x bezeichnet werden. Für die Differentialquotienten k-ter Ordnung selbst führen wir die Bezeichnung 29) ein, wo i die Werthe 1,2 -.& zu durchlaufen hat; doch behalten wir uns vor, an Stelle von p(0) • • ■ p^ einfach 21 • • • E zu schreiben. Endlich setzen wir noch sodass also p^ einen der 81+1 Differentialquotienten (Ji — l)-ter Ordnung bedeutet.

Nach diesen Festsetzungen können wir das zu untersuchende System von Differentialgleichungen folgendermassen schreiben:


(1) I



W, (x, z, p^ • • • p's~ 1)) = 0, Wq (x, s, p^ • • • p^—1)) = 0, p^ = P, (x, 2, p^ • • • p^~^   ( = i • • • 6—1  =1.»).

Die Gleichungen W=0, • • • Wq === 0 setzen wir hier als von einander unabhängig voraus. Die n 8,—1 Gleichungen P9—1) = P, sind allerdings von den W = 0 unabhängig aber nicht unter einander, weil nämlich die n 8,—1 Ausdrücke p^ 1) nicht lauter verschiedene Differentialquotienten s-ter Ordnung darstellen. Aber für das Folgende ist die obige Schreibweise bequemer, als wenn wir das Gleichungensystem (1) in der Form:

1^=0, - Wq = 0, p^ P^z,^     (=1.9

geschrieben hätten.

Unser Gleichungensystem (1) hat nun nach Voraussetzung die Eigenschaft, bei einmaliger Differentiation nach den x keine neuen Relationen zwischen den x, z, pW ■ • • p^- 1) zu liefern. Alle Relationen zwischen den x, z, p^ • • • p(—1), welche sich bei einmaliger Differentiation von (1) ergeben, müssen also eine Folge von W = 0, • • • Wq = 0 sein.

Offenbar finden wir die betreffenden Relationen, wenn wir (1) nach jeder der n Veränderlichen X1 • • • xn differentiiren und sodann alle Differentialquotienten von (s+1)-ter Ordnung wegschaffen und alle von s-ter Ordnung durch ihre Werthe aus (1) ersetzen.

Durch Differentiation von WA — 0 und nachherige Elimination der Differentialquotienten s-ter Ordnung bekommen wir die Gleichungen
[image: ]

Dieselben sind nach dem Obigen eine Folge von W1=0, - * W=0-Mit andern Worten: das Gleichungensystem W=0,--. Wq = 0 i^ den Veränderlichen x, 2, p() • • • p- 1) gestattet die n infinitesimalen Transformationen:
[image: ]

in denselben Veränderlichen (vgl. Kap. 7, S. 109).

Differentiirt man andererseits die Gleichungen Pß-1 = P,j nach x, und eliminirt sodann alle Differentialquotienten s-ter Ordnung, so bekommt man:

- 2(3—1) === -0-7(—1) == 22, (P) .

Oa,"      0a,Ox;’’•

Aus diesen Gleichungen sind jetzt noch alle Differentialquotienten (s—1)-ter Ordnung wegzuschaffen. Man erkennt leicht, dass sich dabei nur die folgenden Relationen ergeben:

	
	
(3)                 92,(P) — (P) = 0





(v, j = 1 • • • n. i = 1 • • • es__1),

welche also ebenfalls eine Folge von W1=0,*.: Wq = 0 sein müssen.

Hiermit sind die in der Einleitung geforderten Eigenschaften des Systems (1) analytisch formulirt.

Denken wir uns jetzt irgend ein Lösungensystem

	
	
	
2,    = 91(x, - x„), - 2 = 9m (x,- x„)







der Differentialgleichungen (1) vorgelegt. Durch Differentiation desselben erhalten wir die p() • • • p®8—1), p^ als Functionen von x1 ■ ■ ■ xn dargestellt:

	
	
	
	
2,    — ^ (x,—: Xn\ • • • P,;_1 = g.—P (,* Xn\ p^v = —ad.









(ik == 1, 2 • • • &k, • =1* • -n), und wenn wir diese Ausdrücke sowie die Ausdrücke für 21 *-* 2m in die Gleichungen (1) einsetzen, so bekommen wir natürlich lauter Identitäten. Hieraus geht hervor, dass die Gleichungen Wi = 0, . . . W. = 0 ihrerseits bei der Substitution

	
	
(4)    zu = Pu (a,—" «„), p^ = 9^^ (x, • • • «„), • • • PEP = q(7 (x,—" «„) (L =1: • -m, *==1 •8k) sich in Identitäten verwandeln; das können wir offenbar auch folgendermassen ausdrücken: das Gleichungensystem (4) umfasst die Gleichungen W =0, W, = 0.





Wir behaupten ferner, dass das Gleichungensystem (4) die oben besprochenen infinitesimalen Transformationen &f • • • Mnf gestattet.

In der That, es verschwinden zunächst alle Ausdrücke

	
82, (=,—P.) =P22—ax,



Sl,^-<f^^^-

	
S2,     — g(— 2)) — p^~^ — —.—



2     "‘— 2 /      ls—2‘      Ox,

vermöge (4), denn die Gleichungen (4) sind ja aus Zu — Pu = 0 durch Differentiation nach A1-*Xn hervorgegangen. Aber auch die Ausdrücke a q(- 1)

	
9,    (p^~ 1) — q(— 1)) = P.--"—1 "‘—1)     4— 1‘     OE, verschwinden vermöge (4), denn die Gleichungen



(s—1) — P

F‘3—1 *       ‘3—1 7

werden ja, wie schon oben gesagt, durch die Substitution

2q9—1)

	
	
2.    = CpU , P^ = o(1) , • • • p(3—1) — q(— 1) , p(s—1) = —1 " ‘"‘ ‘‘ ‘‘               ‘‘s—1‘‘s—1‘ Oa, identisch befriedigt.





Damit ist die oben aufgestellte Behauptung bewiesen.

Denken wir uns jetzt umgekehrt ein Gleichungensystem von der Form (4) vorgelegt, über welches wir weiter Nichts wissen, als dass es die infinitesimalen Transformationen &f...S„f gestattet und die Gleichungen W1 = 0, • • • Wg = 0 umfasst.

Offenbar entstehen die betreffenden. Gleichungen (4) alle aus den Gleichungen Zu = Pu durch Differentiation nach X1 -. Xn . Da ausserdem unter den gemachten Voraussetzungen die Gleichungen

	
	
	
9,    (p(—1) — (p^\ =P.---1 = 0







V ‘3—1     ‘‘— 1 /      ’s— i r dx

eine Folge von (4) sind und die Gleichungen W1 = 0, • • • Wq = 0 ebenfalls, so wird das Gleichungensystem (1) identisch befriedigt, wenn man die Substitution (4) darauf ausführt und sodann noch aqßs—l)

22" = Tax— setzt. Also stellen die Gleichungen Pu = Pu ein Lösungensystem der Differentialgleichungen (1) dar.

Wir ersehen hieraus: jedes Lösungensystem Zu = Pu der Differentialgleichungen (1) liefert ein ganz bestimmtes Gleichungensystem von der Form (4), welches die infinitesimalen Transformationen Mf- • • ünf gestattet und die Gleichungen W=0,--. Wq — 0 umfasst; umgekehrt liefert jedes Gleichungensystem von der Form (4), welches die eben angegebenen Eigenschaften besitzt, ein ganz bestimmtes Lösungensystem der Differentialgleichungen (1). Folglich ist das Problem, alle Lösungensysteme der Differentialgleichungen (1) zu bestimmen, äquivalent mit dem Problem, alle Gleichungensysteme von der Form (4) zu bestimmen, welche die infinitesimalen Transformationen Qf • • • ünf gestatten und ausserdem die Gleichungen W1=0, Wq = 0 umfassen. Kennt man die allgemeinste Lösung des einen dieser beiden Probleme, so ist zugleich die allgemeinste Lösung des andern gegeben.

Dieses neue Problem können wir aber auf Grund der Entwickelungen in Kap. 7, S. 118 ff. erledigen.

Nach Kapitel 7, Satz 5, S. 118 gestattet jedes der gesuchten Gleichungensysteme mit Bf ■ • • Snf zugleich auch alle infinitesimalen Transformationen von der Form 2, (Jj(f)) — &; (L„(f)). Durch Ausrechnung ergiebt sich:

92,(2, (f) - 9, {a,(fj) => (9, (P,) - 9, ^} L i. -1. „. denn die Ausdrücke

^v(P^) - 82,(p£3) verschwinden sämmtlich identisch, so lange k kleiner ist als s—1. Nun aber haben wir oben gesehen, dass die Gleichungen (3):

£1^ - ^(P^ = 0

eine Folge von W, = 0, • • • Wq = 0 sind. Folglich, bestehen für die Werthsysteme x, z, p^ • • • p- 1) des Gleichungensystems W1 = 0, • • • Wq = 0 Relationen von der Form:

n

	
	
	
	
2,    (,4f9) — & (2, (f)) = X Cxr (a, 2, pw • • • p^1’) • ^tf 0,3=1: -p









1

wo die Functionen a^ alle gleich Null sind und sich also für die Werthsysteme von W=0,... W = 0 sicher regulär verhalten.

Ausserdem ist noch hervorzuheben, dass unter den n-reihigen Determinanten der Matrix:

10-0    • 26—2) P P ,

	
-    11 - 8—21 ii      6—11



0 0-1 p^ • pp-^ P • P

	
-    1n 7 ^s 2 n 1n       Es 1” eine den Werth 1 besitzt und demnach von keinem der gesuchten Gleichungensysteme zum Verschwinden gebracht werden kann.



Wir sehen hieraus, dass wir den speciellen Fall vor uns haben, dessen Erledigung durch das Theorem 19 in Kap. 7, S. 132 gegeben ist. Mit Hülfe dieses Theorems können wir überhaupt alle Gleichungensysteme aufstellen, welche Sf • • • Bf gestatten und die Gleichungen Wi — 0, • • • W = 0 umfassen. Es hat keine Schwierigkeit darunter diejenigen Gleichungen Systeme anzugeben, welche die Form (4) erhalten können.

Aus einem Gleichungensysteme, welches die infinitesimalen Transformationen &f • • • Slnf gestattet, lässt sich niemals eine Relation zwischen den Veränderlichen X1---Xn allein ableiten. Das ergiebt sich aus dem angezogenen Theoreme und lässt sich auch leicht direkt einsehen. . Es ist demnach möglich, die Gleichungen W=0, • • • W==0 nach q unter den & — 81 — • • • — 8—1 Grössen 2, p^ • • • p— 1) aufzulösen. Wenn wir das thun, bekommen wir q von den X& Ver-änderlichen z, p)... p8—1) durch die X&k — q übrigen und durch X, • • • xn ausgedrückt.

Nach diesen Vorbereitungen können wir die verkürzten infinitesimalen Transformationen bilden, von welchen in jenem Theoreme die Rede ist. Wir erhalten dieselben, wenn wir aus Sf • • • An alle Glieder mit Differentialquotienten von f nach jenen q unter den Veränderlichen 8, p^ • • • p(8—1) weglassen und sodann in den übrig bleibenden Gliedern jene q Veränderlichen durch ihre Ausdrücke als Functionen der X& — q übrigen und der x ersetzen.

Die so erhaltenen n verkürzten infinitesimalen Transformationen, welche Bif- ■ • Snf heissen mögen, enthalten n — q — Z& unabhängige Veränderliche und stehen ausserdem nach jenem Theoreme paarweise in der Beziehung:

9„(5,(f)) “ 9,(2„(f)) =0 6,j=1...„).

Folglich bilden die n von einander unabhängigen Gleichungen &f==0,S,f = 0 ein n-gliedriges vollständiges System mit X& — q unabhängigen Lösungen: wn 1, • • • Us,—q. Sind diese Lösungen bestimmt, so lassen sich sofort alle Gleichungensysteme Theorie der Transformationsgruppen.                                      12

angeben, welche die infinitesimalen Transformationen Sf ■ • • Onf gestatten und die Gleichungen W = 0, • • • Wq = 0 umfassen. Die allgemeine Form eines derartigen Gleichungensystems ist: W1 = 0, • - ■ Wq = 0 mit beliebigen hinzutretenden Relationen zwischen den Z& — q Lösungen u.

Nun aber kommt es uns nicht auf alle Gleichungensysteme dieser Art an, sondern nur auf diejenigen, welche auf die Form (4) gebracht werden können. Jedes Gleichungensystem von dieser Beschaffenheit enthält gerade Z &k unabhängige Gleichungen, es kann daher die Form erhalten:

	
(5)      W1=0,* Wq = 0, M, = a1, • • • U2ek-q = ttSSk~q, wo die a Constanten bezeichnen. Aber jedes Gleichungensystem von der eben angegebenen Form lässt sich nach den X& Veränderlichen s,p)...p(3—1) auflösen, denn es gestattet die infinitesimalen Transformationen Mf-- Snf und kann daher keine Relation zwischen 21 • • • xn allein zur Folge haben. Führen wir die betreffende Auflösung aus, so bekommen wir ein Gleichungensystem


(5‘)





Zu = Zu (^ • • • xn, 01, 02 ** •), P() = n^ (2, *** xn, a^ a, • • •),

• • • PzEP — 11,_1 (x, • • • xn, ar, a, • • )

(u = i • • • m; ik = i • ■ • Ex) ,

welches allen gestellten Forderungen genügt: es gestattet die infinitesimalen Transformationen Qf • • • anf, es umfasst die Gleichungen W1 = 0, • • • Wq = 0 und es besitzt die Form (4). Wenn wir nunmehr die 2 sk — q Constanten a als willkürliche Constanten betrachten, so haben wir offenbar das allgemeinste Gleichungensystem von der verlangten Beschaffenheit.

Hieraus folgt nach dem früher Gesagten, dass die Gleichungen (6)           . Zu = Zu(x, • • * &, a,, a, • • •) @a=1:m)

ein Lösungensystem der Differentialgleichungen (1) darstellen und zwar das allgemeinste Lösungensystem. Wir behaupten nun, dass in diesem Lösungensysteme die Z& — q willkürlichen Constanten a sämmtlich wesentlich sind.

Zum Beweise unserer Behauptung erinnern wir daran, dass die Gleichungen (5') aus den Gleichungen Zu = Zu durch Differentiation nach 21* • • xn erhalten werden können, vorausgesetzt, dass die p) , pW • • • wieder als Differentialquotienten der z nach den x aufgefasst werden. Wären nun die 27^— q Parameter a in den Gleichungen (6) nicht wesentlich, so liesse sich die Zahl der Parameter durch Einführung geeigneter Functionen von ihnen erniedrigen. Damit würde

aber nach dem Vorhergehenden zugleich die Anzahl der Parameter in den Gleichungen (5‘) erniedrigt, was unmöglich ist; denn die Gleichungen (5‘) lassen sich auf die Form (5) bringen, woraus unmittelbar hervorgeht, dass die Parameter a in (5‘) sämmtlich wesentlich sind. Das ist ein Widerspruch, also ist die vorhin gemachte Voraussetzung falsch und die Parameter a sind auch in den Gleichungen (6) sämmtlich wesentlich.

Wir können daher den Satz aussprechen:

Satz 1. Besitzt ein System von partiellen Differentialgleichungen s-ter Ordnung von der Form:

	
	
— /                         0z, 82z,                -





Fg I 21 Tn, 21 *** Zm, ' • 2, 2 s)    ' 0 (ff — 1, 2 • •

die Eigenschaft, dass alle Differentialyuotienten s-ter Ordnung der 2 nach den x durch die Differentialquotienten niedrigerer Ordnung, durch 2, - zm und ^ ■ ■ ■ xn ausgedrückt werden können, während das entsprechende jedenfalls nicht für alle Differentialquotienten (s — ifter Ordnung gilt, liefert ausserdem das System bei einmaliger Differentiation nach den x nur solche Delationen zwischen xr - • • xn, zi ■ ■ ■ zm und den Differentialquotienten erster bis (s — lyter Ordnung, welche aus dem Systeme selbst folgen, so enthält das allgemeinste Lösungensystem

Zu (p^ (x, * ■ ■ a„)    (=1.m)

des betreffenden Systems von Differentialgleichungen nur eine endliche Anzahl von willkürlichen Constanten. Die Zahl dieser willkürlichen Constanten ist gleich & —-.— 8,—1 — q, wo mit £k die Zahl der Differentialquotienten k-ter Ordnung von 21 ■ ■ • zm nach xr - • • xn bezeichnet ist und mit q die Anzahl der unabhängigen Delationen, welche das betreffende System zwischen X, • ■ • xn, 21- • • zm und den Differentialquotienten erster bis (s — ifter Ordnung liefert. Das allgemeinste Lösungensystem Zu = Pu selbst findet man durch Lntegration eines n-gliedrigen vollständigen Systems in n — q — 8 — • • • — 8,—1 unabhängigen Veränderlichen.

Beim Beweise des vorstehenden Satzes dachten wir uns die Gleichungen W1 = 0, • • • Wq = 0 nach q von den Grössen z, pw • • -p^ aufgelöst. An und für sich ist es ja vollständig gleichgültig, nach welchen unter diesen Grössen aufgelöst wird; da nun aber die Gleichungen W= 0, • • • W = 0 Differentialgleichungen sind und die p), p^ • • ■ Differentialquotienten bezeichnen, so ist es zweckmässig, die besprochene Auflösung in einer besonderen Weise durchzuführen, welche wir jetzt auseinandersetzen wollen.

Zunächst eliminiren wir aus den Gleichungen W — 0, • • • W2 = 0 alle Differentialquotienten p]), p^ • • • p— 1); dann erhalten wir etwa 12*

vo unabhängige Gleichungen zwischen den x und 2 allein und können daher vo von den Z als Functionen der & — v = m — Vo übrigen und der x darstellen.

Die Ausdrücke für diese vo Grössen 2 setzen wir in die Gleichungen Wi == 0, Wq — 0 ein, welche sich nunmehr auf q — v von einander unabhängige reduciren. Aus diesen q — vo Gleichungen schaffen wir sodann alle Differentialquotienten p^ • • • p(— 1) fort und bekommen so etwa 71 von einander unabhängige Gleichungen, ver-mittelst deren wir 71 von den Grössen p^ durch die 81 — 71 übrigen, durch jene & — vo von den 2 und durch X1 • . An ausdrücken können.

Wenn wir in der beschriebenen Weise fortfahren, so wird schliesslich das Gleichungensystem Wi = 0, • • • Wq = 0 aufgelöst und zwar nach je Vx von den &x Differential quotienten p^, unter k eine beliebige unter den Zahlen 0, 1, 2 • • • s — 1 verstanden. Dabei sind jedesmal die betreffenden VR unter den p^ ausgedrückt durch die &x — vk übrigen, durch gewisse von den Differentialquotienten niedrigerer Ordnung: p^—1) . . . pW} pW Und durch die x. Die Summe v-v-— v,—1 hat natürlich den Werth q. Endlich lässt sich zeigen, dass vk stets kleiner ist als &x. Zunächst ist nämlich vs—k sicher kleiner als &,—1, weil wir vorausgesetzt haben, dass sich aus unserem Systeme von Differentialgleichungen nicht alle Differentialquotienten (s — l)-ter Ordnung durch diejenigen niedrigerer Ordnung und durch die x ausdrücken lassen. Wäre aber irgend eine andere der Zahlen Vk gleich &x, so hätten wir:

p,” = Fi (x, s, pW • • • p^-1^   (=1,20* ;

da nun das Gleichungensystem W=0,.. Wq = 0 die infinitesimalen Transformationen ^f- •• Lf gestattet, so müssten auch alle Gleichungen

P. - %,(F) a-1-*=10»)

eine Folge von Wi = 0, • • • Wq = 0 sein, es wäre also auch V}+1 = 8x+1, ebenso V}+2 = &x+2, • • • vs—1 = 8,—1, was nach dem vorhin Gesagten unmöglich ist.

Haben wir einmal die Gleichungen W = 0, • • • Wq — 0 aufgelöst, so ist damit zugleich auch das System der Differentialgleichungen (1) in einer ganz bestimmten Weise aufgelöst, nämlich nach je vk von den &x Differential quotienten k-ter Ordnung, unter k eine beliebige der Zahlen 0, 1, 2 • • • s verstanden. Dabei ist vk immer kleiner als sk, nur vs ist gleich 8,. Die vk Differentialquotienten k-ter Ordnung sind jedesmal ausgedrückt durch die sk — vk übrigen von k-ter, durch die von niedrigerer Ordnung und durch die x.

Kennt man alle Zahlen ^ und VI, so kann man unmittelbar die Anzahl der willkürlichen Constanten in dem allgemeinsten Lösungensystem der Differentialgleichungen (1) angeben. Diese Anzahl ist ja nach dem obigen Satze gleich:

6+6++ e,—1 — I = (60 — vo) + (6, — v)++ (e,-1 ~ v,-1).

§ 48.

Es sei jetzt umgekehrt ein Gleichungensystem von der Form

(7)                          ^t = Zu (x, • ■ • a„, a, • • • ar)

(u = 1 • • • m) vorgelegt, in welchem X1 -. An als unabhängige Veränderliche aufzufassen sind und a, • • • ar als willkürliche Parameter. Die r Parameter at - •• ar, deren Zahl endlich ist, mögen sämmtlich wesentlich sein.

Wir werden zeigen, dass es ein von a, • • • ar freies System von partiellen Differentialgleichungen giebt, dessen allgemeinste Lösungen eben durch die Gleichungen (7) dargestellt werden.

Indem wir die Gleichungen (7) nach 21 • • • xn differentiiren, erhalten wir der Reihe nach Gleichungen von der Form:

(7J             29) = Z( (x, • • • xn, a, • ■ • a^   (=1-6)

(7,)              29) = Z2 (x, • • • x„, a,- • • a,)     (=1- 4)

und so weiter.

Nun lassen sich vermittelst der Gleichungen (7) eine gewisse Anzahl, etwa Uo, von den a durch die r — Uo übrigen, durch die x und die z ausdrücken. Nehmen wir die Gleichungen (7) und (71) zusammen, so können wir Uo — U, von den a durch die r — Uo — U, übrigen, durch die p(), z und die x ausdrücken. Nehmen wir überhaupt die Gleichungen (7), (71) • • • (7x) zusammen, so können wir uo — U1 — • • • — Ux von den Grössen a durch die r — u — • • — Ux übrigen und durch die plk), p“—1) . . . pWf 2, x ausdrücken. Hierbei sind uo, U, • • • vollkommen bestimmte positive ganze Zahlen.

Die Summe Uo — U1 — • • • — Ux ist natürlich höchstens gleich r; ferner ist die Zahl uo jedenfalls verschieden von Null, weil wir r grösser als Null voraussetzen können. Folglich muss es eine endliche ganze Zahl S 2 1 geben von solcher Beschaffenheit, dass zwar uo, u, • • • u,—1 sämmtlich von Null verschieden sind, dass aber die Zahl us verschwindet. Werden dann aus den Gleichungen (7), (71) • • • (7,-1) die bewussten von den Grössen a, • • • ar bestimmt und deren Werthe in die Gleichungen (7,) eingesetzt, so ergeben sich lauter von a, • • • ar freie Gleichungen; denn im entgegengesetzten Falle liessen sich aus den Gleichungen (7), (7J • • • (7,) mehr als uo — • • — u,- 1 von den Grössen a bestimmen, es wäre also u, > 0, was nach dem Obigen nicht der Fall ist.

Wir erhalten demnach aus den Gleichungen (7), (71) • • • (7,) durch Elimination von a, • • • ar folgende Gleichungen:

erstens 8, Gleichungen, welche alle 8, Differentialquotienten p^ durch die p— 1) • • • p(1), z, x ausdrücken und

zweitens noch & — Mo — &, — u,—..— 8,—1 — u,—i von einander unabhängige Gleichungen zwischen den x, 2, p(1) ■ • • p0—1).

Es ist leicht zu sehen, dass das so gefundene System von Differentialgleichungen s-ter Ordnung alle Eigenschaften besitzt, welche in Satz 1, S. 179 den Differentialgleichungen Fa (x, 2, 25**)=0 zu-geschrieben werden.

In der That alle 8, Differentialquotienten s-ter Ordnung sind Functionen derjenigen von niedrigerer Ordnung und der x; für die Differentialquotienten (s — l)-ter Ordnung gilt jedoch das entsprechende nicht, weil nämlich die oben besprochene Zahl ps-t von Null verschieden ist. Endlich ergeben sich auch durch Differentiation nach den x und durch Combination der erhaltenen Gleichungen nur solche Relationen zwischen den x, 2, p^ • ■ ■ p^^, welche aus den obigen folgen. Die Gleichungen (7), (7J • • • (7,—1) und die daraus folgenden sind ja die einzigen endlichen Relationen, durch welche die Grössen a, ■ • • ar, x, z,p^ • • • p- 1) verknüpft sind; wenn wir daher die a elimi-niren, so erhalten wir die einzigen endlichen Relationen, welche zwischen den x, z, p()... p—1) bestehen, nämlich die oben erwähnten & — Uo — ' ‘ ' — 8—1 — u,—i Relationen.

Auf unser System' von Differentialgleichungen s-ter Ordnung lässt sich also der schon erwähnte Satz 1, S. 179 ohne Weiteres anwenden. Die damals definirten Zahlen V) sind gleich &x — pk und die damals definirte Zahl q hat daher im gegenwärtigen Falle den Werth

&0 — Mo — ■ ' ‘ — 8—1 — Us—1,

folglich enthält das allgemeinste Lösungensystem unserer Differentialgleichungen gerade u—u,-.— ps—i willkürliche Constanten. Da nun andererseits die Gleichungen (7) auch ein Lösungensystem unserer Differentialgleichungen darstellen und zwar eines mit den r wesentlichen Parametern a, • • • ar als willkürlichen Constanten, so muss die Zahl u * — ps—1, welche höchstens gleich r ist, gerade gleich r sein. Mit anderen Worten: das Gleichungensystem (7) stellt das allgemeinste Lösungensystem unserer Differentialgleichungen dar.

Wir haben somit den

Satz 2. Sind 21 • • • En gegebene Functionen der Veränderlichen X, • • • An und einer endlichen Anzahl von Parametern ax •■ - ar:

Zu — Zu (x, ■ * ■ ccn^ a^ • • • a^ (u = 1    m),

so giebt es stets ein integrables System von partiellen Differentialgleichungen, welches die z als Functionen der x bestimmt und dessen allgemeinste Lösungen eben durch die Gleichungen Zu === Z^ (x, a) dargestellt werden.

Verbinden wir diesen Satz mit dem Satze 1, S. 179, so erhalten wir sofort den

Satz 3. Ist ein integrables System von partiellen Differentialgleichungen

Fa (x, - a„, 8^- 8m, 4 .8 1 ) = 0   (0 =1,2.)

so beschaffen, dass seine allgemeinsten Lösungen nur von einer endlichen Anzahl willkürlicher Constanten abhängen, so lässt es sich stets durch Differentiationen und Eliminationen auf eine Form bringen, welche die folgenden beiden Eigenschaften besitzt: Erstens sind alle Differentialguotienten von einer gewissen, etwa von der s-ten Ordnung durch die von niedrigerer Ordnung und durch zx • •' zm, xr ■ • ■ xn ausgedrückt, während das entsprechende jedenfalls nicht für alle Differentialguotienten (s — ifter Ordnung gilt. Zweitens ergeben sich durch einmalige Differentiation nach den x nur solche Delationen zwischen den x, z und den Differentialguotienten erster bis (s — Vpter Ordnung, welche aus den schon vorhandenen Gleichungen folgen.

Die Entwickelungen des gegenwärtigen § liefern überdies eine einfache Methode zur Beantwortung der Frage, wieviele unter den Parametern a, • • • ar eines vorgelegten Gleichungensystems

Zu — Z^ (x, • • • xn, a^ • • • aj) (a=1:m) wesentlich sind.

Um diese Frage beantworten zu können, brauchen wir nämlich blos die oben definirten ganzen Zahlen uo, M, • • • u,—1 zu berechnen; die Summe u—u,-— u,—1 giebt dann die Zahl der wesentlichen unter den Parametern a, • • • ar an; denn die Gleichungen z^ == Z^ (x, a) stellen die allgemeinsten Lösungen eines Systems von Differentialgleichungen dar, dessen allgemeinste Lösungen nach den obigen Entwickelungen gerade u—..— u,—1 wesentliche Parameter enthalten.

	
	
Kapitel 11.





Die Definitionsgleichungen für die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe.

In Kapitel 9 haben wir die Auffindung aller 7-gliedrigen Gruppen zurückgeführt auf die Bestimmung aller Systeme von r unabhängigen infinitesimalen Transformationen Xif • • ■Xrf, welche Relationen von der Form

X^tf - X,Xf= (X, x) =2] c X,f

1

mit gewissen Constanten ciks befriedigen. Erst später werden wir Mittel finden, dieses reducirte Problem zu behandeln; vorläufig müssen wir uns darauf beschränken, Systeme Xif... Xrf von der betreffenden Beschaffenheit als gegeben anzunehmen und ihre Eigenschaften zu untersuchen.

Im gegenwärtigen Kapitel machen wir zunächst eine Anwendung der Entwickelungen des vorhergehenden Kapitels; wir schliessen aus denselben, dass die allgemeine infinitesimale Transformation

	
e, xf++c ^rf



einer vorgelegten r-gliedrigen Gruppe Xf.-- Xrf durch gewisse lineare partielle Differentialgleichungen definirt werden kann, welche wir die „Definitionsgleichungen" der Gruppe nennen. Daraus werden dann weitere Schlüsse gezogen2).

§ 49.

Es seien r unabhängige infinitesimale Transformationen

X2 f —2 5er (Ei ' " ' ") ax, 0=1"

vorgelegt, die eine r-gliedrige Gruppe erzeugen. Die allgemeine infinitesimale Transformation dieser Gruppe hat dann die Form

wobei die ex willkürliche Constanten bezeichnen. Für die & ergeben sich hieraus die Ausdrücke


(1)



ii = 2 ex • su(x) «=1.n),

1

in welchen die Ski (x) gegebene Functionen von 21 **:E, sind.

Nach dem Satze 2 des vorigen Kapitels sind nun die eben geschriebenen Ausdrücke §, - - $n das allgemeinste Lösungensystem eines gewissen Systems von partiellen Differentialgleichungen, welches von den willkürlichen Constanten e, • • • e, frei ist. Um dieses System aufzustellen, verfahren wir nach Anleitung von § 48; wir differentiiren die Gleichungen (1) nach jeder der n Veränderlichen 21**: En, die erhaltenen Gleichungen differentiiren wir ebenfalls nach X1 • • • xn und so fort. Wenn wir dann alle Differentialquotienten der § bis zu einer gewissen, in § 48 näher bezeichneten Ordnung berechnet haben, schaffen wir aus den gefundenen Gleichungen die willkürlichen Constanten e,--e, weg und bekommen auf diese Weise das gewünschte System von Differentialgleichungen, dessen allgemeinste Lösungen eben die Ausdrücke 61 • • • §n sind.

Wir können es immer so einrichten, dass alle Gleichungen des besprochenen Systems in den Ei und deren Differentialquotienten linear und homogen sind; aus zwei beliebigen Lösungensystemen

lkv, §jv 0= !•••«) der betreffenden Differentialgleichungen lässt sich ja stets ein anderes Lösungensystem ex skv — ejsjv mit zwei willkürlichen Constanten ex und Cj her leiten.

Das System der Differentialgleichungen, welches 61 • • • En definirt, hat demnach die Form

2 A, (x, ■ ■ ■ «„) ■ 6, + X] Buon (x, ■ ■ ■ «„) 55 +. = 0 • i                                     7,7                                a

(u =1,2- •),

wo die A, B : • • von den willkürlichen Constanten e,--e, frei sind.

Wir nennen diese Differentialgleichungen kurzweg die Definitions-gleichungen der Gruppe Xf--X,f, weil sie den Inbegriff aller infinitesimalen Transformationen dieser Gruppe und somit die Gruppe selbst vollständig definiren.

Gleich an dieser Stelle mag das Gesagte durch ein Paar Beispiele erläutert werden.

In der allgemeinen infinitesimalen Transformation

51 bxx T 52 dx2

der sechsgliedrigen linearen Gruppe:

A1 — a1 21 — d, X, — a3

T2 = d4 2, — as x, — ag

haben 61 und 82 die Werthe:

	
§1    = e, +8&, + ea 22, §2 = e, + e, a, + e «2 •



Hieraus ergeben sich als Definitionsgleichungen der Gruppe die folgenden:

0281 _ 0   0251 _  0381 _ 0 2,2       ‘ 2a,0x,       ‘ 2x,2

	
	
238,    _ 0    036, _   038, _ Q 22,2       ‘ Ox,Ox, ‘ 0x,2





Die bekannte achtgliedrige Gruppe:

2 ' _ Q, 2, + a,22 + a, , _ Q2,+ax, + a,

	
	
	
1    a, 2, — as x, — 1 2 2 ay X, + as X, — 1







aller projectiven Transformationen der Ebene diene als zweites Beispiel. Ihre allgemeine infinitesimale Transformation:

6 ==* + e,E, + eax, + ex,2 + egx,3,

	
	
	
§ 2 = ea + ea, + eg", + ey«,«, + ega,2







wird durch vier Relationen zwischen den Differentialquotienten zweiter Ordnung der § definirt, nämlich durch:

22529 838, _  228, _ o 336, _  238, _ 02,2       0x,02,      ‘ 0x,2       03,0x,      ‘ 0x,2      ‘ 02,2

Bei nochmaliger Differentiation findet man, dass alle Differentialquotienten dritter Ordnung von 5, und 82 verschwinden.

§ 50.

• Wann definirt nun umgekehrt ein System von linearen homogenen Differentialgleichungen
[image: ]

(u = 1, 2 • • •)


die allgemeine infinitesimale Transformation einer endlichen continuir-liehen Gruppe?

Erste Bedingung ist natürlich, dass die allgemeinsten Lösungen §1--8n des Systems nur von einer endlichen Anzahl willkürlicher Constanten abhängen. Diese Bedingung sei erfüllt. Dann ist es nach dem vorigen Kapitel, Satz 3, Seite 183 stets möglich, das System durch Differentiationen und Eliminationen auf eine gewisse besondere Form zu bringen, bei welcher sich alle Differentialquotienten der höchsten, etwa der s-ten Ordnung durch diejenigen von niedrigerer

Ordnung und durch X, • • • xn ausdrücken lassen, während das entsprechende jedenfalls nicht für alle Differentialquotienten (s — l)-ter Ordnung gilt; wo ausserdem noch einmalige Differentiation nach den x keine neuen Relationen zwischen X,--An, §1 • • ■ $n und den Differentialquotienten erster bis (s — l)-ter Ordnung der § liefert. Wir setzen voraus, dass das System diese Form erhalten hat und denken uns dasselbe in der auf S. 180 angegebenen Weise aufgelöst; wir erhalten dann für 7 — 0, 1 • • • s jedes Mal eine gewisse Anzahl, etwa Vk der &x Differential quotienten k-ter Ordnung der § dargestellt als lineare homogene Functionen der übrigen von k-ter und gewisser von (I — l)-ter, • • • erster, nullter Ordnung, mit Coefficienten, die nur von X1 • An abhängen, dabei ist vs — es, sonst aber Vk stets kleiner als ek-

Wie im vorigen Kapitel, S. 181 gezeigt worden ist, enthält unter den gemachten Voraussetzungen das allgemeinste Lösungensystem §1 ■ • • §n unserer Differentialgleichungen gerade

(6o — vo) + (6, — v) +------ (^-i — v,—1) = r

willkürliche Constanten; aus r particulären Lösungensystemen Sii*"*Eri lässt sich dieses allgemeinste Lösungensystem mit Hülfe von 9 Integrationsconstanten e, • • • er folgendermassen herleiten:

6 ==Y ex sh (=1:"), i

nur müssen dabei die betreffenden particulären Lösungensysteme so beschaffen sein, dass die r Ausdrücke
[image: ]

eben so viele unabhängige infinitesimale Transformationen darstellen.

Soll nun L of —----L g, of die allgemeine infinitesimale Trans-1 021 1       1 dxn ö

formation einer r-gliedrigen Gruppe sein, so ist nach Theorem 24, S. 158 eine Bedingung nothwendig und hinreichend: es müssen nämlich, wenn $x1 • • • ^n und 61 • ■ • §jn zwei particuläre Lösungensysteme sind, stets auch die Ausdrücke
[image: ]

ein Lösungensystem darstellen. Damit haben wir das

Theorem 28. Sind 61---En als Functionen von x, • • • xn durch geivisse lineare und homogene, partielle Differentialgleichungen
[image: ]

bestimmt, so stellt der Ausdruck 8, of +----+ 8, -of dann und


nur dann die allgemeine infinitesimale Transformation einer endlichen continuirlichen Gruppe dar, wenn erstens das allgemeinste Lösungensystem jener Differentialgleichungen nur von einer endlichen Anzahl willkürlicher Constanten abhängt und wenn zweitens aus je zwei particulären Lösungensystemen §A1 •*. ^>kn und ^i • • • ^n durch Bildung der n Ausdrücke

% ( 8), ---- — §), ----) (i = 1 • • • n)

4 \ ÖXV 7" 00,)

immer ein neues Lösungensystem erhalten wird.

Ist 8, of + • • • + 8, of wirklich die allgemeine infinitesimale 0 1              O C, Transformation einer endlichen Gruppe, so sind die obigen Differentialgleichungen natürlich die Definitionsgleichungen dieser Gruppe.

Sind die Definitionsgleichungen einer endlichen Gruppe gegeben, so lassen sich die vorhin besprochenen Zahlen vo, 71 • • • vs—i durch Differentiationen und Eliminationen bestimmen; die Zahl

r = (6 — vo) + (6, — v) +------ (6,-1 — v,—1) giebt dann an, wieviel Parameter die Gruppe enthält.

So ist in dem ersten der beiden früheren Beispiele s = 2, V = 0, 7, = 0, 60 = 2, & = 4, mithin r = 6. In dem zweiten Beispiel ist

s = 3, Uq = 0, ”, = 0, 72 = 4, & = 2, &, = 4, 82 = 6, folglich r = 8.

§ öl-

Es seien jetzt wieder:

X, f-- 2 ^ki (E, ' ' ’ ^n) ax (=17) unabhängige infinitesimale Transformationen einer y-gliedrigen Gruppe. Wir denken uns die Definitionsgleichungen dieser Gruppe aufgestellt und auf die oben besprochene Form gebracht, also aufgelöst nach je vk von den ek Differentialquotienten k-ter Ordnung der § (k = 0, 1 ••• s); dabei ist, wie früher gesagt, vk stets <ek, ausgenommen im Falle k = s, wo vs = es.

Die Coefficienten in den aufgelösten Definitionsgleichungen werden augenscheinlich rationale Functionen von den § mit ihren Differentialquotienten erster bis s-ter Ordnung. Da wir uns nun (vgl. S. 171) grundsätzlich auf solche Werthsysteme 21*. En beschränken, für welche sich alle Ski regulär verhalten, so werden sich die gedachten Coefficienten im Allgemeinen ebenfalls für die in Betracht kommenden Werthsysteme X, * * ' X, regulär verhalten, aber offenbar nur im Allgemeinen, es kann sehr gut Punkte 21 • • • En geben, in denen sich zwar alle ^ki, nicht aber alle Coefficienten der aufgelösten Definitionsgleichungen regulär verhalten. Auf diesen Unterschied zwischen den verschiedenen Punkten X, • • • xn muss im Folgenden überall Rücksicht genommen werden.

Es sei x,°.. xnü ein Punkt, für den sich alle Coefficienten in den aufgelösten Definitionsgleichungen regulär verhalten; dann werden §1-- ^n in einer gewissen Umgebung von 21 • ’ * Xn0 gewöhnliche Potenzreihen nach den Xx— Xx°:

n                                        1 • • • n

§i = 9i + 9iv (x, — a,°) + 9‘%r (x, — a,°) (an — Tx°) + • ' •,

i                              v I

wo immer die Glieder von derselben Ordnung vereinigt zu denken sind. Die Coefficienten g°, g' • • • müssen dabei derart bestimmt werden, dass die vorgelegten Differentialgleichungen bei Einsetzung der Reihenentwickelungen für §1 • • • ^n identisch befriedigt werden.

Wenn wir uns erinnern, dass unsere Gruppe r-gliedrig ist, so erkennen wir sofort, dass im Ganzen r von den Coefficienten g^, g' • • • unbestimmt bleiben, dass also gewisse unter den Anfangswerthen, welche die § und ihre Differentialquotienten für X1 = x^, • 2 = Xn annehmen, willkürlich wählbar sind. Da nun unsere Differentialgleichungen zeigen, dass alle Differentialquotienten s-ter und höherer Ordnung durch 21 • Xn und die Differentialquotienten nullter bis (s — l)-ter Ordnung ausdrückbar sind, so müssen gerade unter den Anfangswerthen g°, g', g" • • • g(8—1) gewisse r willkürlich wählbar sein, oder, was auf dasselbe hinauskommt: es müssen die eben erwähnten & —-.— 8—1 Anfangswerthe durch gewisse X& — r unabhängige Relationen verknüpft sein. Diese Relationen wollen wir jetzt aufstellen.

Unser System von Differentialgleichungen liefert alle Relationen, welche bei beliebigen x zwischen den § und ihren Differentialquotienten erster bis (s — l)-ter Ordnung bestehen. Wenn wir daher in unseren Differentialgleichungen die Substitution xi = x;0 machen, so erhalten wir gewisse Relationen, durch welche die Anfangswerthe g°,g‘...g(—1) verknüpft sind. Es ergeben sich auf diese Weise vo lineare homogene Relationen zwischen den g° allein, ferner 71 Relationen zwischen den g' und gewissen g°, überhaupt vk Relationen zwischen den g^ und gewissen g"—7 1) • • g', g°. Die betreffenden Relationen sind aufgelöst und zwar nach vo von den g°, 71 von den g' und so weiter, es sind also im Ganzen Zvi == X & — r unabhängige Relationen. Da nun nach dem oben Gesagten zwischen g°, g' • • • g^^ nicht mehr als X8—r unabhängige Relationen bestehen, so haben wir hiermit alle Relationen gefunden, durch welche diese Z& Anfangswerthe verknüpft sind; zugleich erhalten wir vo —----p v,—1 von den Grössen g° • • • g^1^ dargestellt als lineare homogene Functionen der Z(&x—v^ — r übrigen, welche vollkommen willkürlich bleiben.

Wir benutzen die vorstehenden Bemerkungen, um aus ihnen über die Beschaffenheit der particulären Lösungensysteme unserer Differentialgleichungen einige wichtige Schlüsse zu ziehen.

Zunächst lässt sich beweisen, dass es kein particuläres Lösungensystem ^ • • • ^n giebt, dessen Reihenentwickelungen nach den Xi ai mit Gliedern s-ter oder noch höherer Ordnung anfangen. In den Reihenentwickelungen eines solchen Lösungensystems wären nämlich die Coefficienten gQ, g' • • • g— 1) alle gleich Null, folglich müssten auch alle g^, g“+1)... verschwinden und das Lösungensystem reducirte sich somit auf: 6 = 0, • • • En — 0. Die vorgelegten Differentialgleichungen befriedigt dieses Lösungensystem allerdings, allein dasselbe liefert uns keine infinitesimale Transformation unserer Gruppe und ist daher unbrauchbar.

Dafür giebt es aber eine gewisse Anzahl von particulären Lösungensystemen §, • • • 82, deren Reihenentwickelungen mit Gliedern von niedrigerer als der s-ten, sagen wir mit Gliedern k-ter Ordnung beginnen. Die Coefficienten g°, g' • • • g^'^ können ja alle gleich Null gewählt werden; die zwischen denselben bestehenden Relationen sind dann alle befriedigt, und es bleiben nur noch vk Relationen zwischen den g^, vk+1 Relationen zwischen den g+1) und gewissen g^, ••• endlich 7,1 Relationen zwischen den g^s~ 1) und gewissen g^2') • • • g^. Demnach sind im Ganzen noch {sk — Vk) -**— (8—1 — 73—1) von den Constanten g^ • • • g(—1) willkürlich wählbar, und wenn man über diese Constanten so verfügt, dass nicht alle sk Grössen g^ verschwinden, so erhält man stets ein particuläres Lösungensystem §1 • • ■ Sn, dessen Reihenentwickelungen nach den &i — x° Glieder k-ter Ordnung enthalten, aber keine von niedrigerer Ordnung.

Ist 8, • • • §n ein particuläres Lösungensystem unserer Differentialgleichungen, so gehört die infinitesimale Transformation

	
	
1    02, 1 1 5" 02,





unserer Gruppe an. Aus dem vorhin Gesagten geht also hervor, dass diese Gruppe stets infinitesimale Transformationen enthält, deren Reihenentwickelungen nach den Xi — ac,° mit Gliedern k-ter Ordnung beginnen, sobald nur k eine der Zahlen 0, 1, 2 • • • s—1 ist. Dagegen giebt es in der Gruppe keine infinitesimalen Transformationen, deren Reihenentwickelungen mit Gliedern s-ter oder höherer Ordnung anfangen. Das alles ist natürlich nur unter der Voraussetzung erwiesen, dass die Coefficienten der aufgelösten Definitionsgleichungen sich im Punkte x,° • • • Xn° regulär verhalten.

Um wenigstens einigermassen dem Bedürfniss nach Kürze des Ausdrucks Rechnung zu tragen, wollen wir in Zukunft sagen: eine 'infinitesimale Transformation ist von der k-ten Ordnung in den Xi — xf, wenn ihre JReihenentwickelung nach den Xi — ai° mit G-liedern h-ter Ordnung beginnt. Dann können wir die obigen Ergebnisse auch so aussprechen:

Ist x°... xnQ ein Punkt, für welchen sich die Coefficienten in den aufgelösten Definitionsgleichungen der Gruppe Xf ■ • • Xrf regulär verhalten, so enthält die Gruppe gewisse infinitesimale Transformationen von nullter Ordnung in den Xi — xf, gewisse von erster Ordnung, überhaupt gewisse von k-ter Ordnung, wo h eine beliebige unter den Zahlen 0, 1 • • • S — 1 bedeutet; dagegen enthält die Gruppe keine infinitesimalen Transformationen von s-ter oder höherer Ordnung in den Xi— xf.

Es ist klar, dass zwei infinitesimale Transformationen von verschiedener Ordnung in den Xi — xf stets von einander unabhängig sind. Ueberhaupt ist bei der Untersuchung, ob mehrere vorgelegte infinitesimale Transformationen von einander unabhängig sind oder nicht, vielfach schon die Betrachtung der Glieder niedrigster Ordnung in den Reihenentwickelungen derselben entscheidend; bestimmen nämlich die Glieder niedrigster Ordnung an und für sich genommen unabhängige infinitesimale Transformationen, so sind auch die vorgelegten infinitesimalen Transformationen von einander unabhängig.

Der allgemeine Ausdruck einer infinitesimalen Transformation, welche unserer Gruppe angehört und in den Xi — xf von der k-ten Ordnung ist, enthält, wie wir wissen, (sk — vf) —----- (8,—1 —vs—f) — Qk willkürliche und wesentliche Constanten, nämlich die ek — vk willkürlich wählbaren unter den g^, die 81+1 — vk^ willkürlichen unter den g“+1) und so weiter; dabei ist jedoch die Willkürlichkeit jener &) — V) Grössen g^ insofern beschränkt, als nicht alle g^ gleichzeitig verschwinden dürfen. Hieraus geht hervor, dass sich zwar QK unabhängige infinitesimale Transformationen unserer Gruppe angeben lassen, welche in den Ai — xi° von der k-ten Ordnung sind; allein es ist leicht zu sehen, dass sich aus diesen QK infinitesimalen Transformationen im Ganzen Qx+1 unabhängige linear ableiten lassen, welche in den Xi — xf von der (k — l)-ten oder von noch höherer Ordnung sind. Der allgemeine Ausdruck einer infinitesimalen Transformation, welche aus jenen Ox unabhängigen linear abgeleitet ist, enthält ja genau dieselben willkürlichen Constanten, wie der allgemeine Ausdruck einer infinitesimalen Transformation von k-ter Ordnung in den Ri Xi , nur mit dem Unterschiede, dass in dem ersten Ausdrucke alle &x — vi verfügbaren g“) gleich Null gesetzt werden können, wobei sich stets eine infinitesimale Transformation (k — l)-ter oder höherer Ordnung er-giebt. Folglich giebt es unter jenen Qr infinitesimalen Transformationen k-ter Ordnung nur Qx+1 —Qx == & — Vx von einander unabhängige, aus denen sich keine infinitesimale Transformation von (k — l)-ter oder höherer Ordnung in den Xi — xf linear ableiten lässt.

Die bisherigen Ergebnisse fassen wir zusammen in dem

Theorem 29. Zu jeder r-gliedrigen Gruppe Xif • • • Xrf in n Veränderlichen x--Xn gehört eine bestimmte ganze Zahl s21 von solcher Beschaffenheit, dass die Gruppe in der Umgebung eines jeden Punktes xf, für den sich die Coefficienten der aufgelösten Definitionsgleichungen regulär verhalten, ge-wisse infinitesimale Transformationen von nullter, von erster, • • • von {s — 1)-ter Ordnung in den Xi — xf enthält, dagegen keine von s-ter oder höherer Ordnung. Insbesondere kann man stets r solche unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe auswählen, dass darunter für jeden der s Werthe 0, 1 • • • s — 1 der Zahl k gerade sk — Vk solche von einander unabhängige infinitesimale Transformationen von k-ter Ordnung in den Xi — xf vorhanden sind, aus denen sich keine infinitesimale Transformation von fk — ty-ter oder höherer Ordnung linear ableiten lässt. Dabei bestimmt sich die Zahl Vk aus den Definitionsgleichungen der allgemeinen infinitesimalen Transformation 6, 34 + • • • + i,n 8, der Gruppe, und &, welches stets grösser ist als V, bedeutet die Anzahl aller Differentialguotienten k-ter Ordnung von 61-Sn nach 21**: xn.

Beispiel. Die Gleichungen

8*6, _ 836, _ 836, _ 8*8, _ as, 438, 0

0x,2    0x,0x,    0x,2 dxf    0x,0%,    0x,2 haben wir schon früher erwähnt, als die Definitionsgleichungen der sechsgliedrigen linearen Gruppe:

x,’ == a,2, — a,T2 — a3, &,‘=== A4X1 — @5T2 — ag.

Diese Definitionsgleichungen liegen schon in der aufgelösten Form vor; alle darin auftretenden Coefficienten sind gleich Null, verhalten sich also überall regulär. Unter den infinitesimalen Transformationen der Gruppe können wir die nachstehenden sechs von einander unabhängigen auswählen:

$4% (-- sp %4 • (,—) % • (6, - 25-,- zp) % ; die beiden ersten derselben sind von nullter, die vier letzten von erster Ordnung in den Xi — xi°.

Bei der Rechnung mit infinitesimalen Transformationen spielen Ausdrücke von der Form

X(()) — Y(x(f)) =(XY)

eine wichtige Rolle. Sind daher Xf und Yf in der Umgebung des Punktes xf nach Potenzen der Xi — xf entwickelt, so liegt die Frage nahe, wie sich die Transformation (X Y) in diesem Punkte verhält.

Es möge die Reihenentwickelung von Xf mit Gliedern u-ter Ordnung beginnen, die von Yf mit solchen v-ter, es möge also sein: x/-2]a+-)24 Y7-2)6p+-9)%,

wo die glu) und die n() homogene Functionen von u-ter bezüglich v-ter Ordnung in den Xi — xf bedeuten, während die Glieder höherer Ordnung in den Xt —• xf weggelassen sind. Die Reihenentwickelung für (X Y) wird unter diesen Voraussetzungen, bei alleiniger Berücksichtigung der Glieder niedrigster Ordnung, folgende:
[image: ]

Also sind die Glieder niedrigster Ordnung in (X Y) von der Ordnung u — v — 1 und rühren einzig und allein von den Gliedern u-ter bezüglich v-ter Ordnung in Xf bezüglich Yf her:

Theorem 30. Sind Xf und Yf zwei infinitesimale Transformationen, deren Reihenentwickelungen nach Potenzen von X1 — 21°, • • • xn — Xn mit Gliedern von g-ter bezüglich v-ter Ordnung beginnen, so beginnt die Reihenentwickelung der infinitesimalen Transformation XYf— YXf==(XY} mit Gliedern
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(u — v — \}-ter Ordnung, welche durch die Glieder g-ter bezüglich v-ter Ordnung in Xf und Yf vollhommen bestimmt sind. Verschwinden diese Glieder (u — v — 1)-ter Ordnung, so lässt sich über die Reihenentwickelung von (X Y) nur so viel sagen, dass dieselbe mit Gliedern von (u — v^-ter oder noch höherer Ordnung anfängt.

Sind die Zahlen u und v beide grösser als Eins, so ist die Zahl u — v — 1 grösser als jede von beiden. Diese Bemerkung ist beim Rechnen mit infinitesimalen Transformationen verschiedener Ordnung häufig von grossem Nutzen.

Bei der Ableitung des Theoremes 30 ist keineswegs vorausgesetzt, dass die beiden infinitesimalen Transformationen Xf und Yf einer Gruppe angehören; die einzige Voraussetzung ist, dass sowohl Xf als Yf sich nach Potenzen der Xx — Xx° entwickeln lassen.

§ 52.

Die Definitionsgleichungen einer r-gliedrigen Gruppe seien in der früher besprochenen Form vorgelegt, also aufgelöst nach je vk von den ek Differentialquotienten k-ter Ordnung von §1 - En. Ferner sei xf ein Punkt, in welchem sich die Coefficienten der aufgelösten Definitionsgleichungen regulär verhalten.

Unter diesen Voraussetzungen können wir die infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe in gewöhnliche Potenzreihen der Xi — xf entwickeln. Wir wissen sogar, dass unsere Gruppe eine ganz bestimmte Anzahl, nämlich 8 — vo unabhängige infinitesimale Transformationen enthält, welche in den Xi — xf von der nullten Ordnung sind, und aus denen sich keine infinitesimale Transformation erster oder höherer Ordnung linear ableiten lässt; ferner enthält die Gruppe eine ganz bestimmte Anzahl, nämlich 81 — 71, von solchen unabhängigen infinitesimalen Transformationen erster Ordnung in den Xi — xf, aus denen sich keine von zweiter oder höherer Ordnung linear ableiten lässt und so weiter.

Kurz unsere Gruppe ordnet jedem Punkte von der angegebenen Beschaffenheit eine Reihe von s ganzen Zahlen 8 — vo, 81 — 71, • • • 8,—1—vs—i zu und diese ganzen Zahlen sind für alle derartigen Punkte dieselben.

Es kann nun auch Punkte Xi von specieller Lage geben, also solche, in deren Umgebung sich die Coefficienten der aufgelösten Definitionsgleichungen nicht mehr regulär verhalten, während sich dagegen alle infinitesimalen Transformationen der Gruppe in gewöhnliche Potenzreihen der Xi — Xi entwickeln lassen. Ist X, - Än ein bestimmter Punkt dieser Art, so giebt es natürlich in unserer Gruppe eine ganz bestimmte Anzahl von solchen infinitesimalen Transformationen nullter Ordnung in den x; — T;, aus denen sich keine infinitesimale Transformation von höherer Ordnung linear ableiten lässt und so weiter.

Folglich ordnet unsere Gruppe auch jedem Punkte von specieller Lage eine bestimmte, offenbar endliche Reihe von ganzen Zahlen zu; häufig werden zwei verschiedenen Punkten von specieller Lage auch zwei verschiedene Reihen von ganzen Zahlen zugeordnet sein.

Ein Beispiel wird am besten die Sache klar machen.

Die Definitionsgleichungen der zweigliedrigen Gruppe 21, x,2 pL lauten in der aufgelösten Form:

Die darin vorkommenden Coefficienten verhalten sich für alle im Endlichen gelegenen Punkte 21, X2 regulär, nur nicht für die Punkte der Geraden x, = 0.

Betrachten wir zunächst einen Punkt X, , X, 0 mit nicht verschwindendem x,°. Wir haben s=2, ferner 8 ==2, 8,==4, 7 ==1, 7,==3, also sind dem Punkte 21°, x^ die beiden Zahlen 1, 1 zugeordnet. Alle infinitesimalen Transformationen der Gruppe lassen sich aus den beiden linear ableiten, unter denen die erste in den xt — x^ von der nullten Ordnung ist, die zweite von der ersten.

[image: ]



Anders in einem Punkte X1, x^ == 0.

Einem solchen ordnet die Gruppe die drei Zahlen 1, 0, 1 zu, denn unter ihren infinitesimalen Transformationen giebt es keine von erster Ordnung in den Xi — x{, dafür aber eine von zweiter, also von s-ter Ordnung, nämlich: 2,2 -.

4 0X1

Ist 21°-. xn° ein Punkt, für welchen sich die Coefficienten der

aufgelösten Definitionsgleichungen regulär verhalten, so enthält die Gruppe nach Theorem 29 sicher infinitesimale Transformationen von nullter, solche von erster, • • • von (s — l)-ter Ordnung in den Xi ai , aber keine von s-ter oder höherer Ordnung. Unser soeben besprochenes Beispiel zeigt nun, dass für einen Punkt Xi, in welchem sich die bewussten Coefficienten nicht alle regulär verhalten, kein derartiger allgemeiner Satz mehr gilt: die Gruppe kann sehr gut infinitesimale

Transformationen von s-ter Ordnung in den Xi — Xi enthalten, vielleicht auch solche von höherer Ordnung; andererseits kann es für einzelne Zahlen k < s vorkommen, dass die Gruppe überhaupt keine infinitesimale Transformation von k-ter Ordnung in den Xi — x^ enthält.

Bedeutet x,° • • • x^ einen beliebigen Punkt, in welchem sich alle § regulär verhalten, so lassen sich, wie schon gesagt, die infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe nach ihrer Ordnung in den Xi — Xi classificiren. Von grosser Wichtigkeit ist es, dass diese Classification erhalten bleibt, wenn an Stelle der x neue Veränderliche Y1 • • • yn eingeführt werden. Selbstverständlich muss die betreffende Variabeinänderung in der Umgebung der Stelle X1° • • • Xn folgende Eigenschaften besitzen: es müssen erstens y, * Yn gewöhnliche Potenzreihen der Xi—Xi° sein:

n

	
	
( 2) y = y°+au(x, — x%)+---- (=1 •»),





i

und es müssen zweitens auch X1 • • • xn als gewöhnliche Potenzreihen der yk — yk° darstellbar sein und zwar so, dass jedes Xi für yr = y^, . ■ . yn — ynG den Werth Xi° annimmt. Ist die erste dieser beiden Forderungen erfüllt, so ist es die zweite bekanntlich stets dann, wenn die Determinante X±a-- ann von Null verschieden ist.

Um nun zu beweisen, dass die besprochene Classification beim Uebergang zu den Veränderlichen Y1 • • • yn erhalten bleibt, brauchen wir blos zu zeigen, dass jede infinitesimale Transformation von u-ter Ordnung in den Mi — x^ sich bei Einführung der neuen Veränderlichen y in eine infinitesimale Transformation von der u-ten Ordnung in den yk — yk verwandelt. Das aber hat keine Schwierigkeit.

Die allgemeine Form einer infinitesimalen Transformation von der u-ten Ordnung in den Xi — x^ ist:

1

 Lie, Archiv for Math, og Naturv. Bd. 1, S. 192, Christiania 1876.

2

 Lie, Archiv for Mathematik og Naturvidenskab Bd. 3, Christiania 1878 und Bd. 8, 1883; Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania 1883, Nr. 12.


x/-3)4+1)34;

darin bedeuten §() • • • §,") ganze rationale Functionen von X, — x^, • • • xn — x^, welche homogen von der u-ten Ordnung sind und nicht sämmtlich verschwinden; die Glieder (u — l)-ter und höherer Ordnung sind weggelassen.

Bei Einführung von Y, • • • yn ergiebt sich:


x/=S\xy3[;

hier sind die XY zunächst gewöhnliche Potenzreihen in den Xi Ai :

n

Xyk = 2 aw #9) +*

i

und beginnen mit Gliedern u-ter Ordnung. Diese Glieder u-ter Ordnung verschwinden nicht sämmtlich, denn sonst wäre:

n

> akj 594) — 0   (=1:),

was unmöglich ist, weil die Determinante Z±a--- ann von Null verschieden ist und weil E(u) • • • g(u) nicht sämmtlich verschwinden. Drücken wir nun in Xyr ■ • • Xyn die X; durch die yt aus, so erhalten wir n gewöhnliche Potenzreihen in den yi — y^. Diese Potenzreihen beginnen ebenfalls mit Gliedern u-ter Ordnung, welche nicht sämmtlich verschwinden. Man erhält ja die betreffenden Glieder u-ter Ordnung, wenn man in den n Ausdrücken

n

X^^ (=1:7)

vermöge der Gleichungen

n

yk = ykQ + Au (E; — x°)  (=1::n)

i

die x durch die y ersetzt; da aber die angegebenen n Ausdrücke nicht sämmtlich verschwinden, so verschwinden sie auch nach Einführung der y nicht sämmtlich.

Folglich geht die infinitesimale Transformation Xf bei Einführung der y in eine infinitesimale Transformation über, welche in den Vi — yf von der u-ten Ordnung ist. Das aber war zu beweisen.

Wir haben somit den

Satz 1. Führt man in eine infinitesimale Transformation Xf, zvelche in 21 — 21°, • • • xn — xf von der y-ten Ordnung ist, neue Veränderliche Y1 • • • yn ein:

n                               1 • •-n

yk = yk - aki (x; — xf) +) akij (Xi — xf) (Xj — xf) +*

(k = 1 ••• n)

und ist dabei die Determinante Za--. ann von Null verschieden, so verwandelt sich Xf in eine infinitesimale Transformation von der y-ten Ordnung in J, — yf, • • . yn — yf.

Hieraus ergiebt sich sofort der etwas speciellere

Satz 2. Enthält eine r-gliedrige Gruppe in der Umgebung des Punktes x,°--• Xn° gerade Tu solche unabhängige infinitesimale Transformationen von g-ter Ordnung in den Xi — xf, aus welchen sich keine von höherer Ordnung linear ableiten lässt, und werden in diese Gruppe die neuen Veränderlichen

n

yk = äk + (^kl ^i — a,°) +*    = 1 . . . n)

1

eingeführt, wobei die Determinante X4a--- ann von Null verschieden ist, so enthält die neue Gruppe, welche man auf diese Weise findet, ihrerseits in der Umgebung des Punktes y^ gerade Tu solche unabhängige infinitesimale Transformationen von g-ter Ordnung in den yk — yk, aus welchen sich keine von höherer Ordnung linear ableiten lässt.

Man sieht also: die Reihe der ganzen Zahlen, welche die ursprüngliche Gruppe dem Punkte X, • An0 zuordnet, ist identisch mit der Reihe von ganzen Zahlen, welche dem Punkte y^ •. ynQ von der neuen Gruppe zugeordnet wird.

§ 53.

Kennt man die Definitionsgleichungen einer r-gliedrigen Gruppe, und hat man dieselben in der früher besprochenen Weise aufgelöst, so kann man, wie wir gesehen haben, die oben definirten Zahlen ^k — VA sofort angeben. Für jeden Punkt x^ • • • Xn , in welchem sich die Coefficienten der aufgelösten Definitionsgleichungen regulär verhalten, kennt man damit zugleich die Zahl aller unabhängigen infinitesimalen Transformationen der Gruppe, welche in den Xi — xf von der k-ten Ordnung sind und dabei die Eigenschaft besitzen, dass sich aus ihnen keine infinitesimale Transformation von Qi — l)-ter oder höherer Ordnung linear ableiten lässt.

Man kann natürlich die betreffenden Zahlen auch für solche Punkte xQ • • • x^f berechnen, in denen sich die Coefficienten der aufgelösten Definitionsgleichungen nicht alle regulär verhalten. Es genügt dazu schon die Kenntniss der Definitionsgleichungen, doch ist es ungleich bequemer, wenn bereits irgend r unabhängige infinitesimale Transformationen Xxf ••• Xrf vor gelegt sind, was wir im Folgenden annehmen werden. Dann verfährt man folgendermassen:

Man bestimmt zunächst, wie viele unabhängige infinitesimale Transformationen von k-ter und höherer Ordnung in den Xi — xf die Gruppe enthält. Zu dem Ende entwickelt man die allgemeine infinitesimale Transformation

e XfH äNrf nach Potenzen der ACi — x i0 und setzt sodann in den n Ausdrücken

	
e, §i — e, ^rt @=1:n)



die Coefficienten aller Glieder nullter, erster, • • • (k— l)-ter Ordnung gleich Null. Auf diese Weise erhält man eine Anzahl von linearen homogenen Gleichungen zwischen e, • • • er; wie viele unabhängige unter diesen Gleichungen vorhanden sind, entscheidet man leicht durch Berechnung gewisser Determinanten; ergiebt sich, dass r — ak die Anzahl der unabhängigen Gleichungen, so folgt daraus, dass die Gruppe gerade ak unabhängige infinitesimale Transformationen von k-ter oder höherer Ordnung in den ai — xc,° enthält. Offenbar ist dann ak — C01+1 die Anzahl der unabhängigen infinitesimalen Transformationen k-ter Ordnung, aus denen sich keine Transformation von höherer Ordnung linear ableiten lässt.

Es braucht wohl kaum bemerkt zu werden, dass die eben angedeuteten Operationen auch bei jedem Punkte 2,° • • • Xn° anwendbar bleiben, für den sich die Coefficienten der aufgelösten Definitionsgleichungen regulär verhalten.

Etwas genauer wollen wir uns mit denjenigen infinitesimalen Transformationen ZejXf der Gruppe Xif... Xrf beschäftigen, deren Reihenentwickelungen nach den Xi — xi° nur Glieder erster und höherer, aber kein Glied nullter Ordnung enthalten. Wir werden zunächst untersuchen, wieviel e unabhängige infinitesimale Transformationen von dieser Beschaffenheit es giebt und dann zeigen, wie man dieselben in einfacher Weise aufstellt. Unter 21° • • • Xn° verstehen wir dabei .einen ganz beliebigen aber bestimmten Punkt.

Die in Rede stehenden infinitesimalen Transformationen sind offenbar dadurch charakterisirt, dass sie selbst, sowie die von ihnen erzeugte eingliedrige Gruppe den Punkt Xi = x^ in Ruhe lassen (vgl. Kap. 7, S. 134) oder, was dasselbe ist, dadurch, dass sie unter den infinitesimalen Transformationen Ze.Xif die einzigen sind, welche dem Punkte Xi : Ai keine Richtung zuordnen.

Analytisch wird die allgemeinste Transformation Zej. Xjf von der betreffenden Beschaffenheit durch die Gleichungen:

	
e, • ^u (x,° • • • xn°) -+e, ^ri (x,° • • ■ x„°) = 0   (=1..n)



bestimmt. Verschwinden nun in der Matrix

inW • ■ Sin (x°)


(3)



81 (2°) • • Im (a°) alle (h — l)-reihigen Determinanten, nicht aber alle h-reihigen, so lassen sich h von den Grössen e, • • • e, als lineare homogene Functionen der r — h übrigen darstellen, welche vollkommen willkürlich bleiben. Demnach erhalten wir das folgende einfache aber wichtige Resultat:

Satz 3. Verschwinden in der Matrix

611 (x)      ^i« (x)

6,1 (x) • ’ ^rn (x)

für X1 == x,°, ■ • • xn — xnQ alle (h — l^-reihigen Determinanten, nicht aber alle h-reihigen, so enthält die r-gliedrige Gruppe

Xf =2} Su (x, • - • «„) % a = i • • • n i

•

gerade r — h unabhängige infinitesimale Transformationen, welche, nach Potenzen von 21 — 21°, • • • xn — xn° entwickelt, kein Glied nullter Ordnung enthalten, welche mit andern Worten den Punkt 21° • • • x,f in Puhe lassen.

Aus dem Gesagten ergiebt sich zugleich noch der folgende

Satz 4. Wenn man alle (h -\-V)-reihigen Determinanten der Matrix 611 (x) ‘ ’ Sin (x)

Sri (x) ’ ‘ ^orn (x)

gleich Null setzt, so bestimmen die hervorgehenden Gleichungen den Ort aller Punkte 21- • • xn, zvelche wenigstens r — h unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe Xrf • • • Xrf gestatten; diejenigen unter den gefundenen Punkten, welche nicht auch alle h-reihigen Determinanten der Matrix zum Verschwinden bringen, gestatten gerade r — h unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe.

Wir haben früher (S. 135) hervorgehoben, dass die infinitesimalen Transformationen Xf-.X,f einem bestimmten Punkte 21---An gerade h unabhängige Richtungen zuordnen, wenn alle Determinanten (h — l)-ten Grades der Matrix (3) verschwinden, während dagegen nicht alle Determinanten h-ten Grades dies thun. Wir ersehen daraus, dass die gefundenen Resultate sich auch folgendermassen ausdrücken lassen:

Satz 5. Enthält eine r-gliedrige Gruppe Xrf • • • Xrf des Paumes xX"’ xn gerade r — h unabhängige infinitesimale Transformationen, welche einen bestimmten Punkt x,° • • • x^ in Puhe lassen, so ordnen die infinitesimalen Transformationen der Gruppe .diesem Punkte gerade h unabhängige Pichtungen zu.

Jetzt gehen wir einen Schritt weiter, zur wirklichen Aufstellung aller infinitesimalen Transformationen Xej • Xjf, welche einen bestimmten Punkt x,° • • • x„° in Ruhe lassen.

Wir wollen annehmen, dass in der Matrix (3) alle (h — l)-reihigen, nicht aber alle h-reihigen Determinanten verschwinden und dass insbesondere in der kleineren Matrix

inW • • 8.„(x°)

^w • • uw

nicht alle h-reihigen Determinanten gleich Null sind.

Unter diesen Voraussetzungen giebt es offenbar keine infinitesimale Transformation von der Form e-Xf-----— enXf, welche den Punkt x1°-- Xn in Ruhe lässt; dagegen thun das die r — h infinitesimalen Transformationen

X+ f + 2u • X, f + • • • + Am • Xn f  a=1 -»,

sobald man die Constanten A in geeigneter Weise wählt, was augenscheinlich nur in einer einzigen Weise möglich ist. Hiermit sind r — h unabhängige infinitesimale Transformationen gefunden, deren Reihenentwickelungen keine Glieder nullter Ordnung enthalten; aus diesen r — h lässt sich natürlich jede andere Transformation von derselben Beschaffenheit linear ableiten. Hieraus folgt, dass es unter den infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe, welche in den Xi — xi° von nullter Ordnung sind, nur h unabhängige giebt, aus denen sich keine Transformation von erster oder höherer Ordnung linear ableiten lässt; offenbar sind X^f- • -Xf Transformationen nullter Ordnung von dieser Beschaffenheit; dieselben ordnen daher dem Punkt xf • • • xn0 gerade h unabhängige Richtungen zu.

Wir haben hiermit den

Satz 6. Sind die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen

X* f 2 Bus (r, " *' «,) 57,     " - i ■ ■ ■"

einer r-gliedrigen Gruppe des Ilaumes X, • • • xn so beschaffen, dass für x^ — Xyj-'-Xn^Xn edle (h— V)~reihigen, nicht aber alle h-reihigen Determinanten der Matrix

611 (x) • ' Ein (x)

gri (x) '  ‘ ^rn (x) verschwinden und werden insbesondere nicht alle h-reihigen Determinanten der Matrix

In w • • U(^)

sn (x) ' ' Sin (x)

für Xi — xf gleich Null, so sind zunächst alle infinitesimalen Transformationen

	
e, • X, f — • • • — ßh • X) f



von der nullten Ordnung in den Xi — xf und ordnen dem Punhte xf ■ • -Xn gerade h unabhängige Dichtungen zu, ferner hann man die h (r — hi) Constanten ^j stets, aber nur in einer einzigen Weise so wählen, dass in den r — h unabhängigen infinitesimalen Transformationen

X+x f+A:Xf — • * • — ^kh • Xhf (=1: • • r — h) alle Glieder von der nullten Ordnung in den Xi — xf fehlen; aus diesen r — h infinitesimalen Transformationen lassen sich alsdann alle infinitesimalen Transformationen der Gruppe X1f • • • Xrf linear ableiten, welche in den x^ — xf von der ersten oder von höherer Ordnung sind.

Es ist für das Folgende nützlich, diesen Satz in einer etwas specielleren Form auszusprechen.

Wir wollen annehmen, dass alle (q — 1)-reihigen Determinanten der Matrix

611 (x) ’ ' ^n (x)


(4)



8r1 (x) ’ ' ^rn(r) identisch verschwinden, dass dies aber nicht mit allen q-reihigen der Fall ist und dass insbesondere nicht alle q-reihigen Determinanten der Matrix

611 (x) ’ * Sin (x) (5)

6,1 (x) ' ’ 52n (x) identisch Null sind.

Unter diesen Voraussetzungen ist es unmöglich, q nicht sämmtlich verschwindende Functionen X1 (x) • • • Xq (x) anzugeben, welche den Ausdruck X1 (x) • X1 f + • • • — Xq (x) • Xqf identisch gleich Null machen. Dagegen lassen sich q (r — q) Functionen Qjk (x) so bestimmen, dass die r — q Gleichungen

	
	
X, +if Tj^ (^i ’ ' ' &n) ’ X f + ’ ' ’ + 932 (2, ’ ' ' En) ' Xf (j=1 • • • r— q) identisch befriedigt werden; jedes QjR wird nämlich gleich einem Quotienten, dessen Zähler eine gewisse q-reihige Determinante der Matrix (4)    ist, und dessen Nenner eine nicht identisch verschwindende q-reihige Determinante der Matrix (5) bildet (vgl. die ähnlichen Entwickelungen Kap. 7, S. 121).


	
Es sei nun X1 •. An ein Punkt von allgemeiner Lage, genauer gesagt ein Punkt, für den nicht alle q-reihigen Determinanten von (5)    verschwinden. Dann sind die Ausdrücke QjR (x°) endliche bestimmte Constanten, und es gehören dabei die r — q infinitesimalen Transformationen





X+f — gj(a°) • Xif----— ^h^-^qf  0=1r-p

unserer Gruppe an. Diese infinitesimalen Transformationen sind offenbar von einander unabhängig und besitzen überdies die Eigenschaft, dass in ihren Reihenentwickelungen nach den Xi Xi alle Glieder nullter Ordnung fehlen. Nach Satz 3, S. 200 muss sich daher jede infinitesimale Transformation unserer Gruppe, deren Reihenentwickelung nach den Xi — xf nur Glieder erster und höherer Ordnung enthält, aus den eben gefundenen r — q infinitesimalen Transformationen linear ableiten lassen.

Es gilt also der

Satz 7. Sind von den infinitesimalen Transformationen Xif • • • Xrf einer r-gliedrigen Gruppe die ersten q durch keine lineare Relation von der Form

x(x,ie) Xf +------ x(x,* «„) • ^if = 0 verknüpft, während Xq-f:X,f sich linear durch Xxf ■ - Xf aus-drücken lassen:

q

Xq+jf= 2 9; (x, • • a„) • Xkf g=i...r-q),

i

so enthält die Gruppe in der Umgebung jedes Punktes x^ • - • Xn von allgemeiner Lage gerade q unabhängige infinitesimale Transformationen, zum Beispiel X±f ■ • • Xqf, welche in den xt — Xi von der nullten Ordnung sind, und aus denen sich keine infinitesimale Transformation von erster oder höherer Ordnung in den Xi — xf linear ableiten lässt. Dagegen enthält die Gruppe in der Umgebung von xf gerade r — q unabhängige infinitesimale Transformationen, etwa

^q+jf— 29(x,0-.-x„°)-Xf  (=1-9,

1

welche keine Glieder von nullter Ordnung in den Xi — xf enthalten und welche daher den Punkt x^ ••• xn° in Ruhe lassen.

Was in diesem Satze unter einem Punkte von allgemeiner Lage zu verstehen ist, haben wir oben genauer angegeben.

	
Kapitel 12.



Bestimmung aller Untergruppen einer r-gliedrigen Gruppe.

Sind alle Transformationen einer o-gliedrigen Gruppe in einer Gruppe mit mehr als 9, etwa mit r Parametern enthalten, so heisst die o-gliedrige Gruppe eine Untergruppe der r-gliedrigen.

Ein Beispiel von Untergruppen einer r-gliedrigen Gruppe geben uns schon die Entwickelungen des Kapitels 4; dieselben zeigen nämlich, das jede r-gliedrige Gruppe oo‘-1 eingliedrige Untergruppen enthält. In dem gegenwärtigen Kapitel werden wir zunächst einige allerdings specielle Methoden entwickeln, welche Untergruppen einer vorgelegten Gruppe aufzufinden gestatten. Sodann legen wir uns die Frage vor, wie zu verfahren ist, um alle Untergruppen einer vorgelegten Gruppe zu bestimmen. Wir erhalten dabei das wichtige Resultat, dass die Bestimmung aller continuirlichen Untergruppen einer r-gliedrigen Gruppe stets durch Auflösung von algebraischen Gleichungen geleistet werden kann.

§ 54.

Im vorigen Kapitel dachten wir uns die infinitesimalen Transformationen einer vorgelegten r-gliedrigen Gruppe nach Potenzen der Xi—xP entwickelt, unter x^ ein Werthsystem verstanden, für welches sich alle diese Transformationen regulär verhalten. Für die infinitesimalen Transformationen der Gruppe ergab sich auf diese Weise eine Eintheilung, welche uns jetzt auf die Existenz gewisser Untergruppen führen wird. Allerdings finden die Betrachtungen dieses Paragraphen nur auf solche Gruppen Anwendung, welche jedenfalls für gewisse Punkte xP nicht blos infinitesimale Transformationen von nullter, sondern auch solche von höherer Ordnung in den Xi — xP enthalten.

In der Umgebung des Punktes x® • • ■ x^ enthalte eine r-gliedrige Gruppe des Raumes 21 • • • xn gerade GO) unabhängige infinitesimale Transformationen                                                •

Yf... ^f, k deren Reihenentwickelungen nach den Xi — x® mit Gliedern k-ter oder höherer Ordnung anfangen.

Wir wollen annehmen, dass k > 1 ist. Combiniren wir alsdann zwei infinitesimale Transformationen Yif und Yjf mit einander, so erhalten wir (Theorem 30, S. 193) eine infinitesimale Transformation (Yi Yj) von (2 k — l)-ter oder höherer Ordnung, also mindestens von der Ordnung k. Demnach muss sich (Yi Yf) aus den Yf linear ableiten lassen:

(YY,)= X d,j»: Yf

1

oder, was dasselbe ist: Yrf ■ • • Y^f erzeugen eine Cx-gliedrige Untergruppe der vorgelegten Gruppe. Es gilt also der

Satz 1. Enthält eine r-gliedrige Gruppe des Baumes 21 ** En in der Umgebung von x,° • • • xn° gerade ak unabhängige infinitesimale Transformationen von k-ter oder höherer Ordnung und ist dabei k 21, so erzeugen diese Cr infinitesimalen Transformationen eine wk-gliedrige Untergruppe der betreffenden Gruppe.

Ist der Punkt x,° • • • Xn so beschaffen, dass sich für ihn die Coefficienten der aufgelösten Definitionsgleichungen der Gruppe Xf- • • Xrf regulär verhalten, so hat C, den Werth

(pk - V) —*• (8,—1 — v-1)

(vgl. Kapitel 11, S. 192).

Besonders wichtig ist der Fall k = 1, bei diesem wollen wir daher noch etwas verweilen.

Sind

Xjf _ ^ß (A1 ' ' ' An) 0 x, 0 1:7) unabhängige infinitesimale Transformationen der r-gliedrigen Gruppe, so findet man nach Kapitel 11, S. 199 die Zahl C, durch Untersuchung der Determinanten der Matrix

8,,(a°) • • gi.(=0)

Sri (a°) • • ^rn^

Wir erinnern uns ferner (vgl. S. 199), dass alle infinitesimalen Transformationen der Gruppe, welche nur Glieder von erster oder höherer Ordnung in den Xi — xf enthalten, dadurch charakterisirt sind, dass sie den Punkt xf ■ • • xn° in Ruhe lassen. Ist daher k — 1, so können wir den obigen Satz auch so aussprechen:

Satz 2. Giebt es in einer Gruppe des Baumes X, • • • xn gerade C, unabhängige infinitesimale Transformationen, welche einen bestimmten Punkt xf • • • xY invariant lassen, so erzeugen dieselben eine C,- gliedrige Untergruppe der betreffenden Gruppe.

Es ist klar, dass es in den Veränderlichen xr ... xn nicht mehr als n unabhängige infinitesimale Transformationen giebt, welche in den Xi — x^ von der nullten Ordnung sind, und aus denen sich keine infinitesimale Transformation von erster oder höherer Ordnung linear ableiten lässt. Wir schliessen daraus, dass jede r-gliedrige Gruppe in n < r Veränderlichen mindestens r — n unabhängige infinitesimale Transformationen enthält, die in den Xi — xf von der ersten oder von höherer Ordnung sind. Also haben wir den

Satz 3. Jede r-gliedrige Gruppe in n <r Veränderlichen enthält Untergruppen mit mindestens r ■— n Parametern.

Aus dem Satze 7 des vorigen Kapitels (S. 203) erhalten wir schliesslich noch für Punkte X1° • • • xf von allgemeiner Lage den

Satz 4. Sind die infinitesimalen Transformationen Xrf - Xf • • -Xrf einer r-gliedrigen Gruppe des Raumes x, •■• xn so beschaffen, dass Xf.X,f durch keine lineare Uelation von der Form

% (x, ’ *' «„) ’ Xf + ’' * + %a (x, ' ’ ' E„) ' X,f — 0 verhnüpft sind, während dagegen X^f- • • Xrf sich linear durch Xf • • Xf ausdrücken _ lassen:

X,+Hif = 931 (x, ' ' • E„) ’ X,f + ’ ' ’ + 937 (^i ’ '' a„) ' Xyf (=1— q), ist ausserdem x,°... xj ein Punkt von allgemeiner Lage, so sind die r — q unabhängigen infinitesimalen Transformationen

g

X,+f D ©u (x, ’ ' * a, )' ^-rf 0 =1 '' ’r 9)

i

alle von der ersten oder von höherer Ordnung in den Xi — xf und erzeugen eine (r — g)-gliedrige Untergruppe, deren Transformationen dadurch charakterisirt sind, dass sie den Punkt xf • • • xf invariant lassen.

Unter einem Punkte von allgemeiner Lage verstehen wir hier wie auf S. 203 einen solchen, welcher nicht alle q-reihigen Determinanten der Matrix

bilx) • • Ein (x)

571 (x) ' ’ ^in (x) zum Verschwinden bringt.

§ 55.

Wir wollen hier gleich noch auf eine andere etwas allgemeinere Methode aufmerksam machen, welche oft in sehr einfacher Weise zur Bestimmung gewisser Untergruppen einer gegebenen Gruppe führt. Diese Methode beruht auf dem folgenden

Theorem 31. Enthält die r-gliedrige Gruppe Xrf ■ • • Xrf solche infinitesimale Transformationen, bei denen ein vorgelegtes Gleichungensystem

&; (x, • • • x„) = 0     (= 1,2 • • •) invariant bleibt, und lässt sich jede in der Gruppe enthaltene infinitesimale Transformation von dieser Beschaffenheit ans den m unabhängigen infinitesimalen Transformationen

Yf = 2he Xvf (=1. m) i

linear ableiten, so erzeugen Yxf • • • Ymf ßi^^ m-gliedrige Untergruppe der Gruppe Xrf • • • Xrf.

Die Richtigkeit dieses Theorems folgt fast unmittelbar aus dem Satze 5 in Kapitel 7, S. 118. Nach demselben gestattet nämlich das System Si = 0 auch alle infinitesimalen Transformationen von der Form (Y Y). Da die (Yx Y) ebenfalls der Gruppe X±f • • • Xrf angehören, kann unter den gemachten Voraussetzungen keine dieser infinitesimalen Transformationen von Yf--- Ymf unabhängig sein, es müssen vielmehr Relationen von der Form

m

(Y,Y) = 2 h„ Y,f bestehen, das heisst die Y^f erzeugen wirklich eine Gruppe.

Selbstverständlich können wir das obige Theorem auch folgendermassen aussprechen:

Satz 5. Giebt es unter den infinitesimalen Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe in den Veränderlichen A1 •-•Xn gerade m unabhängige, bei denen eine geivisse Mannigfaltigkeit des Baumes ,• • • Xn invariant bleibt, so erzeugen diese m infinitesimalen Transformationen eine m-gliedrige Untergruppe der r-gliedrigen.

Der einfachste Fall ist der, dass das invariante Gleichungensystem einen invarianten Punkt darstellt, dass es also die Form hat:

	
	
x, — x,° == 0, X, — x„° = 0.





Die Untergruppe, welche diesem Gleichungensysteme entspricht, wird offenbar von allen den infinitesimalen Transformationen erzeugt, deren Reihenentwickelungen nach den X; ACi mit Gliedern erster oder höherer Ordnung anfangen. Wir kommen also hier auf eine der Untergruppen, welche wir schon im vorigen § gefunden haben.

Als zweites Beispiel diene eine Untergruppe der achtgliedrigen allgemeinen projectiven Gruppe der Ebene. Die Gleichung eines nicht ausgearteten Kegelschnitts gestattet gerade drei unabhängige infini-

tesimale projective Transformationen der Ebene; diese drei infinitesimalen Transformationen erzeugen daher eine dreigliedrige Untergruppe der allgemeinen projectiven Gruppe.

Endlich noch ein Beispiel, hergenommen von der zehngliedrigen Gruppe aller conformen Punkttransformationen des R3. Es giebt in dieser Gruppe gerade sechs unabhängige infinitesimale Transformationen, die eine beliebig gewählte Kugel invariant lassen. Diese Transformationen erzeugen eine sechsgliedrige Untergruppe der zehngliedrigen Gruppe.

Das Theorem 31 ist nur ein besonderer Fall des folgenden allgemeineren:

Theorem 32. Ist in den Veränderlichen X1 • • • xn irgend eine Gruppe vorgelegt, endlich oder unendlich^ continuirlich oder nicht continuirlich, so bildet der Inbegriff aller darin enthaltenen Transformationen^ welche irgend ein Gleichungensystem in 21*. xn invariant lassen, ebenfalls eine Gruppe.

Der Beweis dieses Theorems ist sehr einfach. Irgend zwei Transformationen der Gruppe, welche das Gleichungensystem invariant lassen, geben nach einander ausgeführt eine Transformation, welche wiederum der Gruppe angehört und gleichzeitig das Gleichungensystem invariant lässt. Damit ist der Beweis erbracht, dass der im Theoreme definirte Inbegriff von Transformationen wirklich eine Gruppe bildet.

Statt eines Systems von Gleichungen kann natürlich auch ein System von Differentialgleichungen gesetzt werden, auch dann noch würde das Theorem in Geltung bleiben.

Ist übrigens die vorgelegte Gruppe continuirlich, so kann die Untergruppe, welche durch das invariante Gleichungensystem definirt wird, sehr gut discontinuirlich sein.

§ 56.

Nachdem wir bisher einige Methoden kennen gelernt haben, um einzelne Untergruppen einer vorgelegten Gruppe zu ermitteln, wenden wir uns jetzt zu dem allgemeineren Problem, alle continuirlichen Untergruppen einer gegebenen y-gliedrigen Gruppe Xxf ■ • • X,f zu bestimmen.

Irgend m unabhängige infinitesimale Transformationen:

Y^f =^h^-XQf (=1..m)

i

unserer Gruppe erzeugen dann und nur dann eine m-gliedrige Untergruppe, wenn alle

1 • • • r
[image: ]

9 0

sich durch Yrf ■ • • Y]ltf allein ausdrücken. Führen wir hier die Werthe
[image: ]

ein, so ergiebt sich

vo ^Qor ’ Xf

907

und es wird verlangt, dass diese Gleichungen die Form m                r m

t n luvn ^nt

1        1


annehmen. Hierzu ist nothwendig und hinreichend, dass die Gleichungen
[image: ]

befriedigt werden können; soll dies möglich sein, so müssen die sämmtlichen (m — 1)-reihigen Determinanten der Matricen





(2)

verschwinden.



[image: ]



Damit haben wir eine Reihe algebraischer Gleichungen zur Bestimmung der mr Unbekannten hno. Weil aber Yf. • • Ymf unabhängige infinitesimale Transformationen sein sollen, ist von vornherein jedes Werthsystem hno auszuschliessen, welches alle m-reihigen Determinanten der Matrix

ha ■ ■ lmi

hir • • hmr zum Verschwinden bringt.

Sind die hno so bestimmt, dass sie alle diese Bedingungen erfüllen, so reduciren sich die Gleichungen (1) für jedes Paar von Zahlen u, v auf gerade m Gleichungen, welche die unbekannten Constanten luvi • • • l^vm vollständig bestimmen. Jedes Lösungensystem ha liefert daher eine m-gliedrige Untergruppe und es ist klar, dass man auf diese Weise alle m-gliedrigen Untergruppen findet.

Wir haben hiermit eine allgemeine Methode zur Bestimmung aller Untergruppen einer vorgelegten r-gliedrigen Gruppe; praktisch anwendbar ist diese Methode allerdings im Allgemeinen nur, wenn die Zahl r nicht zu gross ist; sie zeigt aber, dass das Problem alle diese Untergruppen zu bestimmen nur algebraische Operationen erfordert, was an und für sich schon ein sehr wichtiges Resultat ist.
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Theorem 33. Die Bestimmung aller continuirlichen Untergruppen einer vor gelegten r-gliedrigen G-ruppe Xif--- Xrf erfordert nur algebraische Operationen; die betreffenden Operationen sind durch die Constanten c^s in den Delationen

(X,X,) = ) cs. • Xs f q,1=1.,) i

vollständig bestimmt 1)

In speciellen Fällen wird oft die Bestimmung aller Untergruppen einer vorgelegten Gruppe dadurch erleichtert, dass man von vornherein gewisse Untergruppen und überhaupt gewisse Eigenschaften der betreffenden Gruppe kennt; eine Erleichterung ist es natürlich auch, wenn man schon für eine Untergruppe der vorgelegten Gruppe das entsprechende Problem erledigt hat. Uebrigens werden wir später sehen, dass es eigentlich nicht darauf ankommt, wirklich alle Untergruppen aufzustellen, dass es vielmehr genügt, gewisse von diesen Untergruppen anzugeben (vgl. die Untersuchungen über Typen von Untergruppen, Kap. 23).

§ 57.

Die m unabhängigen infinitesimalen Transformationen
[image: ]

mögen eine m-gliedrige Untergruppe der r-gliedrigen Gruppe Xrf ■ • - Xrf erzeugen. Die allgemeine infinitesimale Transformation dieser Untergruppe ist alsdann: m             m r

u C, X uf —) 2 Cu lur ■ X^f,

wo die C willkürliche Parameter bedeuten.

Alle infinitesimalen Transformationen e, • X, f — • • • — er-Xrf der r-gliedrigen Gruppe, welche der m-gliedrigen Untergruppe Y^f-- - Ymf angehören, werden infolgedessen durch die Gleichungen

m

er =C, lur «==1:r) 1

definirt. Denken wir uns hieraus die m willkürlichen Parameter a^ weggeschafft, so erhalten wir gerade r — m unabhängige lineare homogene Gleichungen zwischen e, • • • er, also können wir sagen:

Satz 6. Ist e, Xf + • • • — er • Xr f die allgemeine infinitesimale Transformation einer r-gliedrigen Gruppe, so lassen sich die infinitesimalen Transformationen einer jeden m-gliedrigen Untergruppe dieser Gruppe durch r — m unabhängige lineare homogene Relationen zwischen e, • • • er definiren.

Diejenigen infinitesimalen Transformationen, welche zwei verschiedenen Untergruppen der r-gliedrigen Gruppe Xxf • ■ • Xrf gemeinsam sind, erzeugen ihrerseits eine Untergruppe; als die gemeinsamen infinitesimalen Transformationen zweier Gruppen erzeugen sie nämlich nach Kap. 9, Satz 2, S. 159 eine Gruppe, welche natürlich in Xrf • • -Xrf als Untergruppe enthalten ist.

Nehmen wir nun an, dass die eine Untergruppe m-gliedrig ist, die andere u-gliedrig, so werden die ihnen gemeinsamen infinitesimalen Transformationen durch r — m — r — u lineare homogene Gleichungen zwischen den e definirt, Gleichungen, die allerdings nicht von einander . unabhängig zu sein brauchen.

Wir schliessen daraus, dass es unter den gemeinsamen infinitesimalen Transformationen wenigstens r — (2r — m — u) = m — u — r unabhängige giebt. Also haben wir den Satz:

Satz 7. Enthalt eine r-gliedrige Gruppe zwei Untergruppen mit bezüglich m und g Parametern, so haben dieselben wenigstens m — u — r unabhängige infinitesimale Transformationen gemein. Diejenigen infinitesimalen Transformationen der r-gliedrigen Gruppe, welche überhaupt beiden Untergruppen gemeinsam sind, erzeugen ihrerseits eine Untergruppe.

Dieser Satz lässt sich offenbar verallgemeinern:

Werden überhaupt unter den infinitesimalen Transformationen e, • Xtf — • • • + er- Xrf einer r-gliedrigen Gruppe zwei Schaaren ausgeschieden, die eine durch r — m lineare homogene Gleichungen zwischen den e, die andere durch r — u solche Gleichungen, so giebt es mindestens m — u — r unabhängige infinitesimale Transformationen, welche beiden Schaaren gemeinsam sind.

	
Kapitel 13.



Transitivität, Invarianten, Primitivität.

Die Begriffe Transitivität und Primitivität, welche in der Substitutionentheorie eine so grosse Rolle spielen, sollen hier auf endliche continuirliche Transformationsgruppen ausgedehnt werden. Im Vorbeigehen sei erwähnt, dass sich diese Begriffe überhaupt auf alle Gruppen 14*

ausdehnen lassen, auf die endlichen sowohl als auf die unendlichen, auf die continuirlichen so gut wie auf die nichtcontinuirlichen.#)

§ 58.

Eine endliche continuirliche Gruppe in den Veränderlichen X, • • • An heisst transitiv, wenn es im Raume (x, • • • Xn) ein n-fach ausgedehntes Gebiet giebt, innerhalb dessen jeder Punkt durch mindestens eine Transformation der Gruppe in jeden beliebigen andern übergeführt werden kann. Jede Gruppe, welche nicht transitiv ist, heisst intransitiv.

Nach dieser Definition ist also eine r-gliedrige Gruppe:

xf ==f(x, - An, aY - • • ar) (i = i • • • n) transitiv, wenn man im Allgemeinen zu jedem Werthsysteme X,--.Xn, x^-'-Xn wenigstens ein solches Werth System ar • - • ar angeben kann, dass die Gleichungen x' = fi{x, a) durch die betreffenden Werthe der x, a, x' befriedigt werden. Mit andern Worten: Die Gleichungen Xt = fi(x, a) einer transitiven Gruppe lassen sich nach n von den r Parametern a, • • • ar auflösen. Ist dagegen eine solche Auflösung nicht möglich, lassen sich vielmehr aus den Gleichungen xf = f(x, a) der Gruppe Delationen herleiten, welche von den Parametern a frei sind und nur die Veränderlichen X,--.Xn, xf - • • xf enthalten, so ist die Gruppe nicht transitiv, sie ist intransitiv.

Wir ersehen hieraus, dass jede transitive Gruppe des Raumes X1 • Xn mindestens n wesentliche Parameter enthält.

Hat eine transitive Gruppe in n Veränderlichen gerade n wesentliche Parameter, so enthält sie im Allgemeinen eine, aber auch nur eine Transformation, welche einen beliebigen Punkt des Raumes in einen andern beliebigen Punkt überführt; insbesondere enthält sie daher äusser der identischen Transformation keine Transformation, welche einen Punkt von allgemeiner Lage invariant lässt. Wir bezeichnen jede Gruppe von dieser Beschaffenheit als einfach transitiv.

	
	
*) Nachdem Lie 1869 einige Differentialgleichungen mit bekannter continuir-lieber Gruppe integrirt hatte, stellte er 1871 und 1872 im Verein mit Klein die Aufgabe, die Begriffe der Substitutionentheorie soweit als möglich auf die Theorie der continuirlichen Transformationsgruppen zu übertragen. Die Erledigung dieses Problems im Einzelnen gab Lie; gestützt auf die hierdurch gewonnenen Vorstellungen und Begriffe entwickelte er bereits 1874 die Grundzüge einer allgemeinen Integrationstheorie solcher vollständiger Systeme, welche bekannte infinitesimale Transformationen gestatten (Verh. d. G. d. W. zu Christiania, 1874). Er führte dieses Problem auf den Fall zurück, dass die bekannten infinitesimalen Transformationen eine endliche continuirliche Gruppe erzeugen, welche imprimitiv ist, da ihre Transformationen die charakteristischen Mannigfaltigkeiten des vollständigen Systems unter einander vertauschen. Er gab u. A. alle Fälle an, in denen sich die Integration des vollständigen Systems durch Quadraturen erledigen lässt.





Das oben gegebene allgemeine Kriterium für die Transitivität bezüglich Intransitivität einer Gruppe ist nur dann praktisch anwendbar, wenn man die endlichen Gleichungen der Gruppe kennt. Sollte sich aber nicht ein Kriterium angeben lassen, zu dessen Anwendung blos die Kenntniss der infinitesimalen Transformationen der Gruppe erforderlich ist? Wir werden zeigen, dass sich in der That ein solches Kriterium angeben lässt. Zugleich werden wir Mittel finden, um zu erkennen, wie viele und welche Relationen zwischen den x und den x' allein bei einer intransitiven Gruppe mit bekannten infinitesimalen Transformationen auftreten.

Es seien r unabhängige infinitesimale Transformationen

Xr t = 2 sh (x, ' ' ' a„) 84     ( — 1 • )

vorgelegt, die eine r-gliedrige Gruppe erzeugen. Diese Gruppe, deren endliche Gleichungen wir uns in der Form

•; - — Xi + Xi + 2 Ck • S(x) -:=0 (i =1 ■ • • n)

1

geschrieben denken können, ist nach dem Früheren dann und nur dann transitiv, wenn die n Gleichungen =0,... H, = 0 nach n von den r Parametern e, • • • e, auflösbar sind. Nothwendig und hin-reichend für die Transitivität unserer Gruppe ist demnach, dass nicht alle n-reihigen Determinanten der Matrix

001      0 Tn


(1)



identisch verschwinden. Hieraus folgt, dass die Gruppe sicher transitiv ist, wenn die betreffenden Determinanten für e, = 0, • • • er = 0 nicht sämmtlich verschwinden, wenn also nicht alle n-reihigen Determinanten der Matrix


(2)

identisch null sind.




811 ** Sin

5,1 * * ' ^rn



Damit haben wir eine hinreichende Bedingung für die Transitivität unserer Gruppe gefunden. Wir wollen jetzt untersuchen, was eintritt, wenn diese Bedingung nicht erfüllt ist.

Es seien also alle n-reihigen Determinanten der eben geschriebenen Matrix (2) identisch null; um alle Möglichkeiten auf einmal zu umfassen, wollen wir ausserdem voraussetzen, dass zugleich auch alle (n — 1)-, (n — 2)-, • (q — l)-reihigen Determinanten der Matrix identisch verschwinden, während nicht alle q-reihigen dies thun.

Unter diesen Umständen verschwinden sicher nicht alle q-reihigen Determinanten der Matrix (1), also können wir schliessen, dass sich aus den n Gleichungen 0= 0,.. H,=0 höchstens n — q von e, • • • er freie und unter einander unabhängige Gleichungen zwischen den x und x' allein herleiten lassen.

Nun aber reduciren sich unter den gemachten Voraussetzungen die r Gleichungen X|f=0, • • • Xrf—ü auf gerade q<n unabhängige, etwa auf: Xtf = 0, • • • Xqf = 0, während X^f- • • Xrf sich folgendermassen ausdrücken:

Xq+vf= Pni (x) • Xif + •+ P»(x):X,f  @=1-9).

Mithin wird:

(X X) =2 (Ci + > Ci , 9 + fpvj) Xif

für alle Werthe von i und k, das heisst: die q Gleichungen X1f=0, ■ •• Xqf — 0 bilden ein q-gliedriges vollständiges System mit n — q unabhängigen Lösungen, welche S,(x)-. Hn_q(x) heissen mögen. Diese Lösungen gestatten eine jede infinitesimale Transformation von der Form e,Xf +------ er-Xrf, also jede infinitesimale und in Folge dessen auch jede endliche Transformation unserer r-gliedrigen Gruppe Xrf • • ■ Xrf (vgl. Kap. 6, S. 98). Analytisch drückt sich das dadurch aus, dass zwischen den Veränderlichen x und x', welche in den Transformationsgleichungen unserer Gruppe vorkommen, die folgenden n — q unabhängigen, von den e freien Relationen bestehen:

	
9, (x, ' ' ’ ^n )   21 (x, ' ' ’ a„) , ’ ’ ' I,—2 (x, ' ’ ' &, )     ^n—q (x, ‘ ' ’ a„) •



Oben sahen wir, dass zwischen den x und den x' allein höchstens n — q unabhängige Relationen bestehen können, wir haben demnach hiermit die betreffenden Relationen alle gefunden.

Insbesondere erkennen wir, dass die Gruppe Xif. X,f intransitiv ist, sobald alle n-reihigen Determinanten der Matrix (2) identisch verschwinden. Damit ist zugleich bewiesen, dass die vorhin gefundene hinreichende Bedingung für die Transitivität der Gruppe Xrf • • - Xrf nicht blos hinreichend, sondern auch nothwendig ist.

Wir formuliren die gewonnenen Ergebnisse in Sätzen. An die Spitze stellen wir das

Theorem 34. Die r-gliedrigQ Gruppe Xf.-.X,f des Raumes 21 • • • An ist transitiv, wenn sich unter den r Gleichungen Xf==0,X,f=0 gerade n von einander unabhängige befinden, im entgegengesetzten Falle ist sie intransitiv.

Sodann mag ein Satz folgen:

Satz 1. Aus den endlichen Gleichungen

a/=f(x,*X„, a,‘* a,)   (i=1.n) einer r-gliedrigen Gruppe mit den infinitesimalen Transformationen Xf.-- Xrf kann man nur dann alle r Tarameter a,-- ar eliminiren, wenn die Gruppe intransitiv ist; man erhält in diesem Falle zwischen den x und den x eine gewisse Anzahl von Relationen, ivelche sich auf die Form bringen lassen:

&x(x,‘%„) = S(x, - a„) (=1,2-); dabei sind S(x), J, (x) • ein System unabhängiger Lösungen des vollständigen Systems, welches durch die r Gleichungen X^f—Q, • • • Xrf=^Q bestimmt ist.

In Kapitel 6, S. 97 sahen wir, dass die Lösungen der linearen partiellen Differentialgleichung Xf = 0 die einzigen Invarianten der eingliedrigen Gruppe Xf sind; dementsprechend sind die gemeinsamen Lösungen der Gleichungen Xf= 0, • • • Xrf = 0 die einzigen Invarianten der Gruppe Xtf• • • Xrf. Wir können daher den Satz aussprechen:

Satz 2. Ist die r-gliedrige Gruppe X±f • • • Xr f des Raumes x--- xn transitiv, so hat sie keine Invarianten, ist sie intransitiv, so sind die gemeinsamen Lösringen der Gleichungen Xtf — 0, ■ ■ ■ Xrf = Q ihre einzigen Invarianten.

Schliesslich mag noch der folgende Satz angeführt werden, der eine charakteristische Eigenschaft der Invarianten endlicher continuir-licher Gruppen ausspricht:

Satz 3. Sind ul--- uq Invarianten der r-gliedrigen Gruppe X, f- ■ • Xrf, so ist auch jede Function von ur • • • u^ eine Invariante dieser Gruppe.

Um den begrifflichen Sinn der gewonnenen analytischen Resultate klarzustellen, wollen wir nunmehr X1 • • • xn als Punktcoordinaten eines Raumes von n Dimensionen deuten.

Das in dem Theorem erwähnte vollständige System sei q-gliedrig und die Zahl q sei kleiner als n, also die Gruppe Xrf ■ •• Xrf intransitiv. Die Functionen 22, (x, ■ • • An) • • • Mn—q (x, - • • Xn) seien unabhängige Lösungen des betreffenden vollständigen Systems, mit C1 • • • Cn—q endlich mögen willkürliche Constanten bezeichnet werden. Dann zerlegen die Gleichungen

91 = Ci ,    Sn—q * On—q

den ganzen Haum in oon-I verschiedene g-fach ausgedehnte Theilgebiete, welche sämmtlich bei der Gruppe Xf • • • Xrf invariant bleiben. Jeder Punkt des Raumes gehört einem ganz bestimmten Theilgebiet an und kann von Transformationen der Gruppe nur in Punkte desselben Theilgebietes übergeführt werden. Jedoch werden die Punkte eines Theilgebietes unter sich transitiv transformirt, das heisst, jeder Punkt von allgemeiner Lage in dem betreffenden Theilgebiet kann durch wenigstens eine Transformation der Gruppe in jeden andern solchen Punkt übergeführt werden.

Ist 2, • • • xn ein Punkt von allgemeiner Lage, so bezeichnen wir die Functionen &, (x) - Mn—q(x) auch als Invarianten des Punktes X, • • • xn gegenüber der Gruppe X1f---Xrf. Die Zahl dieser Invarianten giebt den Grad der Intransitivität unsrer Gruppe an, denn je grösser die Zahl der Invarianten, um so kleiner die Dimensionenzahl des Theilgebietes, innerhalb dessen der Punkt x, - ■ • xn bei den Transformationen der Gruppe bleibt.

Einer transitiven Gruppe gegenüber hat ein Punkt von allgemeiner Lage offenbar keine Invariante.

Das oben ausgesprochene Theorem gestattet zu entscheiden, ob eine vorgelegte Gruppe Xf: • • Xrf transitiv ist oder nicht. Dem darin enthaltenen Kriterium für die Transitivität oder Intransitivität einer Gruppe lassen sich nun verschiedene andere -Fassungen geben.

Zunächst können wir mit einer leichten Aenderung der Ausdrucksweise sagen:

Eine r-gliedrige Gruppe Xvf • • • Xrf in X1 ’ ’ * Xn ist dann und nur dann transitiv, wenn es unter ihren infinitesimalen Transformationen gerade 'n — etwa Xxf■ ■ ■ Xnf— giebt, welche durch keine lineare Relation von der Form

Zi (x, ’ ’ ’ a„) ’ X, f + ’ ’ ' + %» (x, ' ’ ’ a„) ' X f 0 verknüpft sind, während sich Xn^f ■ ■ • Xrf folgendermassen durch X±f • • ■ Xnf ausdrücken:

X,+f = (a (x) Xf -+ ^jn (x) ’ ■Xnf (=1 . . • / —n).

Giebt es keine n infinitesimalen Transformationen von dieser Beschaffenheit, so ist die Gruppe intransitiv.

Erinnern wir uns jetzt, dass jede infinitesimale Transformation Xkf jedem Punkte des Raumes xs ■ • ■ xn eine Richtung zuordnet und nehmen wir noch hinzu, was in Kap. 6, S. 102 über die Unabhängigkeit solcher Richtungen gesagt ist, welche durch denselben Punkt gehen; dann können wir das Kriterium für die Transitivität einer Gruppe auch folgendermassen aussprechen:

Satz 4. Eine Gruppe Xif • • • Xrf in den Veränderlichen X1 • • • An ist transitiv, wenn sie n infinitesimale Transformationen enthält, welche jedem Eunhte von allgemeiner Lage n unabhängige Richtungen zuordnen; enthält die Gruppe keine n infinitesimalen Transformationen von dieser Beschaffenheit, so ist sie intransitiv.

Andererseits möge an die Auseinandersetzungen in Kap. 11, 8. 203 erinnert werden, wo wir uns die infinitesimalen Transformationen der Gruppe in der Umgebung eines Punktes xf von allgemeiner Lage nach den Potenzen der Xi — xf entwickelt dachten. Da eine transitive Gruppe Xf • • • Xrf in den Veränderlichen x,-Xn n infinitesimale Transformationen: Xf. Xnf enthält, welche durch keine lineare Relation x(x)-Xf+. + %n(A^) ’ Xnf = 0 verknüpft sind, erhalten wir den folgenden Satz:

Satz 5. Eine r-gliedrige Gruppe Xtf ■ • • Xrf in den n Veränderlichen X1 • • • xn ist transitiv, wenn sie in der Umgebung eines Punktes xf von allgemeiner Lage gerade n solche unabhängige infinitesimale Transformationen von nullter Ordnung in den Xi — xf enthält, aus denen sich keine infinitesimale Transformation von erster oder höherer Ordnung linear ableiten lässt. Ist die Anzahl solcher infinitesimaler Transformationen nullter Ordnung kleiner als n, so ist die Gruppe intransitiv.

Man sieht hieraus, dass man nur die Befnitionsgleichungen der Gruppe Xif • • • Xrf zu kennen braucht, um über die Transitivität oder Intransitivität derselben entscheiden zu können.

Den ersten Theil des Satzes 5 können wir schliesslich auch folgendermassen aussprechen:

Die Gruppe Xif • • • Xrf ist transitiv, wenn sie in der Umgebung eines Punktes xf von allgemeiner Lage gerade r — n unabhängige infinitesimale Transformationen enthält, deren Reihenentwickelungen nach den Xi — xf mit Gliedern erster oder höherer Ordnung anfangen, wenn also die Gruppe gerade r — n und nicht mehr unabhängige infinitesimale Transformationen enthält, welche einen Punkt von allgemeiner Lage invariant lassen. —

Sind von einer intransitiven Gruppe Xif • • • X^f nur die infinitesimalen Transformationen bekannt, so findet man, wie wir gesehen haben, die Invarianten der Gruppe durch Integration des vollständigen Systems Xt f = 0, • • ■ Xrf = 0. Es ist nun von grosser Wichtigkeit, dass diese Integration nicht erforderlich ist, wenn die endlichen Gleichungen der Gruppe bekannt sind, dass sich vielmehr in diesem Falle die Invarianten der Gruppe durch blose Elimination ergeben.

Um das nachzuweisen, denken wir uns die endlichen Gleichungen x{ =fi(x,*X,, a,-* a„) (i = 1 • • • n)

einer intransitiven Gruppe vorgelegt und sodann die Parameter a, • • • ar daraus eliminirt. Die auf diese Weise erhaltenen n — q unabhängigen Gleichungen

	
(3)       Wu(x,-En,x,’x) = 0  @=1-n-2 müssen sich nach dem Früheren auf die Form


	
(4)    Ju (x, ■ ■ ■ a„) — Ju (x, ■ ■ * &„) a=1-.n 9) bringen lassen, wo die Lu(x) die gesuchten Invarianten sind. Wenn wir daher, was immer möglich ist, die Gleichungen (3) nach n — q von den Veränderlichen X1 •* An auf lösen:



au — Ilu (x, ’ ' ' An , &n—।4+1 ' ’ ‘ ^n) (=len 9) ,

so erhalten wir n — q Functionen n^-- IIn^q, in welchen die Veränderlichen X1 • • • xn nur in den Verbindungen J(x) • • ■ 2,—(x) vorkommen. Folglich stellen die n — q Ausdrücke

Ilu (x, ’ " * En , ^n—4+1 ’ ’ ’ Cn) (=1 • ■ n 7, in denen &,-4+1 - An Constanten bezeichnen, Invarianten unserer Gruppe dar und zwar offenbar n — q unabhängige Invarianten. —

Es gilt also das

Theorem 35. Kennt man die endlichen Gleichungen:

Xi = fi (x, • • • xn, a, * ar} (i= 1 • • • n) einer intransitiven Gruppe, so hann man die Invar lauten dieser Gruppe durch Elimination finden.

§ 59.

Indem wir untersuchten, wie sich ein Punkt von allgemeiner Lage gegenüber den Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe verhält, wurden wir mit Nothwendigkeit auf die Begriffe Transitivität und In-transitivität geführt. Wir erhielten auf diese Weise eine Eintheilung aller r-gliedrigen Gruppen eines Raumes von n Dimensionen in zwei verschiedene Classen, geradeso wie in der Substitutionentheorie; zugleich aber erhielten wir auch noch eine Eintheilung der intransitiven Gruppen, nämlich nach der Zahl der Invarianten, welche ein Punkt von allgemeiner Lage den betreffenden Gruppen gegenüber besitzt.

Nach dem Vorgänge der Substitutionentheorie können wir nun auch noch weiter gehen und das Verhalten zweier und mehrerer Punkte von allgemeiner Lage gegenüber den Transformationen einer r-glied-rigen Gruppe untersuchen. Das giebt uns neue Classificationen der Gruppen des Rn.

Es sei

yi = fi^ ■ - xn, ai ■ ■ ■ ar) (i=1::n) eine r-gliedrige Gruppe und Xf • • • Xrf seien r unabhängige infinitesimale Transformationen derselben.

Wir wollen zunächst zwei Punkte X1 - an und al • • • xü ins Auge fassen und deren Invarianten gegenüber unsrer Gruppe suchen, das heisst: wir suchen alle Functionen von Ai‘. xn, xl • • • x, welche bei den Transformationen unserer Gruppe invariant bleiben.

Zu dem Ende schreiben wir die infinitesimalen Transformationen Xkf einmal in den x in der Form Xkf und einmal in den x" in der Form XKf; die gesuchten Invarianten sind dann einfach die Invarianten der r-gliedrigen Gruppe

	
(5)               X'kf+X;f a=li:



in den Veränderlichen 21 • Xn , x - xn .

Wenn J(x). J,(x) die Invarianten der Gruppe Xxf ’ ■ ■ Xrf sind, so sind die 201 Functionen

J(x) • • J.(x), J(a) • • ' J.(x") ohne Weiteres Invarianten und zwar unabhängige Invarianten der Gruppe (5); es kann aber ausserdem noch eine gewisse Anzahl etwa 0, Invarianten

J^Xy -X, xl • • • Xn) • • • Jq.^ ■ ■ ■ Xn, xl • • • Xn)

geben, die von einander und von den 201 obigen unabhängig sind. In diesem Falle haben also zwei Punkte von allgemeiner Lage gegenüber der Gruppe Xxf ■ • • Xrf gerade 201 — 0, unabhängige Invarianten, unter denen aber nur 0, als wesentlich zu betrachten sind, weil jeder der beiden Punkte an und für sich schon Q, Invarianten hat. Aus den Gleichungen

yi = fi^' •«,, a, • • a,) , y"i — fi(x[ • • • x, a, ** ar)

(i=1...n) ergeben sich unter diesen Voraussetzungen die folgenden von den a freien Relationen:

Jk(y) = Jk(x), Jk{y') = Jk(x") (=10) J/(y) = J/(x, x) 0=1 ().

Denken wir uns daher die Grössen x( • • • x^, und y^ ■ ■ • yn fest gewählt, so wird der Inbegriff aller Lagen y^' • • • y'^ welche der Punkt Ei" ■ • • Xn annehmen kann, durch die Gleichungen

Je(y") = Ji(x"), Jj{y', y"} — xc") (=1 -Q1, j=1 • • • (2) bestimmt; es giebt also oo"- Q1—1 92 verschiedene Lagen dieser Art.

In ähnlicher Weise kann man die Invarianten bestimmen, welche drei, vier und noch mehr Punkte der Gruppe Xif- •• Xrf gegenüber haben. Man findet so eine Iteihe von ganzen Zahlen 01, 0,, 03 -, welche der Gruppe eigenthimlich und von der Wahl der Veränderlichen unabhängig sind. Berechnet man diese Zahlen der Reihe nach, so kommt man stets zu einer Zahl Qm, welche verschwindet, während zugleich auch alle Zahlen Qn+1 , On+2 • • • gleich null sind.

Wir wollen auf diese Verhältnisse nicht weiter eingehen, doch mag bemerkt werden, dass ähnliche Betrachtungen für jede Schaar von oo" Transformationen durchgeführt werden können, mag die Schaar nun eine Gruppe bilden oder nicht.

§ 60.

Wir haben oben gesehen, dass eine intransitive Gruppe Xf. ■ ■ Xrf den ganzen Raum (x, • • • En) in eine continuirliche Schaar von q-fach ausgedehnten Punktmannigfaltigkeiten

91 (x, ’ ' ’ a„) — C,, ■     9,—2 (a 1 ■ ■ ■ &n) = Cn—2 zerlegt, welche sämmtlich bei den Transformationen der Gruppe invariant bleiben. Die & bedeuten dabei unabhängige Lösungen des q-gliedrigen vollständigen Systems, welches durch die Gleichungen Xif = 0, • • • Xrf — 0 bestimmt wird.

Jeder Punkt des Raumes gehört einer und nur einer der oo"- I Mannigfaltigkeiten Q,=a,*:Sn-=== Tn-q an, also haben wir es in dem Kap. 6, S. 101 angegebenen Sinne mit einer Zerlegung des Raumes zu thun. Diese Zerlegung bleibt bei allen Transformationen der Gruppe X±f ■ • • Xrf invariant; es bleibt aber zugleich jedes einzelne Theil gebiet invariant, in welches der Raum zerlegt wird.

Auch bei transitiven Gruppen kann es vorkommen, dass eine Zerlegung des Raumes in oon- I q-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten 21 ~ 01, ' ‘ ‘ J,—q = an— q existirt, welche gegenüber der Gruppe invariant bleibt. Natürlich darf aber da nicht jede einzelne der co"- I Mannigfaltigkeiten invariant bleiben, sonst wäre ja die Gruppe intransitiv; diese oo"-I Mannigfaltigkeiten müssen vielmehr von der Gruppe unter einander vertauscht werden, während ihr Inbegriff invariant bleibt.

Eine Gruppe des Rn heisst nun imprimitiv, wenn sie wenigstens eine invariante Zerlegung des Raumes in oon- I q-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten bestimmt; eine Gruppe, bei welcher gar keine invariante Zerlegung auftritt, heisst primitiv. Dass hierbei die Werthe q =0 und q = n ausgeschlossen sind, bedarf wohl kaum erst der Erwähnung.

Die Intransitivität ist offenbar ein besonderer Fall der Imprimitivität: jede intransitive Gruppe ist zugleich auch imprimitiv. Auf der andern Seite ist jede primitive Gruppe nothwendig transitiv.

Um nun eine analytische Definition für die Imprimitivität einer 7-gliedrigen Gruppe Xf. • • Xrf zu erhalten, brauchen wir uns blos daran zu erinnern, dass jede Zerlegung des Raumes in oon-9 q-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten Y, == const., • • • yn_q— const. analytisch durch das q-gliedrige vollständige System Yf == 0, - • • Yf = 0 definirt wird, dessen Lösungen die yk sind. Dass die betreffende Zerlegung bei der Gruppe Xf...X,f invariant bleibt, kommt darauf hinaus, dass das entsprechende q-gliedrige vollständige System alle Transformationen der Gruppe gestattet.

Das q-gliedrige vollständige System Ykf= 0 gestattet unsere Gruppe, sobald es die allgemeine eingliedrige Gruppe 2,‘Xif — • • • — A,X,f gestattet. Nach dem Theorem 20, Kap. 8, S. 140 ist dies der Fall, wenn zwischen den Xif und den Ykf Relationen von der folgenden Form bestehen:

(X, Y,) =2 va(e) • Yf.

Dass es ein q-gliedriges vollständiges System

YJ=0,..-Yqf^Q (q<») giebt, welches zu den Xkf in solcher Beziehung steht, das ist also die nothwendige und hinreichende Bedingung für die Imprimitivität der Gruppe X,f ■ • Xrf.

Die Gruppe Xrf ■ • • Xrf kann übrigens auch auf mehrfache Weise imprimitiv sein, das heisst, es kann mehrere, ja unendlich viele vollständige Systeme geben, welche die Gruppe gestatten.

Später werden wir Methoden angeben, um alle, vollständigen Systeme aufzustellen, welche bei einer vorgelegten Gruppe invariant bleiben. Insbesondere werden wir daher auch entscheiden können, ob die betreffende Gruppe primitiv ist oder nicht. Natürlich erfordert diese letztere Frage nur bei transitiven Gruppen eine besondere Untersuchung.

Jetzt noch eine kurze Bemerkung.

Es mögen die Gleichungen

Y1 = C, ? Vn—q = ^n—q

eine bei der Gruppe Xif • • • Xrf invariante Zerlegung des Raumes X, ■ • • xn darstellen. Führen wir dann yt • ■ ■ yn—n zusammen mit q anderen geeigneten Functionen 21-27 von X, • • • xn als neue unabhängige Veränderliche ein, so erhalten die infinitesimalen Transformationen Xkf die besondere Form

n~q                    24 q                              24

Xif = 2 COlu (Ji ' ' ' ^n~q^ ^y + 2) Say (Ji ’ ’ ' Un—qj Pi**: 2,) 8z i                                    " i                                                 3

(k = i ■ • • 7).

Nach Kap. 12, S. 207 erzeugen nun alle infinitesimalen Transformationen e, • X, f — • • • — er • Xrf^ welche eine bestimmte Mannigfaltigkeit Y, = y^, • • • yn—q — yn—q invariant lassen, eine Untergruppe. Wollen wir die betreffenden infinitesimalen Transformationen finden, so haben wir nur alle Werthsysteme e,-e, aufzusuchen, welche die n — q Gleichungen

2 ex ‘ COxu (J1° "' ’ y?—q) = 0 (u - 1 '' ’ n 7) 1

befriedigen. Ist r > n — q, so giebt es immer Werthsysteme e, • • • er von dieser Beschaffenheit, folglich enthält die Gruppe Xxf ■ • • Xrf in diesem Falle sicher Untergruppen mit wenigstens r — n+q Parametern.

Es ist übrigens klar, dass die r verkürzten infinitesimalen Transformationen

n—q

Xif =lCx(y,-.-yn-) of @=1.:r) -1                 0 Ju in den n — q Veränderlichen yl---yn—<1 eine Gruppe erzeugen; allerdings enthält diese Gruppe möglicherweise nicht r, sondern nur eine geringere Anzahl wesentliche Parameter. Die vorhin angedeutete Rechnung kommt offenbar hinaus auf die Bestimmung aller infinitesimalen Transformationen e,Xf — ••• — e, X,f, welche den Punkt y^ ■ ■ • yn—q des (n — ^)-fach ausgedehnten Raumes Y1 • • • yn-q invariant lassen.

Kapitel 14.

Bestimmung aller Gleichungensysteme, welche eine gegebene r-gliedrige Gruppe gestatten.

Bleibt ein Gleichungensystem in X1 * * * An bei allen Transformationen einer 7-gliedrigen Gruppe Xif • • • Xrf invariant, so sagen wir, dass es die betreffende Gruppe gestattet. Jedes Gleichungensystem von dieser Beschaffenheit gestattet alle Transformationen der allgemeinen eingliedrigen Gruppe Xe-Xxf, insbesondere also alle oom- 1 infinitesimalen Transformationen ZeXyf der -gliedrigen Gruppe.

Nun haben wir andererseits früher gezeigt, dass jedes Gleichungensystem, welches die r infinitesimalen Transformationen Xrf■ ■ ■ Xrf und also auch alle o‘—1 infinitesimalen Transformationen Xek- Xkf gestattet, gleichzeitig alle endlichen Transformationen der eingliedrigen Gruppen X ek ■ Xk f, das heisst, alle Transformationen der Gruppe Xf- Xrf zulässt (vgl. Theorem 14, S. 112). Sollen daher alle Gleichungensysteme bestimmt werden, welche die z-gliedrige Gruppe Xrf■ ■ • Xrf gestatten, so ist das eine Aufgabe, welche durch die Entwickelungen des Kapitels 7 vollkommen erledigt ist. Dort ist ja in voller Allgemeinheit das Problem erledigt, alle Gleichungensysteme aufzustellen, welche r gegebene infinitesimale Transformationen gestatten.

Allein der Umstand, dass die Xf • • • Xrf, welche hier betrachtet werden, eine r-gliedrige Gruppe erzeugen, bedeutet dem allgemeinen Falle gegenüber eine recht erhebliche Vereinfachung. Es erscheint daher vollkommen gerechtfertigt, wenn wir den besonderen Fall, wo die Xkf eine Gruppe erzeugen, selbständig erledigen.

Die Behandlung des in Rede stehenden Problems gestaltet sich nicht unwesentlich verschieden, je nachdem man auch die endlichen Gleichungen der betreffenden Gruppe kennt oder nicht. Im ersten Falle ist keine Integration erforderlich. Im zweiten Falle kommt man allerdings im Allgemeinen nicht ohne Integration durch; es fallen aber verschiedene Operationen weg, welche bei dem allgemeinen Probleme des Kapitels 7 nöthig waren.

Wir werden diese beiden Fälle nach einander behandeln, vor allen Dingen der Anwendungen wegen, dann aber auch, um einen tieferen Einblick in die Sache zu gewähren; in der That ergänzen die betreffenden Entwickelungen einander gegenseitig2).

Erwähnt sei endlich noch, dass wir von jetzt ab häufig die in der Substitutionentheorie gebräuchliche Symbolik auf die Theorie der Transformationsgruppen übertragen. Wir bezeichnen so zum Beispiel mit S, T, ■ • • einzelne Transformationen, mit S—1, T-1 ■ • • die zugehörigen inversen Transformationen. Unter S T verstehen wir diejenige Transformation, welche sich ergiebt, wenn erst die Transformation S und dann die Transformation T ausgeführt wird. Daraus folgt, dass Ausdrücke von der Form SS^, TT-1 die identische Transformation bedeuten.

§ 61.

Betrachten wir irgend einen Punkt P des Raumes. Der Inbegriff aller Lagen, welche dieser Punkt bei den oo" Transformationen der Gruppe annimmt, bildet eine gewisse Mannigfaltigkeit M^ wir werden zeigen, dass diese Mannigfaltigkeit die Gruppe gestattet, mit andern Worten: dass jeder Punkt von M bei jeder Transformation der Gruppe wieder in einen Punkt von M übergeht.

In der That, es sei P' irgend ein Punkt von M und zwar sei P' aus P durch die Transformation S unserer Gruppe hervorgegangen, was wir durch die symbolische Gleichung:

(P) S = (P)

ausdrücken wollen. Ist dann T eine ganz beliebige Transformation der Gruppe, so geht P' bei Ausführung von T über in:

(P)T=(P)ST;

da aber die Transformation S T ebenfalls der Gruppe angehört, ist auch {P)ST ein Punkt von M, also ist unsere Behauptung bewiesen.

Offenbar muss jede bei der Gruppe invariante Mannigfaltigkeit, welche den Punkt P enthält, zugleich die Mannigfaltigkeit M enthalten. Deshalb können wir auch sagen: M ist die kleinste bei der Gruppe invariante Mannigfaltigkeit, welcher der Punkt P angehört.

Aber noch mehr. Es lässt sich zeigen, dass man mit Hülfe von Transformationen der Gruppe jeden Punkt von M in jeden andern Punkt dieser Mannigfaltigkeit überführen kann. Sind nämlich P' und P" irgend zwei Punkte von M und werden dieselben bezüglich durch die Transformationen S und U der Gruppe aus P erhalten, so bestehen die Relationen:

(P)S = (P), (P) U = (P"); aus der ersten derselben folgt:

(P)S- = (P)SS~l = (P); also ergiebt sich mit Hülfe der zweiten:

(P)S-U =(P"),

das heisst, der Punkt P' geht bei der Transformation S-1 U, welche ebenfalls der Gruppe angehört, in den Punkt P" über. Damit ist die vorhin aufgestellte Behauptung bewiesen.

Wir erkennen hieraus, dass die Mannigfaltigkeit M auch als der Inbegriff aller Lagen definirt werden kann, welche irgend ein anderer ihrer Punkte, nicht eben P, bei den oo" Transformationen der Gruppe annimmt.

Es gilt demnach das

Theorem 36. Führt man auf einen Punkt P des Raumes (x, • • • En) alle oo" Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe dieses Raumes aus, so bildet der Inbegriff aller Lagen, ivelche der Punkt auf diese Weise annimmt, eine bei der Gruppe invariante Mannigfaltigkeit; diese Mannigfaltigkeit enthält kein kleineres bei der Gruppe invariantes Theilgebiet, dagegen ist sie selbst in allen invarianten Mannigfaltigkeiten enthalten, in welchen der Punkt P liegt.

Setzt man die endlichen Gleichungen ai‘ — ft{xx • ■ ■ xn, 01 • • • a.r) der r-gliedrigen Gruppe als bekannt voraus, so kann man ohne Schwierigkeit für jeden Punkt x,° • • • an° die kleinste invariante Mannigfaltigkeit angeben, welcher er angehört. Die betreffende Mannigfaltigkeit besteht ja nach dem Obigen aus dem Inbegriff aller Lagen x, • • • xn, welche der Punkt X1 ’ ’ ' An0 bei den Transformationen der Gruppe annimmt; der Inbegriff dieser Lagen wird aber offenbar durch die n Gleichungen

Xi == fi (xf ■ ■ • Xn°, a, * a,) (i=l n) dargestellt, in denen die Parameter a als unabhängige Veränderliche aufzufassen sind. Eliminirt man die a, so erhält man die gesuchte Mannigfaltigkeit durch Gleichungen zwischen den x allein dargestellt.

Zu erinnern ist hierbei, dass in den Gleichungen Xi=fifF, a) die a nicht vollkommen willkürlich sind; es sind ja von vornherein alle Wertb-systeme a, • • ■ ar ausgeschlossen, für welche die Determinante

	
	
— rofi(r, a) Of (x, a)]





x—x°                x=x° verschwindet, weil wir stets nur solche Transformationen benutzen, die auflösbar sind. Hieraus ergiebt sich, dass man bei der Elimination der a unter Umständen die Gleichungen einer Mannigfaltigkeit erhält, welche äusser den Punkten, in welche 21 •* An0 bei den auflösbaren Transformationen der Gruppe übergeht, noch andere Punkte enthält; diese letzteren Punkte bilden dann, wie man leicht einsieht, ihrerseits eine invariante Mannigfaltigkeit.

Ferner ist zu bemerken, dass die besprochene Elimination sich für verschiedene Werthsysteme xk° verschieden gestalten kann; die Elimination der a braucht nämlich nicht immer auf dieselbe Anzahl Relationen zwischen den x zu führen, was wieder heisst, dass die betreffenden kleinsten invarianten Mannigfaltigkeiten nicht alle dieselbe Dimensionenzahl zu haben brauchen.

Nimmt man unter allen kleinsten invarianten Mannigfaltigkeiten von derselben Dimensionenzahl nach irgend einem analytischen Gesetze unendlich viele, so bildet auch deren Inbegriff eine invariante Mannig-Theorie der Transformationsgruppen.                                       15

faltigkeit. Auf diese Weise können offenbar alle invarianten Mannigfaltigkeiten erhalten werden.

Also haben wir das

Theorem 37. Kennt man die endlichen Gleichungen einer r-gliedrigen Gruppe X^f • • • Xrf in den Veränderlichen x,--Xn, so hann man ohne Integration alle bei der Gruppe invarianten Gleichungensysteme finden oder, was dasselbe ist, alle bei ihr invarianten Mannigfaltigheiten.

§ 62.

In Kapitel 12, S. 206 haben wir gesehen, dass eine y-gliedrige Gruppe Gr in X, -Xn jedem Punkte des Raumes eine ganz bestimmte Untergruppe zuordnet, die Untergruppe nämlich, welche aus allen Transformationen der Gr besteht, die den Punkt invariant lassen.

Der Punkt P bleibe bei einer m-gliedrigen aber bei keiner mehrgliedrigen Untergruppe der Gr invariant; S sei allgemeines Symbol einer Transformation dieser m-gliedrigen Untergruppe, so dass also (P)S=(P) ist. Weiter möge T eine Transformation sein, welche den Punkt P überführt in die neue Lage P':

(P) 7=(P).

Ist jetzt T eine beliebige Transformation der Gr, welche ebenfalls P in P' überführt, so haben wir:

1

 Lie, Archiv for Mathematik og Naturv., Bd. 1, Christiania 1876

2

 Lie, Math. Ann. Bd. XI, S. 510—512, Bd. XVI, S. 476. Archiv for Math, og Nat., Christiania 1878, 1882, 1883. Math. Ann. Bd. XXIV.


(P)T ==(P) = (P)T, also wird:

(P)T 7-1 = (P).

Hieraus erhellt, dass T T^ zu den Transformationen S gehört, dass also

T = ST

die allgemeine Form einer Transformation von derselben Beschaffenheit wie T ist. Da es nun gerade oom verschiedene Transformationen S giebt, so sehen wir:

Die Gr enthält gerade oom verschiedene Transformationen, welche P in P' überführen.

Fragen wir andererseits nach allen Transformationen S' der Gr, welche den Punkt P' invariant lassen, so haben wir die Bedingung (F') S'= (P') zu erfüllen. Aus derselben sehen wir:

(P) TS' - (P) T und (P) TS' T~^ = (P), folglich ist TS' T—1 eine Transformation S, das heisst S' hat die Form S'= T^ST.

Man sieht mit Leichtigkeit, dass S hierin eine ganz beliebige Transformation der zum Punkte P gehörigen Untergruppe sein kann; demnach enthält unsere Gruppe gerade oom verschiedene Transformationen S', die nun ihrerseits offenbar eine m-gliedrige Untergruppe der G, bilden.

Die bisherigen Resultate dieses Paragraphen lassen sich folgendermassen zusammenfassen:

Satz 1. Enthält eine r-gliedrige Gruppe Gr des Bn gerade oom und nicht mehr Transformationen 8, welche den Punkt P invariant lassen und ausserdem wenigstens eine Transformation T, welche den Punkt P in den Punkt P' überführt, so enthält sie im Ganzen oom verschiedene Transformationen, welche P in P' über führen; die allgemeine Form dieser Transformationen ist: S T. Ausserdem enthält die Gr gerade oom Transformationen, welche den Punkt P' invariant lassen; deren allgemeine Form ist: T~rST.

Aus dem zweiten Theile dieses Satzes folgt, dass diejenigen Punkte, welche gerade oom Transformationen unsrer Gruppe gestatten, von den ''Transformationen der Gruppe unter einander vertauscht werden, während ihr Inbegriff invariant bleibt.

Also gilt das

Theorem 38. Der Inbegriff aller Punkte, welche gleichviele, etwa oom und nicht mehr Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe gestatten, bleibt gegenüber allen Transformationen der Gruppe invariant.

Wir haben dieses Theorem bewiesen, indem wir Betrachtungen anwendeten, welche aus der Substitutionentheorie herübergenommen sind. Wir wollen aber zugleich zeigen, wie sich der Beweis führen lässt, falls man auf solche Betrachtungen oder richtiger Redeweisen verzichtet.

Ein Punkt X, • • * Xn 0, welcher oom Transformationen der r-gliedrigen Gruppe n

X,f =X su(x, ...„) «=1 • ■ ■»)

1                                    1

zulässt, gestattet gerade m unabhängige infinitesimale Transformationen dieser Gruppe. In der Umgebung von 21° • • • Xn° enthält daher die Gruppe gerade m unabhängige infinitesimale Transformationen, deren Reihenentwickelungen nach den Xi Xi mit Gliedern erster oder höherer Ordnung beginnen. Denken wir nun in die Gruppe neue Veränderliche

T/ — x,° + — Chi (^k — Tr°) + • • • (i = 1 • • • n)

Z — &*-- Enn + 0

eingeführt, so erhalten wir nach Kap. 11, S. 197 in den x; eine Gruppe, welche in der Umgebung von x,° ebenfalls gerade m unabhängige infinitesimale Transformationen von erster oder höherer Ordnung enthält. Denken wir uns insbesondere, dass der Uebergang von den Xi zu den 2; eine Transformation der Gruppe Xf. • • X,f ist, so ist die Gruppe in den x^ einfach mit der Gruppe
[image: ]

identisch (vgl. Kap. 4, Satz 4, S. 81). Mit andern Worten: geht der Punkt x^ bei einer Transformation unserer Gruppe in den Punkt Xi über, so gestattet auch dieser Punkt gerade m unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe. Damit ist aber augenscheinlich das Theorem 38 bewiesen.                               *

Aus dem Theoreme 38 ergiebt sich sofort, dass auch der folgende Satz gilt:

Satz 2. Der Inbegriff aller Punkte X, • • • xn, welche m oder mehr unabhängige infinitesimale Transformationen der r-gliedrigen Gruppe X^f • • • Xrf gestatten, bleibt bei den Transformationen dieser Gruppe invariant.

Bringen wir diesen Satz mit den Entwickelungen in Kapitel 11, Satz 4, S. 200 in Verbindung, so erhalten wir ein neues wichtiges Ergebniss. Damals sahen wir nämlich, dass diejenigen Punkte X1 * * * An , welche m oder mehr unabhängige infinitesimale Transformationen e, -Xf -+ er-Xrf der r-gliedrigen Gruppe Xrf • • • Xrf gestatten, dadurch charakterisirt sind, dass sie alle fr — m — l)-reihigen Determinanten einer gewissen Matrix zum Verschwinden bringen. Nunmehr erkennen wir, dass das Gleichungensystem, welches durch Nullsetzen jener (r — m — l)-reihigen Determinanten erhalten wird, alle Transformationen der Gruppe Xrf ■ • • Xrf gestattet. Wir haben demnach das

Theorem 39. Erzeugen die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen

n
[image: ]


eine r-gliedrige Gruppe, so erhält man durch Nullsetzen aller {r — m — T)-reihigen Determinanten der Matrix

Su (xc) • • Sun (x)


(1)



Er1 (x) ■ ' ^m (x) stets ein Gleichungensystem, welches alle Transformationen der Gruppe X,f • • • Xrf gestattet; das gilt für jede Zahl m^r, vorausgesetzt nur, dass es überhaupt Werthsysteme 2, *::Xn giebt, welche alle die bewussten fr — m — ty-reihigen Determinanten zum Verschwinden bringen.

Für das vorstehende wichtige Theorem geben wir im späteren Verlaufe dieses Kapitels (§§ 66 und 67, S. 239 bez. 241) noch zwei verschiedene rein analytische Beweise. Vorläufig bemerken wir nur Folgendes:

Das Theorem 39 zeigt, dass zwischen dem Probleme des Kap. 7, S. 123 bis 133 und dem des gegenwärtigen Kapitels ein wesentlicher Unterschied besteht.

Erzeugen Xf. ■ • Xrf eine r-gliedrige Gruppe, so erhält man durch Nullsetzen aller (r — m — l)-reihigen Determinanten der Matrix (1) stets ein invariantes Gleichungensystem, sobald nur alle diese Determinanten wirklich gleichzeitig verschwinden können. Nicht so, wenn von den Xkf blos vorausgesetzt wird, dass sie, gleich Null gesetzt, ein vollständiges System von r oder weniger Gleichungen liefern. In diesem Falle ist es zwar möglich, dass es invariante Gleichungensysteme giebt, welche die durch Nullsetzen der betreffenden Determinanten erhaltenen Gleichungen umfassen, aber es ist keineswegs immer so, dass man durch Nullsetzen der Determinanten ohne Weiteres ein invariantes Gleichungensystem findet. Dazu werden vielmehr im Allgemeinen noch weitere Operationen nöthig sein, wie sie in Kap. 7, S. 124 ff. auseinandergesetzt sind.

In dem letzten Paragraphen dieses Kapitels, S. 243 ff. gehen wir auf diesen Punkt etwas näher ein.

§ 63.

Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen, dass man aus den infinitesimalen Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe ohne Integration gewisse Gleichungensysteme herleiten kann, welche bei der betreffenden Gruppe invariant bleiben. Jetzt werden wir zeigen, wie man alle Gleichungensysteme findet, welche eine r-gliedrige Gruppe mit gegebenen infinitesimalen Transformationen:

[image: ]



gestatten.

Wir wollen annehmen, dass unter den r Gleichungen X,f= 0, • • • Xrf — 0, gerade q von einander unabhängige vorhanden sind, dass also in der Matrix (1) alle (q — 1)-reihigen Determinanten identisch verschwinden, nicht aber alle q-reihigen.

Geradeso wie in Kap. 7, S. 120 und 123 können wir dann die Gleichungensysteme, welche die r infinitesimalen Transformationen X^f ■ • • Xrf gestatten, in q — 1 verschiedene Classen eintheilen. In ein und dieselbe Classe rechnen wir dabei diejenigen G-leichungensysteme, vermöge deren alle (p — Ij-reihigen nicht aber alle p-reihigen Determinanten der Matrix (1) verschwinden, unter p eine der q — 1 Zahlen q, q — 1, • • • 1, 0 verstanden. Ziehen wir es vor, die Ausdrucksweise der Mannigfaltigkeitslehre anzuwenden, so müssen wir sagen: in ein und dieselbe Classe gehören diejenigen invarianten Mannigfaltigkeiten, deren Punkte gleichviele etwa gerade r — p unabhängige infinitesimale Transformationen e,-Xf — • • • — er’Xrf gestatten. Jedem Punkte einer solchen Mannigfaltigkeit ordnen die infinitesimalen Transformationen Xf- • • Xrf gerade p unabhängige Richtungen zu, welche ihrerseits die Mannigfaltigkeit berühren (vgl. Kap. 7, S. 134).

Der Nutzen dieser Classification besteht nun darin, dass es möglich ist, jede einzelne Classe für sich zu betrachten und die ihr angehörigen Gleichungensysteme bezüglich Mannigfaltigkeiten zu bestimmen.

Ist die Zahl p gleich q, so wird die Bestimmung aller invarianten Gleichungensysteme, welche in die betreffende Classe gehören, durch das Theorem 17 in Kap. 7, S. 123 geleistet. Jedes solche Gleichungensystem kann danach durch Relationen zwischen den gemeinsamen Lösungen der Gleichungen Xf = 0, • - • Xrf — 0 dargestellt werden. Da diese r Gleichungen ein q-gliedriges vollständiges System bestimmen, werden sie natürlich nur dann gemeinsame Lösungen besitzen, wenn q kleiner ist als n.

Von dem Falle p — q können wir nunmehr absehen. Wir setzen daher von jetzt ab voraus, dass p eine der Zahlen 0, 1 • --q—1 ist und stellen uns die Aufgabe, alle bei der Gruppe Xf ■ • • Xrf invarianten Mannigfaltigkeiten zu bestimmen, welche in die durch die Zahl p definirte Classe gehören.

Der erste Schritt zur Lösung dieser Aufgabe ist die Bestimmung des Orts aller Punkte, für welche die sämmtlichen (p — 1)-reihigen Determinanten der Matrix (1) verschwinden, während nicht alle p-reihigen dies thun. Der betreffende Ort enthält nämlich offenbar alle bei der Gruppe invarianten Mannigfaltigkeiten, welche unserer Classe angehören; überdies bildet er nach Theorem 38, S. 227 selbst eine invariante Mannigfaltigkeit.

Um den verlangten Ort zu finden, suchen wir zunächst den Inbegriff aller Punkte, für welche wenigstens alle (2 — 1)-reihigen Determinanten der Matrix (1) verschwinden, das heisst, wir berechnen die sämmtlichen (p — l)-reihigen Determinanten der bewussten Matrix — A,4,..4, mögen sie heissen — und setzen dieselben gleich Null:

4=0, 4= 0.

Die so gefundenen Gleichungen stellen dann eine Mannigfaltigkeit dar, welche nach Theorem 39, S. 228 bei der Gruppe invariant ist und welche den gesuchten Ort enthält.

Giebt es nun überhaupt kein Werthsystem X1 • • • Xn , welches alle A zum Verschwinden bringt, oder können die (p — 1)-reihigen Determinanten nur dadurch verschwinden, dass zugleich auch alle p-reihigen null werden, so ist klar, dass überhaupt keine bei der Gruppe ^f--- X.rf invariante Mannigfaltigkeit der durch p definirten Classe angehört. Wir sehen also, dass nicht gerade jede unsrer q — 1 Classen durch Mannigfaltigkeiten, welche ihr angehören, vertreten zu sein braucht.

Nehmen wir an, dass für das von uns gewählte p keiner der beiden eben besprochenen Ausnahmefälle eintritt, dass es also wirklich Werthsystem e X, • An giebt, für welche alle (p — 1)-reihigen, nicht aber alle p-reihigen Determinanten der Matrix (1) verschwinden.

Die Mannigfaltigkeit’ A1 == 0, • • • 4, = 0 bleibt, wie wir schon bemerkt haben, bei der Gruppe Xif • ■ • X,f invariant. Ist nun diese Mannigfaltigkeit reducibel, besteht sie also aus einer discreten Anzahl von endlich verschiedenen Mannigfaltigkeiten, so zerfällt sie ohne Weiteres in eben soviele einzeln invariante Mannigfaltigkeiten. Die Gruppe Xif • • • Xrf ist ja von infinitesimalen Transformationen erzeugt; wenn sie daher den Inbegriff mehrerer endlich verschiedener Mannigfaltigkeiten invariant lässt, so muss sie jede einzelne dieser Mannigfaltigkeiten in Ruhe lassen.

Es seien M1, M,, • • • die einzelnen irreducibeln und daher bei der Gruppe invarianten Mannigfaltigkeiten, in welche die Mannigfaltigkeit 4|=0,..4,=0 zerfällt. Unter diesen Mannigfaltigkeiten wird es dann möglicherweise gewisse geben, für deren Punkte auch alle p-reihigen Determinanten der Matrix (1) verschwinden. Wenn wir alle Mannigfaltigkeiten von dieser besonderen Beschaffenheit ausschliessen, so behalten wir noch gewisse Mannigfaltigkeiten M, , M,-.-übrig, deren Inbegriff offenbar den Ort aller Punkte bildet, für welche alle (p — l)-reihigen nicht aber alle p-reihigen Determinanten der Matrix (1) verschwinden.

Damit haben wir den gesuchten Ort gefunden; zugleich sehen wir, dass dieser Ort aus einer discreten Anzahl einzeln invarianter Mannigfaltigkeiten M,, M2, - • bestehen kann, die' natürlich sämmt-lieh der durch P definirten Classe angehören.

Offenbar ist jede bei unserer Gruppe invariante Mannigfaltigkeit, welche der durch p definirten Classe angehört, in einer der Mannigfaltigkeiten M1, M, • • ■ enthalten. Um daher alle jene Mannigfaltigkeiten zu finden, brauchen wir nur jede einzelne der Mannigfaltigkeiten M,, M, • • • zu untersuchen und die in ihr enthaltenen invarianten Mannigfaltigkeiten zu bestimmen, welche der bewussten Classe angehören. Nach einer früheren Bemerkung (Kap. 7, Satz 6, S. 136) ist jede der Classe p angehörige invariante Mannigfaltigkeit mindestens p-fach ausgedehnt.

§ 64.

Das Problem, auf welches wir am Schlüsse des vorigen Paragraphen geführt worden sind, ist ein besonderer Fall des folgenden allgemeinen Problems:

Gegeben sind die Gleichungen einer irreducibeln Mannigfaltigkeit M, welche bei den Transformationen der r-gliedrigen Gruppe Xf.-- Xrf invariant bleibt. Den Punkten der Mannigfaltigkeit werden von den infinitesimalen Transformationen X^f • ■ ■ Xrf im Allgemeinen gerade p unabhängige Dichtungen sugeordnet, ivelche natürlich die — mindestens p-fach ausgedehnte — Mannigfaltigkeit berühren. Gesucht werden alle in M enthaltenen invarianten Theilgebiete, deren Punkten die Transformationen Xxf-• ■ Xrf auch gerade p unabhängige Dichtungen suordnen.

Dieses Problem wollen wir jetzt erledigen.

Wir denken uns die Gleichungen von M in aufgelöster Form

&,+ — 9,+(x,   x,) == 0    (=1 ■■■ns) vorgelegt, dürfen aber dabei nicht vergessen, dass wir durch die Wahl einer bestimmten Auflösung alle Werthsysteme X, . . . xn ausschliessen, für welche gerade diese Auflösung der Gleichungen nicht möglich ist. Es ist denkbar, dass wir auf diese Weise gewisse invariante Theilgebiete von M ausschliessen, die wir bei einer anderen Auflösung mitbekommen.

Der Fall p = 0 bedarf keiner besonderen Behandlung, denn die Mannigfaltigkeit M besteht dann offenbar aus lauter invarianten Punkten.

Um das Problem für die übrigen Werthe von p erledigen zu können, müssen wir einige Bemerkungen vorausschickeu, die mit den analytischen Entwickelungen in Kapitel 7, S. 126 und 127 in engem Zusammenhang stehen und die an und für sich schon eine grosse Wichtigkeit besitzen.

Da die Mannigfaltigkeit M bei den Transformationen unserer Gruppe invariant bleibt, so werden ihre Punkte von den Transformationen der Gruppe unter einander vertauscht. Sehen wir daher von allen ausserhalb M gelegenen Punkten ab, so bestimmt unsere Gruppe X,f • • • Xrf eine gewisse Gruppe von Transformationen der Punkte von M (vgl. S. 26). Freilich braucht diese neue Gruppe nicht r wesentliche Parameter zu enthalten, denn es kann vorkommen, dass eine Untergruppe der Gruppe Xif • • • Xrf alle Punkte von M einzeln stehen lässt.

Wir wollen das Gesagte zunächst in einem Satze zusammenfassen:

Theorem 40. Die Punkte einer Mannigfaltigkeit, welche bei einer r-gliedrigen Gruppe des Raumes (x, • • • xn) invariant bleibt, werden ihrerseits durch eine continuirliche Gruppe mit r oder weniger Parametern transformirt.

Da wir angenommen haben, dass die invariante Mannigfaltigkeit M irreducibel ist, können wir dieselbe als einen Raum für sich betrachten. Den analytischen Ausdruck der Transformationsgruppe, von welcher die Punkte dieses Raums transformirt werden, müssen wir daher erhalten, wenn wir die Punkte von M auf ein der Mannigfaltigkeit angehöriges Coordinatensystem beziehen und ermitteln, wie diese Coordinaten bei der Gruppe Xxf • • • Xrf transformirt werden. ‘

Unter den gemachten Voraussetzungen lässt sich die Gruppe, welche die Punkte von M transformirt, sofort angeben. In der That: wir brauchen blos 21**: x, als Coordinaten der Punkte von M aufzufassen und in den endlichen Gleichungen xi‘ = fdx, a) der Gruppe X±f •■ -Xrf die X,+1 - An durch 9,+1 • • • 9n zu ersetzen beziehentlich wegzulassen; dann erhalten wir die Gleichungen der betreffenden Gruppe, es sind die folgenden:

Xi f(x, ' ' x,, 9,+1 ' ' ' Qn; a, ’ ' ’ af^ (i 1 ■ s)

Man könnte sich direkt überzeugen, dass man wirklich eine Gruppe in den Veränderlichen 21-. xs vor sich hat. Man brauchte dazu nur zwei Transformationen von der eben geschriebenen Form nach einander auszuführen und nachher die beiden Thatsachen zu berücksichtigen: erstens, dass die Transformationen x, =f(x, - Xn, a,-- af) eine Gruppe bilden und zweitens, dass das Gleichungensystem x,+i == Qs+i diese Gruppe gestattet.

Wünscht man dagegen die infinitesimalen Transformationen der Gruppe in ^ • • • x, zu kennen, so braucht man blos aus den Xrf die Glieder mit al" 1 • • • 3 wegzulassen und in den übrigen Gliedern

x,+1 - An durch die g zu ersetzen. Man findet die r infinitesimalen Transformationen:

Xif 2 siv (x, ’ ' ‘ ^s; 9.+1 ‘ ' ’ ^pn) 9/ 1                                                            •

(k = 1 • • • r), welche aber nicht von einander unabhängig zu sein brauchen.

Wir werden direkt verificiren, dass die verkürzten infinitesimalen Transformationen Xif eine Gruppe erzeugen. Die betreffende Rechnung ist der in Kap. 7, S. 131 durchgeführten äusserst ähnlich.

Wie damals deuten wir die Ausführung der Substitution X,+i = 9,+i durch das Zeichen [] an. Dann ist zunächst:

Xkf=2v [Sw] 2x, i

Ferner erkennen wir wie damals aus der Gleichung (3) des Kapitels 7, S. 110, dass:

X,[92] = [X,8]

ist, unter & eine ganz beliebige Function von X, • • • En verstanden. Es ergiebt sich demnach:

s

	
(XX) = 2 I [X,5»] - KW I 3;



und da Relationen von der Form:

r

	
	
	
(xx) = > • xc







1 oder was dasselbe ist, von der Form:

	
	
X, 6, X; ^kv --: 2 Ckjn Env





1

bestehen, so erhalten wir einfach:

(X,X) = Xcy„X„/.

Damit ist rein analytisch bewiesen, dass Xif • • • Xrf wirklich eine Gruppe erzeugen.

Die infinitesimalen Transformationen Xif • • • Xrf des Raumes 21 • An ordnen jedem Punkte von allgemeiner Lage auf der Mannigfaltigkeit M gerade p unabhängige Richtungen da, :-: dxn zu, welche bekanntlich die Mannigfaltigkeit berühren. Es lässt sich voraussehen, dass auch die infinitesimalen Transformationen Xif ■ • • Xrf des Raumes x1 • • x, oder, was dasselbe ist, der Mannigfaltigkeit M, jedem Punkte 21-.X, von allgemeiner Lage gerade 2 unabhängige Richtungen da, : • • • : da, zuordnen. Wir werden verificiren, dass dem wirklich so ist.

	
Unter den gemachten Voraussetzungen verschwinden bei der Substitution x,+i — 9,+i alle (2 — 1)-reihigen, nicht aber alle p-reihigen Determinanten der Matrix (1), es sind also unter den r Gleichungen (2)        [l sZ,+..+[B.]5%(, =0 a-1-p gerade 2 unabhängige vorhanden. Hieraus folgt, dass es unter den r Gleichungen Xif = 0 höchstens p unabhängige giebt; unsere Aufgabe ist nachzuweisen, dass es gerade p giebt. Das hat keine Schwierigkeit.



Da das Gleichungensystem x,+i — (p^i = 0 die infinitesimalen Transformationen Xif gestattet, so ist identisch

[X(x,+i ©.+)] — 0, ausführlicher geschrieben:

	
	
I&+ = 2 I8] 2%st





Bezeichnen wir daher mit ^ ■ • ■ %r irgendwelche Functionen von 21--X,, so haben wir:

r                        r ) %* [54,4+1] -- ) % * X,q,+.

Giebt es nun r nicht sämmtlich verschwindende Functionen 11--Y, von X1 • • • xs, welche die Gleichung

) 4(x, • • • «,) • Xkf = 0

i

identisch befriedigen, so wird:

Damit ist bewiesen, dass unter den Gleichungen X,f=0,X,f= 0 gerade so viele unabhängige vorhanden sind wie unter den Gleichungen (2), das heisst gerade p unabhängige.

Nunmehr sind wir endlich in den Stand gesetzt, das im Anfänge des Paragraphen, S. 232 gestellte Problem zu erledigen.

Es handelt sich um die Bestimmung gewisser bei der Gruppe Xf. • • Xrf invarianter Theilgebiete der invarianten Mannigfaltigkeit M, derjenigen Theilgebiete nämlich, deren Punkten die infinitesimalen Transformationen X±f ■ • • Xrf gerade p unabhängige Richtungen zuordnen. Diese Theilgebiete lassen sich nach dem Vorangehenden definiren als gewisse Mannigfaltigkeiten des Raumes X, ■ • ■ xs; als solche sind sie dadurch charakterisirt, dass sie die Gruppe Xif • •• Xrf ge-statten und dass ihren Punkten von den infinitesimalen Transformationen Xf--. Xrf gerade p unabhängige Richtungen zugeordnet werden. Unser Problem kommt somit auf das folgende hinaus:

In einem Raume M von s Dimensionen ist die Gruppe Xif ---Xrf gegeben, deren infinitesimale Transformationen den Punkten von allgemeiner Lage in diesem Raume gerade p K s unabhängige Richtungen zuordnen. Gesucht werden alle in M enthaltenen invarianten Mannigfaltigkeiten von derselben Beschaffenheit.

Aber dieses Problem haben wir bereits oben (S. 230) erledigt; nur stand damals an Stelle der Gruppe Xrf ■ • • Xrf die Gruppe Xrf- • - Xrf, an Stelle von s die Zahl n, an Stelle von p die Zahl q. Die gewünschten Mannigfaltigkeiten werden demnach durch Relationen zwischen den Lösungen des p-gliedrigen vollständigen Systems dargestellt, welches die Gleichungen Xf = 0, • • • Xrf = 0 bestimmen. Fügt man diese Relationen zu den Gleichungen von M hinzu, so erhält man die Gleichungen der invarianten Theilgebiete von M in den ursprünglichen Veränderlichen X1 • An .

Natürlich giebt es in M invariante Theilgebiete von der verlangten Art nur dann, wenn s grösser ist als p, es giebt deren keine, wenn die Zahlen s und p einander gleich sind.

Hiermit haben wir zunächst das folgende wichtige Resultat:

Theorem 41. Gestattet eine s-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit des Raumes x,-- xn die r-gliedrige Gruppe Xf... Xrf und werden den Punkten dieser Mannigfaltigkeit von den infinitesimalen Transformationen der Gruppe im Allgemeinen gerade p unabhängige Richtungen sugeordnet, welche dann sicher in die Mannigfaltigkeit hineinfallen, so ist s^p; im Falle s > p zerlegt sich die Mannigfaltigkeit in o8-P p-fach ausgedehnte Theilgebiete, deren jedes die Gruppe Xrf • • • Xrf gestattet.

Zugleich ist auch das Problem vollständig erledigt, auf welches wir am Schlüsse des vorigen Paragraphen (S. 232) geführt wurden, damit aber die Bestimmung aller Gleichungensysteme, welche die Gruppe X,f ■ • • Xrf gestatten, geleistet. Der Anwendungen wegen stellen wir die dazu erforderlichen Massregeln noch einmal zusammen:

Theorem 42. Erzeugen die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen

X-^f j Ski (A1 • • • An) 0 ac, (*=1r) i                                        ‘

eine r-gliedrige Gruppe und verschwinden dabei alle (q — 1)-reihigen Determinanten der Matrix

6r1 ■ ■ ■ Srn ।

identisch, nicht aber alle q-reihigen, so findet man folgendermassen alle Gleichungensysteme oder, was dasselbe ist, alle Mannigfaltigheiten, welche die Gruppe gestatten:

Man theile die betreffenden Gleichungensysteme beziehentlich Mannigfaltigheiten in q — 1 verschiedene Classen ein, indem man in dieselbe Classe immer diejenigen Gleichungensy sterne rechnet, vermöge deren alle (p — Ij-reihigen, nicht aber alle p-reihigen Determinanten der obigen Matrix verschwinden, unter p irgend eine der Zahlen q, q — 1, • ■ ■ 1, 0 verstanden.

Um sodann alle invarianten Gleichungensysteme zu finden, welche in eine bestimmte Classe gehören, bilde man alle {p — 1)-reihigen Determinanten A1,A,.A, der Matrix und setze dieselben gleich Null. Giebt es kein Werthsystem a,-.. xn, welches alle 0 Determinanten A; gleichzeitig zum Verschwinden bringt, so enthält die Classe, welche durch die Zahl p definirt ist, überhaupt gar keine invarianten Mannigfaltigkeiten; dasselbe gilt dann offenbar auch von den Classen mit den Zahlen p— 1, p — 2, • • • 1, 0. Sollten andererseits alle Werthsysteme x, ••• xn, welche A, -40 gleich Null machen, gleichzeitig alle p-reihigen Determinanten der Matrix zum Verschwinden bringen, so würde auch in diesem Falle die Classe mit der Zahl p gar nicht durch Mannigfaltigkeiten vertreten, sein. Tritt keiner dieser beiden Fälle ein, so stellt das Gleichungensystem

4,= 0,4=0 diejenige bei der Gruppe invariante Mannigfaltigkeit M dar, in welcher alle invarianten Mannigfaltigkeiten mit der Classenzahl p enthalten sind. Zerfällt M in eine discrete Anzahl von Mannigfaltigkeiten M,, M - , so bleiben dieselben einzeln invariant, in jeder dieser Mannigfaltigkeiten können aber noch unendlich viele invariante Theilgebiete enthalten sein, welche derselben Classe wie M angehören. Um diese Theilgebiete zu finden, stelle man die Gleichungen von M, etwa, in aufgelöster Form auf:

T+i == 9,+Hi(x,*:a,)    (=1 ■ • -ns), wo die ganze Zahl s mindestens gleich p ist. Endlich bilde man die r Gleichungen

_   —                 of

E^f 7 Erv(x, ’ ’ ‘ x,, 9s-+1 ' ’ ' ^n^ 3, === 0, 1"

und berechne irgend s — p unabhängige Lösungen^

C0, (x, • • • x,) • • • C,—»(x, • • • x,) des von diesen Gleichungen bestimmten p-gliedrigen vollständigen Systems. Der allgemeine analytische Ausdruck der gesuchten invarianten Theilgebiete von M, ist alsdann:

Xs+i 9,+i(x, ' ' ‘ x,)     0, 1(0, ' ’ ' ^s—p)   0

(i = 1 • • • n — s; j = 1 ■ • • m), wo die m^s — p Delationen 1 == 0 vollkommen willkürlich sind. —

In derselben Weise wie M, müssen natürlich auch M,, • • • behandelt werden. Für p sind ausserdem der Eeihe nach alle die q—1 Zahlen q, q — 1,1, 0 einzusetzen.

§ 65.

Um die vorstehenden Untersuchungen auf ein Beispiel anzuwenden, betrachten wir die dreigliedrige Gruppe

	
X, f == -— — SC -—, X, / — y -— — Z -—,



1 Oy ÖS 4 "Oy  CS 7

	
X.f == (— S —   -—— y -—— y^ -—


Die




Gruppe ist transitiv, denn die Deter-





des gewöhnlichen Raumes, minante


verschwindet nicht




0

0 — z — xy identisch.
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Z yz




= — (z — xy)2




zweiten Grades: z — xy = 0 aber keine Fläche weiter.




Wir schliessen daraus, dass die Fläche bei der Gruppe invariant bleibt, sonst



Für die Punkte der Fläche z — xy = 0, aber auch nur für diese verschwinden sogar alle zweireihigen Unterdeterminanten von 4, während die einreihigen- Unterdeterminanten nicht gleichzeitig verschwinden können. Daraus folgt, dass die invariante Fläche sich in oo1 invariante Curven zerlegt, dass aber sonst keine invarianten Curven auftreten, während es invariante Punkte überhaupt nicht giebt.

Um die oo1 invarianten Curven auf der Fläche 2 — xy = 0 zu finden, wählen wir x und y als Coordinaten für die Punkte der Fläche und bilden nach der oben gegebenen Vorschrift in x, y die verkürzten infinitesimalen Transformationen

	
	
y ,_ — ._, a f X , _ ,2 af





i/ ay‘ 2/     3 ay‘ 3/    3 0y‘

Die drei Gleichungen Xif = 0 reduciren sich auf eine einzige, deren Lösung x ist. Also werden die gesuchten Curven durch die Gleichungen

	
	
2 — xy == 0, x = const.





dargestellt, das heisst es bleiben auf der Fläche zweiten Grades alle Individuen der einen Schaar von Erzeugenden invariant.

§ 66.

Wir geben hier den einen der beiden neuen auf S. 229 versprochenen Beweise für das wichtige Theorem 39.

Wie früher bezeichnen wir mit A1(x)-.. d,(x) die sämmtlichen (p — 1)-reihigen Determinanten der Matrix

511 (x) ' • ^n (x)

(3)

I 5r1 (x)   ■ ■ Srn (x)

Ausserdem setzen wir voraus, dass es Werthsysteme X1 • • • xn giebt, welche alle 0 Determinanten A zum Verschwinden bringen. Zu beweisen ist alsdann, dass das Gleichungensystem

A(x) = 0, • • • A.(x) = 0 alle Transformationen

ai = fi^ • • • Xn , a, • • • ar) (i = 1 • • ■ n) der 7-gliedrigen Gruppe Xf • • • Xrf gestattet.

Nach Kapitel 6, S. 98 kommt es nur darauf an nachzuweisen, dass das Gleichungensystem

4,(x) = 0, • • • dg(x) = 0 bei der Substitution a,’ = fi{x,a) mit dem Gleichungensysteme

A,(x) = 0, • • • d,(x) =0

aequivalent wird; dabei ist es ganz gleichgültig, ob die Gleichungen A1 = 0, • • • 4, = 0 von einander unabhängig sind oder nicht.

Um nun nachzuweisen, dass unser Gleichungensystem wirklich die betreffende Eigenschaft besitzt, verfahren wir folgendermassen:

In Kap. 4, S. 81 haben wir gesehen, dass vermöge der Gleichungen Xi = fi(x,a) eine Relation von der Form

X/f= >o(a) Xf (=1:7), i welche offenbar zu Identitäten werden, sobald man vermöge der Gleichungen Xi — fi(x,a) die x durch die x ausdrückt.

In die eben gefundenen Gleichungen setzen wir an Stelle von f die Function ai ein und erhalten so die Gleichungen

^X- =s(x)=2) G)jkM • XjXi'

1

—                      a fi (D, a) =2 9(0)2 5(x) welche die Ski(x) direkt als Functionen der x und a ausdrücken. Dadurch sind wir in den Stand gesetzt, das Verhalten der Gleichungen A(x) — 0 bei der Substitution ai = fi(x,d) zu untersuchen.

Die Determinanten A, (x} -A, (x) werden aus der Matrix Su(x) ' ' Bu(x")

	
	
	
5ri (x )   ' ■ ^irn (x ) ebenso gebildet wie die Determinanten A1(x) • • • A,(x) aus der Matrix (3) . Denken wir uns nun die vorhin gefundenen Werthe







su(x )   2 ^jk ‘ ^-jXi

1

in die eben geschriebene Matrix eingesetzt und sodann die Determi-

nanten A(x) berechnet, so erkennen wir zunächst folgendes: die Determinanten da(x'} haben die Form:
[image: ]

wobei die Xor gewisse aus den Ojr(a) gebildete Determinanten sind, während Di • • • D. die sämmtlichen (p — l)-reihigen Determinanten der Matrix

X1X,’ • • X,Xn

X,X1 * * X, En bedeuten.

Ersetzen wir endlich jedes X^Xi durch seinen Werth:

v                         (x, Q) XkXi -- 2 Zkv\X) ax ‘

so erhalten wir für die Determinanten D, Ausdrücke von der Form:

D. =2 ^(^}a) • du (x),

i

wo die zu gewisse aus den ——— gebildete Determinanten sind.

Hiermit ist bewiesen, dass die Aa(x’) bei der Substitution Xt = fi{x,a) die Form annehmen:

Ag (x) =2 Xor (a) * Pru (x, a) ’ d, (x) ©=1-0.

Da nun die Functionen Xor(a), ?=u(x, a) sich für die in Betracht kommenden Werthsysteme x,a im Algemeinen regulär verhalten, so ist klar, dass das Gleichungensy stein da(x') = 0 bei der Substitution Xi — fi{x,a) mit dem Gleichungensystem ^a(x) — 0 äquivalent wird, dass also das letztere Gleichungensystem alle Transformationen xi‘===f(x,a) gestattet. Das aber war zu beweisen.

§ 67.

Das Theorem 39 ist so wichtig, dass es nicht überflüssig erscheint, noch einen dritten Beweis desselben zu geben.

Nach dem Satze 3 des Kapitels 7 (S. 114) gestattet das Gleichungensystem A1 = 0, • • • A, = 0 sicher dann alle Transformationen der r-gliedrigen Gruppe Xtf • • • Xrf, wenn Relationen von der Form
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X, a. X C^ot (x, ' ' * x„) ' a, a " 1 ’ ' r. o — iise









bestehen und wenn sich ausserdem die Functionen Cor für diejenigen Werthsysteme X1 • • • En regulär verhalten, welche die Gleichungen A1 = 0, • • * 4, = 0 befriedigen. Es ist nun in unserem Falle nicht schwer, nachzuweisen, dass das Gleichungensystem Zla = 0 diese Eigenschaften besitzt. Um aber nicht weitläufig zu werden, wollen wir diesen Nachweis nur in einem besonders einfachen Falle führen. Man wird daraus zur Genüge ersehen, wie der allgemeinste Fall zu behandeln wäre.

Wir werden erstens voraussetzen, dass unsere Gruppe einfach transitiv ist. Sie enthält dann n unabhängige infinitesimale Transformationen Xf.-- Xnf und ausserdem verschwindet die Determinante


nicht identisch.




511 (x) ' ' Sin (x)
[image: ]




Weiter werden wir uns darauf beschränken, nachzuweisen, dass n Relationen von der Form

X|d= Ci (x, • • • X„) • 4    P = 1 • • • m)

bestehen, dass also die Gleichung 4=0 alle Transformationen der Gruppe gestattet. Dagegen werden wir nicht auf die invarianten Gleichungensysteme eingehen, welche durch Nullsetzen von Unterdeterminanten der Determinante A erhalten werden.

Wenn wir die (n — l)-reihigen Unterdeterminanten von 2 durch partielle Differentialquotienten von 4 nach den Suv ausdrücken, so ergiebt sich für Xi A der Ausdruck:

X,4=X X,E, 3s,. u, v

Nun erzeugen Xf • • • Xnf eine n-gliedrige Gruppe, es bestehen also Relationen von der Form: n (X,X„) =XCuX,f,

1 oder ausführlich geschrieben: n

Xi buv Xu si 2 ^if.is §. •

Folglich ergiebt sich für XiSuv der nachstehende Ausdruck:

[image: ]



Setzen wir denselben in die oben stehende Gleichung für X; 4 ein, so kommt:

Xi 4 =2 (Sus ax, + Ci^s 6sr) 08,, ' u 7 s

0 8

Hier lassen sich die Coefficienten von -‘ und von Ci,is nach einem bekannten Determinantensatze durch d ausdrücken. Es ist nämlich:

A"5s 05,,
[image: ]

wo die Grösse 8,0 verschwindet, sobald n und 0 von einander verschieden sind, während 877 immer den Werth eins hat. Benutzen wir diese Formeln, so bekommen wir:
[image: ]

Da, wie immer, nur solche Werthsysteme X1 - An berücksichtigt werden, für welche sich alle ^(x) regulär verhalten, so verhält sich offenbar der Faktor von 4 auf der rechten Seite für die in Betracht kommenden Werthsysteme 21 • • • xn regulär. Kann daher die Gleichung 4 = 0 durch derartige Werthsysteme 21 • • • xn befriedigt werden, so gestattet sie nach dem Satze 3, S. 114 alle Transformationen der Gruppe X,f • • • Xnf.

§ 68.

Wie schon auf S. 223 hervorgehoben ist, haben die Entwickelungen des gegenwärtigen Kapitels mit denen des Kapitels 7, S. 120 ff. grosse Aehnlichkeit. Es ist deshalb um so wichtiger, sich der Unterschiede bewusst zu werden, welche zwischen beiden Theorien bestehen.

Den ersten Unterschied haben wir bereits auf Seite 229 erwähnt. Er besteht in folgendem:

Wenn die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen X, f ■ • -Xrf eine r-gliedrige Gruppe erzeugen, so gestattet jedes der sattsam erwähnten, durch Determinantenbildung erhaltenen Gleichungensysteme

16*

A1 === 0, • • • A, = 0 alle infinitesimalen Transformationen Xf.-X,f. Wenn dagegen die r infinitesimalen Transformationen Xf...X,f nur der Beschränkung unterworfen sind, dass die unabhängigen unter den Gleichungen Xf=0,...X,f=0 ein vollständiges System bilden sollen, so braucht im Allgemeinen keines der Gleichungensysteme 4|=0,..4,=0 die infinitesimalen Transformationen Xf-.- X,f zu gestatten.

Unter gewissen Bedingungen kann man übrigens auch in dem zweiten der beiden eben erwähnten Fälle von vornherein sicher sein, dass ein durch Determinantenbildung erhaltenes Gleichungensystem 4, = 0,..-d, ~ 0 die infinitesimalen Transformationen X1 f ■ • ■ Xrf gestattet.

Die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen Xf--. Xrf seien so beschaffen, dass die unabhängigen unter den r Gleichungen X|f= 0, • • • Xrf = 0 ein vollständiges System bilden, sodass also Relationen von der Form

	
	
	
	
(6)    (Xi X,) = 7ii (x,...%„) xf+..+ yikr (x, • ■ • x„) • Xrf









(*, *=1*r)

bestehen. Mit Ai • • • 4, mögen die (p — l)-reihigen Determinanten der Matrix              .

(7) bezeichnet werden. Giebt es dann Werthsysteme X, • • • Xn, für welche alle Determinanten A,- • • d, verschwinden und verhalten sich alle Functionen yikj(^i • Xn) für diese Werthsysteme regulär, so lässt sich zeigen, dass das Gleichungensystem A1 = 0, • • • 4, = 0 die infinitesimalen Transformationen Xrf ■ • • Xrf gestattet.

Im Folgenden spielt dieser Satz keine Rolle; es wird daher genügen, wenn wir ihn nur in einem besonders einfachen Falle beweisen; der Beweis für den allgemeinen Satz lässt sich in ganz ähnlicher Weise führen.

Wir wollen annehmen, dass r—n ist und dass die n Gleichungen Xf == 0, •'• Xf == 0 von einander unabhängig sind; ausserdem sei p = n — 1. Die besprochene Matrix reducirt sich dann auf die nicht identisch verschwindende Determinante

A = z ± 51 ■ ' ' sn

und enthält nur eine einzige (p — l)-reihige Determinante, nämlich sich selbst. Wir werden zeigen, dass die Gleichung 4=0 sicher dann die infinitesimalen Transformationen Xrf • ■ • Xnf gestattet, wenn sich die Functionen yikj in den Gleichungen

n

( Xi X,) = 2 yikj • Xjf (,*=1::n)

i

für diejenigen Werthsysteme X1 • • • En, welche d zum Verschwinden bringen, regulär verhalten.

Nach Kap. 7, Satz 3, S. 114 brauchen wir blos nachzuweisen, dass jedes Xk A sich in der Form ak (21 • • • En) • d darstellen lässt und dass sich die ak für die Werthsysteme von d = 0 regulär verhalten. Dieser Nachweis gelingt auf demselben Wege wie im vorigen Paragraphen. Wir berechnen einfach die Ausdrücke Xid und finden in derselben Weise wie damals:

. _ . -”I (08kv ।1 — 4 2/ (ox T 71" J

(*=1...n).

Die dazu erforderliche Rechnung ist genau die frühere, obwohl die damaligen Constanten Cjk} durch die Functionen ya-j^) ersetzt sind; wenn trotzdem kein Unterschied eintritt, so hat das darin seinen Grund, dass im vorigen Paragraphen von der Constanteneigenschaft der Cikj kein Gebrauch gemacht worden ist.

Die Factoren von d auf den rechten Seiten der obigen Gleichungen verhalten sich offenbar für die .Werthsysteme von d = 0 regulär, also erkennen wir, dass die Gleichung A = 0 wirklich die infinitesimalen Transformationen Xtf' • • Xnf gestattet.

Ein zweiter wichtiger Unterschied zwischen dem Falle einer r-gliedrigen Gruppe Xif • • • Xrf und dem allgemeineren Falle des Kapitels 7 zeigt sich, sobald man bereits eine Mannigfaltigkeit M kennt, welche alle infinitesimalen Transformationen Xrf- • X,f gestattet.

Wir wollen annehmen, dass XYf • • • Xrf den Punkten von M gerade p unabhängige Richtungen zuordnen und dass insbesondere Xtf • • • Xpf p unabhängige Richtungen bestimmen. Unter diesen Voraussetzungen bestehen für die Punkte von M Relationen von der Form

^■p~\-^f Pai (x, ' ' ' ^n) ’ Xif - | ' ’ ' + Pip (x, ' * ‘ ^n) ’ X.pf (k=1r-p), wo sich die Qkj regulär verhalten; es bestehen andererseits keine Relationen von der Form

%1 (E, ‘ ’ ‘ a„) ' Xif ++% (, ' ' ’ a„) ‘ Xf— 0 •

Erzeugen nun Xf • • • Xrf eine r-gliedrige Gruppe, so lassen sich alle (X; Xx) für die Punkte von M in der Form

p

	
	
	
	
	
(X; Xe) 2 Yikj (%, " ' ' En) " Xj f (i, k — 1 • • • r)











1

darstellen und es verhalten sich dabei die 1ikj regulär. Besitzen dagegen Xif• • • Xrf blos die Eigenschaft, dass die unabhängigen unter den Gleichungen Xf= 0, • • • Xrf—Q ein vollständiges System bilden, so ist eine solche Darstellung der (X;Xk) für die Punkte von M nicht in allen Fällen möglich; sie ist aber immer dann möglich, wenn die Functionen yikj in den Gleichungen (6) sich für die Werthsysteme von 21 • • • En regulär verhalten. Diesen Umstand haben wir bereits in Kapitel 7, S. 130 ff. zu verwerthen gelernt.

	
	
	
Kapitel 15.







Invariante Schaaren von infinitesimalen Transformationen.

Unter

	
	
X./ -2 L d£, «-)- n





verstehen wir wie gewöhnlich unabhängige infinitesimale Transformationen; das soll jedoch vorläufig die einzige Voraussetzung sein, welche wir über die Xkf machen.

Betrachten wir die Schaar von 00!—1 infinitesimalen Transformationen, welche durch den Ausdruck

	
e, Xf+ +e, X,f



mit den q willkürlichen Parametern e, • • • eq dargestellt wird. Wenn wir in dieselbe neue unabhängige Veränderliche x' an Stelle der x einführen, so nimmt jede infinitesimale Transformation unserer Schaar eine neue Form an; der Form nach erhalten wir offenbar im Allgemeinen eine ganz neue Schaar von co!-1 infinitesimalen Transformationen. Unter Umständen kann es jedoch geschehen, dass die neue Schaar sich in ihrer Form nicht wesentlich von der ursprünglichen unterscheidet, indem für beliebige Werthe der e eine Relation von der Gestalt:

	
(1)   2 ex 2 su (x, ''' an) FV = 2 Gk 2 su (, En) 547



11          ‘  1   1 besteht, in welcher die ek nicht von den x, sondern blos von e, • • • eq abhängen.

Besteht eine derartige Relation, welche wir auch kurz

	
(2)           Xexf=X]eX/f



1                     1 schreiben können, so sagen wir: die Schaar der infinitesimalen Transformationen XekXkf bleibt bei Einführung der neuen Veränderlichen x invariant, oder: sie gestattet die Transformation, ivelchc durch die betreffende Variabeinänderung dargestellt wird.

§ 69.

Die Schaar der co!-1 infinitesimalen Transformationen ZeXif bleibe beim Uebergange zu den Veränderlichen x invariant, es möge also eine Relation von der Form

I                       I

	
(2)         Zexf=e‘X,f



	
1                        1 bestehen, in welcher die e‘ gewisse Functionen von den e allein sind. Betrachten wir zunächst dieses Abhängigkeitsverhältniss zwischen den e und den e‘; wir gewinnen so den Ausgangspunkt für die genauere Untersuchung derartiger Schaaren von infinitesimalen Transformationen. Der Ausdruck Xif lässt sich schreiben:



k/ — i.kii’ , 2

oder, wenn man die IL^Xi durch die x ausdrückt:

n

Xk f —: > i Nii (x, ■ ■ ■ an )      ■

—             • Ki

i

Setzen wir diesen Werth in die Gleichung (2) ein, so können wir die Coefficienten der -—, auf beiden Seiten einander gleich setzen und erhalten daher die folgenden linearen Relationen zwischen den e und den e‘:

g                       g

	
	
(27)        e‘k(x)=) enu(a’) (=:n).





i                                  i

Nach unserer Voraussetzung ist es möglich, für die e‘ solche Functionen der e allein einzusetzen, dass die Gleichungen (2') für alle Werthe der x' erfüllt werden. Es lässt sich zeigen, dass die betreffenden Functionen der e vollkommen bestimmt sind.

Da die Gleichungen (2') für alle Werthe der x bestehen sollen, so müssen sie auch noch erfüllt werden, wenn wir X1 •. x n durch ein beliebiges anderes System von Veränderlichen ersetzen. Das wollen wir thun und uns die Gleichungen (2') in gerade q verschiedenen Systemen von Veränderlichen: X,’ • • • xn\ Xi" • • • Xn', • • •, x^ • • • xn^ aufschreiben: g                        g

) ek • ^ki (a"")) =) ek • Tjki (a""))    @=1:n)

i                             i

Die so erhaltenen Gleichungen sind nach e,’ • • • e,’ auflösbar 5 denn unter den gemachten Voraussetzungen verschwinden nach den Ent

wickelungen des Kapitels 3, S. 64 nicht alle q-reihigen Determinanten


der Matrix




811 ■ • 811 • •




g(q) 51n



[image: ]




(g) qn



Da ausserdem die bewussten Gleichungen sicher mit einander verträglich sind, so erhalten wir die e‘ dargestellt als lineare homogene Functionen der e:

er — 2 Qx ej (*=1::7).

i

Hier sind die Qkj natürlich von den x‘, x"... x^ unabhängig und daher absolute Constanten; die Determinante der Qkj ist von Null verschieden, weil sich augenscheinlich die ex geradeso als lineare homogene Functionen der e‘ darstellen lassen.

Wenn auch unter den gemachten Voraussetzungen die Schaar der infinitesimalen Transformationen ZeXif bei Einführung der x invariant bleibt, so werden doch im Allgemeinen ihre einzelnen Transformationen unter einander vertauscht. immer giebt es jedoch wenigstens eine infinitesimale Transformation Sek^kf, welche selbst invariant bleibt; denn die Bedingung

Q                                 q

Ze-Xf= 0) e^f,

1                          1 welcher die Coefficienten ekQ einer solchen infinitesimalen Transformation genügen müssen, lässt sich durch die q Gleichungen:

c ex° =2 Qi e° «=1:9)

i

ersetzen und diese letzteren können immer befriedigt werden, ohne dass die ek sämmtlich verschwinden.

Ein Beispiel wird zur näheren Erläuterung des Gesagten am geeignetsten sein.

In die Schaar der oo3 infinitesimalen Transformationen

G - + €2 — — €3 (21” 2 + A1W2 - + €4 (2122 2, + ^2 2)

führen wir neue Veränderliche ein, indem wir setzen:

	
X, == a^X, — a,X2 , X2 === a^Xy — a4Rg.



Die Schaar erhält dabei die neue Form

	
	
,af , df . ,/af , , 3f\ . ,/,af , df \ e.  -—-, — Cq -—7 — 0. (XC1” -—7 — SC, XCo -—71 —- E, (^2 -—7 — X02" ——71, 1  0X1  1 - 0X2 1 5 \    0X1  1 1 " ox2 ) * -  01 । " ox2) ‘ wobei e,‘---ea sich folgendermassen ausdrücken:





,             ।                           ,             , a,e„ — a. e, , a. e. — a, e,

	
E, == a^ — a.e2, €, =a.e} — CLC, e. ==*-——, E, == =1--— .


	
1    iii 2 2?2     3 i । * “‘5    a^a^—C2 G3‘ *    d1@4—0203





Also bleibt die Schaar in dem oben definirten Sinne invariant. Wünscht man zu wissen, welche einzelnen infinitesimalen Transformationen der Schaar invariant bleiben, so hat man nur c aus der Gleichung

	
	
d,    — 00 d2 d1 C — 1 d2 __0





a3 a4 — 03 a, a,C — 1 zu bestimmen und e, • • • e, so zu wählen, dass ex’ = c ex wird; die betreffenden Werthsysteme der ex liefern die invarianten infinitesimalen Transformationen.

Indem wir jetzt zu dem allgemeinen Falle zurückkehren, wollen wir die oben gemachten Voraussetzungen nach einer gewissen Richtung hin specialisiren. Wir wollen nämlich annehmen, dass der Uebergang von den x zu den x’ eine ganz beliebige Transformation einer bestimmten eingliedrigen Gruppe ist. Dementsprechend stellen wir uns von jetzt ab die folgende Frage:

Unter welchen Bedingungen bleibt die Schaar SekXkf bei jeder Transformation xj =f(x, - Xn, t) der eingliedrigen Gruppe Yf invariant, dass heisst, unter welchen Bedingungen besteht für alle Werthsysteme e,• • • er, t eine Belation

9                     I,

2 ex • Xf= 2 er • X, f,

i                       i in welcher die ef äusser von den ej nur noch von t abhängen?

Wenn wir die allgemeine Transformation

^u =ai+t- Yxi — • • • (i = i • • • n) der eingliedrigen Gruppe Yf an wenden, um neue Veränderliche in Xkf einzuführen, so erhalten wir nach Kap. 8, S. 141, Formel (5):

Xf =Xf + t (X, Y'f - Y'Xff) +.;

also wird umgekehrt:

	
	
	
(3)        X- Xf+t(YX)+, was für das Folgende bequemer ist.







Soll nun jede infinitesimale Transformation Xkf — t(YXf) ----- der Schaar eXfH----— erXrf angehören und zwar für jeden Werth von t, so muss offenbar auch jede infinitesimale Transformation (YX%) in dieser Schaar enthalten sein. Damit wären gewisse nothwendige Bedingungen für die Invarianz unserer Schaar gefunden, Bedingungen, welche darauf hinauskommen, dass q Relationen von der Form

	
	
	
(4)         (YX,) =2]oXf a=1p bestehen müssen, in denen die gkj absolute Constanten bezeichnen.







Ist die Schaar der infinitesimalen Transformationen e,' X, f + ‘ ' ‘ + e, * Xf

so beschaffen, dass für jedes k eine Relation von der Form (4) besteht, so wollen wir sagen, dass die Schaar, die infinitesimale Transformation Yf gestattet. Bei dieser Festsetzung können wir das eben gewonnene Ergebniss folgendermassen aussprechen:

Gestattet die Schaar der infinitesimalen Transformationen

	
	
e,    Xf +e ^qf alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Yf, so gestattet sie auch die infinitesimale Transformation Yf.





Das Umgekehrte gilt ebenfalls, wie wir jetzt zeigen werden.

Wir wollen annehmen, dass die Schaar der Transformationen Y ekYkf die infinitesimale Transformation Yf gestattet, dass also Relationen von der Form (4) bestehen. Soll nun die Schaar Ye^X^f zugleich alle endlichen Transformationen der eingliedrigen Gruppe Yf gestatten, so muss es möglich sein ef • • ■ ef derart als Functionen von G ' ' ' eq und t zu bestimmen, dass die Gleichung

Um zeigen zu können, dass es unter den gemachten Voraussetzungen wirklich Functionen e' von der verlangten Beschaffenheit giebt, müssen wir zunächst den Differentialquotienten:

	
3 ,   " a 84 (x,... «„t) df dt dXi



1 berechnen; wir schlagen dazu einen indirecten Weg ein.

Oben sahen wir, dass Yff sich folgendermassen durch A1 •• An rind t ausdrückt:

X/f=Xf+t(YX))—, wenn die in XX f eingehenden unabhängigen Veränderlichen x' durch die Gleichungen a, = fi (x, • • • xn, t) der eingliedrigen Gruppe Yf bestimmt sind. Der gewünschte Differentialquotient ergiebt sich daher durch Differentiation der rechts stehenden unendlichen Reihe nach t, anders ausgesprochen: er ist der Coefficient von r1 in der Entwickelung des Ausdrucks

x,f+ (t+r) (YX,) + • ■ • -2] tu (x,” ■ ■ •«./) 32 = W7

1

nach Potenzen von T. Die x" bedeuten dabei die Grössen x"= fi^ • ■ ■ xn, t — r).

Der besprochene Entwickelungscoefficient erscheint allerdings zunächst als eine unendliche Reihe nach Potenten von t; aber es hat keine Schwierigkeit, einen endlichen geschlossenen Ausdruck für denselben zu finden.

Der Uebergang von den Veränderlichen x zu den Veränderlichen xi==f(xi • Xn, t) geschieht, wie wir wissen, durch eine Transformation der eingliedrigen Gruppe Yf und zwar durch eine Transformation mit dem Parameter t. Von den x zu den xf = fi(xr ■ • • xn, t—r) kommt man durch eine Transformation derselben Gruppe, nämlich durch die Transformation mit dem Parameter t — T. Diese Transformation aber lässt sich ersetzen durch die Aufeinanderfolge zweier Transformationen, deren erste den Parameter t, die zweite den Parameter T besitzt; folglich wird der Uebergang von den -x zu den x' ebenfalls durch eine Transformation der eingliedrigen Gruppe Yf vermittelt, nämlich durch die Transformation, deren Parameter T ist:

x" = fi (xf • • • xf, rf

Wir schliessen hieraus, dass die Reihenentwickelung von Yf f nach Potenzen von T lautet:

Xf=Xf+t(Y‘X)+

Damit ist denn ein endlicher geschlossener Ausdruck für den vorhin erwähnten Entwickelungscoefficienten gefunden; der gesuchte Differential-

2(X/f)

quotient —a"— wird daher;

	
(5)        8X/=(Y‘X) = Y’Xf-X/Y’f.



Diese Formel gilt natürlich allgemein, wie man auch die beiden infinitesimalen Transformationen Xif und Yf wählen mag. In unserem besonderen Falle sind aber Xif • • • Xqf, Yf nicht vollkommen willkürlich, sondern durch die Relationen (4) verknüpft. Wir bekommen daher unter den oben gemachten Voraussetzungen:

	
(6)           —at =279»1 X/f &=111y).



i

Bilden wir nunmehr den Differentialquotienten von X ef Xff nach t, so bekommen wir:
[image: ]

Dieser Ausdruck verschwindet offenbar nur dann, wenn die Ck die Differentialgleichungen

de '      9

	
(7)            at + 2 gvk^v = 0  0=19)



i

erfüllen. Hieraus aber lassen sich die Ck derart als Functionen von t bestimmen, dass jedes ek sich für t — 0 in das entsprechende ek ver-wandelt; überdies werden die e lineare homogene Functionen der e.

Setzt man die betreffenden Werthe der e in den Ausdruck XefXff ein und kehrt sodann von den x' zu den ursprünglichen Veränderlichen 21 - Xn zurück, so wird Ze Xf f von t unabhängig, das heisst, es wird gleich X ekXkf. Die Schaar der infinitesimalen Transformationen Z ek Xkf bleibt also wirklich bei der betreffenden Variabeinänderung invariant.

Somit können wir das folgende Theorem aussprechen:

Theorem 43.1) JEine Schaar von co!-1 infinitesimalen Transformationen e^X^f-}- • • • — e^Xqf bleibt bei Einführung neuer Veränderlicher x', welche durch die Gleichungen

Xi = Xi — t • YXi -- • • •    (1 = 1 ••• n)

einer eingliedrigen Gruppe definirt sind, dann und nur dann invariant, wenn swischen Yf und den Xkf q Relationen von der Form

I

	
(4)         (YX^^gi.-X.f &=1:p bestehen, in welchen die gkv Constanten bezeichnen. Sind diese Bedingungen erfüllt, so erhält YekXkf bei der betreffenden



Variabeinänderung die Form XefXff, wo cf • • • ef sich als Functionen von t aus den Differentialgleichungen
[image: ]

bestimmen, unter Berüchsichtigung der Anfangsbedingungen: ex’ = ex für t=0.

Führt man die Integration aus, von welcher in dem vorstehenden Theoreme die Rede ist, bestimmt man also ef ■ ■ ■ ef ans den Differentialgleichungen

d e, ,

dt = -2i 9vk ev 0= 1 ‘' ‘ 9)

i

unter Zugrundelegung der Anfangsbedingungen: ef — ek für t = 0, so erhält man Gleichungen von der Form:

<7

ef dkj (t) ej (=19).

i

Es ist klar, dass diese Gleichungen die endlichen Transformationen einer gewissen eingliedrigen Gruppe darstellen, derjenigen nämlich, welche von der infinitesimalen Transformation
[image: ]

erzeugt wird (vgl. Kap. 3, Seite 47 und 48).

Aus dem eben aufgestellten Theoreme wollen wir einen wichtigen allerdings naheliegenden Satz ableiten.

Gestattet die Schaar von 009-1 infinitesimalen Transformationen e XfH— eq Xf die beiden infinitesimalen Transformationen Y{f und Yf, so gestattet sie zugleich jede aus Yrf und Yf linear abgeleitete infinitesimale Transformation c, Yf — c, Yf; dies folgt unmittelbar daraus, dass die infinitesimale Transformation

fe Yj + c, YJ, Xif) = c, (Y, X„) + c„(Y,X,)

sich in unserem Falle aus den Xif linear ableiten lässt. Unsere Schaar eXf-1------ eq Xq f gestattet aber auch die infinitesimale Transformation (YY2). In der That, bildet man die Jacobische Identität

(I, Y)x,) + (Y,x.) Y,) + (X, Y) Y = 0, und berücksichtigt, dass (Y Xf) und (Y2 Xf) sich aus den Xif linear ableiten lassen, so erkennt man, dass dies auch mit ((Y Y2)X%) der Fall ist.

Durch Verbindung dieser beiden Bemerkungen erhält man den angekündigten

Satz 1. Lässt sich die allgemeinste infinitesimale Transformation, welche eine Schaar von ooI—1 infinitesimalen Transformationen

e,Xf + ‘ • + e„X,f invariant lässt, aus einer begränsten Anzahl infinitesimaler Transformationen ettva aus Yxf • ■ • Ymf linear ableiten, so erzeugen die Y^f eine m-gliedrige Gruppe.

Dieser Satz lässt sich noch verallgemeinern; es ist ja selbstverständlich, dass der Inbegriff aller endlichen Transformationen, welche die Schaar ZexXif invariant lassen, immer eine Gruppe bildet.

§ 70.

Die Bedingungen des letzten Theorems seien erfüllt, die Schaar der 00!—1 infinitesimalen Transformationen ZeXf bleibe invariant gegenüber allen Transformationen der eingliedrigen Gruppe Yf.

Nun gilt nach Kap. 3, S. 57 folgendes: geht die infinitesimale Transformation Xf bei Einführung neuer Veränderlicher über in Zf, so gehen zugleich die Transformationen der eingliedrigen Gruppe Xf über in die Transformationen der eingliedrigen Gruppe Zf. Wir schliessen daher, dass unter den Voraussetzungen des Theorems 43 nicht blos die Schaar der o0!-1 infinitesimalen Transformationen eXif — - — e Xf invariant bleibt, sondern auch die Schaar der oI—1 von diesen infinitesimalen Transformationen erzeugten eingliedrigen Gruppen und natürlich auch der Inbegriff der 00% endlichen Transformationen , welche diesen eingliedrigen Gruppen angehören.

Aber wir wollen noch einen Schritt weiter gehen, wir wollen untersuchen, wie sich der analytische Ausdruck der einzelnen endlichen Transformationen der eingliedrigen Gruppen e,Xf--eqXf verhält, wenn an Stelle der x die neuen Veränderlichen

ai = Xi — t • Y Xi — • eingeführt werden.

Die Antwort auf diese Frage giebt der Satz 3 in Kap. 3, S. 58. Aus diesem Satze geht nämlich ohne Weiteres hervor, dass jede endliche Transformation

	
1    ■ • • i                               : e e.


	
(8)       Xi = Xi + 2 Ck • X^Xi + 2 1.2 Xk Xj Xi + •*





k                    kj

(i = 1 • • • n)

bei Einführung der neuen Veränderlichen x die Gestalt erhält:

1:9             1:9 e‘ e‘

	
	
(9)    Xi = Xi + 2 er • X, Xj + 2 1:2 Xk Xj x-i + ■ • k                   kj





{i = 1 • • ■ n) ,

wo der Zusammenhang zwischen den ek und den ex’ durch die Relation

q                          9

	
	
(10)         Jexf=2eX/f





1                       1 festgelegt ist. Wir sehen somit direkt, dass die betreffende Schaar von co? endlichen Transformationen in den neuen Veränderlichen x' genau dieselbe Form besitzt wie in den ursprünglichen Veränderlichen x. Ausserdem aber bemerken wir, dass eine endliche Transformation, welche in den x die Parameter e, • • • eq hat, nach Einführung der neuen Veränderlichen x' die Parameter e’-.e,’ besitzt.

Nun ist, wie soeben gesagt, der Zusammenhang zwischen den e und den e durch die Identität (10) vollkommen festgelegt; diese Identität genügt daher vollständig, wenn es sich darum handelt, die neue Form anzugeben, welche eine beliebige endliche Transformation (8) beim Uebergang zu den x' annimmt.

Am deutlichsten bringen wir diesen Sachverhalt zum Ausdruck, wenn wir ZeXif geradezu als Symbol der endlichen Transformation:

q

Xi = X-i — ex • Xk Xi + • • •   ( — 1 • ■ ■ n)

1

auffassen, wobei dann die absoluten Wertlie der ek in Betracht hommen, nicht blos ihre Verhältnisse. Dann können wir einfach sagen:

Die endliche Transformation X ek Xkf geht bei Einführung der neuen Veränderlichen xr in die endliche Transformation EefXff über.

In den noch folgenden Untersuchungen dieses Kapitels wird ECkXkf bald als Symbol einer endlichen, bald als Symbol einer infinitesimalen Transformation angewendet. Wir werden daher in jedem einzelnen Falle hervorheben, welche von beiden Interpretationen des Symbols gemeint ist.

§ 71.

Die Schaar der 00% endlichen Transformationen eX|f+------ ßqXqf möge bei allen Transformationen der eingliedrigen Gruppe Yf invariant bleiben. Es kann geschehen, dass Yf selbst eine infinitesimale Transformation der Schaar EekXkf ist; von besonderem Interesse ist namentlich der Fall, dass für Yf eine jede der co!-1 infinitesimalen Transformationen 26kXkf gesetzt werden kann. Dies wird dann, aber auch nur dann eintreten, wenn zwischen den Xkf Relationen von der Form

(X,X)-]sx,f

bestehen. Aus dem Theorem des vorigen Paragraphen erhalten wir daher das folgende speciellere, in welchem wir uns r statt q und ciliS statt giks zu schreiben erlauben:

Theorem 44. Soll eine Schaar von oo" endlichen Transformationen

e’Xf— e,X,f oder Xi = Pi(x, • • • a,, e, • • • ef) bei jeder Transformation, welche ihr angehört, invariant bleiben, soll sie also bei Einführung der neuen Veränderlichen:

ai = P: (x, ** ^n, hr - ■ ■ h^, xj = P: (2,-X,, h*-- hr) an Stelle der x und x die Form

Xi -- Pi ^Tl ' ' ' E, , 1*-* If) annehmen, rvo die l nur von e, • • • e, und hr • • • hr abhängen, so ist nothwendig und hinreichend, dass die Xf paarweise in Beziehungen von der Form

1

 Lie, Archiv for Mathematik og Naturvidenskab Bd. 3, Christiania 1878.


(X,X,) =Z]eX,f

1

stehen, wo die CikS absolute Constanten sind.

Dieses Theorem spricht eine wichtige Eigenschaft aus, welche die Schaar der o0" endlichen Transformationen XekXkf besitzt, sobald Relationen von der Form (X;Xx) = - ciks Xs f bestehen. Bemerkens-werth ist es, dass wir beim Beweise dieses Theorems die Untersuchungen der früheren Kapitel nur zum kleinsten Theile benutzt haben; wir haben weiter nichts benutzt als einige Entwickelungen der Kapitel 1, 2, 3 und 8. Namentlich beachte man, dass wir von dem Theoreme 24, Kap. 9, S. 158 keinen Gebrauch gemacht haben.

Setzt man dieses letztere Theorem als bekannt voraus, so kann man den Beweis des Theorems 44 folgendermassen abkürzen: man zeigt zunächst wie oben, dass die Relationen (Xi Xk) = Eciks Xsf nothwendig sind; aus Theorem 24, S. 158 ergiebt sich dann, dass die co‘-1 infinitesimalen Transformationen XekXkf eine r-gliedrige Gruppe erzeugen. Sind x[ = Pi(x, • • • xn, ht - • • hf) die endlichen Gleichungen dieser Gruppe, so besteht nach Theorem 5, S. 45 eine Identität von der Form              ,            ,

X ex Xkf— X ek • Xk f-, i                      i damit ist der Beweis des Theorems 44 geliefert.

Man braucht nicht einmal sich auf Theorem 5, S. 45 zu beziehen, sondern kann folgendermassen schliessen:

Die Gleichungen a,’ = P, (x, h) unsrer Gruppe geben aufgelöst eine Transformation von der Gestalt

Xi = P(x,’ •&, %i(h) - %r^, diejenige nämlich, welche zu der Transformation mit den Parametern 1^- • • h, invers ist. Denkt man sich nun diese Werthe der Xi in die Gleichungen Xi = P(x,e) eingesetzt und berücksichtigt, dass man es mit einer Gruppe zu thun hat, so erkennt man das Bestehen gewisser Gleichungen von der Form

T; Pi(x ■ ■ ■ an, v(h,e) ' ' ' w,(h,e))-

Setzt man endlich diese Ausdrücke für die Xi in die Gleichungen a, = Pi(x,h) ein, so erhält man:

	
x- = P;(x,’ • • • xn, 11 • ■ l^-



Das ist die neue Form, welche die Transformationen x.i = P(x,e) bei Einführung der neuen Veränderlichen x annehmen. Die l sind dabei offenbar Functionen von den e und den h allein, gerade wie es das Theorem 44, S. 256 behauptet. —

Damit ist der Zusammenhang klargelegt, welcher zwischen dem Theorem 24, S. 158 und dem Theorem 44 des gegenwärtigen Kapitels besteht.

§ 72.

Um die erhaltenen Resultate kürzer, ja, wenn man will, klarer aussprechen zu können, werden wir wie schon früher die Symbolik der Substitutionentheorie auf die Theorie der Transformationsgruppen übertragen.

Wir werden alle endlichen Transformationen e^-^f — • • • — erXrf mit dem gemeinsamen Symbole T bezeichnen, die einzelnen Transformationen aber durch einen angefügten Index kennzeichnen, so dass zum Beispiel das Symbol T^ die endliche Transformation

	
	
a, • X^f + • • • + cir • Xrf bedeutet.





Indem wir diese Ausdrucksweise benutzen, können wir zunächst das Theorem 24, S. 158 folgendermassen, aussprechen:

Satz 2. Stehen r unabhängige infinitesimale TransformationenXJ— Xrf paarweise in Beziehungen von der Form:

(x,x,) C.X.f,

Theorie der Transformationsgruppen.
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so enthalt die Schaar aller endlichen Transformationen ZtekXkf oder T^ gleichzeitig mit den beiden Transformationen T^ und T^ auch die Transformation T^ T^; es besteht also eine symbolische Gleichung von der Form                  P 7 _ ,

	
(b) = (c), in welcher die Parameter c Functionen der a und der b sind.



In entsprechender Weise erhalten wir aus dem Theoreme 44 des, gegenwärtigen Kapitels den folgenden Satz, welcher allerdings nicht den ganzen Inhalt des Theorems erschöpft:

Satz 3. Stehen r unabhängige infinitesimale Transformationen Xf... Frf paarweise in der Beziehung (X|X%) = Xx X,f, so enthält die Schaar der oo" endlichen Transformationen ZiekXkf oder T^ zugleich mit den Transformationen T^ und T^ auch die Transformation T^ Tb T^, es besteht also eine Gleichung von der Form

r-1 p p   m

	
	
(a) () (a)      "()‘





in welcher die Parameter c Functionen der a und der b sind.

Das Bestehen der symbolischen Relation: T—1 T, T. == T, ist

	
•                                            (a) w (a) (c)



offenbar eine Folge der früheren Relation: T^ T^ = T^, also ist auch der letzte Satz eine Folge des vorhergehenden, wie wir schon im vorigen Paragraphen gesehen haben.

Endlich erhalten wir noch durch Verbindung der beiden Theoreme 44 und 24, S. 158 das folgende merkwürdige Resultat:

Theorem 45. Besitzt eine Schaar von oo" endlichen Transformationen: a,Xf — • • • — arXrf oder kurz T^ die Eigenschaft, dass die Transformation T~^ T^T^ immer der Schaar angehört, welche Werthe auch die Parameter a, ■ ■ ar, bi- b,. haben mögen, so bildet die betreffende Schaar von oo" Transformationen eine r-gliedrige Gruppe, das heisst: es ist auch T^T^ stets eine Transformation, welche der Schaar angehört.

§ 73.

Fällt die Transformation T~l T T. . mit der Transformation T (a) (b) (a)                                                          (b) zusammen, was wir durch die symbolische Gleichung:

p— 1 TP   p

	
	
(a)    (&) (a) W ausdrücken, so sagen wir: die Transformation T^ bleibt bei der Transformation T^a) invariant.





In diesem Falle ist aber auch:

p— i pp   p

()—(a) “(b)     —(a) ?

das heisst, die Transformation T^ bleibt bei der Transformation T^ invariant; andererseits ist:

T To) = Tia) Ta , eine Gleichung, welche aussagt, dass die beiden Transformationen T^a) und T() mit einander vertausdibar sind (vgl. S. 3).

Wir bemerkten schon in Theorem 6, S. 49, dass die Transformationen einer jeden eingliedrigen Gruppe paarweise vertauschbar sind. Nunmehr können wir auch die allgemeinere Frage erledigen, wann die Transformationen zweier verschiedener eingliedriger Gruppen Xf und Yf mit einander vertauschbar sind.

In die allgemeine endliche Transformation eXf der eingliedrigen Gruppe Xf führen wir die neuen Veränderlichen ai ein, welche durch die endlichen Gleichungen Xi = Ri — t • Yxi — • • • der eingliedrigen Gruppe Yf definirt sind. Die Transformationen unsrer beiden eingliedrigen Gruppen werden dann, aber auch nur dann mit einander vertauschbar sein, wenn jede Transformation von der Form eXf bei Einführung der x invariant bleibt, wenn also eXf gleich eX'f wird.

Nach dem Theoreme 43, S. 252 ist zum Bestehen einer Gleichung von der Form

e-Xf~ e'Xf nothwendig und hinreichend, dass die infinitesimalen Transformationen Xf und Yf eine Relation

(XX) =9Xf befriedigen; das e bestimmt sich dabei aus der Differentialgleichung de , -

9 =0

In unserem Falle soll aber e für jedes t gleich e sein, also hängt e gar nicht von t ab, d. h. der Differentialquotient ~ verschwindet und mit ihm die Grösse g. Diese Bedingung g = 0 ist offenbar zugleich nothwendig und hinreichend. Folglich gilt der

Satz 4. Die endlichen Transformationen ziveier eingliedriger Gruppen Xf und Yf sind dann und nur dann paarweise vertausdibar, wenn der Ausdruck (fXY) identisch verschwindet.

Es liegt nahe, zwei infinitesimale Transformationen Xf und Yf, welche in der Beziehung (X Y^ = 0 stehen, als vertausdibar zu bezeichnen. Führen wir diese Ausdrucksweise ein, so können wir sagen, dass die endlichen Transformationen zweier eingliedriger Gruppen dann und nur dann paarweise vertauschbar sind, wenn die infinitesimalen Transformationen beider Gruppen es sind.

Aus dem letzten Satze ergiebt sich ferner das

Theorem 46. Die endlichen Transformationen einer r-glied-rigen Gruppe X±f ■ • • Xrf sind dann und nur dann paarweise ver tausch!) ar, wenn alle Ausdrücke (X;X)) identisch verschwin-den, anders ausgesprochen, wenn die infinitesimalen Transformationen Xf • • • Xrf paarweise vertauschbar sind1)

§ 74.

Aus den allgemeinen Entwickelungen der §§ 69 und 70 werden wir jetzt noch einige weitere Folgerungen ziehen, die von Wichtigkeit sind.

Wir setzen wieder voraus, dass die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen Xf--- Xrf in den Beziehungen

r

(X,X,) =X-CX,f 1

stehen, dass also nach Theorem 24 des Kap. 9, S. 158 die oo" endlichen Transformationen ZeXxf eine r-gliedrige Gruppe bilden. Bleibt nun die Schaar der Transformationen ZeXif bei allen Transformationen einer eingliedrigen Gruppe Yf invariant, welche der 7-gliedrigen Gruppe nicht angehört, so bestehen nach Theorem 43, S. 252 r Gleichungen von der Form

	
(4)               (r^=^CJt.x,f.



Diese Gleichungen zeigen, dass die r — 1 infinitesimalen Transformationen Xif ■ • ■ Xrf, Yf eine (r — l)-gliedrige Gruppe erzeugen, welcher Xrf ■ • • Xrf als r-gliedrige Untergruppe angehört.

Ausserdem ist klar, dass die Relationen (4) ihre Form nicht wesentlich ändern, wenn für Yf eine ganz beliebige infinitesimale Transformation der fr — l)-gliedrigen Gruppe eingesetzt wird.

Sind daher xf — qi(x, • Xn; a, • • • a,+1) die endlichen Gleichungen der (r — l)-gliedrigen Gruppe, so bleibt die Schaar der endlichen Transformationen ZeXif invariant, wenn man in dieselbe an Stelle der x die neuen Veränderlichen x einführt, d. h. in dem analytischen Ausdrucke der 7-gliedrigen Gruppe ändern sich nur die Parameter.

Aehnliches würde gelten, wenn man statt der einen Transformation Yf mehrere etwa m solche hätte, welche sämmtlich Relationen von der Form (4) befriedigen; ausserdem wollen wir noch die Voraussetzung hinzufügen, dass diese m infinitesimalen Transformationen Y^f ■ • • Ymf mit Xxf • ■ ■ Xrf zusammen eine (r — m)-gliedrige Gruppe erzeugen. Führen wir alsdann in die Gruppe Xf • • • Xrf vermöge einer beliebigen Transformation der (r — m)-gliedrigen Gruppe neue Veränderliche ein, so bleibt die Schaar der endlichen Transformationen unsrer r-gliedrigen Gruppe invariant, während sich allerdings in ihrer analytischen Darstellung die Parameter ändern werden.

Wir wollen diese Beziehung zwischen den beiden Gruppen kurz dadurch ausdrücken, dass wir sagen: die r-gliedrige Gruppe Xxf ■•• Xrf bleibt invariant bei allen Transformationen der (r — m)-gliedrigen, sie ist eine invariante Untergruppe derselben.

Uebertragen wir die in der Substitutionentheorie gebräuchliche Ausdrucksweise, so können wir die Definition der invarianten Untergruppen auch folgendermassen fassen:

Ist T Symbol einer beliebigen Transformation der (r — m)-gliedrigen Gruppe G, und ist S eine beliebige Transformation einer Untergruppe von G, so ist diese Untergruppe in G invariant, wenn stets auch die Transformation T^ST der betreffenden Untergruppe angehört.

Die analytischen Bedingungen für die Invarianz einer Untergruppe sind in dem oben Gesagten vollständig angegeben; wir brauchen sie daher nur noch einmal zusammenzufassen:

Theorem 47. Ist die r-gliedrige Gruppe Xf • • • Xrf in einer (r — mfgliedrigen Gruppe Xf • • • Xrf, Yrf ■ • • Ymf enthalten, so ist sie eine invariante Untergruppe derselben, wenn jedes {YiXf) sich linear mit Constanten Coefficienten durch Xif... Xrf allein ausdrücht.

Man kann dem Theorem 47 die folgende allgemeinere, allerdings nur formell allgemeinere Fassung geben:

Satz 5. Bildet der Inbegriff aller infinitesimalen Transformationen e Xf — • • • — emXmf eine in der r-gliedrigen Gruppe Xrf • • • Xmf • • • Xrf invariante Schaar, so erzeugen Xtf • • • Xmf eine m-gliedrige invariante Untergruppe der r-gliedrigen Gruppe.

Da nämlich alle fXtXf), in denen i^m ist, sich aus Xf--. Xmf allein linear ableiten lassen, so gilt das insbesondere von allen (X;Xz), in denen i und h beide K m. Demnach erzeugen Xxf • • • Xmf eine m-gliedrige Untergruppe, auf welche sich sofort das Theorem 47 anwenden lässt.

Zunächst einige Beispiele von invarianten Untergruppen.

Satz 62). Erzeugen die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen Xf • ■ ■ Xrf eine r-gliedrige Gruppe, so erzeugt auch der Inbegriff aller infinitesimalen Transformationen- (X;Xx) eine Gruppe; enthält diese letztere r Parameter, so ist sie mit der Gruppe X1f • • • Xrf identisch; enthält sie weniger als r Parameter, so ist sie eine invariante Untergruppe der Gruppe Xf • • • Xrf; fügt man zu den (X;X) beliebig viele von einander und von den (XiXf) unabhängige infinitesimale Transformationen eXf-— erXrf hinzu, so erhält man stets wieder eine invariante Untergruppe der Gruppe Xif • • • Xrf.

Dass die (X^Xf) höchstens eine 7-gliedrige Gruppe erzeugen können, ist klar, da sie alle der Gruppe Xxf• ■ • Xrf angehören; dass sie wirklich eine Gruppe erzeugen, ergiebt sich aus den Relationen

r

(X,X,) =X-X,f sofort, es wird ja:

1 •• • r

((X,X,) (X,X)) =)‘cn.c(X,X„).

Dass die von den (X;X)) erzeugte Gruppe in der Gruppe Xxf- • • Xrf invariant ist, erhellt aus den Gleichungen:

(x,(x,X2) -X] c.(X,X).

Der letzte Theil des Satzes bedarf einer näheren Begründung nicht. Bemerkenswert!! ist die folgende Verallgemeinerung des eben bewiesenen Satzes:

Satz 7. Erzeugen m unabhängige infinitesimale Transformationen Zf... Zmf der r-gliedrigen Gruppe Xxf ■ ■ • Xrf eine m-'gliedrige Untergruppe dieser Gruppe, und ist die betreffende Untergruppe in der r-gliedrigen invariant, so ist auch die Untergruppe, welche von den sämmtlichen infinitesimalen Transformationen (Z^Zf) erzeugt wird, in der r-gliedrigen Gruppe invariant.

Der Beweis hierfür ist sehr einfach. Unter den Voraussetzungen des Satzes bestehen Relationen von der Gestalt:

m

(XkZ^ —2 luiZaf a=1-;*=1- m),

wo die hk/_a Constanten sind. Bilden wir nun die Jacobische Identität (vgl. Kap. 5, S. 94):

(X^Z.Z^ + (Z,(z,x»)+ (ZffXkZff) =0 und setzen in derselben für (Z^Xf) und (ZvXf) die vorhin geschriebenen Ausdrücke, so erhalten wir die Gleichungen:

m

(X,(Z,Z,)) =2 (hiwa(Z,Z,) - T4u2(Z,Z,)},

aus denen hervorgeht, dass die von den (ZuZ») erzeugte Untergruppe der Gruppe Xif. • • Xrf in dieser letzteren invariant ist. Das aber war zu beweisen. —

Die r-gliedrige Gruppe Xf. • • Xrf oder kurz Grr enthalte eine (r — l)-gliedrige invariante Untergruppe und es seien r unabhängige infinitesimale Transformationen Yf-• Yrf der G, so ausgewählt, dass Yf • • • Yr_pf diese invariante Untergruppe ist. Dann bestehen Relationen von der Form:

(Y, Y) — ca Yf ++ c,—1 Yr—if q=1 •), es lassen sich also alle (YiYx) und natürlich auch alle (X;X%) aus Yf. • • Yr—if allein linear ableiten. Wir schliessen hieraus, dass jede (r — l)-gliedrige invariante Untergruppe der Grr die sämmtlichen infinitesimalen Transformationen (XiXf) enthält und erkennen so, dass der folgende Satz gilt:

Satz 8. In der r-gliedrigen Gruppe Xf • • • Xrf giebt es dann und nur dann eine (r — Ypgliedrige invariante Untergruppe, wenn die infinitesimalen Transformationen (X;X%) eine Gruppe mit weniger als r Parametern erzeugen; sind unter den (X;Xf) gerade rt <r von einander unabhängige infinitesimale Transformationen vorhanden, so erhält man alle (r — 1)- gliedrigen invarianten Untergruppen der Gruppe Xf... ^rf, wenn man zu den (X;Xk) in allgemeinster Weise r — Y1 — 1 von einander und von den (X;X%) unabhängige infinitesimale Transformationen e Xf — — erXrf hinzufügt.

Der Satz 1 in Kap. 12, Seite 205 liefert uns andere Beispiele von invarianten Untergruppen.

Enthielt nämlich eine Gruppe in der Umgebung eines Punktes A1 * " * An 0 infinitesimale Transformationen von erster und von höherer Ordnung in den Xi — xf, so erzeugten jedesmal alle infinitesimalen Transformationen von k-ter fk > 0) und höherer Ordnung eine Untergruppe. Nun liefern zwei infinitesimale Transformationen Xf und Yf von bezüglich k-ter und (k — v)-ter Ordnung durch Klammeroperation eine Transformation (XY) von der Ordnung 2k — v— 1. Wegen k > 0 ist 2k — v — 1 2 k — v, folglich muss sich (XY) aus den infinitesimalen Transformationen (k — v)-ter und höherer Ordnung linear ableiten lassen. Mit andern Worten: die sämmtlichen infinitesimalen Transformationen (k — v)-ter und höherer Ordnung erzeugen eine Gruppe, welche in der von den infinitesimalen Transformationen Z-ter und höherer Ordnung erzeugten Gruppe invariant ist. Alles das gilt aber wie gesagt nur unter der Voraussetzung, dass die Zahl k grösser ist als Null.

Lassen sich insbesondere die Zahlen 7 und k — v so wählen, dass die Gruppe in der Umgebung von x1° • • • xnQ keine infinitesimalen Transformationen von (2k — v — l)-ter und höherer Ordnung enthält, so muss der Ausdruck (XY) identisch verschwinden. Es gilt daher der

Satz 9. Enthält eine Gruppe in der Umgebung eines Punktes x,° • • • Xn° keine infinitesimalen Transformationen von (s — lyter oder höherer Ord-nung, enthält sie dagegen Transformationen von k-ter Ordnung, wo 7 die Bedingung 2k — 1 > s erfüllt, so erzeugen alle infinitesimalen Transformationen der Gruppe, welche von k-ter und höherer Ordnung sind, eine Gruppe mit paarweise vertauschbaren Transformationen.

Der Punkt x,° • • • 2,° braucht hier keineswegs so beschaffen zu sein, dass sich für denselben die Coefficienten der aufgelösten Definitionsgleichungen der Gruppe (vgl. Kap. 11, S. 189 ff.) regulär verhalten. —

Consequenterweise muss man sagen, dass jede endliche continuir-liche Gruppe zwei invariante Untergruppen enthält, nämlich erstens sich selbst und zweitens die identische Transformation. Man erkennt das, wenn man in dem Theorem 47 einmal m das andere Mal r gleich Null setzt; in beiden Fällen ist die Bedingung für die Invarianz der Untergruppe Xrf • ■ • Xrf von selbst erfüllt, sobald nur Xxf • • • Xrf, Yf • • • Ymf eine (r — m)-gliedrige Gruppe ist.

Von besonderer Wichtigkeit sind die Gruppen, welche, abgesehen von den beiden immer vorhandenen, gar keine invariante Untergruppe enthalten. Diese Gruppen sollen deshalb auch einen besonderen Namen haben, sie sollen einfache Gruppen heissen. Im Gegensätze dazu heisst eine Gruppe zusammengesetzt, wenn sie äusser den oben angegebenen zwei noch andere invariante Untergruppen enthält.

Zum Schlüsse noch zwei Sätze über invariante Untergruppen:

Satz 10. Die gemeinsamen Transformationen zweier invarianter Untergruppen einer Gruppe G bilden ebenfalls eine in G invariante Untergruppe.

Eine Untergruppe von G bilden die betreffenden Transformationen sicher (vgl. Kap. 9, Satz 2, S. 159); diese Untergruppe muss in G invariant sein, da sie bei allen Transformationen von G in eine Gruppe übergeht, welche den beiden invarianten Untergruppen angehört, d. h. in sich selbst.

Satz 11. Haben zwei invariante Untergruppen Y1f • • • Ymf und Zif • • • ^pf einer Gruppe G keine infinitesimale Transformation gemein, so verschwinden alle Ausdrücke (YiZf) identisch, das heisst es ist jede Transformation der einen Untergruppe mit jeder Transformation der andern Untergruppe vertauschbar.

Jeder Ausdruck (YZx) muss sich nämlich unter den gemachten Voraussetzungen sowohl durch Yxf • • • Ymf als durch ZYf • • • Zpf linear mit Constanten Coefficienten ausdrücken; da aber beide Untergruppen keine infinitesimale Transformation gemein haben, so geht das nicht anders, als indem alle Ausdrücke fYfZf) identisch verschwinden. Das Uebrige folgt aus dem Satze 4, S. 259.

§ 75.

Es giebt r-gliedrige Gruppen, unter deren infinitesimalen Transformationen man r unabhängige: Y^f ■ • • Yrf so auswählen kann, dass für jedes i < r die i unabhängigen infinitesimalen Transformationen Yf • • ■ Yif eine i-gliedrige Gruppe erzeugen, welche in der (i — 1)-gliedrigen: Y^ • • • Y^tf invariant ist. Zwischen Yf... Yrf bestehen alsdann Relationen von der Form:

	
(5)    (YY+x) = Ci,4+1,1 Yif + • • • + Ci,4+k,4+1—1 Y+—f



(i = 1 . . . r — 1; k = 1 • • • r — i) •

In der Integrationstheorie solcher Systeme von Differentialgleichungen, welche endliche Gruppen gestatten, zeigt es sich, dass die Gruppen von der eben definirten besonderen Beschaffenheit allen andern Gruppen gegenüber eine gewisse ausgezeichnete Stellung einnehmen. 3)

Später, in dem Kapitel über lineare homogene Gruppen, werden wir uns genauer mit dieser speciellen Kategorie von Gruppen beschäftigen; jetzt wollen wir nur zeigen, auf welche Weise entschieden werden kann, ob eine vorgelegte r-gliedrige Gruppe X±f • • • Xrf in die betreffende Kategorie gehört oder nicht.

Soll es möglich sein, unter den infinitesimalen Transformationen e,Xf -----+ erXrf r von einander unabhängige: Yf. • • Yrf auszuwählen, welche in Beziehungen von der Form (5) stehen, so muss es vor allen Dingen in der G,: Xf • • • Xrf eine fr — l)-gliedrige invariante Untergruppe geben. Ob dieses letztere der Fall ist, das zu entscheiden sind wir durch Satz 8, S. 263 in den Stand gesetzt: die Gruppe X^'• • ■ Xrf enthält danach nur dann eine fr— 1)-gliedrige invariante Untergruppe, wenn die von allen fXiXf) erzeugte Gruppe weniger als r etwa rv Parameter enthält; ist diese Bedingung erfüllt so erhält man alle fr — 1)-gliedrigen invarianten Untergruppen der Grr, wenn man zu den [X^Xf) in allgemeinster Weise r — Y, — 1 von einander und von den (X;X%) unabhängige infinitesimale Transformationen eXif — • • • — erXrf hinzufügt.

Aber nicht jede y-gliedrige Gruppe, welche eine (r — l)-gliedrige invariante Untergruppe enthält, gehört in die oben definirte besondere Kategorie; soll sie dahin gehören, so muss sie eine (r — 1)-gliedrige invariante Untergruppe enthalten, die ihrerseits eine (r — 2)-gliedrige invariante Untergruppe enthält, diese letztere muss wieder eine (r — 3)-gliedrige invariante Untergruppe enthalten und so weiter.

Hieraus ergiebt sich, wie wir bei der Gruppe Xif. • • X,f zu verfahren haben: wir müssen unter allen (r — l)-gliedrigen invarianten Untergruppen der G, diejenigen auswählen, welche wenigstens eine (r — 2)-gliedrige invariante Untergruppe enthalten und müssen ihre (r — 2) gliedrigen invarianten Untergruppen alle bestimmen; nach dem Obigen hat das keine Schwierigkeit. Sodann müssen wir unter den gefundenen (r — 2)-gliedrigen Untergruppen diejenigen auswählen, welche (r— 3)-gliedrige invariante Untergruppen enthalten und so fort.

Es ist klar, dass wir auf diesem Wege zur Beantwortung der Frage gelangen, welche wir uns betreffs der Gruppe Xif. •• Xrf gestellt haben. Entweder erkennen wir, dass diese Gruppe nicht zu der bewussten besonderen Kategorie gehört, oder wir finden r unabhängige infinitesimale Transformationen Yf • • • Yrf unserer Gruppe, welche durch Relationen von der Form (5) verknüpft sind.

Die eben angedeutete Rechnung wird unter Umständen dadurch erschwert, dass die zu untersuchenden Untergruppen willkürliche Parameter enthalten, welche sich im Verlaufe der Rechnung specialisiren. Wir werden daher noch ein anderes Verfahren angeben, welches ebenfalls zur Beantwortung unserer Frage führt, welches aber alles Rechnen mit willkürlichen Parametern vermeidet.

Wir wollen annehmen, dass sich unter den (Xi Xx) gerade IAr unabhängige finden und dass alle (Xi Xk) sich aus XIf • • • Xr'f linear ableiten lassen, dass ferner in entsprechender Weise alle (X, XL) aus den Y2 < r, unabhängigen Transformationen X^f • • • X,,f, alle (X,’ Xk") aus den T3 AY2 unabhängigen XI" f • • • X,"f linear abgeleitet werden können und so weiter. Dann erzeugen XIf.X/f nach Satz 6, S. 261 eine r-gliedrige invariante Untergruppe G, der G,: Xf • • • Xrf, ferner erzeugen XIf. • • X'r'J eine Y2-gliedrige invariante Untergruppe G,, der Gri und so fort; kurz, wir erhalten eine Reihe von Untergruppen G,, , Gr^, G,, ■ ■ ■ der Gr, von denen jede in allen vorhergehenden enthalten und jedenfalls in der unmittelbar vorhergehenden invariant ist. Nach dem Satze 7, S. 262 ist nun aber zunächst die G,, nicht blos in der G^, sondern auch in der Gr invariant, nach demselben Satze ist ferner die G,, nicht blos in der Gr , sondern auch in der Gr und sogar in der Gr selbst invariant und so fort. Man sieht, in der Reihe der Gruppen: Gr, Gr^ Gri---ist jede einzelne in allen vorhergehenden Gruppen enthalten und in allen vorhergehenden Gruppen invariant.

In der Reihe der ganzen Zahlen r, 71, Y2 • • • giebt es keine, welche grösser ist als eine der vorhergehenden und andererseits keine, welche kleiner ist als Null. Folglich muss eine positive ganze Zahl q existiren von solcher Beschaffenheit, dass 74+1 = Y ist, während für j < q stets gilt: T+1<Y. Augenscheinlich ist dann:

^q = 7,+1 = rq+^ = ‘ ' ' , also überhaupt:

7 q+k -- ^'q    0=12: ).

Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem die Zahl rq den Werth Null hat oder grösser ist als Null.

Im Falle rq = 0 ist es, wie wir zeigen werden, immer möglich, r unabhängige infinitesimale Transformationen Yxf • • Yrf der Gr auszuwählen, welche in Beziehungen von der Form (5) stehen.

In derThat, als infinitesimale Transformationen Yrf, Y,-f-Y,+if wählen wir irgend r — Y1 von einander und von Xif. •• X,‘f unabhängige infinitesimale Transformationen eXif — • •• — e,X,f der Gr, als Transformationen Yr, f, Yri—if- ■ • Yr^f wählen wir irgend Y1 — Y2 von einander und von X^f ■ • • X,f unabhängige infinitesimale Transformationen e’Xif — • • • — e,’X’f der Gri, • • , als Transformationen Yr_f, Yr —if■ • • Y}f endlich wählen wir irgend r^ unabhängige infinitesimale Transformationen e(q— 1) X(— 1) f—L ... L e(— 1) X(— ^f der

	
	
1     .                        7q-1 G-i





Gr . Auf diese Weise erhalten wir offenbar r von einander un-9-1

abhängige infinitesimale Transformationen Yrf• • • Yrf unserer Gr\ wir behaupten von denselben, dass für jedes i<r die i Transformationen Yif • • • Y{f eine i-gliedrige Gruppe erzeugen, welche in der (i — l)-gliedrigen: Yxf • • • Yi+if invariant ist. Gelingt es uns, diese Behauptung zu beweisen, so haben wir auch bewiesen, dass Yf.Y,f in den Beziehungen (5) stehen.

Es sei j irgend eine der Zahlen 1, 2 • • • q. Dann ist klar, dass die Yj von einander unabhängigen infinitesimalen Transformationen Yxf ■ • • Yr.f eine 7j-gliedrige Gruppe erzeugen, nämlich die oben definirte Gruppe G,; allerdings ist zu bemerken, dass sich im Falle j — q die Gr auf die identische Transformation reducirt.

Wie wir schon früher bemerkt haben, ist die Gr. nach Satz 6, S. 261 in der Gruppe Grj_x invariant; aus diesem Satze lässt sich aber noch mehr schliessen, es lässt sich schliessen, dass wir stets eine invariante Untergruppe der Grr._x erhalten, wenn wir zu den infinitesimalen Transformationen Yif • • • Yr.f der Grr. irgend welche von einander und von Yxf ■ • • Yr.f unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe G,_1 hinzufügen. Da nun Y^if ■ • • Yrj_xf der G,_1 angehören, da sie ferner von einander und Yxf • • • Yr.f unabhängig sind, so ergiebt sich, dass jedes der nachstehenden Systeme von infinitesimalen Transformationen

Yf --Yr^ Y+if • ' Y--f

Yf- Yr.f, x„+f. Yr._^f

Yf- Yr.f, Yr.+1f, Yr.^f

Yxf . . . Yrjf, Yrj^f eine invariante Untergruppe der Grj_x erzeugt.

Auf diese Weise sind zwischen den beiden Gruppen Grr._x und G-rj gewisse Gruppen — 1,-,-1, I,,_,-2,*T,,+1 mögen sie heissen — .eingeschaltet, die folgende Eigenschaften besitzen: jede derselben hat eine um eins geringere Gliederzahl als die in der Reihe vorhergehende Gruppe, jede ist in allen vorhergehenden Gruppen der Reihe und in der Grr. , enthalten, jede ist in der Grr. , und daher auch in allen vorhergehenden Gruppen der Reihe, insbesondere in der unmittelbar vorhergehenden invariant. Dazu kommt noch, dass die Grr. in der I,,+1 als invariante Untergruppe enthalten ist.

Das Gesagte gilt für alle Werthe: 1, 2 • • • q der Zahl j, also ist hiermit bewiesen, dass Yf • • • Yrf wirklich solche unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe Xxf • ■ • Xrf sind, dass für i<Zr stets Yxf ■ • • Yif eine i-gliedrige in der (i — l)-gliedrigen Gruppe Yf • • • Y^f invariante Gruppe erzeugen. Das aber wollten wir beweisen.

Der Fall, dass die oben definirte ganze Zahl rq verschwindet, ist nunmehr erledigt, es bleibt noch der Fall, dass rq grösser ist als Null. Wir werden zeigen, dass es in diesem Falle unmöglich ist, in der Gruppe Xxf ■ • • Xrf r unabhängige infinitesimale Transformationen Yxf • • • Yrf auszuwählen, die in Beziehungen von der Form (5) stehen.

Ist Y,> 0, so enthält die r,-gliedrige, von den rq unabhängigen infinitesimalen Transformationen X{9) f • • • X^f erzeugte Gruppe G-rq sicher keine (rq — l)-gliedrige invariante Untergruppe. Da nämlich T4+1 = rq ist, so befinden sich unter den infinitesimalen Transformationen (X(9) X(9)) gerade rq von einander unabhängige, woraus bei Berücksichtigung des Satzes 8, S. 263 die eben behauptete Eigenschaft der Gruppe G, folgt.

Nehmen wir jetzt an, es giebt in der Gruppe Xf • • • Xrf r unabhängige infinitesimale Transformationen 1^- • • Yrf, welche durch Relationen von der Form (5) verknüpft sind, und bezeichnen wir die i-gliedrige Gruppe, welche unter dieser Voraussetzung von Yif-- Yif erzeugt wird mit G.

Die Gruppe G,, ist nach S. 267 in der Gruppe XAf ■ • ■ Xrf invariant, enthält aber, wie wir vorhin sahen, keine (r—1)-gliedrige invariante Untergruppe. Da nun jede Gi eine (i— l)-gliedrige invariante Untergruppe enthält, nämlich die Gruppe G- 1, so ergiebt sich sofort, dass die G,, nicht mit der Gruppe G, zusammenfallen kann, es ergiebt sich aber zugleich das Vorhandensein einer ganzen Zahl m, welche mindestens gleich rq, aber kleiner als r und so beschaffen ist, dass die G^ in keiner der Gruppen G,,, G,,41 ■ • • Gm, dagegen in allen Gruppen: Gm+1, On+2 • • • G, enthalten ist.

Wir haben demnach eine m-gliedrige Gruppe Gm und eine 2- gliedrige Gruppe G,,, welche beide in der (m — 1)-gliedrigen Gruppe Gn+1 als Untergruppen enthalten sind und zwar augenscheinlich beide als invariante Untergruppen. Die gemeinsamen Transformationen der Om und der G,, bilden nach Kap. 12, Satz 7, S. 211 eine Gruppe r, welche mindestens rq — 1 Parameter hat, und welche nach Kap. 15, Satz 10, S. 264 in der Gruppe Gn+1 invariant ist. Da nun die Grr^ unter den gemachten Voraussetzungen nicht in der Om enthalten ist, so ergiebt sich, dass r gerade (rq—l)-gliedrig und zugleich in der G, invariant ist.

Das ist ein Widerspruch, da die G,, nach dem Obigen gar keine (rq — 1)-gliedrige invariante Untergruppe enthält. . Folglich ist die Voraussetzung falsch, von der wir ausgingen, die Voraussetzung nämlich, dass sich in der Gruppe Xif ■ • • Xrf r unabhängige infinitesimale Transformationen Yxf ■ • • Yrf angeben lassen, welche zu einander in Beziehungen von der Form (5) stehen. Wir sehen daraus, dass es im Falle 12> 0 keine infinitesimalen Transformationen Y^f--- Yrf von dieser Beschaffenheit giebt.

Durch die vorstehenden Entwickelungen ist ein einfaches Verfahren gegeben, vermittelst dessen man erkennen kann, ob eine vorgelegte -gliedrige Gruppe Xf • ■ ■ Xrf der besonderen auf Seite 265 definirten Kategorie von Gruppen angehört oder nicht. Der Bequemlichkeit wegen fassen wir die gefundenen Ergebnisse noch einmal zusammen, wie folgt:

Satz 12. Sind X1f • • • Xrf unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe, sind Xff • ■ • Xff (r,<r) solche unabhängige infinitesimale Transformationen, aus denen sich alle (X; X%) linear ableiten lassen, sind ferner XIf • • • Xff (r, < rf) 'solche unabhängige infinitesimale Transformationen, aus denen sich alle (X, Xx) linear ableiten lassen, und defnirt man.in entsprechender Weise 13 < 2 von einander unabhängige infinitesimale Transformationen X\ f • • • X'^f und so weiter, so erzeugen die X’ f eine r^gliedrige Gruppe, die X"f eine r2-gliedrige, die X'"f eine r^-gliedrige und so weiter und zwar ist jede dieser Gruppen in allen vorhergehenden und auch in der Gruppe Xf... Xrf invariant. — In der Reihe der Zahlen r, 71, 7, - giebt es eine Zahl, etwa r^, welche allen folgenden Zahlen: 7,+1, r^ • • • gleich ist, während dagegen die Zahlen 7,71-. rq alle von einander verschieden sind. Ist nun rq = 0, so ist es stets möglich, in der Gruppe Xf.-- Xrf r solche von einander unabhängige infinitesimale Transformationen Y^f -. Yrf anzugeben, dass für jedes i<r die Transformationen Yf ■ • • Yif eine i-gliedrige Gruppe erzeugen, welche in der (i — V)-gliedrigen: Yf • • • Y^f invariant ist, sodass also ^Relationen von der besonderen Form

fYi Y+x) = Ci,4+1, i Yf++ Ci,4+k,+-1 Y+—if (i = 1 • • • 7—1; k = 1 • • • r—i)

bestehen. Ist dagegen 74> 0, so ist es nicht möglich, in der Gruppe Xf.-- Xrf r unabhängige infinitesimale Transformationen Yf. • • Yrf von der eben defnirten Beschaffenheit anzugeben.

	
Kapitel 16.



Die adjungirte Gruppe.

Es sei xj = f(x, - Xn, a^ • • af) eine r-gliedrige Gruppe mit den r unabhängigen infinitesimalen Transformationen:

^kf - 2 ^i (x) 86    « - 1''' r).

Führt man in den Ausdruck XeXf die xj als neue Veränderliche ein, so ergiebt sich, wie schon in Kap. 4, Satz 4, S. 81 gezeigt worden ist, für alle Werthe der ek eine Gleichung von der Form:

Dabei sind die ex’ gewisse lineare, homogene Functionen der ex mit Coefficienten, welche von a1-*• ar abhängen:

	
(1)                      Ck =>} Qkj (a, *** a,) ' Cj •



1

Führt man weiter in Ze’Xf die neuen Veränderlichen al"=f(x, b) ein, so bekommt man:

AloXf=)]e"X"[,

wo:

	
(V)           o"=2)o( b).c.



1

Nun stellen aber die Gleichungen Xi = fi(x, a) eine Gruppe dar, also sind die x" mit den x durch Relationen von der Form x"=f(x, c) verknüpft, in denen die c nur von den a und b abhängen:

Ck —: Qk (a, ' ’ " C^r, b, **• br) •

Geht man daher unmittelbar von den x zu den x" über, so findet man:

Se • Xf = 3 Ck • X," f

i                        i und zwar ist:

(1") Ck =>} Qkj^ • • • c^ • Cj =2 Qkj (PP, (a, b) • • • pr(a, b)) • Cj . i                                    i

Hieraus lässt sich schliessen, dass der Inbegriff aller Transformationen Ck = Z Qkj (a) • Cj eine Gruppe bildet. Es ergiebt sich nämlich durch Verbindung der Gleichungen (1) und (F):

	
	
1    • • • r





er 2 Q}/ (bi ' ' ' b,) ' Qjr (d, ' ' ' ar) ' e, ,

j, 7

was natürlich mit den Gleichungen (1") übereinstimmen muss und zwar für alle Werthe der e, der a und der b. Es bestehen daher die 12 Identitäten:

Qkv (^ (a, b)-; Gr (a, b)) = 2 Qjr (a, • • • ar) • Qkj (b,: b^,

aus denen hervorgeht, dass die Schaar der Transformationen Ck=EQkj{fl)-Cj wirklich eine Gruppe bildet.

Zu jeder y-gliedrigen Gruppe a/=f(x, a) gehört demnach eine ganz bestimmte lineare homogene Gruppe:

	
	
	
(1)             e,’ = 2 Qkj (a, a,)- Cj (=14::7),







i

welche wir als die adjungirte Gruppe^ der Gruppe x/=f(x, a) be-zeichnen wollen.

Betrachten wir zum Beispiel die zweigliedrige Gruppe x‘=== ax — b mit den beiden unabhängigen infinitesimalen Transformationen: df,

PP                                   dx 7

Wir finden:

dx

df . df df .    - ,   — df , df .   , f df

	
	
	
	
e. —— — E x —— — e, C ——z — c9 (x —-   —, = e 1 ——, — C. x ——,,


	
1    dx 1 4 dx   -da" J dx - dx’" dx 7 also erhalten wir für die adjungirte Gruppe der Gruppe x =ax —b die folgenden Gleichungen:











G = a G   be,, G = G, welche augenscheinlich wirklich eine Gruppe darstellen.

Die adjungirte Gruppe der Gruppe ai = fi (x, a) enthält in der Form, in welcher wir sie oben gefunden haben, gerade r willkürliche Parameter: a, • • • ar. Es bedarf aber bei jeder einzelnen Gruppe xi == ft (x, a) einer besonderen Untersuchung, ob die Parameter a, • • • a, in der adjungirten Gruppe alle wesentlich sind. Wirklich werden wir bald sehen, dass es y-gliedrige Gruppen giebt, deren adjungirte Gruppen nicht r wesentliche Parameter enthalten.

Eine Transformation kommt übrigens in der adjungirten Gruppe der Gruppe xf == ft (x, a) unter allen Umständen vor, nämlich die identische Transformation; denn setzt man in den Gleichungen (1) für a • • • ar diejenigen Zahlenwerthe, welche in der Gruppe xf=fi(x, a) die identische Transformation xf = Xi liefern, so erhält man die Transformation: g' = G; ‘ ‘ ' er = Gr, welche daher immer in der adjungirten Gruppe vorhanden ist. Allerdings kann es, wie wir sehen werden, geschehen, dass die adjungirte Gruppe blos aus der identischen Transformation: e,‘=€,-.. er' — er besteht.

§ 76.

Um die adjungirte Gruppe der Untersuchung zugänglich zu machen, müssen wir vor allen Dingen ihre infinitesimalen Transformationen bestimmen. Hierzu gelangen wir leicht durch Anwendung des Theorems 43, Kap. 15, S. 252; doch müssen wir dabei die Gleichungen xf = fi(x, d) unserer Gruppe durch die äquivalenten kanonischen Gleichungen

	
	
	
(2)             Xi = Xi -j--—Ax • Xx Xi —4: (i = 1 . . . n)







ersetzen, welche die oo’—1 eingliedrigen Untergruppen der Gruppe Xi—fi(x, a) darstellen. Nach Kap. 4, S. 69 sind hier die ar als Functionen von t und 2,---A, durch das simultane System

	
	
	
(3)              At = ^j ‘ ajk (^1 ’ ' ‘ «,)    (=1:: r)







definirt.

Vermittelst der Gleichungen (2) haben wir also die neuen Veränderlichen Xi in ZeXf einzuführen und müssen dabei eine Relation von der Form

[image: ]

i                      i




erhalten. Die in Theorem 43, S. 252 mit Yf bezeichnete infinitesimale Transformation lautet jetzt: ^X^f — • • • — krXrf] wir bekommen daher in unserem Falle:

Y (X, (F) - x, (Y(F) =3 a, (X X)

[image: ]



Für e,' • • • e^ ergeben sich demnach folgende Differentialgleichungen:

de' r r

	
	
	
(4)           at--- > 2, 2 C^ e, —0   6=1 ■■■r).







1         1

Die Integration dieser Differentialgleichungen betrachten wir als eine ausführbare Operation, da sie bekanntlich nur die Auflösung einer algebraischen Gleichung r-ten Grades erfordert. Führen wir die Integration aus unter Zugrundelegung der Anfangsbedingung: ex' = ex für ^ = 0, so erhalten wir r Gleichungen von der Form:

	
	
	
(5)          Gk = 2 ^kj (2, t,*:, ^r t) • G (=1r),







1

welche mit den Gleichungen (1) äquivalent sind, sobald in diesen letzteren die ax als Functionen von At, • • •, Yt ausgedrückt werden.

Hieraus geht hervor, dass auch die Gleichungen (5) die adjungirte Gruppe darstellen. Nun aber haben wir die Gleichungen (5) genau in derselben Weise hergeleitet, als hätten wir alle endlichen Transformationen bestimmen wollen, welche von den infinitesimalen Transformationen
[image: ]
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erzeugt werden (vgl. S. 51, oben). Also schliessen wir, dass die ad-jungirte Gruppe (1) aus dem Inbegriffe aller eingliedrigen Gruppen von der Form l^F^ -+ XrFrf besteht.

Giebt es unter der Schaar aller infinitesimalen Transformationen A,Ef — - — XrFrf gerade 0 und nicht mehr unabhängige, etwa Ef • • • EQf, so sind alle endlichen Transformationen der eingliedrigen Gruppen AEf — ■ • • — krErf schon in dem Inbegriffe aller endlichen Transformationen der 000—1 eingliedrigen Gruppen A1 Ef— • • • — ^^F^f enthalten. Der Inbegriff dieser 000 endlichen Transformationen bildet die adjungirte Gruppe: ef — X Qkj (a) • Oj, welche somit nur 9 wesentliche Parameter enthält (Kap. 3, Theorem 8, S. 65).

Nach dem Vorangehenden ist es vorauszusehen, dass Frf • ■ • E^f durch Relationen von der Form

fE^Ef) = 2} g^vs • Esf

verknüpft sind; wir können das auch durch Rechnung bestätigen. Bei direkter Ausrechnung kommt:

E^L ^Ev (^ff) Ev {E^ {ff^ —2 (Cxuk Okva Ojtvlc O]cp.o) Oft 8 e • o kn

Aber zwischen den c^s bestehen die "1.9 1 Relationen

{p7t).ilc Ckva -- Cuvk OkTto -- Ovjtk Ckf.io) = 0,

1

welche wir seinerzeit (vgl. Kap. 9, Theorem 27, S. 170) aus der Jacobischen Identität abgeleitet haben. Nehmen wir hierzu noch, dass Cynk = — Cxv% ist und Ckno = — Crtko, so können wir die rechte Seite unserer Gleichung für (Eu Ef) auf die Form bringen:

X (^/nvk^^^ Onko O^t 8 e , 1 an also wird:

r (E^ Ef) -X Cus • Fkf.

i

Hier lässt sich endlich unter den oben gemachten Voraussetzungen die rechte Seite durch Erf ■ • • Ef allein ausdrücken, so dass wirklich Relationen von der Form

Q (Eu E) =X}9mvs E.f

bestehen, in welchen die g^ Constanten bezeichnen.

Bevor wir weitergehen, wollen wir erst noch die bisherigen Ergebnisse des Kapitels im Zusammenhänge wiederholen:

Theorem 48. Führt man in die allgemeine infinitesimale Transformation e,X,f — • • • — er^rf der r-gliedrigen Gruppe x/‘=fi(x, a) an Stelle der x die neuen Veränderlichen x ein, so erhält man einen Ausdruck von der Form:

G ■ Xff ++o Xr'f; dabei sind die e mit den e durch Gleichungen von der Gestalt

ef =2} Q(a, • • a^-ej (=1*7) i

verknüpft, welche eine Gruppe in den Veränderlichen e darstellen, die sogenannte adjungirte Gruppe der Gruppe xi‘==f(x, aj. Fiese adjungirte Gruppe enthält die identische Transformation und wird von gewissen infinitesimalen Transformationen erzeugt; bestehen zwischen Xif ■ • • Xrf die Relationen

(Xi Xf) =>} Ciks 'Xsf 0, k—1 ■ ■ • r),

i

und setzt man:                      1

	
	
1    • . • T



	
E, f = X Cak e, 3 (=1—r),



so ist A,E,f + -. — XrFrf die allgemeine infinitesimale Transformation der adjungirten Gruppe und zwischen Erf ■ ■ • Erf bestehen dabei die Relationen:

(EiEf) ^^sC^-Esf (,A=1.r).

i

Sind zwei r-gliedrige Gruppen Xf: • • Xrf und Yxf ■ ■ ■ Yrf so beschaffen, dass zu gleicher Zeit gilt:

(XX,) =Xcx,f, (Yj Y,) = 2 c^s 'ff,

i                                        i beide Male mit denselben Constanten cas, so haben beide Gruppen offenbar dieselbe adjungirte Gruppe. Später werden wir sehen, dass unter Umständen auch solche Gruppen, welche nicht gleiche Gliederzahl besitzen, doch dieselbe adjungirte Gruppe haben.

§ 77.

Woran lässt sich nun erkennen, wie viele unabhängige es unter den infinitesimalen Transformationen Exf • ■ ■ Erf giebt?

18*

Sind Ef • • • Erf nicht alle von einander unabhängig, so giebt es wenigstens eine infinitesimale Transformation Sg^E^fj welche identisch verschwindet. Aus der Identität

2 c^,k e, &,==0 1        k j ergiebt sich:

9^ ^j^k = 0

1

für alle Werthe von j und k, folglich verschwindet auch der Ausdruck
[image: ]

das heisst die infinitesimale Transformation Eg^X^f ist mit allen r infinitesimalen Transformationen Xjf vertauschbar. Enthält umgekehrt die Gruppe Xf...X,f eine infinitesimale Transformation Eg^X^f, welche mit allen X^f vertauschbar ist, so folgt daraus in derselben Weise, dass die infinitesimale Transformation ZguE^ f identisch verschwindet.

Um diese Beziehungen möglichst kurz ausdrücken zu können, führen wir die folgende Benennung ein:

Eine infinitesimale Transformation Z g^ Xu f der r-gliedrigen Gruppe Xif ■ • • Xrf heisst eine ausgezeichnete infinitesimale Transformation dieser Gruppe, wenn sie mit allen Xkf vertauschbar ist.

Die ausgezeichneten infinitesimalen Transformationen der Gruppe Xif • • • Xrf sind, nebenbei bemerkt, auch dadurch charakterisirt, dass sie bei Einführung der neuen Veränderlichen x[=fi(x, a} ihre Form behalten, welche Werthe auch die Parameter at ■ • ■ ar haben mögen. Ist nämlich die infinitesimale Transformation Eg^X^f ausgezeichnet, so besteht nach Kap. 15, S. 259 eine Relation von der Form:

ZyX,f==Xg Xif.

Ueberdies zeigen die citirten Entwickelungen, dass jede endliche Transformation der eingliedrigen Gruppe Z g^X^f mit jeder endlichen Transformation der Gruppe Xf ■ • • Xrf vertauschbar ist.

Nach dem oben Gesagten entspricht jeder ausgezeichneten infinitesimalen Transformation der Gruppe Xf. • • Xrf eine lineare Relation zwischen Ef • • • Erf. Ist Eg^X^f eine ausgezeichnete infinitesimale Transformation, so besteht zwischen den Ef einfach die Relation: E g^E^f = 0. Folglich bestehen zwischen Ef.E,f gerade so viele unabhängige Relationen dieser Art, als es in der Gruppe X1f • • • Xrf unabhängige ausgezeichnete infinitesimale Transformationen giebt.

Giebt es also solcher Transformationen gerade m und nicht mehr unabhängige, so giebt es unter den infinitesimalen Transformationen Ef • • • Erf gerade r — m und nicht mehr unabhängige, und ebenso viele wesentliche Parameter enthält die adjungirte Gruppe.

Wir haben somit das

Theorem 49. Die adjungirte Gruppe ex == Xok(a)e; einer r-gliedrigen Gruppe Xif • • • Xrf enthält dann und nur dann r wesentliche Parameter, wenn heine von den o0‘-1 infinitesimalen Transformationen Eg^X^f innerhalb der Gruppe Xif • • • Xrf ausgezeichnet ist; die adjungirte Gruppe hat dagegen weniger als r, nämlich gerade r — m wesentliche Parameter, wenn die Gruppe Xf • • • Xrf gerade m und nicht mehr unabhängige ausgezeichnete infinitesimale Transformationen enthält5)

Nehmen wir zum Beispiel die Gruppe df df

0x,Ax, "6n):

Deren infinitesimale Transformationen sind alle ausgezeichnet, denn alle ciks sind gleich Null. Es verschwinden also alle r Ausdrücke EJ ■•• Erf identisch, und die adjungirte Gruppe schrumpft zur identischen Transformation zusammen.

Nehmen wir andererseits die viergliedrige Gruppe: df df df df

x —, y, Cy--

ox 1 • dx ‘ dy J dy

Dieselbe enthält eine einzige ausgezeichnete infinitesimale Transformation, nämlich:

df 1 df

x cx^y dy^

ihre adjungirte Gruppe ist daher blos dreigliedrig.

Enthält die Gruppe Xtf • • ■ Xrf die ausgezeichnete infinitesimale Transformation Eg^X^f, so ist Eg^X^f—O eine lineare partielle Differentialgleichung, welche bei der Gruppe invariant bleibt; die Gruppe ist in Folge dessen imprimitiv (vgl. S. 221). Wir schliessen hieraus, dass der folgende Satz gilt:

Satz 1. Ist die Gruppe Xxf • • • Xrf in den Veränderlichen x,- • • xn primitiv, so enthält sie heine arisgezeichnete infinitesimale Transformation.

Verbinden wir diesen Satz mit dem letzten Theoreme, so erhalten wir noch den

Satz 2. Die adjungirte Gmppe einer r-gliedrigen primitiven Gruppe enthalt r ivesentliche Parameter.

An einer späteren Stelle werden wir den beiden letzten Sätzen eine etwas allgemeinere Fassung geben (vgl. das Kapitel 24, über systatische Gruppen).

Nach dem Vorangehenden sind die infinitesimalen Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe Xif • • • Xrf und diejenigen der adjungirten Gruppe Ef ••• Erf einander derart zugeordnet, dass jeder nicht ausgezeichneten infinitesimalen Transformation ZeXf eine nicht verschwindende infinitesimale Transformation Z ek Ekf entspricht, während jeder ausgezeichneten infinitesimalen Transformation EekXkf in der adjungirten Gruppe die identische Transformation zugeordnet ist. Berücksichtigt man überdies, dass die beiden Gleichungensysteme

r                                     r

(Xi Xk} = X Ciks • Xsf,   (Ei E) = X ciks • Esf genau dieselbe Form haben, so könnte man auf die Vermuthung kommen, dass die adjungirte Gruppe keine ausgezeichnete infinitesimale Transformation enthalten kann. Diese Vermuthung wäre indess falsch; das zeigt uns die Gruppe 3, a, 3, 34, deren adjungirte Gruppe aus zwei vertauschbaren infinitesimalen Transformationen besteht und somit zwei unabhängige ausgezeichnete infinitesimale Transformationen enthält.

§ 78.

Den Ausgangspunkt für unsere Untersuchung bildete die Bemerkung, dass der Ausdruck EekXkf bei Einführung der neuen Veränderlichen Xi=fi(x,a) die ähnliche Form ZeXf annimmt. Nun aber kann der Ausdruck EekXkf nach Kap. 15, S. 255 als Symbol der allgemeinen endlichen Transformation der Gruppe Xf...X,f aufgefasst werden; die Grössen e, • • • er sind dabei als die Parameter der endlichen Transformationen der Gruppe X±f • • • Xrf zu betrachten. Folglich können wir auch sagen: die endlichen Transformationen der Gruppe Xtf • • • Xrf werden beim Uebergang zu den Veränderlichen Xi unter einander vertauscht, während ihr Inbegriff invariant bleibt. Wir können nach den Entwickelungen des vorigen Paragraphen hinzufügen, dass die betreffende Vertauschung durch eine Transformation der adjungirten Gruppe bewirkt wird.

Aber wenn von „ Vertauschung der endlichen Transformationen EekXkf unter einander“ geredet wird, so liegt schon die Auffassung zu Grunde, dass man sich diese Transformationen als Individuen vor-stellt: wir wollen diese Auffassung jetzt etwas ins Einzelne verfolgen.

Jedes Individuum in der Schaar XekXkf wird bestimmt durch die zugehörigen Werthe von e, • • • er\ der Anschaulichkeit halber denken wir uns daher die Ck als rechtwinklige Punktcoordinaten einer r-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit. Die Punkte dieser Mannigfaltigkeit stellen dann alle endlichen Transformationen X ek Xkf dar; sie werden daher transformirt durch unsere bekannte lineare homogene Gruppe r

	
e, = 2 Q»/ (a) ' e; '



Der Coordinatenanfang e, — 0, • • • er = 0, der Bildpunkt der identischen Transformation Xi === Xi bleibt dabei offenbar invariant.

Jede endliche Transformation e^ gehört einer ganz bestimmten eingliedrigen Gruppe an, deren Transformationen durch die Gleichungen

	
e,                         e,



e,°

definirt sind; bei unsrer Interpretation aber stellen diese Gleichungen eine Gerade durch ek — 0 dar, das heisst:

Jede eingliedrige Untergruppe der Gruppe Xf • • • XJ wird im Jaume e, • • • er durch eine Gerade dargestellt, welche durch den Goordinaten-anfang ek — Q geht; umgekehrt stellt jede Gerade durch den Coordinatenanfang eine solche eingliedrige Untergruppe dar.

Jede andere Untergruppe der r-gliedrigen Gruppe Xf • • • Xrf besteht aus eingliedrigen Untergruppen und diese eingliedrigen Gruppen sind bestimmt durch die infinitesimalen Transformationen, welche die betreffende Untergruppe enthält. Aber nach Kap. 11, Satz 6, S. 211 lassen sich die infinitesimalen Transformationen einer Untergruppe der Gruppe Xif • • • Xrf durch lineare homogene Gleichungen zwischen e, • • • er definiren; dieselben Gleichungen definiren natürlich auch die eingliedrigen Gruppen, welche der Untergruppe angehören, also definiren sie überhaupt die endlichen Transformationen der betreffenden Untergruppe. Anders ausgesprochen:

Jede m-gliedrige Untergruppe der Gruppe Xif • • • Xrf wird im Jaume e,--e, durch eine ebene m-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit dargestellt, 'welche durch den Coordinatenanfang: e, == 0, • • • er = 0 geht.

Selbstverständlich gilt das Umgekehrte im Allgemeinen nicht; nur ganz ausnahmsweise wird der Fall eintreten, dass jede ebene Mannigfaltigkeit durch den Coordinatenanfang eine Untergruppe darstellt.

Die adjungirte Gruppe ex’ = Z Qkj (a) • ej transformirt nun die Punkte ex linear. Bleibt irgend ein Punkt ek und in Folge dessen jeder Punkt m e^ — Const. e* bei allen Transformationen der Gruppe invariant, so heisst das nach dem Früheren, dass die Transformationen der eingliedrigen Gruppe ZeXif mit sämmtlichen Transformationen der Gruppe Xif--- Xrf vertauschbar sind.

Jede invariante Untergruppe der Gruppe X1 f • • • Xrf wird durch eine ebene den Coordinatenanfang enthaltende Mannigfaltigkeit dargestellt, welche bei allen Transformationen ek — XQ(a)-e; ihre Lage behält. Andererseits stellt jede durch den Coordinatenanfang gehende ebene Mannigfaltigkeit, welche bei allen Transformationen der ad-jungirten Gruppe invariant bleibt, eine invariante Untergruppe von Xf • • • Xrf dar (vgl. Kap. 15, Satz 5, S. 261).

Es sei jetzt M irgend eine ebene, durch den Coordinatenanfang gehende Mannigfaltigkeit, welche eine Untergruppe der G,: X^-'-Xrf darstellt. Wird auf M irgend eine Transformation der adjungirten Gruppe ausgeführt, so ergiebt sich eine neue ebene Mannigfaltigkeit, die gleichfalls eine Untergruppe der Grr darstellt. Offenbar ist diese neue Untergruppe mit der ursprünglichen durch eine Transformation der Gr ähnlich, was wir.nach dem Vorgänge der Substitutionentheorie so ausdrücken werden: die beiden eben besprochenen Untergruppen sind innerhalb der Gruppe Xf • • • Xrf mit einander gleichberechtigt.

Der Inbegriff aller Untergruppen, welche innerhalb der Gr mit der von M dargestellten Untergruppe gleichberechtigt sind, wird durch eine Schaar von ebenen Mannigfaltigkeiten dargestellt, durch die Schaar nämlich, welche man erhält, sobald man auf M alle Transformationen der adjungirten Gruppe ausführt. Zwei beliebige Mannigfaltigkeiten dieser Schaar stellen natürlich gleichberechtigte Untergruppen dar.

Wir schliessen hieraus, dass jede invariante Untergruppe der Gr innerhalb der Gr nur mit sich selbst gleichberechtigt ist.

Da die Schaar aller Untergruppen g, welche mit einer gegebenen gleichberechtigt sind, aus der letzteren durch Ausführung aller Transformationen ek — X Qkj(g)’6j hervorgeht, so muss diese Schaar selbst bei allen Transformationen ek — X Qkj(U) • e; reproducirt werden. Denn führt man die Transformationen ex’ = X Qkj (a) • Cj und e, = X pkj (b) • Cj nach einander aus, so erhält man dasselbe Resultat, als wenn man auf die ursprünglich gegebene Untergruppe alle Transformationen

e"== X Qkj (c) • ej    ^k=vk (a,b^ angewendet hätte; in beiden Fällen erhält man die bewusste Schaar.

Haben nun alle gleichberechtigten Untergruppen g eine con-tinuirliche Anzahl von Transformationen mit einander gemein, so wird der Inbegriff aller dieser Transformationen durch eine ebene Mannigfaltigkeit des Raumes e, • • • er dargestellt. Diese ebene Mannigfaltigkeit bleibt natürlich bei allen Transformationen der adjungirten Gruppe invariant und stellt daher nach dem oben Gesagten eine invariante Untergruppe der G, dar. Folglich gilt das

Theorem 50. Haben diejenigen Untergruppen einer Grr, welche innerhalb der Grr mit einer bestimmten Untergruppe gleichberechtigt sind, eine Schaar von Transformationen gemein, so bildet der Inbegriff dieser Transformationen eine in der Gr invariante Untergruppe.

§ 79.

Wirtheilen die Untergruppen einer jeden r- gliedrigen Gruppe Gr in verschiedene Classen ein, die wir als Typen von Untergruppen der Gr bezeichnen. Zu demselben Typus rechnen wir solche Untergruppen der Gr, welche innerhalb der Gr mit einander gleichberechtigt sind; solche Untergruppen, welche innerhalb der Gr nicht gleichberechtigt sind, rechnen wir zu verschiedenen Typen.

Kennt man irgend eine Untergruppe der Gr, so kann man sofort alle Untergruppen angeben, welche demselben Typus angehören. Durch diesen Umstand wird die Aufzählung der Untergruppen einer vorgelegten Gruppe wesentlich erleichtert; denn man hat offenbar nicht nöthig, wirklich alle Untergruppen hinzuschreiben, man braucht vielmehr blos die verschiedenen Typen von Untergruppen aufzuzählen, indem man für jeden Typus einen Repräsentanten angiebt, also eine Untergruppe, welche dem betreffenden Typus angehört.

Auch bei den endlichen Transformationen einer Gruppe reden wir von verschiedenen Typen. Zwei endliche Transformationen: e,° Xf+ • • + e^ Xrf und ei Xrf + • • • + erXrf der 7-gliedrigen Gruppe Xf.-- Xrf rechnen wir dann aber auch nur dann zu demselben Typus, wenn sie innerhalb der Gr mit einander gleichberechtigt sind, das heisst: wenn die adjungirte Gruppe eine Transformation enthält, welche den Punkt ef • • • ef in den Punkt q • • • er überführt. Es ist selbstverständlich, mag aber doch erwähnt werden, dass in der betreffenden Transformation ex‘== XYkjej der adjungirten Gruppe die Determinante der Coefficienten y^ nicht verschwinden darf.

Wir wollen jetzt die Frage nach den Typen von Untergruppen einer vorgelegten Gruppe noch nicht in voller Allgemeinheit aufnehmen; doch wollen wir wenigstens zeigen, wie man zu verfahren hat, um die vorhandenen Typen von eingliedrigen Gruppen und von endlichen Transformationen zu finden.

Zunächst fragen wir nach allen Typen von endlichen Transformationen.

Es sei e,°Xf — ••• — e,° Xrf irgend eine endliche Transformation der Gruppe Xrf- • • Xrf. Führen wir auf den Punkt e,°. • • e,° alle Transformationen der adjungirten Gruppe aus, so erhalten wir die Bildpunkte aller derjenigen endlichen Transformationen unsrer Gruppe, welche mit XekXkf gleichberechtigt sind und somit demselben Typus angehören wie Zex° Xxf. Der Inbegriff aller dieser Punkte bildet nach Kap. 14, S. 225 eine bei der adjungirten Gruppe invariante Mannigfaltigkeit und zwar eine von den damals sogenannten Ideinsten invarianten Manni gfaltigkeiten.

Die endlichen Gleichungen der adjungirten Gruppe können wir als bekannt betrachten; folglich sind wir im Stande, ohne Integration die Gleichungen der eben erwähnten kleinsten invarianten Mannigfaltigkeiten anzugeben (vgl. Kap. 14, Theorem 37, S. 226). Da nun jede solche kleinste invariante Mannigfaltigkeit den Inbegriff aller endlichen Transformationen darstellt, welche einem gewissen Typus angehören, so sind hiermit alle Typen von endlichen Transformationen unserer Gruppe gefunden. Es gilt demnach der

Satz 3. Ist eine r-gliedrige Gruppe x, =fi(x,--An, at • ■ • af) mit den r unabhängigen infinitesimalen Transformationen Xif■ •• Xrf vorgelegt, so findet man folgendermassen alle Typen von endlichen Transformationen eXf — • ■ • — erXrf dieser Gruppe: man stellt die endlichen Gleichungen ek = XI gkj (a) • 6j der adjungirten Gruppe der Gruppe Xxf ■ • • Xrf auf und bestimmt sodann im Raume der e die kleinsten Mannigfaltigkeiten, zvelche bei der adjungirten Gruppe invariant bleiben; diese Mannigfaltigkeiten stellen die verlangten Typen dar.

Man vergesse bei alledem nicht, dass nur solche Transformationen der adjungirten.Gruppe zulässig sind, bei denen die Determinante der Coefficienten nicht verschwindet. Ueber diesen Punkt vergleiche man das in Kap. 14, S. 225 Gesagte.

Suchen wir jetzt alle Typen von eingliedrigen Untergruppen oder, was dasselbe ist: alle Typen von infinitesimalen Transformationen unsrer Gruppe.

Zwei eingliedrige Gruppen XekXkf und XekXkf sind gleichberechtigt innerhalb der Gr, wenn es in der adjungirten Gruppe eine Transformation giebt, welche die Gerade

C,                    er

e,° Fi=e,

in die Gerade:

überführt; diese beiden durch den Coordinatenanfang gehenden Geraden sind ja die Bilder der betreffenden eingliedrigen Untergruppen. Denken wir uns daher auf die erste jener beiden Geraden alle Transformationen der adjungirten Gruppe ausgeführt, so erhalten wir alle durch den Coordinatenanfang gehenden Geraden, welche eingliedrige Untergruppen darstellen, die mit der Gruppe XCk Xkf gleichberechtigt sind. Der Inbegriff aller dieser Geraden bildet natürlich eine bei der adjungirten Gruppe invariante Mannigfaltigkeit, die kleinste invariante Mannig-

e,                     er

faltigkeit, welcher die Gerade: eo ="=-eo angehört. Es ist klar dass diese Mannigfaltigkeit durch ein Gleichungensystem dargestellt wird, welches in den Veränderlichen e, • • • er homogen ist.

Umgekehrt leuchtet ein, dass jedes in den e homogene Gleichungen-System, welches die adjungirte Gruppe gestattet, eine invariante Schaar von eingliedrigen Gruppen darstellt. Da nun jedes in den e homogene Gleichungensystem dadurch als homogen charakterisirt ist, dass es alle Transformationen von der Form:

	
	
(6)                    6^=13^, • • • ef — Xer





gestattet, so erhalten wir alle invarianten Schaaren von eingliedrigen Gruppen, wenn wir alle Mannigfaltigkeiten des Raumes e, • • • er aufsuchen, welche äusser den Transformationen der adjungirten Gruppe auch noch alle Transformationen von der Form (6) gestatten. Suchen wir insbesondere alle kleinsten invarianten Mannigfaltigkeiten von dieser Beschaffenheit, so erhalten wir offenbar alle vorhandenen Typen von eingliedrigen Untergruppen.

Die Transformationen (6) bilden eine eingliedrige Gruppe, deren infinitesimale Transformation lautet:

x[-Zo;

Fügen wir Ef zu den infinitesimalen Transformationen Ef • • • Erf der adjungirten Gruppe hinzu, so erhalten wir wieder die infinitesimalen Transformationen einer Gruppe; die Ausdrücke (EL E) ver-schwinden nämlich, wie ihre Berechnung zeigt, alle identisch. Augenscheinlich kommt nun alles hinaus auf die Bestimmung der kleinsten Mannigfaltigkeiten, welche bei der Gruppe Exf • •• Erf, Ef invariant bleiben. Diese Bestimmung aber kann nach den Vorschriften in Kap. 14, S. 225 geleistet werden, da mit den endlichen Gleichungen der adjungirten Gruppe ohne Weiteres auch die endlichen Gleichungen der soeben erwähnten Gruppe bekannt sind. Wir haben daher den

Satz 4. Ist eine r-gliedrige Gruppe x{— f\ (x, - Xn, a, • • • a,) mit den r unabhängigen infinitesimalen Transformationen Xrf • • • Xrf vorgelegt, so findet man alle Typen von eingliedrigen Untergruppen oder, was dasselbe ist, von infinitesimalen Transformationen e, X, f+-----er Xrf dieser Gruppe folgendermassen: man stellt die infinitesimalen Transformationen Exf • ■ ■ Erf der adjungirten Gruppe der Gruppe Xf... Xrf auf, berechnet sodann die endlichen Gleichungen der Gruppe, ivelche von den r — 1 infinitesimalen Transformationen E±f ’ ■ - Erf und
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2
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5

 Lie, Math. Ann. Bd. XXV, S. 94.


E/= 2 o 2

1           ( erzeugt wird und bestimmt endlich im Raume e,-e, die hleinsten bei der eben definirten Gruppe invarianten Männigfaltigkeiten; diese Mannigfaltigkeiten stellen die verlangten Typen dar.

Im Vorstehenden ist gezeigt, wie man alle Typen von endlichen Transformationen und alle Typen von eingliedrigen Untergruppen einer vorgelegten r-gliedrigen Gruppe bestimmen kann. Wir werden jetzt noch mit ein paar Worten etwas genauer auf den Zusammenhang eingehen, welcher zwischen diesen beiden Problemen besteht; wir werden sehen, dass die Erledigung des einen der beiden Probleme jedesmal die Erledigung des andern wesentlich erleichtert.

Setzen wir zunächst voraus, dass wir bereits alle Typen von endlichen Transformationen der Gruppe Xtf • • • Xrf kennen, dass uns also alle kleinsten Mannigfaltigkeiten des Raumes q • • * er bekannt sind, welche die adjungirte Gruppe Exf • • • Erf gestatten. Wie müssen wir dann verfahren, um die kleinsten bei der Gruppe Ef, Exf • • • Erf invarianten Mannigfaltigkeiten zu finden?

Es ist klar, dass jede bei der Gruppe Ef, Etf' • • Erf invariante Mannigfaltigkeit auch die adjungirte Gruppe gestattet; ‘folglich muss jede der gesuchten Mannigfaltigkeiten entweder eine von den bereits bekannten sein, oder sie muss wenigstens eine der bekannten Mannigfaltigkeiten enthalten. Um daher die gesuchten Mannigfaltigkeiten alle zu finden, brauchen wir nur die bekannten Mannigfaltigkeiten der Reihe nach herzunehmen und für jede derselben die kleinste bei der Gruppe Ef, Exf • • • Erf invariante Mannigfaltigkeit aufzusuchen, in welcher sie enthalten ist.

Es sei

	
	
(7)          W (e,..e) = 0, ... Wm^ ...e) = 0





oder kurz M eine der bekannten kleinsten Mannigfaltigkeiten, welche die adjungirte Gruppe JEtf• • • Erf gestatten. Wie findet man nun die kleinste Mannigfaltigkeit, welche die Gruppe Ef, Ef • • • Erf gestattet und welche ausserdem die Mannigfaltigkeit M umfasst?

Die gesuchte Mannigfaltigkeit enthält nothwendig den Coordinatenanfang e, = 0, • • • er = 0 und besteht ferner aus lauter durch denselben gehenden Geraden, sie enthält daher sicher diejenige Mannigfaltigkeit EL', welche von den Geraden zwischen dem Coordinatenanfang und den „Punkten von M gebildet wird. Können wir nun nachweisen, dass M‘ die infinitesimalen Transformationen Ef, Erf---Erf gestattet, so haben wir damit zugleich bewiesen, dass EL' die gesuchte Mannigfaltigkeit ist.

Augenscheinlich ergeben sich die Gleichungen von EL', wenn der willkürliche Parameter T aus den Gleichungen

	
	
(8)    w, (e,t, • • • e,t) = 0, • • • Wm (e,r, • • • e,t) = 0





eliminirt wird. Folglich lässt sich EL' auch auffassen als der Inbegriff der oo1 Mannigfaltigkeiten, welche durch die Gleichungen (8) mit dem willkürlichen Parameter T dargestellt werden. Der Inbegriff der Mannigfaltigkeiten (8) gestattet aber offenbar die infinitesimale Transformation Ef, denn die oo1 Gleichungensysteme (8) werden von den endlichen Transformationen:

ef = Lell-” ef = Ler der eingliedrigen Gruppe Ef unter einander vertauscht. Ferner ist leicht zu sehen, dass sogar jedes einzelne der oo1 Gleichungensysteme

(8) die infinitesimalen Transformationen Etf ■ • • Erf zulässt. Da nämlich das Gleichungensystem (7) die infinitesimalen Transformationen

1 • • ■ r                 „

	
— , y f


	
—u / -- / Cjuk G 2e (" = 1 • • • r)



zulässt, so muss das System (8) mit dem Parameter T die Transformationen

	
1. . .7



X Cak ■ e t a(<ry = E, f gestatten, das heisst, es gestattet Ef • • • Erf selbst, welchen Werth auch T haben mag.

Wir schliessen hieraus, dass der Inbegriff der col Mannigfaltigkeiten (8) die infinitesimalen Transformationen Ef, Etf • • ■ Erf gestattet, dass also die Mannigfaltigkeit EL', welche ja mit diesem Inbegriff zusammenfällt, wirklich die gesuchte Mannigfaltigkeit ist; dieselbe wird, wie gesagt, analytisch dargestellt von den Gleichungen, welche aus (8) durch Elimination des Parameters T erhalten werden.

Denken wir uns zu jeder Mannigfaltigkeit M die zugehörige Mannigfaltigkeit M‘ gebildet, so erhalten wir nach dem Obigen alle Typen von eingliedrigen Untergruppen der Gruppe Xf-..X,f. —

Setzen wir andererseits voraus, dass wir alle Typen von eingliedrigen Untergruppen der Gruppe Xf.-- Xrf kennen und suchen wir daraus die Typen der endlichen Transformationen dieser Gruppe zu bestimmen.

Bekannt sind uns alle kleinsten bei der Gruppe Ef, Ef.E,f invarianten Mannigfaltigkeiten, gesucht werden die kleinsten bei der Gruppe Ef • • • Erf invarianten. Da nun offenbar jede der gesuchten Mannigfaltigkeiten in einer der bekannten enthalten ist, so haben wir nur jede einzelne der bekannten Mannigfaltigkeiten für sich zu betrachten und die auf ihr gelegenen Mannigfaltigkeiten von der verlangten Beschaffenheit aufzusuchen.

Die q-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit M sei eine von den kleinsten bei der Gruppe Ef, Etf ■ • • Erf invarianten Mannigfaltigkeiten. Für die Punkte von M verschwinden dann (vgl. Kap. 14, S. 237 f.) alle (q— l)-reihigen nicht aber alle q-reihigen Determinanten der Matrix:
[image: ]

Ob sich nun M in Theilgebiete zerlegt, welche bei der Gruppe Ef • • • Erf invariant bleiben, darüber entscheidet das Verhalten der q-reihigen Unterdeterminanten der Determinante:
[image: ]

Verschwinden für die Punkte von M nicht alle die betreffenden Unterdeterminanten, so findet eine Zerlegung von M in kleinere bei der adjungirten Gruppe invariante Mannigfaltigkeiten nicht statt.

Verschwinden dagegen die betreffenden Unterdeterminanten für die Punkte von M sämmtlich, so zerlegt sich M in 001 (q — l)-fach ausgedehnte, bei der Gruppe Ef • • • Erf invariante Theilgebiete; dass es gerade 001 solche Theilgebiete sind, folgt aus dem Umstande, dass für die Punkte von M sicher nicht alle (q — l)-reihigen Unterdeterminanten von A verschwinden, im entgegengesetzten Falle verschwänden nämlich zugleich alle q-reihigen Determinanten der Matrix (9). Natürlich kann man die Gleichungen der besprochenen Theilgebiete ohne Integration aufstellen, da die endlichen Gleichungen der Gruppe Ef • • • Erf bekannt sind.

In dem gegenwärtigen Kapitel haben wir bisher immer nur die endlichen Transformationen der Gruppe Xif • • • Xrf als Individuen betrachtet und als Punkte eines — r-fach ausgedehnten — Raumes interpretirt.

Es giebt einen andern Standpunkt, der ebenso berechtigt ist. Wir können auch die eingliedrigen Untergruppen oder, was auf dasselbe hinauskommt, die infinitesimalen Transformationen unsrer Gruppe als Individuen betrachten und sie als Punkte eines, nunmehr (r — 1)-fach ausgedehnten Raumes deuten. Wir müssen dann offenbar die Grössen et---er als homogene Coordinaten in diesem Raume auffassen.

Unsere Absicht ist nicht, diesen Gedanken weiter zu verfolgen; zumal da vieles, was hier zu sagen wäre, bei Berücksichtigung des früher Gesagten als selbstverständlich erscheint, zum Beispiel, dass jede m-gliedrige Untergruppe der Gruppe Xtf ■ • • Xrf in dem (r — 1)-fach ausgedehnten Raume durch eine ebene Mannigfaltigkeit von m — 1 Dimensionen dargestellt wird. Nur einen einfachen Satz wollen wir ableiten, der sich bei Zugrundelegung der neuen Auffassung ergiebt, und der bei begrifflichen Untersuchungen über Transformationsgruppen oft von Nutzen sein kann.

Wir denken uns die allgemeine endliche Transformation:

^f = Xi + 1 ) 2,° X-^Xi + • • •   (=1:*n)

i

der eingliedrigen Gruppe 2,°Xf-+ lrQ Xrf auf die infinitesimale Transformation: e°Xf+-----+ e,°X,f unsrer r-gliedrigen Gruppe ausgeführt, das heisst, wir denken uns in dem Ausdruck e°Xf+-----\-erQXrf an Stelle von 21 • • • xn die neuen Veränderlichen xf • • • Xn eingeführt. Nach S. 273 geht dabei die infinitesimale Transformation: e°Xf-—e,°X,f in oo1 infinitesimale Transformationen: e Xf — •— e, X,f unsrer Gruppe über, wo e, • • • e, gewisse Functionen von e,° • • • e,° und t sind, welche sich aus den Differentialgleichungen :

de          r r

	
	
(4)          at = — 2,°) Cvls ex (=1:r)


	
1           1







und den Anfangsbedingungen: e, == €1°, • • • er = er0 für t=0 bestimmen.

Da jede infinitesimale Transformation unsrer Gruppe durch einen Punkt des vorhin erwähnten (r—l)-fach ausgedehnten Raumes dargestellt wird, so können wir offenbar auch sagen: Werden auf die infinitesimale Transformation: e,° Xf — • • • -{-er° Xrf alle oo1 Transformationen der eingliedrigen Gruppe: 2,° Xtf — • — 2,° Xrf ausgeführt, so bewegt sich der Bildpunkt dieser infinitesimalen Transformation auf einer gewissen Curve des Raumes e, • • • er.

Es giebt nun eine sehr einfache Definition für die zum Punkte e,°:: e,° gehörige Tangente dieser Curve. Die Gleichungen der betreffenden Tangente haben nämlich die Form:
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e, X Cyir 2, ex er ^vlis 2, ex 0











v k                         v k

(s, t = 1 • • • r),

also liegt offenbar der Punkt, dessen homogene Coordinaten die Werthe:

	
	
1- .r



	
e, -- X Crs 2, ^k (s = 1 - r)



v k

besitzen, auf der Tangente. Aber dieser Punkt ist augenscheinlich der Bildpunkt der infinitesimalen Transformation:

( 3 V ■ x, f, 2 c° X,/)-2] X C,h a,° e,° j X, f,

\ 1      1 /Ik )

welche durch Coinbination der beiden infinitesimalen Transformationen ZA,°X,f und Xe^X^f erhalten wird. Folglich haben wir den

Satz 5. Deutet man die oo‘-1 infinitesimalen Transformationen G X, f + • • • + erXrf einer r-gliedrigen Gruppe Xxf • • • Xrf als Punkte eines fr — iffach ausgedehnten Paumes, indem man e, • • • er als homogene Coordinaten in diesem Baume auffasst, so findet Folgendes statt: Werden auf eine bestimmte infinitesimale Transformation e°Xf+ \-er°Xrf der Gruppe alle Transformationen einer bestimmten eingliedrigen Gruppe: 2,°XfH..— 2,° Xr f ausgeführt, so beschreibt der Bildpunkt der Transformation e°X|f+-----\-erQXrf eine Curve, deren Tangente im Punkte e,° : • • • : e,° man erhält, wenn man diesen Punkt mit dem Bildpunkte der infinitesimalen Transformation (X A,° Xrf, X ex° Xkf) durch eine Gerade verbindet; werden andererseits auf die infinitesimale Transformation XA,°X,f alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Ze Xif ausgeführt, so beschreibt der Rildpunkt der Transformation ElyXyf eine Curve, deren Tangente im Punkte A,° : • • • : 2,° man erhält, wenn man diesen Punkt mit dem Bildpunkte der infinitesimalen Transformation (X 2,° Xvf, XeXxf) durch eine Gerade verbindet.

	
Kapitel 17.



Zusammensetzung und. Isomorphismus.

Viele Aufgaben, die man über eine r-gliedrige Gruppe X^f-^Xrf stellen kann, erfordern zu ihrer Lösung nur die Kenntniss der Constanten C/ks in den Relationen:

(X, X,) =X c. ■ X.f.

So haben wir zum Beispiel gesehen, dass die Bestimmung aller Untergruppen der Gruppe Xf • • • Xrf nur von den Constanten c^ abhängt und genau dasselbe gilt auch von der Bestimmung aller Typen von Untergruppen (vgl. Theorem 33, S. 210 und Kapitel 16, S. 280 und 281).

Es erhellt hieraus, dass die Constanten c^s an und für sich schon gewisse Eigenschaften der Gruppe Xxf • ■■ Xrf abspiegeln. Für den Inbegriff dieser Eigenschaften führen wir eine besondere Bezeichnung ein, wir nennen ihn die Zusammensetzung der Gruppe und sagen daher, dass die Constanten Cis in den Relationen

	
	
(1)                  (X, X) = 2 c. • Xsf





die Zusammensetzung der r-gliedrigen Gruppe Xif • • • Xrf bestimmen.

§ 80.

Das System der c^s, welches die Zusammensetzung der r-gliedrigen Gruppe Xif • • • Xrf bestimmt, ist seinerseits nicht vollständig bestimmt. Die einzelnen ciks erhalten nämlich im Allgemeinen andere Zahlenwerthe, wenn man an Stelle von Xf • • • Xrf irgend r andere unabhängige infinitesimale Transformationen e XfH. — erXrf derselben Gruppe auswählt.

Theorie der Transformationsgruppen.
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Hieraus folgt, dass zwei verschiedene Systeme von c^ unter Umständen die Zusammensetzung einer und derselben Gruppe darstellen können. Wie aber erkennen, ob sie das thun?

Wir gehen aus von den Relationen:

	
	
(1)                (X, X,) = > C^g • Xsf c,*—i • • • r) ,





welche zwischen r bestimmten unabhängigen infinitesimalen Transformationen Xxf ■ • • Xrf unsrer Gruppe bestehen. Wir suchen die allgemeine Form der Relationen, durch welche r beliebige unabhängige infinitesimale Transformationen &,f • • • ^rf der Gruppe Xif ■ ■ • Xrf verknüpft sind.

Haben die betreffenden Relationen die Form:
[image: ]

so ist das System der Constanten ciks das allgemeinste, welches die Zusammensetzung der Gruppe Xf: ■ • Xrf darstellt. Es handelt sich daher nur um die Berechnung der c'iks.

Da &f • • • y,rf beliebige unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe Xf • • • Xrf sein sollen, so ist:

&/=X}hX,f a=1..n),

i

wo die Constanten hkj alle möglichen Werthe annehmen können, welche die Determinante

D = Z± h11 • • • h,7

nicht zum Verschwinden bringen.

Durch Ausrechnung ergiebt sich:

*n Cjns ■ Xsf;

andererseits folgt aus (2):

Vergleichen wir diese beiden Ausdrücke für (X;R.) mit einander und berücksichtigen, dass Xrf-" Xrf unabhängige infinitesimale Transformationen sind, so erhalten wir die Relationen:
[image: ]

Unter den gemachten Voraussetzungen lassen sich diese Gleichungen nach den Ciez auflösen, also wird:

	
	
	
(4)               Chae = » ) । 87 X ^ö lkm | CJ'^s







(i, %, (= 1 • • • r).

Hiermit ist nach dem Obigen die allgemeine Form aller Con-, stantensysteme gefunden, welche die Zusammensetzung der Gruppe Xf--- Xrf bestimmen. Zugleich haben wir wenigstens theoretisch die Möglichkeit, zu entscheiden, ob ein vorgelegtes System von Constanten c^ die Zusammensetzung der Gruppe Xf-.X,f bestimmt; es besitzt nämlich diese Eigenschaft offenbar dann, aber auch nur dann, wenn man in (4) die Parameter hxj so wählen kann, dass Cis = ciks wird. —

Sind zwei 7-gliedrige Gruppen vorgelegt, so können wir die Zusammensetzungen derselben mit einander vergleichen. Offenbar sind wir durch die obigen Entwickelungen in den Stand gesetzt, zu entscheiden, ob die beiden Gruppen ein und dieselbe oder ob sie verschiedene Zusammensetzung haben. Auf die Zahl der Veränderlichen, welche in den beiden Gruppen auftreten, brauchen wir dabei offenbar keine Rücksicht zu nehmen.

Zwei r-gliedrige Gruppen, welche ein und dieselbe Zusammensetzung hohen, bezeichnen wir als gleichzusammengesetzt.

Sind               n

Xf = X 5 (x,a„) 3 a=1.f)

unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe und m

Yf = 2 "a (1 ‘ ‘ ' I) 3 y   C=1r) unabhängige infinitesimale Transformationen einer zweiten, bestehen ausserdem die Relationen

(X, X,) = X CikS • Xsf,

so sind diese beiden Gruppen offenbar dann, aber auch nur dann gleichzusammengesetzt, wenn sich unter den infinitesimalen Transformationen eYif — • • • — erYrf der ziveiten r solche von einander unabhängige Dif ** ^rf angeben lassen, dass die Relationen

(.9)-ZcD/ identisch stattfinden.

Haben die zwischen Yf. • • Yrf stattfindenden Relationen die Form (Y, Y) =2 c. • Y,f,

so können wir sagen: die beiden Gruppen sind dann und nur dann gleichzusammengesetzt, wenn es möglich ist, in den Gleichungen (4) die Parameter h^ so zu wählen, dass jedes Ciks dem entsprechenden cas gleich wird.

Man kann auch die Zusammensetzung solcher Gruppen vergleichen, die nicht beide dieselbe Anzahl von Parametern haben. Ermöglicht wird das durch die Einführung des allgemeinen Begriffes: Isomorphismus.

Die r-gliedrige Gruppe Xif • • • Xrf:

r (X; X) -2 ^s ' X,f

1

nennen wir isomorph mit der {r — g)-gliedrigen: Yf.- Yr—qf, wenn es möglich ist, in der fr— ffgliedrigen r infinitesimale Transformationen

D/= hm • Y, f + • • • + h^r—q • Yr—qf

(Je = 1 • • • r)

so auszuwählen, dass nicht alle fr — f)-reihigen Determinanten der Matrix hi ‘ h^^—q

hrl ’ hr^,—q

verschwinden, und dass zugleich die Delationen

(D9) =2c9/

1 identisch bestehen.

Es finde Isomorphismus in diesem Sinne statt, und es seien 9f • • • ^rf bereits in der angegebenen Weise gewählt. Ordnen wir dann der infinitesimalen Transformation eXif— ••• — erXrf der 7-gliedrigen Gruppe stets die infinitesimale Transformation

	
	
	
	
e, D/++6 9/









der fr—q)-gliedrigen zu, welche Werthe auch die Constanten e^-’-Cr haben mögen, so findet offenbar Folgendes statt: wenn Yf diejenige Transformation der fr — q)-gliedrigen Gruppe ist, welche der Transformation Erf der anderen Gruppe zugeordnet ist, und wenn in entsprechender Weise Yf der Transformation =,f zugeordnet ist, so entspricht stets der Transformation (Y, Y2) die Transformation (=1 =2). Wir drücken das kürzer so aus: durch die angegebene Zuordnung der infinitesimalen Transformationen beider Gruppen zu einander sind die Gruppen isomorph auf einander bezogen. Augenscheinlich ist diese isomorphe Beziehung vollständig bestimmt, wenn man weiss, dass Xtf •. Xrf bezüglich den Transformationen Df- • • ^rf zugeordnet sind.

Man unterscheidet zwischen holoedrischem und meroedrischem Isomorphismus. Der holoedrische tritt ein, wenn die Zahl q, welche in der Definition des Isomorphismus vorkommt, den Werth Null hat; der meroedrische, wenn q grösser ist als Null. Dementsprechend sagt man, dass die beiden Gruppen holoedrisch oder meroedrisch isomorph auf einander bezogen sind, jenachdem.

Augenscheinlich ist die Eigenschaft des Gleichzusammengesetztseins zweier Gruppen ein besonderer Fall des Isomorphismus; zwei gleichzusammengesetzte Gruppen sind nämlich stets holoedrisch isomorph, und umgekehrt.

Zwei meroedrisch isomorphe Gruppen sind zum Beispiel die beiden: of „of 2 3f 0f


und:



0x, ‘ 1 0x1 ‘ 1 0x, ‘ Ox,

of 0f 2 0f 03,’ 31 ^yi’ ‘31 dy^ ’ mit bezüglich vier und drei Parametern. Wir erhalten diese Gruppen meroedrisch isomorph auf einander bezogen, wenn wir den vier in-finitesimalen Transformationen:

X f XPL of x f = x2 — x f_ of । 3f 4   "1 dx^       41 dx^ Fax, 7 0x, der einen etwa die folgenden vier:

»-% 9/-»%, 9/ - w 6%, 9/ - % der andern zuordnen.

Auch in der Substitutionentheorie redet man von isomorphen Gruppen, doch definirt man da den Isomorphismus anscheinend anders als hier geschehen1). Wir werden uns später (vgl. Kap. 21, die Parametergruppe) überzeugen, dass nichtsdestoweniger der aus unserer Definition folgende Begriff des Isomorphismus sich vollkommen mit demjenigen deckt, welchen man erhält, sobald man die Definition der Substitutionentheorie direkt auf die Theorie der endlichen continuirlichen Gruppen überträgt.

Jetzt werden wir zunächst einige einfache Folgerungen aus unsrer Definition des Isomorphismus ziehen.

Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, dass zu jeder r-gliedrigen Gruppe Xif • • • Xrf eine gewisse lineare homogene Gruppe gehört, die adjungirte Gruppe, wie wir sie genannt haben. Aus den Relationen, welche zwischen den infinitesimalen Transformationen der adjungirten Gruppe bestehen (vgl. Kap. 16, S. 275), erhellt unmittelbar, dass die Gruppe Xf • • • Xrf mit ihrer Adjungirten isomorph ist; holoedrisch isomorph sind allerdings beide Gruppen nur dann, wenn die Gruppe Xxf • • • Xrf keine ausgezeichnete infinitesimale Transformation enthält, denn nur in diesem Falle ist die adjungirte Gruppe y-gliedrig, während sie sonst stets weniger als r Parameter enthält. Also:

Theorem 51. Zu jeder r-gliedrigen Gruppe X±f • • • Xrf gielt es eine isomorphe lineare homogene Gruppe, nämlich die zugehörige adjungirte Gruppe; holoedrisch isomorph ist dieselbe mit der Gruppe Xxf ■ • • Xrf nur dann, wenn diese letztere heine ausgezeichnete infinitesimale Transformation enthält.

Wir gehen hier nicht auf die Frage ein, ob auch zu jeder solchen r-gliedrigen Gruppe, welche ausgezeichnete infinitesimale Transformationen enthält, eine holoedrisch isomorphe lineare homogene Gruppe angegeben werden kann. Doch wollen wir an Beispielen zeigen, dass dies jedenfalls in vielen Fällen möglich ist, auch wenn die gegebene r-gliedrige Gruppe ausgezeichnete infinitesimale Transformationen enthält.

Die r-gliedrige Gruppe Xrf • • • Xrf enthalte gerade r — m unabhängige ausgezeichnete infinitesimale Transformationen, und es seien Xtf • • • Xrf so gewählt, dass Xm^f• • • Xrf ausgezeichnete Transformationen sind; dann bestehen zwischen Xrf • • • Xrf Relationen von der Form:

(X, Xf) = ©„» •xf+.+ c^r • Xrf (X, Xm+x) = (X+ Xm^j) = 0 (u, v = 1 • • • m; k, j = 1 • • • r—m).

In der zugehörigen adjungirten Gruppe E,f • • • Erf giebt es nur m unabhängige infinitesimale Transformationen: Exf • • • Emf, während Em^xf • • • Erf identisch verschwinden, es sind daher Ef • • • Emf durch die Relationen verknüpft:

(E^i Ef) = c^r\ • E^ f + • • • + Cusm • Emf.

Verschwinden nun insbesondere alle c^^^m+i' • • c^vr, so lässt sich stets eine r-gliedrige lineare homogene Gruppe angeben, welche mit der Gruppe Xrf ■ ■ • Xrf holoedrisch isomorph ist. In diesem Falle erzeugen nämlich Xrf ■ • • Xmf an und für sich eine m-gliedrige Gruppe, zu welcher die Gruppe Erf • • • Emf holoedrisch isomorph ist. Setzen wir daher

	
—m+1 T   €r+1       » **     -- C2r— m 2,    2



C‘r+1                    °e2r—m

so erzeugen offenbar die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen: Exf---Emf, E+f...E,f eine lineare homogene zu der Gruppe Xtf • • • Xrf holoedrisch isomorphe Gruppe.

Aber auch in solchen Fällen, wo nicht alle Cu,v,m++1 • • • c^r verschwinden, kann man oft leicht eine holoedrisch isomorphe lineare homogene Gruppe angeben. Als Beispiel diene die dreigliedrige Gruppe X±f^ X2f, X3f:

(x, x,) = X,f, (x, x,) = (x, x,) = 0, welche eine ausgezeichnete infinitesimale Transformation enthält, nämlich Xaf; sie ist holoedrisch isomorph mit der linearen homogenen Gruppe:

	
-f = “a 8c, ‘ Eaf= “1 aa,’ Ef = “a 8«, '



Die Constanten ciks in den Gleichungen:

r

(!)              (X,X,) = X)cX,f

befriedigen, wie wir in Kap. 9, S. 170 gesehen haben, die Relationen: ^iks — ^kis :—' 0

v 1 Cikv ^VJS -Ckjv ^v^s — Cjiv ^Tks / =— 0 1) (i, k, j, s = 1 • • • r).

Mit Hülfe dieser Relationen gelang es uns in Kap. 16, S. 274 zu beweisen, dass die r infinitesimalen Transformationen

	
	
(6)               E^f = 2 Cj^k 6j 8e,   (=1**r)





kj

der zur Gruppe Xxf • • • Xrf adjungirten Gruppe paarweise in den Beziehungen

	
	
(7)             (E, E) =Xc„E,f





i stehen.

Bei diesem Beweise der Relationen (7) haben wir aber weiter nichts benutzt als den Umstand, dass die Ciks den Gleichungen (5) genügten, namentlich haben wir davon keinen Gebrauch gemacht, dass wir die Existenz von r unabhängigen infinitesimalen Transformationen Xif • - • Xrf kannten, welche durch die Relationen (1) verknüpft -waren. Durch die citirten Entwickelungen ist daher bewiesen, dass die r infinitesimalen Transformationen (6) stets dann in den Beziehungen (7) stehen, wenn die ciks den Gleichungen (5) genügen.

Kennen wir demnach, ein System von ciks, welches die Relationen (5) befriedigt, so können wir sofort r lineare homogene infinitesimale Transformationen Exf • • • Erf angeben, die Transformationen (6) nämlich, welche paarweise in den Beziehungen:

r

( E; E) = X Ciks ' E, f

1 stehen.

Selbstverständlich erzeugen die so erhaltenen infinitesimalen Transformationen Ef • • • Erf eine Gruppe und zwar eine mit r oder weniger Parametern; eine mit gerade r Parametern erzeugen sie offenbar nur dann, wenn sie von einander unabhängig sind, wenn es also unmöglich ist, die Gleichungen:

91 2 Ef + ■ ' ■ + 9r • ^Erf = 0 oder die 72 damit äquivalenten Gleichungen:

91 Cjlk + 92 Cj2k + • • • + 9r Cjrk = 0   0,1=1:/) durch r nicht sämmtlich verschwindende Grössen gr - ^ ■ gr zu befriedigen.

Damit haben wir das

Theorem 52.2) Wenn die Constanten ciks o,k,s = i • • • r) solche Werthe besitzen, dass alle Relationen von der Form:

Ciks — Ckis -- 0

[image: ]


[image: ]

,                        (i, k, j, s — 1 ■ • • r) befriedigt sind, so stehen die r linearen homogenen infinitesimalen Transformationen'.

F^f = X Cj^k Cj %  --1- n

kj

paarweise in den Beziehungen:

{Ei Ef) => ciks -Esf (,A=1- r)

i

und erzeugen daher eine lineare homogene Gruppe. Sind die 0^ insbesondere so beschaffen, dass nicht alle r-reihigen Determinanten verschwinden, deren Horizontalreihen die Form haben:

| CjXk Cj^k ’ ’ ’ Cjrk |       (j, k = 1 ’ ’ ‘ 7),

so sind E^f- ■ • Erf unabhängige infinitesimale Transformationen und erseugen eine r-gliedrige Gruppe, deren Zusammensetzung durch das System der c^ bestimmt wird, und welche heine ausgezeichnete infinitesimale Transformation enthält. In allen andern Fällen hat die von Ef. • • Erf erzeugte Gruppe zveniger als r Parameter.

§ 81-

Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen legen die Vermuthung nahe, dass überhaupt jedes System von ciliS, welches die Relationen (5) befriedigt, die Zusammensetzung gewisser y-gliedriger Gruppen darstellt. Diese Vermuthung entspricht der Wahrheit, es gilt wirklich der folgende

Satz 1. Besitzen die Constanten c^s ä. I,s=1..:r) solche Werthe, dass die Delationen:

Viks | ('k is :     0

( )                     X ! ^ikv ^vjs + ^kjv ^vis -- Chi (>vks-- 0

[i,k, j, s = 1 • • • r)

erfüllt sind, so giebt es stets in einem Eaume von geeigneter Dimensionenzahl r unabhängige infnitesimale Transformationen X±f• • • Xrf, welche paanveise in den Beziehungen

r

(Xi X) = > Cis • Xsf stehen und daher eine r-gliedrige Gruppe von der Zusammensetzung c^ erzeugen.

Wir unterdrücken den Beweis für diesen wichtigen Satz einstweilen, um nicht zu weit abschweifen zu müssen, und werden diesen Beweis erst im nächsten Abschnitte bringen. Doch werden wir natürlich bis dahin von dem Satze so wenig als möglich Gebrauch machen.

Aus dem Satze 1 geht hervor, dass der Inbegriff aller möglichen Zusammensetzungen von r-gliedrigen Gruppen durch den Inbegriff aller Systeme von ciJcs, welche die Gleichungen (5) befriedigen, dargestellt wird. Kennt man alle solchen Systeme von c^s, so kennt man damit zugleich alle Zusammensetzungen von r-gliedrigen Gruppen.

Nun aber giebt es, wie wir auf S. 291 gesehen haben, im Allgemeinen unendlich viele Systeme von Ciks, welche ein und dieselbe Zusammensetzung darstellen; ist ein System von c^s gegeben, das eine Zusammensetzung darstellt, so findet man alle Systeme c^s, welche dieselbe Zusammensetzung darstellen, vermittelst der Gleichungen (4), unter den hkj willkürliche Parameter verstanden. Wenn man daher alle Systeme von CikS kennt, welche den Gleichungen (5) genügen, so bedarf es noch einer besonderen Untersuchung, um festzustellen, welche von diesen Systemen verschiedene Zusammensetzungen darstellen. Um diese Untersuchung durchführen zu können, müssen wir zunächst die Gleichungen (4) etwas näher betrachten.

Sehen wir für den Augenblick davon ab, dass die Ciu durch Relationen verknüpft sind; betrachten wir vielmehr die c^ und ebenso die c'iks als von einander unabhängige Veränderliche. Es wird sich zeigen, dass bei Zugrundelegung dieser Auffassung die Gleichungen (4) eine continuirliche Transformationsgruppe in den Veränderlichen ciks und mit den Parametern hkj darstellen.

Um die eben behauptete Eigenschaft der Gleichungen (4) zu beweisen, werden wir direkt zwei Transformationen (4) oder, was dasselbe ist, zwei Transformationen:

r                           1 • • • r

	
(3)                   D ^rts Cikn -- 2 ^ij ^kn Cjrs



1                   j 7

(i, k, s = 1 • • - r) nach einander ausführen.

Zuerst gehen wir also vermöge der Transformation (3) von den Ciks zu den c'iks über und sodann von den c[kS zu den Cis vermöge der Transformation:

r                           1 • •-r

	
(3 )                   X ^ns C'ikrt — 2 hs ^kn ^jns •



1                      j n

Auf diese Weise erhalten wir eine neue Transformation, deren Gleichungen sich ergeben, wenn die c'iks aus (3) und (3') weggeschafft werden. Zu beweisen ist, dass diese neue Transformation die Form hat:

r

	
(3 )                   X ^its Cikrt = 2 ^ij lkn CjUs,



1                    j 7 wo die h" Functionen der h und der h' allein sind.

Wir multipliciren (3') mit hsa und summiren nach s; dann bekommen wir:

so Cjns, oder wegen (3):

Das ist die besprochene neue Transformation; sie verwandelt sich in (3"), wenn gesetzt wird:

l%o — 2 lir, Pgo-

i

Damit ist bewiesen, dass die Transformationen (4) wirklich eine Gruppe bilden.

Wir behaupten nun, dass die Transformationen dieser Gruppe das Gleichungensystem (5) invariant lassen.

Es seien die c^s ein System von Constanten, welches die Relationen (5) befriedigt, welches also nach Satz 1 die Zusammensetzung einer gewissen r-gliedrigen Gruppe darstellt. Dann stellt, wie wir wissen, das System der c^s, welches durch die Gleichungen (4) bestimmt wird, ebenfalls eine Zusammensetzung dar, nämlich dieselbe Zusammensetzung wie jenes System der Cixs; folglich genügen auch die Cis Relationen von der Form (5). Die Transformationen (4) führen demnach jedes Werthsystem cilcs, welches (5) erfüllt, in ein Werthsystem Ciks von derselben Beschaffenheit über, das heisst, sie lassen das System der Gleichungen (5) invariant, was eben unsere Behauptung war.

Deuten wir nunmehr die 73 Veränderlichen c^s als Punktcoordinaten in einem Raume von 73 Dimensionen.

In diesem Raume wird durch die Gleichungen (5) eine gewisse Mannigfaltigkeit M ausgeschieden, welche bei den Transformationen der Gruppe (4) invariant bleibt. Jeder Punkt von M — so können wir sagen — stellt eine Zusammensetzung r-gliedriger Gruppen dar, und umgekehrt wird jede mögliche Zusammensetzung r-gliedriger Gruppen durch gewisse Punkte von M dargestellt. Zwei verschiedene Punkte von M stellen ein und dieselbe Zusammensetzung dar, wenn es in der Gruppe (4) eine Transformation giebt, welche den einen Punkt in den andern überführt.

Ist daher P irgend ein Punkt von M, so fällt der Inbegriff aller Lagen, welche P bei den Transformationen der Gruppe (4) annimmt, zusammen mit dem Inbegriff aller Punkte, welche dieselbe Zusammensetzung darstellen wie P. Wir wissen von früher her (Kap. 14, S. 225), dass dieser Inbegriff von Punkten eine bei der Gruppe (4) invariante Mannigfaltigkeit bildet und zwar eine sogenannte kleinste invariante Manni gfaltigkeit.

Hieraus ergiebt sich, dass man folgendes Verfahren einzuschlagen hat, um alle verschiedenen Zusammensetzungen r-gliedriger Gruppen zu finden:

Man bestimme alle auf M gelegenen kleinsten Mannigfaltigkeiten, welche bei der Gruppe (4) invariant bleiben; auf jeder solchen Mannigfaltigkeit wähle man irgend einen Punkt Ciks: die Werthsysteme ciks, welche zu den gewählten Punkten gehören, stellen dann alle verschiedenen Zusammensetzungen r-gliedriger Gruppen dar.

Da die endlichen Gleichungen der Gruppe (4) vorliegen, so ist die Bestimmung der kleinsten invarianten Mannigfaltigkeiten als eine ausführbare Operation zu betrachten; sie erfordert blos die Auflösung algebraischer Gleichungen.

Wir haben hiermit das

Theorem 53. Die Bestimmung aller wesentlich verschiedenen Zusammensetzungen von r-gliedrigen Gruppen erfordert blos algebraische Operationen.

§ 82.

Es sei jetzt Xf • • • Xrf eine r-gliedrige Gruppe Gr von der Zusammensetzung:

(X, Xf) = X Ciks • Xsf.

i

Ferner sei Yf • • • Yr—qf eine (r — q)-gliedrige mit der Gr isomorphe Gruppe und zwar eine meroedrisch isomorphe, so dass also q grösser ist als Null. Diese zweite Gruppe wollen wir kurz mit Gr—q bezeichnen.

Die beiden Gruppen seien in der auf S. 292 u. 293 angegebenen Weise isomorph aufeinander bezogen; in der Gr—q seien also r infinitesimale Transformationen Df. • • ^rf ausgewählt, welche in den Beziehungen

r

(9. ^k) =X Ciks • ^sf

1 stehen, dabei seien ^^f • • • ^r-qf von einander unabhängig, dagegen 9,-q+if• • • ^rf durch die Identitäten:

	
(8)       D,—f =dD/++ dk, r—q • ^r—qt



{k = 1 • • • 2) definirt.

Unter den gemachten Voraussetzungen ist offenbar:

^f, D-/-2 d. ^f) = 0

(= 1 . • • r, *=1.2), oder

2C, r—7+, s 2 d/c/i Cjus | ^sf--- 0 .

Ersetzen wir hier ^^^f ■ • • ^rf durch ihre Werthe (8), so erhalten wir lineare Relationen zwischen ^if--- ^r—qf] solche Relationen können aber offenbar nur dann bestehen, wenn die Coefficienten jedes einzelnen 9f • • • 9,—f den Werth Null besitzen.

Aus dem Verschwinden dieser Coefficienten folgt, dass die rq Ausdrücke

[image: ]

Cj, ?—q+k, s




[image: ]



aus den q infinitesimalen Transformationen

?—9

	
(9)           ^r—q+kf - > d^t • Xu f &=1:



1

allein linear abgeleitet werden können. Anders ausgesprochen: die q unabhängigen infinitesimalen Transformationen (9) erzeugen eine q-gliedrige invariante Untergruppe der Gruppe Xf.X,f.

Theorem 54. Ist die fr— g)-gliedrige Gruppe YJ--- Yrf isomorph mit der r-gliedrigen: Xif • • • Xrf, und sind Df • • • ^rf solche infinitesimale Transformationen der (r — q)-gliedrigen Gruppe, dass erstens Df • • • ^r-qf von einander unabhängig sind, während 9,—4+1 • • • ^rf sich aus Df • ■ • ^r—qf linear ableiten lassen:

^r—q-\.kf = dkl ’ ^if ++ d, ,, ' D- q f  a=1» und dass zweitens mit den Relationen

(X,X) =X]ex,f

zugleich die analogen Relationen

(.9) =XloD/

bestehen, so erzeugen die q infinitesimalen Transformationen:

Xr—q+/    dkl ’ X1 f ' ' '    dk^ r—q • Xr—qf   (*=1:9)

eine g-gliedrige invariante Untergruppe der Gruppe Xxf--'Xrf.

Die Gr: X,f ■ ■ • Xrf und die Gr—p Y1f • • • Yr^f sind, wie wir wissen, isomorph auf einander bezogen, wenn wir jeder infinitesimalen Transformation von der Form: e Xf — • • •erXrf die infinitesimale Transformation:

r                  r—q ( q

X er Dif -X | ek + > er-q+j djk | I. f

zuordnen.

Bei dieser Zuordnung sind offenbar diejenigen infinitesimalen Transformationen der Gr, welche der q-gliedrigen Gruppe (9) angehören, die einzigen, denen identisch verschwindende infinitesimale Transformationen der Cr,—7 entsprechen. Folglich entspricht im Allgemeinen jeder eingliedrigen Untergruppe der G, eine ganz bestimmte eingliedrige Untergruppe der G,—7, nur den eingliedrigen Untergruppen der Gruppe (9) entsprechen keine eingliedrigen Untergruppen der G-r—q, die zu geordneten eingliedrigen Gruppen reduciren sich nämlich auf die identische Transformation. Umgekehrt entsprechen ein und derselben eingliedrigen Untergruppe h,9f — ••• — h,—q 9— qf der G-r—q im Ganzen 00% verschiedene eingliedrige Untergruppen der Gr, nämlich alle von der Form:

r—q               q (              r—Q          1

X hXif + 2 ^j^-r—q-[-j t — 2 ^jn • X,f , wo A, • • • Xq willkürliche Constanten bezeichnen.

Ein gewisses Entsprechen findet nun überhaupt zwischen den Untergruppen der Gr und der Gr—q statt.

Erzeugen irgend m von einander unabhängige infinitesimale Transformationen

lu1 • Xif — • • ♦ — l^r • Yrf   (u =1** m) der Gr eine m-gliedrige Untergruppe, so erzeugen offenbar die m infinitesimalen Transformationen

r               r—I (        I             1

	
	
X lua • Dif = XLua +    l„, - d I Dif





(u = 1 • • • in')

eine Untergruppe der Gr—q. Diese Untergruppe ist höchstens m-gliedrig, sie ist insbesondere nullgliedrig, das heisst, sie besteht nur aus der identischen Transformation, wenn jene m-gliedrige Untergruppe der Gr in der q-gliedrigen Gruppe (9) enthalten ist, und zwar offenbar nur in diesem Falle.

Erzeugen umgekehrt irgend m‘ unabhängige infinitesimale Transformationen

	
	
	
l,1    • Dif + • ‘ ‘ + Lu, r—q ■ ^r—qf "=1 m)







eine m’-gliedrige Untergruppe der Gr—q: Yif • • • Yr—qf, so erzeugen stets die m' infinitesimalen Transformationen

^1 • X1 f + • • • + lu, r—q • Yr—qf (-1—* m) zusammen mit den q Transformationen

Yi—4+% f   da X, f * ■ ■   d^ r—2 Yr—qf   (=17) eine (m‘ — q)-gliedrige Untergruppe der Gr.

Wir sehen hieraus, dass jeder Untergruppe der Gr eine ganz bestimmte Untergruppe der Gr—q entspricht, welche allerdings unter Umständen blos aus der identischen Transformation besteht; und ferner, dass jeder Untergruppe der Gr-q mindestens eine Untergruppe der Gr entspricht. Kennen wir alle Untergruppen der Gr und bestimmen wir alle ihnen entsprechenden Untergruppen der Gr—q, so erhalten wir alle Untergruppen der Gr—q. Es gilt also der

Satz 2. Hat man eine r-gliedrige Gruppe, von der man alle Untergruppen hennt, isomorph auf eine (r — q)-gliedrige Gruppe bezogen, so Icann man sofort auch alle Untergruppen der (r — qfgliedrigen Gruppe angeben.

Es sei Xf • • • Xrf oder kurz Gr eine r-gliedrige Gruppe von der Zusammensetzung:                , (X, X) =X\oX,f.

1

Wir wollen untersuchen, welche verschiedenen Zusammensetzungen eine mit der Gr meroedrisch isomorphe Gruppe haben kann.

Bis jetzt wissen wir nur Folgendes: Lässt sich die Gr auf eine (r—q)-gliedrige Gruppe isomorph beziehen, so giebt es in der Gr eine ganz bestimmte q-gliedrige invariante Untergruppe, welcher in der fr — q)-gliedrigen Gruppe die identische Transformation entspricht. Wir behaupten nun, dass sich dieser Satz folgendermassen umkehren lässt: Enthält die Gr eine q-gliedrige invariante Untergruppe, so giebt es stets eine (r—q)-gliedrige, mit der Gr isomorphe Gruppe Gr—^, welche sich derart isomorph auf die Gr beziehen lässt, dass der q-gliedrigen invarianten Gruppe der Gr innerhalb der Gr—q die identische Transformation entspricht.

Der Bequemlichkeit wegen denken wir uns die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen Xif • • • Xrf so gewählt, dass Xr—q^f • ■ • Xrf die bewusste invariante Untergruppe der Gr erzeugen. Dann kommt unsere Behauptung offenbar darauf hinaus, dass es in irgend welchen Veränderlichen yt, y2 -, r infinitesimale Transformationen Df‘"^rf giebt, welche die folgenden beiden Bedingungen erfüllen: erstens müssen 9,—q+if ‘--^rf identisch verschwinden, während Dif • * (9— gf von einander unabhängig sind und zweitens müssen die Relationen

	
(10)    (D9) = c Df ++ 6Df  «, i = l---r) identisch bestehen.



Da X,—+if: ■ • Xrf eine in der Gr invariante Untergruppe erzeugen, so sind alle c^x, c^ • • • Ciic,r—q gleich Null, in denen wenigstens einer der beiden Indices i und k grösser ist als r—q. Setzen wir demnach in den Relationen (10) die infinitesimalen Transformationen 9,—q+if • • • ^rf sämmtlich gleich Null, so werden alle Relationen, in denen i und k nicht beide kleiner sind als r — q — 1, identisch befriedigt und wir behalten blos die folgenden Relationen zwischen Df • ' • D—f:

	
(11)    (D9) = © Df + + C,-9-f (,2=1.-).



Es braucht daher nur bewiesen zu werden, dass es r — q unabhängige infinitesimale Transformationen Df • • • 9,—qf giebt, welche durch die Relationen (11) verknüpft sind oder, was dasselbe ist: dass es eine (r — q)-gliedrige Gruppe giebt, deren Zusammensetzung durch das System der Constanten c& (i, 3, s =1:7—9) dargestellt wird.

Um das zu beweisen, gehen wir davon aus, dass für i, k,j =1. — q die Jacobische Identität:

((X,X)x) + ((X,X,)x) + (X,X)x,) = 0, besteht, die sich auch schreiben lässt:

i l Ciku (X, X) — Ciju (Xu -^i) — Qi,u (Xu X)—

+ 2 (X,—q-\-nf) Cik, r—#+r ^jf + CN, r—-+ ^-if + Gji} r—q+i Xf) =0.

	
	
1    “





Entwickeln wir hier die linke Seite vollständig und berücksichtigen, dass die Coefficienten von Xif-X,—f verschwinden müssen, so erhalten wir zwischen den Constanten c^, welche in (11) vorkommen, die folgenden Relationen: r—q ( 2 । Ciku Cui + Gkj^i C^iv | Cjia C^v 1


=== 0



(i, k,j,‘=1 4 r—q) ■

Dieselben zeigen, dass die c^s (, x,s, =1.7—9) eine Zusammensetzung in dem früher definirten Sinne bestimmen. Wie S. 297 bemerkt wurde, giebt es ja sicher (r — g)-gliedrige Gruppen, deren Zusammensetzung durch die ciks (i, k, s =17—9) bestimmt wird.

Damit ist die oben aufgestellte Behauptung bewiesen. Nehmen wir noch hinzu, was wir schon vorher wussten, so erhalten wir den 3)

Satz 3. Kennt man alle invarianten Untergruppen der r-gliedrigen Gruppe XJ-^Xrf-.

(X,X,) =X] cX,f,

so hann man alle Zusammensetzungen angeben, welche eine mit der Gruppe Xxf - • • Xrf meroedrisch isomorphe Gruppe haben liann.

Um die betreffenden Zusammensetzungen wirklich aufzustellen, muss man folgendermassen verfahren:

Erzeugen die q>0 unabhängigen infinitesimalen Transformationen

Jui • X, f + • • • + g^r • Xrf (=1:2)

eine q-gliedrige invariante Untergruppe der Gruppe: Xxf---Xrf, oder kurz Gr, so setze man:

9i-a' Dif + + g^ ■ ^rf — 0 (u =1:9), löse nach q von den r Ausdrücken Df • • • ^rf auf und eliminire darnach dieselben aus den Relationen:

(D9) =SloDr.

Zwischen den r — q übriggebliebenen der Ausdrücke Df • • • ^rf erhält man dann Relationen, welche die Zusammensetzung einer (r — q)-gliedrigen mit der Gr isomorphen Gruppe definiren. Verfährt man in dieser Weise bei jeder einzelnen invarianten Untergruppe der Gr, so erhält man alle die gewünschten Zusammensetzungen.

Da jede Gruppe ihre eigene invariante Untergruppe ist, so er-giebt sich, dass zu jeder r-gliedrigen Gruppe Gr eine meroedrisch isomorphe Gruppe existirt, die Gruppe nämlich, welche von der identischen Transformation gebildet wird. Ist die Gr einfach (vgl. Kap. 15, S. 264), so ist offenbar die identische Transformation die einzige mit ihr meroedrisch isomorphe Gruppe.

§ 83.

Wir betrachten in diesem Paragraphen einige wichtige Fälle, in denen Gruppen auftreten, die zu einer vorgelegten Gruppe isomorph sind. Die r-gliedrige Gruppe:

	
	
	
X, / 2 su (x, • * ■ &n) 84 (e = 1 ■ ■ 7) i                                       i des Raumes 21 • • • Xn sei imprimitiv und es sei:







M(xi •%„) == const., • • • Un—q (x, • • • X„) = const. eine bei der Gruppe invariante Zerlegung des Raumes in oon—9 q-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten.

Theorie der Transformationsgruppen.                                      20

Nach Kap. 13, S. 222 befriedigen die n — q von einander unabhängigen Functionen M, • • • Un—q Relationen von der Form:

Xx U, = CO)v (M, • • • Un_q) (k—l---r, v =1 • • • n—2) ;

es stellen daher die r Ausdrücke:
[image: ]

(k = i • ■ • r)


ebensoviele infinitesimale Transformationen in den Veränderlichen M1 • • • Un—^ dar. Wir behaupten, dass Xf • • • Xrf eine mit der Gruppe Xxf ■ • • Xrf isomorphe Gruppe erzeugen.

Zum Beweise bilden wir:

X(()—X(X,() -X ,0- X,o,) %,

= 2 (X C — X* Cm) ou, i nun ist:

X (X,(f)) - X, (X,(/) =2] Ciks-Xsf, oder, wenn wir uv an Stelle von f einsetzen:

r                     r

	
	
	
X, COx X, C0,y -- 2 Ciks' X,",= Ciks C0, ,







1                         1 also ergiebt sich durch Einsetzung des gefundenen Werthes von Xi G)ky Xk Civ . X,(X,(f) - x,(X,(F») -2] 5 c. c„ %4, oder, was auf dasselbe hinauskommt: (X,X,) =XeX,f.

Das aber war zu beweisen.

Die Gruppe Xf... Xrf hat eine sehr einfache begriffliche Bedeutung.

Aus der Definition der Imprimitivität folgt, dass der Inbegriff der oon—! Mannigfaltigkeiten Mi = const., • • • un—q == const. bei der Gruppe Xf • • • Xrf invariant bleibt, dass also bei jeder Transformation dieser Gruppe die con—9 Mannigfaltigkeiten unter einander vertauscht werden. Folglich entspricht jeder Transformation der Gruppe Xf • • • Xrf eine

gewisse Vertauschung unserer oon—2 Mannigfaltigkeiten oder, was dasselbe ist, eine Transformation in-den n — q Veränderlichen 11--:",—. Es ist klar, dass der Inbegriff aller so erhaltenen Transformationen in den Veränderlichen u eine Gruppe bildet, eben die von Xif-.X,f erzeugte Gruppe.

Natürlich braucht die Gruppe Xf • • • Xrf nicht holoedrisch isomorph mit der ursprünglichen Gruppe zu sein, sie ist aber offenbar nur dann meroedrisch mit ihr isomorph, wenn es unter den infinitesimalen Transformationen eXif — • — erXrf wenigstens eine giebt, welche identisch verschwindet, ohne dass e1 • • ■ er sämmtlich null sind, wenn also wenigstens eine unter den infinitesimalen Transformationen e, Xif — •— erXrf jede einzelne unserer oon— I Mannigfaltigkeiten invariant lässt.

Wir haben also den

Satz 4. Ist die r-gliedrige Gruppe Xxf-“Xrf des Baumes 21--. An imprimitiv und stellen die Gleichungen:

M, (x1 • • • An) = const., ■ • • un—q (x, • • • Xn) — const.

eine bei der Gruppe invariante Zerlegung des Haumes in o0"—I q-fach ausgedehnte Hannigfaltigheiten dar, so erzeugen die infinitesimalen Transformationen :

n— I         2,     «—7                            1 

2} ^u^ 8u, =2} CO), (2, '' * ",—) 1  v

(k = 1 • • ■ r)

in den Veränderlichen ur • ■ • un—q eine mit der Grupipe Xf • • • Xrf isomorphe Gruppe, die angiebt, in ivelcher Weise die co"—2 Mannigfaltigkeiten bei den 'Transformationen der Gruppe Xf • • • Xrf unter einander vertauscht werden. Giebt es unter den infinitesimalen Transformationen e, Xf — • • • — er Xrf gerade r — 9 unabhängige, welche jede einzelne der o0"—7 Hannigfaltigkeiten invariant lassen, so ist die Gruppe X^f--- Xrf blos g-gliedrig.

Bei Benutzung des Theorems 54, S. 301, erhalten wir noch den

Satz 5. Ist die Gruppe Xxf • ■ • Xrf des Baumes imprimitiv und ist

11 (x, • • • Xn) = const., • • • un—q (x, • • • Xn) = const.

eine bei der Gruppe invariante Zerlegung des Baumes in oo"—2 q-fach ausgedehnte Hannigfaltigheiten, so erzeugt der Inbegriff aller infinitesimalen Transformationen eXif — • • • — er Xr f, welche jede einzelne dieser Hannigfaltigheiten stehen lassen, eine invariante Untergruppe der Gruppe XJ. • • Xrf

Betrachten wir jetzt eine beliebige r-gliedrige Gruppe Xif • • • Xrf, welche eine Mannigfaltigkeit des Raumes x,-.. An invariant lässt.

Nach Kap. 14, S. 233 werden die Punkte dieser Mannigfaltigkeit ihrerseits durch eine Gruppe transformirt, deren infinitesimale Transformationen sofort angegeben werden können, wenn die Gleichungen der Mannigfaltigkeit in aufgelöster Form vorliegen. Lauten nämlich die Gleichungen der Mannigfaltigkeit folgendermassen:

&1 = Qi(x»—m+1 ' * ‘ En) , ‘ ‘ ’ En—m — 9 n—m (An—m+1 ’ ' ’ ^n) und werden Xn—m+1 • X als Coordinaten für die Punkte der Mannigfaltigkeit gewählt, so besitzen (vgl. Kap. 14, S. 234) die infinitesimalen Transformationen der betreffenden Gruppe die Form:

__      " 7                                          df

Xxf == u Sx, n—m-u (Q, ’ ' ‘ 92—mt XA—m+1 ‘ ‘ ‘ An) —

—          '                           • "n—m-Hu

(*=1..r).

Dabei bestehen, wie wir damals bereits nachgewiesen haben, die Relationen:

r (X,X) =XCa'X,f.

1

Wir ersehen hieraus, dass die Gruppe Xrf ■ • • Xrf mit der Gruppe Xf. •• Xrf isomorph ist; sie ist insbesondere meroedrisch isomorph mit ihr, wenn es unter den infinitesimalen Transformationen

' e,Xf+.+c.Xf wenigstens eine giebt, welche identisch verschwindet, wenn also wenigstens eine unter den infinitesimalen Transformationen eXf — erXrf jeden einzelnen Punkt der Mannigfaltigkeit stehen lässt.

Somit können wir das Theorem 40 in Kap. 14, S. 233 folgendermassen ergänzen:

Satz 6. Lässt die r-gliedrige Gruppe Xxf • • • Xrf in den Veränderlichen x, • • • An die Mannigfaltiglieit.

A1 == 91 (X,—m+1 ' ‘ ‘ ^n) , • ' ‘ An—m = ^Pn—m ^Vn—m+1 ' ‘ ' En) 'invariant, so erzeugen die verkürzten infinitesimalen Transformationen

X^f = u SA, n—m-\-u (9, ‘ ’ ' ^n—m, An—m++1 • • ' ^n) — ml                                     “"n—m-ru

(k = 1 . . . r)

in den Veränderlichen X„—+1 -. An eine mit der r-gliedrigen isomorphe Gruppe, die angiebt, in ivelcher Weise die Punkte der Mannigfaltigkeit von den Transformationen der Gruppe X^f • • • Xrf unter einander vertauscht werden. Giebt es unter den infinitesimalen Transformationen

	
	
e, Xf+-----F Cr^rf gerade r — Q unabhängige, welche jeden einzelnen Punkt der Mannigfaltigkeit invariant lassen, so ist die Gruppe ^f-- - Xrf blos g-gliedrig.





Ausserdem gilt natürlich auch der

Satz 7. Lässt die r-gliedrige Gruppe Xf-- Xrf des Baumes xt - ■ ■ xn eine Mannigfaltigkeit invariant, so erzeugt der Inbegriff aller infinitesimalen Transformationen e, Xf-—e, Xrf, welche jeden einzelnen Punkt dieser Mannigfaltigkeit stehen lassen, eine invariante Untergruppe der r-gliedrigen.

Es sei

X,f =2 su (x, •„) 34, a=i eine r-gliedrige intransitive Gruppe des Bn und zwar eine, welche nur eine discrete Anzahl von invarianten Untergruppen enthält.

Das vollständige System, welches von den Gleichungen

X,f= 0, ••• Xrf=Q bestimmt wird, ist unter diesen Voraussetzungen q-gliedrig, wo q<Zn, und besitzt n — q unabhängige Lösungen. Wir können uns daher die Veränderlichen 21 • • • xn von vornherein so gewählt denken, dass T,+1 - Xn Lösungen des vollständigen Systems sind; thun wir das, so verschwinden wegen §r, q+j = X,Tq+j alle §x,4++1 • • • ^r.

Offenbar bleibt jetzt jede der oo"-I q-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten

Tq+1 aq+1 ; An = An bei der Gruppe Xf • • • Xrf invariant; dafür werden aber ihre Punkte unter einander vertauscht und zwar nach Kap. 14, Seite 233 durch eine Gruppe. Wählen wir X1 • • • Xq als Coordinaten für die Punkte der Mannigfaltigkeit, so werden die infinitesimalen Transformationen der betreffenden Gruppe:

Af=2 su (Ei * ■ ■ E2, dr+1 ' ■ ■ ",) 5 & (=...).

Ob diese Gruppe 7-gliedrig ist oder nicht, bleibt vorläufig ungewiss, jedenfalls ist sie mit der Gruppe Xtf • • • Xrf isomorph.

Ist die Gruppe Xf • • • Xrf o-gliedrig (9Kr), so enthält die Gruppe Xxf • • • Xrf eine (r—o)-gliedrige invariante Untergruppe, welche jeden einzelnen Punkt der Mannigfaltigkeit xq+1 = a^, ■ • • xn = nn stehen lässt (vgl. Satz 6 und 7). Diese invariante Untergruppe kann sich nicht mit den Werthen von a^ • • • an ändern, sonst müsste es in der Gruppe Xf • • • Xrf eine continuirliche Reihe von invarianten Untergruppen geben, was unsrer Voraussetzung widerspräche. Folglich existirt in der Gruppe Xrf • • • Xrf eine (r—o)-gliedrige invariante Untergruppe, welche alle Punkte einer jeden der 00"—I Mannigfaltigkeiten

T,+1 a,+1 ? An an

und also überhaupt alle Punkte des Raumes 21 • • • xn stehen lässt. Nun aber ist die identische Transformation die einzige, welche alle Punkte des Raumes A1 • • ■ xn in Ruhe lässt, also ist r — 0 == 0 und 9 == r; das heisst, die Gruppe Xf.--X,f ist holoedrisch isomorph mit der Gruppe X,f • • • Xrf.

Demnach gilt der

Satz 8. Sind Xf • • • Xrf unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen intransitiven Gnippe mit den absoluten Invarianten 22( 21 • An), • • • &— 9 (x, • • • En), rind giebt es in dieser G-ruppe nur eine discrete Anzahl von invarianten Untergruppen, so werden die Punkte eines jeden invarianten Gebietes: Q,= a,. Hn-q — an—7 von der Gruppe X±f • • • Xrf durch eine r-gliedrige, holoedrisch isomorphe Grupp etransformirt.

	
Kapitel 18.



Endliche Gruppen, deren Transformationen discrete continuirliche Schaaren bilden.

Bisher haben wir uns nur mit endlichen continuirlichen Transformationsgruppen beschäftigt, also mit solchen, welche durch ein Gleichungensystem von der Form

a/ =f(x," • An, a, • ' • ar) (i = 1 • • • n)

dargestellt werden. In diesem Kapitel sollen nun auch diejenigen endlichen Gruppen kurz behandelt werden, welche sich nicht durch ein einziges Gleichungensystem, sondern erst durch mehrere solche darstellen lassen; es sind das die Gruppen, deren wir schon in der Einleitung, Seite 7 Erwähnung gethan haben.5)

Wir denken uns also eine Reihe von Gleichungensystemen von der Form

	
	
(1)         x/ = f (x,.x, a? • • • a%)   (=1 ’ ’")





(=1,2..)

vorgelegt, deren jedes eine endliche Zahl rk von willkürlichen Parametern a^ • • • a," enthält, und wir setzen voraus, dass der Inbegriff aller Transformationen, welche durch diese Gleichungensysteme dargestellt werden, eine Gruppe bildet.

Da jedes der Gleichungensysteme (1) eine continuirliche Schaar von Transformationen darstellt, so besteht unsere Gruppe aus einer Anzahl discreter, continuirlicher Schaaren. Es ist klar, dass jede continuirliche Schaar von Transformationen unsrer Gruppe entweder mit einer der Schaaren (1) zusammenfallen oder in einer dieser Schaaren enthalten sein muss. Selbstverständlich setzen wir voraus, dass keine der Schaaren (1) in einer der übrigen enthalten ist.

Es ist unsere Absicht, die Grundzüge einer allgemeinen Theorie der eben definirten Art von Gruppen zu entwickeln, doch werden wir der Einfachheit wegen einige Beschränkungen einführen, welche übrigens nicht als wesentlich zu betrachten sind.

Erstens machen wir die Annahme, dass sich die Transformationen der Gruppe (1) paarweise als inverse zusammenordnen. Wenn daher die Transformationen der Schaar

,                /                        (R)            (R).

Si =fi(Ai***An, di * • • ark )   (i=1::n)

sich nicht schon paarweise als inverse zusammenordnen, so soll auch der Inbegriff der zugehörigen inversen Transformationen eine Schaar bilden, welche der Gruppe angehört, welche also unter den Schaaren (1) enthalten ist.

Zweitens setzen wir voraus, dass die Anzahl der Schaaren (1) endlich, etwa gleich m ist. Wenn jedoch die von uns abgeleiteten Sätze auch für unendlich viele Schaaren (1) gültig bleiben, werden wir gelegentlich darauf hinweisen.

§ 84.

Zu den beiden Voraussetzungen, welche wir in der Einleitung des Kapitels über die Gruppe (1) gemacht haben, wollen wir vorläufig noch die dritte hinzufügen, dass alle Schaaren der Gruppe gleichviele, etwa r wesentliche Parameter enthalten sollen. Im nächsten Paragraphen zeigen wir, dass diese dritte Voraussetzung aus den beiden ersten folgt und daher überflüssig ist.

Es sei

a/ = f“(x, -En, a, • • • ar) (=1%) eine der m Schaaren von oo" Transformationen, aus denen unsere Gruppe besteht, es sei also k irgend eine der Zahlen 1 • • • m.

Durch Auflösung der eben geschriebenen Gleichungen erhalten wir eine Schaar von Transformationen

Xi= F(x,’ ■ • • En’, a, • • • ar} (=1 • • • n), welche unter den gemachten Voraussetzungen ebenfalls der Gruppe angehört.

Wenn wir daher die beiden Transformationen

&; = Fi (x, • • • x, , a, • • ■ ar)

Xi' — fi (xr ■ • ■ Xn, 01—h, , • • • a, + h,)

nach einander ausführen, so ergiebt sich wiederum eine Transformation unsrer Gruppe, nämlich die folgende:

	
	
(2)    «"=f(FP‘(x‘, a) ■ • • F^\x, a), a,+h, • ■ a, + M (=1..„





Wir entwickeln hier die rechten Seiten nach Potenzen von h,-.h, und finden:

Si fi (F (x, a), a) 4 2/ hj Da, + ' ' ' ,

1                  z=F()(x, a)

wo alle weggelassenen Glieder in h,-* hr von der zweiten und von höherer Ordnung sind. Berücksichtigen wir aber, dass die beiden Tran sform ationen

Xi = F9(x‘, d), Xi = fik\x, a) (i — k-’-n)

zu einander invers sind, setzen wir ausserdem noch zur Abkürzung

	
	
(3)                     aa, I = n, (x, • • • xn, d, • • • a,),





x = F() (, a)

so erkennen wir, dass die eben gefundene Transformation die folgende Gestalt hat:

r

	
4)       «"= «/+) h,-79(x, a) ----- (=1* ).



i

Es ist leicht zu sehen, dass es keine von x( • • • xd unabhängigen Functionen ^{d} • • • %r(a) giebt, welche die n Gleichungen

2 %j^i • • • a,):n9(r‘, d) = 0   «=1.n)

i

identisch befriedigen, ohne sämmtlich zu verschwinden. Macht man nämlich in diesen Gleichungen die Substitution x,=== f")(x, d), so erhält man die Gleichungen

>5 xj(a) - ==0 @i==1..n). welche ebenfalls identisch befriedigt sein müssten; das aber ist nach Kap. 1, Satz 1, S. 13 unmöglich, weil die Parameter a, • • • ar in den Transformationsgleichungen x‘===f“r)(x, a) wesentlich sind.

Wir schliessen hieraus, dass die r infinitesimalen Transformationen n

	
	
(5)           2 290) (x,   ‘ An , ®1 ' ar) a 0=1.7)





1

stets von einander unabhängig sind, wenn a, - a, ein Werthsystem von allgemeiner Lage ist.

Unter a,° • • • a,° wollen wir ein Werthsystem von allgemeiner Lage verstehen und wollen setzen:

^W, a°) = 6,(x, • •(,),

indem wir der Zahl k den besonderen Werth 1 ertheilen. Wir werden zeigen, dass sich alle infinitesimalen Transformationen (5) aus den r von einander unabhängigen infinitesimalen Transformationen

X; f === ^>ji (x, ' ’ an ) 5    (=1.7)

linear ableiten lassen, gleichgültig, welche der Zahlen 1, 2 • • • m auch k ist und welche Werthe auch a, • • • ar haben mögen.

Der Beweis hierfür hat grosse Aehnlichkeit mit den Entwickelungen in Kapitel 4, S. 76 und 77.

Wir führen zwei Transformationen unsrer Gruppe nach einander aus, nämlich zuerst die Transformation

1

 Camille Jordan, Traite des substitutions, Paris 1870.

2

 Lie, Archiv for Math, og Nat. Bd. 1, S. 192, Christiania 1876.

3

 Wir zeigen später, dass der citirte Satz 1, S. 297 für die Entwickelungen

4

Bd. 10, S. 357 Christiania 1885.

5

 Lie, Verhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania, Nr. 12, S. 1, 1883.


r

	
	
(6)     x""=«/—h&(x)—*  (=1*7),





i

welche aus der Transformation (4) hervorgeht, wenn k = 1 und Ai “ a^ ■ ■ • ar — a,° gesetzt wird; sodann aber die Transformation

«,"=«"+o,n(‘,a)+* (=1::n),

i

welche ebenfalls die Form (4) besitzt. Auf diese Weise erhalten wir die folgende unsrer Gruppe angehörige Transformation:

x," = x/ +2 ^j' $ (x) + 2 0, ' »‘ (x, a) +---- i                           i

(i = 1 • • • n), wo die weggelassenen Glieder in den 2r Grössen ht' • -hr, 0, • • • Qr von der zweiten und von höherer Ordnung sind.

Abgesehen von den a kommen in der letzten Transformation 2r willkürliche Parameter vor: h, • • • hr, Q, • • • Qrf während doch unsere Gruppe nur Transformationen mit r wesentlichen willkürlichen Parametern enthalten kann. Aus dem Satze 4 des Kap. 3, S. 65 geht somit hervor, dass unter den 2r infinitesimalen Transformationen: (5) und X,’ f • • • Xf f nur r von einander unabhängige vorhanden sein können. Da aber Xff- • • Xr'f von einander unabhängig sind, so müssen sich die infinitesimalen Transformationen (5) wirklich aus X^f- • • Xr f linear ableiten lassen, für alle Werthe 1, 2 • • • m von k und für alle Werthe der a.

Durch ähnliche Betrachtungen wie in Kap. 2, S. 39 und 40 erkennen wir nunmehr, dass Identitäten von der Form

2 »# {x, a} % =x v92 (a, • • • at) • X„f

(k = 1 . • • m, j = 1 • • • r) bestehen, wo die 1’2 ganz bestimmte analytische Functionen von a,--. ar sind.

Erinnern wir uns endlich der Gleichungen (3), welche sich offenbar auch schreiben lassen:

2 f(k) (x a)

»99 (/P (E, d) f. (e, a), di: d,) =.....ad,,

und verbinden wir dieselben mit den Identitäten:

»9 (x, a) =2 192 (). $„.(x),

i

so erhalten wir die Identitäten:

	
	
(7)    216385,") =x: v2(a, • ■ • «,) • %, (/$(, «,)■■■ /9%(r, 0))





(j = 1 • • • r, i = 1 • • • n; k = 1 • • • m).

Die Functionen Sni sind hierbei von dem Index k unabhängig, die 1,2 dagegen im Allgemeinen nicht.

Wir haben also das

Theorem 55. Stellen die m Gleichungensysteme xj = f() (x, • • • xn, a,* • • aS) (i=1*n)

(k — 1 . • • m),

in deren jedem die r Parameter at ■ • ■ ar wesentlich sind, alle Transformationen einer Gruppe dar (und lassen sich dabei alle diese Transformationen paarweise als inverse zusammenordnen)1), so giebt es r unabhängige infinitesimale Transformationen

Xif = Sji (Ai '' ' An) 2x, (=1: 1);

welche su dieser Gruppe in solcher Beziehung stehen, dass jede Schaar

Xi = f:0)(x, •&,, a, 2 a,)   (=1 —n)

Differentialgleichungen von der Form

2 4(k)        7

	
(7)    ad, =>% 19% (a, 2 a^ ’ Sri (x, ’ • ‘ «,)



(i = 1 . . . n, j = 1 • • ■ r) befriedigt.

Hieraus folgt zunächst, nach den Theoremen 21, 24, Seite 149 und 158, dass die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen Xf...X,f eine r-gliedrige Gruppe erzeugen.

Ferner ist klar, dass auf jede der Schaaren xj = f)(x, a) das Theorem 25 in Kap. 9, S. 160 Anwendung findet: es kann jede Transformation xj = fj^ (x, a), deren Parameter ai • • • ar in einer gewissen Umgebung von ,---, liegen, dadurch erhalten werden, dass man zuerst die Transformation a== f() (x, a) ausführt und sodann eine gewisse Transformation der y-gliedrigen Gruppe Xpf • • -Xrf.

Da nun unsere Gruppe alle Transformationen von der Form (6): r

Xi = Xi + 2 hj • si (x )+1 •   (=1 n)

1

enthält und da eine von diesen Transformationen, nämlich die mit den Parametern h, = 0, - • • hr = 0, die identische Transformation ist, so muss die identische Transformation in einer der Schaaren x)= fF\x, a) Vorkommen. Folglich ist eine unter diesen Schaaren eben die r-gliedrige Gruppe X^f-’-X.rf. Selbstverständlich ist das die einzige r-gliedrige von infinitesimalen Transformationen erzeugte Gruppe, welche in der Gruppe Xi~fj^(x, d) enthalten ist.

Damit haben wir das folgende Theorem gewonnen:

Theorem 56. Jede Gruppe

xf = f)(x, • • • xn, a, • • • a,)   (=1 -n)

(k = 1 • • • m)

von der im vorigen Theoreme angegebenen Beschaffenheit enthält eine und nur eine r-gliedrige Gruppe mit paarweise inversen Transformationen. Biese r-gliedrige Gruppe wird erzeugt von den im vorigen Theoreme definirten infinitesi-malen Transformationen Xf • • • Xrf, ihre co” Transformationen bilden eine der m Schaaren xj = f^ (x, a) und stehen ausserdem zu jeder der übrigen m — 1 Schaaren in der folgenden Beziehung: Ist Xi= f)(x, a) irgend eine Transformation der Schaar xj = fj^ (x, a), so kann jede andere Transformation dieser Schaar^ deren Barameter at ■ • • ar in einer gewissen Umgebung von ät • ■ • är liegen, dadurch erhalten werden, dass man zuerst die Transformation q== f) (x, a) ausführt und sodann eine gewisse Transformation Xi — C;(x1 • • • xn} der r-gliedrigen Gruppe Xxf- • • Xrf.

Betrachten wir zum Beispiel die aus zwei Schaaren von je oo1 Transformationen bestehende Gruppe, welche durch die beiden Gleichungensysteme

x' — x cos a — y sin a, y' = x sin a — y cos a

x — x cos a — y sin a, y' — x sin a — y cos a dargestellt wird. Bei beiden Schaaren ergiebt sich durch Differentiation nach a:

d x ‘        ,dy‘ ,

—— === — y — = x , da         • 7 da 1

so dass also die im Theoreme 55 erwähnten Functionen 1,7) im vorliegenden Falle von dem Index k unabhängig sind.

Die erste der obenstehenden beiden Schaaren ist eine eingliedrige Gruppe, welche von der infinitesimalen Transformation y~ — x of 7                                                              • ex y erzeugt ist. Die allgemeine Transformation der zweiten Schaar wird erhalten, wenn man zuerst die Transformation

x = x, y = — y

ausführt und sodann die Transformation x' — x cos a — y sin a, y' — x sin a — y cos a der eingliedrigen Gruppe y 4—a of, also die allgemeine Transformation der ersten Schaar. —

Nicht unerwähnt bleiben darf, dass die beiden Theoreme 55 und 56 auch dann noch gültig bleiben, wenn die darin besprochene Gruppe aus einer unendlichen Anzahl discreter continuirlicher Schaaren besteht, die alle gleichviele wesentliche Parameter enthalten. —

Bevor wir weiter gehen, noch einige nicht unwichtige Bemerkungen. Es sei

a/’ =fi(x, ***En, a, **• a,) (i = 1 • • • 7) eine y-gliedrige continuirliche Gruppe, welche die identische Transformation nicht enthält. Dann giebt es nach Theorem 25, Kap. 9, S. 160 eine r-gliedrige Gruppe Xrf • • • Xrf mit der identischen und mit paarweise inversen Transformationen, welche zu der Gruppe Xi — fi(x, a) oder kurz G in der folgenden Beziehung steht: Führt man zuerst eine Transformation qi === fi^x-> a) von G aus und sodann eine Transformation

r

Xi = Xi — ex Xr x,—*   ( = 1 • • • n)

1

der Gruppe Xf--- Xrfz so erhält man stets eine Transformation von G.

Man kann nun leicht nachweisen, dass man auch dann stets eine Transformation von G erhält, wenn man zuerst eine Transformation der Gruppe Xf • • • Xrf ausführt und nachher eine Transformation der Gruppe G. Wir wollen uns nicht damit aufhalten, diesen Nachweis im Einzelnen zu erbringen, und nur bemerken, dass zu demselben ganz ähnliche Ueber-legungen führen wie die in Kapitel 4 angestellten (Vgl. Theorem 58).

Nehmen wir jetzt diese beiden Beziehungen zwischen G und der Gruppe Xxf • • ' Xrf zusammen und berücksichtigen wir ausserdem, dass wir es mit zwei Gruppen zu thun haben, so erkennen wir sofort, dass die Transformationen der Gruppe G und der Gruppe Xf • • • Xrf vereinigt wiederum eine Gruppe bilden, und zwar eine Gruppe, deren Transformationen sich nicht paarweise als inverse zusammenordnen lassen.

Nunmehr ziehen wir auch noch die Schaar der Transformationen:

Xi — Fi (x,*:"In, at- • • a,)    (i = i • • • n),

welche zu den Transformationen Xi — fi(x, a) invers sind, in den Kreis unsrer Betrachtung. Nach Theorem 2, Kap. 1, S. 19 bildet auch diese Schaar von Transformationen eine Gruppe, welche G‘ heissen möge. Wir werden zeigen, dass die Transformationen der drei Gruppen G, G‘, Xif-.X,f zusammengenommen wieder eine Gruppe bilden, natürlich eine Gruppe mit paarweise inversen Transformationen.

Es sei T allgemeines Symbol einer Transformation von G, also T~r allgemeines Symbol einer Transformation von G‘; unter S möge immer eine Transformation der Gruppe Xtf • • • Xrf verstanden werden.

Wir wissen bereits, dass alle Transformationen T und S zusammen eine Gruppe bilden, und dass die Transformationen T~1 für sich genommen dasselbe thun. Hieraus erkennen wir das Bestehen von Relationen, welche die folgende Form haben:

TaTß = T7, SS, = s,, Tamer, TaSz^T^, S,Ta = TQ.

Die zweite Reihe dieser Relationen können wir auch schreiben:

S21 Ta’ = Tz’, Ta sr1 = T,1.

Da nun die Gruppe der S aus paarweise inversen Transformationen besteht, so erhellt sofort, dass die T-1 zusammen mit den S eine Gruppe bilden. Ferner haben wir:

711,= T7S= S2,

__ ry mn—1 c —1   c —1

- a - 9   - a - a P2   P2 2

also bildet auch der Inbegriff aller S, T, T-1 eine Gruppe.

Hiermit ist der versprochene Nachweis erbracht, dass die Transformationen der drei Gruppen G, &, X^f ■ ■ ■ Xrf zusammen eine Gruppe bilden, natürlich eine Gruppe mit paarweise inversen Transformationen.

§ 85.

Wir stellen uns jetzt auf einen allgemeineren Standpunkt als im vorigen Paragraphen. Die in demselben gemachte besondere Voraussetzung lassen wir fallen und behalten blos die beiden in der Einleitung getroffenen Festsetzungen bei.

Wir betrachten also eine Gruppe Gr, welche aus m discreten Schaaren mit bezüglich Y1 , 72 - - • Ym wesentlichen Parametern besteht und welche zu jeder ihrer Transformationen auch die inverse enthält. Wir werden nachweisen, dass die Zahlen Y1, 12-• Ym alle einander gleich sind. Daraus ergiebt sich dann, dass die im vorigen Paragraphen gemachte Annahme: 1=*=*==?n keine Beschränkung war.

Wir führen zwei Transformationen der Gruppe Gr nach einander aus, zuerst eine Transformation

a/= f0(x,--En, a •: ay)   (i=1::n)

einer Schaar mit Y* Parametern, und dann eine Transformation

«"=f0(x,‘a„‘, b-b„,) (=1-n) einer Schaar mit rj Parametern.

Auf diese Weise finden wir eine Transformation

«,= fPCFP («r, ^■■' 19 (x, a\ b,-- b) , welche unsrer Gruppe angehört, und welche formell %k — Yj willkürliche Parameter enthält. Hat nun die grösste unter den Zahlen 71, 72 • • • rm den Werth r, so giebt es unter diesen % — rj willkürlichen Parametern nicht mehr als r wesentliche, aber auch nicht weniger als die grössere der beiden Zahlen rk und r^ angiebt. Sind daher insbesondere die Zahlen rk und 7, beide gleich r, so enthält die zuletzt geschriebene Transformation gerade r wesentliche Parameter. Folglich bilden schon alle Schaaren unsrer Gruppe, welche gerade r wesentliche Parameter enthalten, zusammengenommen eine Gruppe r.

Auf die Gruppe T können wir nun unmittelbar das Theorem 56 aus dem vorigen Paragraphen anwenden. Wir ersehen daraus, dass r und also auch G eine r-gliedrige Gruppe

xi = fi (x, • • • X,, a, • • • a^ (i=1- n) enthält, welche von r unabhängigen infinitesimalen Transformationen erzeugt ist. Wenn wir demnach zuerst die Transformationen x[=fi(x, d) ausführen und sodann die Transformation

	
(8)                       xi • f^ (x, ' ■ ■ En , b, ** ^rjJ,



so erhalten wir wieder eine Transformation der Gruppe G, nämlich die folgende:

	
(9)      a,"= f0(f(x, a) f(x, a), bi •• b,,)   (i=1 •%).



Von den r — Yj Parametern dieser Transformation sind gerade y wesentlich, also stellen die eben geschriebenen Gleichungen eine con-tinuirliche Schaar von oo" Transformationen der Gruppe G dar. Da aber die Gruppe a/‘=f(x, a) die identische Transformation enthält, so giebt es besondere Werthe der Parameter a • • • ar, für welche sich die Functionen f^x, a) • • • fn(x, a) auf bezüglich 21 • • • xn reduciren. Folglich ist die Schaar der 00" Transformationen (8) in der Schaar der oo" Transformationen (9) enthalten. Nach den in der Einleitung des Kapitels gemachten Bemerkungen ist das nur möglich, wenn beide Schaaren zusammenfallen, wenn also rj — r ist.

Damit ist bewiesen, dass wirklich die Zahlen Y1, Y2 • • • rm alle einander gleich sind. Folglich haben wir das

Theorem 57. Besteht eine Gruppe, deren Transformationen paarweise gu einander invers sind, aus m continuirlichen Schaaren von Transformationen und enthält jede dieser Schaaren nun eine endliche Angahl willkürlicher Parameter, so haben die Schaaren alle gleichviele wesentliche Parameter.

Dieses Theorem bleibt übrigens auch dann noch bestehen, wenn die Anzahl der Schaaren, aus denen die Gruppe besteht, unendlich gross ist, wofern nur jede dieser unendlich vielen Schaaren blos eine endliche Anzahl gk von willkürlichen Parametern enthält und dabei unter allen Zahlen Qk eine grösste vorhanden ist.

§ 86.

Wie bisher bestehe G aus m disereten, continuirlichen Schaaren von je oo" Transformationen; ausserdem setzen wir voraus, dass die Transformationen von G paarweise zu einander invers sind.

Nach dem Theoreme 57 in dem vorhergehenden Paragraphen steckt in der Gruppe G eine und nur eine y-gliedrige von r unabhängigen infinitesimalen Transformationen erzeugte Gruppe. Ist nun S das Symbol der allgemeinen Transformation dieser r-gliedrigen Gruppe und T das Symbol irgend einer Transformation von G, so ist

T^ST ebenfalls das Symbol der allgemeinen Transformation einer r-gliedrigen von infinitesimalen Transformationen erzeugten Gruppe. Da diese neue Gruppe in G enthalten ist, so muss sie mit • der Gruppe aller S zu-sammenfallen; nach der in Kap. 15, S. 261 eingeführten Terminologie können wir das auch so ausdrücken: die besprochene r-gliedrige Gruppe bleibt bei jeder Transformation T invariant. Also gilt das

Theorem 58. Besteht eine Gruppe G mit paarweise inversen Transformationen aus mehreren Schaaren von Transformationen, so bleibt die grösste in G enthaltene, von infinitesimalen Transformationen erzeugte Gruppe bei jeder Transformation von G invariant.

Aus demselben geht hervor, wie man Gruppen construiren kann, welche aus mehreren continuirlichen Schaaren von je oo" Transformationen bestehen.

Es sei Xtf • • • Xrf eine r-gliedrige Gruppe in den Veränderlichen X1--En und es sei S wieder Symbol der allgemeinen Transformation dieser Gruppe.

Wenn nun eine Gruppe mit paarweise inversen Transformationen alle Transformationen der r-gliedrigen Gruppe Xxf ■ • • Xrf enthält und ausserdem noch eine endliche Anzahl, etwa m — 1 discrete Schaaren von je oo" Transformationen, so besitzt sie dem Theoreme 56, S. 315 zufolge die Form:

	
(10)                 T.S, T.S, ■■■Tm_1S.



Hier bedeutet T die identische Transformation und T • • • Tm^i sind nach dem letzten Theoreme so beschaffen, dass sie den Inbegriff aller Transformationen S invariant lassen. Analytisch drückt sich diese Eigenschaft der Tv dadurch aus, dass für jede Transformation Sk der Gruppe Xf • • • Xrf eine Relation von der Form

T’S, T, = S, besteht, wo die Transformation S; wieder der Gruppe Xf • • • Xrf angehört. Eine solche Relation besteht übrigens auch, wenn v gleich Null ist, dann wird nämlich Sk = Sj.

Da T,-. Tn—1 selbst zu den Transformationen (10) gehören, so kann der Inbegriff aller Transformationen (10) nur dann eine Gruppe bilden, wenn auch alle Transformationen T^ Tv diesem Inbegriffe angehören. Die Tt müssen daher äusser den obigen auch noch Relationen von der Form:

T^T^T^S. befriedigen, wo u und v beliebige unter den Zahlen 1, 2 • • • m — 1 bedeuten, während a gewisse unter den Werthen 0, 1 • • • m—1 durchläuft. Ist eine der Zahlen u, v gleich Null, etwa u, so besteht eine Relation von der angegebenen Form offenbar schon an und für sich; dann ist ja Tz = Tv und Se ist ebenso wie T die identische Transformation.

Besitzen andererseits die Transformationen Tu die angegebenen Eigenschaften, so bestehen für alle Werthe 0, 1 • • • m — 1 der beiden Zahlen u und v Relationen von der Form

T„S T, S, = T^TvSjSl = T„SS,S, = T^S^, also bildet der Inbegriff aller Transformationen (10) eine Gruppe. Es ist leicht zu sehen, dass jedenfalls im Allgemeinen die Transformationen einer solchen Gruppe sich paarweise als inverse zusammenordnen.

Jetzt fragt es sich nur noch, wie die Transformationen Tu beschaffen sein müssen, damit die m Schaaren (10) alle von einander verschieden sind.

Offenbar sind alle Schaaren (10) von einander verschieden, wenn keine Transformation der Gruppe zweien dieser Schaaren zugleich angehört. Haben andererseits irgend zwei der Schaaren (10), etwa die beiden: T^S und TVS eine Transformation gemein, so sind sie mit einander identisch. Denn aus dem Bestehen einer Relation von der Form

T,Sk = TvSl folgt sofort:

m   m C C—1

	
—7   —u PkAl »



also hat die Schaar der Transformationen TVS die Form

ry c C—1 C u DkAL D,

das heisst, sie ist mit der Schaar: T^S identisch.

Sollen daher die m Schaaren (10) alle von einander verschieden sein, so ist nothwendig und hinreichend, dass keine zwei der Transformationen To, T, • • • Tm—i durch eine Relation von der Form

T, - T, Sj (y + u) verknüpft sind.

Die gewonnenen Ergebnisse fassen wir zusammen in dem

Theorem 59. Ist S das Symbol der allgemeinen Transformation der r-gliedrigen Gruppe Xif. • • X,1, sind ferner T1 • • Tm—t Theorie der Transformationsgruppen.                                      21

Transformationen, welche die G-ruppe Xtf’‘-Xrf invariant lassen, welche ausserdem unter einander und mit der identischen Transformation T^ durch Relationen von der Form:

TflTv=TjtSt verknüpft sind, nicht aber durch Relationen von der Form

Tv = T^ Sj (v + u) ,

so bildet der Inbegriff aller Transformationen

T.S, T.S,--- Tm_tS

eine Gruppe mit paarweise inversen Transformationen, welche aus m discreten continuirlichen Schaaren von je co" Transformationen besteht und dabei alle Transformationen der Gruppe Xif • ’Xrf enthält. Wählt man die Transformationen Tx - • • Tm^ in allen möglichen Weisen, so erhält man alle Gruppen von der angegebenen Beschaffenheit.

Im folgenden Kapitel geben wir eine allgemeine Methode zur Bestimmung aller Transformationen, welche eine vorgelegte Gruppe Xf.-- Xrf invariant lassen.

Hat man zwei verschiedene Systeme von Transformationen T1-Tn-1, etwa T-^'-'Tm—i und T1-.Z—1, so sind die beiden Gruppen

T.S, T^,'--Tn-iS

T^S, T’S, T—S

offenbar stets dann und nur dann von einander verschieden, wenn es nicht möglich ist, jede der Transformationen Tf •• Tf^ in der Form

T‘ = Ti Sk

darzustellen.

Nebenbei bemerkt kann man es häufig so einrichten, dass die m Transformationen T, T- T- 1 schon an und für sich eine dis-continuirliche Gruppe bilden.

Beispiel. Die n infinitesimalen Transformationen df f 02,2" 0x,

erzeugen eine n-gliedrige Gruppe. Der Inbegriff aller Transformationen, welche diese Gruppe invariant lassen, bildet eine endliche continuirliche Gruppe, welche von den n — n2 infinitesimalen Transformationen

öz,’ " ^xk

erzeugt wird. Wählt man nun unter den conn Transformationen

xi == a^ 21 — • • • — a/n An


(i==1 *.:n)




der Gruppe




^f

Xi —

OTx




(i, k = 1 • • • n)



irgend m, die eine discontinuirliche Gruppe bilden, als Transformationen T, T,, • • ■ Th-1 und setzt man für S die allgemeine Transformation

x^ — X, — a,, • • • xn = xn — An

der Gruppe of • • • of , so erhält man stets eine Gruppe, welche aus

m discreten Schaaren besteht und alle oon Transformationen der Gruppe 3f ,... umfasst.

0X1 ’ dxn

Das Theorem 58, S. 320 gilt natürlich auch dann, wenn die Gruppe Gr aus unendlich vielen Schaaren von je oo" Transformationen besteht. Will man daher eine solche Gruppe construiren, so hat man nur unendlich viele discrete Transformationen

	
	
7,    7,, Z — aufzusuchen, welche die Gruppe Xif ■ • • Xrf invariant lassen, welche ausserdem paarweise Relationen von der Form





T T, = T St befriedigen, dagegen weder unter einander noch mit der identischen Transformation T durch Relationen von der Form

T, = T, Sj •

verknüpft sind. Der Inbegriff aller Transformationen

TS, T,S, T2S, ...

bildet dann eine Gruppe G, welche die Gruppe Xtf • • • Xrf umfasst und aus unendlich vielen verschiedenen Schaaren von je oo" Transformationen besteht.

Aber die Transformationen der so gefundenen Gruppe Gr werden sich im Allgemeinen nicht paarweise als inverse zusammenordnen; sollen sie das thun, so muss jede der Transformationen T1} T, • • • äusser den früher angegebenen Relationen auch noch eine von der Form 771 = Tk S;

befriedigen.

§ 87.

Jetzt noch einiges wenige über die Invarianten solcher Gruppen, wie wir sie in den vorhergehenden drei Paragraphen betrachtet haben.

Es sei Gr eine Gruppe, welche aus m discreten Schaaren:

	
	
	
(X)         ~(R) >                        (k)            (A).







x\ — fi (X1 • • • xn, a\ * • • a, )     (i=1:n)

{k = 1 • • • m)

von je co" Transformationen besteht und welche zu jeder ihrer Transformationen auch die inverse enthält. Insbesondere sei

x/ = f. (x, • • • Xn , a a,) (i = 1 • • • n)

die in G enthaltene von r unabhängigen infinitesimalen Transformationen: Xif • • • Xrf erzeugte rgliedrige Gruppe.

In Uebereinstimmung mit Kap. 6, 8. 96 bezeichnen wir jede Function U(x, - an), welche alle Transformationen von G gestattet, welche also die m Gleichungen

u (9) • • • ag)) = u (x, • • • xj a=1...m) befriedigt, als eine Invariante von G. Wir wollen zeigen, wie man die Invarianten von G finden kann.

Jede Invariante von G ist offenbar zugleich eine Invariante der 7-gliedrigen Gruppe X, f- • • Xrf und demnach eine Lösung des vollständigen Systems, welches durch die Gleichungen

X,f= 0,.X,f=0 bestimmt wird.

Ist dieses vollständige System n-gliedrig, so besitzt die Gruppe Xxf’>-Xrf und demnach auch die Gruppe G überhaupt keine Invarianten. Nehmen wir daher an, dass das bewusste vollständige System (n — g)-gliedrig ist und bezeichnen wir mit M1 • • • uq irgend q unabhängige seiner Lösungen.

Nach Theorem 58 bleibt die Gruppe Xtf- --Xrf bei allen Transformationen von G invariant; folglich gestattet auch das von den Gleichungen

Xf=0, X,f =0

bestimmte (n — g)-gliedrige vollständige System alle Transformationen von G. Die Lösungen ut • • • uq dieses vollständigen Systems befriedigen daher (vgl. Kap. 8, S. 138) Relationen von der Gestalt:

	
(11)    u. (x,2) • • • x^} = co^ (u, (x) • • • uq {x), ag • • • a®)



(j = 1 • • • j, *=1 • • • m).

Es lässt sich zeigen, dass hier die Functionen a'^ sämmtlich von den Parametern a^ • • • a^ frei sind.

Mit al) • • • ä^ wollen wir irgend ein festes Werthsystem bezeichnen. Liegt dann das Werthsystem af^ • • • a^ in einer gewissen Umgebung von ag)-. a"), so kann nach Theorem 56, S. 315 die Transformation

«$") = f(x, "E af) • ' • a?) dadurch erhalten werden, dass man zuerst die Transformation

ag = f9 (x, z,, ay ’ ' - aga) ausführt und sodann eine gewisse Transformation

«9 = fi^ (5, -5, «,—" «,)

der Gruppe XJ- • • Xrf. Wir haben also:

ag) = f((f,U)(x, a®)) • • • f„k\X, a®)), «,-.«,).

Nun sind U, • • • Mq Invarianten der Gruppe X1 ■ • • Xrf und befriedigen daher Relationen von der Gestalt:

uj (xy • • • «$)) = u, (39 • • • 593).

Andererseits wird:

u,(9 • • • 7983) = 00,3) (ui^ • ’ • USX^,

wo die coll) blos von 21 •Mq abhängen und keine willkürlichen Parameter enthalten, denn al) • • • a,) sind ja numerische Constanten. Also ergiebt sich

(11‘)                u,@a? • • • a,3) = 00,") (u, (x) • • • 1, (x))

(=1 • • • 7; *=1:m);

womit bewiesen ist, dass die Functionen coß") in den Gleichungen (11) wirklich von den Parametern a,) • • • a^ frei sind.

Nach dem oben Gesagten befriedigt jede Invariante U (x, *•• An) der Gruppe G m Gleichungen von der Gestalt:

IX (x{3 • • • a9)) = XX (x, • • • x^ (=1 -.m);

da sie ausserdem eine Function von 11 • • • Mq allein ist, etwa:

XX (x, • • - Xn) = J(u, • • • "),

so befriedigt sie zugleich die m Relationen:

	
(12)    J (09 (u,    )- o," (u,—. u)) =J(u, u,)



(*=1. •. m).

Umgekehrt ist offenbar jede Function J(u,-u), welche die eben geschriebenen m Functionalgleichungen erfüllt, eine Invariante der Gruppe G. Also brauchen wir blos diese Functionalgleichungen in allgemeinster Weise zu befriedigen, um alle Invarianten von G zu finden.

Die Aufgabe, alle Lösungen der Functionalgleichungen (12) zu bestimmen, ist augenscheinlich identisch mit der Aufgabe, alle Functionen von 21 • • • 2q zu bestimmen, welche die m Transformationen

	
(13)                 Uj = (o^ (u^ - • • u) (=19



(I = i ■ • • m)

gestatten. Diese m Transformationen aber bilden eine discontinuirliche Gruppe, wie man ohne Schwierigkeit aus der Gruppeneigenschaft von G erkennt. Also ist unser im Anfänge des Paragraphen gestelltes Problem auf ein Problem aus der Theorie der discontinuirlichen Gruppen zurückgeführt.

Die gewonnenen Ergebnisse fassen wir zusammen in dem

Theorem 60. Besteht eine Gruppe G, [deren Transformationen paarweise invers sind} aus mehreren discreten Schaaren von je oor Transformationen:

«9 = ft^ (x, • • a,, aq) • • • a,)) ( = i • • • „) (=1,2.. •).

so sind alle Invarianten von G zugleich auch Invarianten der r-gliedrigen durch G bestimmten continuirlichen Gruppe: Xf •••Xrf Kennt man die Invarianten dieser letzteren Gruppe, hennt man also irgend q unabhängige Lösungen Mi • • • uq des (n— q)-gliedrigen vollständigen Systems, welches durch die Gleichungen

X,f=0,X,f = 0

bestimmt ist, so findet man die Invarianten von G folgendermassen: Man bilde zunächst die Relationen:

U. (x,3) • • • «,[)) — CO^ (u, (x) - u, (x))    (=1.9)

(=1,2. •),

welche unter den gemachten Voraussetzungen bestehen und in denen die cos) nur von den beiden Indices j und k abhängen; sodann bestimme man alle Functionen von M--uq, welche die discontinuirliche Gruppe gestatten, die von den Transformationen:

ut === co(k) (u. • • •          (j==1 ...9)

(3 =1, 2- • •) gebildet wird. Die betreffenden Functionen sind die Invarianten der Gruppe G.

Ein ähnliches Theorem gilt offenbar, wenn die Gruppe G aus unendlich vielen continuirlichen Schaaren von Transformationen besteht.

Man kann sich die Aufgabe stellen, alle Invarianten zu finden, welche eine vorgelegte Schaar von Transformationen:

Xi === 9i(x1**"En, ax ■ • ■ arj ä=i n) besitzt oder alle Invarianten, welche mehreren solchen Schaaren gemeinsam sind.3) Die Schaar, bezüglich die Schaaren können dabei ganz beliebig sein und brauchen nicht einer endlichen Gruppe anzugehören.

Wir beabsichtigen nicht, dieses Problem erschöpfend zu behandeln; nur soviel sei bemerkt, dass die betreffenden Invarianten Lösungen, freilich keine beliebigen Lösungen eines gewissen leicht angebbaren vollständigen Systems sind. Da nämlich die gesuchten Invarianten äusser den gegebenen Transformationen offenbar auch noch die zugehörigen inversen Transformationen gestatten, so lassen sich sehr leicht gewisse infinitesimale Transformationen aufstellen, bei denen sie ebenfalls invariant bleiben. Diese infinitesimalen Transformationen enthalten im Allgemeinen willkürliche Elemente, insbesondere gewisse Parameter; gleich Null gesetzt liefern sie lineare partielle Differentialgleichungen, welche von den gesuchten Invarianten befriedigt werden müssen. Es ist nun immer möglich, das kleinste vollständige System aufzustellen, welches alle diese Differentialgleichungen umfasst. Kennt man ein System Lösungen M1, 12 - * dieses vollständigen Systems, so bildet man eine beliebige Function derselben 22 (11, 12 • • •), führt auf sie die allgemeine Transformation der vorgelegten Schaar aus und bestimmt 22. in allgemeinster Weise derart, dass 22 sich als Invariante verhält.

Kapitel 19.

Theorie der Aehnlichkeit r- gliedriger Gruppen.

Von äusserster Wichtigkeit ist oft die Beantwortung der Frage, ob eine vorgelegte r-gliedrige Gruppe x, == f(x1---x,, a, • • • ar) des s-fach ausgedehnten Raumes mit einer andern vorgelegten r-gliedrigen Gruppe yi — Fi^y1 • • • yS) 61 - b,) desselben Raumes ähnlich ist, ob man also an Stelle der x und der a solche neue Veränderliche: yx-’-ys und ■ neue Parameter: l)l---br einführen kann, dass sich die erste Gruppe in die zweite verwandelt (Kap. 1, S. 24). Weiss man in einem gegebenen Falle, dass eine solche Ueberführung der einen Gruppe in die andere möglich ist, so erhebt sich die zweite Frage: wie leistet man die betreffende Ueberführung in allgemeinster Weise?

In dem gegenwärtigen Kapitel geben wir die Mittel zur Beantwortung beider Fragen.

Zunächst zeigen wir, dass die erste der beiden Fragen durch die folgende einfachere ersetzt werden kann: unter welchen Bedingungen existirt eine Transformation

yi = ; (x, • • • a,)    (=1.8) von solcher Beschaffenheit, dass irgend r unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe ai=f(x, a) bei Einführung der neuen Veränderlichen y{- • • ys in infinitesimale Transformationen der Gruppe y'i == Ft^y, b) übergehen. Diese einfachere Frage erledigen wir, indem wir gewisse Bedingungen aufstellen, welche für die Existenz einer Transformation y; = i (x) von der verlangten Beschaffenheit nothwendig sind, welche sich aber auch als hinreichend erweisen. Zu gleicher Zeit werden wir sehen, dass alle etwa vorhandenen Transformationen yi== (i(x) von der verlangten Beschaffenheit durch Integration vollständiger Systeme bestimmt werden können. Damit wird dann auch die zweite der eben gestellten beiden Fragen beantwortet.

§ 88.

Die beiden 7-gliedrigen Gruppen: ai=f(x, a) und y-==Fi(y, b) seien mit einander ähnlich und zwar gehe die erste in die zweite über, wenn an Stelle von X1---x,die neuen Veränderlichen Y:== ;(x, -xs) und an Stelle von a, • • • ar die neuen Parameter bx = ßr (d, • • • a,) eingeführt werden. Ferner seien

Xif - 2 5* (i ■ ■ ■ ") öx, d=1n irgend r unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe x, = fi(x, a); bei Einführung der neuen Veränderlichen yt • • • ys mögen dieselben die Form

x/ -2 ^k" 3%, -2 ! (y," y^ % - D

(*=1...r) annehmen.

Den Uebergang von der Gruppe xi=f(x, a) zu der Gruppe yi—Fi{y, b) zerlegen wir in eine Reihe von Schritten.

Zunächst bringen wir die Gruppe xi‘ = fi (x, a) auf die kanonische Form

r

	
(1)    «/=£+) esu(x, x,) + * (=1 •),



indem wir für a, • • • ar gewisse, nebenbei bemerkt, vollkommen bestimmte Functionen derselben e, ■ • • er einführen. Aus (1) müssen wir dann offenbar die Gleichungen y[—Fi{y, b) erhalten, wenn wir statt der x die neuen Veränderlichen yx - - ■ ys einführen und ausserdem für e, • • • er gewisse, vollständig bestimmte Functionen von b-b, einsetzen.

Nun aber bekommen die Gleichungen (1) nach Kap. 3, S. 58 bei Einführung der Veränderlichen Y1 • • • ys die Gestalt:

(!') y/=y+) eyu(y*y)—** (=1*19); i

es müssen also die Gleichungen (1') mit den Gleichungen y^ —Fi{y,l>) identisch werden, wenn man e • • • cr in der angedeuteten Weise durch

	
	
b,.. b, ausdrückt. Folglich sind die Gleichungen (1') eine Form der Gruppe y= F(y, b) und zwar, wie der Augenschein lehrt, eine kanonische Form. Mit andern Worten: Df- • • ^rf sind unabhängige infinitesimale Transformationen dieser Gruppe.





Verwandelt sich daher die 7-gliedrige Gruppe ai ==f(x,*:x,, a^-- a,) bei Einführung der neuen Veränderlichen Y, • • • ys und der neuen Parameter 6, -. b„ in die Gruppe yi = F^ (y,-- yS) b, • • ' ^r), so verwandeln sich die infinitesimalen Transformationen der ersten Gruppe bei Einführung der Veränderlichen Y, • • ys in die infinitesimalen Transformationen der zweiten Gruppe.

Offenbar findet auch das Umgekehrte statt: stehen die beiden Gruppen a/=f(x, a) und y{ = Fi(y, b) in der Beziehung zu einander, dass die infinitesimalen Transformationen der ersten bei Einführung der neuen Veränderlichen y,--Ys in die der andern übergehen, so kann man stets die Gruppe x[ = f(x, a) durch geeignete Wahl der Veränderlichen und der Parameter in die Gruppe y[—Fi{y, b) überführen. Bei Einführung der y geht ja die kanonische Form (1) der Gruppe ai=f(x, a) in die kanonische Form (V) der Gruppe y/‘= F(y, b) über.

Somit haben wir das

Theorem 61. Zwei r-gliedrige Gruppen in gleichvielen Veränderlichen sind dann und nur dann mit einander ähnlich, wenn es möglich ist, irgend r unabhängige infinitesimale Transformationen der einen durch Einführung neuer Veränderlicher in infinitesimale Transformationen der andern über Zufuhren.

Wenn es sich also darum handelt, zu untersuchen, ob die beiden r-gliedrigen Gruppen x[=f(x,aö) und yt = Fi{y,b} mit einander ähnlich sind oder nicht, so braucht man blos die infinitesimalen Transformationen der beiden Gruppen ins Auge zu fassen und zu fragen, ob die in einander übergeführt werden können.

Aus den obigen Entwickelungen lässt sich sofort noch ein anderer wichtiger Schluss ziehen.

Wir wissen, dass zwischen den infinitesimalen Transformationen Xrf • • ■ Xrf der Gruppe x/ = fi^T) a) Relationen von der Form:

X (x, (F)) - x, (X (f) = (X X) =2} cao • X,f

1

bestehen. Bei Einführung der neuen Veränderlichen yp ■■ys erhalten diese Relationen nach Kap. 5, Satz 2, S. 84 die Form:

D @(f)) - 9.0.0) = (D.0) -2 CM Q„f,

es sind also die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen Df • • • ^rf der Gruppe y' — Fi^y, b) durch genau dieselben Relationen verknüpft, wie die infinitesimalen Transformationen Xif • • ■ Xrf der Gruppe Xi — ft(x, a).

Nach der in Kap. 17, S. 291 und 293 eingeführten Ausdrucksweise können wir daher sagen:

Theorem 62. Sind zwei r-gliedrige Gruppen in gleichvielen Veränderlichen mit einander ähnlich, so sind sie auch gleich-zusammengesetzt oder, was dasselbe ist, holoedrisch isomorph.

Zugleich ist klar, dass die Transformation yi—(^{x^ • • • x^ eine holoedrisch isomorphe Beziehung zwischen den beiden Gruppen: Xi — fi(x, a) und y- — Fi{y, b) herstellt, sie ordnet ja den r unabhängigen infinitesimalen Transformationen Xxf ■ • • Xrf der einen Gruppe die r unabhängigen Transformationen Df - 9,f der andern zu und durch diese Zuordnung sind offenbar die beiden Gruppen holoedrisch isomorph auf einander bezogen.

§ 89.

Denken wir uns jetzt zwei beliebige r-gliedrige Gruppen in gleichvielen Veränderlichen vorgelegt; ihre infinitesimalen Transformationen seien:

X, t => 5h (x, ' ' ' «,) 5 ‘     (=1 ■ ■ ■ r)

i                                      i und

s

Z, f = 2 § (J,-.. y.) 4   (=1. r).

Wir fragen: sind diese beiden Gruppen mit einander ähnlich oder nicht?

Unsere Antwort auf diese Frage muss offenbar in verneinendem Sinne ausfallen, sobald die beiden Gruppen nicht gleichzusammengesetzt sind; nach Theorem 62 können ja nur gleichzusammengesetzte Gruppen mit einander ähnlich sein. Folglich brauchen wir uns nur mit dem Falle zu beschäftigen, dass die beiden Gruppen gleichzusammengesetzt sind; ob dieser Fall bei den vorgelegten Gruppen wirklich eintritt, das kann immer durch eine algebraische Discussion entschieden werden.

Wir setzen demnach von jetzt ab voraus, dass die beiden vorgelegten Gruppen gleichzusammengesetzt sind.

Nach Theorem 61 sind die beiden gleichzusammengesetzten Gruppen Xf • - Xrf und Zf. • Zrf dann und nur dann mit einander ähnlich, wenn es eine Transformation yi == ; (x, • • • x,) giebt von solcher Be-schaffenheit, dass Xif • • • Xrf bei Einführung der neuen Veränderlichen y,• • • ys sich in infinitesimale Transformationen der Gruppe Z^f-'-Zrt verwandeln. Verbinden wir hiermit die Bemerkung am Schlüsse des vorigen Paragraphen, so erkennen wir, dass die beiden Gruppen dann und nur dann mit einander ähnlich sind, wenn sich zwischen ihnen eine solche holoedrisch isomorphe Beziehung herstellen lässt, dass es möglich ist, durch Einführung geeigneter neuer Veränderlicher: yt = i (x, • • • xs) die r infinitesimalen Transformationen Xxf• • • Xrf gerade in diejenigen infinitesimalen Transformationen 9f-.9rf der Gruppe Ztf • • • Zrf überzuführen, welche ihnen durch die isomorphe Beziehung zugeordnet sind.

Der nächste Schritt, den wir zur Beantwortung der von uns gestellten Frage thun müssen, ist mithin der, dass wir die beiden Gruppen in allgemeinster Weise holoedrisch isomorph auf einander beziehen.

Wir wählen in der Gruppe Zrf • • • Zrf in allgemeinster Weise r solche unabhängige infinitesimale Transformationen:

Yf =2 9 ’ Zjf a=1 n.

i

dass mit den Relationen:

r

	
(2)              (X,X,) = X^-^-f zu gleicher Zeit die Relationen



r

	
	
(27)             (Y|Y) =>)coYf





1 bestehen. Ist das geschehen — es sind nur algebraische Operationen dazu erforderlich —, so ordnen wir Xf • • • Xrf bezüglich den infinitesimalen Transformationen Yf • • • Yrf zu und erhalten so die beiden Gruppen in allgemeinster Weise holoedrisch isomorph auf einander bezogen.

In dem gegenwärtigen Kapitel verstehen wir überall unter den g^j das allgemeinste System von Constanten, welches den eben gestellten Forderungen genügt.

Zu bemerken ist hier, dass die g^ im Allgemeinen von gewissen willkürlichen Elementen abhängen, einmal von willkürlichen Parametern und dann von gewissen Willkürlichkeiten, welche durch die algebraischen Operationen bedingt werden, die zur Bestimmung der g^j erforderlich sind: es ist ja denkbar, dass es mehrere discrete Schaaren solcher Werthsysteme gkj giebt, welche die verlangte Beschaffenheit besitzen.

Es fragt sich nunmehr, ob es unter den so gefundenen isomorphen Beziehungen der beiden Gruppen zu einander eine giebt, welche die oben angegebene Beschaffenheit hat. Mit andern Worten: ist es möglich, die willkürlichen Elemente, welche in den Coefficienten gkj auftreten, so zu specialisiren, dass Xif • • • Xrf durch Einführung geeigneter neuer Veränderlicher: yi — ;(x1-.x,) bezüglich in Yf--- Yrf übergeführt werden können?

Dann aber auch nur dann, wenn diese Frage mit ja beantwortet werden muss, sind die beiden Gruppen Xf. • • Xrf und Ztf---Zrf mit einander ähnlich.

Es seien Xf.-.Xnf (nKr) durch keine lineare Relation von der Form:

%1 (x, • • • x,) Xf+— + %(x,* xsyxnf = o verknüpft, dagegen mögen sich Xn+if • • • Xrf linear durch Xf • • • Xnf ausdrücken lassen:

	
(3)    X+if= ©n (x, • • • «,) • X^f -- • • • + Qin (x, ■ ■ ■ x^ • Xnf



{k = l • • • r—n).

Ist nun die Transformation yi — ^i^x^ • • • x^ so beschaffen, dass Xxf • • ■ Xrf bei Einführung der y in gewisse infinitesimale Transformationen Df• • • ^rf übergehen, welche der Gruppe Zxf • • • Zrf angehören, so können natürlich 9f. • • ^nf nicht durch eine lineare Relation von der Form:

v, (y,-y.).Df +-----F v. (y.— y^) • ^nf= 0 verknüpft sein; dagegen erhalten wir augenscheinlich für n+1f...9f Ausdrücke von der Gestalt:

n

^n+kf=^l^kv (Ji • y):9vf (=1:/-n),

1

in denen die ^kv{y') aus den Qkv (x) durch Einführung der Veränderlichen y an Stelle der x entstanden sind, so dass also die n(r— n) Gleichungen

Siv (Ji ‘ ' ’ y.) --- ^kv (x, ’ ’ ’ «,)

bei der Substitution: yi— (x, x,) zu Identitäten werden.

Hieraus schliessen wir:

Besteht zwischen Xf: • • Xnf heine lineare JRelation, während Xn^ f ■ • • Xrf sich vermöge der Relationen (3) linear durch Xxf - ■ • Xnf ausdrücken, so können die beiden gleichsusammengesetsten Gruppen X^f-" Xrf xmd Zf • • • • Zrf nur dann ähnlich sein, wenn sich die willkürlichen

Elemente in den oben definirten Coefficienten grj derart wählen lassen, dass die infinitesimalen Transformationen:

r

Ykf =2) 9kj • Zrf (=1- v)

i

die folgenden Eigenschaften besitzen: erstens sind Yxf • • • Ynf durch heine lineare .Relation. verknüpft, während dagegen Yn^f • ■ ■ Yrf sich linear durch Y1f--- Ynf ausdrüchen:

n

(3 )           Tn-^kf--) "kv (Ji ' * ' y.) ' Y,f (=1: r n)

1

tmd zweitens sind die n(r — n) G-leichungen

	
(4)    Qi» (x, • • • a,) — "iv (J, • • • yf) = 0   (=1 *-n,"=1>%) mit einander verträglich und ergeben weder zwischen den x allein noch zwischen den y allein Relationen.



Diese Bedingungen sind nothwendig für die Aehnlichkeit der beiden gleichzusammengesetzten Gruppen Xif • • • Xrf und Zrf • • • Zrf. Wir behaupten, dass dieselben zugleich hinreichend sind. Genauer gesagt, wir behaupten: wenn die bewussten Bedingungen erfüllt sind, so giebt es stets eine Transformation yi= i(x, • • • x,), welche die infinitesimalen Transformationen Xf • • • Xrf in bezüglich Yif • • • Yrf überführt, so sind die beiden Gruppen Xxf • • • Xrf und Zxf ■ • • Zrf mit einander ähnlich.

Den Beweis für diese Behauptung werden wir dadurch erbringen, dass wir eine Methode entwickeln, welche zur Bestimmung einer Transformation von der angegebenen Beschaffenheit führt.

Unser gegenwärtiger Standpunkt ist also der folgende:

In den s Veränderlichen X, • • • xs ist eine r-gliedrige Gruppe

Xkf = N 8 (x, • • • a,)        a=1 ■ • • 1          08,

vorgelegt, deren Zusammensetzung durch die Relationen:

(X-i x) = 2 Cika • Xaf

1 bestimmt ist. Zwischen Xrf •Xnf besteht dabei keine lineare Relation von der Form:

%1 (x, • • • Xf) • Xf+-----+ X(E,—* «,) • ^nf= 0, während dagegen Xn^f • • • Xrf sich durch Xf--• Xnf ausdrücken lassen:

n

	
(3)            X+% f = ) ^Pkv (x, • ' ’ x,) • X.vf (k 1 • • r—n) .



Gegeben ist ferner eine mit der Gruppe Xif • • • Xrf gleichzusammengesetzte r-gliedrige Gruppe:

z-2 t. 0," y^ 3%, «—1. »

und es sind in dieser Gruppe r unabhängige infinitesimale Transformationen:

yf - 2 51Z/= 2 "a(y, ' ' ' y.) 35 a-i

so ausgewählt, dass erstens die Relationen:

(YY) =XokYf

identisch bestehen, dass zweitens Yf ■ ■ • Ynf durch keine lineare Relation von der Form

11 (y,y) Yf +------ "n (Ji • ' • y.) • Ynf = 0 verknüpft sind, während dagegen Yn^f ■ • ■ Yrf sich folgendermassen ausdrücken:

n

(3') Yn+kf= 2 Ji (,—" yf) • Yf «=1**—)

i

und dass endlich die n (r — n) Gleichungen:

	
(4)    Piv (x,*""a,) — *(y1‘y,) == 0 @=1-r-n, *=1*7) mit einander verträglich sind und weder Relationen zwischen den x allein noch solche zwischen den y allein ergeben.



Gesucht wird eine Transformation:

	
(5)              J== (x-x,)   (=1-9), welche Xf • • • Xrf in bezüglich Yf • • • Yrf über führt.



Wir können hinzufügen:

	
Tie gesuchte Transformation ist so beschaffen, dass die Gleichungen (4)    bei der Substitution: y,==   (x), . ys = ^S(T) zu Identitäten werden.



Hiermit ist das Problem ausgesprochen, um dessen Erledigung es sich zunächst handelt.

§ 90.

Bevor wir das am Schlüsse des vorigen Paragraphen aufgestellte Problem in seiner vollen Allgemeinheit angreifen, wollen wir einen besonderen Fall betrachten, dessen Erledigung sich bei weitem einfacher gestaltet; wir meinen den Fall n—r, welcher offenbar nur dann eintreten kann, wenn s mindestens gleich r ist.

Die oben definirte ganze Zahl n sei also gerade gleich r.

Es ist klar, dass in diesem Falle weder zwischen Xif • • • Xrf noch zwischen Zxf ■ ■ • Zrf eine lineare Relation besteht. Hieraus folgt, dass die r infinitesimalen Transformationen:

Yf =2} 9kj Zf a=li) i

die auf S. 333 angegebenen Bedingungen von selbst erfüllen, ohne dass die in den g^j enthaltenen willkürlichen Elemente weiter specialisirt zu werden brauchen. Erstens besteht ja zwischen Yf. • • Yrf keine lineare Relation und zweitens schrumpfen die Gleichungen (4) auf die Identität 0=0 zusammen, sie sind also sicher mit einander verträglich und liefern auch weder zwischen den x allein noch zwischen den y allein Relationen.

Ist daher die auf S. 333 aufgestellte Behauptung richtig, so sind unsere beiden r-gliedrigen Gruppen ähnlich, und zwar giebt es eine Transformation y, = i(x, • x), welche Xf • • • Xrf in bezüglich Yf--- Yrf überführt. Versuchen wir eine solche Transformation zu bestimmen.

Wenn wir vermöge der Transformationsgleichungen

	
(5)                        yi = ©; (x, • • • x^)     (=1- • • •)



die Veränderlichen yt- • • ys in Xf einführen, so erhalten wir:

x,/-Z]xy@ =2]x,o,},;

vergleichen wir hiermit:

	
Y/ =2} Y (,—. y.) =2] Ykyi 3,



so erkennen wir, dass die Transformation (5) dann und nur dann Xf. ■ ■ Xrf in bezüglich Yrf • • • Yrf überführt, wenn die r s Gleichungen: (6)           Yk yi — Xk @; = 0 @=1 *, =1-9)

bei der Substitution: yx = i(x), • • • ys~ ©,(x) zu Identitäten werden.

Setzen wir nun:

Xkf-\-Ykf=^f ^...r},

so wird:

Ji (^i -- @) — Yk yi Xk ^i; wenn daher die Gleichungen (5) eine Transformation von der verlangten Beschaffenheit darstellen, so verschwinden die rs Ausdrücke ^k{yt— ©i) sämmtlich vermöge (5) oder, was auf dasselbe hinauskommt: das Gleichungensystem (5) gestattet die r infinitesimalen Transformationen Q,f. • • Slrf (vgl. Kap. 7, S. 109 ff.)

Andererseits gilt offenbar Folgendes: jedes nach x,---x, auflösbare Gleichungensystem von der Form (5), welches die r infinitesimalen Transformationen Sf • • • ^rf gestattet, stellt eine Transformation dar, welche X,f- • • Xrf in bezüglich Yf • • • Yrf überführt.

Berücksichtigen wir jetzt, dass die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen Sif • • • ürf paarweise in den Beziehungen

(8,9.) = (XiXi^ + (Yi Y) = 2 CikoSlaf'

1

stehen und also eine r-gliedrige Gruppe in den 2s Veränderlichen 21 • • • x,, Y1 • • • ys erzeugen, so können wir sagen:

Der Inbegriff aller Transformationen (5), welche Xff--Xrf in bezüglich Yf... Yrf überführen, ist identisch mit dem Inbegriff aller nach 2,-X, auflösbaren Gleichungensysteme von der Form (5), welche die r-gliedrige Gruppe Sf. • • &„f gestatten.

Die Bestimmung einer Transformation von der besprochenen Beschaffenheit ist hiermit zurückgeführt auf die Bestimmung eines gewissen Gleichungensystems in den 2 s Veränderlichen X1--X,, Y1--ys; dieses Gleichungensytem muss die folgenden Eigenschaften besitzen: es muss aus s unabhängigen Gleichungen bestehen, muss sowohl nach x^'-Xg als auch nach y, ■ • • ys auflösbar sein und muss endlich die r-gliedrige Gruppe Sf • • • Slrf gestatten.

Bei der Erledigung dieses neuen Problems können wir uns auf die Entwickelungen des Kapitels 14 stützen.

Unter den gemachten Voraussetzungen verschwinden die r-reihigen Determinanten der Matrix

In(x) • • hs^

Eri (x) * ' %rs (x) nicht alle identisch und noch weniger alle r- reihigen Determinanten der Matrix:

	
- hu (x) • • sis(x) Nu(y) • • ^y)



	
	
(7)                      .........





i sri (x) • • Ers (x) Vri^ • • ^(y)

Wenn daher ein Gleichungensystem alle r-reihigen Determinanten der Matrix (7) zum Verschwinden bringt, so muss es nothwendig Relationen zwischen den x allein enthalten.

Unsere Aufgabe ist die Bestimmung eines Gleichungensystems von der Form:

	
	
(8)    Y, — ,(x, • • • xf) = 0, • • • ys— ©,(x,      ) == 0,





welches die Gruppe Xif — Y^f gestattet und dabei nach X1 •* a, auflösbar ist.

Ein Gleichungensystem von dieser Beschaffenheit enthält sicher keine Relationen zwischen X1 • • • xs allein, es bringt also nicht alle r-reihigen Determinanten der Matrix (7) zum Verschwinden und lässt sich nach Theorem 17 in Kap. 7, S. 123 auf eine solche Form bringen, dass es nur Relationen zwischen den Lösungen des vollständigen Systems:

	
	
(9)           ^kf= Xkf-[- Ykf= 0  (=1-7





enthält. Folglich ist unsere Aufgabe gelöst, wenn es uns gelingt, s unabhängige, sowohl nach 21 • . Xs als nach yr-• • ys auflösbare Relationen zwischen den Lösungen dieses vollständigen Systems anzugeben.

Das vollständige System (9) besitzt 2 s— r unabhängige Lösungen, welche wir offenbar so wählen können, dass s — r von ihnen, etwa:

M1 (21 • • • «,) • • • us—, (x^ • • • Xg) nur von den x abhängen, s — r andere:

", (y,*y)--U—r(y,t::y.)

nur von den y, während dagegen die r noch übrigen:

	
	
	
w, (x, • xs, yr- • -ysy - wr(xr • • • xs, yx - ■ ■ y^)







sowohl gewisse x als gewisse y enthalten müssen. Hier sind die s Functionen 11-- us—r, M1 **. wr in Bezug auf X, • • • xs von einander unabhängig und die s Functionen 71 • • • vs—r, 101 • • • w, sind es in Bezug auf Y1--y,; das folgt daraus, dass die r Gleichungen des vollständigen Systems sowohl nach r von den Differentialquotienten f • • - als nach r von den Differentialquotienten f • • • of auf-031 Sys                                      1            0N1 dxs

lösbar sind (vgl. Kap. 5, Theorem 12, S. 91).

Wann sind nun s von einander unabhängige Relationen zwischen den u, v, w sowohl nach X, •Xs als nach Y1**Ys auflösbar? Offenbar dann und nur dann, wenn sie sowohl nach 11 • • • us—r, w, • • • wr als nach 7, • • • vs—r, wr • • ■ wr aufgelöst werden können, wenn sie sich also auf die Form:

	
	
(10)    ", =S(u** ",—) ,*”-*= ^s-r (u, • • • ",—r) ,





1== G, (u, • u, -,), * ‘ w, = G,(u, u,—,)

bringen lassen, wo S1 • • • Is— r beliebige von einander unabhängige Functionen ihrer Argumente bezeichnen, während die Functionen G,-G, gar keiner Beschränkung unterworfen sind.

Die Gleichungen (10) stellen das allgemeinste Gleichungensystem dar, welches aus s unabhängigen Gleichungen besteht, die Gruppe Sf • • ■ ^t.f gestattet und sich sowohl nach xx • • ■ xs als nach Y,-ys

Theorie der Transformationsgruppen. auflösen lässt; zu gleicher Zeit stellen sie die allgemeinste Transformation zwischen 2, • • • x, und y, • • • ys dar, welche Xf • • • Xrf in bezüglich Yf--- Yrf überführt. Es ist somit bewiesen, dass es Transformationen giebt, welche diese Ueberführung leisten, dass also unsere beiden Gruppen wirklich mit einander ähnlich sind.
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Aber noch mehr, die Gleichungen (10) stellen überhaupt die allgemeinste Transformation dar, welche die Gruppe Xf..X,f in die Gruppe Zrf ■ • • Zrf üb erführt.

In der That, ist yt = 7, (x, • • • xs) irgend eine Transformation, welche die eine Gruppe in die andere überführt, so verwandelt dieselbe Xxf • • • Xrf in gewisse infinitesimale Transformationen Df • ■ • ^rf der Gruppe Ztf---Zrf, welche paarweise in den Beziehungen

(D.9)-Zc.Df

stehen, und welche daher aus den r infinitesimalen Transformationen:

Y/=2)o„Zf a=l i

erhalten werden, wenn man die in den g^ vorkommenden willkürlichen Elemente in geeigneter Weise specialisirt. Nun sind aber alle Transformationen, welche Xxf • • • Xrf in bezüglich Yxf ■ • • Yrf verwandeln, in der Form (10) enthalten, also ist insbesondere auch die Transformation yi— ^{x^ - x) in dieser Form enthalten.

Indem wir jetzt die gewonnenen Ergebnisse zusammenfassen, können wir sagen:

Theorem 63. Sind die beiden r-gliedrigen Gruppen:

	
X, f — 2 su (2, ■ ■ ’ a,) 8 « (=1 • r)



i

und:

zf=2 tu(y .y)3, «=1

gleicbsusammengesetzt und sind weder XYf-'-Xrf noch ZYf ■•■Zrf durch lineare Relationen verknüpft, so sind die beiden Gruppen auch mit einander ähnlich. Die allgemeinste Transformation, welche die eine Gruppe in die andere überführt, erhält man folgendermassen: Man wähle die r^ Constanten g^ in allgemeinster Weise so, dass die r infinitesimalen Transformationen

Y/=2)9z,f a=1.,

1

von einander unabhängig sind und dass mit den Relationen

1

 Das Theorem 55 bleibt, wie man leicht erkennt, noch richtig, wenn die

2

eingeklammerten Worte gestrichen werden. (Vergleiche die Entwickelungen des Kapitels 2.)

3

 Vgl. Lie, Berichte der K. Sachs. Ges. d. W. 1. August 1887.


(Xi X,) =)>} Cika Xof

1

zu gleicher Zeit die Relationen:

	
	
	
(V Y,) = 2 Cii;n Yaf







i

bestehen; sodann bilde man das r-gliedrige vollständige System

xf+ Yf =0 a=1ssn)

in den 2s Veränderlichen xt ■•■ xs, y,--ys und bestimme 2 s— r unabhängige Lösungen desselben, nämlich s — r unabhängige Lösungen:

ur (x, • • • x^) • • • us-r (x, • • • xs} 2 welche nur die x enthalten, s — r unabhängige Lösungen:

	
	
v, (yi* • y.) • • • vs-r(yr-■ ■ y^), welche nur die y enthalten, und r Lösungen:





w,(x, • -xs, yt - - ys) -w,(x,   a,, 31 • • • y^), welche von einander und von M-.u—,, v-v,-, unabhängig sind; ist das geschehen, so stellt das Gleichungensystem:

	
v, = S. (Uy • • • Us—,), • • • Vs —, Ss—r (u, ' ' ‘ Us—,)



Wi = G, (Uv ■ • • Us—r) , • • • • Wr == G, (u, • • • Us — }i) die verlangte Transformation dar; hierbei sind G, • • • G, vollkommen willkürliche Functionen ihrer Argumente; S--- I- r dagegen sind der Beschränkung unterworfen, von einander unabhängig sein zu müssen.

Hieraus ergiebt sich insbesondere der Satz 1. Stehen die r^s unabhängigen infinitesimalen Transformationen:

X,f-X) S(,.g,)%£ a=li, i                                      1 paarweise in den Beziehungen:

(X,X,) =0 (,/=1.7), ohne jedoch durch eine lineare Relation von der Form:

2 %(a, ..&) Xkf = 0

i verknüpft zu sein, so erzeugen sie eine r-gliedrige Gruppe, welche mit der Gruppe von Translationen:

	
1       0 31 ‘                oyr ähnlich ist.



Ein äusserst wichtiger Fall ist der, dass die beiden Zahlen s und r einander gleich sind, dass also die beiden Gruppen transitiv sind oder genauer: einfach transitiv (vgl. Kap. 13, S. 212). Wir wollen das Theorem 63 für diesen Fall besonders aussprechen:

Theorem 64. Zwei gleichzusammengesetzte einfach transitive Gruppen in gleichvielen Veränderlichen sind stets auch mit einander ähnlich. Sind

Xkf=^i su(x, • ,) % a=1- » i und

zf =2]tu(y, ' ‘ ' y„) 3 a=l» i                                   1

die infinitesimalen Transformationen der beiden Gruppen, so findet man die allgemeinste Transformation, ivelche die eine Gruppe in die andere überführt, folgendermassen: Man wähle die 12 Constanten g^ in allgemeinster Weise so, dass die r infinitesimalen Transformationen:

r

Ykf =>} 9» ^jf &=1:*)

i

von einander unabhängig sind und dass mit den Relationen:

(X, X,) = X Cika Xof

zu gleicher Zeit die Relationen:

(Yi Yf) = 2 Cika Yaf

i bestehen; man bilde ferner das r-gliedrige vollständige System:

Xkf + Ykf=Q a=l:7

in den 2r Veränderlichen a,---x,, Y1--y, und bestimme irgend r unabhängige Lösungen:

w,(x-x,, yt - --yr) - wr (x,** ^.-, 91** yf) desselben; dann stellen die r Gleichungen:

wt — ar, • • ■ wr — ar

mit den r willhürlichen Constanten at - - ■ ar die allgemeinste Transformation von der verlangten ^Beschaffenheit dar.

§ 91.

Jetzt wenden wir uns zur Behandlung des allgemeinen Problems, welches wir am Schlüsse von § 89 (S. 334) aufgestellt haben.

Zunächst können wir, und zwar genau wie im vorigen Paragraphen, beweisen, dass jede Transformation: yi ===  (x,-. x,), welche Xf- • • Xrf in bezüglich YJ- - Yrf überführt, ein Gleichungensystem darstellt, welches die 7-gliedrige Gruppe Sif = Xkf — Ykf gestattet und dass andererseits jedes nach 21--.X, auflösbare Gleichungensystem:

yi= ^^ • • • x,), welches die Gruppe Mf...2„f gestattet, eine Transformation darstellt, welche Xf- ■ • Xrf in bezüglich Yrf • • • Yrf überführt.

Nun ist nach S. 334 jede Transformation yt — (x, • • • xs), welche Xif • • • Xrf in bezüglich Yf. • • Yrf überführt, so beschaffen, dass die Gleichungen (4) bei der Substitution: Y, ==   (x), • • • ys = @,(x) zu Identitäten werden. Folglich können wir das auf Seite 334 formulirte Problem auch folgendermassen aussprechen:

Gesucht wird in den 2 s Veränderlichen X1 • • • xs, Y1-Ys ein Gleichungensystem, welches die r-gliedrige Gruppe Af • • • S,f gestattet, aus gerade s unabhängigen Gleichungen besteht, sowohl nach 21 • • • xs als nach y^- • • ys auflösbar ist und endlich die n(r —n) Gleichungen: (4) Qkv (x, • • • xf) — "v (Ji • • • ys} = 0   (=1-/-n, =1-n), umfasst.

Für die Erledigung dieses Problems ist es von grosser Wichtigkeit, dass das Gleichungensystem (4) seinerseits die r-gliedrige Gruppe &f- 9,f gestattet.

Um das zu beweisen, denken wir uns die Matrix:

51 (x) • • Sis (x) "a (y) • • "is (y)


(11)



5ri (x) ’ ’ ärs (x) 7r1 (y) ' ^rs (y) aufgeschrieben, welche zu den infinitesimalen Transformationen &f • ■ • Slrf gehört. Wir werden zeigen, dass die Gleichungen (4) eines der Gleichungensysteme sind, welche sich durch Nullsetzen aller (n H 1)-reihigen Determinanten der Matrix (11) ergeben. Damit ist dann nach Theorem 39, Kap. 14, S. 228 bewiesen, dass das Gleichungensystem (4) die Gruppe ^f ■ • • ^rf gestattet.

Unter den (n — 1)-reihigen Determinanten der Matrix (11) giebt es insbesondere solche von der Form:

| su(oc) ■ sur„ (n) mAy)

4 TT sh, (x) ^n^n (x) Mno (J) I

5»+t,h (x) ' En+H,k„ (x) Vn+j,a{y) Ersetzen wir in d die Glieder der letzten Horizontalreihe durch ihre aus (3) und (3') folgenden Werthe:

2                       n

5n-+,2, (x) = > Giv(x) ■ ^V, *„(x),  "n+,o(v) = >} *»(y) ■ "vo(y) , und subtrahiren wir von der letzten Horizontalreihe die n ersten, nachdem wir dieselben vorher mit bezüglich Qj1(x)- • Pjn (x) multiplicirt haben, so bekommen wir:

n

4 = Z± 6u, (x) • • Enk„(x) 2 "vo W {"»(y) — Gi(x)} •

Hier verschwinden unter den früher gemachten Voraussetzungen die Determinanten von der Form:

D = Z± Su(x) • • Snk„(x) / nicht alle identisch und ebensowenig alle Determinanten von der Form: D=X±n():"u„(y).

Ein Gleichungensystem, das alle Determinanten A zum Verschwinden bringt, muss offenbar entweder alle Gleichungen von der Form D =0 enthalten oder die s (r — n) Gleichungen:

n

X "vo (y) (3»(y) — 9i(x)} = 0 (0=1*3, =1*-n); im letzteren Falle umfasst es entweder alle Gleichungen von der Form D = 0 oder die n(r — n) Gleichungen

	
	
(4)            9jv(x) — ^jv(y) — ^    (=1 • • • r—n, »=1 • • • n).





In dem letzten dieser drei Fälle bemerken wir nun Folgendes:

Das Gleichungensystem (4) bringt nicht blos alle Determinanten A zum Verschwinden, sondern überhaupt alle (n — l)-reihigen Determinanten der Matrix (11). Man erkennt das sofort, wenn man die Matrix in der Form:


	
su (x)      • Sis(xc) ’n {y}
	
ni(y)


	
si (x) • Ens(x) "ni(y)

1- • -n                                  1 • • • ra                   1 • • • ?1

Pi ^1 2 Qi srs 2 "iv 711

v                                v                     v
	
Vns(y')

1 • • • n

2 "ir ^]vs

V


	
1 • • • n

2 9r—n^r 5n *

v
	
1 • • • 71

2 ^r—7i, , ^vs

v




schreibt und sodann die Substitution: @xv(y) = @xv(x) macht; die (n — l)-reihigen Determinanten der so erhaltenen Matrix sind alle identisch Null. Folglich gehört (4) zu denjenigen Gleichungensystemen, welche man durch Nullsetzen aller (n — l)-reihigen Determinanten der Matrix (11) erhält, und es gestattet daher nach dem oben angeführten Theoreme die r-gliedrige Gruppe Sf • • • L„f.

Die eben bewiesene wichtige Eigenschaft des Gleichungensystems (4) kann auch noch auf einem andern, etwas direkteren Wege erkannt werden.

Nach S. 109 u. 223 gestattet das Gleichungensystem (4) die r-gliedrige Gruppe &f • • ■ Slrf jedenfalls nur dann, wenn alle Gleichungen von der Form:

^j{q)kv{^ — "iv(y)) = Xjcpky^ — Yj^k^y) = 0 eine Folge von (4) sind. Dass diese Bedingung im gegenwärtigen Falle erfüllt ist, lässt sich leicht nachweisen.

Es ist für j=1...r, k = 1 • • • r — n: n \

Xf, 2 PPi» ' X,f )

n                       n

	
X, ^kv' X, f + X Giv (X; X,) •


	
1                               1

Ferner ist allgemein:
[image: ]






Setzen wir diesen Werth in die vorhergehende Gleichung ein und berücksichtigen ausserdem, dass Xf • • • Xnf nicht durch eine lineare Relation verknüpft sind, so finden wir:

(12)

Es wird also:
[image: ]


Xj 9kv   Ytjkv (911 , 912 ’ ’ ’)    ( — 1-/,k-—■ 1 ■ • r n, v.—-1-n)

und eine ganz ähnliche Rechnung giebt:

Y "k = IIjiv (11, 112 • ),

wo YLjkv beide Male dieselbe Function seiner Argumente bezeichnet.

Nunmehr erhalten wir:

Lj(Piv ^kv) — YLjkv((pm 912 ‘ ' ') Yljkv^^, 112 • • •),

woraus zu ersehen ist, dass die Ausdrücke 2;(Pkv — 1*v) wirklich alle vermöge (4) verschwinden.

Im Allgemeinen werden die n(r—n) Gleichungen Q*v(x) == 1*v(y) nicht von einander unabhängig sein, sie werden sich vielmehr durch eine geringere Anzahl von einander unabhängiger Gleichungen ersetzen lassen, etwa durch die s — Q^s folgenden:

	
	
	
(13)         Qi(q,‘“:a,) = *(y, • y.)   (==1-s—e).







Natürlich wird dann jedes X;@% eine Function von 91---9,—0 allein:

	
	
	
(14)      X;9,= T(i*"9,-0) 0 =1 r;*=1*-@)







und jedes Yj@% wird dieselbe Function von 11 • • • v,—0:

	
	
	
(14)      Yv*=Tx(11--1,-0)   0=1.7; *=1-3-@),







es verschwinden daher vermöge des Gleichungensystems: 91—11 == 0, - 9,-== 1,-0 alle &;(Px—1%). Da aber dieses Gleichungensystem in einer Form vorliegt, welche die auf S. 107 f. gestellte Forderung erfüllt, können wir nach S. 112 u. 223 schliessen, dass dasselbe die r-gliedrige Gruppe Mf--- &,f gestattet.

Ist nun s — 0 — s} also 9 == 0, so stellen die s Gleichungen 91==!,, •. 9, = s an und für sich schon eine Transformation in den Veränderlichen X1 • • • x,, y^ ' ‘ ’ ys ^ar- Diese Transformation führt offenbar Xf • • • Xrf in bezüglich Y^f - - Yrf über und ist zugleich die allgemeinste Transformation, welche das thut.

Demnach ist der Fall s — 0 = s von vornherein erledigt, dagegen bedarf der Fall s — 0 < s genauerer Untersuchung.

Um die weiteren Betrachtungen zu vereinfachen, wollen wir zunächst statt der Veränderlichen x und y geeignete neue Veränderliche einführen.

Die n von einander unabhängigen Gleichungen: Xf == 0, ••• Xnf—0 bilden ein n-gliedriges vollständiges System in den s Veränderlichen X, • x, sie haben daher s—n unabhängige Lösungen gemein, ebenso haben die n Gleichungen: Y-^f = 0, • • • Ynf = 0 in den Veränderlichen Y, • •• ys gerade s — n unabhängige Lösungen gemein.

Es liegt nahe, die infinitesimalen Transformationen Xxf• ■ ■ Xrf und Yf--. Yrf dadurch zu vereinfachen, dass man an Stelle der x neue unabhängige Veränderliche einführt, von denen s — n unabhängige Lösungen des vollständigen Systems: Xf = 0, • • • Xnf — 0 sind, und an Stelle der y neue unabhängige Veränderliche, von denen S—n unabhängige Lösungen des vollständigen Systems: Y f = 0, • • • Ynf = 0 sind.

Es liegt andererseits nahe, die Gleichungen (13) dadurch zu vereinfachen, dass man die Functionen 91(x) -9,—o(x) und 11(y)-@s—o(y) als neue Veränderliche einführt.

Wir wollen versuchen, beides, so weit als möglich, zu vereinigen.

Zunächst gehen wir darauf aus, an Stelle der x geeignete neue Veränderliche einzuführen.

Unter den Lösungen des vollständigen Systems Xf = 0, • • • Xnf = 0 kann es solche geben, welche sich durch die Functionen 91(x) • • • 9,—o(x) allein ausdrücken lassen; alle Lösungen F(9, • • • 9,—0) n Differential-


von dieser Beschaffenheit bestimmen sich aus den gleichungen:



(x = 1. • . n)


_. Wir wollen



annehmen, dass diese Gleichungen gerade s—(Ks — 9 unabhängige Lösungen besitzen, etwa die folgenden:

U,(, • • • 9,—() • • • 11,—4(9, • ’ • ©,- o).

Unter dieser Voraussetzung sind offenbar:

1,((x) * ’ ' P,- e(x)) = ^i^)} • • • U,—(Pi(x) • • • cps-Q(x)) = us^q(x) solche unabhängige Lösungen des vollständigen Systems: Xf= 0, ••■Xnf—Q} welche sich durch 91(x) • • • 9,—o(x) allein ausdrücken lassen, und es ist jede andere Lösung von derselben Beschaffenheit eine Function von M(x)-us—q(x) allein. Natürlich gilt dabei auch die Ungleichung: s — q^s— n, also ist keine der beiden Zahlen 9 und n grösser als q.                                 •

Es seien nun:

u,—4+1    u,—q+1(x), ' ' * u,—n — u,—n(x)

irgend q — n von einander und von M(x) u,—q(x) unabhängige Lösungen des vollständigen Systems: Xf=0,.X,f =0. Wir werden zeigen, dass die s — 9 — q — n Functionen: 1,-4+1 (x) • • • us—n (x), 91(x) • • • 9,—o(x) von einander unabhängig sind.

Da 91 (x) • • • 9s—o(x) von einander unabhängig sind, so giebt es unter den Functionen 91(x) • • • ^s—q^x)^ u,-4+1(x) • • • us_n{x) wenigstens s — 0, also etwa gerade s — 0+q — n—h von einander unabhängige, wo O^h^q — n. Wir wollen annehmen, dass gerade Pi(x) ' ' • 9s—e(x), 1,—4+1+1(x) • • • u,—n (x) von einander unabhängig sind, während u,-4+1(x) . u,-4+*(x) sich durch 91(x)--9,—o(x), "s—q+1+1(x) • • • us—n{x) allein ausdrücken lassen. Es sollen also zwischen den Grössen Us—q^t • • • u—n , 91 • • • q,- Q Relationen von der Form:

(16)   Us — 2+j     %s(us—q+1+1 ' ' ' ^s — n , 91 ' ' ' q, — 0)    0=1- I) bestehen, welche bei der Substitution:


(17)




Deuten wir haben wir:

also wird auch:



"s—q-+ 1 "s—q+1(x), ’ ' * us—n   u,—n(x), 91 = 91 (x), • 9,-, = 9,—0(x) zu Identitäten werden. die Substitution (17) durch das Zeichen [ ] an, so


[&,—+— %] = 0 (j=1 1),




X% [Us — q-\-j




8--0

-x--X 1




[Ni»(9P1 • • • 9,—0)]




(k== 1 ■ - • n. j — 1 ■ ■ • h).



das heisst: die Ausdrücke

\ 0X ■

	
	
(18)        2/T91ii:P-0 0q, d=l .." 251 .." verschwinden bei der Substitution (17) alle identisch. Nun sind aber diese Ausdrücke sämmtlich von 1s—7+1 • • • 1,—q+% frei, wären sie daher nicht identisch null, sondern verschwänden sie erst bei der Substitution (17) identisch, so wären die Functionen u,-4+1+1(x). u,— n{x), y^x) • • • gs—o(x) nicht von einander unabhängig, das aber wäre gegen die Voraussetzung. Folglich sind die Ausdrücke (18) an und für sich identisch null oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Functionen X1 • • • X% sind Lösungen der n Differentialgleichungen (15) in den s—0 Veränderlichen 91 • • • 9,—0. Hieraus geht hervor, dass 91 • • • 9,—0 in den %j nur in den Verbindungen: 1(9, • • • 9,— 0) • • • 1,—q(9, • • • 9,— 0) vorkommen, dass also die h Gleichungen (16) durch h Relationen von der Form:


	
(19)   us—q+3 — Zj(^—4+1+1 ’ ' ’ u,—n, M, ’' ' ^s—q) (=1- n) ersetzt werden können, die nun ihrerseits bei der Substitution:





M, = «iW?' ' • u,—n = u,—n(x) zu Identitäten werden.

Relationen von der Form (19) können offenbar nicht bestehen, da M, • • • us—n unabhängige Lösungen des vollständigen Systems X,f= 0, • • • Xnf = 0 sind; folglich ist h gleich Null. Damit ist bewiesen, dass die s — 0 — q — n Functionen P1(x) • • • 9,—o(x), u,—q+1 (x) • • • us—n (x) wirklich von einander unabhängig sind.

Wir sehen also, dass zwischen den s — n — s — Q Grössen u, • • • u,—n, 91 • • • (ps—Q keine andern Relationen bestehen, als die s — q folgenden:

	
	
(20)    M1 --: 1,(, " * ' ^Ps—©), ' ' ‘ ^s — q -- 11,—q(91 ’ • ^Ps—(), welche bei der Substitution:





M1 = u(x), • • ' ^S-q = Us^q(x), 91 == P1(x),** (Ps-Q = (Ps-Q^ zu Identitäten werden.

Aus dem eben Gesagten ergiebt sich, dass unter den S—n+S — 0 Functionen M,(x)..u,—n(x), 91(x)-.9,—0(x) gerade s—n+s—0—(s—() — s — n+q-—0 von einander unabhängige vorhanden sind, nämlich etwa die s — n Functionen: ur(x) • • • Ms—n(x), zu denen noch q — 020 von den Functionen 91(x) • • • 9,—o(x) hinzukommen. Nehmen wir an, dass die Gleichungen (20) sich gerade nach 9,—9+1 ■ • • 9,—9 auflösen lassen, so können wir schliessen, dass gerade die s — n — q — 0 Functionen: M(x) • • • us—n (x), 91(x)--9qo(x) von einander unabhängig sind. Hierbei ist die Zahl q — 9 oder kurz m sicher nicht grösser als n, da die Summe s — n — q — 0 natürlich die Zahl S der Veränderlichen x nicht übersteigen kann.

Nunmehr sind wir so weit, dass wir an Stelle von X1 • • • xs neue unabhängige Veränderliche x{ • • • xä einführen können; wir wählen dieselben folgendermassen:

Wir setzen einfach:

	
x, + 1 M1 (x, ' ' ' «,) , ' a,      u, — 2 (x, ’ ' • x,) , ferner:



a + 1     u, — 2 + 1 (x1 ' ' ' «,), ' " ' &, = u,—n(xi ' • ' x,) und:

E1 91 (x, ' ‘ ‘ x,) , • ‘ * ^m Qm (x, ' ' * «,) , wo m = q — 9 nicht grösser ist als n; ausserdem setzen wir noch:

Tn+1 A (x, ‘ * ' «,) , * " ’ a,     ^n — m (x, ' ‘ ' ^s)) wo A, (x) • • • An—m(x) irgend welche von einander und von M, (x) • • • us—n(x), 91 (x) • • • Qm(x) unabhängige Functionen bezeichnen.

In ganz ähnlicher Weise führen wir an Stelle von y, • • • ys neue unabhängige Veränderliche ein.

Wir bilden die s — q Functionen:

1,(,(y) • • • 1,—@(y)) = v,(y), • • ■ u,—((y) • • • 3,—9(y)) = v,—,(y), welche offenbar unabhängige Lösungen des n-gliedrigen vollständigen Systems: ′ Yf = 0, • • • If = 0 sind; wir bestimmen ferner irgend q — n von einander und von v^y} • • • v,—q(y) unabhängige Lösungen: Vg^-^^y} • • • v8_n(y) desselben vollständigen Systems. Dann ist klar, dass die s — n — q — 9 Functionen:

v(y) • • • vs^j), ^y} • • • ipq-^y} von einander unabhängig sind.

Die neuen Veränderlichen y^ • • • y^ wählen wir nun gerade so, wie vorhin die x'.

Wir setzen einfach:

92+1 ="(1**y,),** y^ = v,—(J1 • • • y^ ferner:

yn+1 = vs-- 2+1(J1 • ■ ■ y^ ■ y^ = v,—n(J1 • • • ys) und:

	
Y, = *(J1 •*),*** ym — ^m^yi -y); ausserdem setzen wir noch:



yn+1 = A(1 ’ ’ ■ y»)) ■ yn = An-m^yi ■ ■ ■ y«)}

wo A • • • An—m irgend welche von einander und von: v,(y) • • • vs—n{y\ 1(y) ■ ’ ’ ^m^y) unabhängige Functionen sind.

Führen wir jetzt die neuen Veränderlichen x und y' in die infinitesimalen Transformationen Xxf, Ykf und in die Gleichungen (13) ein.

Da alle XAxn+1 • • • Xkx's identisch verschwinden und da alle XL 9, • • • Xk 9m nur von 91 • • • Qs—Q, das heisst also von A,’ • • • xmi x+1 • • - xs abhängen, so erhält Xkf in den Veränderlichen X1 • X, die Form:
[image: ]

Die Cru {y^' • • • y'm, y'^t -"y^ bedeuten hierbei dieselben Functionen ihrer Argumente, wie die E*u (x, • • • Xm, x+1 • • • x). Aus den Gleichungen (14) und (14') geht nämlich hervor, dass Yy, dieselbe Function von y± ’ " y'm, y'q+i • • • y's wird, wie Xau von x,’*** En, 22+1 -*as, unter u eine beliebige der Zahlen: 1, 2 - m verstanden.


Andererseits müssen wir feststellen, welche Form das Gleichungensystem (13) in den neuen Veränderlichen erhält.

Das Gleichungensystem (13) kann offenbar durch das folgende ersetzt werden:

	
	
9,    11 = 0, ’ ’ ‘ ^m ^m = 0, 1,(9, * ' ' P,—0) — 1(, *** 1—0) = 0, • ’ • 1,—4(91 * " ’ ^Ps—e) 1,—q(31 * * ’ 1s — e)     0.





Führen wir nun in dieses System unsere neuen Veränderlichen ein, so erhalten wir offenbar das einfache Gleichungensystem:

	
	
	
9.         /% Yi = 0, ’" * am ym = 0







x+1 — 92+1 = 0, -x,'—y,'= 0; auf diese Form lässt sich also das Gleichungensystem (13) oder, was dasselbe ist, das Gleichungensystem (4) nach Einführung der neuen Veränderlichen bringen.

Erinnern wir uns endlich, dass weder Xf-.-Xaf noch Yf--- Ynf durch lineare Relationen verknüpft sind und dass vermöge (4) alle (n — l)-reihigen Determinanten der Matrix (11) verschwinden, so erkennen wir, dass auch weder Ef • • • ^nf noch H^ • • • Hnf durch lineare Relationen verknüpft sind und dass vermöge (21) alle (n — l)-reihigen nicht aber alle n-reihigen Determinanten derjenigen Matrix verschwinden, welche aus den Coefficienten der Differential Quotienten von f in den r infinitesimalen Transformationen &f == f — Hif gebildet werden kann.

Durch die vorstehenden Entwickelungen ist das im Anfang des Paragraphen, S. 341, aufgestellte Problem auf das folgende einfachere zurückgeführt:

Gesucht wird in den 2s Veränderlichen a,'-- xf, yf ■ ■ • ys- ein Gleichungensystem, welches die r-gliedrige Gruppe

&f = Af + Hkf a=1-7)

gestattet und welches überdies aus s unabhängigen Gleichungen besteht, sowohl nach X,' • • • Xs als nach y^ • • • yf auflösbar ist und endlich die s — q — m Gleichungen (21) umfasst.

Um das neue Problem zu erledigen, erinnern wir an Kap. 14, S. 233 ff.; wir schliessen aus dem damals Gesagten, dass jedes Gleichungensystem, welches die Gruppe Eif — Hkf — ^lkf gestattet und dabei die Gleichungen (21) umfasst, dadurch erhalten werden kann, dass zu den Gleichungen (21) ein Gleichungensystem in den s — q — m Veränderlichen X1‘-Im-Th-*-aq--a,, yn+1 • yq hinzugefügt wird, welches die r-gliedrige Gruppe:

[image: ]

+ ) Yi,m+; (x, ’ ‘ ‘ 2, y+1 V %       x+1 ' ‘ ■ ^s) -




gestattet.

Hier wird Sif dadurch erhalten, dass man in Bif — Fif — Hkf alle Glieder mit -—, ■ ■ . - weglässt und in den übrigen Gliedern 231 ^ym                             ö überall vermöge (21) die Substitution macht:

M1 P1 , ' * ’ ym -- Om, J9+1     C.++1, ''' Vs -- Es-

Diese Entstehung von Bif zeigt, dass in der aus &f • • • ürf gebildeten Matrix:

En (x) • Ein (x) Di,m+i (x,3) • Din (x,3)


(22)



Eri (x ) ' ^m (x ) yr, m++1 (x , y ) ’ Y,n (x ,y ) alle (n — 1)-reihigen Determinanten identisch verschwinden, nicht aber alle n-reihigen. Nehmen wir noch hinzu, dass weder Ef • -Enf noch Hf- ■ ■ Hnf durch lineare Relationen verknüpft sind, so erkennen wir sofort, dass insbesondere die beiden n-reihigen Determinanten:

	
	
	
(23)                      x + jn (x) • • • L.(a/)


und:

(24)









En (x) • EIm (x) Y1,m+1 ^'jy') • bm ^',y}

Eni (x ) ' ^nm (x ) 9n,n+1 (x ,y ) Ynn (x iy ) nicht identisch null sind.

Nun kommt es uns aber nicht darauf an, alle Gleichungensysteme zu finden, welche (21) umfassen und die Gruppe Bf • • • ilrf gestatten, sondern nur auf die Bestimmung solcher Gleichungensysteme dieser Art, welche gerade aus s unabhängigen Gleichungen bestehen und sowohl nach ^' •. . x, als nach y^ • ' - ys' auflösbar sind. Folglich haben wir nicht alle Gleichungensysteme in X, • • • x,’, ym^-x'' ' y^ auf-zustellen, welche Af • • • Hrf gestatten, sondern nur solche, welche gerade aus s — (m — s — q) = g — m unabhängigen Gleichungen bestehen und ausserdem sowohl nach &m+1 • -x - xq als nach ym+1 • • • y'n • • ' y'q auflösbar sind.

Genügt ein Gleichungensystem in A,’ • • • xs\ y'm^i • • • y^ den eben gestellten Forderungen, so lässt es sich auf die Form:

	
	
	
(25)    ym-\-j '—: Hm+ (x, * ’ ’ ^m ‘ ' ' an " * ’ ^q * * ‘ x,)    ( = 1     9 m)







bringen, wo die Functionen On+1 ' • ' ^q ihrerseits in Bezug auf Xn+1 -.. x, von einander unabhängig sind. Nun ist klar, dass ein Gleichungensystem von der Form (25) nicht alle n-reihigen Determi-minanten der Matrix (22) zum Verschwinden bringen kann, denn jedenfalls kann die Determinante (23) vermöge ■ (25) nicht gleich Null werden. Da andererseits alle (n — l)-reihigen Determinanten von (22) identisch verschwinden, so ergiebt sich nach Kap. 14, S. 230, dass jedes Gleichungensystem von der Form (25), welches die Gruppe Af..S,f gestattet, durch Relationen zwischen den Lösungen der Gleichungen: Qf== 0, • S,f == 0 dargestellt wird, oder, was dasselbe ist, durch Relationen zwischen den Lösungen des n-gliedrigen vollständigen Systems: &,f = 0, • • • &„f = 0.

Das n-gliedrige vollständige System &f==0, • S„f =0 enthält s — q — m unabhängige Veränderliche und besitzt daher s — n+q—m unabhängige Lösungen-, s — n — q — n unabhängige Lösungen lassen sich sofort angeben, nämlich: xn+1 • • • xq • • • xs, y'n^ • yq, die n — m fehlenden müssen durch Integration bestimmt werden und können offenbar auf die Form gebracht werden:

	
	
	
C,    (a, ’ * ‘ In •X,, ym-\-\ •94) ’ ' * ^n—m (2, • • • am • • a, , Ym+1 •34). Da die beiden Determinanten (23) und (24) nicht identisch verschwinden, so sind die Gleichungen unseres vollständigen Systems sowohl







Of 2f 2f , ^f ^f af ^f , 0Fi 04‛m OEn            0di 0®m‘ 29m+1 dyn lösbar und es sind daher seine s — n — q — m unabhängigen Lösungen x+1*"*2,, y'n+i- -y’q, 0,**: COn—m sowohl in Bezug auf xn+1 • • • xq • • • xs, y'm+x • y, als in Bezug auf x'm+1 •a-x-.x,, y^ -y, von einander unabhängig (vgl. Theorem 12, S. 91). Folglich sind die Functionen C1 • • • ©,—m sowohl in Bezug auf Yn+1 • • • y'n als in Bezug auf Xm++1 • • • xn von einander unabhängig.

Jedes Gleichungensystem (25), welches den gestellten Forderungen genügt, wird nun durch Relationen zwischen den Lösungen x,+1-..X,, Yn+1* • • y'q} C1 *::@n—m dargestellt und zwar durch q — m sowohl nach y'm+i '"yq als nach Xm++1 •Xq auflösbare Relationen. Augenscheinlich müssen diese Relationen sowohl nach Q,.. con— m, Xn^ -.xq als nach C, ■ • • On— m, y'n+i ■ ‘ • y'q auflösbar sein, sie müssen also die Form haben:


(26)



OO, (21 • ' ' Am, &m+1 ' • • ^S} Ym+i ’ ’ ■ 3) -- Xu (x+1 -2-: x.)

<                                            (u = 1 • • ■ n—m)

Yn+1 Til (xn+1 ‘ ‘ ' x ' ' ’ x), -y,     II,—n (x,+1 • • ’ x, ' ' ' x). wo n^'-II^n in Bezug auf Ah+1*::x, von einander unabhängig sind.

Umgekehrt ist jedes Gleichungensystem von der Form (26), in welchem II, • • • nq_n in Bezug auf xn+1 -x von einander unabhängig sind, sowohl nach Yn+1 -yq als nach Xm+1 • • ■ x'q auflösbar und da es ausserdem die Gruppe &f--- &„f gestattet, so besitzt es alle Eigen-schaften, welche das gesuchte Gleichungensystem in den Veränderlichen A'** a,, Yn+1 - yq haben sollte.

Wir schliessen hieraus, dass die Gleichungen (26) das allgemeinste Gleichungensystem darstellen, welches die Gruppe Lf. •• ilrf gestattet, aus gerade q — m unabhängigen Gleichungen besteht und sowohl nach Ym+1 • • ■ yq als nach Xm+1 -Xq auflösbar ist; dabei sind X1 • ■ • Xn-m vollkommen willkürliche Functionen ihrer Argumente und II,- • • IIq—n ebenfalls, die letzteren allerdings mit der Einschränkung, dass sie in Bezug auf x,+1 -X von einander unabhängig sein müssen.

Fügen wir daher das Gleichungensystem (26) zu den Gleichungen (21) hinzu, so erhalten wir das allgemeinste Gleichungensystem in xx • • • Xs, y^ • • • ys, welches die Gruppe Sif = ^kf -\- Hkf gestattet, die Gleichungen (21) umfasst, aus s unabhängigen Gleichungen besteht und sowohl nach X, •.. x/ als nach y^ • - • ys auflösbar ist. Drücken wir endlich in diesem Gleichungensysteme die Veränderlichen x und y durch die ursprünglichen Veränderlichen x und y aus, so erhalten wir das allgemeinste Gleichungensystem, welches die Gruppe &f== Xkf — Ykf gestattet, die Gleichungen (4) umfasst, aus S unabhängigen Gleichungen besteht und sowohl nach x} • • • xs als nach yr- • • ys auflösbar ist. Mit andern Worten: wir erhalten die allgemeinste Transformation yt = (; (x, • • • xs)} welche Xf. • • Xrf bezüglich in Yxf • • • Yrf überführt.

Damit ist das auf S. 334 aufgestellte Problem erledigt, es ist sogar mehr geleistet, als eigentlich dort gefordert wurde, denn nicht blos eine Transformation von der verlangten Beschaffenheit kennen wir, wir kennen diese Transformationen sämmtlich. Zu gleicher Zeit ist die auf S. 333 aufgestellte Behauptung bewiesen, es ist bewiesen, dass die beiden Gruppen Xf • • • Xrf und Ztf • • • Zrf unter den dort gemachten Voraussetzungen wirklich mit einander ähnlich sind.

Endlich können wir auf Grund der vorstehenden Entwickelungen auch noch die allgemeinste Transformation angeben, welche die Gruppe Xxf ’ • • Xrf in die Gruppe Zxf • • • Zrf überführt; erinnern wir uns nämlich der Betrachtungen auf S. 331 ff. und verbinden wir dieselben mit den soeben gewonnenen Ergebnissen, so sehen wir unmittelbar, dass die betreffende Transformation folgendermassen gefunden werden kann: Man wähle in den auf S. 334 definirten infinitesimalen Transformationen:

Yf =>} 5 Zj f  a=l

i

die Constanten y^ in möglichst allgemeiner Weise und bestimme sodann nach der von uns gegebenen Methode die allgemeinste Transformation, welche ^f- • • Xrf in bezüglich Yxf • •• Yrf überführt; diese ist dann zugleich die allgemeinste Transformation, welche überhaupt die Gruppe Xf.-. Xrf in die Gruppe Zrf • • • Zrf überführt.

Die so gefundene Transformation enthält, wie die Gleichungen (26) zeigen, n — m — q — n — q — m willkürliche Functionen von s — n Argumenten und ausserdem gewisse willkürliche Elemente, welche von den gkj herkommen; es sind das erstens gewisse willkürliche Parameter und zweitens gewisse Willkürlichkeiten, die davon herrühren, dass die gkj durch algebraische Gleichungen bestimmt sind. Hieraus geht hervor, dass die bewusste Transformation nicht in allen Fällen durch ein einziges Gleichungensystem dargestellt werden kann. —

Fassen wir jetzt unsere Ergebnisse zusammen.

Zunächst haben wir das

Theorem 65. Zwei r-gliedrige Gruppen:

X/=X bu(.x)-%4 u-l und:

zf-Zt(u)6%, d-1»

in gleichvielen Veränderlichen sind dann und nur dann mit einander ähnlich, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

Erstens müssen die beiden Gruppen gleichzusammen-gesetzt sein; bestehen also die Relationen:

fXi Xk) =2 c^o Xaf,

i

so muss es möglich sein, 72 solche Constanten gkj anzugeben, dass die r infinitesimalen Transformationen:

	
	
9. / =2} 9 zf a-1. »





i
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von einander unabhängig sind und die Relationen:

(D D) = 2 Cao 9, f

identisch befriedigen.

Zweitens: sind Xf-X,f so beschaffen, dass etwa Xxf • • • Xnf durch keine lineare Relation von der Form:

Xx (,1:: «,) • xxf ------- X(x,a,) xnf = 0 verknüpft sind, während dagegen Xn^f • • • Xrf sich linear durch Xf • • • Xnf ausdrüchen:

n

X-n-^-Tcf .--- 2 Piv (2, ' 1 ’ a.) ’ X-yf ( 1 —1 • • • r n),

so muss es unter den Systemen von g^j, welche den obigen Forderungen genügen, wenigstens eines geben, etwa, das System: gkj = gkj, welches so beschaffen ist, dass von den r infinitesimalen Transformationen:

Yf =2)5Zf a=i::»

die ersten n durch keine lineare Relation von der Form:

	
v, (»,—»).Y,/+------ v. (»,-- y^ Y„/=0 verknüpft sind, während Yn^f • • • Yrf sich linear durch Yrf ■ •• Ynf ausdrücken:



n

Yn+ f =)X "kv (pi' ■" ys) ■ Yvf d=l:r-n)

i

und dass ausserdem die n(r — n) Gleichungen:

Qiv (2, • ,) — Y (1‘y.) == 0  (1=1--n, »=1: .n)

weder einander widersprechen noch Relationen zwischen den x allein oder den y allein ergeben.^

Weiter haben wir noch den

Satz 2. Sind die beiden r-gliedrigen Gruppen X^f • • • Xrf und Zrf • • • Zrf mit einander ähnlich und sind die r infinitesimalen Transformationen:

Yf=2)ö Z,f a=l»

so geivählt,. wie das Theorem 65 angiebt, so existirt stets mindestens eine Transformation:

91 = 0 1 (x, • • • Xg'), -y, = 0, (x, • • ■ «,), welche Xf • • • Xrf bezüglich in Yf • • • Yrf überführt. Man kann jede Transformation von dieser Beschaffenheit auf stellen, sobald man gewisse vollständige Systeme integrirt hat. Die allgemeinste Transformation, welche überhaupt die Gruppe Xf • • • Xrf in die Gruppe Zrf • • ■ Zrf über führt, erhält man, wenn man die Constanten g^ in den Y^f in möglichst allgemeiner Weise wählt und sodann die allgemeinste Transformation auf-sucht, welche Xf • • • Xrf bezüglich in Yxf • • • Yrf über führt.

Die vollständigen Systeme, von welchen in diesem Satze die Rede ist, treten in einem Falle gar nicht auf, in dem Falle nämlich, wo die früher definirte Zahl 0 gleich Null ist, wo sich also unter den n (r — nj Functionen Pir (x, • • • xf) gerade s von einander unabhängige befinden. Wir haben ja schon auf S. 344 bemerkt, dass in diesem Falle die Gleichungen:

Qi» (x, ■ • ‘ xf)     "iv fy^ * • * yf)    0    (=1-r n,»— i • • • n) sowohl nach yr- • • ys als nach 21-. xs auflösbar sind und die allgemeinste Transformation darstellen, welche Xtf • • • Xrf in bezüglich Yrf • ’ • Yrf überführt.

Andererseits giebt es Fälle, in denen die Integration der bewussten vollständigen Systeme ausführbar ist, zum Beispiel ist sie es immer dann, wenn die endlichen Gleichungen der beiden Gruppen Xyf”‘Xrf und Zrf • • • Zrf bekannt sind; doch können wir uns hier auf Fragen dieser Art nicht einlassen.

§ 92.

Die beiden -gliedrigen Gruppen Xf • • • Xrf und Zyf • • • Zrf seien mit einander ähnlich, es gebe also Transformationen, die Xf • • • Xrf in infinitesimale Transformationen der andern Gruppe verwandeln.

Wählen wir nun in der Gruppe ZJ•• • Zrf r unabhängige infinitesimale Transformationen:

	
	
Y, f = 2 9. Z,f a=1-





i

aus, so giebt es nach dem Früheren dann und nur dann eine Transformation, welche Xf- -Xrf bezüglich in YJ-.. Yr f überführt, wenn Yf--• Yrf die in Theorem 65 angegebenen Eigenschaften besitzen.

Nehmen wir an, dass Yf • • • Yrf dieser Forderung genügen und dass yi = (; (x, • • • xf) eine Transformation ist, welche X,f. • • Xrf bezüglich in Yrf • • • Yrf überführt. Dann erhält bei der Transformation Yi == i (x) die allgemeine infinitesimale Transformation:

	
	
	
e, Xtf + • • • + er Yrf die Form: e, Yf+ ...+ er Yr f, also ordnet unsere Transformation jeder infinitesimalen Transformation der Gruppe Xif • • • Xrf eine ganz bestimmte infinitesimale Transformation der Gruppe Z±f • • • Zrf zu und umgekehrt. Die eindeutig umkehrbare Beziehung, welche auf diese Weise zwischen den infinitesimalen Transformationen beider Gruppen hergestellt wird, ist nach S. 330 eine holoedrisch isomorphe.







Es sei nun xf • • • xf ein Punkt von allgemeiner Lage, d. h. ein Punkt, für welchen die Transformationen Xxf^ ■ Xnf n unabhängige Richtungen liefern, so dass sich die Functionen @kv (x) in den Identitäten:

n

	
	
(3)            Xn+* f --) Pa- (x, ' ‘ ' ^s) ‘ X, f (*=-r n)





1

regulär verhalten. Nach Kap. 11 S. 203 haben dann diejenigen infinitesimalen Transformationen e,X f------\-erXrf, welche den Punkt x,°. xf invariant lassen, die Form:

	
	
	
(27)         Xe Xf — X Sir (x,°- x,°) X,f,







unter 81 • • • sr—n willkürliche Parameter verstanden, und alle diese infinitesimalen Transformationen erzeugen eine (r — n)-gliedrige Untergruppe der Gruppe Xf--- Xrf

Führen wir in die Identitäten (3) vermöge der Transformation: Yi — ; (x, • • • xf) die neuen Veränderlichen Y, • • • ys ein, so erhalten wir zwischen Yf ••• Yrf die Identitäten:

n

(3 )                Y n-\-lcf--- X * (J, ' ' ' y.) ' Y , f «=1: • • r 7).

Ist daher yf — ; (x1°: x,0), so geht die infinitesimale Transformation (27) bei Einführung der Veränderlichen y über in:

r—n (             n (27):          X &n Y+f—X "i (yf • • • yf) • Yvf

ii

	
	
	
	
das heisst in die allgemeinste infinitesimale Transformation e^Y^f — • • — er Yrf, welche den Punkt von allgemeiner Lage: yf ■ • • yf stehen lässt. Dabei erzeugen natürlich alle infinitesimalen Transformationen von der Form (27) eine (r — n)-gliedrige Untergruppe der Gruppe Zvf • • • Zrf.









Hierin liegt eine wichtige Eigenschaft der holoedrisch isomorphen Beziehung, welche durch die Transformation: yi = ,(A1 • x,) zwischen beiden Gruppen hergestellt wird. Diese holoedrisch isomorphe Beziehung ordnet nämlich der allgemeinsten Untergruppe von Xf.-.X,f, welche einen beliebig gewählten Punkt: x,°--x,° von allgemeiner Lage stehen lässt, immer die allgemeinste Untergruppe von Yf--- Yrf zu, welche einen Punkt: y^ ■ • ■ ys^ von allgemeiner Lage stehen lässt. Genau dieselbe Zuordnung findet in der umgekehrten Richtung statt; mit andern Worten: wenn der Punkt: 21° • • • x,° alle möglichen Lagen durchläuft, so durchläuft auch der Punkt: y^ - • ■ ys° alle möglichen Lagen.,

Sollen nun umgekehrt zwei r-gliedrige Gruppen in gleichvielen Veränderlichen mit einander ähnlich sein, so muss sich offenbar zwischen ihnen eine holoedrisch isomorphe Beziehung von der eben geschilderten Beschaffenheit herstellen lassen. Wir behaupten, dass diese nothwendige Bedingung zugleich auch hinreichend ist; wir werden zeigen, dass die beiden Gruppen wirklich ähnlich sind, wenn sich eine solche holoedrisch isomorphe Beziehung zwischen ihnen herstellen lässt.

In der That, es sei Zf... Zrf irgend eine r-gliedrige Gruppe, welche sich auf die Gruppe Xif • • • Xrf in der besprochenen Weise holoedrisch isomorph beziehen lässt; e, Yf — • • • — erYrf sei diejenige infinitesimale Transformation der Gruppe ZYf" - Zrf, welche durch die betreffende holoedrisch isomorphe Beziehung der allgemeinen infinitesimalen Transformation eXif — • • • — erXrf der Gruppe X^f-^Xrf zugeordnet wird.

Sind Xxf- • -X^f durch keine lineare Relation verknüpft, während Xn+if.X,f sich in der bekannten Weise durch Xf • • • Xnf ausdrücken lassen, so lautet die allgemeinste in der Gruppe Mf • • • Xrf enthaltene infinitesimale Transformation, welche den Punkt: 21 ... x, von allgemeiner Lage invariant lässt, folgendermassen:
[image: ]

Ihr entspricht unter der gemachten Voraussetzung in der Gruppe Zif• • • Zrf die infinitesimale Transformation:

	
	
	
(28)           X &x Yn+kf -X <pkv (x,° • • • «,°) ■ Yf,







die nun ihrerseits die allgemeinste infinitesimale Transformation der Gruppe Zxf - • - Zrf ist, welche einen gewissen Punkt: yL° • • • ys° von allgemeiner Lage in Ruhe lässt. Durchläuft hierbei der Punkt X1 • . xs alle möglichen Lagen, so thut der Punkt y,° • • • y^ dasselbe.

Da (28) die allgemeinste infinitesimale Transformation e Yf—.. • • • — er Yrf ist, welche den Punkt: y,° • ■ • y^ von allgemeiner Lage invariant lässt, so können Yf... Ynf durch keine lineare Relation verknüpft sein, dagegen müssen Y^f--- Y,f sich in der bekannten Weise durch Y1 f • • : Ynf ausdrücken lassen. Wir schliessen hieraus, dass die allgemeinste infinitesimale Transformation e, Yf — • • • — er Yrf, welche den Punkt: yt° • • • ys° stehen lässt, auch durch den folgenden Ausdruck dargestellt wird:

r—n (              n (28')         Xe Y+f-X "i(y.°- yO) Y,f

Offenbar ist jede in dem Ausdruck (28) enthaltene infinitesimale Transformation mit einer der infinitesimalen Transformationen (28') identisch, es muss also bei beliebig gewählten 8 • • • sr_n stets möglich sein, 8,’ • • • &,—n so zu bestimmen, dass die Gleichung:

r—n                            n / r—n                                 1

) (Ex — E) Yn+kf — 22 (exQi (x°) — W *k (O | Yvf= 0 identisch befriedigt wird.

Da Y^- • • Yrf unabhängige infinitesimale Transformationen sind, so zerfällt die eben geschriebene Gleichung in die folgenden:

r—n

	
	
	
(29)         & — e‘= 0, 2 (Sjcpjy (a°) — e,*;v (y°)) = 0







i

(k = 1 • • • r — n, v = 1 ••■ n).

Hieraus ergiebt sich sofort:

81       81, • • • 8,—n       8 r—n , ausserdem aber erhalten wir wegen der Willkürlichkeit der & noch die Gleichungen:

Ji (x,° • • • a,°) — "x (31° • • ■ y.°) = 0 (=1 7—n; *=1:%), die somit unter der gemachten Voraussetzung für die beiden Punkte x, • • • xs0 und y^ • • • y.^ bestehen müssen. Erinnern wir uns jetzt noch, dass der Punkt y^-'-y^ alle möglichen Lagen durchläuft, sobald der Punkt x,°... x,° dies thut, so erkennen wir sofort, dass unter der gemachten Voraussetzung die n(r — n) Gleichungen:

	
	
(4)    Qiv (x, *." a,) — *(yi • y.) = 0 «=lr-n‘=»)





mit einander verträglich sind und weder zwischen den x allein noch zwischen den y allein Relationen ergeben.

Nach Theorem 65, S. 353 ist hiermit bewiesen, dass die beiden Gruppen Xif • • • Xrf und Zxf • • • Zrf mit einander ähnlich sind und das wollten wir eben beweisen.

Wir haben somit den

Satz 3. Zwei r-gliedrige Gruppen G und r in gleichvielen Veränderlichen sind dann und nur dann mit einander ähnlich, wenn es möglich ist, sie derart holoedrisch isomorph auf einander zu beziehen, dass der allgemeinsten Untergruppe von G, welche einen bestimmten Punkt von allgemeiner Lage invariant lässt, stets, wie auch der Punkt gewählt sein mag, die allgemeinste Untergruppe von r entspricht, welche einen gewissen Punkt von allgemeiner Lage invariant lässt, und dass dasselbe Entsprechen auch in umgekehrter Lichtung stattfindet.

Zugleich ist aber auch bewiesen, dass unter der eben gemachten Voraussetzung eine Transformation: yi— ,(x, • • • x,) existirt, welche X, f ••• Xrf bezüglich in Ytf • • • Yrf überführt. Wir können daher auch den folgenden etwas specielleren Satz aussprechen:

Satz 4. Erzeugen die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen:

Xkf =2 ^(^ %)%©, d-1»

eine r-gliedrige Gruppe G und die r unabhängigen:

x/=2 "(y "’y^^yi

eine r-gliedrige Gruppe E, so giebt es dann und nur dann eine Transformation: yi == (x,-- x,), welche X^f ■ • • Xrf bezüglich in Yf--- Yrf überführt, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

Erstens, enthält G gerade r — n unabhängige infinitesimale Transformationen, welche einen beliebig gewählten Punkt von allgemeiner Lage invariant lassen, so muss auch r gerade r — n unabhängige infinitesimale Transformationen von dieser Beschaffenheit enthalten.

Zweitens, ordnet man jeder infinitesimalen Transformation e, Xf+ .e,Xrf von G die infinitesimale Transformation e, Yf ------- erYrf von r zu, so müssen die beiden Gruppen in der im vorigen Satze angegebenen Weise holoedrisch isomorph auf einander bezogen sein.

Da die allgemeinste Untergruppe von G, welche einen bestimmten Punkt von allgemeiner Lage invariant lässt, durch diesen Punkt vollständig definirt ist, da ferner die mehrfach erwähnte holoedrisch isomorphe Beziehung zwischen G und T jeder derartigen Untergruppe von G eine ebenso beschaffene Untergruppe von E zuordnet, so stellt diese Beziehung zwischen G und E auch ein Entsprechen zwischen den Punkten 21 • • • xs und den Punkten y, - ys her; aber dieses Entsprechen ist im Allgemeinen unendlich vieldeutig, denn jedem Punkte X, • • • xs entsprechen offenbar alle Punkte Y, • • • yS) welche den Gleichungen (4) genügen und umgekehrt. Dies stimmt damit überein, dass es im Allgemeinen unendlich viele Transformationen giebt, welche Xif • • • Xrf bezüglich in Ytf ■ • • Yrf überführen.

Für transitive Gruppen gestaltet sich das im Satz 3 ausgesprochene Kriterium der Aehnlichkeit besonders einfach. Wir werden später (Kapitel 21) sehen, dass zwei r-gliedrige transitive Gruppen G und r in gleichvielen, etwa s Veränderlichen schon dann mit einander ähnlich sind, wenn es möglich ist, sie derart holoedrisch isomorph anf einander zu beziehen, dass einer einzigen (r—s)-gliedrigen Untergruppe von G, welche einen Punkt von allgemeiner Lage stehen lässt, eine ebenso beschaffene (r — s)-gliedrige Untergruppe von r entspricht.

Ist eine r-gliedrige Gruppe

Xif =2 & (4— «,) %, d—i "

von der Zusammensetzung:

(X, X,) =>} C„X,f

1

vorgelegt, so kann man nach allen Transformationen:

a/== @; (x, • • • XS) (i = 1 • • • s) fragen, welche dieselbe invariant lassen, also nach allen Transformationen, vermöge deren die Gruppe mit sich selbst ähnlich ist.

Durch Entwickelungen des vorigen Paragraphen sind wir in den Stand gesetzt, die betreffenden Transformationen alle zu bestimmen.

Zunächst beziehen wir die Gruppe Xf.-. Xrf in allgemeinster Weise holoedrisch isomorph auf sich selbst, wir wählen also in allgemeinster Weise r unabhängige infinitesimale Transformationen

=f =>} 9. x, f a = 1' •' n

i

aus, welche paarweise in den Beziehungen

(5.F) = > Ciko^af

1

stehen. Sodann specialisiren wir die in den gkj enthaltenen willkürlichen Elemente derart, dass die folgenden Bedingungen erfüllt sind: wenn zwischen Xf...X,f keine lineare Relation besteht, während Xn+f-..X,f sich linear durch Xf.-Xaf ausdrücken:

n

Xm+ f =2; ^pkv (x, ’ ' ' a.) ' X,f & = 1 ’ r "),

so sollen erstens auch. Ef • • • ^nf durch keine lineare Relation verknüpft sein, En+if • • • ^rf dagegen sich linear durch Hf • • • ^nf ausdrücken:

n

En+Hf--) "kv (x, ' ' ' «,) ' F, f (=lr n)

und es sollen zweitens die n{r — n) Gleichungen:

(pkv (x, • • • Xs} = "xv(x, • • • «,)    ( = 1 • • • r - n, v = 1 • • • n) mit einander verträglich sein und weder zwischen den x allein noch zwischen den x allein Relationen ergeben.

Ist alles das ausgeführt, so bestimmen wir nach Anleitung von §91 die allgemeinste Transformation x[— ^i^ • • • x,), welche Hif • • • &rf bezüglich in X‘f. • ■ X, f überführt:

	
x, f - 2 sa (x, .%) 37 •



i

Die betreffende Transformation ist dann die allgemeinste, bei welcher die Gruppe Xf--: Xrf in sich übergeht.

Es ist klar, dass der Inbegriff aller Transformationen, welche die Gruppe X^-'-Xrf invariant lassen, selbst eine Gruppe bildet, nämlich die grösste Gruppe, in welcher Xxf • • • X,f als invariante Untergruppe enthalten ist. Diese Gruppe kann endlich sein oder unendlich, con-tinuirlich oder nicht continuirlich, unter allen Umständen aber ordnen sich ihre Transformationen paarweise als inverse zusammen, denn wenn eine Transformation x{= ^i(xr - s) die Gruppe Xrf • • • Xrf invariant lässt, so thut es auch die zugehörige inverse Transformation.

Besteht die eben definirte Gruppe zufällig aus einer endlichen Anzahl verschiedener Schaaren von Transformationen und enthält dabei jede dieser Schaaren blos eine endliche Anzahl willkürlicher Parameter, so giebt es nach Kap. 18, S. 315 ff. in der betreffenden Gruppe eine Schaar von Transformationen, die eine endliche continuirliche Gruppe bildet; diese Schaar ist dann die grösste continuirliche Gruppe, in welcher Xxf • • • Xrf als invariante Untergruppe enthalten ist.

Wir haben bisher nur bei solchen Gruppen, welche gleichviele Veränderliche enthalten, von Aehnlichkeit gesprochen. Dabei war es aber nicht ausgeschlossen, dass gewisse von den Veränderlichen bei den betreffenden Gruppen gar nicht transformirt wurden, ja in den infinitesimalen Transformationen überhaupt nicht vorkamen.

Man kann nun auch bei Gruppen, welche nicht dieselbe Zahl von Veränderlichen enthalten von Aehnlichkeit reden; man kann ja immer die Anzahl der Veränderlichen in der einen Gruppe dadurch vervollständigen, dass man eine hinreichende Zahl von Veränderlichen hinzufügt, die bei der betreffenden Gruppe gar nicht transformirt werden. Dann hat man zwei Gruppen in gleich vielen Veränderlichen und kann untersuchen, ob sie mit einander ähnlich sind oder nicht.

Im Folgenden werden wir übrigens stets, wo nicht das Gegentheil ausdrücklich hervorgehoben wird, den Begriff der Aehnlichkeit in dem ursprünglichen engeren Sinne fassen.

§ 93.

Um die allgemeine Theorie der Aehnlichkeit durch ein Beispiel zu erläutern, werden wir untersuchen, ob die beiden dreigliedrigen Gruppen in zwei unabhängigen Veränderlichen:

Xif = ör, ’ Xf = x‘ öx, + “2 öx, ’ X,/= z,8{ + (2.,%, + Cx^ 2, und:

y / ■ _ 3f j_ 3f y f _ , 3f _L, 01 1/ ^yr T dy^ ‘      2/    31 dyr T 92 dy^ ‘

Yf 5’1 8y,+92 Sy. mit einander ähnlich sind.

Wie man bemerken wird, sind hier die Y^f schon so gewählt, dass man gleichzeitig hat:

(x, X,) = X,f, (X,X,) = 2X,f, (x,X,) = Xf und      —

(X, Y,) = Yf (Y Y) = 2 Yf (X, Y) = Yaf Allerdings sind die Ykf nicht in allgemeinster Weise so gewählt, dass die angegebenen Relationen bestehen, doch ist es nicht nöthig dies zu thun, das Ergebnis würde nämlich dadurch nicht geändert werden.

Wir finden:

X,f= - (x,2 + CV.i')XJ+ (2x, + Cx^f und

Yf = — 3192 Yf + (Ji + J.) Yf, es muss also

	
V^ = a,2 + Cx,x,, 31+y = 22, + Cx, werden. Solange die Constante C nicht verschwindet, bestimmen diese Gleichungen eine Transformation, folglich sind nach unserer allgemeinen Theorie im Falle C = 0 die beiden Gruppen mit einander ähnlich. Ist aber C=0, so ergiebt sich eine Relation zwischen Y1 und y2 allein, es existirt also jedenfalls keine Transformation, welche Xif, X2f, Xf in bezüglich Yf, Yf, Y3f überführt; man kann sich leicht überzeugen, dass die beiden Gruppen in diesem Falle überhaupt nicht mit einander ähnlich sind.



§ 94.

Im Anschlusse an die Theorie der Aehnlichkeit r-gliedriger Gruppen wollen wir noch kurz eine etwas allgemeinere Frage behandeln und ihre Erledigung angeben.

Wir denken uns in den Veränderlichen X, • • • Xs irgend 2 infinitesimale Transformationen: Xrf ■ •• Xpf vorgelegt, also nicht gerade solche, die eine endliche Gruppe erzeugen, und ebenso denken wir uns in ^ • • • ys irgend 2 infinitesimale Transformationen Yxf • • • Ypf vor-gelegt. Wir fragen, unter welchen Bedingungen es eine Transformation yi = i(x, • • • x,) giebt, welche Xf... Xpf in bezüglich Ytf ■ • • Ypf überführt. Dabei verlangen wir nicht, dass X^■ •• Xpf unabhängige infinitesimale Transformationen sein sollen, denn diese Voraussetzung würde zwar die Allgemeinheit der folgenden Betrachtungen nicht beeinträchtigen, dafür aber deren Darstellung erschweren, da sie immer berücksichtigt werden müsste.

Das vorstehende allgemeine Problem können wir zunächst auf den besonderen Fall zurückführen, dass die unabhängigen unter den Gleichungen: Xf == 0, ■ • ■ Xpf = Q ein vollständiges System bilden.

Giebt es nämlich eine Transformation, welche Xif. • • Xpf in bezüglich Yxf ■ • • Ypf überführt, so verwandelt dieselbe nach Kap. 5, S. 84 auch jeden Ausdruck:

X(X,(f)) - X,(X(f)) = (X,X) in den entsprechenden Ausdruck:

n(n) - Y,((/)) =(YY).

Bilden daher die unabhängigen unter den Gleichungen X f = 0, • • • • Xpf = 0 nicht an und für sich schon ein vollständiges System, so können wir zu Xf • • • Xpf noch die sämmtlichen Ausdrücke fX^Xf) hinzufügen, nur müssen wir auch zu Yf... Ypf die sämmtlichen Ausdrücke (YkYf) hinzufügen. Die Frage, ob eine Transformation von der verlangten Beschaffenheit existirt, kommt dann darauf hinaus, ob eine Transformation existirt, welche Xf--- Xpf, (X,X) bezüglich in Yxf • • • Ypf, (YkYf) überführt, wo für k und j der Reihe nach die Zahlen 1, 2   2 zu setzen sind.

Bilden nun auch die unabhängigen unter den Gleichungen: Xif =0, • • • Xpf = 0, (XkXj) == 0 noch kein vollständiges System, so fügen wir noch die Ausdrücke (X;(X)X;)) und die ((X|X)(X;X,)) hinzu, sowie die entsprechenden Ausdrücke in den Yf. Fahren wir so fort, so erhalten wir schliesslich unser ursprüngliches Problem zurückgeführt auf das folgende:

In den Veränderlichen 21- • • x, sind vorgelegt r infinitesimale Transformationen: Xf..X,f, von denen n^r, etwa X, f ••• Xnf durch keine lineare Relation verknüpft sind, während Xn^f • • • Xrf sich linear durch Xf • • • Xnf ausdrücken:

1

 Lie, Archiv for Math, og Naturv. Bd. 3 und 4, Christiania 1878 und 1879; Math. Annalen Bd. XXV, S. 9G—107.


n

	
	
X, +f --- 2 CPi» (x, ’ ‘ ’ x,) ' ^-vf ( = 1 • r n);





1

ausserdem bestehen noch Relationen von der Form:

n

(X, X,) X Giyv (x, ' ’ ' «,) ' ^-rf (, / - 1 1

so dass also die zmdbhängigen unter den Gleichungen Xf = 0, ••• Xrf — 0 ein n-gliedriges vollständiges System bilden. Vorgelegt sind ferner in den Veränderlichen yt - • ■ ys r infinitesimale Transformationen ^f'- Yrf, es soll entschieden werden, ob es eine Transformation yt = (x, -xs) giebt, ivelche Xf • • • Xrf bezüglich in Yxf • • • Yrf überführt.

Soll es eine Transformation von der hier verlangten Beschaffenheit geben, so dürfen natürlich Yf • • • Ynf nicht durch eine lineare Relation verknüpft sein, dafür müssen sich Yn^f • • • Yrf linear durch Y±f • • • Ynf ausdrücken lassen:

n

Yn+kf = ^ "(Ui y.). Yf «=1r-»)

i

und es müssen Relationen von der Form:

n

(Y Y) -X Ji (Ji ■ ’ ’ y.) ' Yvf C/=1:7 1

bestehen. Ausserdem dürfen noch die Gleichungen


(30)



Qi» (x, ‘ ’ ’ «,)    “xv (Y1 • ’ ’ yf)   0   (=1* n; *=1:n)

Qxj»(x, ■ ■ ■ x)    ^Pkjv (J1 • * ■ yf) = 0 (,j=lr; ‘=l:n)

weder einander widersprechen, noch auf Relationen zwischen den x oder den y allein führen, denn diese Gleichungen werden offenbar bei der Substitution: yi = ; (x, • • • xf) zu Identitäten, wenn die Transformation: y, = Oi(x) die Ausdrücke Xrf- •• Xrf bezüglich in Y^f-" Yrf verwandelt.

Wir wollen voraussetzen, dass alle diese Bedingungen erfüllt sind und dass sich die sämmtlichen Gleichungen (30) auf die 0 von einander unabhängigen Gleichungen:

	
	
(31)       P,(x) — (y) = 0, *@e(x) — V(y) = 0





reduciren.

Durch ganz ähnliche Betrachtungen wie auf S. 335 ff. erkennen wir nun, dass die Bestimmung einer Transformation, welche Xif • -X,f bezüglich in Yif. • • Yrf überführt, darauf hinauskommt, ein Gleichungensystem in den 2 s Veränderlichen a..x,, Y, • • • ys zu bestimmen und zwar ein Gleichungensystem von der folgenden Beschaffenheit: es muss die r infinitesimalen Transformationen: Sxf — Xif — Y^f gestatten, es muss gerade aus s unabhängigen Gleichungen bestehen, es muss sowohl nach 21--x, als nach Y, • • • ys auflösbar sein und es muss endlich die 0 Gleichungen (31) umfassen.

Ein Gleichungensystem, welches die 0 Gleichungen (31) umfasst und die r infinitesimalen Transformationen Sxf gestattet, umfasst zugleich die sämmtlichen r9 Gleichungen:

Sx(pj(x) — v(y)) = X).q,(x) — Yv(y) = 0 (*= 1 . . . r, j=1-().

Sind diese Gleichungen keine Folge von (31), so können wir aus ihnen wieder neue Gleichungen herleiten, welche in dem gesuchten Gleichungensysteme enthalten sein müssen und so weiter. Fahren wir so fort, so müssen wir schliesslich entweder auf Relationen kommen, die einander widersprechen, oder auf Relationen zwischen den x allein, oder auf solche zwischen den y allein, oder endlich auf ein System von G K s unabhängigen Gleichungen:

	
	
(32)    tp^Y) — ^(y) = 0, • • • «Po(a) — Yo(y) = 0 (6 > 0), welches die folgenden beiden Eigenschaften besitzt: es ergiebt keine Relationen zwischen den x oder den y allein und es gestattet die r infinitesimalen Transformationen Lxf, so dass also jede der 76 Gleichungen





&(P(x) — *(J)) = 0 (=17,3=1:0) eine Folge von (32) ist.

Offenbar kann es eine Transformation, welche Xif • • • Xrf bezüglich in Yrf- • • Yrf überführt, nur dann geben, wenn wir durch die angedeuteten Operationen auf ein Gleichungensystem (32) von der eben definirten Beschaffenheit geführt werden. Wir brauchen also nur diesen Fall zu betrachten.

Ist die ganze Zahl G gerade gleich s, so stellt das Gleichungensystem (32) an und für sich genommen eine Transformation dar, welche die verlangte Ueberführung leistet und zwar offenbar die einzige Transformation, welche dies thut. Wir werden zeigen, dass auch im Falle o < s eine Transformation existirt, welche Xf • • • Xrf bezüglich in Y^f • • • Yrf überführt; den Nachweis hierfür erbringen wir dadurch, dass wir eine Methode angeben, welche zur Bestimmung einer Transformation von der verlangten Beschaffenheit führt.

Es ist klar, dass die Gleichungen (32) weder die Unabhängigkeit der Gleichungen: Xf == 0, • • • Xnf = 0 aufheben noch die der Gleichungen: Yrf=0, ••• Ynf — 0, sie ergeben ja weder zwischen den x allein noch zwischen den y allein Relationen.

Ueberdies ist zu bemerken, dass Relationen von der Form n            n (2,2,) =>} Ga(x) 9, =>} viv(J) -^f 1                              1

(k, j = 1, 2 • • • n) bestehen, in denen sich die Coefficienten Pkjv (x) == ?kjv(y) für die Werthsysteme des Gleichungensystems 9, — 21 = 0, -Po — 1o = 0 im Allgemeinen regulär verhalten. Es liegt daher der im Theorem 19, S. 132 erledigte Fall vor.

Wie auf S. 344 ff. führen wir die Lösungen des n-gliedrigen vollständigen Systems Xf = 0, • • • Xnf = 0 als neue x ein und die des vollständigen Systems Yxf = 0,-- Ynf = 0 als neue y, dabei haben wir genau wie damals zwischen solchen Lösungen zu unterscheiden, welche sich durch Q1(x) • • • q)a(x) bezüglich durch ^1(y) • • • ^o(y) ausdrücken lassen und zwischen solchen, die von den q bezüglich v unabhängig sind. Auf diese Weise vereinfachen wir die Gestalt der Gleichungen (32) und können dann geradeso wie auf S. 349 ff. ein Gleichungensystem bestimmen, welches Qf. • &,f gestattet’, gerade S unabhängige Gleichungen enthält, sowohl nach 21---Xs als nach Y,-::ys auflösbar ist und endlich die Gleichungen (32) umfasst. Offenbar stellt dasselbe eine Transformation dar, welche Xf. • • Xrf bezüglich in Ytf • • ■ Yrf üb erführt.

Demnach haben wir das folgende Theorem

Theorem 66. Sind in den Veränderlichen x,---X, p infinitesimale Transformationen X^f - • • Xpf vor gelegt und in y,-- ys p infinitesimale Transformationen Yf • • • Ypf, so kann man stets durch Differentiationen und Eliminationen entscheiden, ob es eine Transformation yi== (x,--x,) giebt, welche Xvf---Xpf bezüglich in Yxf ■ • • Ypf überführt; giebt es eine solche, so kann man die allgemeinste Transformation, welche die betreffende Ueberführung leistet, angeben, sobald man gewisse vollständige Systeme integrirt hat1}

	
Kapitel 20.



Gruppen, deren Transformationen mit allen Transformationen einer vorgelegten Gruppe vertauschbar sind.

Durch die Entwickelungen der §§ 89, 90, 91, S. 330 bis 355 sind wir in den Stand gesetzt, alle Transformationen zu bestimmen, welche eine vorgelegte r-gliedrige Gruppe:

Xif -2] sa(x, -z) a-i-i                                    1 invariant lassen. Wir wollen nun unter allen Transformationen von dieser Beschaffenheit diejenigen herausgreifen, welche ausserdem noch die Eigenschaft besitzen, jede einzelne Transformation der Gruppe XJ-• • Xrf invariant zu lassen und wollen uns mit diesen Transformationen etwas näher beschäftigen.

Wenn eine Transformation T jede einzelne Transformation S der Gruppe Xrf ■ •• Xrf invariant lässt, so steht sie nach S. 258 zu S in der Beziehung:

T^ST^S oder, was dasselbe ist, in der Beziehung:

ST= TS,

sie ist also mit T vertauschbar. Demnach können wir die eben de-finirten Transformationen auch folgendermassen charakterisiren: es sind diejenigen Transformationen, welche mit sämmtlichen Transformationen der Gruppe Xxf • ■ ■ Xrf vertauschbar sind.

§ 95.

Nach Kap. 15, S. 255 kann der Ausdruck eXf — • • • — erXrf als das allgemeine Symbol einer Transformation der Gruppe Xxf-“Xrf angesehen werden. Folglich wird eine Transformation xj— ;(x, • -x,) stets dann aber auch nur dann jede einzelne Transformation der Gruppe Xxf^‘Xrf invariant lassen, wenn sie den Ausdruck e,Xf+-----\-erXrf bei beliebiger Wahl der e invariant lässt, wenn also der Ausdruck eXf +------ e, X,f bei Einführung der neuen Veränderlichen xl= G?i(x) die Form: e,X/f+ • • • — erXr'f annimmt, wo:

X(/-216(n/*.z,)2{

ist. Nothwendige und hinreichende Bedingung hierfür ist, dass die r

infinitesimalen Transformationen: Xf. • ■ Xrf bei Einführung der neuen Veränderlichen ai bezüglich die Formen X^f- • • Xr'f erhalten.

Dass es Transformationen a,‘== i(x) von der verlangten Beschaffenheit giebt, ist klar; die identische Transformation Xi == Xi ist ja eine solche; überdies geht es aus dem Satze 2 des vorigen Kapitels (S. 354) herwor; denn dieser Satz zeigt, dass es Transformationen giebt, welche Xf--- Xrf in bezüglich Xff • • • Xf f überführen. Aus den damaligen Entwickelungen folgt überdies, dass die allgemeinste Transformation von der verlangten Beschaffenheit dargestellt wird durch das allgemeinste nach 21---X, auflösbare Gleichungensystem:

a,‘= 1(x, • • • x,), • • • a,‘== H,(x1 • • • x,), welches die r-gliedrige Gruppe: X,f — X'f, • • • Xrf — X7'f in den 2 s Veränderlichen a,..x,, x,'-.- Xs gestattet.

Führt man nach einander zwei Transformationen aus, welche jede einzelne Transformation der Gruppe: Xif • • • Xrf invariant lassen, so erhält man offenbar stets eine Transformation, welche dasselbe thut; also bildet der Inbegriff aller Transformationen von dieser Beschaffenheit eine Gruppe G. Diese Gruppe kann discontinuirlich sein, ja sogar auf die identische Transformation zusammenschrumpfen; sie kann aus mehreren discreten Schaaren bestehen, von denen jede nur eine endliche Anzahl willkürlicher Parameter enthält, sie kann unendlich sein, immer aber ordnen sich ihre Transformationen paarweise als inverse zusammen, denn lässt eine Transformation alle Transformationen der Gruppe: Xxf"-Xrf invariant, so besitzt die zugehörige inverse Transformation natürlich dieselbe Eigenschaft.

Enthält die eben definirte Gruppe G nur eine endliche Anzahl von willkürlichen Parametern, so gehört sie in die Kategorie von Gruppen, welche in Kapitel 18 besprochen ist, und umfasst nach Theorem 56, S. 315 sicher eine von infinitesimalen Transformationen erzeugte, endliche con-tinuirliche Untergruppe. Ist andererseits die Gruppe G unendlich, so lässt sich durch ähnliche Betrachtungen wie in Kapitel 18 nachweisen, dass sie eingliedrige Gruppen umfasst, und zwar unendlich viele, die von unendlich vielen unabhängigen infinitesimalen Transformationen erzeugt sind.

Wir stellen uns jetzt direkt die Aufgabe, alle eingliedrigen Gruppen zu bestimmen, die etwa in der Gruppe G enthalten sind.

Nach Kap. 15, S. 258 und 259 bleiben die r Ausdrücke X^f^-Xrf dann und nur dann bei allen Transformationen der eingliedrigen Gruppe Zf invariant, wenn die r Relationen:

(X.Z) = Xk (Z(f)) - Z(Xkfff) = 0 a=li identisch erfüllt sind, wenn also die infinitesimale Transformation Zf mit allen Transformationen der Gruppe Xrf • • • Xrf vertauschbar ist. Demnach kommt die Bestimmung aller eingliedrigen Gruppen von der vorhin definirten Beschaffenheit hinaus auf die Bestimmung der allgemeinsten infinitesimalen Transformation Zf, welche mit allen Xif vertauschbar ist.

Hat man zwei infinitesimale Transformationen Zxf und Z^f welche mit allen Xif vertauschbar sind, so verschwinden alle Ausdrücke (Z, X)) und (Z,X)) identisch, also reducirt sich die Jacobische Identität:

^Z.Z^) + ((Z,X,)Z) + (f&ZJZJ = 0 auf:

((2,Z,)X,) =0

Es gilt demnach der

Satz 1. Sind die beiden infinitesimalen Transformationen Zvf und Z^f mit allen infinitesimalen Transformationen der r-gliedrigen Gruppe X±f • • • Xrf vertauschbar, so ist es auch die Transformation (Z,Z2).

Auf der andern Seite ist zugleich jede infinitesimale Transformation aZ^f-YbZ^f mit Xif • • • Xrf vertauschbar, welche Werthe auch die Constanten a und b haben mögen. Giebt es daher zufällig nur eine endliche Anzahl, etwa nur q unabhängige infinitesimale Transformationen Zxf ■ • • Zqf welche mit Xif • • • Xrf vertauschbar sind, so hat die allgemeinste infinitesimale Transformation von derselben Beschaffenheit die Form: AZif — • • • — AqZqf, unter A, • • • Aq willkürliche Parameter verstanden. Es müssen dann wegen Satz 1 Relationen von der Form:

(Z,Z.) = 2 CikaZaf

1

bestehen, so dass also Zxf • • • Zqf eine g-gliedrige Gruppe erzeugen.

Versuchen wir jetzt direkt die allgemeinste infinitesimale Transformation :

zr - 2 & (," z,) 34,

zu bestimmen, welche mit allen infinitesimalen Transformationen der Gruppe Xif • • • Xrf vertauschbar ist.

Die r Bedingungsgleichungen:

(X^Z) = 0, • • • fXrZ} = 0 zerfallen sofort in die rs folgenden:

x^i = zi,ki «=1 *,i=1.s),

oder ausführlicher geschrieben:
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(1)



[image: ]



Es handelt sich also darum, die allgemeinsten Lösungen dieser Differentialgleichungen für §1 *.*$ zu bestimmen.

Ist

	
	
(2)                     §i = C;(x, •%,) 0 = i • • • 8)





irgend ein Lösungensystem von (1), so verschwinden die Ausdrücke:

[image: ]



bei der Substitution: §1 = C1(x), •% == co,(x) sämmtlich identisch, mit anderen Worten: das Gleichungensystem (2) in den 2s Veränderlichen X1---X,, §1 • • • $s gestattet die r infinitesimalen Transformationen:

[image: ]



Gestattet umgekehrt ein Gleichungensystem von der Form (2) die infinitesimalen Transformationen Wf • • • Wrf, so sind C,(x) • • • GOs^) offenbar Lösungen der Differentialgleichungen (1). Folglich ist die Integration der Differentialgleichungen (1) äquivalent mit der Bestimmung des allgemeinsten Gleichungensystems (2), welches die infinitesimalen Transformationen Wf • • • Wrf gestattet.

Jedes Gleichungensystem, welches Wif. •• Wrf gestattet, lässt auch die infinitesimale Transformation W.( Wj(f}} — W( ^^(^y = ( W W) zu; berechnen wir dieselbe.

Es wird:

(w. w) - (x.x) +3 (6.58"%a, -838% 6.84 +

■ ‘ I 8s, 06,   as, Osa 1 , df

T2 2x, 2x,    Ox, og,’

und hier lässt sich die rechte Seite schreiben:

[image: ]



Nun aber bestehen Relationen von der Form:


aus denen folgt:



[image: ]



2/ | 5h 0 «, 6" 0 «, J 2 Co ‘ mithin ergiebt sich einfach:

(WtW^^^e^Waf.

Wir ersehen hieraus, dass Wif • • • Wrf eine 7-gliedrige Gruppe in den 2 s Veränderlichen x,-.-x,, §1--$ erzeugen; das zu vermuthen lag allerdings nahe.

Es mögen unter den infinitesimalen Transformationen Xf-X,f irgend n, etwa Xf---X,f durch keine lineare Relation von der Form:

Xi(x, ' ' ’ x,) ' Xif + ' ’ ’ + %n^i • ' ’ «,) ' Xf = 0

verknüpft sein, während Xn^f- • • Xrf sich folgendermassen ausdrücken lassen:

n

	
	
(3)    X+if = 2 Siv (a, ' ' ' a,) ' X,f ( - 1 ■ ■ ■ r n).





Unter diesen Voraussetzungen lassen sich die Differentialgleichungen (1) auch schreiben:

	
X, ti — Zgw =0 ( = 1 • • • n, i - 1 • ' • •) n



2 (pkv (x) ‘ X, §i Z §n+k, i 0 (=1r n, i = 1   s) .

1

Werden daher die Ausdrücke XIS • • • X,% weggeschafft, so ergeben sich zwischen §1--$s die endlichen Gleichungen:
[image: ]

Es leuchtet ein, dass jedes Gleichungensystem von der Form (2), welches die Gruppe Wxf• •-Wrf gestattet, die Gleichungen (4) umfassen muss.                    '     /

Die Gleichungen (4) sind linear und homogen in §1 • • • §s; finden sich daher unter ihnen gerade s von einander unabhängige, so ist ^ = 0, •$ == 0 das einzige Lösungensystem, welches sie alle befriedigt. In diesem Falle giebt es nur ein Gleichungensystem von der Form (2), welches die Gruppe Wif • • • Wrf gestattet, nämlich das Gleichungensystem: ^ = 0, • • • §s — 0, es giebt also keine infinitesimale Transformation Zf, welche mit allen Xkf vertauschbar ist.

Anders, wenn sich die Gleichungen (4) auf weniger als s, etwa

24*

auf m < s unabhängige Gleichungen reduciren. Wir werden sehen, dass es in diesem Falle äusser dem unbrauchbaren Systeme §==0, • $ == 0 auch noch andere Systeme von der Form (2) giebt, welche die Gruppe Wf • • - Wrf gestatten.

Vor allen Dingen bemerken wir, dass das Gleichungensystem (4) die Gruppe W1 f • • • Wrf gestattet.

Um das zu beweisen, schreiben wir uns die Matrix auf, welche zu den infinitesimalen Transformationen W^f- •• Wrf gehört:
[image: ]

Wir werden zeigen, dass (4) zu den Gleichungensystemen gehört, welche man durch Nullsetzen aller (n — l)-reihigen Determinanten dieser Matrix erhält. Damit ist dann nach Kap. 14, S. 228 bewiesen, dass (4) die Gruppe Wif ••• Wrf gestattet.

Unter den (n — l)-reihigen Determinanten der Matrix (5) giebt es solche von der Form:
[image: ]

Benutzen wir die aus (3) folgenden Identitäten:

n

6+=) G,(x) • kor (=1:*, =1—"), 1

so können wir D offenbar schreiben:
[image: ]

Nun verschwinden unter den gemachten Voraussetzungen nicht alle Determinanten von der Form:

	
	
	
	
	
2 ± Su, *' ’ ^n











identisch; setzen wir daher alle Determinanten von der Form D gleich Null, so erhalten wir entweder Relationen zwischen 2, *--X, allein, oder wir erhalten das Gleichungensystem (4). Dieses Gleichungensystem bringt aber, wie leicht zu sehen, überhaupt alle (n — 1)-reihigen Determinanten der Matrix (5) zum Verschwinden, also gestattet es die Gruppe Wf- • • Wrf

Die Bestimmung des allgemeinsten Gleichungensystems (2), welches die Gruppe W1 f • • • Wrf gestattet und die Gleichungen (4) umfasst, lässt sich nun auf Grund von Kap. 14, S. 236 bis 238 durchführen.

Das Gleichungen System (4) bringt alle {n — l)-reihigen, nicht aber alle n-reihigen Determinanten der Matrix (5) zum Verschwinden; ebenso wenig kann ein Gleichungensystem von der Form (2) alle n-reihigen Determinanten der Matrix (5) gleich Null machen. Also verfahren wir folgendermassen: Wir lösen die Gleichungen (4) nach m von den Grössen §1 • • • §s auf, etwa nach §1 • • • §n, sodann bilden wir in den 2s — m Veränderlichen 21 *.. xs, §n+1 • • • §s nach Anleitung der citirten Entwickelungen die verkürzten infinitesimalen Transformationen W1 f • • • Wrf, endlich bestimmen wir irgend 2s — m — n unabhängige Lösungen des n-gliedrigen vollständigen Systems, welches von den n Gleichungen: Wf = 0, • Wnf = 0 gebildet wird.

Die n Gleichungen Wf = 0, • • ’Wnf — 0 sind nach n von den Differentialquotienten of...of auflösbar, also sind ihre 2s — m — n "               0 Xi OX, ’

unabhängigen Lösungen in Bezug auf s — n von den x und die Veränderlichen -:$ von einander unabhängig (vgl. Kap. 5, Theor. 12, S. 91). Nun giebt es unter den Lösungen des vollständigen Systems Wkf^O gerade s — n unabhängige, welche zugleich das n-gliedrige vollständige System: Xf = 0, • Xf == 0 befriedigen und also nur von den x abhängen, sie mögen:

	
	
	
	
u, (x, ' ' ' «,) ' ' ' u,—n (x, ' ’ ' x,) heissen. Sind daher



	
B, (§m+1 ■ ■ ■ §s, &, ■ ■ ■ «,), ■ ■ ■ 3,- m(§m+1 ■ ■ ■ §s, &, ■ ■ ■ x,) irgend s — m von einander und von den U unabhängige Lösungen des vollständigen Systems W^f— 0, so sind dieselben nothwendig in Bezug auf §m++1 • • • §s von einander unabhängig.







Das allgemeinste Gleichungensystem (2), welches die Gruppe Wtf■ • - Wrf gestattet, erhalten wir jetzt, wenn wir zu den Gleichungen (4) in allgemeinster Weise s — m von einander unabhängige, nach $+1 -§ auflösbare Relationen zwischen 1, • • • 1,—n, B,-. V—n hinzufügen. Es ist klar, dass diese Relationen nach B,-.. V—m auflösbar sein müssen, dass sie also auf die Form:

	
	
(6) B ($m+1 •$, X, ■' ■ «,) — Ju Oh (x) ' *' 11«—„(x)) (u = i • • • a m)1 gebracht werden können. Hier sind die Su keinerlei Beschränkung unterworfen, sondern vollkommen willkürliche Functionen ihrer Argumente.





Fügen wir demnach die Gleichungen (6) zu (4) hinzu und lösen wir, was immer möglich ist, alles nach §1--$s auf, so erhalten wir das allgemeinste Gleichungensystem (2), welches die Gruppe Wtf• • • Wrf gestattet und damit auch das allgemeinste Lösungensystem der Differentialgleichungen (1). Dieses allgemeinste Lösungensystem enthält augenscheinlich s — m willkürliche Functionen von 1, ■ • • Vis—n.

Nun aber sind die Differentialgleichungen (1) linear und homogen in den Unbekannten §1- §s; also lässt sich schliessen, dass ihr allgemeinstes Lösungensystem $1 • • • $s aus s — m particulären Lösungensystemen:

Su (x) ' ■ ■ Gus (x) (u = 1 ■ ■ ■ s m) in der folgenden Weise abgeleitet werden kann:

Gi = Xi(u, * ’ ’ u,—n) " Sii + ' ’ • — %-—m(u, ‘ ' ‘ u,—n) ’ ^s—m,i (i= 1 • • • s),

wobei die X vollständig willkürliche Functionen der U sind; natürlich müssen die betreffenden particulären Lösungensysteme so beschaffen sein, dass es keine s — m Functionen 11 (1, • • • u,—n) • • • 1s—n(u • • ■ i,—n) giebt, welche die S Gleichungen:

v (u)   ++ ^s—m (u) • 6- m, i =0 ( = 1 • • • S) identisch befriedigen. Es lässt sich sogar zeigen, dass es überhaupt keine s — m Functionen 71(x • x). P—n(x, -x,) giebt, welche die s — m Gleichungen:

	
q, (x) &+..+ 7Ifs—m (x) ’ g- m, i = 0  (=1.9). identisch befriedigen. Nämlich die s — m Gleichungen:



S-m

§n+o — 2 Zu (u) • Su, m+ (o = 1 • ■ ■ s — m)

1

sind offenbar mit den Gleichungen (6) äquivalent, also müssen sie nach X1 • • • %—n auflösbar sein und die Determinante:

2-$ , m+1 " ' • §s—m, m+9—m darf nicht identisch verschwinden.

Nach diesen Vorbereitungen können wir endlich die Form angeben, welche die allgemeinste mit Xf---X,f vertauschbare infinitesimale Transformation Zf besitzt. Die betreffende Transformation lautet:

	
	
3—    m





Zf = ) Zu(u, ' ' ' u,—m)- Zuf,

1

wo die s — m infinitesimalen Transformationen:

Zu f =2 Sui (x, * ■ " ^s) 8 &    ( = 1 ’ ' ■ 3 m)

durch keine lineare Relation von der Form:

q,(x, ...„) Zvf ++ W,—(x, •„). Zs-mf = o

verknüpft sind. Da überdies nach Satz 1, S. 369 auch jede infinitesimale Transformation {Z^Zf) mit Xif • • • Xrf vertauschbar ist, so bestehen Relationen von der besonderen Form:

s—m

.     {^X^Zf) — 2 Cuvr(u, ■ ■ ■ u,—m) ■ Zjtf (4, ‘=1 • • • s m)

1

Wir sehen also: Es giebt stets dann, aber auch nur dann eine infinitesimale Transformation, welche mit Xxf- •• Xrf vertauschbar ist, wenn die auf S. 372 definirte Zahl m kleiner ist als die Zahl s der Veränderlichen x. Ist m < s und zugleich n < s, ist also die Gruppe Xxf ’ • • Xrf intransitiv, so hängt die allgemeinste mit Xtf ■ ■ • Xrf vertauschbare infinitesimale Transformation Zf von willkürlichen Functionen ab. Ist dagegen n — s, ist also die Gruppe Xrf' • • Xrf transitiv, so lässt sich die allgemeinste mit Xf. • • Xrf vertauschbare infinitesimale Transformation Zf aus s — m unabhängigen infinitesimalen Transformationen: Zrf • • • Zs_mf linear ableiten; nach einer früheren Bemerkung (S. 369) erzeugen dann die betreffenden infinitesimalen Transformationen eine (s — m)-gliedrige Gruppe. —

Wir wissen, dass eine mit Xrf • • • Xrf vertauschbare infinitesimale Transformation nur dann existirt, wenn die Gleichungen (4) sich auf weniger als s unabhängige reduciren. Dieser Bedingung können wir eine etwas übersichtlichere Fassung geben, wenn wir uns der Identitäten (3) oder der äquivalenten:

n

§n+Hk, i 2 ^fkv (x) ’ swi -- 0 (A=lr n; i=14)

1

erinnern, welche die Functionen Qkv definiren. Differentiiren wir nämlich die eben geschriebenen Identitäten nach xj, so erhalten wir die folgenden Identitäten:


0 Sn+1, i 2x,



[image: ]

(k = 1

J — l---«),




vermöge deren sich die Gleichungen (4) durch die äquivalenten Gleichungen:

[image: ]



, <81 , 09x. -

Svi / 9 2x. = 0   (=1 ■ • • 3, *=1 • • • r — n)

11  3

ersetzen lassen. Da aber nicht alle Determinanten von der Form Z—6k,*.8k, identisch verschwinden, so sind die letzten Gleichungen ihrerseits äquivalent mit:

	
	
(4 ) St-o a-t--„,, -„.





i             3

Es giebt demnach eine mit Xf-X,f vertauschbare infinitesimale Transformation Zf nur dann, wenn die in den § linearen Gleichungen (4') sich auf weniger als s unabhängige reduciren.

Die Gleichungen (4') sind übersichtlicher als die Gleichungen (4), sie haben überdies einen einfachen Sinn, sie sagen nämlich aus, dass jede der n(r— n) Functionen @rv(x,-.x,) die sämmtlichen infinitesimalen Transformationen Zf gestattet.

Giebt es unter den Gleichungen (4) gerade m von einander unabhängige, so giebt es natürlich auch unter den Gleichungen (4') gerade m von einander unabhängige, also ist m offenbar nichts anderes als die Zahl der unabhängigen unter den n(r— n) Functionen cpkv(x).

Fassen wir die gewonnenen Ergebnisse zusammen:

Theorem 67. Sind von den r unabhängigen infinitesimalen Transformationen:

s

Xif —2 bh (i " *' ".) ax, " -1 ’' ’"

einer r-gliedrigen Gruppe etwa X^f • • • Xnf durch iceine lineare Relation verknüpft, während Xn^xf • • • Xrf sich linear durch Xif ■ • • Xnf ausdrücken lassen:

n

X-n-\-jf--- 2 Pir (2, • • ‘ a,) ’ X.yf G ter n),

1

und sind unter den n(r — n) Functionen g)kv gerade s von einander unabhängige vorhanden, so giebt es keine infinitesimale Transformation, welche mit allen Xkf vertauschbar ist: sind dagegen unter den Functionen g)kv weniger als s, etwa blos m unabhängige vorhanden, so giebt es infinitesimale Transformationen, ivelche mit Xf • • • Xrf vertauschbar sind, und zwar besitzt die allgemeinste infinitesimale Transformation Zf von dieser Beschaffenheit die Form:

Zf =2(u - u,—„) Zf++ •,— (u, - u- n) • Zs—mf,

tuo u,--. 1,_n unabhängige Lösungen des n-gliedrigen vollständigen Systems: Xf = 0, -Xf == 0 bezeichnen, wo ferner 11*** ihs—m willkürliche Functionen ihrer Argumente bedeuten und wo endlich die mit Xf • • • Xrf vertauschbaren, durch keine lineare Belation verknüpften infinitesimalen Transformationen:

Zuf = 2 Sui(x, • : • x,) ac, ("=1 •2—")

paarweise in Beziehungen von der Form:

s—m

^Z^Zf) —D COuvn(u, ■ ■ 2 u,—m) • Ziij

1

stehenA}

Ein Theil der in diesem Satze ausgesprochenen Ergebnisse folgt übrigens unmittelbar aus den Entwickelungen des vorigen Kapitels. Ist nämlich die Anzahl der unabhängigen unter den Functionen Qrv (N, • • • R,) gerade gleich s, so stellen nach S. 344 die Gleichungen:

Qiv(a, • •&‘) = (fkv^ •2&,)  (=12 • r—n;‘=1:n)

die allgemeinste Transformation dar, welche Xxf• •• Xrf bezüglich in: Xf f • • • Xf f überführt. Giebt es dagegen unter den Qrv weniger als s von einander unabhängige Functionen, so giebt es nach Theor. 65, S. 353 eine con-tinuirliche Menge von Transformationen, welche jedes X^f invariant lassen; wir bemerkten schon auf S. 368, dass der Inbegriff aller derartigen Transformationen eine Gruppe bildet, von welcher sich direkt einsehen lässt, dass sie eingliedrige Gruppen umfasst.

Es scheint angemessen, noch den folgenden Satz ausdrücklich auszusprechen:

Satz 2. Giebt es überhaupt eine infinitesimale Transformation, welche mit allen infinitesimalen Transformationen Xf-:. Xrf einer r-gliedrigen Gruppe des Baumes X1 • • • x, vertauschbar ist, so enthält die allgemeinste mit X^f ■ • • Xrf vertauschbare infinitesimale Transformation willkürliche Functionen, sobald die Gruppe Xrf ■■• Xrf intransitiv ist, dagegen nur willkürliche Parameter, sobald die Gruppe transitiv ist.

§. 96.

Von hervorragender Bedeutung ist der Fall, dass die Gruppe Xif einfach transitiv ist, also der Fall s = r = n.

Wünscht man in diesem Falle die allgemeinste Transformation Xi = i(x, • • • xf) zu kennen, vermöge deren jedes Xif die Form Xf annimmt, so hat man nur n unabhängige Lösungen 22, • • • S, des n-gliedrigen vollständigen Systems:

Xif + X, f = 0 a=1.„ aufzusuchen und dieselben gleich willkürlichen Constanten a, • • • an zu setzen. Die Gleichungen:

Mx(x, • • • xn, a’** a„) == ak (=1 •) sind dann sowohl nach den x als nach den x auflösbar und stellen die verlangte Transformation dar.

Wir wissen von vornherein, dass der Inbegriff aller Transformationen Sk — ak eine Gruppe bildet. Wir sehen jetzt, dass diese Gruppe n-gliedrig und einfach transitiv ist; das geht sofort aus der Form hervor, in welcher die Gruppe vorliegt, aufgelöst nach ihren n Parametern.

Die Gruppe:

21 (x, x') = a,, • Mn (x, x) = an enthält die identische Transformation und n unabhängige infinitesimale Transformationen:

n

Zkf — 2 Se(i * ■ ■ ") ö«, d=1i ",

das geht aus den Entwickelungen des vorigen Paragraphen hervor; es ist aber auch an sich klar, da sich die Transformationen der Gruppe paarweise als inverse zusammen ordnen und also das Theorem 56 im Kap. 18, S. 315 Anwendung findet. Aus der Transitivität der Gruppe Zrf • • • Znf folgt überdies, dass Zxf ••• Znf durch keine lineare Relation von der Form Zx(x1 • • -x^Zif = 0 verknüpft sind.

Zwischen den beiden einfach transitiven Gruppen Xkf und Zif besteht ein völliges Reciprocitätsverhältniss. Sind die Xkf gegeben, so ist die allgemeine infinitesimale Transformation Zf—XCiZif durch die n Gleichungen

X^f)) - Z(Xk(ff) = 0 a=1 -) vollständig definirt; sind andererseits die Zif gegeben, so bestimmen die n Gleichungen

x(Z,(F)) - Z^f)) = 0 a=1.n) in gleicher Weise die allgemeine infinitesimale Transformation

Xf=zeXf

Damit ist aber die eigenartige Beziehung, in welcher die beiden Gruppen stehen, noch nicht in erschöpfender Weise beschrieben. Die beiden Gruppen sind nämlich, wie wir jetzt zeigen werden, auch noch gleichzusammengesetzt; da beide einfach transitiv sind, folgt daraus sofort, dass sie auch mit einander ähnlich sind (vgl. Kap. 19, Theorem 64, S. 340).

Wir denken uns in den infinitesimalen Transformationen Xkf und Zif die §kv und Siv nach Potenzen von A, • - • xn entwickelt, indem wir voraussetzen, dass ^ = 0, • X = 0 ein Punkt von allgemeiner Lage ist. Nach Kap. 13, S. 217 enthält die Gruppe Xkf, weil sie einfach transitiv ist, gerade n infinitesimale Transformationen von nullter Ordnung in xt---xn, aus denen sich keine infinitesimale Transformation von erster oder höherer Ordnung linear ableiten lässt.

Wir können uns daher Xxf • ■ • Xnf durch n andere unabhängige infinitesimale Transformationen Rif. •• ^nf ersetzt denken, welche bei Weglassung der Glieder zweiter und höherer Ordnung die Form:

xf =2+ Shut, 34 + uv

(k = 1 • • ■ n) haben. In derselben Weise können wir Zxf ■ • ■ Znf durch n unabhängige infinitesimale Transformationen von der Form:

3—_ _ af ‘ , . 2f _____

uv

(i = 1 . . . n ersetzen.

Nach diesen Vorbereitungen bilden wir die Gleichung (R,Z) = 0; dieselbe nimmt die Form an:

2 Qikr + ^kiv) 2 + • • • - 0, woraus folgt:

^ikv «         ^kiv •

Rechnungen derselben Art ergeben:

(,%,) = 2 (h, — 7„) ? + • • •

(Br 8») — X (— L. + L„) 3 +

= 2 (hiv hjav) 5% - 3 ■ ■ •

Andererseits ist:

(3,) = 3 c„X„f, (8.8)) = S 6B./;

hier setzen wir die eben gefundenen Ausdrücke für: &,f, ^vf, (R)R), (B3j) ein und machen sodann die Substitution: x, = 0, ... 2 = 0; da kommt:

Ckjv : hjkv ^kjv --- ^-kjv

Also sind unsere beiden Gruppen wirklich gleichzusammengesetzt und in Folge dessen, wie schon oben bemerkt, mit einander ähnlich. Somit gilt das

Theorem 68. Sind Xif • • • Xnf unabhängige infinitesimale Transformationen einer einfach transitiven Gruppe in den Veränderlichen X, •• xnj so definiren die n Gleichungen (X,Z)=0 die allgemeine infinitesimale Transformation Zf einer zweiten einfach transitiven Gruppe Zxf • • • Znf, welche mit der Gruppe Xf-Xf gleichzusammengesetzt und zugleich ähnlich ist. Die Beziehung zwischen diesen beiden einfach transitiven Gruppen ist eine gegenseitige: jede der beiden Gruppen besteht aus dem Inbegriffe aller eingliedrigen Gruppen, deren Transformationen mit jeder Transformation der andern Gruppe vertauschbar sind.3)

Es ist bequem, die Gruppen Xkf und Zif als reciproke Transformationsgruppen zu bezeichnen, oder immer die eine als die reciproke Gruppe der andern.

Erinnern wir uns aus Kap. 16, S. 276, dass die ausgezeichneten infinitesimalen Transformationen eXfH-----+e, Xf= Yf der Gruppe Xrf ■ ■ • Xnf durch die n Gleichungen (XxY) == 0 definirt sind, so können wir noch den folgenden Satz aussprechen:

Satz 3. Die gemeinsamen infinitesimalen Transformationen zweier reciproher einfach transitiver Gruppen sind zugleich die ausgezeichneten infinitesimalen Transformationen beider Gruppen.

Die beiden n-gliedrigen Gruppen Xf • • • Xnf und Ztf • ■ • Znf in den n Veränderlichen X,---An seien einfach transitiv und zu einander reciprok. Gehen dann bei Einführung neuer Veränderlicher x,‘-.-Xn die Xkf über in Xff, die Zkf über in Zff, so sind auch die beiden einfach transitiven Gruppen Xff- • • Xff und Zff- • • Zf f zu einander reciprok; das folgt unmittelbar aus der Relation: (X, Zy) = (X)Z;) =0.

Hieraus ergiebt sich insbesondere der

Satz 4. Bleibt eine n-gliedrige einfach transitive Gruppe in n Veränderlichen bei einer Transformation invariant, so bleibt gleichzeitig ihre reciprohe einfach transitive Gruppe invariant.

Aus diesem Satz folgt endlich der nachstehende:

Satz 5. Bie grösste Gruppe des Baumes xx - - • xn, in welcher eine n-gliedrige einfach transitive Gruppe dieses Baumes als invariante Untergruppe enthalten ist, fällt zusammen mit der grössten Gruppe, in welcher die reciprohe Gruppe dieser einfach transitiven Gruppe als invariante Untergruppe enthalten ist.

Wir wollen zu den vorstehenden allgemeinen Entwickelungen über einfach transitive Gruppen ein paar einfache Beispiele geben.

Die Gruppe

dx’ " 0x ‘ 3 0y

der Ebene x, y ist einfach transitiv. Die endlichen Gleichungen der reciproken Gruppe ergeben sich durch Integration des vollständigen df , df     -     df ,    df .   f df' ,   , df-—— -—7 — 0, SC -—F y -—— 2C -—7 — y -—, dx 1 dx     7   dx   YOy   dx  1 in folgender Form:


Systems



also nach x und y aufgelöst:

x == x — ay y' = by.

Die infinitesimalen Transformationen der reciproken Gruppe werden demnach:

df df 352’ %5y

Ein interessanteres Beispiel bietet die sechsgliedrige projective Gruppe einer nicht ausgearteten Fläche zweiter Ordnung im gewöhnlichen Raume. Diese Gruppe enthält nämlich zwei dreigliedrige einfach transitive zu einander reciproke Gruppen, von denen die eine alle Erzeugenden der einen Schaar stehen lässt, die andere alle Erzeugenden der andern Schaar.

Ist z — xy — 0 die Gleichung der Fläche, so ist

= — — y —,  Aof == x — — Z . , 1‘    0 X 1 • OZ 1     1 Ox OZ J

X,1-#%4+(y-2)$,+x% die eine der beiden einfach transitiven Gruppen und

	
1    oy ' oz ’    4    . • oy 1 cz ’



2f =(T9—)ax Jay UBoz die andere.

Die beiden reciproken Gruppen sind natürlich mit einander ähnlich; zu bemerken ist aber, dass sie durch eine projcctive Transformation mit einander ähnlich sind, nämlich durch jede projective Transformation, welche die beiden Schaaren von Erzeugenden der Fläche mit einander vertauscht.

§ 97.

Wir fahren fort in den allgemeinen Untersuchungen über reciproke einfach transitive Gruppen.

Es seien Xif • • • Xnf und Zrf - ■ • Znf zwei einfach transitive und zu einander reciproke Gruppen in den Veränderlichen A1 • • An.

Wäre n gleich 1, so wären beide Gruppen mit einander identisch, wie man sich leicht überzeugt; wir wollen daher voraussetzen, dass n grösser als 1 ist. Dann enthält die Gruppe Zf-.Anf sicher Untergruppen. Ist Z^f • • • Zmf (m<.n) eine solche, so bilden die m Gleichungen:

ZJ=0} ‘Znf =0 ein m-gliedriges vollständiges System, welches, wie aus den Identitäten:

{XiZ^ = 0, • • • (XiZm) = 0 (= i • • • „)

hervorgeht, die Gruppe Xf • • • Xnf gestattet (vgl. Kap. 8, Theorem 20, S. 140). Folglich ist die Gruppe Xf. • • Xnf imprimitiv.

Sind Mi • • • un—m unabhängige Lösungen des vollständigen Systems Zrf = 0, • • • Zmf = 0, so bestehen nach Kap. 8, Satz 1, S. 139 Relationen von der Form:

Xiu, = Giv (4, * *• Un—m) (i=1- • -n, v = l- • - n — m) und es werden daher (vgl. S. 143) die oo‘-m m-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten:

M, = const., • • • un—m = const.

von der Gruppe Xxf • • • Xnf unter einander vertauscht.

Wir haben also den

Satz 6. Jede einfach transitive Gruppe: Xif-.Xnf in n> 1 Veränderlichen: X, • • • xn ist imprimitiv; ist Zxf • • • Znf die zugehörige reciproke Gruppe und Zxf • • • Zmf eine beliebige Untergruppe derselben mit den Invarianten ux - ■ • un—m) so gestattet das m-gliedrige vollständige System Zxf—Q, -. Zmf = 0 die Gruppe Xf ■ • • Xnf und die oo"-n m-fach ausgedehnten HLannigfaltigkeiten: ux == const., • • • un—m = const werden von dieser Gruppe unter einander vertauscht.

Der vorstehende Satz zeigt, dass jede m-gliedrige Untergruppe der Gruppe Zxf---Znf eine ganz bestimmte bei der Gruppe Xf.Xaf invariante Zerlegung des Raumes X, • • • xn in co"-m m-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten liefert. Denken wir uns daher alle Untergruppen der Gruppe Zxf ■ • • Znf bestimmt und zu jeder die zugehörigen Invarianten berechnet, so erhalten wir unendlich viele bei der Gruppe Xf. • • Xnf invariante Zerlegungen des Raumes. Es lässt sich nachweisen, dass auf diese Weise alle vorhandenen invarianten Zerlegungen gefunden werden, dass also der Satz 6 sich umkehren lässt.

Es sei: Yxf—Q, ••• Ynif — 0 irgend ein m-gliedriges vollständiges System, welches die Gruppe Xxf • • • Xnf gestattet, M, • • • un—n seien unabhängige Lösungen dieses vollständigen Systems, so dass also die Schaar der co"m m-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten:

ux = const., • • • un_m = const.

eine bei der Gruppe Xxf• • • Xnf invariante Zerlegung des Raumes X1 - An darstellt. Wir behaupten, dass die Gruppe Zf. • • Znf eine ganz bestimmte m-gliedrige Untergruppe enthält, welche jede einzelne dieser oo"-m Mannigfaltigkeiten stehen lässt; das ist eben die Umkehrung des Satzes 6.

Wir führen zunächst in unseren reciproken Gruppen die Functionen ux • • • un—m und irgend m von denselben und von einander unabhängige Functionen: 71 • • • vm der x als Veränderliche ein, dann wird:

Xf =2 Ox(u, Un—m) al—Xiu 9, (=1.:n) 7                       " und:

n—m 2, m

Zif = ) ^kUv all + — Ziv, )  (=1 • • -n) , wo die XxVu, Z^Uy und Z^v^ gewisse Functionen der u und v sind. Unsere Behauptung kommt nun offenbar darauf hinaus, dass sich aus Zxf • • • Znf gerade m unabhängige infinitesimale Transformationen linear ableiten lassen sollen, welche M, • • • un—m gar nicht transformiren, in denen also die Coefficienten von ~ • • • -—— sämmtlich null sind.

2" 0"n—m

Um das beweisen zu können, müssen wir die Coefficienten von Fu ’ ' ' all in der allgemeinen infinitesimalen Transformation

Zf =Zf- — enZnf der Gruppe Zrf • • • Znf berechnen.

Die infinitesimale Transformation Zf ist durch die Relationen:

X,(Z(f)) - ZiX^f)) - 0, • • ■ x„(Z(f)) - Z(X^f)) = 0 vollständig definirt. Ersetzen wir in denselben f durch uv, so erhalten wir die Relationen:

X1 (Z u, )   ZOiv = 0, • • • Xn (^Zuf) — ZG)nv = 0 (v = 1 • • ■ n — m). Folglich sind die Functionen Zut - • ■ Zun-m Lösungen der Differentialgleichungen:


(7)



"00x,

u ---- Qu = 0 (k = 1 • • • n, v = 1 • • • n — m) , i .

in welchen 01-*:9,—m als die unbekannten Functionen anzusehen sind. Wenn

	
	
(8)    01 41 (M, ’ ’ * Un—m, ^1 ^m) y • ' ‘ Qn—m  1n—m(M, ' ‘ ‘ ^n—m, "1** "m) irgend ein Lösungensystem der Differentialgleichungen (7) ist, so verschwinden die n(n — m) Ausdrücke:

[image: ]







bei der Substitution: Q1 = 11, • • • Qn—m = ^n—m sämmtlich identisch. Fassen wir daher die Gleichungen (8) auf als ein Gleichungensystem in den n — n — m Veränderlichen: M1 ■ • • un—m, 71 • • • vm, 01 • • • Qn—m, so erkennen wir sofort, dass dieses Gleichungensystem die n infinitesimalen Transformationen: gestattet. Umgekehrt ist auch klar: kennt man irgend ein Gleichungensystem von der Form (8), welches die infinitesimalen Transformationen Urf • • - Unf gestattet, so kennt man auch ein System Lösungen der Differentialgleichungen (7), denn die Functionen 11 •. • In—m sind ein solches System.

[image: ]



Hieraus geht hervor, dass die Bestimmung des allgemeinsten Lösungensystems der Differentialgleichungen (7) darauf hinauskommt, in den 2n—m Veränderlichen u, v, 9 das allgemeinste GleichungenSystem (8) zu bestimmen, welches die infinitesimalen Transformationen Uf... Unf gestattet.

Jedes Gleichungensystem, welches U^f- • • Unf gestattet, lässt auch die sämmtlichen infinitesimalen Transformationen (Ui Uf) zu. Durch Ausrechnung finden wir:

_ 15 8%0, azo,, \ (UiUk) — (ÄX)T_ (Mir s au, COn 8u duJ Pu 00, + uvz ‘

1 15"/0c, ^  80,20,) df T2 \du duv du duj 9 d^^ uvI "            " oder anders geschrieben: 1-7— m -                      „ (U, U.) = (X;X.) +] 8% (X,C) - X,c,) ■ O, 2 uv " Da nun Xf--Xaf eine Gruppe erzeugen, so bestehen Relationen von der Form: (X,X) = Xi^X^f)) - X,(X,(f)) =2 ^ika X,f,

1 es ist also insbesondere:

Xi(X}"») X% (Xi"») :-- XiCOv Xx G^iv -- n -- 2 Cika OOgy

und es wird: (UU) =S}cUof.

1

Folglich erzeugen die infinitesimalen Transformationen Uf • • • Unf eine n-gliedrige Gruppe in den 2n—m Veränderlichen 11--."7—m, v-..Vm, 91 m** On—m*

Es handelt sich also jetzt darum, das allgemeinste Gleichungensystem von der Form (8) zu bestimmen, welches die Gruppe Uxf--- Unf gestattet. Da Xrf • ■ ■ Xnf durch keine lineare Relation verknüpft sind, so verschwinden in der Matrix, welche zu Uf • • • Unf gehört, nicht alle n-reihigen Determinanten identisch und ebensowenig können alle diese Determinanten vermöge eines Gleichungensystems von der Form (8) verschwinden. Aus Kap. 14, Theorem 42, S. 237 ergiebt sich daher, dass jedes Gleichungensystem von der Form (8), welches die Gruppe Urf • • • Unf gestattet, durch Relationen zwischen den Lösungen des n-gliedrigen vollständigen Systems Uf==0,*Unf==0

Theorie der Transformationsgruppen. clargestellt wird. Nun besitzt dieses vollständige System gerade n — m unabhängige Lösungen, etwa:
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Pu(M, ‘ * • Un—m, 71 * • • "m, Q1 ‘ ‘ * Qn—m)   (=1n m)

und zwar sind I1 • • • ^n—m in Bezug auf Q1 • • • 0,—m von einander unabhängig, weil das vollständige System nach den Differentialquotienten 31 • • • „f, 3f • • • of auflösbar ist (vgl. Kap. 5, Theorem 12, S. 91). 0", OUn—m‘ ^^ ^m8 1 ‘             ‘ • Wir schliessen daraus, dass das allgemeinste Gleichungensystern (8), welches die Gruppe UJ'- • • Unf gestattet, die Form:

ASA ... 2L — A — 1   1 9     — n—m — n—m erhalten kann, wo C1 • • • Cn—m willkürliche Constanten bezeichnen.

Lösen wir das eben gefundene Gleichungensystem nach 0, • • • Qn—m auf, was sicher möglich ist, so erhalten wir das allgemeinste Lösungensystem der Differentialgleichungen (7), wir sehen also, dass dieses allgemeinste Lösungensystem gerade n — m wesentliche willkürliche Constanten enthält. Da nun die Differentialgleichungen (7) in den Unbekannten 01 • • • Qn—m linear und homogen sind, so muss das bewusste allgemeinste Lösungensystem die Form erhalten können:

	
	
(10)      0. = c;^ + & v, ++ C-mo—")





(u = 1 ■ • • n — m),

wo die n — m Functionensysteme:

v,®, v,® ' • * v. « - 1 • • • n - m ebensoviel linear unabhängige, von willkürlichen Constanten freie Lösungensysteme der Differentialgleichungen (7) darstellen und wo die C' willkürliche Constanten sind. Selbstverständlich verschwindet hier die Determinante der i nicht, da sich die Gleichungen (10) nach c^ • • c;_n auflösen lassen müssen.

Die Functionen: Zur ■ • • Zun—m sind nach S. 384 Lösungen der Differentialgleichungen (7), sie haben daher die Form:

Zup, = cv, ++ C,—„v: ‘ «=1.—m).

Hierbei sind die Cv Constanten, über die wir vorläufig noch nichts genaueres wissen; es wäre ja noch denkbar, dass sie durch lineare Relationen verknüpft wären.

Aus den Werthen der Zup ergiebt sich für die allgemeine infinitesimale Transformation Zf der Gruppe: Zxf • • • Znf die folgende Darstellung:

zr—Sow%+Szt,

	
u, v                              1



Da nun die n — m Ausdrücke:

n—m ,

2vs, "=*—")

unabhängige infinitesimale Transformationen darstellen, so lassen sich offenbar aus Zxf • ■ • Znf mindestens m, also etwa gerade m — 8 unabhängige infinitesimale Transformationen linear ableiten, in denen die Coefficienten von of • • • „f gleich Null sind. Diese m + & infini-

0", Sun_m °

tesimalen Transformationen erzeugen natürlich eine (m — f)-gliedrige Untergruppe der Gruppe: Z^f • • • Znf und zwar eine Untergruppe, welche jede der o‘-m m-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten: M1 = const., • • • un_m = const. stehen lässt. Das aber ist nur möglich, wenn die ganze Zahl & gleich Null ist, denn wäre & > 0, so könnte die Gruppe Zxf • • • Znf nicht einfach transitiv sein.

Damit ist die auf S. 383 aufgestellte Behauptung bewiesen, wir können also den folgenden Satz aussprechen:

Satz 7. Sind Xrf' -Xf und Zxf • • ■ Znf zwei reciproke einfach transitive Gruppen in den n Veränderlichen X1 • • • xn, und ist

u^x^ • • • xn) = const., • • • un—m(x1 • • • xn~) — const, irgend eine bei der Gruppe Xtf---Xnf invariante Zerlegung des Raumes xr - ’ • xn in oon—m m-fach ausgedehnte Männigfaltigheiten, so enthält die Gruppe Zxf' • • Znf stets eine m-gliedrige 'Untergruppe, welche jede einzelne dieser oon—m Mannigfaltigkeiten stehen lässt.

Durch Verbindung dieses Satzes mit dem Satze 6, S. 383 erhalten wir das

Theorem 69. Ist die n-gliedrige Gruppe Xtf • ■ ■ Xnf in den n Veränderlichen 21 • • • xn einfach transitiv, so findet man alle m-gliedrigen vollständigen Systeme, welche diese Gruppe gestatten, oder was dasselbe ist, alle invarianten Zerlegungen des Raumes X1 • • • xn in conm m-fach ausg edehnte Mannigfaltigkeiten folgendermassen: Man bestimme zunächst die zur Gruppe Xif • • • Xnf gehörige reciproke einfach transitive Gruppe: Zrf-’Znf und stelle' alle m-gliedrigen Untergruppen dieser letzteren auf; ist etwa:

Zf = guiZf - + 9nZnf ("==1..m) eine der gefundenen Untergruppen, so stellen die Gleichungen Zf == 0, • • • Zmf = 0 eines der gesuchten vollständigen Systeme dar und bestimmen eine bei der Gruppe X,f • • • Xnf invariante Zerlegung des Raumes 21* • • xn in oo"—m m-fach ausgedehnte
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Mannigfaltigkeiten; bildet man für jede der gefundenen Untergruppen das m-gliedrige vollständige System, welches sie liefert, so erhält man alle m-gliedrigen vollständigen Systeme, welche die Gruppe Xif • • • Xnf gestatten. Führt man die angedeutete Untersuchung für jede der Zahlen m = 1, 2 • • • n — 1 durch, so erhält man überhaupt alle vollständigen Systeme, welche die Gruppe Xf--: Xnf gestatten und damit zugleich alle bei dieser Gruppe invarianten Zerlegungen des Raumes x,---Xn.

Das vorstehende Theorem enthält die Lösung der Aufgabe, alle möglichen Weisen zu bestimmen, in denen eine vorgelegte einfach transitive Gruppe imprimitiv ist.

Es mögen jetzt die Gleichungen:

Mi = const., • • • un-m = const.

wieder irgend eine bei der Gruppe Xxf • • • Xnf invariante Zerlegung des Raumes X • • • xn in (X)n~m m-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten darstellen, so dass also, wenn u, • • • un_m nebst m geeigneten Functionen 01 • • • vm als neue Veränderliche eingeführt werden, XG-'-Xnf die Form erhalten:

Xif 2 CO)» (ul, ' ‘ ' "n—m) a «   - u Sku(u, ' ' ' "n—mj "*** 'Om) 8 "

Hier können nicht alle (n — m)-reihigen Determinanten der Matrix:

0011 ' C01, n—m

CO,1 * COn, n—m identisch verschwinden, sonst müssten Xif • •• Xnf durch eine lineare Relation verknüpft sein, was gegen die Voraussetzung wäre. Verstehen wir daher unter u-^ ■ • • Un—m ein allgemeines Werthsystem, so enthält die Gruppe Xtf • •• Xnf nach. Kap. 13, S. 222 gerade com-1 verschiedene infinitesimale Transformationen, welche das Gleichungensystem:

___ o               ___ o

21 — "1 2 ■ ' ■ Un—m — Un—m invariant lassen; diese infinitesimalen Transformationen erzeugen dann natürlich eine m-gliedrige Untergruppe, die allgemeinste Untergruppe der Gruppe Xif. • • Xnf, welche die m-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit: u, =     .. . un_m = Un—m oder kurz M stehen lässt.

Die eben besprochene m-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit M gestattet nun auf der andern Seite auch m unabhängige infinitesimale Transformationen der reciproken Gruppe Zrf-"Znf, denn diese Gruppe enthält ja nach Satz 7, S. 387 eine m-gliedrige Untergruppe, welche jede einzelne der oon—m Mannigfaltigkeiten:

	
	
M1 == const., • • • Un—m = const. stehen lässt. Es ist überdies klar, dass M keine grössere Untergruppe der Gruppe Zf • • • Znf gestatten kann, da ja u,° ■ • • un— m ein allgemeines Werthsystem sein soll.





Wir ersehen hieraus, dass M von jeder der beiden reciproken Gruppen: Xf • • • Xnf und: Zxf • • • Znf gerade m unabhängige infinitesimale Transformationen zulässt, also von jeder eine ganz bestimmte m-gliedrige Untergruppe.

Wir können diese beiden m-gliedrigen Untergruppen sichtbar machen, wenn wir irgend ein Werthsystem: v,°-vn von allgemeiner Lage auswählen und die infinitesimalen Transformationen unserer beiden reciproken Gruppen nach Potenzen von: 11 — u^, • ■ • un—m — un—n, v, — v,°, ■ ■ • vm — vm entwickeln. Sehen wir nämlich von den Gliedern erster und höherer Ordnung ab, so können wir ähnlich wie auf S. 379 die infinitesimalen Transformationen: Xf.Xaf durch n unabhängige von der Form:

x ,       Of f

‘ fon/Fou—n ‘

, ,__ of ।          „__ af । ^n—m+lT -- 20,1110 ' ' ’    -- dv T ’ * '

ersetzen und Zrf • ■ • Znf durch n von der Form:

8/—-%4+ ’ -8-/-+—’

8—+f = -2+, B/= — % +.

Hier sind offenbar R»—m-f nf unabhängige infinitesimale Transformationen, welche die Mannigfaltigkeit: M1 = u^, • • • un—m = «,.n invariant lassen, und Zn—m+if •• Inf sind unabhängige infinitesimale Transformationen, welche dasselbe thun; es sind also: Rn—m+if. • • ^nf und Zn—m+fZnf die beiden m-gliedrigen Untergruppen, von denen wir soeben gesprochen haben.

Aus dieser Darstellung der beiden Untergruppen lassen sich einige bemerkenswerthe Schlüsse ziehen.

Zwischen X,f • • • ^nf bestehen Relationen von der Form: n

(X,2,) =X Cav&,f

und nach S. 379 f. bestehen zwischen Bif •• ^nf dieselben Relationen:

(B.Bi) =X CaBvf

1

mit denselben Constanten Cixv. Hieraus ergiebt sich, dass die beiden Untergruppen: &,—m+if • • • &f und Z»—+f - Zf mit einander gleichzusammengesetzt sind. Es ergiebt sich aber noch mehr. Da nämlich die beiden Gruppen: Xif- ■ • Xnf und: Zf. •• Znf holoedrisch isomorph auf einander bezogen sind, wenn jeder infinitesimalen Transformation: e& f------- er^rf die infinitesimale Transformation: e, Zf------ e, 3,f zugeordnet wird, und da bei dieser Zuordnung offenbar der Untergruppe: An—m+if • • • ^rf die Untergruppe: Zn—m+1f-3f entspricht, so erhellt, dass die beiden reciproken Gruppen derart holoedrisch isomorph aufeinander bezogen werden können, dass die beiden m-gliedrigen Untergruppen, welche M invariant lassen, einander entsprechen.

Fassen wir die Ergebnisse der SS. 388 ff. zusammen, so haben wir den

Satz 8. Gestattet eine m-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit des Raumes 21 • • • xn gerade m unabhängige infinitesimale Transformationen und also eine m-gliedrige Untergruppe einer einfach transitiven Gruppe Xf.-Xf dieses JRaumes, so gestattet sie zugleich gerade m unabhängige infinitesimale Transformationen und also eine m-gliedrige Untergruppe der zu Xxf • • • Xnf reciproken einfach transitiven Gruppe: Zf. • • Znf. Die beiden so defnirten m-gliedrigen Untergruppen sind gleichzusammengesetzt, und es ist möglich, die beiden reciproken einfach transitiven Gruppen derart holoedrisch isomorph auf einander zu beziehen, dass diese m-gliedrigen Untergruppen einander entsprechen.

§ 98.

Der grösste Theil der Resultate des vorigen Paragraphen lässt sich durch einfache begriffliche Betrachtungen ableiten. Wir werden das jetzt durchführen und zugleich noch einige weitere Ergebnisse gewinnen.

Es seien wie bisher Xf. • • Xnf und ■ ZYf • • • Znf zwei reciproke einfach transitive Gruppen in den Veränderlichen X1***An; ferner sei Zxf • • • Zmf wieder irgend eine m-gliedrige Untergruppe der Gruppe Zxf • • • Znf und M, • • • un—m seien ihre Invarianten. Der Buchstabe S sei allgemeines Symbol einer Transformation der Gruppe Zxf • • • Zmf endlich sei T eine beliebig gewählte Transformation der Gruppe Xf-Xf

Ist nun P irgend ein Punkt des Raumes X1 • • -xn, so ist:

(P) = (P)S

allgemeines Symbol eines Punktes auf derjenigen Mannigfaltigkeit:

	
1,    === const., • • • un—m — const.,



welche durch den Punkt P geht. Da ferner die Transformationen S und T mit einander vertauschbar sind, so wird:

(P)T = (P)ST = (P)TS, also wenn wir den Punkt {P}T mit II bezeichnen:

(11)                 (P)T={n)S.

Hier ist (^11)8 allgemeines Symbol eines Punktes auf der durch II gehenden Mannigfaltigkeit: u, === const. Folglich sagt unsere symbolische Gleichung (11), dass die Transformation T, also überhaupt jede Transformation der Gruppe Xif • • • Xnf die oon—m Mannigfaltigkeiten: 21 — const., • • • u—m — const. unter einander vertauscht, indem sie jede dieser Mannigfaltigkeiten in eine Mannigfaltigkeit derselben Schaar überführt.

Damit ist der Satz 6, S. 383 abgeleitet.

Aber auch die Umkehrung dieses Satzes können wir durch solche begriffliche Betrachtungen beweisen.

Denken wir uns irgend eine bei der Gruppe Xrf ’"Xnf invariante Zerlegung des Raumes X1-.-X in <xin~m m-fach ausgedehnte Mannig-faltigkeiten gegeben und nehmen wir an, dass M eine dieser oon-m Mannigfaltigkeiten ist. Unter P und P' verstehen wir irgend zwei Punkte von M und unter T irgend eine Transformation der Gruppe X fX„f

Geht P bei Ausführung von T über in II, so haben wir:

(I)-(P)T;

andererseits giebt es in der reciproken Gruppe ZJ'• • • Znf stets eine, aber auch nur eine Transformation 8, welche P in P' überführt:

1

 Lie, Archiv for Math, og Naturv., Bd. 3, S. 125, Christiania 1878.

2

 Dieses allgemeine Theorem deutete Lie in den Math. Ann. Bd. XXV an.

3

 Das Theorem 68 theilte Lie der Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania im Nov. 1882 und Mai 1883 mit; vgl. auch die Math. Annalen Bd. XXV, S. 107 ff.


(P) = (P)S.

Wegen:

(1^81=^18 wird also:

	
	
(12)                 (P)T=(I)s.





Diese Gleichung müssen wir zu deuten versuchen.

Setzen wir zunächst voraus, dass auch der Punkt II der Mannigfaltigkeit M angehört. In diesem Falle hat die Transformation T die Eigenschaft, M invariant zu lassen. In der That, T vertauscht die erwähnten con—m Mannigfaltigkeiten unter einander, andererseits führt aber T einen Punkt von M, nämlich P, in einen Punkt von M über, nämlich in den Punkt II; also muss T alle Punkte von M in Punkte von M überführen, es muss M invariant lassen. Da nun P‘ auf M liegt, so gehört auch der Punkt (P^T und wegen (12) auch der Punkt (n)S der Mannigfaltigkeit M an; aber II kann bei geeigneter Wahl von T jeder beliebige Punkt von M sein, also führt auch die Transformation S jeden Punkt von M in einen Punkt von M über, auch sie lässt die Mannigfaltigkeit M invariant.

Auf der anderen Seite können wir annehmen, dass II ein beliebiger Punkt irgend einer andern unter den bewussten con—m Mannigfaltigkeiten ist; machen wir diese Voraussetzung, so erkennen wir aus (12) sofort, dass S die betreffende Mannigfaltigkeit in Ruhe lässt.

Hiermit ist bewiesen, dass die Gruppe Zxf • • • Znf eine Transformation enthält, die Transformation S nämlich, welche jede einzelne unserer oo"—m Mannigfaltigkeiten stehen lässt. Solcher Transformationen S giebt es aber offenbar oom verschiedene, denn bei festem P kann der Punkt P' innerhalb M noch auf oom verschiedene Weisen gewählt werden. Mehr als oom derartige Transformationen giebt es aber in der Gruppe Z^f-^Znf auch nicht, da dieselbe einfach transitiv ist; also bilden die oom vorhandenen Transformationen eine m-gliedrige Untergruppe der Gruppe Zrf • • • Znf.

Damit ist der Satz 7, S. 387 bewiesen.

Offenbar gestattet die Mannigfaltigkeit M äusser den oom Transformationen der Gruppe Zrf • • • Znf auch noch oom Transformationen der Gruppe Xif • • • Xnf, die nun ihrerseits eine m-gliedrige Untergruppe dieser Gruppe bilden. Das ist ein Resultat, welches in dem Satze 8, S. 390 ausgesprochen ist. —

Etwas wesentlich neues ergiebt sich, wenn in den eben durchgeführten Entwickelungen die Zahl m gleich n gewählt wird. Bisher kam dieser Fall nicht in Betracht, da ihm keine Zerlegung des Raumes X, • • • X entspricht.

Ist m gleich n, so fällt die Mannigfaltigkeit M mit dem Raume x, • • • xn selbst zusammen; P und P' sind daher beliebige Punkte des Raumes, S kann bei geeigneter Wahl von P und P' jede Transformation der reciproken Gruppe Zrf • • • Znf sein.

Wählen wir P und P' fest, so ist die Transformation S vollständig bestimmt; ist dann T eine beliebige Transformation der Gruppe X^f • • Xnf, so haben wir:

(P)ST=(P)TS

oder wegen (P) = (P)S:

	
	
(13)                  (P')T= (P^TS.





Hier kann der Punkt (P^T durch geeignete Wahl der Transformation T mit jedem beliebigen Punkte des Raumes 21 ■ • • xn zur Deckung gebracht werden; von dem Punkte ^P'^T gilt dasselbe. Folglich sind wir durch die Gleichung (13) in den Stand gesetzt, für jeden Punkt $ des Raumes die neue Lage $‘ anzugeben, welche er bei der Transformation S erhält; wir brauchen blos diejenige Transformation T der Gruppe Xif ■ • • Xnf zu bestimmen, welche P in $ überführt, welche also der symbolischen Gleichung:

(P)T = (I) genügt. Dann haben wir:

(I‘) - (I)S = (P)TS, also:

(9) = (P)T.

Lassen wir jetzt den Punkt $ alle möglichen Lagen annehmen oder, was dasselbe ist, setzen wir für T der Reihe nach alle Transformationen der Gruppe Xrf • • • Xnf, so erhalten wir jedem Punkte des Raumes X1 • • • xn einen ganz bestimmten andern Punkt zugeordnet, wir erhalten also eine Transformation des Raumes X1 • • • xn, nämlich die Transformation S. Wählen wir endlich noch die Punkte P und P' in allen möglichen Weisen, so erhalten wir offenbar alle Transformationen der Gruppe Zf • • ■ Znf.

Wir können demnach sagen:

Werden zwei Punkte P und P' des Raumes x, • • • xn vermittelst jeder der oon Transformationen einer einfach transitiven Gruppe X^f-- -Xnf in cogredienter Weise transformirt, so gehört diejenige Transformation, welche jede der oon von P angenommenen Lagen in die entsprechende Lage des Punktes P' überführt, der reciproken Gruppe Zf • ■ • Znf der Gruppe Xif • ■ • Xnf an. Wählt man die Punkte P und P' in allen möglichen Weisen, so erhält man alle Transformationen der Gruppe Zf-Zaf

Es versteht sich von selbst, dass hier unter den Punkten P und P' immer Punkte von allgemeiner Lage zu verstehen sind oder genauer gesagt solche, die auf keiner bei der Gruppe Xxf • • • Xnf invarianten Mannigfaltigkeit liegen.

Kennt man die endlichen Gleichungen der Gruppe Xif. • • Xnf, so kann man die eben gefundene Construction für die Transformationen der Gruppe Zif • • Znf benutzen, um die endlichen Gleichungen dieser Gruppe aufzustellen.

Es seien:

Xj = f^ -n, a *.. an) (= 1 • • • n)

die endlichen Gleichungen der Gruppe Xxf---Xnf. Nennt man dann die Coordinaten des Punktes P etwa x,° • • • x„° und die des Punktes P‘ etwa u^ • • • Un, so erhält P bei den oo" Transformationen der Gruppe Xf • • • Xnf die co" verschiedenen Lagen:

yt = fi(x,° • • • a„°, a,-- a„) (=1 •) und P' erhält die oo" Lagen:

yi = fi^ • • • Un, a, • • • a„) (i = 1.7).

Jedes System von Werthen der a liefert einander entsprechende Lagen von P und P; eliminiren wir daher aus den Gleichungen yt = f^x0, d) und yi — fi^uQ, d) die Parameter a, • • • an, so erhalten wir die Gleichungen :

	
	
(14)    y- = S(J, • • • y», x,°- xn^, u^ • • • u„°) 0=i • • •»)





einer Transformation der Gruppe Zif-.Znf, derjenigen Transformation nämlich, welche P in P' überführt. Lassen wir endlich X, -x n und uf • • ■ un° alle möglichen Werthe annehmen, so erhalten wir alle Transformationen der Gruppe Zif • • • Znf.

In den eben gefundenen Gleichungen (14) der Gruppe Z^-'-Znf kommen 2n willkürliche Parameter vor; das ist aber nur scheinbar, es sind nur n von diesen Parametern wesentlich. Man kann nämlich jede einzelne Transformation der Gruppe ZAf- ■ • Znf auf oon verschiedene Weisen erhalten, da man den Punkt P immer willkürlich wählen kann, während der Punkt P' bei festgewähltem P durch die betreffende Transformation bestimmt ist.

Hieraus folgt, dass man alle Transformationen der Gruppe Zf--- Znf auch in der Weise herleiten kann, dass man den Punkt P ein für alle Male fest wählt und nur den Punkt P' alle möglichen Lagen annehmen lässt; das heisst, man kann für die Grössen X1 • ^n bestimmte Zahlen einsetzen und braucht blos M,° • • • Un als willkürliche Parameter aufzufassen.

Es gilt demnach der

Satz 9. Sind die endlichen Gleichungen-.

x/= fi^ ■ • ■ xn, ar ■ • • a^ (i==1:n) einer n - gliedrigen einfach transitiven Gruppe des Paumes 21- • • xn vorgelegt, so findet man die Gleichungen der reciprohen einfach transitiven Gruppe folgendermassen:

Man ertheile in den Gleichungen:

yt = fW- • a„°, a^ • • an} @=1::n)

den x° feste Werthe und eliminire sodann aus ihnen und den Gleichungen:

yi = fi^i0 • • • ^n, at - • • an) 0 = 1 • • • n)

die n Grössen a,- • • an; die hervorgehenden Gleichungen:

Vi = S(Y1 —y„, x,°- x„°, u^-- un^ (= 1:n) mit den n willhürlichen Parametern u^ • • ■ un° sind die Gleichungen der reciproken Gruppe. Voraussetzung ist, dass die x* so gewählt sind, dass der Punkt x,° -. X„° auf keiner Mannigfaltigkeit liegt, welche bei der Gruppe: xf == f(x, a) invariant bleibt.

§ 99.

Der Satz 7, S. 387 ist ein besonderer Fall eines allgemeinen Satzes, welcher auch für gewisse Gruppen gilt, die nicht einfach transitiv sind. Wir wollen diesen allgemeinen Satz jetzt ableiten; dabei erhalten wir zugleich einen neuen Beweis für den Satz 7.

Es sei Xf---X,f eine n-gliedrige Gruppe in den Veränderlichen X, - . x, und zwar sei die Zahl n nicht grösser als s. Ausserdem machen wir noch die Voraussetzung, dass Xxf • • • Xnf durch keine lineare Relation von der Form:

%i (x,** a,) ■ Xf +----+2(x,*- x) ’^nf = 0 verknüpft sind.

Der zu beweisende Satz kommt auf Folgendes hinaus: kennt man irgend ein m-gliedriges vollständiges System: 9f == 0, • 9mf==0, welches die Gruppe Xf- • Xnf gestattet, so kann man dasselbe stets auf eine solche Form: Yrf = 0, • • • Ymf = 0 bringen, dass die infinitesimalen Transformationen Yf • • • Ymf sämmtlich mit Xxf ■ ■ • Xnf vertauschbar sind und dass in den Relationen:

m

(Y; Yi)    ) Ti» (x, ’ * ’ «,) ' Yv t,

• i

welche zwischen Yf--• Ymf bestehen, die Tilv sämmtlich Lösungen des n-gliedrigen vollständigen Systems: Xf=0, • Xf == 0 sind.

In dem besonderen Falle s = n, wo die Gruppe Xtf••• Xnf einfach transitiv ist, gehören die infinitesimalen Transformationen Yf--. Ymf offenbar der zu Xxf---Xnf reciproken einfach transitiven Gruppe Zrf---Znf an; da ferner das n-gliedrige vollständige System Xxf—0, • Xf==0 in diesem.Falle keine andere Lösung besitzt als f— const., so sind die Functionen Tikv blose Constanten, so dass Yf.-- Ymf eine m-gliedrige Untergruppe der Gruppe Zrf-’-Znf erzeugen. Wir haben demnach den Satz 7, S. 387.

Doch jetzt zu dem allgemeinen Fall.

Wir denken uns also ein m-gliedriges vollständiges System:

9f == 0, --^mf=-^ vorgelegt, welches die Gruppe Xf • • Xnf gestattet, so dass die Xf und ^f durch Relationen von der Form:

m

	
	
(15)    (Du X.) = 2 Culr(x, •«)• ^yf «=1:n;*=1m)





1

verknüpft sind (vgl. Kap. 13, 8. 221).

Zunächst versuchen wir nun, m Functionen Q1 • • • Qm von den x so zu bestimmen, dass die infinitesimale Transformation:

m

Yf = X O. (x,— «,) • Df

i

mit allen n infinitesimalen Transformationen Xkf vertauschbar ist. Wir haben somit die n Gleichungen zu befriedigen: -

oder, da Dif • • ^mf nicht durch lineare Relationen verknüpft sein können, die folgenden mn Relationen:

m

	
	
(16)      XiQu —) «n0, ==0  (=1-n*=1m)





1

Das sind Differentialgleichungen, aus denen die o zu bestimmen sind. Ist:

	
	
(17)               01 P (x, ■ ■ ' x) ; Qm = Pm(x, * ■ ■ a,)





ein Lösungensystem der Differentialgleichungen (16), so werden die Gleichungen:

m

Xk Pa 2 Eyku Q, ■— o

bei der Substitution: Q,== P, •■■Qm=:Pm identisch befriedigt. Anders ausgedrückt: das Gleichungensystem (17) in den S — m Veränderlichen X,-.x,, 01 • • • Qm gestattet die infinitesimalen Transformationen:
[image: ]

(k — 1 • • • n) .


Gestattet umgekehrt ein Gleichungensystem von der Form (17) die infinitesimalen Transformationen 1f...Uf, so sind die Functionen Pj^ - Pn offenbar ein System Lösungen der Differentialgleichungen (16).

Wir ersehen hieraus, dass die Integration der Differentialgleichungen (16) darauf hinauskommt, in den S — m Veränderlichen x, 0 das allgemeinste Gleichungensystem (17) zu bestimmen, welches die infinitesimalen Transformationen 1f • • • Vcnf gestattet.

Das zu bestimmende Gleichungensystem gestattet auch die infinitesimalen Transformationen: (U;U/) .

Durch Ausrechnung finden wir:

1 • - • m

)    (X, X) | 2 { X, Cyku X, ^viu uv

+ 2 { Uviz Czku "ykz Cziu / Qv 0 0 uvn                                    "

Um hier die rechte Seite zu vereinfachen, bilden wir die Jacobische Identität (vgl. Kap. 5, S. 94):

(,(X,X,)) + (X,(X,9,)) + (X,(D,X)) =0,

welche sich bei Benutzung von (15) schreiben lässt:


m

(I»(X,X,)) =>{(Xf, a,k^f) - (Xif, C,„V„f)1

m
[image: ]

1

1 • • ‘m

^vi/.i^/-ik7t     ^vki-i ^i.u7t } 9af •




oder:


(I»(X,X,)) =


[image: ]

un

Nun aber erzeugen Xf • • • Xnf eine n-gliedrige Gruppe, es ist also:

woraus folgt:

Berücksichtigen wir noch, dass f • • • ^mf nicht durch lineare Re-- lationen verknüpft sind, so erhalten wir:

m

Xi ^vku X Eviu — a { ^vin Exku ^vkrt Exiu }--

n

--- 2 Cikg Cyou-

1

Setzen wir diesen Werth in den oben gefundenen Ausdruck für (UU%) ein, so ergiebt sich:

(Ul,1l,) — 2 Cika^-af,

1

mithin erzeugen lf.Uf eine n-gliedrige Gruppe in den s — m Veränderlichen x, o.

Es handelt sich nunmehr darum, das allgemeinste Gleichungensystem (17) zu bestimmen, welches die n-gliedrige Gruppe Uf.Uf gestattet.

Da Xif • • • Xnf durch keine lineare Relation verknüpft sind, so verschwinden in der zu 1,f...Uf gehörigen Matrix nicht alle n-reihigen Determinanten identisch; aber diese n-reihigen Determinanten können offenbar auch vermöge eines Gleichungensystems von der Form (17) nicht alle gleich Null werden. Folglich wird jedes Gleichungensystem von der Form (17), welches die Gruppe 1f. • Vinf gestattet, durch Relationen zwischen den Lösungen des n-gliedrigen vollständigen Systems: lf== 0, • Uf == 0 dargestellt (vgl. Kap. 14, Theorem 42, S. 237).

Das n-gliedrige vollständige System 1f = 0, -Uf == 0 besitzt s — m — n unabhängige Lösungen; S—n von diesen Lösungen lassen sich so wählen, dass sie von den 0 frei sind und nur von den x abhängen, es sind das die unabhängigen Lösungen des n-gliedrigen vollständigen Systems: Xf = 0, -Xf==0, welche

D,(x, • x) - D,—n(x, - x) heissen mögen. Ferner seien

91(01 ' * ' Qm, ^i ■ xs) * * ■ Lm(01 * ■ ■ Qm, A1* ■ ■ x.) irgend m von einander und von den v unabhängige Lösungen des vollständigen Systems: 1f= 0, ..Uf= 0

Da die Gleichungen: 1 f = 0, Uf =0 nach n von den Differentialquotienten 35,----84 auflösbar sind, so müssen die s — n +m

Functionen D,-D,_n, 221 • • • Jm in Bezug auf s—n von den Veränderlichen XC, • • • X, und in Bezug auf 01 • • • On von einander unabhängig sein. Folglich sind 21 • • • Jm in Bezug auf Q1 • • • Qm von einander unabhängig.

Nach, diesen Vorbereitungen können wir das allgemeinste Gleichungensystem angeben, welches die Gruppe Uf. • • V(nf gestattet und die Form (17) erhalten kann.

Das betreffende Gleichungensystem besteht aus m Relationen zwischen 0,- ff_n, 22,-- Jn und ist nach 01 • • • Qm auflösbar; folglich ist es auch nach 22, • • • Jm auflösbar und hat die Form:

	
	
(18)    Lu (01 • • • Qm , 2, • • • a,) :— 3, (D, (x) ■ " * D,—11 (x))     (u - 1 ’ m.) , wo die 3 vollkommen willkürliche Functionen ihrer Argumente sind. Lösen wir dieses Gleichungensystem nach Qt ■ • • Qm auf, so erhalten wir für Q, • • • Qm Ausdrücke, welche das allgemeinste Lösungensystem der Differentialgleichungen (16) darstellen.





Das allgemeinste Lösungensystem der Gleichungen (16) enthält demnach m willkürliche Functionen von D, • • • D,—n. Da nun die Gleichungen (16) in den Unbekannten Q1 • • • Qm linear und homogen sind, so lässt sich schliessen, dass ihr allgemeinstes Lösungensystem 01 • • • Qm aus m particulären Lösungensystemen:

PP (x, • • • «,) • • • P(m (x, • • • «.)   «=1- m) folgendermassen abgeleitet werden kann:

	
	
(19)    Q, = zi(0, ■ ■ ’ v- n)-Pv ‘++%(,- v, n)‘Pv )





(v = 1 . • • m), unter den X willkürliche Functionen ihrer Argumente verstanden. Natürlich müssen die m particulären Lösungensysteme so beschaffen sein, dass es nicht möglich ist, m Functionen 11 • • • 1m von D, • • • D,_n so zu bestimmen, dass die m Gleichungen:

m

2 ou(,--v,_)-P,= 0 (=1..m) gleichzeitig befriedigt werden.

Endlich ist noch zu bemerken, dass die Gleichungen (19) nach X1 • • • im auflösbar sind, dass also die Determinante der P^ nicht identisch verschwindet. Die Gleichungen (19) müssen sich nämlich nach dem Früheren auf die Form (18) bringen lassen, was offenbar unmöglich ist, wenn die Determinante der P^ verschwindet.

Nunmehr können wir die allgemeinste infinitesimale Transformation

Yf=)lo„Df

1 hinschreiben, welche mit Xf • • • Xnf vertauschbar ist (vgl. oben S. 396). Ihre Form ist:

m         m

Yf=X %»(, • • • v,—)] ^? (x, .. «.)

i                             i oder, wenn wir setzen:

m

Yf=)%(v,. v,_„).Y,f

Hier sind Yf... Ymf offenbar sämmtlich mit Xf • • • Xaf ver-tauschbar, ferner sind die Gleichungen: Yf = 0, • • • Ymf = 0 mit den Gleichungen: Dif = 0, -9mf == 0 aequivalent und bilden daher ihrerseits ein m-gliedriges vollständiges System, welches die Gruppe X,f • • • Xnf gestattet.

Zwischen Ytf • • • Ymf bestehen demzufolge Relationen von der Form:

m

(Yu Y,)   ) Tu*% (x, ■ ■ ■ ^s) * Yjtf.

i

Aber aus der Jacobi’schen Identität:

(X,(Y, Y)) + (Y,(Y,X,)) + (Y,(X,Y,)) = 0, in welcher die letzten beiden Glieder identisch null sind, ergiebt sich sofort:

(X,(Y, Y)) = 0.

Mithin muss sein:

m

) X, T„vr- Y„f = 0,

oder, da Yrf • • • Ymf durch keine lineare Relation verknüpft sind:

Xk Tuvn = 0 (*==1**n), das heisst: die Tuvn sind sämmtlich Lösungen des vollständigen Systems: Xf == 0, • • • Xnf = 0, sie sind Functionen von 0, . v,—n allein.

Das vollständige System: Yxf — 0, ••• Ymf — 0 besitzt alle auf S. 395 angegebenen Eigenschaften; wir können somit den Satz aussprechen :

Theorem 70. Gestattet ein m-gliedriges vollständiges System: 91f = 0, • • • Im f = 0 in den s Veränderlichen 21---X, die n-gliedrige Gruppe Xrf • • • Xnf und ist diese Gruppe so beschaffen, dass swischen Xxf • • • Xnf keine lineare JRelation von der Form:

%1 (x, ' ‘ ‘ x)-Xf + ' * ' + Xn(x, • ' ’ «,) 'Xnf 0 besteht, so ist es möglich, m2 solche Functionen P^^ • • • x,) mit nicht verschwindender Determinante ansugeben, dass die m infinitesimalen Transformationen

m

Y,f = 2 py} (x,-. x,) • Df (=1..m)

sämmtlich mit Xif • • • lLnf vertauschbar sind. Die mit: Df == 0, ^mf = 0 aequivalenten Gleichungen: Y^f = 0; • • • Ymf = 0 bilden dann ihrerseits ein m-gliedriges vollständiges System, welches die Gruppe Xif• • Xnf gestattet. Zwischen Yxf • • • Ymf bestehen endlich Delationen von der besonderen Form:

(Y^ Y,) =), ^^ (v, - v,L„) Y^f,

wo V, -. D,—n unabhängige Lösungen des n-gliedrigen vollständigen Systems: X,f = 0,... Xnf = 0 sind1)

Kapitel 21.

Die Parametergruppe.


des Raumes X1 • . An nach



Führt man drei Transformationen

einander aus, etwa die folgenden:


		
Xi = fi (A1 •
	
•An)
	
(i—l---n)


	
(!)
	
Xi' = gi (Xy •
	
■ xn )
	
(f = 1 ■ ■ • n)


		
Xi"= hi (x," •
	
• Xn')
	
(i = 1 • - - n )




so erhält man eine neue Transformation:

x"'— G)i (x, • • • En) (i=1-n) des Raumes 21--. xn.

Die Gleichungen der neuen Transformation ergeben sich, wenn die 2n Veränderlichen: a,’- • • Xn, x^'• • • a," aus den 3n Gleichungen (1) eliminirt werden. Man kann offenbar diese Elimination auf zwei verschiedene Weisen ausführen, da man entweder mit der Wegschaffung der x oder mit der Wegschaffung der x" beginnen kann. Im ersten Falle erhält man zunächst zwischen den x und den x" die Relationen:

9i(fl^) ‘ ' ' fn^ ä^'-n)

und hat sodann diese Werthe von x"- • • x^' in die Gleichungen:

x"'= ht(x"- • • Xn) (i=1-.n) einzusetzen. Im zweiten Falle erhält man zunächst zwischen den x und den x" die Relationen:

x"= h(gi(x)-* gn(x)) (i=1*n) und hat dann noch die x durch ihre Werthe:

x,== fi^x ' • • a„)    (=1-m)

zu ersetzen.

Die selbstverständliche Bemerkung, dass man auf den beiden angegebenen Wegen als Endergebniss beide Male dieselbe Transformation erhält, bekommt einen Inhalt, wenn man die Transformationen als Operationen auffasst und die Symbolik der Substitutionentheorie auf sie an wendet.

Wir wollen für die drei Substitutionen (1) der Reihe nach die Symbole: S, T, U einführen, sodass die Transformation:

x"= g;(f(x)-f„(x)) (=1-7)

das Symbol: ST erhält, die Transformation:

x"= h(gi(x)-g„(x)) (i=1-:n)

das Symbol: TU und die Transformation: x"'— C;(x, • • • xn) endlich das Symbol: STU. Die beiden vorhin besprochenen Bildungsweisen der Transformation: xU— Qi(x, • • • An) können wir dann dahin aussprechen, dass diese Transformation erhalten wird sowohl, wenn man zuerst die Transformation: ST und nachher die Transformation U ausführt, als auch, wenn man zuerst die Transformation S ausführt und nachher die Transformation TU

Symbolisch lässt sich diese Thatsache durch die Gleichung:

	
(2)              (ST) U = S(TU) = STU



ausdrücken, die bekanntlich aussagt, dass die Operationen S, T, U dem sogenannten associativen Gesetze genügen.

Wir können demnach sagen:

Die Transformationen eines n-fach ausgedehnten Raumes sind solche Operationen, für welche das associative Gesetz gilt.

Betrachten wir jetzt den besonderen Fall, dass S, T, U beliebige Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe:

a,== f^ • • • xn, a • • • -ar) (=1-7)

sind. In diesem Falle gehören natürlich auch die Transformationen: ST, TU und STU der betreffenden Gruppe an. Sehen wir zu, was sich jetzt aus der Gültigkeit des associativen Gesetzes schliessen lässt.

§ 100.


(3)



Für die Transformation ST ergeben sich hieraus in bekannter Weise Gleichungen von der Form:

«"= fi^ • E„, 91(a, b) • • • (pr(a, b)) , wo die Functionen 91 (a, b) • • • g,(a, b) nach Theorem 1, S. 18 sowohl in Bezug auf a, • • • ar als in Bezug auf bi • • • b, von einander un-abhängig sind.

Ferner werden die Gleichungen der Transformation (ST^U:

	
(4)       «"= fi(x1 -a„, P, (rp^a, b), c) * q,((a, b), c)).



Auf der andern Seite haben wir für die Transformation TU die Gleichungen:

«/"= fi(x, •«, Pi (b, c) — g,(b, c)) , also für S(TU) die folgenden:

	
(4)      x,"— fi^ -X„, ©i(a, q (b, c)) - g,(a, q(b, c))).



Nun ist: (S T) U = S(T U), folglich müssen die beiden Transformationen (4) und (4) mit einander identisch sein; durch Vergleichung der Parameter in beiden Transformationen erhalten wir daher die folgenden Relationen:

apk^i (a, b)-g,(a,b), C, • • • cr) = Qr(d, • • • ar, 91 (b, c) • • • g,(b, c)) (=1 -7), oder kürzer:

	
(5)             Pi (q(a, b), c) = cpk(a, q(b, c))   (=1.7).



Diesen Relationen müssen demnach die Functionen 91 • • • g, für alle Werthe der a, b, c identisch genügen.

Die Gleichungen (5) sprechen das associative Gesetz für drei beliebige Transformationen der Gruppe x[— f^x, a) aus. Aber sie können auch noch anders gedeutet werden; sie sagen nämlich, dass die Gleichungen

	
(6)             ak= (pk^ ■ ■ ■ ar, ^ ■ • ’ br) (=1.7) in den Veränderlichen a, • • • ar eine Gruppe darstellen, und zwar eine Gruppe mit den r Parametern 01 - br.



Führen wir nämlich zwei Transformationen (6), etwa:

al — cpk^! ’ ■ ■ ar , b, • b^ und:

al = fpk^l • • ' °'r, G • • • Cr) nach einander aus, so erhalten wir die Transformation

al = (Pki^^a, b) - cpr(a, b), G • • • cr), welche vermöge (5) die Gestalt

a'k == (Pk^ ■ ■ ■ ar, cp^b, c) ■ ■ • (pr(b, c))

annimmt und daher ebenfalls zu den Transformationen (6) gehört. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Wir wollen die Gruppe:

	
(6)              ak= (pk^ ■ ■ ■ ar, \ ■ ■ ■ br) (*=1.7)



als die Parameter gruppe der Gruppe x{ = fi(xx'' • xn, ar • • • ar) be-zeichnen.

Nach dem schon angeführten Theor. 1, S. 18 sind die Gleichungen ak = Px(a, b') nach den r Parametern bi • • • br auflösbar:

bk == Vr(a, **" a,, a^ • • ar) (= i • • • r).

Wir schliessen daraus, dass die Parametergruppe r-gliedrig und dass sie transitiv ist und zwar einfach transitiv. Ausserdem zeigen die Gleichungen (5), dass die Parametergruppe ihre eigene Parametergruppe ist.

Also können wir zusammenfassend sagen:

Theorem 71. Erfüllen die Functionen f(x,---Xn, ar ■ ■ ■ ar) in den Gleichungen xl— f(x, a) einer r-gliedrigen Gruppe die Functionalgleichungen

f(f (x, a) • • • fn(x, a}, b,- br) =f(x,--An, 91 (a, b)- cpr(a, b)) (i=1- • n),

so bestimmen die r Delationen

a-=(pi(a1-‘-ar,br---bf)   (i=1-r)

eine r-gliedrige Gruppe zwischen den 2r Veränderlichen a und a : die Parametergruppe der ursprünglichen Gruppe. Dieselbe ist einfach transitiv und ihre eigene Parametergruppe.

§ 101.

Ist die r-gliedrige Gruppe: x{= f(x,• • • xn, ar ■ ' • af) von den r unabhängigen infinitesimalen Transformationen:

n

Xif =X 5u(t0z,)St, 0=1»

erzeugt, so ordnen sich ihre Transformationen nach Kap. 9, S. 158 paarweise als inverse zusammen. Offenbar ordnen sich dann auch die Transformationen der zugehörigen Parametergruppe: ak — Qr (a, b) paarweise als inverse zusammen, also enthält die Parametergruppe nach Kap. 9, S. 169 oben gerade r unabhängige infinitesimale Transformationen und ist von denselben erzeugt.

Diese wichtige Eigenschaft der Parameter gruppe lässt sich auch folgendermassen beweisen, wobei wir gleichzeitig die infinitesimalen Transformationen dieser Gruppe finden.

Werden in den Gleichungen: x{ = f(x, • • • xn, A1 • • • a,) die x{ als Functionen der x und der a betrachtet, so bestehen nach Theorem 3, S. 33. Differentialgleichungen von der Form:

	
(7)    5 =2 Pz(d, • ar) &i(x • • • &n) (=1nn; *=1:r), die sich auch schreiben lassen:


	
(7)    Eji(x,’- • • «)=2* «ji(a, • • • a,) ad 0=lr i=1:n).


Hier sind nach den Entwickelungen des Kapitels 2, S. 30, 31 die Sji und ajk bestimmt durch die Gleichungen:
[image: ]






deren Sinn an der angegebenen Stelle erklärt worden ist.

Bei der Gruppe ak = Qk (a, b) ergeben sich natürlich analoge Differentialgleichungen:

	
	
26,    "A(b1 *br) “ji (di**** dr)


(i, k=1:r).







in denen die 15% dieselbe Bedeutung haben wie in (7), während sich die ^ji(a) aus:

[image: ]



bestimmen. In Folge dessen sind die Eji dieselben Functionen ihrer Argumente wie die a^; also erhalten wir entsprechend den Formeln (7) und (7') die beiden folgenden:

	
(8)    ar = _ 15k (bi ’ ' ’ br) ’a^ (di* ’ ' a^   (6, *=1*7),



k i und

,              ,       , "I                 ^^i

(8 ) Uji [cLy ’ ‘ • a,) =2/ «jk (bi ' ' ' b,) 8 6     (, i=1).

	
1                            k



Nun enthält die Gruppe: c ==f(x,--An, a, • • • ar) die identische Transformation und zwar können wir immer voraussetzen, dass die Parameter a,° • • • arQ der identischen Transformation in dem auf S. 16 definirten Bereiche (a) liegen. Nach S. 32 ist daher die Determinante:

	
2    ± va(a°) • • ’ V„(a°)



sicher von Null verschieden.

Es ist andererseits klar, dass auch in der Schaar der Transformationen: as — Qr (a, b) die identische Transformation: a,‘= a, , • • • ar = ar vorkommt und dass eben die Transformation:

ak = Qr (a, • • • a, , a,° • • • a^)     (I: = i • • • r)

die identische Transformation ist. Berücksichtigen wir daher das Bestehen der Differentialgleichungen (8) und wenden wir das Theorem 9, S. 72 an, so erkennen wir sofort, dass die Schaar der oo" Transformationen: ak = 9r (a, b) mit der Schaar der oo‘—1 eingliedrigen Gruppen:

2 2, eu (a,-.. a,) 34

i i                                        i zusammenfällt.

Demnach ist die Gruppe: ak = Qk (a, b) von den r infinitesimalen Transformationen:

Af - 2 t^kj (d, ‘ • * d,) od, a=tn erzeugt.

Natürlich sind diese infinitesimalen Transformationen von einander unabhängig, ja es besteht zwischen ihnen nicht einmal eine Relation von der Form:

Xi (a, • • • a^ • Af 4-----(- Xr^x"- a,) • Arf = 0;

das haben wir schon in Kap. 2, Theorem 3, S. 33 erkannt; es lässt sich andererseits auch daraus schliessen, dass die Parametergruppe einfach transitiv ist (Theor. 71).

Im Vorangehenden haben wir nicht blos bewiesen, dass die Gruppe: ak = ^k (a, b) von infinitesimalen Transformationen erzeugt ist, sondern wir haben auch diese infinitesimalen Transformationen selbst gefunden. Wir können daraus sofort eine neue wichtige Eigenschaft der Gruppe: ak = Qr (a, b) ableiten.

Die r infinitesimalen Transformationen: Xf.X,f der Gruppe: x'i = fi(x, d) sind durch Relationen von der Form:

(X, ^-k) -- 2 Ciks X, f

verknüpft, und nach Theorem 21, S. 149, 150 bestehen zwischen Arf • - • Arf Relationen von derselben Form:

r

(A> A) - 2 ^iks Asf,

1

mit denselben Constanten ciks. Bei Anwendung der in Kap. 17, S. 291 und 293 eingeführten Bezeichnung«weise können wir daher das nachstehende Theorem aussprechen:

Theorem 72. Jede r-gliedrige Gruppe:

xi = f'i (x, -X, a, - ar) (i=1-:n)

ist mit ihrer Parametergruppe:

ak = Q, (a,2 a,, b, • • • br) (=127)

gleichzusammengesetzt oder, was dasselbe ist, holoedrisch isomorph. Erfüllen die infinitesimalen Transformationen der Gruppe-: x'i — f\{x,d) die Relationen:
[image: ]

so stellen die r Ausdrücke:

Aj f -2 Cya(l, • • • a,) 4, 0-1 »

r unabhängige infinitesimale Transformationen der Parametergruppe dar^f

§ 102.

Es seien wie gewöhnlich:

n

	
	
X, f = 2 su (x, ■ ' ' ^n) —‘ a = 1 ‘ ' r)





1                                         i unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe in den Veränderlichen X, • • • xn.

Man bestimme nach Anleitung von Kap. 9, 8. 156 und 157 r unabhängige infinitesimale Transformationen:

J-kf == ökj(a, • . a,) "   a=1..r),

welche durch keine lineare Relation von der Form:

%1 (a^-- af) Af ------- %- (a, • • • ar~) -Ärf = 0 verknüpft sind, welche aber paarweise in den Beziehungen:

,               (A, A^ 2 ^iksAgf

1

stehen; mit andern Worten: man bestimme r unabhängige infinitesimale Transformationen irgend einer r-gliedrigen einfach transitiven Gruppe, welche mit der Gruppe Xf. • • Xrf gleichzusammengesetzt ist.

Sodann wähle man irgend ein Werthsystem: ä, • • • är aus, in dessen Umgebung die Exi (a, • • • a,) sich regulär verhalten und für welches die Determinante 2H--. &,, nicht verschwindet, und bestimme in Bezug auf dieses Werthsystem die Hauptlösungen des r-gliedrigen vollständigen Systems:

	
n                        r (9)    X t (x) 3% +X c (a) 3f = Xf+ A,f = 0



1                    i 1 J

(k~l---r)

in den n — r Veränderlichen: x,’- - xn, ar - • • ar.

Sind nun: F1 (x,’ -xn, a, • • • ar) • • • En (x, a) die betreffenden Hauptlösungen, so setze man:

^ = Fi (x,’- • • xn, a,-. a,)    (=1 • • • n);

durch Auflösung nach x^- • • x'n erhält man Gleichungen von der Form: Xi  fi (x, • • • An , Qj_^ • • • a,) (i = 1 • • • n) ,

welche nach Theor. 23, S. 154 die endlichen Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe darstellen, eben der Gruppe: Xif • • ■ Xrf.

Schon in dem angeführten Theoreme bemerkten wir, dass die Gleichungen: x ==f(x, a) durch die Einführung neuer Parameter auf die Form:

r                     1- ■ -r

x'i = Xi + 2 6k X, Xi + 21 3 X, X; «+...   (=1..n)

1                 kj gebracht werden können, dass sie also die endlichen Transformationen derjenigen r-gliedrigen Gruppe darstellen, welche von den infinitesimalen Transformationen: Xif • • • Xrf erzeugt wird.

Hierin liegt, dass es keinen Einfluss hat, ob wir die Gruppe A,f'-- Arf wählen oder irgend eine andere von den unendlich vielen einfach transitiven Gruppen, die mit der Gruppe Xif • • • Xrf gleichzusammengesetzt sind, und dass es ganz gleichgültig ist, ob wir das Werthsystem ^ • • • är wählen, oder irgend ein anderes: immer erhalten wir auf dem angegebenen Wege eine analytische Darstellung für die endlichen Transformationen der Gruppe: X±f • • • Xrf.

Auch diese Bemerkung machten wir schon in Kap. 9, wenn auch natürlich nicht mit denselben Worten. Jetzt sind wir aber insofern weiter, als wir direkt einsehen können, warum man bei verschiedener Wahl der Gruppe: Af • • • Arf und des Werthsystems: ^ • • • är doch stets die Gleichungen derselben Gruppe erhält.

In der That, es sei:

If = 2 ßkj (a, • - " Q,) %  «=1.»

irgend eine andere einfach transitive, mit der Gruppe: Xf. ■ • Xrf gleichzusammengesetzte Gruppe, für welche die Relationen:

(Q1,%1,) =)]

1

identisch erfüllt sind, es sei ferner: a,° • • • a,° irgend ein Werthsystem, in dessen Umgebung sich alle ßzj(a) regulär verhalten und für welches die Determinante Z-B1--- ß,, nicht verschwindet.

Da die beiden Gruppen: Axf• • • Arf und ^f• • • Arf gleichzusammengesetzt und beide einfach transitiv sind, so giebt es (Theor. 64, S. 340) oo" verschiedene Transformationen:

ak = ^^ • ■' ar, C, - • • Cr) «=1 • • • r} ,

welche ^f • • • A,f in bezüglich: Axf ’ • • Arf überführen. Die Gleichungen dieser Transformationen sind nach den willkürlichen Parametern: C1 • • • Cr auflösbar, also kann man C1 • • • Cr insbesondere so wählen, dass die Gleichungen:

ak = Ax (a,° -a,°, C, • • • Cr) (I=1. r) befriedigt werden.

Sind: C^ • • • Cr° die so erhaltenen Werthe von C, • • • Cr und setzt man:

Az(a, -. a„, C,° • • • G^) =x(a, - a,)   (=1.7),

so stellen die Gleichungen:

	
(10)                  ak = xx(a,-- a,)    (‘= 1 • • • r)



eine Transformation dar, welche Af • • • ‘Arf in bezüglich: A, f • • • Arf überführt und ausserdem das Werthsystem: a,°-a,° in das Werthsystem: ä, ■ • ■ är.

Hieraus ergiebt sich, dass wir die Hauptlösungen des vollständigen Systems:

	
(9    )                   Xkf + Akf = 0    « = 1 • • • r)



in Bezug auf: a, = a,°, • • • ar = a,° erhalten, wenn wir in den Hauptlösungen:

Fi (xf - • X, ar - - - ar) (i = i • • • n)

des vollständigen Systems (9) die Substitution: a, == 71 (u), - - - ar = a,(a) machen. Hätten wir daher statt der einfach transitiven Gruppe: Arf - - - Arf die Gruppe: Af. • • Arf benutzt und statt des Werth-Systems: ä,*.ä, das Werthsystem: a,° • • • a,°, so hätten wir anstatt der Gleichungen: q =f(x,---Xn, a, • • • ar) die Gleichungen:

q=f(x-X, m(a) - 7, (a)) (i=1.n)

bekommen. Diese gehen aber offenbar in jene über, wenn an Stelle von a,-. a, vermöge der Gleichungen (10) die neuen Parameter A1*** ar eingeführt werden.

Wie in den Paragraphen 100 u. 101, S. 402ff. wollen wir wieder von einer bestimmten Form:

x,=f(x,*-E,, a, • a,) @=1-n)

der Gruppe: Xif • • • Xrf ausgehen, und es mögen a,° • • • arG wie damals die zur identischen Transformation: ^ = Xi gehörigen Parameter bezeichnen.

Alsdann ist es leicht, das vollständige System anzugeben, dessen Integration gerade auf die Gleichungen: xi = fi (x, a) führt.

Das betreffende vollständige System hat einfach die Form:

X t + Af = 0 a - i • • ■ r),

wo in den infinitesimalen Transformationen:

Af =2 «a/ (a,—a,)37 a-1-7)

die Functionen a^^a) dieselben sind, wie in den Differentialgleichungen (7'). Bedeuten:

Fi (x," • • • x, a, • • • ar) (=1- n)

die Hauptlösungen des vollständigen Systems: XL f — Ax f = 0 in Bezug auf: a, = a^, • a, == ar°, so ergeben die Gleichungen:

Xi = Fi (x,’- • xh, a,-*• ar) (i=i • • • n)

durch Auflösung nach x,’-*. xn gerade die Gleichungen: Xi = ft (x, a). Das folgt alles aus den Entwickelungen der Kapitel 2 und 9.

Wenden wir diese Betrachtungen auf die zur Gruppe: x, == fi(x,a) gehörige Parametergruppe an, deren Gleichungen nach S. 404 die Form haben:

a = Qx (a, -., br- • - br) (=1* 0 und deren identische Transformation die Parameter: bi = a,°, •, == a,° besitzt.

Das vollständige System, durch dessen Integration die Gleichungen: ak = cpk(a, b) der Parametergruppe gefunden werden können, lautet augenscheinlich:

	
	
—«,,/. • • a,) 3+2)40, ' * • 6) ? =0 a=1 ...





Bestimmen wir die Hauptlösungen:

Hj («/• • • «/, 6, - br} (=1 7) dieses vollständigen Systems in Bezug auf: l}k—a^ und lösen wir sodann die Gleichungen:

aj == lij (a • • • ar', bi - • • b,)   (j=1-:r) nach a^ • • ar' auf, so erhalten wir: ak = Qr(a, b).

Demnach gilt das

Theorem 73. Kennt man die infinitesimalen Transformationen:

Af = ) C„, (a,— a,) 84, «=1:r)

der Parametergruppe einer r-gliedrigen Gruppe und weiss man, dass die identische Transformation dieser Gruppe und also auch der Parametergruppe die Parameter: at° ■ ■ - ar° besitzt, so findet man die endlichen Gleichungen der Parametergruppe folgendermassen: Man bestimme die Hauptlösungen des vollständigen Systems:

S Kkj^ 24 + 2 dkj (6) 25= 0   « - 1'' ’,

in Besug auf: bt — a^, • • • br— a^; sind:

Hj(af • • • af, b} - • • bf) ü = i • • • D diese Hauptlösungen, so erhält man die gesuchten Gleichungen der Parameter gruppe, wenn man die r Gleichungen:

aj = Hj(af ■ • • af, b, • • • b^ u^ 1 • • • r) nach af • • • af auflöst.

Führt man in eine r-gliedrige Gruppe x, == f(x, a) neue Parameter Ax an Stelle der a ein, so erhält die Gruppe eine neue Form, zu welcher natürlich auch eine neue Parametergruppe gehört.

Der Zusammenhang zwischen der neuen und der alten Parametergruppe ist sehr einfach. Sind nämlich die neuen Parameter Ax durch die Gleichungen:

aj === A;(a, ' ’ ' a,)   (=1 • • • r) bestimmt, so wird die neue Form der Gruppe: xi‘ — fi(x, a) die folgende:

Xi = f(x, • • • xn, A,(a) - A,(a))  (=1 •»), und die neue Parametergruppe lautet:

Ax(ai • • • af) = ^(A/a)... A,(a), 2,(6) • • • 2,(b))

Qc = 1 • ■ • r),

wenn af — g}k(ct,b') die alte war. Also geht die neue aus der alten hervor, wenn man die Substitution a^ = %(u) sowohl auf die a als auf die b ausführt, das heisst, wenn man in den Gleichungen: al == (r(a, b) für die d, a, b die folgenden Werthe einsetzt:

a; Ay (a ) , a; 2; (a) , bj = 2; (b)   0=1:r).

§ 103.

Nach Theorem 72, S. 407 ist jede r-gliedrige Gruppe mit ihrer Parametergruppe gleichzusammengesetzt, folglich sind solche r-gliedrige Gruppen, welche dieselbe Parametergruppe haben, mit einander gleich-zusammengesetzt.

Wir behaupten nun, dass umgekehrt zwei r-gliedrige gleichzusammengesetzte Gruppen sich stets durch Einführung neuer Parameter auf eine solche Form bringen lassen, dass sie beide dieselbe Parametergruppe haben.

Um diese Behauptung zu beweisen, denken wir uns von beiden Gruppen die infinitesimalen Transformationen gegeben; die der einen seien:

Xif ) §u (x, ' " * ^n) 8 ‘  (=1-7), die der andern:

Yif = i "u(J1 ‘ ’ Jm) ay 0= 1:17).

Da die beiden Gruppen gleichzusammengesetzt sind, können wir voraussetzen, dass die Xxf und die Ykf bereits so gewählt sind, dass mit den Relationen:

(X,X,) =2 ca,X.f zugleich die Relationen:

(Y,Y) =SJoY,f bestehen.

Endlich denken wir uns noch irgend r unabhängige infinitesimale Transformationen:

r

Akf akJ (a,** • ad) 84 (=1:r)

gegeben, die eine r-gliedrige einfach transitive mit jenen Gruppen gleichzusammengesetzte Gruppe erzeugen und die paarweise in den Beziehungen:

(A|Ax) -- > I Ciks^-sf stehen.

Nunmehr bilden wir das vollständige System:

Xf+ Af = 0 a=1if)

und bestimmen seine Hauptlösungen:

F(x,‘--a,, a,-.-a,) (i=1-n)

in Bezug auf irgend ein Wertlisystem: a, = a^ • • • ar= ar°] wir bilden ferner das vollständige System:

Yf+ 4/= 0 a=1.)

und bestimmen seine Hauptlösungen:

Su (Ji ' " ’ yn, a,*** Cbr} (#=1- m) in Bezug auf dasselbe Werthsystem: ak= a^.

Ausserdem lösen wir noch die n Gleichungen: Xi — Fi(x, a) nach x( • • • xü auf:

	
(11)               X{   fi (x, ' • • Xn , öj     a,) (i =1%)



und ebenso die m Gleichungen: Yu = Su (y', a) nach y,‘-ym:

	
(11)              Yu   fu (J1 ‘ ' ‘ ym, ^1     a,) (L =1...m).



Liegen dann die endlichen Gleichungen der Gruppe: Xif ■ • • Xrf in irgend einer Form vor, so können sie offenbar durch Einführung neuer Parameter auf die Form (11) gebracht werden, und ebenso können die endlichen Gleichungen der Gruppe: Yif..Y,f, in welcher Form sie auch vorliegen, stets durch Einführung neuer Parameter die Form (IP) erhalten.

Auf die beiden Gruppen (11) und (11') lässt sich aber das Theorem 73, S. 411 anwenden. In beiden Gruppen hat nämlich die identische Transformation die Parameter: a,° ■ • • ar° und bei beiden enthält die zugehörige Parametergruppe die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen: A±f• • • Arf, folglich kann nach dem bewussten Theoreme für jede der beiden Gruppen die zugehörige Parametergruppe angegeben werden und diese Parametergruppe wird für beide dieselbe.

Damit ist die oben aufgestellte Behauptung bewiesen. —

Es steht also nunmehr fest, dass zwei Gruppen, welche dieselbe Parametergruppe haben, gleichzusammengesetzt sind, und andererseits, dass zwei Gruppen, die gleichzusammengesetzt sind, durch Einführung neuer Parameter auf eine Form gebracht werden können, in welcher sie beide dieselbe Parametergruppe haben. Demnach können wir sagen:

Theorem 74. Zwei r-gliedrige Gruppen:

a/‘==f(x, E„, a, * a,) (i=1.n) und:

yu gu ^/l • ' ' ymj ^i a,) (u = 1 ■ ‘ ‘ m) sind dann und nur dann gleichzusammengesetzt, wenn es möglich ist, die Parameter: A, • • • a, derart als unabhängige Functionen der a darzustellen:

di= X(a,*: a,) (=1.7), dass die Parametergruppe der Gruppe:

y^ = 9u(Ji- • • y^, zi(a) • • • %r{a)) (=1::m)

mit der Parametergruppe der Gruppe: x, = f^x, a) zusammenfällt.

Besonders bemerkenswert]! ist, dass unsere beiden gleichzusammengesetzten Gruppen: X^f" - Xrf und Yxf ■ ' • Yrf dann die Parameter-gruppe gemein haben, wenn man ihre endlichen Gleichungen in der kanonischen Form:

7                          e e-

	
(12)    Xi = Xi + ekX^Xi + X 1.2 X^XjXi -*   (=1 • ■ •")



i                         kj und bezüglich:

	
	
r              1-r e e. (12 ) yf = y^ + ) ek Y y^ + X 12 Yk ^y^ +*  (=1im)





i                      kj schreibt.

In der That, aus den Entwickelungen in Kap. 4, S. 68 ff. ergiebt sich, dass die Gleichungen (11) bei der Substitution:

.           1 e,e;

	
(13)    av = aP — P ek\Ak ayja = a° + 2 1.2 [Ak Ajav]a—ao + • • • i                            kj



(v = i... r)

die Form (12) annehmen und dass die Gleichungen (IV) bei derselben Substitution in (12) übergehen. Da nun die Gleichungen (13) eine Transformation zwischen den Parametern: at - • • ar und ex • • • er darstellen und da die beiden Gruppen (11) und (1V) die Parametergruppe gemein haben, so folgt, dass auch zu den beiden Gruppen (12) und (12) ein und dieselbe Parametergruppe gehört.

Es gilt demnach der

Satz 1. Stehen die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen:

Xkf -S su(x, • • xf) %, a-i

paarweise in den Beziehungen:

(X,X) =2] c..X,[,

1

und stehen andererseits die ' r unabhängigen infinitesimalen Transformationen:

Yif = 2 "ku (Ji ’ ‘ Jm) 39 d=1r)

paarweise in denselben Beziehungen: (Y,Y) =ZcY,/,

1

so besitzen die beiden r-gliedrigen gleichzusammengesetzten Gruppen: 7           1:7 ee.

a/ = Xi + Ck^Xi + 2 1.2 XkXjXi +**


(« = !• • • n)




(u — 1 ■ ■ ■ m)



i                  kj

und:

lle - y. + 2 e ^y,u + X fz Yk Yjy^ + ein und dieselbe Barametergruppe.

Denken wir uns jetzt irgend zwei 7-gliedrige gleichzusammen-gesetzte Gruppen:

a/’ =f(x,*-:En, a, • • af) @=1*:7) und:

ye     fu (Ji''' ym) a, ‘ ■ a,) (*=1-: m) vorgelegt, die bereits eine solche Form haben, dass die Parametergruppe für beide dieselbe ist.

Die infinitesimalen Transformationen der betreffenden Parametergruppe seien:

Aif =>) akj (a, " a^ Ja- «=1- v) i                                  3 und mögen durch die Relationen:

(X Af) => ciksAsf

i

verknüpft sein.

Nach S. 405 genügen xf • • • An als Functionen von X, • • • xn ar'■ ■ ar betrachtet gewissen Differentialgleichungen von der Form:

Hierbei sind die Sji(x’) ganz bestimmte Functionen; denn erhalten wir durch Auflösung der Gleichungen: x} — fdx, d) etwa: &,== F(x‘, a), so wird identisch:

[image: ]

i





of,(x, a)




Odx




_x=F(x‘ ,a)



so dass wir also die Sji(xc’) ohne Weiteres finden können, wenn wir

wollen.

Nach Theorem 21, S. 149 sind die r Ausdrücke:

[image: ]

(k == 1 • • • r)

i




unabhängige infinitesimale Transformationen und durch die Relationen

verknüpft; natürlich erzeugen sie die Gruppe: Xt = fi{x, d).

Für die Gruppe: yu‘ = fu (y, d) ergeben sich in entsprechender Weise Differentialgleichungen von der Form:

r                        y '

"ju (yi ' ' ’ V^ = Cjr (ai " ’ ’ ar) ad 0 = 1 • • • r; "=1*m),

wo die 'Yijlx(y'} vollständig bestimmte Functionen sind. Die r Aus-drücke:

Yf - — "* (1 ’ %) 85, C=1"

sind unabhängige infinitesimale Transformationen und durch die Relationen:

(Y,Y) =Z]cY,f

verknüpft; sie erzeugen natürlich die Gruppe: y^ — f^y, d).

Nunmehr erkennen wir geradeso wie auf S. 414, dass die Gruppen:

Xi—fi^Xjd) und: y^ = fu {y, d) bei der Substitution:

r

	
a, = a,° — e[A,a,]a=qo + • • • ("=1*r)



1 bezüglich die Formen:

Xi = Xi — % ex XLa; — • • •    (i=1 • • • n)

und:

=,+eYy H---- (=1iim)

i

erhalten. Also ergiebt sich der

Satz 2. Haben die beiden r-gliedrigen Gruppen:

X{ =—: fi (2, ' * • En , 0, ••• a,) (i -1-n) und:

Vr = f^yc • • Im, ar • ar) ("=lim) dieselbe Parametergruppe, so ist es möglich, an Stelle der a solche neue Parameter: e,--e, einzuführen, dass die beiden Gruppen bezüglich die Formen erhalten:

r

• «/=z+eXa—m: (=1n:m)

und:

y^ = y^ + ) er YrYu + • • •   (4 -1 • • • m);

i

hierbei sind: Xf--- Xrf und Yf-.- Yrf solche unabhängige infinitesimale Transformationen der beiden Gruppen, dass mit den Pelationen:

r fXiXf) => casXsf

i

zu gleicher Zeit die Relationen:

(YY)-ZcY,/

1

bestehen, sodass die beiden Gruppen holoedrisch isomorph auf einander bezogen sind, wenn jeder infinitesimalen Transformation: eXif - — erXrf die infinitesimale Transformation e Yf—— erYrf zugeordnet wird.

Ueber die beiden Gruppen: xl =f(x, a) und: y^—ffi^y)0^ machen wir dieselben Voraussetzungen wie in Satz 2; ausserdem wollen wir noch annehmen, dass: a,‘== Qr(a, b) die endlichen Gleichungen ihrer gemeinsamen Parametergruppe sind.

Offenbar gilt unter dieser Voraussetzung für jede der beiden Gruppen Folgendes: Werden nach einander zwei Transformationen der Gruppe ausgeführt, die bezüglich die Parameter: at“ • ar und: b^-'-br haben, so gehört die resultirende Transformation der Gruppe an und besitzt die Parameter: 91 (a, 6) -• • g,(a, bf

Diese Thatsache können wir etwas anders ausdrücken, wenn wir die Transformationen der beiden Gruppen in der Weise einander
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zuordnen, dass jeder Transformation der einen Gruppe diejenige Transformation der andern Gruppe entspricht, welche dieselben Parameter hat. Dann können wir nämlich sagen: ist S eine Transformation der einen Gruppe und S die entsprechende Transformation der anderen Gruppe, ist ferner T eine zweite Transformation der einen Gruppe und T die entsprechende Transformation der andern Gruppe, so entspricht der Transformation 8 T der einen Gruppe in der andern Gruppe die Transformation S%.

Eine solche Zuordnung der Transformationen beider Gruppen zu einander ist nach Theorem 74, S. 414 stets dann aber auch nur dann möglich, wenn die beiden Gruppen gleichzusammengesetzt sind. Also haben wir das

Theorem 75. Zwei r-gliedrige Gruppen sind dann und nur dann gleichzusammengesetzt, wenn es möglich ist, die Transformationen der einen derart eindeutig umkehrbar auf die Transformationen der andern zu beziehen, dass Folgendes stattfindet: Führt man in der einen Gruppe zwei Transformationen nach einander aus und führt man in der andern Gruppe die entsprechenden Transformationen in derselben Reihenfolge nach einander aus, so entspricht die Transformation, welche man in der einen Gruppe erhält, derjenigen Transformation, welche man in der andern Gruppe erhält3)

Ein neues wichtiges Ergebniss liefern die vorstehenden Betrachtungen, wenn sie auf den Satz 1, S. 414 angewandt werden. Um dieses Ergebniss in möglichst einfacher Form aussprechen zu können, erinnern wir noch an zweierlei, erstens daran, dass die beiden Gruppen: Xtf • • • Xrf und Yf • • • Yrf holoedrisch isomorph auf einander bezogen sind, wenn jeder infinitesimalen Transformation: eXf - -• — erXrf die infinitesimale Transformation: e^Y^ — •3 + erYrf zugeordnet wird und zweitens, dass der Ausdruck: eXf----+ erXrf auch als Symbol einer endlichen Transformation der Gruppe: Xf • • • Xrf aufgefasst werden kann (vgl. Kap. 17, S. 293 und Kap. 15, S. 255). Berücksichtigen wir das, so können wir sagen:

Satz 3. Die beiden gleichzusammengesetzten r-gliedrigen Gruppen:

	
	
X, f = X ^iki (^1 ‘ ' 3 «„) %   @=17)





1 und:

Lf = Xnu(ynn::9m),ay (=1:r) seien holoedrisch isomorph auf einander bezogen, wenn man jeder infinitesimalen Transformation: eXf ------- erXrf die infinitesimale Transformation: e, Yf-- e,Y,f zuordnet, es mögen also mit den Relationen:                                r

1

 Das Theorem 70, welches das Theorem 69 als speciellen Fall umfasst, entwickelte Lie im Sommersemester 1887 iu einer Vorlesung über die allgemeine Integrationstheorie solcher Differentialgleichungen, die eine bekannte endliche continuirliche Gruppe gestatten.
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2

 Lie, Gesellschaft d. W. zu Christiania 1884, Nr. 15.

3

 Vgl. Lie, Archiv for Mathematik og Naturvidenskab 1876; Math. Ann., Ba. XXV, S. 77; G. d. W. zu Christiania, 1884, Nr. 15.


(X,X,) =2 c„X,f

zugleich die Relationen:               ,

(Y,Y) =Z\oYf

bestehen. Deutet man dann die Ausdrücke: ZeXif und SekYkf als allgemeine Symbole der endlichen Transformationen der beiden Gruppen: Xxf • • • Xrf und Y^f--- Yrf, so findet Folgendes statt: Ergeben die beiden Transformationen: XekXkf und XefXkf der Gruppe: Xxf-’-Xrf nach einander ausgeführt die Transformation: E ek Xkf, so ergeben die beiden Transformationen: EekYkf und XekYkf der Gruppe: Yxf-”Yrf nach einander ausgeführt die Transformation: XekYkf.

Wenn man also zwei r-gliedrige gleichzusammengesetzte Gruppen im Sinne von Kap. 17, S. 293 holoedrisch isomorph auf einander bezogen hat, so hat man dadurch zugleich zwischen den endlichen Transformationen der beiden Gruppen eine eindeutig umkehrbare Beziehung hergestellt, wie sie in Theorem 75 beschrieben ist.

Aber auch das Umgekehrte gilt: Hat man zwischen den Transformationen von zwei y-gliedrigen gleichzusammengesetzten Gruppen eine eindeutig umkehrbare Beziehung hergestellt, welche die in Theor. 75 beschriebene Beschaffenheit hat, so sind dadurch zugleich die beiden Gruppen holoedrisch isomorph auf einander bezogen.

In der That, es sei: ai == fi^i' • Xn, a,- • • a^ die eine Gruppe und es sei: yf = f^y^ ■ • • ym, at - ■ ■ af) diejenige Transformation der andern Gruppe, welche der Transformation: Xi = fifx, a) entspricht. Dann haben die beiden Gruppen: a = f(pc, a) und y^=f^fy1aj offenbar ein und dieselbe Parametergruppe und können daher nach Satz 2, S. 417 durch Einführung geeigneter neuer Parameter: e, • • • cr die folgenden Formen erhalten:

r

a/ = Xi + ekXkXt + • • •   (=1 • • • n)

i

und:

Yu = Yu + ex YJu + ■ ■ " (=1- m).

Hieraus geht hervor, dass die bewusste eindeutig umkehrbare Beziehung zwischen den Transformationen beider Gruppen darauf hinauskommt, dass jeder endlichen Transformation: eXf — • • — erJLrf der einen Gruppe die endliche Transformation: e, Yf +-----\-erYrf der andern Gruppe zugeordnet ist. Es ist also zugleich jeder infinitesimalen Transformation: XekXkf die infinitesimale Transformation: EekYkf zugeordnet und damit ist nach Satz 2 wirklich eine holoedrisch isomorphe Beziehung zwischen beiden Gruppen hergestellt.

In der Substitutionentheorie definirt man den holoedrischen Isomorphismus zweier Gruppen und die holoedrisch isomorphe Beziehung zwischen zwei Gruppen anders, als wir es in Kap. 17 gethan haben. Man sagt da, dass zwei Gruppen mit gleichvielen Substitutionen „gleichzusammengesetzt“ oder „holoedrisch isomorph“ sind, wenn sich zwischen den Transformationen der beiden Gruppen eine eindeutig umkehrbare Beziehung herstellen lässt, welche die in Theorem 75, Seite 418 beschriebene Beschaffenheit hat; ist eine solche* Beziehung zwischen zwei holoedrisch isomorphen Gruppen wirklich hergestellt, so sagt man, dass die beiden Gruppen „holoedrisch isomorph auf einander bezogen sind“.

Aber schon auf S. 293 bemerkten wir, dass materiell unsere Definition der in Rede stehenden Begriffe genau derjenigen entspricht, welche in der Substitutionentheorie üblich ist, jedenfalls soweit entspricht, als es bei zwei so verschiedenen Gebieten wie der Theorie der Substitutionen gruppen und der Theorie der Transformationsgruppen möglich ist.

Unsere letzten Entwickelungen zeigen, dass die Behauptung auf S. 293 richtig ist. Aus Theorem 75, S. 418 geht hervor, dass zwei r-gliedrige Gruppen, die im Sinne von Kap. 17, S. 293 holoedrisch isomorph sind, auch im Sinne der Substitutionentheorie als holoedrisch isomorph bezeichnet werden müssen, und umgekehrt. Aus Satz 3, S. 418 und den darauf folgenden Bemerkungen erhellt, dass zwei r-gliedrige Gruppen, die im Sinne von Kap. 17, S. 293 holoedrisch isomorph auf einander bezogen sind, es auch im Sinne der Substitutionentheorie sind und umgekehrt.

Noch bleibt nachzuweisen, dass auch unsere Definition des mero-edrischen Isomorphismus (vgl. Kap. 17, S. 293) der Definition entspricht, welche die Substitutionentheorie vom meroedrischen Isomorphismus giebt.

Es seien Xif. • • Xr—qf -X,f und Yrf • ■ • Yr—qf zwei meroedrisch isomorphe Gruppen, und es möge gerade X,—q+1f- • • Xrf diejenige invariante Untergruppe der r-gliedrigen Gruppe sein, welche der identischen Transfer-mation der (r — Q) - gliedrigen Gruppe entspricht. Endlich sei Af::A,f eine mit X, f- •• Xrf gleichzusammengesetzte, einfach transitive Gruppe in den Veränderlichen a,--a,. Dabei wollen wir annehmen, dass 01*** a,—q Lösungen des vollständigen Systems:

A,—f = 0, ...Arf^Q) sind.

Bei dieser Wahl der Veränderlichen besitzen Axf■ ■ ■ Ar_2f die Form:


Akt ~ 2 Ci(a,

1



[image: ]

(k==1-r—q).




während A,-q+if. • • Arf die Form haben:

Äkf = )ßkj (a, ■ • • ar) 3  *=r-9+1- .r).

r—(+1

Zugleich ist klar, dass die verkürzten infinitesimalen Transformationen:

[image: ]




(k = i



eine mit der (r— q)- gliedrigen Gruppe Yif-Y,—f gleichzusammengesetzte einfach transitive Gruppe erzeugen.

Bezeichnet man die infinitesimalen Transformationen Akf, Äkf^ geschrieben in den Veränderlichen b statt in den a, mit Bkfi ^kf^ so findet man nach früheren Auseinandersetzungen die Parametergruppe der (r — g)-gliedrigen Gruppe Yf--. Yr-qf durch Integration des vollständigen Systems:

Axf+ Bf= 0 (=1-..- 9)

und die Parametergruppe der r-gliedrigen Gruppe Xf • • • Xrf durch Integration des vollständigen Systems:

Af + Bf = 0 a=1..r).

Ergeben sich in dieser Weise als Gleichungen der zur (r—q)-gliedrigen Gruppe gehörigen Parametergruppe etwa:

ar     Qx(ai ' ' ' a,—2, ^i     b,—2)   (k: -1-r 9) >

so ist es klar, dass die zur r-gliedrigen Gruppe gehörige Parametergruppe durch Gleichungen von der Form:

ax 91 (a, ' ' ' a,—Q, b * ' * b,—q) (k = 1-r q)

at = Yi(a,- • • ar^ bi • • • b,) (i = r — 1 + 1 • • ■ r)

darstellbar ist. Hieraus folgt, dass die Gruppen Xif • • • Xrf und Yf. • • • Yr—nf im Sinne der Substitutionentheorie meroedrisch isomorph sind.

Das soeben erhaltene Resultat wollen wir jetzt noch in einer anderen Weise ableiten. Wir halten es jedoch nicht für nothwendig, diese zweite, an sich bemerkenswerthe Methode im Einzelnen auszuführen, da sie mit früheren Entwickelungen grosse Analogie darbietet.

Wir denken uns die Transformationsgleichungen:

Xi =fi(x, ••• xn, a, ••• a^ (=1::n) vorgelegt, lassen es aber unentschieden, ob die a wesentliche Parameter sind oder nicht. Erfüllen nun die fa Differentialgleichungen von der Form:

%d - 2 Va(", ' ’ ’ d,) ’ %ji(fl ' ‘ ‘ () ,

die sich nach den §ji auflösen lassen:

6() - X C(a, • • ' d,) 54,

so erkennen wir leicht (vgl. Kap. 4, S. 68 ff.), dass jede Transformation: Xi = fi{xz a\ deren Parameter a in einer gewissen Umgebung von ä, • • • a, liegen, dadurch entstehen kann, dass wir zuerst die Transformation: Xi= fi(x, a) ausführen und darnach eine gewisse Transformation:

x/ = w i (X1 • "\xn, A, • • • A,) einer eingliedrigen Gruppe:

2X/+ • ■ • + „X,/=2 12} su()34

Wir finden überdies, dass die betreffenden Werthe der Parameter A nur von der Form der Functionen aij^a) sowie von den beiden Werthsystemen äx und ax abhängen.

Unter den gemachten Voraussetzungen ergiebt sich nun (vergleiche Seite 146 ff), wenn:

3 c(a) %4 = A^^ 2 su(e) 32/ = Xkf

i                                         i gesetzt wird, dass Relationen von der Form:

(X X, )    ) ^iks (x, " ' ' En , d, • ' ’ ar) * X, f

1

r

{AiA^ => ^(x^ • • • Xn, a,* • - a,) • Asf

1

bestehen, in denen sogar die Siks von den x unabhängig sind. Jetzt lässt sich allerdings nicht wie bei den früheren analogen Entwickelungen nachweisen, dass in den beiden letzten Gleichungen die 3 gleich absoluten Constanten gesetzt werden können. Wenn wir aber nur die Gleichungen:

(X/X) =X!O(a):X/f

1

ins Auge fassen, so ist es klar, dass sie bei Particularisirung der a Relationen von der Form:

(x/X) = 2 o„X/f

liefern, in denen die CikS Constanten bedeuten. Es ist daher auch unter unseren jetzigen Voraussetzungen sicher, dass alle endlichen Transformationen A, X, f -- A, X, f eine Gruppe bilden, welche ebenso viele wesentliche Parameter besitzt wie die Schaar Xi—fi(x,a}.

Es mögen andererseits XIf. • • X, f r solche nicht eben unabhängige infinitesimale Transformationen in den Veränderlichen x^ • • • Xn bezeichnen, welche in den Beziehungen:

(x/X)-Zexr

stehen; ferner seien:

Aif =XUu(d,*:"a,) ad (*==1*7)

r unabhängige infinitesimale Transformationen einer einfach transitiven Gruppe, deren Zusammensetzung durch die Gleichungen:

(A|A.) --) Ciks-^-st

gegeben ist.

Jetzt bilden wir das r-gliedrige vollständige System:

X/f+A f = 0 a=1..r),

berechnen seine Hauptlösungen Fi • • • Fn hinsichtlich eines passenden Werthsystems a, — a^, • • • ar = a,° und setzen darauf: x, == F , • • • xn = Fn-Alsdann bestimmen die durch Auflösung hervorgehenden Gleichungen:

Xx 1 : fi (xi * * ' In , a, • • • ci, ^

eine Schaar von höchstens co" Transformationen, welche offenbar die identische Transformation Xk = x^ umfasst.

Indem wir nun genau wie auf Seite 152 verfahren, erhalten wir zunächst das Gleichungensystem:
[image: ]

und darnach durch Auflösung:

0 x,’ ‘

daT =    * (d) ' 5 ( ) *

Wir schliessen hieraus erstens, dass die Schaar x, = fi(x, a) aus den Transformationen aller eingliedrigen Gruppen Zl)Xf besteht, zweitens, dass alle diese Transformationen eine Gruppe mit höchstens r wesentlichen Parametern bilden, endlich drittens, dass aus den beiden Transformationen:

Xi = fi (x, a), Xi" = fi (x\ b)

eine dritte Transformation x" — fi[x, c) dieser Gruppe entsteht, deren Parameter: C1 = Q1(a, b\ • ■ ■ cr — g,(a, b') durch die beiden Werthsysteme ak, bi und durch die Form der Functionen cikj(a) bestimmt sind.

Hiermit ist aber, wie wir nicht näher auszuführen brauchen, das früher erhaltene Resultat in neuer Weise abgeleitet.

Enthält eine gegebene r-gliedrige Gruppe Xif • • • Xr—gf • • • Xrf eine bekannte invariante Untergruppe etwa X,—+if-X,f, so können wir jetzt leicht eine meroedrisch isomorphe (r — q)-gliedrige Gruppe angeben, deren identische Transformation der besprochenen invarianten Untergruppe entspricht (vgl. S. 304, Anmerkung). In der That, man bilde eine mit der r-gliedrigen Gruppe gleichzusammengesetzte einfach transitive Gruppe Axf ’ • • Ar^gf‘ • • Arf in den Veränderlichen a{ • • • ar. Dabei können wir wie früher annehmen, dass a1 • • • ar—q Invarianten der q-gliedrigen Gruppe: A,—q+1f• • • Arf sind. Setzen wir dann wieder:

4/= X ca(a, • ' • 1+5 B(a) 3f 1                            7—9+1           ‘ (1=1 • • -r-q),

so erzeugen die verkürzten infinitesimalen Transformationen:

Aif 2 Cu(a, ’ " ' a,—9) 84 (L 1—/ 7) 1                                      i offenbar eine (r — q) -gliedrige Gruppe von der verlangten Beschaffenheit.

Aus diesen Entwickelungen geht überdies hervor, dass jeder Satz über die Zusammensetzung (r -—gj-gtiedriger Gruppen ohne w eiter es einen Satz über die Zusammensetzung r-gliedriger Gruppen mit einer invarianten g-gtiedrigen Untergruppe liefert. Dieses allgemeine Princip, welches in der Substitutionentheorie sein Analogon hat, wird im dritten Abschnitte verwerthet werden. 1)

§ 104.

In Kap. 19, Satz 3, S. 359, gaben wir den Kriterien für die Aehn-lichkeit gleichzusammengesetzter Gruppen eine bemerkenswerthe Form; wir zeigten nämlich, dass zwei gleichzusammengesetzte Gruppen in gleichvielen Veränderlichen dann und nur dann mit einander ähnlich sind, wenn sie sich in einer gewissen, ganz besonderen Weise holoedrisch isomorph auf einander beziehen lassen.

Schon damals kündigten wir an, dass das betreffende Kriterium sich noch wesentlich vereinfachen lässt, sobald die beiden Gruppen, um welche es sich handelt, transitiv sind; wir kündigten an, dass das folgende Theorem gilt:

Theorem 76. Zwei gleichzusammengesetzte transitive Gruppen:

Xxf = i Sli (Bi ’ ’ ' ^n) ax, (=1:7)

und:

Zkf - 2 Set (1 2 • ■ yn) 85, d-1:"

in gleichvielen Veränderlichen sind dann und nur dann mit einander ähnlich, wenn die folgende Bedingung erfüllt ist: Wählt man einen bestimmten Punkt: x,°..-2,° aus, welcher auf keiner bei der Gruppe: Xif- •• Xrf invarianten Mannigfaltigkeit liegt, so muss es möglich sein, die beiden Gruppen derart holoedrisch isomorph auf einander zu beziehen, dass der grössten in der Gruppe: Xf-.X,f enthaltenen Untergruppe, welche den Punkt: xf • • • x,f invariant lässt, die grösste Untergruppe der Gruppe: Zrf • • • Zrf entspricht, welche einen gewissen Punkt: y1°... Vn in B>uhe lässt2)

Aus Satz 3, S. 359 ist klar, dass diese Bedingung für die Aehn-lichkeit der beiden Gruppen nothwendig ist; nachgewiesen zu werden braucht daher blos, dass sie auch hinreichend ist.

Denken wir uns also die Voraussetzungen des Theorems erfüllt, denken wir uns in der Gruppe: Z^f • ■ • Zrf solche unabhängige infinitesimale Transformationen: Yrf • • • Yrf ausgewählt, dass unsere beiden Gruppen in der im Theorem 76 beschriebenen Weise holoedrisch isomorph auf einander bezogen sind, wenn jeder infinitesimalen Transformation: eXf -------e,X,f die infinitesimale Transformation: e, Y1 f — • • • — er Yrf zugeordnet wird.

Nach den Entwickelungen des vorigen Paragraphen ist durch die betreffende holoedrisch isomorphe Beziehung auch zwischen den endlichen Transformationen beider Gruppen eine eindeutig umkehrbare Beziehung hergestellt. Wir können diese letztere am einfachsten beschreiben, wenn wir in der bekannten Weise XekXkf und XekYkf als Symbole der endlichen Transformationen unserer Gruppen auffassen und ausserdem zu grösserer Bequemlichkeit die endliche Transformation ZeXif kurz mit: Z(e) bezeichnen, sowie die Transformation: ZexYf kurz mit: T(e).

Unter diesen Voraussetzungen ordnet nämlich die holoedrisch isomorphe Beziehung zwischen unsern beiden Gruppen der Transformation T^ die Transformation T(e) zu und umgekehrt, und diese Zuordnung ist so beschaffen, dass auch die beiden Transformationen: T(e) T(e) und T(e)T(e) einander zugeordnet sind, wobei e, • • • er und e/ • • • e,’ ganz beliebige Werthsysteme bezeichnen.

Der Punkt: oc^ • • • Xn° bleibt bei gerade r — n unabhängigen infinitesimalen Transformationen der Gruppe X^-'-Xrf invariant, folglich gestattet er gerade oo’-n verschiedene endliche Transformationen dieser Gruppe, Transformationen, die bekanntlich eine (r — n)-gliedrige Untergruppe bilden. Wir wollen für die allgemeinste Transformation T^, welche den Punkt: A1°-"An° in Ruhe lässt, das Symbol: S(a-..a,_n) oder kurz: S^ einführen; unter a, • • • ar—n verstehen wir dabei willkürliche Parameter.

Diejenigen Transformationen T(e) der Gruppe: Zf • • • Zrf, welche den Transformationen S^) der Gruppe: Xxf ■ • ■ Xrf zugeordnet sind, bezeichnen wir mit S(...4,_) oder kurz mit S(a); unter den gemachten Voraussetzungen bilden dann die o’—n Transformationen S(a) die grösste in der Gruppe: Zxf• •• Zrf enthaltene Untergruppe, welche den Punkt: y,°--Yn° invariant lässt. Hierin liegt, dass der Punkt: y^ • • • yn keiner Mannigfaltigkeit angehört, welche bei der Gruppe: Zxf' ■ • Zrf invariant bleibt.

Nach diesen Vorbereitungen stellen wir die folgenden Ueber-legungen an.

Bei Ausführung der Transformation T^ geht der Punkt a,° in den Punkt: (xi°) T(e) über, dessen Lage natürlich von den Werthen der Parameter e, • • • e, abhängt. Dieser neue Punkt gestattet nach Kap. 14, Satz 1, S. 227 seinerseits gerade co’-" Transformationen der Gruppe: Xf• • • Xrf, nämlich alle Transformationen von der Form:

1518.Z,, mit den r — n willkürlichen Parametern: ax • • • ar_n.

Andererseits geht der Punkt y^ bei der Transformation T(e) über in den Punkt: (yi°)T(e), der natürlich gerade oo‘-n Transformationen der Gruppe: Zxf • • • Zrt gestattet, nämlich alle Transformationen von der Form:

T’ST •

Das sind nun augenscheinlich diejenigen Transformationen der Gruppe: Zf • • • Zrf, welche den Transformationen: T(e) S(a) T(e) der Gruppe: Xf- •• Xrf zugeordnet sind; also sehen wir, dass bei unserer holoedrisch isomorphen Beziehung für die Punkte: (xi°) T(e) und (y^^e) genau dasselbe gilt wie für die Punkte: x,° und y^] nämlich der grössten in der Gruppe Xf-.X,f enthaltenen Untergruppe, welche den Punkt (xf^T^ invariant lässt, entspricht die grösste Untergruppe der Gruppe: Zxf • • • Zrf, bei welcher der Punkt: (y:°)T(e) stehen bleibt.

Ertheilen wir jetzt den Parametern e, • • • e, in den Transformationen T^e) und T(e) nach und nach alle möglichen Werthe. Dann geht der Punkt: (x^T^ wegen der Transitivität der Gruppe: Xif:X,f nach und nach in alle Punkte des Raumes X, • • • xn über, welche auf keiner invarianten Mannigfaltigkeit liegen, also in alle Punkte von allgemeiner Lage. Zugleich geht der Punkt: {y^^e) in alle Punkte von allgemeiner Lage im Raume yx - • • yn über.

Hiermit ist gezeigt, dass die holoedrisch isomorphe Beziehung zwischen unsern beiden Gruppen die im Satze 3, S. 359 zusammen-gestellten Eigenschaften besitzt; also ist nach diesem Satze die Gruppe: Xf-.X,f mit der Gruppe: Zxf -Z,f ähnlich und die Richtigkeit des Theorems 76, S. 425 ist erwiesen.

Zum Beweise des Theorems 76 braucht man übrigens gar nicht auf den citirten Satz zurückzugreifen. Es lässt sich vielmehr aus den vorstehenden Entwickelungen direkt schliessen, dass eine Transformation existirt, welche die infinitesimalen Transformationen: Xif • • • Xrf bezüglich in: Yf • - • Yrf überführt.

Wir haben gesehen, dass durch unsere holoedrisch isomorphe Beziehung dem Punkte: {xf^T^ des Raumes X, • . An der Punkt: (y?^ des Raumes yr -Yn zugeordnet ist, und zwar ist auf diese Weise zwischen den Punkten von allgemeiner Lage beider Räume eine innerhalb eines gewissen Bereiches eindeutig umkehrbare Beziehung hergestellt. Deuten wir nun die Xi und die yt als Punktcoordinaten eines und desselben n-fach ausgedehnten Raumes: Rn und zwar beide in Bezug auf dasselbe Coordinatensystem, so giebt es eine ganz bestimmte Transformation T des Raumes Rn, welche stets den Punkt mit den Coordinaten: (x,°) T(e) in den Punkt mit den Coordinaten: (^yi0^^) überführt. Wir werden nach weisen, dass diese Transformation T die infinitesimalen Transformationen: Xf• • • Xrf in bezüglich: Yxf • ‘ • Yrf überführt, dass also unsere beiden r-gliedrigen Gruppen gerade vermöge der Transformation T mit einander ähnlich sind.

Die Transformation T befriedigt alle die unendlich vielen symbolischen Gleichungen:                               «

	
(14)                  (r?) TeT == (»!)%,



mit den r willkürlichen Parametern e,- • • er^ sie ist sogar durch diese Gleichungen definirt. Hieraus geht hervor, dass T zugleich die folgenden symbolischen Gleichungen erfüllt:

(x°) TeTeT = (y°)E2(), welche Werthe auch die Parameter e und e haben mögen.

Verbinden wir diese Gleichungen mit den Gleichungen (14), welche wir offenbar auch schreiben können:

(x,9)T) = (yO)%T-I,

so erhalten wir:

(y°)ET-IZeT = (y®)%%, oder, was dasselbe ist:

	
(15)           (yP)%T‘Z,T%‘= (y?)%.).



Der Punkt: (y:°)T() kann bei geeigneter Wahl von e,’ • • • e,’ mit jedem Punkte von allgemeiner Lage in dem Rn zur Deckung gebracht werden, also sagen die Gleichungen (15) aus, dass jede Transformation von der Form:

	
(16)                 T’TTZo’



alle Punkte von allgemeiner Lage in dem Rn stehen lässt. Das ist aber offenbar nur möglich, wenn alle Transformationen (16) mit der identischen Transformation zusammenfallen.

Hiermit ist bewiesen, dass die folgenden oo" symbolischen Gleichungen bestehen:

	
(17)               T-7T =%9,



dass also die Transformation T jede Transformation T^ der Gruppe: Xif ■ • • Xrf in die entsprechende Transformation T(e) der Gruppe: Zf--- Zrf überführt. Mit andern Worten, der Ausdruck: e Xf— . . — erXrf verwandelt sich bei der Ausführung der Transformation T in den Ausdruck: e, Yf — • • • — erYrf oder, was dasselbe ist, die r infinitesimalen Transformationen: Xrf • •• Xrf gehen bei Ausführung von T in bezüglich: Yf... Yrf über.

Folglich sind die beiden Gruppen: Xrf ■ • ■ Xrf und Zxf • • • Zrf mit einander ähnlich und das Theorem 76, S. 425 ist nunmehr auch unabhängig von dem Satze 3, S. 359 bewiesen.

§ 105.

In § 100 sahen wir, dass die daselbst definirten Gleichungen: a,’ = Qx (a, b) eine Gruppe darstellen, und zwar erkannten wir das daraus, dass zwischen den r Functionen Qx(a, b) die r Identitäten:

	
	
(5)    Qx(P1 (a, b) • • q,(a, b), C1*: c,) = Qi(a, ■■■ar, 91(b, c) • • • (pr(b, c)) bestanden.





Man überzeugt sich nun geradeso, dass auch die Gleichungen:

	
(18)              ak = 9x(b, • • • br, ax • • • ar} (*=1-*7)



in den Veränderlichen a eine Gruppe mit den Parametern b darstellen und zwar eine r-gliedrige einfach transitive Gruppe.

Nur einige Bemerkungen über diese neue Gruppe.

Dieselbe besitzt die bemerkenswerthe Eigenschaft, dass jede ihrer Transformationen mit jeder Transformation der Parametergruppe: a^ = cpk^ b) vertauschbar ist. Führt man nämlich zuerst die Transformationen (18) aus und sodann irgend eine Transformation:

a" = Qx(a,’ • • - ar', Ci** c,)   (=1r) der Parametergruppe: a,’== @r(a, b), so erhält man die Transformation:

a," = (i(qi(b, a) • • • g,(b, a), C, 3 • • cr) (=1: • •r^ welche wegen der Identitäten (5) auf die Form:

a," = cpk^ -b,, cp^a, c) • • • cpr(a, c))   «=1:r) gebracht werden kann. Diese Transformation kann aber auch dadurch erhalten werden, dass man zuerst die Transformation:

ar — Qi(a, ■ ■ ■ ar, G ’' 3 C,) der Parametergruppe ausführt und sodann die Transformation:

ak == 9i(b 3.b,, a,’3 a,) der Gruppe (18).

Demnach ist die Gruppe (18) nichts anderes als die zur Parametergruppe gehörige reciproke einfach transitive Gruppe3); sie ist nach Theorem 68, S. 380 mit der Parametergruppe gleichzusammengesetzt und sogar ähnlich; sie ist überdies natürlich auch mit der Gruppe: Xi — fi(x, a) selbst gleichzusammengesetzt.

	
Kapitel 22.



Die Bestimmung aller r- gliedrigen Gruppen.

Bereits im Kapitel 17, S. 297 haben wir hervorgehoben, dass jedes System von Constanten c.ks, welches die Relationen:

Cis -- ^kis =— 0

	
	
(1)               '  ) (Cik»Cyis + CkjyCvis + CirCrk) 0





1

(                          (7, k, j, s = 1 • ■ • r) , befriedigt, eine mögliche Zusammensetzung r-gliedriger Gruppen darstellt, dass es immer r-gliedrige Gruppen giebt, deren Zusammensetzung eben durch dieses System von Ciks bestimmt wird. Der Beweis hierfür wird aber, wie wir damals bemerkten, erst im zweiten Abschnitte in voller Allgemeinheit geliefert; dort werden wir uns ein beliebiges System Ciks von der bewussten Beschaffenheit vorgelegt denken und werden nachweisen, dass jedenfalls nur die Integration simultaner Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichungen erforderlich ist, um die infinitesimalen Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe zu finden, welche die Zusammensetzung c^s hat. Die endlichen Gleichungen dieser Gruppe ergeben sich dann nach Kap. 4 und 9 ebenfalls durch Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen.

In dem gegenwärtigen Kapitel nun zeigen wir zweierlei: Erstens denken wir uns die endlichen Gleichungen:

a‘==f(x,-:E„, a,* a,) (i=1..n)

einer r-gliedrigen Gruppe vorgelegt und zeigen, wie man jedenfalls durch Integration simultaner Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichungen alle r-gliedrigen transitiven Gruppen finden kann, welche mit der Gruppe: Xi =f(x, a) gleichzusammengesetzt sind.

Zweitens zeigen wir, dass sich ohne Integration alle r-gliedrigen intransitiven Gruppen bestimmen lassen, sobald man alle transitiven Gruppen mit r oder weniger Parametern kennt.

Verbinden wir diese Ergebnisse mit dem oben Gesagten und nehmen wir noch hinzu, dass nach Theorem 53, S. 300 die Bestimmung aller möglichen Zusammensetzungen von Gruppen mit gegebener Parameterzahl nur algebraische Operationen verlangt, so erkennen wir sofort Folgendes:

Ist die Zahl r gegeben, so erfordert die Bestimmung aller r-gliedrigen Gruppen äusser ausführbaren Operationen höchstens die Integration simultaner Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichungen.

Von grosser Wichtigkeit ist natürlich die Frage, ob die Integration der auftretenden Differentialgleichungen ausführbar ist oder nicht. Doch können wir weder in diesem Kapitel noch an den betreffenden Stellen des zweiten Abschnitts auf solche Fragen eingehen, denn die Beantwortung derselben setzt Integrationstheorien voraus, welche nicht wohl in einem Werke über Transformationsgruppen entwickelt werden können, welche vielmehr eine gesonderte Behandlung verlangen.

•

§ 106.

In diesem Paragraphen stellen wir verschiedene Methoden zur Bestimmung von einfach transitiven Gruppen zusammen, theils weil diese Methoden im Folgenden Anwendung finden, theils weil sie an und für sich bemerkenswert!! sind.

Es seien zunächst die endlichen Gleichungen:

	
	
(2)                x- = fi^ • • • a„, a, • • • ar) (i—1 r)





einer r-gliedrigen Gruppe vorgelegt. Wir suchen die endlichen Gleichungen einer einfach transitiven Gruppe, welche mit der vorgelegten Gruppe gleichzusammengesetzt ist.

Nach Kap. 21, S. 404 ist die Parametergruppe der Gruppe (2) einfach transitiv und mit der Gruppe (2) gleichzusammengesetzt. Nun lassen sich die endlichen Gleichungen:

az == 9i(a, ** a,, 6, *. b,) (*=1.7)

dieser Parametergruppe durch ausführbare Operationen, nämlich durch Auflösung endlicher Gleichungen finden. Also können wir die endlichen Gleichungen einer einfach transitiven Gruppe von der verlangten Beschaffenheit aufstellen, eben die bewusste Paranietergruppe.

Wir haben somit das

Theorem 77. Sind die endlichen Gleichungen einer r-gliedrigen Gruppe vorgelegt, so kann man durch ausführbare Operationen die endlichen Gleichungen einer gleichsusammen-gesetsten einfach transitiven Gruppe finden.

Offenbar sind mit dieser einen einfach transitiven Gruppe auch alle andern einfach transitiven Gruppen gegeben, welche mit der Gruppe: xl—fi(x,a) gleichzusammengesetzt sind; dieselben sind ja dem Theorem 64, S. 340 zufolge alle unter einander ähnlich'.

Nehmen wir andererseits an, dass nicht die endlichen sondern blos die infinitesimalen Transformationen: einer r-gliedrigen Gruppe vorgelegt sind, und suchen wir die infinitesimalen Transformationen einer gleichzusammengesetzten einfach transitiven Gruppe zu bestimmen.

Augenscheinlich haben wir diese Aufgabe bereits in Kap. 9, S. 156 und 157 gelöst, nur ist sie dort anders gefasst, weil wir damals den Begriff der einfach transitiven Gruppe und des Gleichzusammengesetztseins noch nicht hatten. Unsere damalige Lösung der Aufgabe können wir jetzt so aussprechen:

Satz 1. Sind die infinitesimalen Transformationen:

Xkf =2} 8 (x, • •«„) % «=1.

einer r-gliedrigen Gruppe vorgelegt, so findet man folgendermassen die infinitesimalen Transformationen einer gleichzusammengesetzten einfach transitiven Gruppe: Man setze:

Ak / i 'öki (Xi ’ ’ ' En )    (u) (k — 1 ' ' ' 7)

1                        Ox,

(u = 1, 2 • • • r—1),

bilde die r infinitesimalen Transformationen:

wf = Xf+X/+------ x(-"r a=1»

und bestimme irgend rn — r unabhängige Lösungen: u, • • • unr—r des r-gliedrigen vollständigen Systems:

Mf=0,::. Wrf^0‘

führt man dann 1,-. unr^r nebst r geeigneten Functionen: y-.y, der nr Veränderlichen a,’) als neue unabhängige Veränderliche ein und erhält man auf diese Weise die infinitesimalen Transformationen:


Wkf=^j "h fyt -’-yr i




41 • * ’ U,




—7) ^i




(k ==1 • r).




versteht man ausserdem unter u^ • • • urn—r numerische Constanten, so er




zeugen die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen:




o o s df

Ur • • unr—r) 2y,   "=1:7



Wf X n (M, -yr, i

eine einfach transitive Gruppe, die mit der Gruppe: Xf...X,f gleichzusammengesetzt ist. Sind: Xrf • • • Xrf durch die Relationen:

	
	
(XX) =2 c.. x,f





verknüpft, so bestehen zwischen Wf--- ^,-f dieselben Relationen: (28,938,) =2 c. %./.

1

Das Verfahren, welches in dem vorstehenden Satze beschrieben ist, verlangt die Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen und diese Integration wird natürlich nicht immer ausführbar sein. Theoretisch ist das ja ganz gleichgültig, da wir in dem gegenwärtigen Kapitel doch nicht ohne Integrationen auskommen. Gleichwohl werden wir in den Entwickelungen der nächsten Paragraphen von dem beschriebenen Verfahren nirgends Gebrauch machen, wo es sich um die wirkliche Aufstellung einfach transitiver Gruppen handelt, wir werden es nur an einer Stelle anwenden, wo es gilt, die Existenz einer einfach transitiven Gruppe mit gewissen Eigenschaften nachzu weisen.

Endlich wollen wir uns noch auf den Standpunkt stellen, dass wir uns blos eine Zusammensetzung r-gliedriger Gruppen gegeben denken, also ein System von c^, welches die Gleichungen (1) befriedigt. Wir werden zeigen, dass es zum mindesten in sehr vielen Fällen möglich ist, durch ausführbare Operationen die endlichen Gleichungen einer einfach transitiven Gruppe von der Zusammensetzung ciks aufzustellen.

Wir benutzen dazu das Theorem 52, S. 296. Nach demselben stehen die r infinitesimalen Transformationen:

Eu f = ) Cjux e; 4 (u=1..7)

paarweise in den Beziehungen:

(E,E) = 2 CikS Esf,

i

erzeugen also eine lineare homogene Gruppe in den Veränderlichen: e, • • • er. Diese Gruppe ist insbesondere r-gliedrig, wenn nicht alle r-reihigen Determinanten verschwinden, deren Horizontalreihen die Form besitzen:

| Cjik Cj2k ' ■ ' ('jrk |       (, k = 1       r),

sie hat dann offenbar die Zusammensetzung ciks.

Nun lassen sich die endlichen Gleichungen der Gruppe: E^-’-Erf durch ausführbare Operationen aufstellen (vgl. S. 273); wenn daher jene Determinanten nicht alle gleich Null sind, so können wir die endlichen Gleichungen einer r-gliedrigen Gruppe von der Zusammensetzung cas angeben. Daraus folgt aber sofort (Theor. 77, S. 431), dass wir auch die endlichen Gleichungen einer einfach transitiven Gruppe von der Zusammensetzung Cis angeben können.

Hiermit haben wir den nachstehenden Satz gewonnen:

Satz 2. Ist ein System von Constanten ciks vorgelegt, welches die Gleichungen:

Ciks — Ckis -- 0

r

	
	
	
(1)                  ) (Civ Cvjs | Ckjv Cvis — Cji^ Cvks) — 0







1                                            {

(i, k, j, s = 1 • • • r)

befriedigt und welches so beschaffen ist, dass nicht alle r-reihigen Eeter-minanten verschwinden, deren Horizontalreihen die Form haben:

| Cjik Cj2k ' ' ’ Cjrk |     (j, *=1* r),

so hann man stets durch ausführbare Operationen die endlichen Gleichungen einer einfach transitiven Gruppe von der Zusammensetzung ciks finden.
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Dasselbe lässt sich übrigens in ganz analoger Weise auch noch für andere Systeme von ciks beweisen, doch wollen wir darauf nicht weiter eingehen. Nur eine Bemerkung noch.

Sind r unabhängige infinitesimale Transformationen: Xif • • • Xrf vorgelegt, die eine y-gliedrige Gruppe erzeugen, so ist zugleich das System von ciks gegeben, welches zu der betreffenden Gruppe gehört. Ist nun dieses System von ciks so beschaffen, dass die in Satz 2 be-zeichneten Determinanten nicht alle verschwinden, so enthält die Gruppe: Xtf • • • Xrf augenscheinlich keine ausgezeichnete infinitesimale Transformation (vgl. S. 276), also erkennen wir, dass Folgendes gilt:

Sind r unabhängige infinitesimale Transformationen: X1f • • • Xrf vorgelegt, welche eine r-gliedrige Gruppe erzeugen, so kann man jedenfalls dann, wenn diese Gruppe keine ausgezeichneten infinitesimalen Transformationen enthält, durch ausführbare Operationen die endlichen Gleichungen einer einfach transitiven Gruppe auf stellen, weiche mit der Gruppe: Xrf • • • Xrf gleichzusammengesetzt ist.

§ 107.

Nunmehr nehmen wir das erste der beiden Probleme in Angriff, deren Erledigung wir in der Einleitung des Kapitels versprochen haben.

Wir denken uns also die endlichen Gleichungen:

	
	
	
(2)                Xi = fi{xx - • • xn, a,-. aj) (i = i • • • n)







einer r-gliedrigen Gruppe vorgelegt und stellen uns die Aufgabe, alle r-gliedrigen transitiven Gruppen zu bestimmen, welche mit der vorgelegten Gruppe gleichzusammengesetzt sind.

Wenn eine r-gliedrige Gruppe F irgend eines Raumes transitiv und mit der Gruppe: x == f(x, a) gleichzusammengesetzt ist, so gilt dasselbe offenbar auch von allen mit F ähnlichen Gruppen desselben Raumes. Es liegt daher nahe, die gesuchten Gruppen in Classen ein-zutheilen, indem man in ein und dieselbe Classe alle Gruppen von der verlangten Beschaffenheit rechnet, welche gleichviele Veränderliche enthalten und ausserdem mit einander ähnlich sind. Den Inbegriff aller Gruppen, welche einer solchen Classe angehören, bezeichnen wir als einen Typus von transitiven Gruppen gegebener Zusammensetzung.

Diese Eintheilung der gesuchten Gruppen in Typen hat den Vortheil, dass wir nicht nöthig haben, die gesuchten Gruppen wirklich alle hinzuschreiben. Ist nämlich eine Gruppe von der verlangten Beschaffenheit bekannt, so sind zugleich alle mit ihr ähnlichen Gruppen bekannt, also alle Gruppen, welche demselben Typus angehören. Es genügt daher vollständig, wenn wir aufzählen, wie viele verschiedene

Typen der gesuchten Gruppen es giebt und wenn wir für jeden einzelnen Typus einen Repräsentanten angeben, also eine Gruppe, welche dem betreffenden Typus angehört.

Um unser Problem zu erledigen, schlagen wir nun den folgenden Weg ein:

Zunächst geben wir ein Verfahren an, welches transitive, mit der Gruppe: xl=fi(x, a) gleichzusammengesetzte Gruppen liefert. Sodann führen wir den Nachweis, dass man durch dieses Verfahren jede Gruppe von der betreffenden Beschaffenheit erhalten hann, dass man insbesondere für jeden Typus von solchen Gruppen wenigstens einen Repräsentanten findet. Endlich geben wir Kriterien zur Entscheidung darüber, ob zwei verschiedene durch unser Verfahren erhaltene Gruppen mit einander ähnlich sind oder nicht, ob sie also demselben Typus angehören oder nicht. Dadurch sind wir dann in den Stand gesetzt, die Zahl der vorhandenen von 'einander verschiedenen Typen zu überblichen und haben zugleich für jeden dieser Typen einen Repräsentanten.

Das ist das Programm, welches wir im Folgenden durchführen werden.

Es seien:

unabhängige infinitesimale Transformationen der zugehörigen reciproken Gruppe, welche nach Theorem 68, S. 380 ebenfalls einfach transitiv und mit der Gruppe: x[ ==fi(x, a) gleichzusammengesetzt ist.

Offenbar können alle diese Voraussetzungen erfüllt werden. Zwei einfach transitive Gruppen von der angegebenen Beschaffenheit sind zum Beispiel die im vorigen Kapitel definirte Parametergruppe:

a = cpk^ - a,, bt - ■ ■ bf) (I = i • • • D der Gruppe: x = f (x, d) und ihre reciproke Gruppe:

a = x(bi • • • br, a± • ■ • af) (k =1 • ■ • r),

von beiden können ja sogar die endlichen Gleichungen durch ausführbare Operationen aufgestellt werden.

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns zur Auseinandersetzung des oben angekündigten Verfahrens, welches transitive Gruppen 28*

liefert, die mit der Gruppe: x, = fi(^} a) gleichzusammengesetzt sind. Dabei können wir olfenbar die Gruppe: x^ = fi{xy a) durch die Gruppe: Yf- • • Yrf ersetzen.

In Kap. 17, S. 305—307 zeigten wir, wie jede bei einer Gruppe invariante Zerlegung des Raumes benutzt werden kann, um eine isomorphe Gruppe aufzustellen. Das wollen wir auf die Gruppe: Yf. • • Yrf anwenden.

Auf Grund von Theor. 69, S. 387 suchen wir irgend eine bei der Gruppe Yrf • • • Yrf invariante Zerlegung des Raumes y, *-- yr- Wir bestimmen durch algebraische Operationen eine m-gliedrige Untergruppe der reciproken Gruppe: Zrf • • • Zrf Sind:

	
	
	
(3)        zf = S^ Zrf +.+ S^r Zrf a=1. m) unabhängige infinitesimale Transformationen dieser Untergruppe, so bilden wir das m-gliedrige vollständige System:







Zf=0,Z/=0

und berechnen durch Integration desselben irgend r — m unabhängige Invarianten:

M(J1 -Mr)** Ur-m^ • • • y^

der Gruppe: Ztf • • • Zmf Dann bestimmen die Gleichungen:

	
	
	
(4)    ui(yi • y) == const., • • • ur—mfyi • y,) = const.







eine bei der Gruppe: Yf... Yrf invariante Zerlegung des Raumes yx - ’ ' • yr in c‘—m m-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten.

Nun führen wir u (yY ‘ ’ ur-m {y) nebst m andern geeigneten Functionen: v, .. Vn der y als neue Veränderliche in Ytf- • • Yrf ein und erhalten:
[image: ]

(* =1** r).

Hieraus bilden wir endlich die verkürzten infinitesimalen Transformationen :

U^f = P COxv(u, * ' ■ ",—m) a 4    0=1: r).

1

Die erzeugen nach Kap. 17, Satz 4, S. 307 eine mit der Gruppe: Y1f- • • Yrf isomorphe Gruppe in den Veränderlichen: ut - ’ • ur-m’

Hätten wir an Stelle von u(y) - u,—m(y) irgend welche andere unabhängige Invarianten: Ui(y) • • • ur—m(y) der Gruppe: Zif • • • Zmf gewählt, so hätten wir an Stelle der Gruppe: U^- • • Urf eine andere Gruppe in den Veränderlichen: uY " u—n erhalten, dieselbe wäre aber augenscheinlich mit der Gruppe: U^f- - Urf ähnlich, da Mi(y) • • • ur—m{y) unabhängige Functionen von: M, {y) • • • ur_m (y) sind. Würden wir 1, (y)-. • ur—m (y) durch das allgemeinste System von r — m unabhängigen Invarianten der Gruppe: Zf. •• Zmf ersetzen, so würden wir die allgemeinste Gruppe in r — m Veränderlichen erhalten, welche mit der Gruppe: Uf • • • Urf ähnlich ist.

Daraus, dass die Gruppe: Yf. • • Yrf einfach transitiv ist, folgt, wie wir schon in Kap. 20, S. 388 bemerkten, dass nicht alle (r — m)-reihigen Determinanten der Matrix:

C11 (u) ' C1,7—m(u)

C,1(u)  * co,, r—m(u) identisch verschwinden; anders ausgedrückt: es ergiebt sich, dass die Gruppe: Uf • • • Ur—mf in den r — m Veränderlichen u transitiv ist.

Wir haben somit eine Methode zur Aufstellung transitiver Gruppen, welche mit der Gruppe: Yrf • • • Yrf isomorph sind. Aber das genügt uns nicht, wir verlangen transitive Gruppen, die mit der Gruppe: YJ-'-Yrf gleichzusammengesetzt, also holoedrisch isomorph sind. Demnach ist die Gruppe: Uf • • • Urf für uns nur dann brauchbar, wenn sie r-gliedrig ist. Unter welchen Bedingungen ist sie das?

Da die Gruppe: ^f- • • Urf transitiv ist, so enthält sie mindestens r — m wesentliche Parameter, sie wird also im Allgemeinen gerade r — 1 wesentliche Parameter enthalten, wo 0 A l A m ist. Dann giebt es nach S. 307 in der Gruppe: Y^f • • • Yrf gerade l unabhängige infinitesimale Transformationen, welche jede einzelne der co’m Mannigfaltigkeiten (4) stehen lassen, und diese infinitesimalen Transformationen erzeugen eine l-gliedrige invariante Untergruppe der Gruppe: Yxf • • • Yrf. Wir wollen die betreffende Untergruppe der Kürze wegen mit y bezeichnen.

Ist M irgend eine allgemein gelegene unter den Mannigfaltigkeiten (4), so gestattet M gerade m unabhängige infinitesimale Transformationen: e, Y±f — • • • — erYrf. die eine m-gliedrige Untergruppe y der Gruppe: Yf • ■ • Yrf erzeugen (vgl. Seite 388). In dieser Gruppe / ist natürlich die invariante Untergruppe g enthalten. Andererseits gestattet M gerade m unabhängige infinitesimale Transformationen der reciproken Gruppe: Zif • • • Zrf^ nämlich: Zif • • • Zmf, die ja auch eine m-gliedrige Gruppe erzeugen. Man kann daher nach Kap. 20, S. 390 die beiden einfach transitiven Gruppen: Ytf • • • Yrf und Ztf • • • Zrf derart holoedrisch isomorph auf einander beziehen, dass der Untergruppe 7 die Untergruppe: Ztf • • ■ Zmf entspricht. Dabei entspricht der invarianten Untergruppe g augenscheinlich eine l-gliedrige invariante Untergruppe g der Gruppe: Zxf • • • Zrf und zwar ist g in der Untergruppe: Z^f • • • Zmf enthalten.

Wir sehen also: wenn die Gruppe: Urf' • • Urf gerade (r — l)-gliedrig ist, so enthält die Gruppe: ZYf ■ • • Zmf eine l-gliedrige Untergruppe g, welche in der Gruppe: Z^f • • • Zrf invariant ist.

Umgekehrt: wenn die Gruppe: Zif. • • Zmf eine l-gliedrige Untergruppe:

Zif =h Zf++ A2m Zmf (=1-!) enthält, welche in der Gruppe: Zrf • • • Zrf invariant ist, so kann die Gruppe: Uif ■ • • Urf höchstens (r — l)-gliedrig sein.

In der That, unter der eben gemachten Voraussetzung bilden die l von einander unabhängigen Gleichungen:

	
	
	
(5)             Zf=0, Zf=0







ein l-gliedriges vollständiges System mit r—l unabhängigen Lösungen

* (y.** yr) • • • •— (y—** yr).

Es bestehen ferner Relationen von der Form:

^Z^Zx) = haai Z^f ++ h^xiZif

(=1 • • -r; 2=1 • • -i),

welche aussagen, dass das vollständige System (5) die Gruppe: Zif. • • Zrf gestattet. Folglich stellen die Gleichungen:

	
	
	
(6)         $(J1 -y,) = const., • • • 4—i(J1    y,) = const.







eine bei der Gruppe Zif • • • Zrf invariante Zerlegung des Raumes yr • • • yr dar und zwar eine Zerlegung in co’—’ Z-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten.

Diese o’—’ Mannigfaltigkeiten stehen zu den oo™—m Mannigfaltigkeiten:

	
(4) u,(Ji • • -yr) = const., • • • Ur-m^Jt " ' ‘ y^ = const.



in einer sehr einfachen Beziehung, es besteht nämlich jede der Mannigfaltigkeiten (4) aus oon-1 verschiedenen Mannigfaltigkeiten (6). Das folgt ohne Weiteres daraus, dass u^y) • • • Ur—m^y) als Lösungen des vollständigen Systems:

zf=0, Z/=0 zugleich das vollständige System (5) befriedigen und sich demnach als Functionen von: 11(y) • • • 1,—z(y) darstellen lassen.

Nun enthält die reciproke Gruppe: Yf... Yrf nach Kap. 20, S. 387 gerade l unabhängige infinitesimale Transformationen, welche jede einzelne der oo’—’ Mannigfaltigkeiten (6) stehen lassen, also enthält sie offenbar wenigstens l unabhängige infinitesimale Transformationen, welche jede einzelne der oo’m Mannigfaltigkeiten (4) stehen lassen; daraus aber folgt sofort, dass die Gruppe: Uf.-. Urf unter der gemachten Voraussetzung höchstens (r — l)-gliedrig sein kann, wie wir oben behaupteten.

Durch die vorstehenden Entwickelungen ist bewiesen: die Gruppe: Uf..- Urf ist dann und nur dann (r — l)-gliedrig, wenn die Gruppe: Zf-.Zmf eine l-gliedrige in der Gruppe: Zxf-'-Zrf invariante Untergruppe enthält, aber keine grössere Untergruppe von derselben Beschaffenheit. Insbesondere ist daher die Gruppe: Urf• • • Urf dann und nur dann r-gliedrig, wenn die Gruppe: Zf-.Znf äusser der identischen Transformation keine in der Gruppe: Z^f-’-Zrf invariante Untergruppe enthält. Das Wort Untergruppe ist hierbei im weitesten Sinne zu fassen, so dass man also auch die Gruppe: Zf..Zmf selbst als eine in ihr enthaltene Untergruppe zu betrachten hat.

Die gewonnenen Ergebnisse zusammenfassend, können wir nunmehr sagen:

Theorem 78. Sind die beiden r-gliedrigen Gruppen: r                          f

Yif = 2 " (Ji ’ ' ' Jr) ay (=1: r)

und:

• zf=2]      • y^ 3/ a-1»

einfach transitiv und su einander reciproh, ist ferner:

Z^f = e^Z^ ++ Ef^rZrf (,« = !••• m) eine m-gliedrige Untergruppe der Gruppe: Z{f • • • Zrf und sind:

ui (Vc -yr) * • u,—m(J1 yr) unabhängige Invarianten dieser Untergruppe, so erzeugen die r infinitesimalen Transformationen:

r—m            r—m                 2

X Yk^v al = 2 COv(u, • • - Ut— m) au, = Ui^f k                   ‘        1

(k = 1.. . r)

in den r — m Veränderlichen: 21** • ur-m eine transitive, mit der Gruppe Yxf ••• Yrf isomorphe Gruppe. Diese Gruppe ist (r — l)-gliedrig, tvenn es in der Gruppe: Zif • • • Zmf eine l-gliedrige aber keine grössere Untergruppe giebt, welche in der Gruppe: Zrf - • -Zrf invariant ist. Sie ist daher insbesondere dann und nur dann r-gliedrig und mit der Gruppe: Y^f- •• Yrf gleich-susammengesetst, wenn die Gruppe: Zif • • • Zmf weder selbst in der Gruppe: Zxf ■ • • Zrf invariant ist, noch eine andere in der Gruppe: Zxf • • • Zrf invariante Untergruppe enthält als die identische Transformation.

Ersetzt man: u^y^-'-Ur—mfy) durch das allgemeinste System: uf (y) • • • Ur—mfy) von r — m unabhängigen Invarianten der Gruppe: Zif. • • Zmf, so erhält man an Stelle der Gruppe: Uf • • • Urf die allgemeinste mit ihr ähnliche Gruppe in r — m Veränderlichen. Ist insbesondere die Gruppe: UJ-- - Urf r-gliedrig, so erhält man auf diese Weise die allgemeinste transitive, mit der Gruppe: Yxf • • • Yrf gleichzusammengesetzte Gruppe, welche demselben Typus angehört wie die Gruppe: U^• • • Urf

Aus den zum Beweise dieses Theorems benutzten Entwickelungen ergiebt sich überdies noch der folgende

Satz 3. Sind Yf--- Yrf und ZAf ■ • • Zrf zwei reciprohe einfach transitive Gruppen, und ist: Zxf • - • Zif eine invariante l-gliedrige Untergruppe der zweiten, so lassen sich die Invarianten dieser l-gliedrigen Gruppe auch definiren als die Invarianten einer gewissen l-gliedrigen Gruppe, welche in der r-gliedrigen Gruppe: Yf.-- Yrf als invariante Untergruppe enthalten ist.

Durch das Theorem 78 ist der erste Theil des auf S. 435 aufgestellten Programms erledigt, wir sind im Besitz eines Verfahrens, welches transitive, mit der Gruppe: x{ — fi(x,d) gleichzusammengesetzte Gruppen liefert. Wir kommen jetzt zum zweiten Theil, zu dem. Nachweis, dass durch unser Verfahren jede derartige Gruppe gefunden werden kann.

Es sei in r — m Veränderlichen irgend eine transitive Gruppe vorgelegt, welche mit der Gruppe: xi ==fi(x, a) gleichzusammengesetzt ist; ihre infinitesimalen Transformationen seien:

	
&,    f —) Ei (1 * * ' %,—m) dz « - 1''' r) ’



।                                                       i                                             ‘

Wir beweisen zunächst, dass es unter den einfach transitiven Gruppen von derselben Zusammensetzung jedenfalls eine giebt, aus welcher die Gruppe: &,f • • • ^rf auf ganz analoge Weise erhalten werden kann, wie die Gruppe: U^-- - Urf aus der einfach transitiven Gruppe: Yf • • • Yrf.

Zu dem Ende bilden wir nach Anleitung von Satz 1, S. 431 in den r(r—m) Veränderlichen: z, z(1) • • • ^r~~^ die r infinitesimalen Transformationen :

Wtf =%f+f+ + 2/"f (=17).

Sind nun: 9, • • • (pR irgend (r — m^r — r — R unabhängige Lösungen des r-gliedrigen vollständigen Systems:

	
	
(7)             Wf= 0, - Wf =0,





so führen wir dieselben nebst 2, • ■ • 8r—m und noch m geeigneten Functionen 2,-.-2n der z,20)... 20—1) als neue Veränderliche ein. Das ist möglich, denn die Gleichungen (7) sind wegen der Transitivität der Gruppe: &,f • • • ^rf nach: — , • • • _ auflösbar, es sind daher

021’     02,—m

21* • • 8r—m von den Functionen: 91-.* @R unabhängig. In den neuen Veränderlichen erhalten Wrf • • • Wrf die Form:

m

Wf -- ^kf +) "ku(1 ' ’ ' ^r—mj 2,* ‘ ^mj Pi • ' ' ^Pr) 8z

(k = 1 • • • r),

und wenn wir hier den 9 passende feste Werthe 91°. • • 9R° ertheilen und setzen:

^k(^i ‘ ' ' 2,—m, 21: ’ • ^mj 91° ’ • ' ^PR ) = ^k (21 ' ’ ‘ ^r—m} 21*** Zm) , so sind:

Wif ^kf — u ^k/l (21 ■ ■ ' 8r—m, 21--- Zm) —    (*=1.7) unabhängige infinitesimale Transformationen einer einfach transitiven Gruppe, welche mit der Gruppe: &f • • • ^, f und also auch mit der Gruppe: ai‘=fi(x, a) gleichzusammengesetzt ist.

Hiermit haben wir eine einfach transitive Gruppe von der vorhin angegebenen Beschaffenheit gefunden.

Die Gleichungen:

21 — const., • • • 8r—m— const.

bestimmen nämlich offenbar eine bei der Gruppe: W,f • • • ^Srf invariante Zerlegung des Raumes: 21 • • • 8r—m, Z,---2m in co"m m-i^Xk ausgedehnte Mannigfaltigkeiten. Die Gruppe: X,f. • • ^rf giebt an, in welcher Weise diese c0‘Tm Mannigfaltigkeiten von der Gruppe: Wf...W,f unter einander vertauscht werden. Also besteht zwischen den beiden Gruppen: & f.- y,rf und ^rf- • • 2,f ein ganz ähnliches Verhältniss, wie oben zwischen den beiden Gruppen: Uf. • • Urf und Yf • • • Yrf.

Nunmehr hat es gar keine Schwierigkeit nachzu weisen, dass die Gruppe: &f..&,f mit einer der Gruppen ähnlich ist, welche wir erhalten, wenn wir das in Theorem 78, S. 439 beschriebene Verfahren auf zwei bestimmte reciproke einfach transitive Gruppen: Yf... Yrf und Zif • • • Zrf von der betreffenden Zusammensetzung anwenden.

Es sei: Bif: • • ^>rf die zu: Wf • • • ^>rf reciproke einfach transitive Gruppe. Dieselbe ist natürlich mit der Gruppe: Zrf• • ■ Zrf gleichzusammengesetzt und daher auch ähnlich (vgl. Kap. 19, Theor. 64, S. 340).

Wir wollen annehmen, dass die Transformation:

	
	
(8)             21— ^1 (J * ' ’ Jr) , ’ ‘ ’ ^r—m = ^r—m (i ’ ' * 3r)





	
2,    = 7,(31 ' ‘ ’ y), Z == Zm(Ji ‘ ‘ ’ y)



die Gruppe: Zxf • • • Zrf in die Gruppe: Bf.-.B,f überführt. Dann geht nach Kap. 20, S. 381 bei derselben Transformation zugleich die Gruppe: Yf- • • Yrf in die Gruppe: Wf-..W,f über, es bestehen also vermöge (8) Relationen von der Form:

	
	
Y/=2) „Bf a-1-»,





1

wo die Determinante der Constanten hkj nicht verschwindet. Aus diesen Relationen aber folgen sofort die Relationen:

r~m ,    7

	
(9)         2Y,62=X}h„&f (=1:7),



welche ebenfalls vermöge (8) identisch bestehen.

Hierin liegt, dass die Gleichungen:

Z(J1 y) = const., • • • ^r-m^i • ■ - y^ = const.

eine bei der Gruppe: Zrf • • • Zrf invariante Zerlegung des Raumes Y1 • • • yr darstellen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, dass z^y} • • • %,—n(y) unabhängige Invarianten einer ganz bestimmten m-gliedrigen Untergruppe g der Gruppe Zf..Z,f sind. Folglich erhalten wir die Gruppe: Hf.-- &,f durch das in Theorem 78, S. 439 beschriebene Verfahren, wenn wir uns folgendermassen einrichten: Als Gruppe: Ztf • • • Zmf wählen wir die eben definirte m-gliedrige Untergruppe g der Gruppe: Zf...Z,f, als Functionen: M,(y)-u,—m(y) wählen wir die eben besprochenen Invarianten: z(y) - %,—m(y) der Gruppe g. Unter diesen Voraussetzungen bestehen nämlich die Relationen (9), in denen die Ausdrücke rechter Hand unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe: &f- • • ^rf sind.

Damit ist bewiesen, dass man durch das Verfahren, welches in Theorem 78, S. 439 beschrieben ist, jede transitive mit der Gruppe: Xi—fi(x,a) isomorphe Gruppe finden kann. Wir können daher das folgende Theorem aussprechen:

Theorem 79. Sind die endlichen Gleichungen:

Xi = fi^'- xn, at-■ ’ ar} (=1n)

einer r-gliedrigen Gruppe vorgelegt, so findet man folgendermassen alle transitiven Gruppen, welche mit dieser Gruppe gleichzusammengesetzt sind:

Man bestimmt zunächst, was nur ausführbare Operationen verlangt, zwei r-gliedrige einfach transitive Gruppen:

Ykf -2 v (,"" yr) 85, d-1 "

und:

T

Zif = 2 ^j {yr • • y^ 3] «=1 •),

i                                   2

welche zu einander reciproh und mit der vorgelegten Gruppe gleichzusammengesetzt sind. Sodann stellt man durch algebraische Operationen alle diejenigen Untergruppen der Gruppe: Zrf---Zrfauf, welche weder in dieser Gruppe invariant sind, noch eine andere in dieser Gruppe invariante Untergruppe enthalten als die identische Transformation. Jede der gefundenen Untergruppen liefert nach Anleitung von Theorem 78 alle transitiven mit der Gruppe: xj — f^x,a7) gleichzusammengesetzten Gruppen, welche einem gewissen Typus angeboren. Bestimmt man diese Gruppen für jede der gefundenen Untergruppen, so erhält man alle transitiven Gruppen, welche mit der Gruppe: Xi=fi{x,a) gleichzusammengesetzt sind.4}

Der zweite Theil unseres Programms ist nunmehr durchgeführt, wir sind im Stande, alle Typen von transitiven, mit der Gruppe: Xt ==f(x,a} gleichzusammengesetzten Gruppen anzugeben. Jede Untergruppe der Gruppe: Zvf• • • Zrf, welche die in Theorem 79 angezeigte Beschaffenheit hat, liefert uns einen solchen Typus. Es erübrigt noch zu entscheiden, wann zwei verschiedene Untergruppen der Gruppe: Zif ••• Zrf verschiedene und wann sie dieselben Typen liefern.

Die m unabhängigen infinitesimalen Transformationen:

Zu f = Eni Zif ("=1— m) i

mögen eine m-gliedrige Gruppe erzeugen, welche weder in der Gruppe: Zxf • • • Zrf invariant ist, noch eine andere in der Gruppe: Zxf • • • Zrf invariante Untergruppe enthält als die identische Transformation. Die Functionen:

uÄyr -y) ** Ur-m^y^- • yr)

seien'unabhängige Invarianten der Gruppe: Z^- • • Zmf. Unter diesen Voraussetzungen ist nach Theorem 79 die Gruppe:
[image: ]

in den r — m Veränderlichen: M--",- m mit der Gruppe: xi =f(x,a) gleichzusammengesetzt und überdies transitiv, sie ist daher ein Repräsentant desjenigen Typus von solchen Gruppen, welcher der Untergruppe: Z^ • • • Zmf entspricht.

Soll eine andere Untergruppe der Gruppe: Zif • • • Zrf denselben Gruppentypus liefern, so muss sie offenbar m-gliedrig sein, denn nur dann kann sie transitive, mit der Gruppe: x/=f(x,a) gleichzusammengesetzte Gruppen in r — m Veränderlichen liefern.

Nehmen wir daher an, dass:

[image: ]

1




eine andere m-gliedrige Untergruppe der Gruppe: Ztf • • • Zrf ist, und dass auch diese Untergruppe weder in der Gruppe Zxf"-Zrf invariant ist, noch eine andere in der Gruppe: Zxf- •• Zrf invariante Untergruppe enthält als die identische Transformation. Unabhängige Invarianten der Gruppe: Bf • • • ^mf seien:

u(a-eryr)ee"l,—m(yat:"yr).

Unter diesen Voraussetzungen ist auch die Gruppe:

r—m -, "—m                     -,

1f= Yu, 81= D)» (u, ' ’ ’ u,—m) 8, 0=1:*)

i                     ‘ i

in den r — m Veränderlichen: 1,--,—m transitiv und mit der Gruppe: x, = fi(x, a) gleichzusammengesetzt.

Die Frage, ob die beiden Untergruppen: Zif-Zmf und Bf-3mf der Gruppe: Z±f • • • Zrf denselben Gruppentypus liefern oder nicht, kann nun offenbar auch so ausgesprochen werden: Sind die beiden Gruppen: Uf... Urf und: lf..1,f mit einander ähnlich oder nicht?

Die beiden Gruppen, um welche es sich jetzt handelt, sind transitiv; ob sie ähnlich sind oder nicht ähnlich, kann daher auf Grund von Theorem 76, S. 425 entschieden werden.

Wir ersehen daraus, dass die Gruppen: U^f-- Urf und: 1f.U,f dann und nur dann mit einander ähnlich sind, wenn es möglich ist, sie derart holoedrisch isomorph auf einander zu beziehen, dass die folgende Bedingung erfüllt ist: Der allgemeinsten Untergruppe der Gruppe: Uf. • • Urf, welche ein beliebig gewähltes aber bestimmtes Werthsystem: u, = u^, • • • ur-m = u,9m von allgemeiner Lage invariant lässt, muss die allgemeinste Untergruppe der Gruppe: Uf*:1,f entsprechen, welche ein gewisses Werthsystem: 1, == 1,, ** U,—m == 1,-m von allgemeiner Lage invariant lässt.

Nun sind die Gruppen: Uf • • • Urf und: lf-.1,—mf durch ihre Herleitung beide auf die Gruppe: Yif • • • Yrf holoedrisch isomorph bezogen, also können wir das nothwendige und hinreichende Kriterium für ihre Aehnlichkeit offenbar auch so aussprechen: Aehnlichkeit findet dann und nur dann statt, wenn es möglich ist, die Gruppe: Y^f- • • Yrf derart holoedrisch isomorph auf sich selbst zu beziehen, dass ihrer grössten Untergruppe G, welche die Mannigfaltigkeit:

	
(10)    u^ (Ji • • • yfj — u^, • • • u,—m(yi ■ ■ ■ yf)     u,—m festhält, ihre grösste Untergruppe G entspricht, welche die JMannigfaltigkeit: (11)        u, (y^- yf) = u,°, • • • u—m(J, J) = ^r-m festhält.



Das hiermit gefundene Kriterium kann auf eine andere bemerkens-werthe Form gebracht werden. In der That, betrachten wir die zur Gruppe: Yf..Y,f reciproke Gruppe: Zxf • • • Zrf. In derselben ist: Af -Zmf die grösste Untergruppe, welche die Mannigfaltigkeit (10) invariant lässt und: ^f• ■ ■ Qmf ist die grösste Untergruppe, welche die Mannigfaltigkeit (11) invariant lässt. Nach Kap. 20, Satz 8, S. 390 kann man daher die beiden Gruppen: Y^'-“ Yrf und Zxf-'-Zrf derart holoedrisch isomorph auf einander beziehen, dass der Untergruppe G die Untergruppe: Zif-Znf entspricht; man kann* sie aber auch derart holoedrisch isomorph auf einander beziehen, dass der Untergruppe G die Untergruppe: Zf • • • ^mf entspricht.

Hieraus ergiebt sich, dass man die Gruppe: Yf- • • Yrf dann und nur dann in der eben beschriebenen Weise holoedrisch isomorph auf sich selbst beziehen kann, wenn es möglich ist, die Gruppe: Zxf---Zrf derart holoedrisch isomorph auf sich selbst zu beziehen, dass der Untergruppe: Zrf • • • Zmf die Untergruppe: ^f • • • ^mf entspricht.

Wir haben somit das:

Theorem 80. Sind die beiden r-gliedrigen Griippen:

r

Yf =2 Ma(yi Mr) ag, (=1 ''' r) und:

Zif =>} 5 (y,- yr} 3, a=lin einfach transitiv und gu einander reciproh, sind ferner: r

Zuf =Eur Zkf (=1-: m)

und:

r

3^f = ) eua Zkf (,«=!••• m)

zwei m-gliedrige Untergruppen der Gruppe: ZYf • • • Zrf, welche beide weder in dieser Gruppe invariant sind^ noch eine andere in dieser Gruppe invariante Untergruppe enthalten, als die identische Transformation, sind endlich: u(y) - U,_n(y) und: u,(y)-u,_m(y) bezüglich unabhängige Invarianten dieser beiden m-gliedrigen Untergruppen, so sind die beiden transitiven, mit der Gruppe: Yrf ■ • • Yrf gleichzusammengesetzten Gruppen:
[image: ]

dann und nur dann mit einander ähnlich, wenn es möglich ist, die Gruppe: Zxf - ■ • Zrf derart holoedrisch isomorph auf sich zu beziehen, dass der Untergruppe: Zif • • • Zmf die Untergruppe: Bif - 3mf entspricht.

Durch dieses Theorem ist nun auch der letzte Theil des auf S. 435 aufgestellten Programms erledigt. Wir können jetzt entscheiden, ob zwei verschiedene Untergruppen der Gruppe: Zxf• • ■ ZTf verschiedene Typen von transitiven mit der Gruppe: ai = f(x, a) gleichzusammengesetzten Gruppen liefern oder nicht. Dazu ist offenbar nur eine Untersuchung über die Untergruppen der Gruppe: Zf.-Z,f erforderlich oder, was dasselbe ist, über die Untergruppen der Gruppe: a/ = fi(p, a).

Wir stellen die erforderlichen Operationen in einem Theorem zusammen:

Theorem 81. Sind die endlichen Gleichungen oder die infinitesimalen Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe r vorgelegt, so hann man folgendermassen entscheiden, wieviele verschiedene Typen von transitiven, mit r gleichzusammengesetzten Gruppen es giebt: Man bestimme alle m-gliedrigen Untergruppen von I, schliesse aber jede solche aus, welche entweder in r invariant ist, oder eine andere in r invariante Untergruppe enthält als die identische Transformation. Die gefundenen m-gliedrigen Untergruppen theile man in Classen ein, indem man zwei Untergruppen stets dann in dieselbe Classe rechnet, wenn es möglich ist, r derart holoedrisch isomorph auf sich zu beziehen, dass die beiden Untergruppen einander entsprechen. Jeder der so erhaltenen Classen von m-gliedrigen Untergruppen entspricht ein ganz bestimmter Typus von transitiven, mit r gleichzusammengesetzten Gruppen in r — m Veränderlichen; verschiedenen Classen entsprechen verschiedene Typen. Führt man diese Untersuchung für jede der Zahlen: =0,1,2..) — 1 d.urch, so hann man die Zahl aller vorhandenen Typen übersehen.

Wir bemerken noch Folgendes: Die in dem Theorem 81 verlangten Operationen sind alle ausführbar, selbst wenn nicht die Gruppe r, sondern nur ihre Zusammensetzung gegeben ist. Auch dann sind nur algebraische Operationen erforderlich. Da die Anzahl der Untergruppen von F nur von willkürlichen Parametern abhängt, hängt die Anzahl der vorhandenen Typen höchstens von willkürlichen Parametern ab. Insbesondere giebt es nur einen einzigen Typus von einfach transitiven Gruppen, welche mit der Gruppe T gleichzusammengesetzt sind. Das geht allerdings schon aus den Entwickelungen des vorigen Paragraphen hervor.

Durch Verbindung der beiden Theoreme 81 und 78 erhalten wir endlich noch das folgende:

Theorem 82. Sind die endlichen Gleichungen:

a,’ = fi{jX • . Xn, a, • • a,) (i = 1 • • • n)

einer r-gliedrigen Gruppe vorgelegt, so erfordert die Bestimmung aller gleichzusammengesetzten transitiven Gruppen abgesehen von ausführbaren Operationen jedenfalls nur die Integration simultaner Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichungen.5')

Wünscht man in n Veränderlichen alle r-gliedrigen transitiven Gruppen aufzustellen, so bestimmt man alle Zusammensetzungen von r-gliedrigen Gruppen und sucht darnach für jede Zusammensetzung die zugehörigen Typen von transitiven Gruppen in n Veränderlichen. Alle diese Typen zerfallen nun für gegebenes 7 (und n) in eine begränzte Anzahl Gattungen derart, dass die Typen einer Gattung dieselbe analytische Darstellung haben. Allerdings enthalten die analytischen Ausdrücke für alle Typen einer Gattung im Allgemeinen gewisse Para-meter, deren Anzahl wir uns stets auf ein Minimum herabgedrückt denken. Dass solche Parameter auftreten, beruht auf zwei verschiedenen Umständen: erstens darauf, dass zu einem gegebenen r> 2 eine unbe-gränzte Anzahl verschiedener Zusammensetzungen gehört; zweitens darauf, dass eine gegebene r-gliedrige Gruppe im Allgemeinen eine unbegränzte Anzahl Untergruppen enthält, welche lauter verschiedene Typen liefern. Wir halten es nicht für zweckmässig hier diese Betrachtungen weiter zu verfolgen.

§ 108.

Versetzen wir uns noch einmal auf den Standpunkt zurück, den wir auf S. 443 f. einnahmen.

Wir hatten zwei m-gliedrige Untergruppen: ZJ-'-Zmf und: Zf • * ’ Imf der Gruppe: Zxf • • ■ Zrf benutzt, um transitive mit der Gruppe: Yf--. Yrf gleichzusammengesetzte Gruppen herzustellen, und hatten so die beiden Gruppen: Uf • • • Urf und: 1f • • • Urf gefunden. Es fragte sich nunmehr, unter welchen Bedingungen diese beiden Gruppen mit einander ähnlich sind.

Wir haben damals diese Frage beantwortet, indem wir uns auf das Theorem 76, S. 425 stützten und haben auf diese Weise das Theorem 80, S. 445 erhalten. Jetzt wollen wir die Frage wieder aufnehmen und versuchen, sie ohne Benutzung des Theorems 76 zu beantworten.

Offenbar liegt die Vermuthung nahe, dass die Gruppen: Uf--. Urf und: Uf. •• U,f jedenfalls dann mit einander ähnlich sind, wenn es eine Transformation:

	
(12)              yk ^^y^ • ■ yr) (=1: r)



giebt, welche die Untergruppe: Zif • ■ Zmf in die Untergruppe: Bif • • mf verwandelt und zu gleicher Zeit die Gruppe: Zxf---Zrf in sich überführt. Wir werden zeigen, dass diese Vermuthung der Wahrheit entspricht.

Es sei also (12) eine Transformation, welche die angegebenen Eigenschaften besitzt. Bei derselben gehen offenbar die Invarianten der Gruppe: Zf • • • Zmf in die Invarianten der Gruppe: Bif • • • Qmf über, es wird daher vermöge (12):

Ul-Öl • • -y^ = ZrÖlÖ) • • • u,—(y))  0=1- r-m), wo die Functionen: X1 • • • %— m vollkommen bestimmt und in Bezug auf: u,(y)..u,—m(y) von einander unabhängig sind. Andererseits geht nach Kap. 20, S. 381 bei der Transformation (12) nicht blos die Gruppe: Zf.-- Zrf, sondern auch ihre reciproke Gruppe: Yf • • • Yrf in sich über, also haben wir:

1

 Vgl. Lie, Math. Ann. Bd. XXV, S. 137.

2

 Vgl. Lie, Archiv for Math, og Naturv. Christiania 1885, S. 388 u. 389,

3

 Die Bemerkung, dass die beiden im Texte besprochenen Gruppen (6) und (18) in solcher Beziehung zu einander stehen, dass die Transformationen der einen mit den Transformationen der andern vertauschbar sind, ist von Engel.

4

 Lie, Archiv for Math., Bd. 10, Christiania 1885, und Verh. der Gesellsch. d. W. zu Ohr. a. 1884; Berichte der Kgl. Sachs. G. d. W., 1888.

5

 Vgl. Lie, Math. Annalen Bd. XVI, S. 528.


2 7(5,..)/= Y,f -2} h T>f a-1 n,

wo die hrj Constanten sind, deren Determinante nicht verschwindet.

Setzen wir nun in den eben geschriebenen Gleichungen für f irgend eine Function F von: u(y) • • • ur_ m{y) oder, was dasselbe ist, eine Function von: 1,(5) • • • U,—m(5), so kommt:

YF —) D)y(u, * ' " u,—m) 81 —' 2 h CDj, (u, ‘ ’ " ^r—m) 80 *

Mit andern Worten, die beiden Gruppen: Uf • • • Urf und: Uf. • • Urf sind mit einander ähnlich: Offenbar ist:

	
(13)                  i, == Xv (M, • • • ",—m) (v = 1-7 m)



eine Transformation, welche die eine Gruppe in die andere überführt.

Damit ist die vorhin ausgesprochene Vermuthung bewiesen.

Aber es lässt sich nachweisen, dass auch das Umgekehrte gilt: Wenn die beiden Gruppen: U±f • - - Urf und: 1f. • • U,f mit einander ähnlich sind, so giebt es immer eine Transformation, welche die Untergruppe: Z±f ■ ' • Zmf in die Untergruppe: Zf ...Smf überführt und zugleich die Gruppe: Zxf ■ • • Zrf in sich.

Es seien also die beiden Gruppen: Urf und: 1/f mit einander ähnlich und es sei:

	
(14)              u, = llJr^ • • • Ur-m) (»=1-r-m)



eine Transformation, welche die eine Gruppe in die andere überführt, so dass wird:

	
(15)        uf=2]ö„Uf= Uf a=1.r.



Unter den dkj- sind hierbei Constanten zu verstehen, deren Determinante nicht verschwindet. Sind Uf • - Uf durch Relationen von der Form:

r (u, 1,) =X c,Af

1

verknüpft, so sind es natürlich U^f - • • Ur'f durch die Relationen: Theorie der Transformationsgruppen.                                       29

(JJiU^ = > ciks U^f.

i

Wir haben vorhin gesehen, dass jede Transformation (12), welche die Gruppe: Zif • • • Zrf invariant lässt und die Untergruppe der Z,f in die Untergruppe der ^f überführt, eine ganz bestimmte Transformation (13) liefert, welche die Gruppe der Ukf in die Gruppe der llf überführt. Unter den gegenwärtigen Voraussetzungen kennen, wir schon eine Transformation, welche die letztere Ueberführung leistet, nämlich die Transformation (14). Versuchen wir daher eine Transformation :

	
(16)                  yk = 0^ • • -yr} (==1 ■■■r)



zu bestimmen, welche, die Gruppe: Zxf • • • Zrf invariant lässt, die Untergruppe: Zxf • • • Zmf in die Untergruppe: Bf-3mf verwandelt und welche endlich gerade die Transformation (14) liefert.

Es ist klar, dass jede Transformation (16) von der verlangten Art so beschaffen sein muss, dass ihre Gleichungen die r — m von einander unabhängigen Gleichungen:

(14 )       u,(5, • • • y^ — 1,(u, (y') ■ ■ ■ u,—m(y)) @ =1 * m) umfassen. Genügt sie dieser Bedingung und lässt sie überdies noch die Gruppe: Zrf ■ ■ • Zrf invariant, so genügt sie allen unseren Anforderungen. Einmal führt sie ja die Invarianten der Gruppe: Zxf---Zmf in die Invarianten der Gruppe: Bif • • • ^mf über, sie verwandelt also die erste dieser Gruppen in die zweite, und andererseits liefert sie augenscheinlich die Transformation (14), vermöge deren die beiden Gruppen: Uf • • • ürf und 1f • • • 1,f mit einander ähnlich sind.

Ob wir nun aber von der Transformation (16) verlangen, dass sie die Gruppe: Zrf • • \Zrf invariant lässt, oder ob wir verlangen, dass sie die Gruppe: Yf ■ • • Yrf in sich überführt, das ist offenbar ganz gleichgültig. Wir können daher unsere Aufgabe auch so fassen:

Gesucht wird eine Transformation (16), welche die Gruppe: Yrf ■ • - Yrf invariant lässt, und welche so beschaffen ist, dass ihre Gleichungen die Gleichungen (14') umfassen.

Zur Vereinfachung führen wir neue Veränderliche ein.

Wir wählen irgend m von einander und von: ur(y)- ur—m{y} unabhängige Functionen: v^y) • • • vmfy) und ferner irgend m von einander und von: u, {y)-- Vir-m(^) unabhängige Functionen: D, ^y)-- Dm ®. Die Functionen: u^y) • • • ur-mfy\ v,(y) *' * Vmty) führen wir an Stelle von: y,- • • yr als neue Veränderliche ein und die Functionen: u,(y) •• -u,_m(y), v,(7) • • • v(y) an Stelle von: yp-Yv

In den neuen Veränderlichen erhält die gesuchte Transformation (16) nothwendig die Form:

	
(16)    [ u, = *(", • • • ",—) (slr-m



vu= Pu(u, • • • Ur-m, v: • •‘)   ^ = l---m), wobei schon berücksichtigt ist, dass ihre nunmehrigen Gleichungen die Gleich ungen (14) umfassen müssen.

Was tritt aber an die Stelle der Forderung, dass die Transformation (16) die Gruppe: Yf - • • Y,f invariant lassen sollte?

In den neuen Veränderlichen: M, • • • ur—m, 21**:Vm erhält die Gruppe: Yf-- Yrf offenbar die Form:

Uxf + D Wxu(u, ‘ ' ■ ^r—m, ",*** "m) 8v Uxf + Vif (*  1 ’ •*)•

Andererseits gehen:

Yf = 2 " (51 Ir) 85, 0=1: 7)

bei Einführung von 1, • • • 1,—m, 0, • • • Um über in:

uef +2 T*(", • • ",—m, ",l»)ow,= 1f+ Bi/ d=1n

Folglich müssen wir von der Transformation (16') verlangen, dass sie die Gruppe: Uf+Yf, - . Uf + ^rf in die Gruppe: 1f+9,f, • • • • 1,f — ^rf überführt; wir müssen versuchen, die Functionen: P, • • • Ym demgemäss zu bestimmen.

Wie die Gleichungen (15) zeigen, gehen die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen:

Sovr,..2)ö„Uf

1                        1

bei der Transformation:

	
(14)              u, == !,(u,* u,—m)    =1 . . . r — m) in bezüglich:



lfUf

über. Soll daher eine Transformation von der Form (16') die Gruppe der Ukf -\- Vkf in die Gruppe der 1f — ^kf verwandeln, so müssen bei ihr die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen:

2 ö„(Uf+ V,f), ■ ■ 2 ö„(U, + Vif)

in bezüglich:

U,f+Vf,... 1f + 9,f übergehen. Diese Bedingung ist nothwendig, aber zugleich auch hinreichend.

Durch dieselben Betrachtungen wie in Kap. 19, S. 335 ff. erkennen wir nun, dass jede Transformation (16) von der verlangten Beschaffenheit auch definirt werden kann als ein Gleichungensystem in den 2r Veränderlichen u, v, u, v, welches die Form:


(16')



Hy == ^ y (M, ... ",—m) (v = 1-r m)

Du -- Pu (M, ’ ' ‘ ^r—m, ",*** "m) (u = 1 • • • m) besitzt, die r-gliedrige Gruppe:

w/= Uf+9f+)ö„(Uf+ Vf) a-1-

gestattet und nach M, • • • ur—m, 7,**:Vm auflösbar ist.

Das Gleichungensystem:

	
(14)                     u, :—■ i, (u, ' " ' u,—m) (v = 1 ' ' ’ r m)



stellt nach unserer Voraussetzung eine Transformation dar, welche die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen:

r

XöyUf &=1:7)

1

in bezüglich: U,f • • • Urf überführt, es gestattet mithin die r-gliedrige Gruppe:

uf + 2 ^kj üjf a=1.)

1

und demzufolge auch die Gruppe: Wrf ■ • • Wrf.

Wir können daher die Entwickelungen in Kap. 14, S. 233 — 236 benutzen, um ein Gleichungensystem (16‘) von der verlangten Beschaffenheit zu finden.

Zunächst bilden wir aus W1 f • • • Wrf gewisse verkürzte infinitesimale Transformationen: Wf..W,f, indem wir alle Glieder mit den Differentialquotienten: — • • • -— weglassen und in allen übrigen

Gliedern die Substitution: 1, = li(u), • • • nr—m = -^r—m^ machen. Wird diese Substitution durch das Zeichen [ ] angedeutet, so lauten die Wxf folgendermassen:

m                                       -, r

Pf = ) [WDsu(I, ’ * ’ i,-m’ D, ’ ' ’ 0)] 80 + X ö»(Uf + Vf),

1                                                                      4         1

oder kürzer:

If= [Bf] +2 ö»(Uf + Vif) (=1 •). 1

Natürlich erzeugen W,f. ■ • ^rf eine Gruppe in den r — m Veränderlichen 0,-.0m, M, • • • ur—m, 7, • • • vm und zwar in unserem Falle offenbar eine 7-gliedrige.

Nunmehr bestimmen wir in den v, u, v ein Gleichungensystem von der Form:

	
(17)    Du — P, (u, ■ ■ ■ u,—m, 0, * ■ * vm) (=1- m),



welches die Gruppe: Wf-.2,f gestattet und nach 7,-Vm auflösbar ist. Wenn wir endlich dasselbe zu den Gleichungen (14) hinzufügen, so erhalten wir ein Gleichungensystem von der Form (16), welches die oben auseinandergesetzten Eigenschaften besitzt.

Da die r-gliedrige Gruppe:

2)o„(Uf+Vf) «=1.»

1

einfach transitiv ist, so verschwinden in der Matrix, welche aus den Coefficienten von Wf.W,f gebildet werden kann, die y-reihigen Determinanten sicher nicht alle identisch, ebensowenig können sie aber vermöge eines Gleichungensystems von der Form (17) sämmtlich verschwinden. Folglich kann jedes Gleichungensystem von der Form (17), welches die Gruppe: Wf- • • ^&rf gestattet, durch m unabhängige Relationen zwischen irgend m unabhängigen Lösungen des r-gliedrigen vollständigen Systems:

	
(18)            Wf=0, ...9f=0



in den r — m Veränderlichen D,.Un, M -ur—m, v-. vm dargestellt werden.

Die Gleichungen (18) sind offenbar nach 3f 2 f , 3f • • • of

auflösbar: sie sind andererseits auch nach: of... of—, of • • •

’                                        0ui 0u,—n‘ 201 0Pm

auflösbar, denn führen wir in die / infinitesimalen Transformationen:

uf+ If, -U/+%f

an Stelle von 1, • • • 1,_m, 0, • • • Um vermöge der Gleichungen:

	
	
(14)             u, = Yu (u, • • • Ur- m) a=1— m)





die neuen Veränderlichen: M, • • • ur—m, 01 • • • Üm ein, so erhalten wir die infinitesimalen Transformationen:

^i^Uif+^n a=1..p).

welche somit ihrerseits in den Veränderlichen: u-..u,_m, v,-.. m eine einfach transitive Gruppe erzeugen.

Sind daher:

Pu(Di ’ ' ' Um, Mi ’' ' u,—m, 7 * ■ • vm) (u = 1 ■ ■ ■ m) irgend m unabhängige Lösungen des vollständigen Systems (18), so sind dieselben sowohl in Bezug auf D- \)m, als in Bezug auf: v, • • • vm von einander unabhängig (vgl. Theor. 12, S. 91).

Hieraus ergiebt sich, dass das allgemeinste Gleichungensystem von der Form (17), welches nach vi • • • vm aufgelöst werden kann und die Gruppe: Wf..W,f gestattet, dadurch erhalten wird, dass man die m Gleichungen:

	
(19)    Pa (D, • • • Um, M1 • • • Uy—m, v,* Um) — const. (=1. m) nach 0, • • • Dm auflöst.



Nunmehr können wir sofort eine, ja überhaupt die allgemeinste Transformation (16') angeben, welche die infinitesimalen Transformationen:         ,

	
	
2 ö(Uf + ^n, .2 ö„(U,/+ w)





in bezüglich:

	
11,    f+8f, ll,f+Bf überführt; dieselbe wird einfach durch die Gleichungen (14) und (19) zusammen dargestellt. Führen wir endlich in (14) und (19) wieder die Veränderlichen: Y1- • • yr, 31- • • yr ein, so erhalten wir eine Transformation, welche die Gruppe: Yf--- Yrf invariant lässt und deren Gleichungen die Gleichungen (14') umfassen, mit andern Worten: wir erhalten eine Transformation, welche die Gruppe: Ztf'^Zrf invariant lässt und die Untergruppe: Zxf• • • Zmf in die Untergruppe: ^f---^)mf überführt.



Hiermit ist bewiesen, dass es stets eine Transformation von der eben beschriebenen Beschaffenheit giebt, sobald die beiden Gruppen: Uf. • • Urf und 1f..1,f mit einander ähnlich sind. Da umgekehrt nach S. 448 f. aus der Existenz einer solchen Transformation die Aehn-lichkeit der beiden Gruppen folgt, so können wir sagen:

Die beiden Gruppen: Uxf'" Urf und Uf • • Urf sind dann und nur dann mit einander ähnlich, wenn es eine Transformation giebt, ivelche die Gruppe: Zf -. Zrf invariant lässt und die Untergruppe: ZU-'-Zmf in die Untergruppe: ^xf ^mf überführt.

Nun ist die Gruppe: Zrf' " Zrf einfach transitiv, also ist klar, dass es eine derartige Transformation stets dann aber auch nur dann giebt, wenn die Gruppe: Zxf"'Zrf in der Weise holoedrisch isomorph auf sich selbst bezogen werden kann, dass die beiden Untergruppen: Zif • • • Zmf und Zf-. ^mf einander entsprechen. Also finden wir für die Aehnlichkeit der Gruppen: Uif. • • Urf und U,f • • • U,f genau dasselbe Kriterium, welches wir in Theorem 80, S. 445 ausgesprochen haben.

Die vorstehenden Entwickelungen können übrigens auch zu einem neuen Beweise des Theorems 76 in Kap. 21, S. 425 benutzt werden. Wir wollen wenigstens andeuten wie.

Zunächst lässt sich durch ganz ähnliche Betrachtungen wie auf S. 444—445 nach weisen, dass die transitiven Gruppen Uf • • • Urf und lf... 1,f dann und nur dann in der in Theor. 76 beschriebenen Weise holoedrisch isomorph auf einander bezogen werden können, wenn es möglich ist, die Gruppe: Zif ••• Zrf derart holoedrisch isomorph auf sich selbst zu beziehen, dass die Untergruppen: Zif. • • Zmf und Zfmf einander entsprechen. Aus den vorstehenden Entwickelungen folgt sodann, dass die Bedingungen des Theorems 76 für die Aehnlichkeit der beiden Gruppen: Utf • • • Urf und 1f. • • }\rf nothwendig und hinreichend sind.

§ 109.

Wir wenden uns jetzt zu der zweiten der beiden Aufgaben, deren Erledigung in der Einleitung des Kapitels (auf S. 430) angekündigt wurde, zur 'Bestimmung aller r-gliedrigen intransitiven G-ruppen; wir wollen, wie schon damals gesagt wurde, die betreffende Bestimmung unter der Voraussetzung durchführen, dass bereits alle transitiven Gruppen mit r oder weniger Parametern gegeben sind. Da alle transitiven Gruppen mit gleicher Parameterzahl sich nach ihrer Zusammensetzung in Classen ordnen und da ferner alle transitiven Gruppen von ein und derselben Zusammensetzung in eine Reihe von Typen zerfallen (vgl. S. 434 f.), so können wir unsere Voraussetzung genauer dahin präcisiren, dass wir erstens alle möglichen Zusammensetzungen einer Gruppe mit r oder weniger Parametern als bekannt annehmen, und dass wir uns zweitens für jede dieser Zusammensetzungen alle möglichen Typen transitiver Gruppen von der betreffenden Zusammensetzung gegeben denken.

Betrachten wir zunächst irgend eine r-gliedrige intransitive Gruppe.

Sind XJ'--Xrf unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen intransitiven Gruppe des Raumes X1 • • • An, so haben die r Gleichungen:

	
	
(20)           X,f=0,Xf =0





eine gewisse Anzahl, etwa gerade n — l > 0 unabhängige Lösungen gemein. Wir können uns daher von vornherein die Veränderlichen X1 • • • An so gewählt denken, dass X1++1 • An solche unabhängige Lösungen sind. Dann werden Xif • • • Xrf die Form erhalten:

Xif — 2 suz (x, ' ' ' ^O X1+1 ’ ’ ' ^n) 54    (=1:7),

2

wo nun natürlich nicht alle Z-reihigen Determinanten der Matrix: In (x) • Bu(x)

Eri (x) ■ En (x) identisch verschwinden, sonst hätten ja die Gleichungen (20) mehr als n — Z unabhängige Lösungen gemein.

Wäre die Zahl r, die mindestens gleich Z ist, gerade gleich Z, so wären Xf... Xrf sicher durch keine Relation von der Form:

%i (x+1 •&„) Xf H------ %(x+1 •%„) • Xrf = 0 verknüpft; nun aber braucht r nicht gleich Z zu sein, also können auch sehr gut Relationen von der eben geschriebenen Form bestehen, ohne dass die Functionen X1 • • • Xr alle verschwinden. Wir wollen daher voraussetzen, dass etwa Xxf • • • Xmf durch keine derartige Relation verknüpft sind, dass dagegen Xm^f • • • Xrf sich folgendermassen durch Xf... Xmf ausdrücken lassen:

m

	
	
(21)        Xm+f = 8, (xi+1 ■ * ' ^ti) ' X^f (=1 ■ • r m).





1

Dabei genügt m selbstverständlich der Ungleichung: Z A m A r.

Durch Verbindung der Gleichungen (21) mit den Relationen:

r

{XiX^ => CiksXsf (2=1- r),

1 welche unter allen Umständen bestehen, erkennen wir noch, dass Xf... Xmf paarweise in den Beziehungen:

m , r—m (X,Xu) --) | Czun + 2 C2, M, m+ Oy7 (i+1 ’ ' ‘ ^n) [X^f

(2, u — 1 • • • m) stehen.

Werden jetzt die Veränderlichen Ay+1 • An durch willkürliche Constanten: a^ • • • an ersetzt und werden blos A1 ***Ai noch als Veränderliche betrachtet, so ist klar, dass die r infinitesimalen Transformationen:

Xf =  + Sh2 (x, •.. 21, ai+i - .. an) -   (I=1...r)

i

in den 1 Veränderlichen x,---AL nicht mehr von einander unabhängig sind, sondern sich aus den m unabhängigen infinitesimalen Transformationen:

	
	
	
X, f =2 buz (2, • E, a/+i * * ’ a„) 8 & (4 -1 • • • m)







i

linear ableiten lassen. Die m infinitesimalen Transformationen: Xif • • • Hmf sind ihrerseits offenbar durch die Relationen:

[image: ]



[image: ]



C2, M, m+ V 0vn (d+1 ’ ’ ' An,

verknüpft, sie erzeugen also stets, welche Werthe man auch den Parametern ay+1 - an ertheilen mag, eine m-gliedrige Gruppe in den Veränderlichen: x,---X, und zwar selbstverständlich eine transitive Gruppe.

Ertheilt man nun den Parametern ay++1 • • • an nach und nach alle möglichen Werthe, so erhält man oo"-1 m-gliedrige Gruppen in l Ver-änderlichen. Es ist dabei denkbar, aber nicht nothwendig, dass diese o"—' Gruppen unter einander ähnlich sind. Ist das nicht der Fall, so ordnen sie sich in con—- o Schaaren, jede bestehend aus 00er Gruppen, und zwar in solcher Weise, dass zwei Gruppen derselben Schaar ähnlich sind, dagegen zwei zu verschiedenen Schaaren gehörige Gruppen nicht ähnlich sind.

Unter allen Umständen gehören unsere (x>n~l Gruppen derselben Typengattung an; diese Gattung hängt im leisten Falle von zvesentlichen Parametern ab (vgl. Seite 447 f.). ’

Man übersieht jetzt, wie man alle intransitiven r-gliedrigen Gruppen in n Veränderlichen finden kann. Man wählt zwei Zahlen l und m so, dass l S m K r ist und ausserdem l < n, man bildet sodann alle Gattungen von transitiven m-gliedrigen Gruppen in l Ver-änderlichen. Ist Yf • • • Ymf-

1

Ykf =2! " (x, ■ ' * &., &i, «2* ’ ') 8    (= 1 • • • m)

1                                                      ‘

eine solche Gattung mit den wesentlichen Parametern «,,«-., so fasst man dieselben als unbekannte Functionen von Ky+1 ... An auf, setzt:

m

Xf = 2 ßx(xi+1 • • ■ x^’Yjf (=1.r)

1

und versucht endlich, die noch unbestimmten Functionen ah ßki von 2+11:1An in allgemeinster Weise derart zu wählen, dass Xf...X,f unabhängige infinitesimale Transformationen einer 7-gliedrigen Gruppe werden. Diese Forderung führt zu gewissen endlichen Relationen zwischen den « und ß und den Ciks der gesuchten r-gliedrigen Gruppe, die in allgemeinster Weise erfüllt werden müssen. Die Ausdrücke der in dieser W eise bestimmten infinitesimalen Transformationen enthalten neben gewissen willkürlichen Constanten Ciks noch gewisse willkürliche Funktionen von den Invarianten der Gruppe.

Hiermit haben wir nun zunächst das

Theorem 83. Die Bestimmung aller intransitiven r-gliedrigen: Gruppen Xtf • • • Xrf in n Veränderlichen verlangt, sobald alle transitiven Gruppen mit r oder weniger Parametern gefunden sind, heine Integrationen, sondern nur ausführbare Operationen^.

Es ist wohl zu beachten, dass die zur Bestimmung aller intransitiven Gruppen erforderlichen Rechnungen nur von den Zahlen r, l und m abhängen. Dagegen spielt die Zahl n keine direkte Rolle. Also:

Theorem 84. Die Bestimmung aller r-gliedrigen Gruppen in beliebig vielen Veränderlichen lässt sich auf die Bestimmung aller r-gliedrigen Gruppen in r oder weniger Veränderlichen surüchführen.

Noch eine kurze Bemerkung über die Bestimmung aller intransitiven r-gliedrigen Gruppen von gegebener Zusammensetzung.

Enthält eine Gruppe von der betreffenden Zusammensetzung nur eine endliche Anzahl invarianter Untergruppen, so muss (Satz 8, Seite 310) m = r sein und mithin kommt die Erledigung des soeben gestellten Problems ohne weiteres auf die Bestimmung aller transitiven Gruppen von der betreffenden Zusammensetzung zurück. Treten dagegen unendlich viele invariante Untergruppen auf, so kann m kleiner als r sein; alsdann muss nach den soeben citirten Entwickelungen die oben besprochene m-gliedrige Gruppe Xxf • • • Xmf mit der gesuchten r-gliedrigen meroedrisch isomorph sein. Wir wollen nicht hier näher ausführen, wie das Problem in diesem Falle erledigt wird.

	
Kapitel 23.



Invariante Schaaren von Mannigfaltigkeiten.

Sind x, • • • Xn Punktcoordinaten eines n-fach ausgedehnten Raumes, so wird eine Schaar von Mannigfaltigkeiten dieses Raumes durch Gleichungen von der Form:

	
	
(1)   921(21 • • • a, , l-- lm) -- 0,1: An—2(0, ' ' ’ An, 11*** 1/ni)    0 dargestellt, in denen äusser den Veränderlichen &, • ■ • En noch gewisse willkürliche Parameter: 1,-* lm Vorkommen.





Führt man irgend eine Transformation:

a = fi^t • • • a„)    (i=1i":n) des Raumes X, • • • xn aus, so geht jede der Mannigfaltigkeiten (1) in eine neue Mannigfaltigkeit des Raumes x,-.En über, die ganze • Schaar (1) verwandelt sich daher in eine neue Schaar von Mannigfaltigkeiten. Die Gleichungen dieser neuen Schaar erhält man, wenn man x,-.X, aus (1) mit Hülfe der n Gleichungen: Xt = fi(x) weg-schafft. Fällt nun insbesondere die neue Schaar von Mannigfaltigkeiten mit der ursprünglichen Schaar (1) zusammen, geht also bei der Transformation: x, =fi(x) jede Mannigfaltigkeit der Schaar (1) in eine Mannigfaltigkeit derselben Schaar über, so sagen wir, dass die Schaar (1) die betreffende Transformation gestattet, dass sie bei ihr invariant bleibt.

Gestattet eine Schaar von Mannigfaltigkeiten des Raumes 21 • . An alle Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe, so sagen wir, dass sie die betreffende Gruppe gestattet.

Beispiele von invarianten Schaaren von Mannigfaltigkeiten sind uns schon öfters vorgekommen; so zerlegte jede intransitive Gruppe den Raum in eine invariante Schaar von einzeln invarianten Mannigfaltigkeiten (Kap. 13, SS. 215, 216), jede imprimitive Gruppe zerlegte den Raum in eine invariante Schaar von Mannigfaltigkeiten, welche sie unter einander vertauschte (S. 220 f.); auch jede einzelne bei einer Gruppe invariante Mannigfaltigkeit kann als eine invariante Schaar von Mannigfaltigkeiten aufgefasst werden, nämlich als eine invariante Schaar von Punkten.

Im Folgenden betrachten wir nun eine ganz beliebige Schaar von Mannigfaltigkeiten. Wir untersuchen zuerst, unter welchen Bedingungen diese Schaar eine einzelne vorgelegte Transformation und eine vorgelegte 7-gliedrige Gruppe gestattet. Sodann denken wir uns eine Gruppe gegeben, bei welcher die Schaar invariant bleibt, und bestimmen das Gesetz, nach welchem die Mannigfaltigkeiten der Schaar von den Transformationen dieser Gruppe unter einander vertauscht werden. Auf diese Weise erhalten wir ein neues Verfahren zur Aufstellung von Gruppen, die mit einer gegebenen Gruppe isomorph sind. Schliesslich geben wir eine Methode zur Auffindung aller bei einer vorgelegten Gruppe invarianten Schaaren von Mannigfaltigkeiten.

§ 110.

Es mögen die Gleichungen:

	
	
(1)               Lx(x, • ’ • &, , ,--• l„) —- 0    (I:=1. n q)





mit den m willkürlichen Parametern 71 • • • lm irgend eine Schaar von Mannigfaltigkeiten darstellen.

Sollen l1 * * lm vollkommen willkürliche 1 aiameter sein, so dürfen natürlich nicht sämmtliche a sich aus (1) eliminiren lassen; es müssen also die Gleichungen (1) nach n — q von den Veränderlichen x, ... A, auflösbar sein.

Dagegen ist es nicht ausgeschlossen, dass sich die l aus (1) eliminiren lassen, es hat nichts zu sagen, wenn sich aus (1) Relationen zwischen den x allein ableiten lassen. Nur muss die Anzahl der unabhängigen, von den 1 freien Gleichungen, welche aus (1) folgen, kleiner sein als n — q, sonst kämen ja die Parameter lx - • ’lr in (1) nur scheinbar vor und die Gleichungen (1) stellten daher nicht eine Schaar von Mannigfaltigkeiten dar, sondern nur eine einzelne Mannigfaltigkeit.

Bevor wir untersuchen, wie sich die Schaar der Mannigfaltigkeiten (1) gegenüber Transformationen der x verhält, müssen wir erst über die Beschaffenheit der Gleichungen (1) an sich einige Bemerkungen machen.

Die Gleichungen (1) enthalten m Parameter lr - • • lm’ lassen wir diese Parameter alle möglichen Werthe annehmen, so erhalten wir oom verschiedene Werthsysteme: l1 • • • lm, nicht aber nothwendig oom verschiedene Mannigfaltigkeiten. Es muss daher festgestellt werden, unter welchen Bedingungen das vorgelegte Gleichungensystem gerade oom verschiedene Mannigfaltigkeiten darstellt, mit andern Worten: es muss ein Kriterium dafür gegeben werden, ob die Parameter: l±‘•’lm in den Gleichungen (1) wesentlich sind oder nicht.

Um ein solches Kriterium zu finden, denken wir uns die Gleichungen Sk = 0 nach n — q von den x, etwa nach Xq+1 • In aufgelöst:

(2)                     &+* -- 12+x (x, ’ ' * ^q, 11*** lm)

(k = l • • - n — q) und denken uns weiter die Functionen 17+x in der Umgebung irgend eines Werthsystems: x,° • • • x,° nach Potenzen von: 21 — x,°, ••• Xq — ^2° entwickelt. Die Entwickelungscoefficienten, deren Zahl natürlich im Allgemeinen unendlich gross ist, werden analytische Functionen von ,-.• lm und mögen heissen:

A;(l, ’ * ’ lm) 6 =1,2 • • •)•

Es kommt jetzt blos darauf an, wieviele von einander unabhängige unter den sämmtlichen Functionen A1, A,**- vorhanden sind.

Giebt es nämlich unter den A gerade l von einander unabhängige Functionen — mehr als l giebt es ja sicher nicht —, so entsprechen den oom verschiedenen Werthsystemen: l, • • • lm offenbar auch com verschiedene Werthsysteme: A1, A, • • • und demnach oom verschiedene Mannigfaltigkeiten (2), das heisst die Parameter l, • • • lm sind in den Gleichungen (2) und demnach auch in den Gleichungen (1) wesentlich.

Anders wenn es unter den Functionen A,, A, • • • nicht m sondern weniger, etwa blos m — h von einander unabhängige giebt. In diesem Falle lassen sich alle Aj durch m — h unter ihnen ausdrücken, etwa durch: A1 • • • Äm—7, welche natürlich von einander unabhängig sein müssen. Den oom verschiedenen Werthsystemen li • • • lm entsprechen daher oom—’ verschiedene Werthsysteme A1 • • • An—7 und co- h verschiedene Werthsysteme A1, A2- • , so dass die Gleichungen (2) und demnach auch die Gleichungen (1) blos oom-’ verschiedene Mannigfaltigkeiten darstellen. Am deutlichsten kommt das zum Ausdruck, wenn man beachtet, dass die Functionen 14+k(x, l) die Parameter 41 • • • lm blos in den Verbindungen: 41--- An—% enthalten, dass also die Gleichungen (2) die Form besitzen:

(2 ) Tq+x “,+ (x, * * ’ &, , Ai * * ’ Am—2)    (=1- n q).

Hieraus geht nämlich hervor, dass wir in (2) geradezu A1 • • • An-n als neue Parameter an Stelle von l, • • • lm einführen können, wodurch die Anzahl der in (2) vorkommenden willkürlichen Parameter auf m — h erniedrigt wird.

Demnach können wir sagen:

Die Gleichungen:

Jx (X, • ' ' En i l, " * * lm) — 0 (L = 1-.7   9) stellen nur dann oom verschiedene Mannigfaltigkeiten dar, wenn es nicht möglich ist, m — h < m solche Functionen x,--. In—7 von lx - • • lm an-zugeben, dass sich in den aufgelösten Gleichungen:

Xq+k -- 12+* (x, * * ^q) ly ' ‘ ' lm) (:=1-n q) die Functionen 14+1 • @n durch x1-'-x1 und 2, -. ^m—h allein ausdrücken lassen. Ist es dagegen möglich, m.— h < m Functionen 3, von dieser Beschaffenheit anzugeben, so stellen die Gleichungen & === 0 höchstens oom—h verschiedene Mannigfaltigkeiten dar und die Parameter f • • ■ lm sind daher nicht wesentlich.

Hierzu noch eine kurze Bemerkung.

Nehmen die oben besprochenen Functionen: Ax, A^ • • • bei der Substitution: , == l, - lm = In die Werthe: A^, A^ • • • an, so definiren die Gleichungen:

4,(1 • • • lm) — Aj 0=1,2- •)

den Inbegriff aller Werthsysteme ,--• lm, welche in (2) oder (1) eingesetzt dieselbe Mannigfaltigkeit liefern wie das Werthsystem: 71 • • • Z^. Giebt es nun unter den Functionen A, ,...9 von einander unabhängige, sind also die Parameter l*:lm alle wesentlich, so gilt offenbar Folgendes: Um jedes Werthsystem l? • • • in von allgemeiner Lage lässt sich ein solches Gebiet abgränzen, dass zwei verschiedene Werthsysteme \ • • • lm des betreffenden Gebietes stets auch zwei verschiedene Mannigfaltigkeiten liefern.

Die im Vorstehenden gegebene Definition für die Wesentlichkeit bezüglich Nichtwesentlichkeit der Parameter 71 • • • lm ist nur dann befriedigend, wenn die Gleichungen: Q, == 0, • -7 == 0 bereits nach n — q von den x aufgelöst sind. Es ist jedoch an und für sich und auch für das Folgende wünschenswerth, diese Definition so umzugestalten, dass sie auch für ein nicht aufgelöstes Gleichungensystem 227 == 0 passt.

Das hat keine Schwierigkeit.

Die Parameter l • • • lm in den Gleichungen:

	
	
(2)    Tq+% — 12+ (x, •A, 4 " ' lm) (=1n 9)





seien nicht wesentlich, es mögen sich also m — h< m solche Functionen: A,(l) ’ ’ ’ In— 7(C) angeben lassen, dass 14+1 (x, C) • • • vn(x, l) durch x, -. X, und 7, (Z) • • • An—A (l) allein ausgedrückt werden können. Offenbar giebt es dann wenigstens eine lineare partielle Differentialgleichung:

m                 2,

Lf = Du Au (,-- l„) 37 — 0

i                        "

mit von den x freien Coefficienten: ^(Z) • • • ^(Z), welche von sämmt-liehen Functionen: n,() - Am—(l) und daher auch von sämmtlichen Functionen: x^i —- 14+i(x, Z) identisch befriedigt wird. Demnach können wir auch sagen (vgl. Kap. 7, Theorem 15, S. 117):

Wenn in (2) die Parameter 71 • • • lm nicht wesentlich sind, so gestattet das Gleichungensystem (2), aufgefasst als Gleichungensystem in den Veränderlichen: x,---An, 71-:lm, eine infinitesimale Transformation Lf in den Veränderlichen 71 • • • lm allein.

Umgekehrt gilt aber auch: Wenn das Gleichungensystem (2), aufgefasst als Gleichungensystem in den Veränderlichen A1 • • • xn, l,*** lm, eine infinitesimale Transformation Lf in den Z allein gestattet, so sind die Parameter f • • • lm in dem Gleichungensystem nicht wesentlich; es ist nämlich unmittelbar einleuchtend, dass @q+1 (x,l) - n (x, l) unter der gemachten Voraussetzung Lösungen der linearen partiellen Differentialgleichung: Lf = 0 sind, es ist also möglich, die Anzahl der in (2) vorkommenden willkürlichen Parameter zu erniedrigen.

Bedenken wir nun, dass das Gleichungensystem (2) nur eine andere Form des Gleichungensystems (1) ist, so erkennen wir ohne weiteres (vgl. S. 111), dass der folgende Satz besteht:

Satz 1. Ein nach n — q von den Veränderlichen x,- • • xn auflösbares Gleichungensystem:

	
(1)                Sx (x ■ * ■ Xn, l, • • • lm) -- 0    (=1-:n 9)



mit den m Parametern f - - • lm stellt dann und nur dann com verschiedene Mannigfaltigkeiten des Ilaumes X,---Xn dar, wenn es, angesehen als Gleichungensystem in den n — m Veränderlichen: X,--"An, 1 **• lm keine infinitesimale Transformation

Lf = X 2, (I- lm) ar in den l allein gestattet.

§ HL

In dem Raume 21 • • xn sei jetzt eine Schaar von oom verschiedenen Mannigfaltigkeiten durch die n — q Gleichungen: Jr (x, l) = 0 oder durch die gleichwerthigen:

	
(2)           Nq+k -- 17+ (x, ' ' ‘ ^n , 1**- lm) (=1- • n 9) bestimmt.



Soll diese Schaar bei der Transformation: x{ = f (x, • • En) invariant bleiben, so muss jede Mannigfaltigkeit der Schaar bei der betreffenden Transformation wieder in eine Mannigfaltigkeit der Schaar übergehen. Verstehen wir daher unter f • ■ ■ l'm die Parameter derjenigen Mannigfaltigkeit der Schaar, in welche die Mannigfaltigkeit mit den Parametern l1 • • • lm bei der Transformation: x'i == f{T) übergeht, so müssen die Gleichungen (2) nach Einführung der neuen Veränderlichen: x = fi (x) , • • • xn = fn (x) die Form:

x,+ =— ^q-j-k (x ‘ • ’ ^q, l * lm) (A=1:n q) erhalten können, wo die Parameter 1. fm natürlich nur von den l abhängen.

Nun aber nehmen die Gleichungen (2) bei Einführung der x offenbar die Form an:

x+Hx -- ^Vq-\-k (x ’ ‘ ‘ ^q, ^1 lm) (=1..n q);

soll also die Schaar (2) bei der Transformationen: xi = fi(x) invariant bleiben, so muss es möglich sein, die n-— q Gleichungen:

	
(3)   ^q-\-k (xi * ’ ’ x , 7-.. Li) T"q-\-k (x " ‘ ‘ ^q , 7-. lm) (=1 • • • n 9) unabhängig von den Werthen der Veränderlichen x • • • x, zu befriedigen.



Entwickelt man die beiden Seiten von (3) in der Umgebung irgend eines Werthsystems x°-x’n nach Potenzen von: x — «‘?, • X —x^n, vergleicht die Coefficienten und berücksichtigt, dass l1 * * lm wesentliche Parameter sind, so erkennt man, dass l1 • • • Tm ganz bestimmte Functionen von 71 • • • In sein müssen:

lu Xu (1 * ' ‘ ^rn) (u = 1 • • • m).

Umgekehrt müssen natürlich auch die l sich als Functionen der T darstellen lassen, denn auch bei dem Uebergange von den x zu den x muss die Schaar unserer Mannigfaltigkeiten ungeändert bleiben.

Wir sehen also, dass die Gleichungen:

a -- fi (x, ‘ ' ’ &„) (i — 1 • • • n), lu -- %u (‘1 • " • l„)   (=1:m)

zusammengenommen eine Transformation in den n — m Veränderlichen: X1 - • • An , l1 • • • lm darstellen, welche das Gleichungensystem: Aq+% == 14+k (x, l) in diesen n — m Veränderlichen invariant lässt. Folglich können wir sagen:

Eine Schaar von oom Mannigfaltigkeiten

JA (x, ' ’ " ^n , 71 ' ' ' iin) — 0     (I=1n  9) des iRaumes X, ■ ■ • xn gestattet dann und nur dann die Transformation

Xi =fi(xl-- Xn) (i=1* n),

wenn es möglich ist, zu dieser Transformation in den x eine entsprechende Transformation

la = Xu Gi * * * lm) (=1:m) in den l hinzuzufügen, derart, dass das Gleichungensystem Sx (x, l) = 0 in den n — m Veränderlichen xr - • • xn, 71 • • • lm die Transformation

^i = fi (x, ’ * * X/n) , l = Xu (,*** lm) sulässt.

Aus den vorhergehenden Ueberlegungen erhellt, dass die Transformation: lu = Xu (l), wenn sie überhaupt existirt, einzig in ihrer Art ist; sie ist ja vollständig bestimmt, wenn die Transformation Xi=fi{x) bekannt ist. Die Transformation: lL == Yu (l) enthält daher keine willkürlichen Parameter.

Lässt die Schaar der oom Mannigfaltigkeiten ß* (x, l) = 0 zwei verschiedene Transformationen zu:

x'i = fi(xt • • • xn) ; x- = F(xi • • • x'n), so gestattet sie offenbar auch die Transformation:

«‘‘== F,((x)...f„(z)), welche durch Ausführung jener beiden Transformationen nach einander entstanden ist. Hieraus schliessen wir:

Der Inbegriff aller Transformationen x, ==fi(x,-.. Xn), welche eine Schaar von oom Mannigfaltigkeiten des Baumes 21- • • xn invariant lassen, bildet eine Gruppe.

Diese Gruppe braucht natürlich weder endlich noch continuirlich zu sein; nur soviel können wir ganz allgemein sagen: ihre Transformationen ordnen sich paarweise als inverse zusammen. Wenn sie daher insbesondere nur eine endliche Anzahl von willkürlichen Parametern enthält, so gehört sie in die Kategorie von Gruppen, welche in Kap. 18 besprochen ist, und enthält nach Theor. 56, S. 315 f. eine ganz bestimmte von infinitesimalen Transformationen erzeugte, endliche continuirliche Untergruppe. Diese Untergruppe ist offenbar die grösste continuirliche Gruppe, bei welcher die Schaar Jx(x, Z) = 0 invariant bleibt.

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung von endlichen continuir-liehen Gruppen, welche die Schaar der oom Mannigfaltigkeiten:

( 1)                    Lx (x, * * ‘ Xn, l-- lff) ( = 1 • • • n 9

invariant lassen; jedoch beschränken wir uns der Einfachheit wegen zunächst auf den Fall einer eingliedrigen Gruppe von der betreffenden Beschaffenheit.

Die Schaar der oom Mannigfaltigkeiten (1) gestatte alle Transformationen:

	
(4)                    x- =f(x--- E„, 8) (i = i • • • 7)



der eingliedrigen Gruppe:

X/-2] E(,..#„)8£

Die Transformation in den l, welche nach S. 464 der allgemeinen Transformation: ai = f(x, e) entspricht, möge lauten:

(4 )                           lu —• Xu (l^ • • • lm, 8) (/.i = 1 • • ■ m).

Es ist leicht zu sehen, dass der Inbegriff aller Transformationen von der Form:


(4")



Xt =f(x,** Xn, f) ( = 1 • • • n)

lu Xu (fl ‘ ' ' lm y 8) (u = 1 • • m)

seinerseits eine eingliedrige Gruppe in den n — m Veränderlichen: 21 ’ * * An, l,• • • lm bildet.

In der That, die Transformationen (4") lassen nach S. 464 das Gleichungensystem (1) invariant; führt man daher zuerst die Transformation (4") aus und sodann eine Transformation von derselben Form mit dem Parameter 81, so erhält man eine Transformation: Theorie der Transformationsgruppen.                              30

x" = f(fi(x, 8) • f„(x, e), 8,) (i=1..:n)

l," = Xu (Zi ft e) • %m(L, e), e,) (u - i • • • m), welche ebenfalls das Gleichungensystem (1) invariant lässt. Nun gehört die Transformation:

	
(5)                «,"= f(f(x, e) - f(x, €), 6,) der eingliedrigen Gruppe Xf an und lässt sich daher auf die Form:



Xi   fi (x, * ' ' An , 82) d = 1 • ' ’n)

bringen, wo 82 nur von & und 81 abhängt. Folglich hat diejenige Transformation in den l, welche der Transformation (5) entspricht, die Gestalt:

lu — Xu (‘1 ■ ' ■ lm, 82) (u = 1 ■ ■ ■ m) und es wird daher:

%u(xi(, e) - %m^, e), «J = Xu(l, • ’ ’ I, 82)

(u = 1 • • • m).

Damit ist bewiesen, dass die Gleichungen (4") wirklich eine eingliedrige Gruppe in den n — m Veränderlichen: X, • • • An, l,- • • lm darstellen, und zwar eine, welche dieselbe Parametergruppe besitzt wie die vorgelegte Gruppe: xi = f^x, e). Zugleich ist klar, dass auch die Gleichungen (4') für sich genommen eine Gruppe in den Veränderlichen: 71 • • • lm darstellen, ob freilich eine eingliedrige Gruppe, das wissen wir nicht, denn es ist denkbar, dass der Parameter & in den Gleichungen (4) ganz fehlt.

Die Transformationen der Gruppe (4) ordnen sich paarweise als inverse zusammen, von den Transformationen der Gruppe (4") gilt daher augenscheinlich dasselbe. Hieraus ergiebt sich (vgl. Kap. 9, S. 169 oben), dass auch die Gruppe (4") die identische Transformation enthält und ausserdem eine infinitesimale Transformation:
[image: ]

von welcher sie erzeugt wird.

Die gewonnenen Ergebnisse fassen wir in dem Satz zusammen:

Satz 2. Gestattet die Schaar der oom Mannigfaltigkeiten:

L(x1* • • xn, l1* • • ln^ = 0 (=1-n-7)

des Jdaumes x,--.Xn alle Transformationen:

a/ =fi^!-'- a„, 8)  (=1:n)

der eingliedrigen Gruppe:

so bilden die entsprechenden Transformationen:

a/’ = fi^^ • • • Xn, 8)   (i= 1::n)

V = Xu(h, • • ’ lm, £) (=1 ■ • •m^

welche das Gleichungensystem: 21(x, l) = 0, • • • Mn—(x, l) = 0 in den n — m Veränderlichen: x, - • • xn, 71-- lm invariant lassen, eine eingliedrige Gruppe mit einer infinitesimalen Transformation von der Gestalt:
[image: ]

Nunmehr stellen wir die folgende Definition auf:

Definition. Eine Schaar von com Mannigfaltigkeiten:

S2x (A, * ‘ ’ Xn , l^ • • • lm) — 0 (=1*n 9 des Eaumes ,- • • xn gestattet die infinitesimale Transformation:

xf - 2 I« (r, ‘ ' «„) % ,

i                                       ‘

wenn es in l,-- lm eine solche infinitesimale Transformation:
[image: ]

giebt, dass das Gleichungensystem: Sl^x, f) — 0, • • • Sn—q(x, Z) = 0 in den n — m Veränderlichen: xx- • • xn, f’ ■ • lm die infinitesimale Transformation Xf — Lf gestattet.

Es bleibt hier noch die Frage, ob die infinitesimale Transformation Lf durch die Transformation Xf vollständig bestimmt ist. Man erkennt leicht, dass dies der Fall ist; gestattet nämlich das Gleichungensystem: Sx(x, Z) = 0 die beiden infinitesimalen Transformationen: Xf — Lf und Xf — ^f, so gestattet es zugleich die Transformation:

Xf + Lf - (Xf + %/) = Lf- ^f,

da aber die Parameter der Schaar: Jx(x, Z) = 0 wesentlich sind, so muss der Ausdruck: Lf— Lf identisch verschwinden, die Transformation Lf kann daher von der Transformation Lf nicht verschieden sein.

Bei Zugrundelegung der obigen Definition können wir den Inhalt von Satz 2 offenbar auch so ausdrücken:

Gestattet die Schaar der oom Mannigfaltigkeiten:

Sx (x, " ' ' ^n, l1 * ’ ini) --- 0 (k = 1 ’ ' ’ n — 9) die eingliedrige Gruppe Xf, so gestattet sie zugleich die infinitesimale Transformation Xf.

Umgekehrt: wenn die Schaar der oom Mannigfaltigkeiten: Se(x,l)==0 die infinitesimale Transformation Xf gestattet, so gestattet sie auch die eingliedrige Gruppe Xf.

Unter der gemachten Voraussetzung gestattet ja das Gleichungensystem: Jx(x, l) == 0 in den n — m Veränderlichen x, l eine infinitesimale Transformation von der Form:

n                         m

Xf + Lf = 2 6(z, •%„) 8L, +2 2, Gi ■ ■' M 8r,

es gestattet daher zugleich alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe: Xf-\-Lf, darin aber liegt, dass die Schaar der oom Mannigfaltigkeiten: Sx(x, l) == 0 des Raumes X, • • • xn alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Xf zulässt.

Hiermit ist bewiesen:

Satz 3. Die Schaar der oom Mannigfaltigkeiten:

Jx (x, ‘ * ‘ ‘Tn, 1--: lm) --- 0 ( = 1 ’ ' ' n 9)

des Dawmes xr - • ■ xn gestattet dann und nur dann die eingliedrige Gruppe Xf, wenn sie die infinitesimale Transformation Xf gestattet.

Will man wissen, ob die Schaar der oom Mannigfaltigkeiten: r(x, 1^ = 0 eine vorgelegte infinitesimale Transformation Xf gestattet, so wird man die Gleichungen Jx(x, l) zunächst nach n—q von den x auflösen:

(2)               Xq-^-]c •-- 4+(x, • • • Xq, l^ ' • ‘ Ini) (=1: • n 9)

und sodann versuchen, m solche Functionen: A(l) • • • Am(l) von den l zu bestimmen, dass das Gleichungensystem (2) in den n — m Veränderlichen x, l die infinitesimale Transformation:

Xf +Lf=^t Ei(x, ..%„) 3 +5 IM ■ • ■ L„) 3/ gestattet.

Deutet man die Substitution: x,++1 = 1,+1, • & === ?n durch das Zeichen [] an, so erhält man für A,()-. Am(l) offenbar die folgenden Gleichungen:

" Au() 0l— — LS9+k. — )     2x,

(k = 1 • • • n — Q),

die unabhängig von den Werthen der Veränderlichen x^-^Xq befriedigt werden müssen. Theoretisch hat es gar keine Schwierigkeit zu entscheiden, ob das möglich ist. Man findet entweder, dass es kein System von Functionen Au(l) giebt, welches die verlangte Beschaffenheit hat,

oder man findet ein solches System, dann aber auch nur eins, denn die infinitesimale Transformation Lf ist ja, wenn sie überhaupt existirt, durch Xf vollständig bestimmt.

Wir werden jetzt beweisen, dass der folgende Satz gilt:

Satz 4. Gestattet die Schaar der oom Mannigfaltigkeiten: Li(x,--"En, l--l„) == 0 (=1-1—1)

des Raumes X1--.X, die beiden infinitesimalen Transformationen:

Xf-2 ku(e) 5,,’ Xf-2 ^'^ ök,’

so gestattet sie nicht allein jede infinitesimale Transformation: e,xf + e,X,f,

ivelche aus X^f und X2f linear abgeleitet werden kann, sondern auch die Transformation (X1 Xf).

Unter den Voraussetzungen, die in dem Satze gemacht sind, giebt es zwei infinitesimale Transformationen L^f und L^f in den l allein, so beschaffen, dass das Gleichungensystem ^fcyT) = 0 in den n — m Veränderlichen x, l die beiden infinitesimalen Transformationen X,f+ L1f, X,f + L^f zulässt. Nach Kap. 7, Satz 5, S. 118 gestattet das Gleichungensystem Sr(x, l) = 0 dann auch die durch Combination entstehende infinitesimale Transformation (X1X2) — (LL,); das aber heisst nichts anderes, als dass die Schaar der com Mannigfaltigkeiten J2r(x, C) = 0 auch (X{X,) gestattet. Damit ist der Satz bewiesen.

Die Ueberlegungen, welche wir bei dem eben durch geführten Beweise angewendet haben, ergeben auch noch Folgendes:

Gestattet die Schaar der oom Mannigfaltigkeiten Jr(x, ?) = 0 die beiden infnitesimalen Transformationen X±f und X2f, und sind Ltf und L2f bezüglich die entsprechenden infinitesimalen Transformationen in l-..l allein, so entspricht der infinitesimalen Transformation (X|X,) die Transformation fLlLf.

Nehmen wir jetzt an, dass die Schaar der oom Mannigfaltigkeiten: Li(x,l) = 0 des Raumes: xt-■ ■ xn alle Transformationen irgend einer r-gliedrigen Gruppe:

	
(6)             x/ = f^ • • • xn, a, • • af (=1. •)



zulässt. Die betreffende Gruppe sei von den r unabhängigen infinitesimalen Transformationen:

	
	
X.^f — 2 ^i (x, • • • xf) aa, 0=1:





erzeugt, zwischen: Xf.-.X,f mögen daher Relationen von der bekannten Form:

(X,X,) =XcX,f 0,*=1..i,)

bestehen.

Ist

(6 ) lu — Xu (l, • lm, ai * • ■ a,) «=1- m) diejenige Transformation in den l, welche der allgemeinen Transformation: Xi — fi(x, a) der Gruppe: Xxf • ■ • Xrf entspricht, so stellen die Gleichungen (6) und (6') zusammengenommen eine r-gliedrige Gruppe in den n — m Veränderlichen: X1 - . An , 1-- lm dar.

In der That, sind T^...a^ oder kurz T^a) und T^...^ oder kurz T() zwei Transformationen der Gruppe: Xi — fi (x, a), so ergeben dieselben nach einander ausgeführt in bekannter Weise eine Transformation: T^a) T() = T(^ derselben Gruppe, wo die Parameter cx • • • cr nur von den a und den b abhängen.

Sind andererseits S^ und S() diejenigen Transformationen (6'), welche bezüglich den Transformationen T^ und T() entsprechen, so erhält man offenbar die der Transformation T(a) Z() entsprechende Transformation in den l, wenn man die beiden Transformationen S^a) und S(6) nach einander ausführt, das heisst: der Transformation T^T^ entspricht die Transformation: S()S(). Nun aber ist: T^ T() = T^ und der Transformation T(c) entspricht in den l die Transformation S(), also muss sein: S(a) S() = S(C) •

Hiermit ist bewiesen, dass die Gleichungen (6) und (6') wirklich eine r-gliedrige Gruppe in den Veränderlichen: X, • • • xn, \-'‘lm darstellen und zwar eine mit der Gruppe: ai — fi(x, a) holoedrisch isomorphe Gruppe; beide Gruppen haben nämlich augenscheinlich ein und dieselbe Parametergruppe (vgl. Kap. 21, S. 402 ff.).

Zugleich ist bewiesen, dass auch die Gleichungen (6') ihrerseits eine Gruppe in den Veränderlichen ^-‘-Im darstellen, und zwar, wie aus dem gleichzeitigen Bestehen der symbolischen Relationen:

T. To = 7

und:

S(a) S() — S(c)

hervorgeht, eine mit der Gruppe: x{ = fi(x, a) isomorphe Gruppe (vgl. Kap. 21, S. 420 ff.). Ordnet man jeder Transformation der Gruppe (6) diejenige Transformation der Gruppe (6') zu, welche durch sie bestimmt ist, so erhält man die beiden Gruppen (6) und (6') isomorph auf einander bezogen.

Der Isomorphismus der beiden Gruppen (6) und (6') braucht keineswegs ein holoedrischer zu sein, es kann ja die Gruppe (6‘) unter Umständen sogar auf die identische Transformation zusammen-schrumpfen, wenn nämlich die Gruppe: x — f(x, a) jede einzelne der oom Mannigfaltigkeiten: SA (x, l) = 0 stehen lässt.

Wir werden zeigen, dass die Gruppe, welche von den vereinigten Gleichungen (6) und (6') dargestellt wird, von r unabhängigen infinitesimalen Transformationen erzeugt ist.

Da die Schaar der oom Mannigfaltigkeiten: Jx(x, V) = 0 alle Transformationen der Gruppe: Xi=fi(x,a) zulässt, so gestattet sie insbesondere jede der r eingliedrigen Gruppen: Xif • • • Xrf, sie gestattet also nach Satz 3, S. 468 auch jede der r infinitesimalen Transformationen: Xf.-.X,f. Hieraus ergiebt sich, dass zu jeder infinitesimalen Transformation Xif eine ganz bestimmte infinitesimale Transformation:

m

Lkf = u ^(^i- • • lm) 8

von solcher Beschaffenheit gehört, dass das Gleichungensystem: J/(x, Z) = 0 in den n — m Veränderlichen: ,- • • xn, lt - • • In die infinitesimale Transformation: Xif — Lkf gestattet.

Natürlich gestattet das Gleichungensystem: Jx(x, l) = 0 zugleich jede infinitesimale Transformation: e(Xf — Lif) —   er{Xrf — Lrf") und in Folge dessen auch jede eingliedrige Gruppe: e(Xf — Lf) — • ’' — er(Xrf — Lrfy Da aber die Gruppe: Xi=fi(x,a) aus dem Inbegriff aller eingliedrigen Gruppen: e,Xf--e,X,f besteht, so muss offenbar die von den Gleichungen (6) und (6') dargestellte Gruppe mit dem Inbegriff aller eingliedrigen Gruppen: Ze Xif — ^ekLkf identisch sein, sie muss also von den r unabhängigen infinitesimalen Transformationen: Xif — Lkf erzeugt sein, was zu zeigen war. .

Hieraus folgt nun, dass zwei beliebige unter diesen infinitesimalen Transformationen Relationen von der Form:

(xf+ L,f, xf + Lf) =2 Ciks^sf + Lsf)

1

erfüllen. Indem wir dies direkt verificiren, erhalten wir einen neuen Beweis dafür, dass alle endlichen Transformationen: x{ — fi(x, a\ lu‘ = Xu (l, a) eine Gruppe bilden. Wir erkennen aber gleichzeitig, dass ciks = Ciks ist, was damit stimmt, dass unsere neue Gruppe in den x und l dieselbe Parametergruppe besitzt wie die vorgelegte Gruppe: a/= fi(x,d).

Das Gleichungensystem: Jx(x, l) = 0 gestattet mit den r infinitesimalen Transformationen: Xf—Lf, • • • Xrf — Lrf zugleich die Transformationen:

r

(XX,) + (L,L) -X ca,X,f+ (L,Lk}

1

(i, k = 1 • ■ • r)

und demnach auch die folgenden:

(X,X,) + (LiLk) — X CikS(Xsf + Lsf) = {LiLk) — 2 CiksLgf

in den Veränderlichen 71 • • • lm allein. Das aber ist wegen der Beschaffenheit des Gleichungensystems: Je(x, C) = 0 nur möglich, wenn die eben geschriebenen infinitesimalen Transformationen identisch verschwinden, wenn also die Relationen bestehen:

(L^t) =2 elt.L,f.

Hieraus ergiebt sich sofort:

(X,X,) + (L,L.) =2 ea.(Xsf+ L.f), womit die bewusste Eigenschaft der vereinigten Gleichungen (6), (6') bewiesen ist.

Es versteht sich nach dem Obigen von selbst, dass die Gruppe (6') von den r infinitesimalen Transformationen: Lxf • • • Lrf erzeugt ist. Zugleich haben wir in dem Vorstehenden einen neuen Beweis dafür, dass die Gleichungen (6') eine mit der Gruppe: Xf- • Xrf isomorphe Gruppe in den Veränderlichen l,-.Im darstellen.

Die auf 8. 470 erwähnte isomorphe Beziehung zwischen den beiden Gruppen (6) und (6') kann nunmehr auch dahin definirt werden, dass sie jeder infinitesimalen Transformation: eXif — • • • — erXrf die durch sie bestimmte infinitesimale Transformation: e,Lf-----— erLrf in den l zuordnet.

Wir haben somit den:

Satz 5. Gestaltet die Schaar der oom Mannigfaltigkeiten:

^k^--■ xn, f-■ • lm) = 0  (=1*1-9

des Haumes: X1---Xn die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen:

X,f=X su(,.a,)3 a=l.)

einer r-gliedrigen Gruppe von der Zusammensetzung'.

(X, X,) = 2] CX,f (,*=1*f), entspricht also jedem Xkf eine ganz bestimmte infinitesimale Transformation:

m 2f

Lkf = u Aku(‘1 • • • lm) 27

von solcher JBeschaffenheit^ dass das Gleichungensystem: Jx(x, l) = Q in den n — m Veränderlichen: 2,---Xn, li'”lm die r infinitesimalen Transformationen: Xkf — Lkf gestattet, so stehen die r infnitesimalen Transformationen Lkf paarweise in den Beziehungen:

(L;Li) — 2 CrL,f (,*=1=7),

i

das heisst, sie erzeugen eine mit der Gruppe: Xf--- Xrf isomorphe Gruppe.

Hier mag noch der folgende Satz ausdrücklich ausgesprochen und selbständig bewiesen werden:

Satz 6. Enthält die r-gliedrige Gruppe: Xf- ■ • Xrf des Raumes X,---Xn gerade p^r unabhängige infinitesimale Transformationen, welche die Schaar der oom Mannigfaltigkeiten:

Kx (x, • ■ ■ a,, ,--• l^i) — 0   (=1-7 9) invariant lassen, so erzeugen diese p unabhängigen infnitesimalen Transformationen eine p-gliedrige Untergruppe der Gruppe: Xxf-’-Xrf

Der Beweis ist sehr einfach. Es seien:

r

* =X 9r Xf (=1:p)

solche unabhängige infinitesimale‘Transformationen der Gruppe: Xf • • • Xrf, welche die Schaar: Jx(x, l) = 0 invariant lassen, so dass jede andere infinitesimale Transformation: e Xf-.—e,X,f, welche dasselbe thut, sich aus Af • • • ^pf linear ableiten lässt. Dann gestattet nach Satz 4, S. 469 die Schaar: Se(x, ij = 0 auch jede infinitesimale Transformation ^^^j der Gruppe: Xif. • • Xrf, es bestehen mithin Relationen von der Form:
[image: ]

in denen die guvz Constanten bezeichnen. Hieraus geht hervor, dass ^f- ■ • ^pf wirklich eine p-gliedrige Gruppe erzeugen. —

Ist die Schaar der oom Mannigfaltigkeiten:

Jx (x, • ’ * En ,   --• ^ni) -- 0   (=1..n  9)

vorgelegt und ausserdem noch irgend eine r-gliedrige Gruppe: Xtf- • • Xrf des Raumes ^•••xn, so kann man fragen, wieviele unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe: Xrf ■ • • Xrf die vorgelegte Schaar gestattet. Wir übersehen nun, wie sich diese Frage beantworten lässt.

Soll nämlich die Schaar: Jx(x, l) == 0 eine infinitesimale Transformation von der Form: e, X, f —-- — erXrf gestatten, so muss es möglich sein, eine solche infinitesimale Transformation: Lf in den l allein anzugeben, dass das Gleichungensystem: Jx(x, l) = 0 in den n — m Veränderlichen: X1 • • • xn, \ ---lm die infinitesimale Transformation: XekXkf-\-Lf gestattet. Denken wir uns daher die Gleichungen: Sk(x, l) = 0 nach n — q von den x aufgelöst:

&,+2 = "2+ (x, - Aq, l ’ ‘ ' lm) (=1n-9

und bezeichnen wir wie auf S. 468 die Substitution: 3q+1== 14+1, • • • xn = 1n durch das Zeichen [ ], so haben wir nur die Constanten e, • • • er und die Functionen: A, (l) • • • Am (l) in allgemeinster Weise derart zu bestimmen, dass die n — q Gleichungen: unabhängig von den Werthen der Veränderlichen A1:::X, befriedigt werden. Auf diese Weise finden wir die allgemeinste infinitesimale Transformation: eXf ++ erXrf, welche die Schaar: Lx(x,l) = 0 invariant lässt.


24,0)25



[image: ]

(k = l ■ • • n — q)




Wir bemerkten schon auf S. 463, dass die Gleichungen: lu‘== Xu(l) die Parameter l,’-. - lm derjenigen Mannigfaltigkeit der invarianten Schaar (1) bestimmen, in welche die Mannigfaltigkeit mit den Parametern ^'-’lm bei der Transformation: x[ = fi{x) übergeht. Wenn wir daher l, • • • lm geradezu als Coordinaten der einzelnen Mannigfaltigkeiten der Schaar (1) auffassen, so geben die Gleichungen: 1^=^^ das Gesetz an, nach welchem die Mannigfaltigkeiten unserer invarianten Schaar von der Transformation: x{ — fifT) unter einander vertauscht werden.

Gestattet zum Beispiel ein specielles Werthsystem: l^‘--lm die Transformation:

lu = Xu Gl ‘ ’ ’ lm) (L =1*** m),

so gestattet zugleich die Mannigfaltigkeit:

Jx(x,--. a„, 7,°.. l„°) == 0 a-l - 7)

die Transformation:

a/=f(x,---a„) (i=1:n).

In der That, die Mannigfaltigkeit: Lx(x, 7°) = 0 geht bei Ausführung der Transformation: Xi — fi(x) über in die neue:

&(x,'-. a, 21(°) - %m(l°)) = 0 (=1 -- ;

unter der gemachten Voraussetzung ist aber:

z (6° • • • L„.°) = L„° (u = i • • • •) , also fällt die neue Mannigfaltigkeit mit der alten zusammen und die Mannigfaltigkeit: Jx(x, l°) — 0 bleibt wirklich invariant.

Das Umgekehrte gilt dagegen nicht immer. Gestattet irgend eine specielle Mannigfaltigkeit:

Jx(x, ■ - • xn, 4°-- U) = 0 (*=1n-7

der Schaar (1) die Transformation: x{ = fi{x\ so folgt daraus nicht mit Nothwendigkeit, dass das Werthsystem: 1^ • • • lm° die Transformation: lu' “ Xu G) gestattet. Es ist ja denkbar, dass das Werthsystem: 7° • • • lm° einer continuirlichen Reihe von Werthsystemen: l, • • • lm angehört, welche in (1) eingesetzt dieselbe Mannigfaltigkeit liefern wie das Werthsystem: l°-.:Im°; in diesem Falle folgt aus der Invarianz der Mannigfaltigkeit: Jx(x, 7°) — 0 nur, dass die einzelnen Werth-Systeme: l1 • • • lm der eben definirten Reihe von der Transformation: ^— Xu(C) unter einander vertauscht werden, nicht aber, dass das Werthsystem: l,° • ■ • l^ bei der betreffenden Transformation invariant bleibt. Haben indess die lk nicht specielle sondern allgemeine Werthe, so gestattet die JHannigfaltiglceit: ^k^ 1}==^ nur dann die Transformation: Xi=fifx), wenn das Werthsystem lk die entprechende Transformation: lu' == Xu (0 zulässt, dann aber auch immer.

Betrachten wir nun den allgemeinen Fall, dass die Schaar der oom Mannigfaltigkeiten:

	
	
	
(1)             Jx (x, ■ ■ ■ En, 1--. lm) — 0 (=1.n 9)







die r-gliedrige Gruppe:

ai = fi^i' • • En, a,** a,) (i = i • • • n)

mit den r unabhängigen infinitesimalen Transformationen: Xf--- X,f gestattet. Die Gruppe in den l, welche der Gruppe: xi — f^x, a) entspricht, habe die Form:

lu — Xu (l, ' ‘ im, a, ‘ ' ’ a,) (u = 1 ‘ ’' m)

und sei von den r infinitesimalen Transformationen: Lf. •• Lrf erzeugt, die ihrerseits natürlich den infinitesimalen Transformationen: Xif • • • Xrf bezüglich entsprechen.

Es fragt sich nun zunächst, wie man entscheidet, ob die infinitesimale Transformation: e,°Xf+-----\-er°Xrf eine bestimmte in der Schaar (1) enthaltene Mannigfaltigkeit:

	
(7)         J„(x,--. a„, 1°.. l„°) = 0 a=1.n—



invariant lässt.

Es ist leicht zu sehen, dass die Mannigfaltigkeit (7) die infinitesimale Transformation: e,°Xf--—e,°X,f jedenfalls dann gestattet, wenn das Werthsystem: l°...lm° die infinitesimale Transformation: e°Lf — • • • — e^Lrf gestattet.

In der That, das Gleichungensystem (1) in den n — m Veränderlichen : X, • • • xn, l, ■ • • ln gestattet unter den gemachten Voraussetzungen die infinitesimale Transformation: X e°(X;f — Ljf)] die n — q Ausdrücke:

X e^Sl, + 4ßt) =>} e,° ^ E(x) ax” + 2ju(l) 87

verschwinden also sämmtlich vermöge: 21 (x, l) ==0,* Sn—q(x, l) = 0. Das gilt auch noch, wenn wir setzen: l1 = l1°, • • • lm — lm0] nun aber gestattet das Werthsystem 7°-..lm° die infinitesimale Transformation: XefLjf und es verschwinden daher die m Ausdrücke:

0,°21(0°) ++ 0,92,,(%) a-1- m)

sämmtlich. Folglich verschwinden die n —- q Ausdrücke:
[image: ]

09k(x,1°),

---- ------- (k = 1 . . . n — q) OX.


alle vermöge (7), das heisst die Mannigfaltigkeit (7) gestattet wirklich die infinitesimale Transformation: XefXjf

Das hiermit gefundene hinreichende Kriterium ist indess nicht nothwendig.

Bleibt nämlich unsere Schaar von Mannigfaltigkeiten JA (x, l) === 0 bei der Gruppe: Xif • • • Xrf invariant, und soll dabei die specielle Mannigfaltigkeit: S(x, 7°) = 0 die infinitesimale Transformation: e°Xf — • . — erQXrf gestatten, so ist dazu nur erforderlich, dass die n — q Ausdrücke: vermöge des Gleichungensystems: Sr(x, C°) = 0 gleich Null werden: es ist aber keineswegs nothwendig, dass die r Ausdrücke: 2 ^^jn(1°) selbst verschwinden.


28%(x, Z0)



Wünscht man daher zu wissen, ob jede Mannigfaltigkeit: Sx(x, l) = 0 der invarianten Schaar eine oder mehrere infinitesimale Transforma-

tionen: ZeXf gestattet, und will man ausserdem für jede Mannigfaltigkeit G die betreffenden infinitesimalen Transformationen finden, so hat man die ex in allgemeinster Weise derart als Functionen der l zu bestimmen, dass die Gleichungen:


(8)



[image: ]



eine Folge des Gleichungensystems Jx(x, Z) = 0 werden. Da aber nach der früheren Annahme, dass die Z wesentliche Parameter sind, das Gleichungensystem: Sx(x, l) == 0 in den n — m Veränderlichen x, Z keine nicht identisch verschwindende Transformation:

[image: ]



gestatten kann, so folgt jetzt mit Noth Wendigkeit:

e Atu () ++ e, Aru (Z) — 0 („ =1,2- m).

Es ergiebt sich mithin Folgendes:

Ist: Xe® Lrf die allgemeinste in der Gruppe: Lf... Lrf enthaltene infinitesimale Transformation, welche das allgemein gelegene Werth-system: 71° • • • l^ invariant lässt, so' ist: ZeXf die allgemeinste in der Gruppe: Xxf • • • Xrf enthaltene infinitesimale Transformation, welche die allgemein gelegene Mannigfaltigkeit (7) invariant lässt.

Wir können annehmen, dass von den r infinitesimalen Transformationen: Lxf ■ • • Lrf gerade m—p, etwa: Ltf ■ ■ • Lm_pf durch keine lineare Relation von der Form:

&(h ‘ • • K^Lyf ++ Em—p(h • • • ln^L)n—pf = 0 verknüpft sind, während dagegen: Lm-P^f • • • Lrf sich linear durch Lif **• Lm—Pf ausdrücken lassen:

m—p

Lm—7+ f = Cju (h ' ' ‘ lm) Lp f   0=1/ m + p) .

Diese Voraussetzung können wir immer machen, selbst wenn die infinitesimalen Transformationen: Lif---Lrf nicht von einander unabhängig sind, was ja sehr gut eintreten kann.

Es ist nun klar, dass die r — m — p infinitesimalen Transformationen:

m—p

	
(9)         Lm—p-^j f     X ^jp (’, ' ’ * lm°) Lp f    0 = 1 ' ' ' r m + p)



1

das Werthsystem: l°..Im° invariant lassen; da ferner 7°...l° ein Werthsystem von allgemeiner Lage ist, so erkennt man sofort, dass jede infinitesimale Transformation: ZeLxf, bei welcher das Werthsystem invariant bleibt, aus den r—m+p Transformationen (9) linear abgeleitet werden kann. Folglich lässt sich die allgemeinste infinitesimale Transformation: ZexXxf, welche die allgemein gelegene Mannigfaltigkeit (7) invariant lässt, aus den r — m — p Transformationen:

m—p

	
(10)      X—+ f    > Cju (h, • • ' ^m )X,f 0 = 1 ’ ’ ' r m+p



linear ableiten.

Selbstverständlich sind die infinitesimalen Transformationen (10) von einander unabhängig und erzeugen eine (r — m — p} - gliedrige Gruppe, nämlich die allgemeinste in der Gruppe: Xf..X,f enthaltene Untergruppe, bei welcher die Mannigfaltigkeit (7) invariant bleibt.

Ist insbesondere die Gruppe: Lp• • • Lrf transitiv, so hat die ganze Zahl p den Werth Null; in diesem Falle gestattet daher jede allgemein gelegene Mannigfaltigkeit der Schaar (1) gerade r — m unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe: Xif • • • Xrf

Somit haben wir den

Satz 7. Gestattet die Schaar der oom Mannigfaltigkeiten:

tlk(x1---Xn)l1'--ln) = 0 (=1: ■■n — q)

die r-gliedrige Gruppe: Xp- - Xrf sind ferner L^f■■ • Lrf die den Xjf entsprechenden infinitesimalen Transformationen in den l allein und sind endlich Lp • • • Lrf durch gerade r — m-fp unabhängige Relationen von der Form: X ßpifLjf =0 verknüpft, so enthält die Gruppe: Xf-.X,f gerade r—m-p unabhängige infinitesimale Transformationen, welche eine Mannigfaltigkeit 7,°... lm° von allgemeiner Lage invariant lassen. Dieselben erzeugen eine (r— m + p) -gliedrige Gruppe. Ist die Gruppe: Lf. • • Lrf in den m Veränderlichen 1-- lm transitiv, so gestattet jede allgemein gelegene Mannigfaltigkeit der Schaar Lx(x,l) =0 gerade r — m unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe: X}f>‘ - Xrf, und diese infinitesimalen Transformationen erzeugen eine fr — mf-gliedrige Untergruppe.

Wir fügen hierzu noch die selbstverständliche Bemerkung, dass die Gruppe: LJ • • • Lrf in f-'-lm dann und nur dann transitiv ist, wenn jede allgemein gelegene Mannigfaltigkeit der Schaar Jx(x, l} — 0 in jede andere durch wenigstens eine Transformation der Gruppe: Xf. • • Xrf übergeführt werden kann.

§ 113.

Es sei in dem -fach ausgedehnten Raume 21 • • • An eine r-gliedrige Gruppe: XJ---XJ vorgelegt und ausserdem irgend eine Mannigfaltigkeit, die wir mit M bezeichnen wollen. Wir setzen voraus, dass in den Gleichungen von M keinerlei willkürliche Parameter vorkommen.

Werden alle co" Transformationen der Gruppe: XJ • • • Xrf auf die Mannigfaltigkeit M ausgeführt, so geht dieselbe in eine Reihe von neuen Mannigfaltigkeiten über. Wir werden beweisen, dass der Inbegriff aller dieser Mannigfaltigkeiten bei der Gruppe: Xf • • • Xrf invariant bleibt, dass er eine bei der Gruppe invariante Schaar bildet.

Es sei M' irgend eine Mannigfaltigkeit, welche dem eben besprochenen Inbegriff angehört, und Tt sei eine solche Transformation der Gruppe: Xf. • • Xrf, welche M in M' überführt, es bestehe also die symbolische Gleichung:

(M^T^^M'J

Ist nun T eine beliebige Transformation der Gruppe, so haben wir: (M') T = (M') T. T = JQ 72,

wo die Transformation T^ wiederum der Gruppe angehört; folglich geht die Mannigfaltigkeit M' bei der Transformation T in eine andere Mannigfaltigkeit des bewussten Inbegriffs über. Da dies für jede Mannigfaltigkeit M' des Inbegriffs gilt, so sehen wir, dass die dem Inbegriff angehörigen Mannigfaltigkeiten von T und also überhaupt von allen Transformationen der Gruppe: Xf • • • Xrf unter einander vertauscht werden, dass der oben definirte Inbegriff von Mannigfaltigkeiten wirklich eine bei der Gruppe: XJ-‘-Xrf invariante Schaar bildet.

Es ist leicht zu sehen, dass jede Mannigfaltigkeit dieser invarianten Schaar in jede andere Mannigfaltigkeit der Schaar durch wenigstens eine Transformation der Gruppe übergeführt werden kann. Ist nämlich:

(M) = (1)7,, («") = (>) T„

so wird (M) = ^M'} T,-1 also:

1

 Lie, Archiv for Math, og Naturv. Bd. 10, Christiania 1885; Math. Ann. Bd. XVI, S. 528, 1880.

2

Wenn die Schaar der oom Mannigfaltigkeiten:


m = (M)T—7,,

womit die Behauptung bewiesen ist. Daraus geht zugleich hervor, dass man die besprochene Schaar von Mannigfaltigkeiten auch erhält, wenn man auf irgend eine ihrer Mannigfaltigkeiten alle oo” Transformationen der Gruppe ausführt.

Wir haben somit den

Satz 8. Führt man auf eine vorgelegte Mannigfaltigkeit des Rn alle oo‘ Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe: Xtf -. Xrf dieses Raumes aus, so bildet der Inbegriff aller Lagen, welche die Mannigfaltigkeit dabei annimmt, eine bei der Gruppe invariante Schaar von Mannigfaltigheiten. Jede Mannigfaltigkeit dieser Schaar kann in jede andere durch wenigstens eine Transformation der Gruppe übergeführt werden. Aus jeder einzelnen ihrer Mannigfaltigkeiten kann die Schaar auf dieselbe Weise herglleitet werden wie aus der ursprünglich vor gelegten Mannigfaltigheit.

Die Mannigfaltigkeit M wird eine gewisse Anzahl, nehmen wir an gerade r — m unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe: Xf. •• Xrf gestatten*). Dieselben erzeugen dann eine (r—m)-gliedrige Untergruppe (vgl. Theorem 31, S. 207).

Es sei nun S allgemeines Symbol einer Transformation dieser Untergruppe, also: (M)S = (Mf, es sei weiter l\ irgend eine Transformation der Gruppe Xrf--'Xrf und es gehe M bei T, in die neue Lage M über: (M‘) = fM)Tx. Dann ist es leicht, alle Transformationen T der Gruppe Xkf anzugeben, welche M in M'^ überführen.

Man hat nämlich:

(M)T =(M) = «X, folglich wird:

(M)TT—= (M),

also ist T T,1 eine Transformation S und es ist STt allgemeines Symbol aller Transformationen der Gruppe Xkf, welche M in M'

*) Der Inbegriff aller endlichen Transformationen der Gruppe: Xf • • • Xrf, welche eine Mannigfaltigkeit M invariant lassen, bildet immer (Theorem 32, S. 208) eine Untergruppe, welche aber offenbar keine endliche continuirliche Gruppe zu sein braucht. Wenn wir nichtsdestoweniger in den folgenden Entwickelungen des Textes implicite die Annahme machen, dass diese Untergruppe von infinitesimalen Transformationen erzeugt wird, so ist dies nicht als eine wesentliche Beschränkung aufzufassen, denn wir können ja den auf S. 16 besprochenen Bereich ^a^ immer passend einengen. überführen. Transformationen S Tx giebt es aber gerade so viele, als es verschiedene Transformationen S giebt, das heisst oo’—m.

Aehnlich findet man alle Transformationen S unserer Gruppe, welche M' invariant lassen. Aus. (M‘)S = (M‘) und (M)T, = (M‘) erhält man:

(M)T ST= (M), also:

T^T-^S, S=T1ST.

Solcher Transformationen giebt es ebenfalls co’-m verschiedene und ihr Inbegriff bildet eine (r—m)-gliedrige Untergruppe, welche innerhalb der Gruppe Xif mit der Gruppe der S gleichberechtigt ist.

Wir fassen diese Ergebnisse zusammen wie folgt:

Satz 9. Gestattet eine Mannigfaltigkeit M des Rn gerade r — m unabhängige infinitesimale Transformationen der r-gliedrigen Gruppe: Xf • • • Xrf oder kurz Gr und ist S allgemeines Symbol der oo’—m endlichen Transformationen derjenigen (r — mfgliedrigen Untergruppe, welche von diesen r — m infinitesimalen Transformationen erzeugt wird, ist endlich T irgend eine Transformation der Gr: Xtf • ■ • Xrf und nimmt M bei Ausführung von T die neue Lage M' an, so enthält die Gr gerade co’—m verschiedene Transformationen, welche ebenfalls M in M' überführen, das allgemeine Symbol derselben ist: ST; ausserdem enthält die Gr gerade oo’—m Transformationen, welche M invariant lassen, diese letzteren haben T~{ST zum allgemeinen Symbol und bilden eine (r — mfgliedrige Untergruppe, welche innerhalb der Gr mit der Gruppe der S gleichberechtigt ist.

Denken wir uns auf die Gleichungen der Mannigfaltigkeit M die oo" Transformationen: xi==f(x,a) der Gruppe: X^f-’-Xrf ausgeführt, so erhalten wir den analytischen Ausdruck der besprochenen invarianten Schaar von Mannigfaltigkeiten. Formell enthält dieser Ausdruck die r Parameter at • • • ar, doch brauchen dieselben nicht alle wesentlich zu sein. Die Zahl m der wesentlichen unter den Parametern a, • • • a,. wollen wir jetzt bestimmen.

Unsere invariante Schaar besteht aus con verschiedenen Männig-faltigkeiten und jede dieser Mannigfaltigkeiten kann in jede andere, durch eine Transformation der Gruppe: Xxf- • • Xrf übergeführt werden. Nach Satz 7, S. 478 gestattet daher jede einzelne der com Mannigfaltigkeiten gerade r — m unabhängige infinitesimale Transformationen der Gr\ wir wissen aber aus dem Vorhergehenden, dass unter den gemachten Voraussetzungen jede dieser Mannigfaltigkeiten gerade 00’7 endliche Transformationen der Gr zulässt, folglich ist m == m und es sind von den r Parametern: ar - - • ar gerade m wesentlich.

Theorie der Transformationsgruppen.
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Wir haben somit den

Satz 10. Gestattet eine Mannigfaltigkeit M des n-fach ausgedehnten Baumes Bn gerade r — m unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe: Xf • • • Xrf dieses Baumes, so nimmt dieselbe bei den oor Transformationen dieser Gruppe gerade oo™ verschiedene Lagen an.

§ 114.

In den Gleichungen unserer invarianten Schaar von Mannigfaltigkeiten brauchen wie gesagt die Parameter a, - • • ar nicht sämmtlich wesentlich zu sein, wir können uns aber stets m^r solche Functionen 1 • • • lm der a als neue Parameter eingeführt denken, dass die Gleichungen unsrer Schaar die Form:

La(x, • . E„, 4-- lm) = 0 (=1.n—9 erhalten, wo nun f-•-4m wesentliche Parameter sind.

Die Schaar & === 0 bleibt bei der Gruppe: Xf. • • Xrf invariant, während ihre einzelnen Mannigfaltigkeiten unter einander vertauscht werden. Wie dieselben vertauscht werden, das giebt jene Gruppe: L^-' Lrf in den l allein an, welche, wie früher gezeigt wurde, durch die Gruppe: Xf • • • Xrf vollständig bestimmt ist.

Die Gruppe Lkf in den Veränderlichen \---lm ist mit der Gruppe Xkf isomorph, hat also höchstens r wesentliche Parameter; andererseits ist sie unter den gemachten Voraussetzungen sicher transitiv (vgl. S. 479 f.), sie hat also mindestens m wesentliche Parameter. Es bleibt uns nur noch übrig, ein einfaches Kriterium dafür anzugeben, wieviele wesentliche Parameter die Gruppe Lkf eigentlich hat.

Die Gruppe: Ltf • • • Lrf sei o-gliedrig, wo MKOK. Da sie mit der Gr: Xf • • • Xrf meroedrisch isomorph ist, so muss es in dieser letzteren eine (r — o)-gliedrige invariante Untergruppe geben, welche der identischen Transformation der Gruppe Lkf entspricht (vgl. Theorem 54, S. 301). Diese (r — o)-gliedrige invariante Untergruppe der Gr lässt demnach jede einzelne der ooMMannigfaltigkeiten: ilk(x,l)—ö stehen, sie ist also in derjenigen (r — m)-gliedrigen Untergruppe gr—m der Gr enthalten, welche die früher besprochene Mannigfaltigkeit M invariant lässt und zugleich ist sie in allen (r — m)-gliedrigen Untergruppen der Gr enthalten, welche innerhalb der Gr mit der eben erwähnten gr—m gleichberechtigt sind.

Enthält umgekehrt jene gr—m eine (r — o)-gliedrige Untergruppe, welche in der Gr invariant ist, so ist dieselbe zugleich in allen mit der gr—m gleichberechtigten Untergruppen der Gr enthalten, sie lässt daher jede einzelne Mannigfaltigkeit: Sx(x, l) = 0 stehen und in der Gruppe: Lxf • • • Lrf entspricht ihr die identische Transformation.

Um zu entscheiden, wieviele Parameter die Gruppe: Lxf • • - Lrf enthält, haben wir somit nur die grösste in der gr—m enthaltene Gruppe aufzusuchen, welche in der G, invariant ist. Wenn die betreffende Gruppe gerade (r— o)-gliedrig ist (92 m), so ist die Gruppe: L^-'-Lrf gerade o-gliedrig.

Wir wollen dieses Ergebniss nicht in einem besonderen Satze aussprechen, sondern wollen jetzt die sämmtlichen Resultate der beiden letzten Paragraphen in einem Theoreme zusammenfassen:

Theorem 85. Hat man eine r-gliedrige Gruppe: X,f • • • Xrf oder kurz Gr des Baumes xx---xn und irgend eine Mannigfaltigkeit M, welche gerade r — m unabhängige infinitesimale Transformationen der Gr und also auch die von denselben erzeugte fr — m)-gliedrige Untergruppe gr_m der Gr zulässt, so nimmt M bei den oo‘ Transformationen der Gr im Ganzen oom verschiedene Lagen an, deren Inbegriff sich gegenüber der Gruppe Gr invariant verhält. Kennzeichnet man die einzelnen Lagen von M durch m Parameter: 11---, so erhält man in lx---lm eine gervisse Gruppe:

lu —: JCf.i (li -1lm; a, ' ‘ ’ af)    a=1- m),

die angiebt, in welcher Weise die einzelnen Lagen von M bei der Gruppe: Xif- ‘Xrf unter einander vertauscht werden. Diese Gruppe in den l ist transitiv und isomorph mit der Gruppe: Xif: ■ ' Xrf- Ist die grösste in der gr—m enthaltene invariante Untergruppe der Gr gerade fr — gygliedrig, so hat die Gruppe: lu‘== Xu(l, a) genau 0 wesentliche Parameter. Ist die Gr insbesondere einfach, so ist die Gruppe in den l stets r-gliedrig und mit Gr holoedrisch isomorph, mit alleiniger Ausnahme des Falles m = r, in welchem die Gruppe: l‘==xu(l, a) blos aus der identischen Transformation bestehtAf

Die in dem Theorem erwähnte Zahl r — 0 kann jeden der Werthe: 0, 1 • • • r — m haben; ist r — 0 = 0, so besteht die (r — 9)-gliedrige Untergruppe der gr^m aus der identischen Transformation, die Gruppe: lu = Xu(I, a) ist daher mit der Gr holoedrisch isomorph; ist r — 0 = r — m, so ist die gr^.m selbst in der Gr invariant und die Gruppe: lf= X. (I, a) ist nur m-gliedrig,

§ 115.

Im vorletzten Paragraphen gaben wir eine Methode, um solche Schaaren von Mannigfaltigkeiten zu finden, welche bei einer vorgelegten y-gliedrigen Gruppe: Xif • • • Xrf invariant blieben. Die invarianten Schaaren, welche wir auf diese Weise erhielten, waren dadurch ausgezeichnet, dass jede Mannigfaltigkeit einer derartigen Schaar in jede andere Mannigfaltigkeit der Schaar durch mindestens eine Transformation der Gruppe: Xf-- Xrf übergeführt werden konnte.

Jetzt wollen wir die besprochene Methode so verallgemeinern, dass sie alle bei der Gruppe X^f■•- Xrf invarianten Schaaren von Mannigfaltigkeiten, liefert.

Dazu führt uns die selbstverständliche Bemerkung, dass die Betrachtungen der SS. 479—482 auch dann noch gültig bleiben, wenn die Gleichungen der Mannigfaltigkeit M willkürliche Parameter enthalten, das heisst: wenn wir an Stelle einer einzelnen Mannigfaltigkeit M gleich eine ganze Schaar von Mannigfaltigkeiten benutzen. Demnach können wir auch folgendermassen verfahren, um invariante Schaaren von Mannigfaltigkeiten zu finden:

Wir nehmen irgend eine Schaar:

	
(11)    Vi(x,-En, M-u) == 0 0:=1-:7-9



von oo" Mannigfaltigkeiten und führen auf dieselben alle oo‘ Transformationen der Gruppe: Xif • • • Xrf aus; der Inbegriff aller Mannigfaltigkeiten, welche wir so erhalten, bildet immer eine bei der Gruppe: Xrf ■ — Xrf invariante Schaar.

JEs ist klar, dass wir alle bei der Gruppe: Xif • • • Xrf invarianten Schaaren von Mannigfaltigkeiten erhalten, wenn wir die Schaar (11) in allen möglichen Weisen wählen. Denn ist eine beliebige bei der Gruppe invariante Schaar vorgelegt, etwa die Schaar:

(1)        ^k (x,-X„, , * in) = 0  (=1- n-^,

so kann dieselbe jedenfalls dadurch erhalten werden, dass wir als Schaar (11) eben die Schaar (1) selbst wählen. Uebrigens kann man leicht unendlich viele andere Schaaren (11) angeben, aus denen gerade die Schaar (1) erhalten wird, doch wollen wir uns damit nicht aufhalten.

Noch bleibt eine Frage zu beantworten.

Ist die Schaar (11) vorgelegt und werden auf ihre Mannigfaltigkeiten alle Transformationen der Gruppe: Xif • • • Xrf ausgeführt, so haben die Gleichungen der entstehenden invarianten Schaar offenbar die Form:

	
(12)    Wk^ • ■ • xn , ut‘ ^ u^, a, • ■ • ar) = 0 (L = i • • • P, enthalten demnach formell h — r willkürliche Parameter, nämlich: ", • • • uh, a, • • • ar. Wieviele unter diesen Parametern sind wesentlich?



Jede allgemein gelegene Mannigfaltigkeit der Schaar (11) nimmt bei der Gruppe: X (■•■ Xrf eine gewisse Anzahl, etwa co? verschiedene Lagen an; von diesen 007 Lagen werden wieder eine gewisse Anzahl, etwa 00° verschiedene der Schaar (11) angehören. Auf diese Weise wird die ganze Schaar (11) in oo"-0 verschiedene Unterschaaren von je 00° Mannigfaltigkeiten zerlegt, dergestalt, dass jede Mannigfaltigkeit der Schaar (11) in jede Mannigfaltigkeit, welche ein und derselben Unterschaar angehört, stets durch mindestens eine Transformation der Gruppe: Xf. • • Xrf übergeführt werden kann und dass jede Mannigfaltigkeit der Schaar (11), sobald sie bei einer Transformation der Gruppe: Xf.X,f innerhalb der Schaar (11) bleibt, zugleich in der Unterschaar bleibt, welcher sie angehört.

Denken wir uns nun nach einander auf irgend zwei Mannigfaltigkeiten der Schaar (11), die derselben Unterschaar angehören, alle Transformationen der Gruppe: Xf.-X,f ausgeführt, so erhalten wir offenbar beide Male dieselbe Schaar von 00P Mannigfaltigkeiten; denken wir uns andererseits auf zwei Mannigfaltigkeiten der Schaar (11), welche verschiedenen Unterschaaren angehören, alle Transformationen der Gruppe ausgeführt, so erhalten wir zwei verschiedene Schaaren von je oP Mannigfaltigkeiten, die gar keine Mannigfaltigkeit gemein haben.

Wenn wir daher aus jeder der co’- ° Unterschaaren der Schaar (11) eine Mannigfaltigkeit auswählen und auf die so erhaltenen oo"—0 Mannigfaltigkeiten alle Transformationen der Gruppe: Xtf • • • Xrf ausführen, so bekommen wir oo‘- ° verschiedene Schaaren von je 007 Mannigfaltigkeiten, im Ganzen also ool- 0-P verschiedene Mannigfaltigkeiten. Zugleich ist klar, dass wir auf diese Weise genau dieselbe Schaar von Mannigfaltigkeiten erhalten, als wenn wir auf die Mannigfaltigkeiten (11) selbst alle Transformationen unserer Gruppe ausführen.

Damit ist bewiesen, dass die Schaar (12) aus co’- 0-p verschiedenen Mannigfaltigkeiten besteht, dass also unter den h — r Parametern der Gleichungen (12) gerade h — 0 — p wesentlich sind.

Wir wollen noch andeuten, wie man zu verfahren hat, um die im Vorstehenden erwähnten Zahlen p und o zu bestimmen.

Die Zahl r—p ist offenbar die Anzahl der unabhängigen infinitesi-malen Transformationen: e, X1 f — • • • — erXrf^ welche eine allgemein gelegene Mannigfaltigkeit der Schaar (11) invariant lassen. Nun hat die allgemeinste infinitesimale Transformation: XcjXjf, welche die Mannig-faltigkeit:

	
(13)           Vx(x, • • • xn^ u • • • un) = 0 (=1n—9 invariant lässt, nothwendig die Form:


	
(14)                    X e,(u, -un) Xjf,



i

wo die Cj^- • • Un) Functionen der u sind. Wir brauchen daher blos die

Functionen ej(u) in allgemeinster Weise so zu bestimmen, dass das Gleich-ungensystem (13) in den Veränderlichen: 21---Xn die infinitesimale Transformation (14) gestattet.

Denken wir uns die Gleichungen (13) nach n — q von den x aufgelöst:

Nq+* 00,+k (x, " ' ‘ Xq, Mi ‘ " ’ U) (k = 1 ’ • • n 9)

und deuten wir die Substitution: xq++1 == 00,++1, «• • xn— OOn durch das Zeichen [ ] an, so erhalten wir augenscheinlich für die Functionen e;(u) die Gleichungen :

	
(15)    2 e(ui ' * ’ ur) [s, 4+] 2 [Sir] -ac  1 = 0



1i                   " )

(k == 1 ■ • ■ n — q),

die unabhängig von den Werthen von 21*-*Xq befriedigt werden müssen.

Haben wir aus diesen Gleichungen die ej(v) in allgemeinster Weise bestimmt, so kennen wir die allgemeinste infinitesimale Transformation XejXjf, welche die Mannigfaltigkeit (13) invariant lässt und daraus können wir sofort die Anzahl der unabhängigen infinitesimalen Transformationen SejXjf von dieser Beschaffenheit ableiten.

Zur Bestimmung der Zahl o gelangen wir folgendermassen:

Wir suchen zunächst die allgemeinste infinitesimale Transformation: X8j(u1---un)Xjf, welche die Mannigfaltigkeit (13) in eine unendlich benachbarte Mannigfaltigkeit der Schaar (11) überführt, anders ausgesprochen: wir suchen die allgemeinste infinitesimale Transformation:

r

2 e(ui • ' • ") Xf +2 Ug(ui -:un) au, i                                    i

welche das Gleichungensystem (13) in den n—h Veränderlichen: X1 • In, 11* • • Uh invariant lässt.

Behalten wir die oben gewählten Bezeichnungen bei, so werden die Functionen: sj(u) und a(u) offenbar durch die Gleichungen:.

r            /                      q                                                   0

(15') X %W fö, q+1] -X [Sr] -4* =>} ^u) “au#

(k == 1 • • - n — g)

definirt, denen sie unabhängig von den Werthen der Veränderlichen 21*:*Rq genügen müssen.

Wir denken uns aus diesen Gleichungen die £j(u) und die Oo(u) in allgemeinster Weise bestimmt und bilden den Ausdruck:

So„(um)*[. •                          1

Derselbe lässt sich offenbar aus einer ganz bestimmten Zahl, etwa aus h’A h Ausdrücken:

^a(ur ■ ‘ Uh) (=1 • • • ")

durch Multiplication mit Functionen der u und durch Addition ableiten. Die li Gleichungen:

	
2 "s (", ■ ■ ■ ^ii) i «  = 0 t- • ■ ■")



bilden nach der Natur der Sache ein h'- gliedriges vollständiges System mit h — li unabhängigen Lösungen:

	
	
•                         1 (U, • • • Uh) • • • Wh-h’^ • • • Uh)





und es ist klar, dass die Gleichungen:

	
11 = const., • • • Wh—h' = const. jene oo"—° Unterschaaren bestimmen, in welche, wie wir oben sahen, die Schaar (11) sich zerlegen lässt. Folglich ist: li — o — h — li und o — h'.



Nicht unerwähnt darf bleiben, dass die Entwickelungen des gegenwärtigen Kapitels sich noch verallgemeinern lassen.

Man kann z. B. anstatt von einer einzelnen Mannigfaltigkeit auch von einer discreten Anzahl von Mannigfaltigkeiten ausgehen oder noch allgemeiner: anstatt von einer einzelnen Schaar von Mannigfaltigkeiten von mehreren solchen Schaaren. Eine Anzahl von Mannigfaltigkeiten bezeichnen wir kurz als eine Figur.

§ 116.

Das Theorem 85, S. 483 enthält eine Methode zur Bestimmung transitiver Gruppen, die mit einer vorgelegten r-gliedrigen Gruppe isomorph sind; eine Methode zur Bestimmung aller derartigen Gruppen haben wir aber schon in Kap. 22, S. 434 ff. auseinandergesetzt. Wir werden jetzt zeigen, dass unsere neue Methode schliesslich im Grunde auf- die alte hinauskommt, und werden auf diese Weise dazu gelangen, ein früher gefundenes wichtiges Resultat in einer neuen, viel allgemeineren Form auszusprechen.

Es sei:

	
	
(16)              VA(x, • • • xn) = 0 ‘(=1-irgend eine Mannigfaltigkeit und:





xi = f(x, • • • xn, a,- • • ar) (i=1.n) irgend eine r-gliedrige von r unabhängigen infinitesimalen Transformationen erzeugte Gruppe. Durch Auflösung der Gleichungen: Xi=fi{x,d) nach den x möge sich ergeben:

Xi == Fi(x,’ • • • Xn, 41 • • • a^)   (i==1..n).

Endlich wollen wir noch voraussetzen, dass die Mannigfaltigkeit (16) gerade r — m unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe: Xi = fi (x, a) gestattet.

Führen wir auf die Mannigfaltigkeit (16) die allgemeine Transformation- a/‘==fi(x, a) unserer Gruppe aus, so erhalten wir nach Theorem 85, S. 483 eine bei der Gruppe invariante Schaar von oo™ Mannigfaltigkeiten. Die Gleichungen dieser Schaar werden:

	
	
(17)    V(F(x, a)-• Fn(x, a)) = W(x, • • • Xn, a,-. ar') = 0





(k = 1 • • • n — 9), enthalten also formell r willkürliche Parameter. Aber unter diesen r Parametern sind nur m wesentlich, es ist daher möglich, m solche unabhängige Functionen: a (a) - Cm(a) der a anzugeben, dass die Gleichungen (17) die Form:

	
(17)      M(x,‘--:an‘, ©,(a) • Om(a)) == 0  (=1 • • • n-q) annehmen. Hier können wir endlich: lt= cOi^fa), • • • lm — wm(a) an Stelle der a als neue Parameter einführen; in dem so entstehenden Gleichungensysteme:


	
(18)         ^(^/- • • Xn, l, • • • l^ = 0 (=1—2 sind dann die Parameter 71 • • • In wesentlich.



Eine neue Darstellung unserer invarianten Schaar finden wir, wenn wir auf das Gleichungensystem (18) irgend eine Transformation: x" — fi(x,b) unserer Gruppe ausführen. Nach Theorem 85, S. 483 erhält (18) dabei die Form:

	
(18)        Sx(x, • • • xn , l‘- l ) — 0 (=1-n 9),



wo die f ganz bestimmte Functionen der l und der b sind:

	
(19)              lu —: %u (,--:lm, bi- b,) (u — i • • • m) •



Dieselbe Darstellung unserer Schaar müssen wir erhalten, wenn wir auf die Mannigfaltigkeit (16) gleich die Transformation:

x," = f(f (x, a) • • • fn(x, a), bt - ■ -br) = fi^ • • • xn, al • • • al) ausführen, in welcher die a ganz bestimmte Functionen der a und der b sind:

	
(20)               al = (pk^i • • • a,, b, • • • b,) (I=1 -r).



Thun wir das, so bekommen wir die Gleichungen unsrer Schaar zunächst in der Form:

V(F(x", a) - Fn{x", a)) = W(x,"- • • xl', al • • al) = 0

(k — 1 • • • n — Q), welche wir offenbar auch schreiben können:

^k(xl'- • • xl', C, (a) • • • com{a )) = 0 (*=1:7—9).

Da aber diese Gleichungen mit den Gleichungen (18') übereinstimmen müssen, so ergiebt sich, dass die Parameter V mit den a durch die Relationen;

lu‘ = Cu(a,’- • • a,’) (u = 1 • • • m) verknüpft sind.

Wir haben somit, wegen der Gleichungen (19):

C, (a ) = Xu (^i -lm, bi ■ ■ * b,) (u = 1 • • • m) oder:

	
(21)     ©u(a) == Xu(o,(a) - @m(a), b : b,)   (a=1m).



Machen wir hierin die Substitution: a^ — cpx(a,l)), • • • ar' — (pr(a,b), so müssen wir lauter Identitäten erhalten, denn die Parameter 01 **• ar, b^’-ir sind vollkommen willkürlich und daher nicht durch Relationen verknüpft.

Erinnern wir uns jetzt, dass die Gleichungen (20) eine einfach transitive, mit der Gruppe: Xt — fi{x,a) gleichzusammengesetzte Gruppe in den Veränderlichen ax • • • ar darstellen, nämlich die zugehörige Parametergruppe (Kap. 21, S. 404), und dass die Gleichungen (19) eine transitive, mit der Gruppe: x[= f{x, a) isomorphe Gruppe darstellen. Dann erkennen wir sofort Folgendes:

Die Gleichungen:

	
(22)         Q1(a1 • ■ ■ ar) — const., • • • am(ax ■ ■ • ar) = const.



stellen eine bei der Gruppe (20) invariante Zerlegung des r-fach ausgedehnten Raumes ax • • • ar dar und zwar eine Zerlegung in oom (r—m)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten. Die Gruppe:

	
(19)                lu 1— X/li (li -lm, bi- ■ * b,) (u = i ■ m)



aber giebt an, in welcher Weise die oom Mannigfaltigkeiten (22) von den Transformationen der einfach transitiven Gruppe (20) unter einander vertauscht werden.

Wir sehen also, dass die Gruppe (19) aus der einfach transitiven Gruppe: af = Qr(a, b) nach den Regeln des vorigen Kapitels (S. 435 ff.) hergeleitet werden kann.

Diesen Umstand können wir benutzen, um zu entscheiden, unter welchen Bedingungen wir zwei mit einander ähnliche Gruppen (19) erhalten, wenn wir von zwei verschiedenen Mannigfaltigkeiten (16) ausgehen. Durch einfache Ueberlegungen erkennen wir, dass der folgende Satz gilt, von welchem das Theorem 80 in Kap. 22, S. 445 im Grunde nur ein specieller Fall ist:

Theorem 86. Ist in dem Raume xx-• • xn eine r-gliedrige Gruppe: Xxf'--Xrfvorgelegt und ausserdem zwei Mannigfaltigkeiten M und M', und führt man auf jede dieser beiden Mannigfaltigkeiten alle co" Transformationen der Gruppe: Xxf • • • Xrf aus, so werden die einzelnen Mannigfaltigkeiten der beiden invarianten Schaaren, welche man auf diese Weise erhält, durch ^wei transitive, mit der G-r^^ppe: Xif • -Xrf isomorphe Gruppen transformirt, welche dann aber auch nur dann mit einander ähnlich sind, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfüllt sind:

Erstens müssen die beiden Mannigfaltigkeiten M und M' gleichviele unabhängige infinitesimale Transformationen von der Form: e, Xf — • • • — erXrf gestatten und

zweitens muss es möglich sein, die Gruppe: Xf • • • Xrf derart holoedrisch isomorph auf sich selbst zu beziehen, dass jeder infinitesimalen Transformation, welche die eine Mannigfaltigkeit festhält, eine infinitesimale Transformation entspricht, welche die andere invariant lässt.

Es versteht sich von selbst, dass dieses Theorem auch noch gültig bleibt, wenn man die beiden Mannigfaltigkeiten durch zwei Figuren ersetzt.

§ 117.

Besonders erwähnenswerth ist der Fall, dass man eine Mannigfaltigkeit oder Figur hat, welche gar keine infinitesimale Transformation der Gr: Xif • • • X,f gestattet. Die zur Gr isomorphe Gruppe (19) hat dann die Form:

lk = %k(li • • • h, a, ' • ar) (k=l---r), sie ist einfach transitiv und daher holoedrisch isomorph mit der Gr. 2)

Wir haben also hier eine allgemeine Methode, um einfach transitive Gruppen aufzustellen, die mit einer vorgelegten r-gliedrigen gleichzusammengesetzt sind.

Die im vorhergehenden Kapitel, Satz 1, Seite 431 angewendete Methode ist nur ein besonderer Fall der jetzigen allgemeinen. Damals nämlich — so können wir es jetzt ausdrücken — benutzten wir als Figur den Inbegriff von r verschiedenen Punkten des Bn.

Wenn über die Lage dieser Punkte keine besonderen Voraussetzungen gemacht werden, so kann die aus ihnen bestehende Figur keine von den infinitesimalen Transformationen der Gruppe X^f zulassen. Denn die Gruppe Xf lässt sicher keinen Punkt von allgemeiner Lage invariant, es kann daher in ihr höchstens r — 1 unabhängige infinitesimale Transformationen geben, welche einen solchen Punkt festhalten; aus diesen etwaigen r — 1 können sich wieder höchstens r — 2 unabhängige infinitesimale Transformationen linear ableiten lassen, für welche noch ein zweiter Punkt von allgemeiner Lage stehen bleibt u. s. f.; man erkennt so schliesslich, dass es in der Gruppe keine infinitesimale Transformation giebt, bei welcher gleichzeitig r Punkte von allgemeiner Lage invariant bleiben.

Nehmen wir daher eine Figur, die aus r solchen Punkten besteht, und führen wir auf dieselbe die oo" Transformationen der Gruppe: Xf • • • Xrf aus, so nimmt die Figur oo" verschiedene Lagen an, deren Inbegriff bei der Gruppe invariant bleibt. Diese oo" Lagen werden durch eine einfach transitive Gruppe transformirt.

Stellen wir diese einfach transitive Gruppe wirklich auf, so erhalten wir genau dieselbe Gruppe, wie durch die Methode des vorigen Kapitels.

§ 118.

Es erscheint wünschenswerth, die allgemeinen Entwickelungen der §§ 114 u. 116 auch an einem besonderen Beispiele zu erläutern. Wir beschränken uns jedoch hierbei auf Andeutungen und überlassen dem Leser die wirkliche Ausführung der betreffenden einfachen Rechnungen.

Die allgemeinste projective Gruppe der Ebene, welche den nicht ausgearteten Kegelschnitt: a2 — 2y — 0 invariant lässt, ist dreigliedrig und enthält die folgenden drei unabhängigen infinitesimalen Transformationen :

*f = as “ay‘ Xaf - “ax 29 dy ’ _ y)?f + ay 3f •

Man sieht sofort, dass diese Gruppe — G3 wollen wir sie kurz nennen — transitiv ist und dass ihre Zusammensetzung durch die Relationen:

(X,X,) = X,f, (X^^XJ, (X,X,) = Xf bestimmt ist. Hieraus folgt bei Berücksichtigung von Kap. 15, Satz 8, S. 263, dass die G keine zweigliedrige invariante Untergruppe enthält; dass sie auch keine eingliedrige invariante Untergruppe enthält, davon überzeugt man sich ohne Schwierigkeit. Mithin ist die G, einfach (Kap. 15, S. 264).

Jede Tangente des festen Kegelschnitts x* — 2^ — 0 gestattet gerade zwei unabhängige infinitesimale Transformationen der Gruppe; es lässt sich überdies zeigen, dass die Tangenten die einzigen Curven der Ebene sind, welche diese Eigenschaft haben. Ebenso sind solche Kegelschnitte, welche den festen Kegelschnitt in zwei Punkten berühren, die einzigen Curven, welche eine und nur eine infinitesimale Transformation der G3 gestatten; als ein zweimal berührender Kegelschnitt muss da allerdings auch jede Gerade der Ebene aufgefasst werden, welche den Kegelschnitt in zwei getrennten Punkten schneidet. Endlich ist klar, dass jeder nicht auf dem Kegelschnitt gelegene Punkt eine und nur eine infinitesimale Transformation der Gruppe gestattet.

Wählt man nun als Mannigfaltigkeit M irgend eine andere Curve, also eine, welche gar keine infinitesimale Transformation der G3 gestattet, so nimmt dieselbe bei der Gruppe oo3 verschiedene Lagen an und der Inbegriff dieser Lagen wird offenbar durch eine dreigliedrige Gruppe transformirt. Man findet somit eine einfach transitive, mit der ursprünglichen G3 gleichzusammengesetzte Gruppe des R3. Alle Gruppen, welche man auf diese Weise erhält, sind mit einander ähnlich; eine unter ihnen ist z. B. die dreigliedrige Gruppe aller projectiven Transformationen des R3, welche eine gewundene Curve dritter Ordnung invariant lassen.

Führt man als Mannigfaltigkeit M einen in zwei getrennten Punkten berührenden (irreducibeln oder zerfallenden) Kegelschnitt ein, so erhält man eine mit der G3 holoedrisch isomorphe Gruppe in einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit; alle in dieser Weise erhaltenen Gruppen sind mit einander ähnlich. Benutzt man dagegen einen vierpunktig berührenden Kegelschnitt als Mannigfaltigkeit M, so erhält man einen ganz anderen Typus von dreigliedrigen Gruppen einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit.

Führt man endlich als Mannigfaltigkeit M eine Tangente des festen Kegelschnitts ein, so erhält man in einer einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit eine dreigliedrige Gruppe, welche mit der allgemeinen projektiven Gruppe der geraden Linie ähnlich ist.

§ 119-

Es sei eine lineare homogene Gruppe

Xif -- X diur ^/.l 8.    0=1:r)

des Rn vorgelegt. Dieselbe lässt die Schaar der oon ebenen Mn—1:

uq,++ u„On + 1 = 0

des Rn invariant. Wir wollen die entsprechende Gruppe in den Parametern M, • • • un aufstellen.

Die infinitesimalen Transformationen

Uf -- X ^kv (u, ' ' ’ u„) 8 1

1

der gesuchten Gruppe sind nach § 111 so zu bestimmen, dass die

Gleichung X u,x, — 1 = 0 die infinitesimale Transformation Xif — U^f

gestattet. Es müssen also die rAusdrücke:

[image: ]



vermöge X u,x, — 1 = 0 verschwinden. Dies ist nur möglich, wenn sie identisch verschwinden, das heisst, wenn "kv = — Zu Akvu"u ist.

Wir "finden somit:

1:7 2f

Uf — X Ciu "u 8u ' uv

Also ist die Gruppe U^f ebenfalls linear und homogen; dass sie mit der Gruppe X^f isomorph ist, wissen wir von vornherein.

Wir bezeichnen die Gruppe: Uf • • • Urf als die zur Gruppe: Xrf • • • Xrf dualistische Gruppe.

Um eiu Beispiel zu geben, wollen wir zu der adjungirten Gruppe einer r-gliedrigen Gruppe: Yrf • • • Yrf von der Zusammensetzung: (Y,Y) =2] cik,Y,f

1

die dualistische Gruppe aufsuchen.

Die adjungirte Gruppe lautet (vgl. S. 275):

157 af / ClksCi 2 e ( — 1 ' 7),

i s

also ihre dualistische3):

('kis &s 2,    (3 — 1:7),

is

wobei die Relation: c^s === — Ckis benutzt ist.

Aehnliche Betrachtungen lassen sich nun überhaupt für alle pro-jectiven Gruppen des Rn anstellen, da dieselben alle die Schaar der oon ebenen, (n — l)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten des Rn invariant lassen. Wir wollen jedoch hier nicht darauf eingehen, verweisen vielmehr auf den nächsten Abschnitt, in welchem der Begriff der Dualität unter einem allgemeineren Gesichtspunkte betrachtet wird, nämlich als ein besonderer Fall des allgemeinen Begriffes: Berührungstransformation.

§ 120.

Endlich wollen wir noch ein wichtiges Beispiel allgemeinerer Natur betrachten.

Wir nehmen an, dass wir alle q-gliedrigen Untergruppen der Grr: Xif: • • Xrf kennen. Dann handelt es sich noch darum, zu entscheiden, was für verschiedene Typen von solchen q-gliedrigen Untergruppen es giebt.

Den Begriff „Typen von Untergruppen“ haben wir schon in Kap. 16, S. 281 erklärt; wir rechnen danach zwei g-gliedrige Untergruppen zu demselben Typus, wenn sie innerhalb der Gr gleichberechtigt sind; von allen Untergruppen, welche demselben Typus angehören, brauchen wir daher nur eine anzugeben, die übrigen sind durch diese eine vollkommen bestimmt.

Wir wissen, dass jede Untergruppe der Gruppe: Xrf• • • Xrf durch eine Reihe von linearen homogenen Relationen zwischen den Parametern: e, • • • er der allgemeinen infinitesimalen Transformation: eXf—----\-erXrf dieser Gruppe dargestellt wird (Kap. 12, S. 211). Wir wissen ferner, dass zwei Untergruppen stets dann aber auch nur dann innerhalb der Gruppe: Xf.-.X,f gleichberechtigt sind, wenn das Gleichungensystem zwischen den e, welches die eine Untergruppe darstellt, durch eine Transformation der adjungirten Gruppe in das Gleichungensystem übergeführt werden kann, welches die andere Untergruppe dar stellt (Kap. 16, S. 280).

Nun kennen wir nach unsrer Voraussetzung alle q-gliedrigen Untergruppen der Gr, wir kennen also alle Systeme von r — q unabhängigen linearen homogenen Gleichungen zwischen den e:
[image: ]
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welche q - gliedrige Untergruppen darstellen.

Wir wollen der Einfachheit wegen unter allen diesen Gleichungensystemen diejenigen herausheben, welche sich nach e^ • • ■ er auflösen lassen, welche somit auf die Form gebracht werden können:

	
(23)                e+i = 94+1,1 G + ■ ■ ■ + 97+k,9 G



(k === 1 • . ■ 2--q);

die übrigen, welche nicht auf diese Form gebracht werden können, lassen wir bei Seite, dieselben wären natürlich gerade so zu behandeln wie diejenigen von der Form (23).

Alle Werthsysteme gq^j, welche in (23) eingesetzt q- gliedrige Untergruppen liefern, werden durch gewisse Gleichungen zwischen den 9q+k,j definirt; im Allgemeinen wird es jedoch nicht möglich sein, alle diese Werthsysteme durch ein einziges Gleichungensystem zwischen den g darzustellen, es wird vielmehr eine discrete Anzahl von solchen Gleichungensystemen erforderlich sein, will man alle q-gliedrigen Untergruppen haben, welche in der Form (23) enthalten sind. Zwei verschiedene Gleichungensysteme dieser Art liefern dann natürlich auch lauter verschiedene Typen von q-gliedrigen Untergruppen.

Wir beschränken uns auf irgend eines der betreffenden Gleichungensysteme, etwa auf das folgende:

	
(24)           2(9,+1,1, 91+1,2 • -g^ = 0 (u=1, 2-)



und wollen nun sehen, was dasselbe für Typen von q-gliedrigen Untergruppen bestimmt. Die Gleichungen (23) stellen, wenn die gq^j ganz beliebig sind, die Schaar aller ebenen q-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten des Raumes e, • • • e, dar, welche durch den Punkt: e, — 0, • • • er === 0 gehen. Diese Schaar von Mannigfaltigkeiten bleibt selbstverständlich bei der adjungirten Gruppe:

r

	
(25)                   ex —Qjcj (a, *'' ar) e; 0 - 1: • r)



i

der Gruppe: Xif • • • Xrf invariant. Führen wir daher auf das Gleichungensystem (23) die Transformation (25) aus, so erhalten wir in’ den e ein Gleichungensystern von entsprechender Form:

e+=2 9+,je (=1-7),

1

wo die g' lineare homogene Funktionen der g sind mit Coefficienten, welche von den a abhängen:

	
(26)               gq-^-^j —2 Exjuv (a, • ■ a,) 99+u,”



i i

(k = 1 . . . 2--q , j = 1 ■ . q).

Nach S. 469 f. bestimmen die Gleichungen (26) eine Gruppe in den Veränderlichen g. Bei dieser Gruppe bleibt das Gleichungensystem (24) invariant; denn jedes Werthsystem gq^j, welches eine Untergruppe liefert, geht natürlich in ein Werthsystem g^j über, welches eine Untergruppe bestimmt; da aber die Gruppe (26) con-tinuirlich ist, so lässt sie alle discreten Gebiete von derartigen Werth-Systemen 92+x,3 einzeln invariant, also insbesondere auch das Gleichungensystem:

	
	
(24)                 Lu (92+1, 1 • ■ grq^) --1 0 (u =1,2- •).





Es fragt sich nun, wie die Werthsysteme von (24) bei der Gruppe (26) transformirt werden, ob jedes Werthsystem in jedes andere übergeführt werden kann oder nicht.

Diese Frage bekommt einen anschaulicheren Sinn, wenn wir uns die 9,+k, j als Punktcoordinaten in einem Raume von q (r — q) Dimensionen denken. Dann stellen nämlich die Gleichungen (24) in diesem Raume eine gewisse Mannigfaltigkeit dar, welche bei der Gruppe (26) invariant bleibt. Jeder Punkt der Mannigfaltigkeit gehört einem gewissen kleinsten invarianten Theilgebiete der Mannigfaltigkeit an und die Punkte jedes solchen Theilgebietes stellen lauter gleichberechtigte q-gliedrige Untergruppen der G, dar und zwar die sämmtlichen q-gliedrigen Untergruppen der Grr, welche einunddemselben Typus angehören.

Uebrigens muss darauf aufmerksam gemacht werden, dass zu einem solchen kleinsten invarianten Theilgebiete nur diejenigen Punkte g,+k,j desselben zu rechnen sind, welche ihrerseits in keinem kleineren invarianten Theilgebiete enthalten sind; denn nur wenn man das Theilgebiet in dieser Weise abgränzt, kann jeder Punkt desselben durch eine nicht ausgeartete Transformation der Gruppe (26) in jeden anderen übergeführt werden.

Will man daher alle Typen von q-gliedrigen Untergruppen bestimmen, welche in dem Gleichungensysteme (24) enthalten sind, so hat man nur alle kleinsten invarianten Theilgebiete der Mannigfaltigkeit Su = 0 aufzusuchen. Jedes solche Theilgebiet bestimmt alle Untergruppen, die demselben Typus angehören, und irgend ein Punkt des Theilgebietes liefert eine Gruppe, die als Repräsentant des betreffenden Typus gewählt werden kann.

Um die besprochenen invarianten Theilgebiete bestimmen zu können, braucht man übrigens keineswegs die endlichen Gleichungen (25) der adjungirten Gruppe als bekannt vorauszusetzen; es genügt, wenn man die infinitesimalen Transformationen dieser Gruppe hat, dann kann man ja sofort die infinitesimalen Transformationen der Gruppe (26) angeben und bestimmt darauf nach den Regeln des Kapitels 14 die gewünschten invarianten Theilgebiete; im vorliegenden Fall verlangt diese Bestimmung nur ausführbare Operationen.

Man beachte, dass die vorstehenden Entwickelungen auch dann noch anwendbar bleiben, wenn man nicht eine r-gliedrige Gruppe kennt, sondern nur eine mögliche Zusammensetzung einer solchen, also ein System von Ciks, welches die bekannten Relationen:

^iks -F ^kis   0

	
	
	
> { ^ikv Cris + ^kjv ^vis | - c jiv Gks }     0







1

	
q, k, j, s — 1 ■ ■ ■ r)



erfüllt.

Ist die Grr: Xf • • • X,f in einer grösseren Gruppe G invariant, so handelt es sich häufig darum, oh zwei Untergruppen der G, in dieser grösseren Gruppe G gleichberechtigt sind oder nicht. Man kann in diesem Falle auch den Begriff „Typen von Untergruppen der Gr“ anders definiren, indem man zwei Untergruppen der Gr erst dann zu verschiedenen Typen rechnet, wenn sie auch in der G nicht mit einander gleichberechtigt sind.

Will man in diesem Sinne alle Typen von Untergruppen der Gr bestimmen, so hat. das keine besondere Schwierigkeit. Die betreffende Aufgabe ist ja offenbar ein Theil der allgemeineren Aufgabe: alle Typen von Untergruppen der G zu bestimmen, das Wort „Typus" in dem Sinne von Kap. 16, S. 281 genommen.

Besonders wichtig ist diese Untersuchung, wenn die Gruppe G überhaupt die grösste Gruppe des En ist, in welcher die Gr: Xf ••• Xrf invariant ist.

Kapitel 24.

Systatische und asystatische Transformationsgruppen.

In dem s-fach ausgedehnten Raume 21 • ■ • xs sei eine r-gliedrige Gruppe:

s

Xf — 2 5er (n ' ' ' ") öl, " -1 ■ "

oder kurz Gr vorgelegt. Von den r infinitesimalen Transformationen Xif • • ■ Xrf seien gerade n etwa: Xf ■ • • Xnf durch keine lineare Relation verknüpft, während dagegen Xn+if. • • Xrf sich folgendermassen ausdrücken lassen:


(1)



[image: ]

■■X^‘Xvf (=1 • • • r-n).




Ist nun x,°-. xsQ ein Determinanten der Matrix:


Punkt, für welchen nicht alle n - reihigen



In (a) • ' Sis(x)


(2)



Eni (x) ' ' |»s (x)

verschwinden, so giebt es nach Kap. 11, S. 203 in der Gr gerade r — n unabhängige infinitesimale Transformationen, deren Reihenentwickelungen nach den Xi — xP keine Glieder nullter, sondern nur Glieder erster oder höherer Ordnung enthalten; der Punkt X, * * * x.

Theorie der Transformationsgruppen. gestattet mithin gerade r—n unabhängige infinitesimale Transformationen der Gr, welche eine (r — n)-gliedrige Untergruppe Gr—n der Gr erzeugen (vgl. Kap. 12, Satz 2, S. 205). Die infinitesimalen Transformationen dieser Gr^n lassen sich nach S. 203 aus den r — n unabhängigen:


32



n

X+f — > P, (x,° • • • x,°) • X,f (=1 —)

1

linear ableiten.

Wir wollen im Folgenden einen Punkt x,° - x,°, für welchen nicht alle M-reihigen Determinanten der Matrix (2) verschwinden, auch wohl kurz als einen Punkt von allgemeiner Lage bezeichnen.

§ 121.

Zu jedem Punkte X,° • • • x,° von allgemeiner Lage gehört nach dem Vorhergehenden eine ganz bestimmte (r—n) - gliedrige Untergruppe der Gr, nämlich die allgemeinste Untergruppe der Gr, bei welcher er invariant bleibt.

Lassen wir den Punkt x^ seine Lage ändern, so bekommen wir eine neue (r — n)-gliedrige Untergruppe der Gr und da es o% verschiedene Punkte giebt, so bekommen wir im Ganzen 008 derartige Untergruppen; jedoch ist nicht gesagt, dass wir 008 verschiedene Untergruppen erhalten.

Ist z. B. r = n, so fallen die besprochenen 008 Untergruppen alle zusammen, sie reduciren sich nämlich sämmtlich auf die identische Transformation, da die Gr gar keine infinitesimale Transformation enthält, welche einen Punkt x° von allgemeiner Lage in Ruhe lässt.

Aber auch abgesehen von diesem speciellen Falle kann es vorkommen, dass zu den oo8 Punkten des Raumes 21 ■ • • xs nur o8-1 oder noch weniger verschiedene Gruppen der eben besprochenen Art gehören; das wird offenbar immer dann geschehen, wenn es jedesmal eine continuirliche Schaar von einzelnen Punkten giebt, welche gleichzeitig bei derselben (r— n)-gliedrigen Untergruppe der Gr ihre Lage behalten.

Wir wollen jetzt die analytischen Bedingungen aufsuchen, unter denen eine solche Erscheinung eintritt. Zunächst stellen wir uns daher die Frage: wann bleiben zwei Punkte von allgemeiner Lage bei derselben (r — n)-gliedrigen Untergruppe der Gr invariant?

Die Beantwortung dieser Frage hat grosse Aehnlichkeit mit den Betrachtungen in Kap. 19, S. 357 f.

Der eine Punkt sei x°-. x,°, die zugehörige (r—n)-gliedrige Untergruppe der Gr heisse Gr-n', dann lautet die allgemeine infinitesimale Transformation der Gr—n'
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unter den 8 willkürliche Parameter verstanden.

Der andere Punkt sei: X, • • - ,, die allgemeine infinitesimale Transformation der zu ihm gehörigen Untergruppe: G-r—n ist alsdann:

r—n    / n \

2 6, ( X»+ f 2 ^Pjv X, f j •

Jetzt sollen beide Punkte bei derselben (r — n) - gliedrigen Untergruppe invariant bleiben, G,—A und G,—n sollen also zusammenfallen-, dazu ist nothwendig und hinreichend, dass alle infinitesimalen Transformationen der einen auch der andern angehören und umgekehrt, analytisch ausgedrückt: die Gleichung

muss bei beliebig gewählten & stets durch geeignete Werthe der 8 identisch befriedigt werden können und bei beliebig gewählten 8 stets durch geeignete Werthe der e.

Die letzte Gleichung lässt sich schreiben:

[image: ]
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sie kann mithin wegen der Unabhängigkeit der infinitesimalen Transformationen Xif • • • Xrf nicht anders bestehen, als wenn 8; = sj ist; da ausserdem die £j vollkommen willkürlich sind, so ergiebt sich:

Qjv (x,° ‘ ' ’ a,°) == 9jv(2, •x)   (j=1- r— n; *= 1 • • • n).

Die beiden (r — n)- gliedrigen Untergruppen der Gr, welche zu zwei verschiedenen Punkten von allgemeiner Lage gehören, sind demnach dann und nur dann mit einander identisch, wenn jede der n (r—n) Functionen 9jv für den einen Punkt denselben Zahlenwerth annimmt wie für den andern.

Wünschen wir daher alle Punkte von allgemeiner Lage zu kennen, welche gleichzeitig mit dem Punkte X1 - . x, bei der Gruppe Gr—n ihre Lage behalten, so haben wir nur alle Werthsysteme x zu bestimmen, welche die Gleichungen:


(3)



9j v (x, * * * ^^)      9}»    (j —’ 1-n 9 ; v   1 * * * 9) befriedigen; jedes solche Werthsystem liefert einen Punkt von der verlangten Beschaffenheit.

Hier sind zwei Fälle zu unterscheiden.

Erstens kann die Zahl der von einander unabhängigen unter den n {r—n) Functionen Qrv (x) gerade gleich s sein. In diesem Falle lässt die {r—n)-gliedrige Untergruppe Gr—n, welche den Punkt: X, - x, festhält, höchstens noch eine discrete Anzahl von Punkten allgemeiner Lage stehen.

Zweitens kann die Zahl der unabhängigen unter den @kv (x) kleiner sein als s. In diesem Falle giebt es eine continuirliche Mannigfaltigkeit von Punkten allgemeiner Lage, welche alle bei der Gruppe Gr-n invariant bleiben; zu jedem Punkte der betreffenden Mannigfaltigkeit gehört dann dieselbe (r—n) - gliedrige Untergruppe der Gr wie zu dem Punkte: X,° • • • x,°. Dabei liegt der Punkt x,° ■ • • x,° offenbar innerhalb der Mannigfaltigkeit, das heisst, es giebt in der Mannigfaltig-keit auch solche Punkte, die dem Punkte: X, • . x, unendlich benachbart sind.

Nehmen wir an, dass der zweite Fall eintritt, dass sich also unter den n (r—n) Functionen (pkv (x) blos s—9 < s von einander unabhängige befinden, welche 91(x) • • • 9,—o(x) heissen mögen.

Unter dieser Voraussetzung lassen sich alle Qrv(x) durch Q1(x) •• • (ps^(x) allein ausdrücken und die Gleichungen (3) können durch die s — 0 von einander unabhängigen Gleichungen:

(3') 91 (x, • • • x,) = 9i(x,° • ’ • x,°), • • • q,—(x, •«) = q,—e(x,° • • -x,°) ersetzt werden. Wir sehen mithin, dass jeder allgemein gelegene Punkt: Xy ■ • • x,° des Raumes einer ganz bestimmten o - fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit (3') angehört, welche von dem Inbegriff aller Punkte gebildet wird, zu denen dieselbe (r—n) - gliedrige Untergruppe der Gruppe: Xrf • ■ ■ Xrf gehört, wie zum Punkte: x^ ■ ■ • x^.

Es ist möglich, dass die Gleichungen:

9jv(x, ' ■ ■ x,) == Qjv(x,° ■ ' ' x,°)     (j=1* 7—n; V = 1 • ■ • n)

für jedes Werthsystem x,° • • • xs° eine Mannigfaltigkeit darstellen, welche in eine discrete Anzahl endlich verschiedener Mannigfaltigkeiten zerfällt.

Ein Beispiel bietet die dreigliedrige Gruppe:

	
	
4                            cosa, Ox,’ 8 2 öx.





Hier ist:

X^f= sin x, • Xaf,

während Xrf und X2f durch keine lineare Relation verknüpft sind. Hält man daher den Punkt x,°, x,° fest, so bleiben auch alle Punkte fest, deren Coordinaten 21, x% der Gleichung:

sin X, = sin x,°

genügen; das heisst, zugleich mit dem Punkte 21°, E2° behält jeder Punkt seine Lage, der auf einer der unendlich vielen zur X1 - Axe parallelen Geraden:

	
x, = x2° — 2kz



liegt, unter k eine beliebige, positive oder negative ganze Zahl verstanden.

Da die Gruppe: Xif ••• Xrf unter der oben gemachten Voraussetzung jedem Punkte: x^ - x,° eine durch ihn hindurchgehende p-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit zuordnet, so zerlegt sie offenbar den • ganzen Raum xr • • - xs in eine Schaar von o 8—9 o-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten:

	
	
(4)         91(x, • ) == const., • • • 9,—Q(x1 • • -Xs) = const.





und zwar derart, dass alle Transformationen der Gruppe, welche einen beliebig gewählten Punkt von allgemeiner Lage festhalten, zugleich alle Punkte der durch diesen Punkt gehenden Mannigfaltigkeit (4) in Ruhe lassen.

Allerdings ist hierbei zu bemerken, dass von einer wirklichen Zerlegung nur dann die Rede sein kann, wenn die Zahl 9 kleiner ist als S; ist 9 = s, so findet keine wirkliche Zerlegung des Raumes statt, dann lässt nämlich jede Transformation unserer Gruppe, welche einen Punkt von allgemeiner Lage festhält, überhaupt alle Punkte des Raumes invariant; mit andern Worten: die identische Transformation • ist die einzige Transformation der Gruppe, welche einen Punkt von allgemeiner Lage in Ruhe lässt.

Die vorstehenden Betrachtungen geben Anlass zu einer neuen wichtigen Eintheilung aller r-gliedrigen Gruppen Xif • • • Xrf des Raumes X1 • • • xs und zwar zu einer Eintheilung in zwei verschiedene Classen.

Ist eine Gruppe des Haumes 21 • • • xs so 'beschaffen, dass alle ihre Transformationen, welche einen Punkt von allgemeiner Lage invariant lassen, gleichzeitig alle Punkte einer continuirlichen, durch diesen Punkt gehenden Mannigfaltigkeit festhalten, so rechnen wir die Gruppe der einen Glasse zu und nennen sie systatisch. Alle übrigen Gruppen aber, also die, welche nicht systatisch sind, rechnen wir zur andern Classe und nennen sie asystatisch.4)

Mit Benutzung dieser Bezeichnungsweise können wir die erhaltenen Ergebnisse folgendermassen aussprechen:

Theorem 87. Sind die unabhängigen infinitesimalen Transformationen Xf • ■ • Xrf einer r-gliedrigen Gruppe in s Veränderlichen 21--.X, durch r — n lineare Relationen von der Form:

n

X+ f -- > Qi»(x, ' " a,) ‘ ^Xyf (= 1 ’ ‘ r n) verknüpft, während zwischen X^f ■ • • Xnf allein keine derartige Relation besteht, so ist die Gruppe systatisch, wenn es unter den n(r — n) Functionen Qrv(x *--x,) weniger als s von einander unabhängige giebt; giebt es dagegen unter den Functionen Qxv(x,-. x,) gerade s von einander unabhängige, so ist die Gruppe asystatisch.

§ 122.

Alle Voraussetzungen, welche wir in der Einleitung des Kapitels über die r-gliedrige Gruppe: Xf. • • Xrf des Raumes X, • • • Xs gemacht haben, wollen wir beibehalten, nur wollen wir jetzt noch die Voraussetzung hinzufügen, dass die Gruppe systatisch sein soll. Wir nehmen also an, dass unter den n (r — n) Functionen @rv(x, • • ■ xs) blos 0<s — 9 <s von einander unabhängige vorhanden sind, welche wie oben 9, (x) • • • 9,—o(x) heissen mögen.

Betrachten wir zunächst den Fall, dass die Zahl s — 9 den Werth Null besitzt.

Verschwindet die Zahl s — 9, so ist offenbar n gleich r, das heisst die r unabhängigen infinitesimalen Transformationen: Xrf • - • Xrf sind durch keine lineare Relation von der Form:

%i (x, • • • xf) • Xf H------ %- (x,** ^f • X,f = 0.

verknüpft. Hieraus ergiebt sich, dass die Zahl r jedenfalls nicht grösser ist als die Zahl s der Veränderlichen x, dass also die Gruppe: X^f-- • Xrf entweder intransitiv oder höchstens einfach transitiv ist. Beide Male ist daher die Gruppe: Xxf • ■ • Xrf imprimitiv (vgl. Kap. 13, S. 221 und Kap. 20, Satz 6, S. 383).

Wir sehen also, dass die systatische Gruppe: Xf.-- Xrf stets imprimitiv ist, wenn die ganze Zahl s — 9 den Werth Null hat.

Wenden wir uns jetzt zu dem Falle s — 0 > 0.

In diesem Falle liefern die Gleichungen:

	
	
(4)         91 (x, • • • xf) = const., • • • g)^^ • • • xf = const.





eine wirkliche Zerlegung des Raumes X, • • ■ xs in oo8—9 o-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten und zwar, wie wir oben gesehen haben, eine Zerlegung, welche durch die Gruppe: Xif • • • Xrf vollständig bestimmt ist und zu dieser Gruppe in einer ganz eigenthümlichen Beziehung steht. Es liegt sehr nahe, zu vermuthen, dass diese Zerlegung bei der Gruppe: Xf- • • Xrf invariant bleibt; daraus würde dann folgen, dass die systatische Gruppe: Xxf- • • Xrf auch im Falle s—0>0 imprimitiv ist (Kap. 13, S. 220).

Man kann sehr leicht einsehen, dass die eben ausgesprochene Vermuthung der Wahrheit entspricht. In der That, nach Kap. 19, S. 343 f. lassen sich die r(s — 0) Ausdrücke: X)91 • • • X)9,—0 als Functionen von 91- • • 9,—0 allein darstellen:

X,9,== T(9,**: 9,—) (*=1:r;j=1*3-()-

Hierin liegt (vgl. Kap. 8, S. 139 u. 143), dass die Zerlegung (4) die r infinitesimalen Transformationen X^f und somit überhaupt die ganze Gruppe: Xxf--' Xrf gestattet.

Die eben durchgeführten Entwickelungen beweisen, dass eine systatische Gruppe des Raumes 21 • • • xs stets imprimitiv ist. Wir haben somit das

Theorem 88. Jede systatische Gruppe ist imprimitiv.

Es ist nicht überflüssig, auch durch begriffliche Ueberlegungen nachzuweisen, dass im Falle s — 0 > 0 die Zerlegung (4) bei der systatischen Gruppe: Xtf- • • Xrf invariant bleibt.

Wir bezeichnen mit M irgend eine der oo8-9 o-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten (4), P sei allgemeines Symbol eines Punktes der Mannigfaltigkeit M, das allgemeine Symbol der co’—n Transformationen unserer Gruppe, welche sämmtliclie Punkte von M stehen lassen, sei S, endlich verstehen wir unter T eine beliebige Transformation unserer Gruppe.

Führen wir die Transformation T auf M aus, so erhalten wir eine gewisse o-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit M‘, deren co% Punkte P' durch die Gleichung:

(P) = (P)T

definirt sind. Da nun jeder Punkt P bei allen co’—n Transformationen S unserer Gruppe invariant bleibt, so ist klar, dass jeder Punkt P' bei den oo’n Transformationen T^ST, die ebenfalls unserer Gruppe angehören, seine Lage behält. Hieraus geht hervor, dass auch M' zu den o8—9 Mannigfaltigkeiten (4) gehört; also ist bewiesen, dass die oo8° Mannigfaltigkeiten (4) von jeder Transformation der Gruppe: X1f • • • Xrf unter einander vertauscht werden, dass die Zerlegung (4) wirklich bei unserer Gruppe invariant bleibt.

Da nach Theorem 88 jede systatische Gruppe imprimitiv ist, muss umgekehrt jede primitive Gruppe asystatisch sein. Es giebt aber auch imprimitive Gruppen, die asystatisch sind, zum Beispiel die viergliedrige Gruppe:

0x‘ dy’ " dy7 3 dy der Ebene x, y. Diese Gruppe ist imprimitiv, denn sie lässt die Ge-radenschaar: x — const. invariant, sie ist aber zugleich asystatisch, denn aus den beiden Identitäten:

df      Sf df df

S-== Xy — = y • —

oy      oy’ • dy   • oy erhellt, dass die zu der Gruppe gehörigen Functionen Qkv keine andern sind als x und y selbst; die sind aber offenbar von einander unabhängig. Dass es sogar intransitive asystatische Gruppen giebt, zeigt die dreigliedrige intransitive Gruppe:

af af ar. öy ‘ " dy^ 3 dy

§ 123.

Kennt man r unabhängige infinitesimale Transformationen: Xif •X,f einer r-gliedrigen Gruppe des Raumes xr-■ • xs, so kann man nach Theor. 87, S. 502 leicht entscheiden, ob die betreffende Gruppe systatisch ist oder nicht.

Man bildet zu diesem Behufe die Matrix: bu(x) ’ * Eis (x)

bri(x) • ■ lrs^

und untersucht ihre Determinanten. Verschwinden die (n — l)-reihigen Determinanten alle identisch, nicht aber alle n-reihigen und insbesondere nicht alle n-reihigen, die aus den obersten n Reihen der Matrix gebildet werden können, so bestehen Identitäten von der Form:

n

(1) Xn+f--) GPi»(x, ’ ’ ’ «,)X,f &=1 - n) •

während Xf • • • Xnf durch keine lineare Relation verknüpft sind. Hat man die Identitäten (1) aufgestellt, so entscheidet die Anzahl der unabhängigen unter den n(r — n) Functionen Qxv(X, • • • xs).

Aber, um entscheiden zu können, ob eine bestimmte r-gliedrige Gruppe systatisch ist oder nicht, braucht man gar nicht die endlichen Ausdrücke für die infinitesimalen Transformationen der Gruppe, es genügt vielmehr schon, wenn man die Definitionsgleichungen der Gruppe

kennt. Dass dies genügt, beruht darauf, dass man, sobald die De-finitionsgleichungen der Gruppe vorgelegt sind, stets ein unbeschränkt integrables System totaler Differentialgleichungen angeben kann, dessen einzige Integralfunctionen eben die Qxv(xc) und ihre Functionen sind. Hieraus ergiebt sich nämlich offenbar, dass man die Zahl der unabhängigen unter den Qrv(x) bestimmen kann, ohne die Qrv(x) selber zu kennen.

Wir werden jetzt dieses wichtige Resultat ableiten.

Die unabhängigen unter den Gleichungen:

	
	
(5)    d(pkv = X - "sze) ^xi — 0  a=1-r-n=1-»





i               ‘

bilden ein unbeschränkt integrables System von totalen Differentialgleichungen, dessen einzige Integralfunctionen die @Prv(x) und deren Functionen sind (vgl. Kap. 5, S. 91 ff.). Von diesem Systeme totaler Differentialgleichungen gehen wir aus.

Wegen (1) ist identisch:

n

bn+, i 2 Pir §wi--0 (j = 1 • • r " ; i = 1 ■ • • s),

also ergiebt sich durch Differentiation: n                   n dEn+,i 2 9; • d kni =% Evidqp,», i                      i oder, da nach Voraussetzung nicht alle n-reihigen Determinanten der Matrix:

inH • • sis (x)

Eni (x) ■ ■ Ens(x) verschwinden:

(                        n 1 d@,= Xn(x, • ' ’ «,) | dön+, i X Pdsv z

(j = 1 • • • r — n; 7 = 1 • • • n).

Hieraus folgt, dass das System der totalen Differentialgleichungen (5) durch das nachstehende ersetzt werden kann:

	
	
(6)    2hrot,‘—2P o0,)dr=0 O-rn" 1





Selbstverständlich bilden die unabhängigen unter den Gleichungen (6) ein unbeschränkt integrables System von totalen Differentialgleichungen, dessen einzige Integralfunctionen eben die (pkv(%) und ihre Functionen sind.

Es ist nun allerdings ohne Integration nicht möglich, die einzelnen Gleichungen (6) aufzustellen, wenn man blos die Definitionsgleichungen der Gruppe: Xif • • • Xrf kennt; dagegen ist es möglich, das Gleichungensystem (6) durch ein anderes zu ersetzen, welches äusser den dan nur Coefficienten der Definitionsgleichungen enthält. Dazu gelangen wir folgendermassen.

Wir verstehen unter X1°...x,° einen Punkt von allgemeiner Lage. Nach S. 203 hat dann die allgemeinste infinitesimale Transformation: e,Xf — • • • — erXrf, deren Reihenentwickelungen nach den Xi—x^ nur Glieder erster und höherer Ordnung enthalten, die Gestalt:

r—n   /           n                       \

X e, ( X+f X G, (x, ' ' ^S ) X,f ) , unter den ej willkürliche Parameter verstanden. Dieser Ausdruck aber erhält, wenn wir die Entwickelung nach den Xi— a,° wirklich ausführen und dabei blos die Glieder erster Ordnung berücksichtigen, die Form:

r—n 1-8 (28    -    ”        28 -   1          -,

	
	
(7)    XeX “a‘ — X«(a0) 84% (,—x,°)34,++.


	
1     in -        -x==o 1          — —x===x° )







Die Glieder erster Ordnung in dem Ausdruck (7) können wir aber auch aus den Definitionsgleichungen der Gruppe berechnen und zwar ohne Integration. Nach Kap. 11, S. 188 ff. hat nämlich die allgemeinste infinitesimale Transformation: eXf —erXrf, deren Reihenentwickelung nach den Xi — x^ nur Glieder erster und höherer Ordnung enthält, die Form:

X di„(r, -x,9) 24+----,

wo von den s2 Grössen g^i eine gewisse Anzahl, die wir damals mit 81— 7, bezeichneten, willkürlich waren, während die s2—81 — V übrigen lineare homogene Functionen dieser 81 — 71 wurden mit Coefficienten, die unmittelbar aus den Definitionsgleichungen berechnet werden konnten. Wir erhalten somit, wenn wir von den Definitionsgleichungen ausgehen, für den Ausdruck (7) die folgende Darstellung:

	
	
	
	
(7)    2 eX cym(=x,° • • • «,9) (x. — 3,9) £,4----,









1 in

wo die e,’ willkürliche Parameter bedeuten, während die ajmix^) ganz bestimmte analytische Functionen der x° sind und wie soeben gesagt, aus den Definitionsgleichungen berechnet werden können.

Da (7) und (7) nur verschiedene Darstellungen derselben infinitesimalen Transformationen sind, so müssen die Faktoren von (Ar — Or°) 2x in beiden Ausdrücken einander gleich sein, das heisst, es bestehen die folgenden s2 Relationen:

[image: ]



Dieselben müssen sich bei beliebig gewählten e; stets durch geeignete Werthe der e/ befriedigen lassen und bei beliebig gewählten e/ stets durch geeignet gewählte Werthe der ej.

Alles das gilt für jeden Punkt x1°...x,° von allgemeiner Lage; es gilt also auch, wenn wir die x° als veränderlich betrachten und durch X, • • • x, ersetzen. Folglich können wir, wenn wir die e in ganz beliebiger Weise als Functionen der x gewählt haben, stets die e‘ derart als Functionen der x bestimmen, dass die Gleichungen:


(7")



[image: ]



identisch befriedigt werden und, wenn wir die e‘ in ganz beliebiger Weise als Functionen der x gewählt haben, so können wir (7") stets durch geeignete Functionen e, • • • zr—n der x identisch erfüllen.

Nun kann man die Gleichungen (6) offenbar ersetzen durch die s Gleichungen:

[image: ]



vorausgesetzt nur, dass man in diesen letzteren die e als willkürliche Functionen der x ansieht. Aus dem vorhin Gesagten ergiebt sich daher, dass der Inbegriff aller Gleichungen (6) äquivalent ist mit dem Inbegriff aller Gleichungen von der Form:

enCn(n*:a,) dan==0 (=1:8),

in denen die e‘ als willkürliche Functionen der x aufzufassen sind. Die letzten Gleichungen endlich können offenbar durch die (8, — v^s Gleichungen:

s

	
	
	
	
(8)      > ajTii^t a,) dxn = 0 (=1*-*=1*#)









ersetzt werden.

Hiermit ist bewiesen, dass die beiden Systeme totaler Differentialgleichungen: (6) und (8) mit einander äquivalent sind; es ergiebt sich also, dass die unabhängigen unter den Gleichungen (8) ein unbeschränkt integrables System totaler Differentialgleichungen bilden und zwar ein System, dessen einzige Integralfunctionen die 9kv(x) und ihre Functionen sind.

Wir können daher sagen:

Theorem 89. Sind die Definitionsgleichungen einer r-glied-rigen Gruppe des Baumes X1---X, vorgelegt, so entscheidet man folgendermassen, ob die betreffende Gruppe systatisch ist oder nicht:

Man verstehe unter xf • • • xf einen beliebigen Punkt, in dessen Umgebung sich die Coefficienten der aufgelösten Definitionsgleichungen regulär verhalten, und bestimme die Glieder nullter und erster Ordnung in der Beihenentwickelung der allgemeinen infinitesimalen Transformation der Gruppe nach Potenzen von X, — xf, • • • xs — x,°. Sodann suche man die Glieder erster Ordnung in der allgemeinsten infinitesimalen Transformation der Gruppe, rvelche heine Glieder nullter Ordnung enthält. Diese Glieder werden die Form haben:

8—7 1:8                          2,

2 ej X Ujni (a, x, ) (En E, ) 84, ,

1 in

wo die zf willkürliche Parameter bezeichnen, während die «jni(x°) ganz bestimmte analytische Functionen der x° sind und aus den Coefficienten der Definitionsgleichungen ohne Integration berechnet werden können. Nunmehr bilde man das System der totalen Differentialgleichungen:

S

	
	
(8)       X ajiti^Xi - • ■ xf) dx^— Q 0=15-n=15





i

und bestimme die Anzahl s—Q der unabhängigen unter diesen Gleichungen. Ist s—Q<s, so ist die Gruppe systatisch, ist aber s— g=s, so ist die Gruppe asystatisch.5')

Wir können hinzufügen:

Satz 1. Die s — 0 von einander tinabhängigen unter den Differentialgleichungen (8) bilden ein unbeschränkt integrables System mit s — Q unabhängigen Integralfunctionen: @1(x)-.:9,o(x). Diese Integralfunctionen stehen zu der Gruppe Xf • • • Xrf in folgender Beziehung:

Sind von den r unabhängigen infinitesimalen Transformationen: Xf • • • Xrf gerade n, etwa Xf-X,f durch keine lineare Relation verknüpft, während X^f • • • Xrf sich linear durch Xif-: -Xnf ausdrücken lassen:

n

X,+f = ) Pi» (x, ■ ’ " a,) X,f @=lr n),

so lassen sich alle n(r — n) Functionen Qxv(x) durch Q,(x)--• 9s—o(x) allein ausdrücken.

Man braucht nicht einmal die Definitionsgleichungen selbst zu kennen, um entscheiden zu können, ob eine bestimmte Gruppe systatisch ist oder nicht. Man braucht dazu nur die Anfangsglieder von den Reihenentwickelungen der infinitesimalen Transformationen der Gruppe in der Umgebung eines einzigen Punktes: x,° • • • x,° von allgemeiner Lage. Kennt man nämlich diese Anfangsglieder, so kann man offenbar die Zahlenwerthe af^i berechnen, welche die Functionen «jni(x) für 2, = x,°, .. . xs— x,° annehmen. Die oben definirte Zahl s — 0 ist dann nichts weiter als die Anzahl der von einander unabhängigen unter den in dxt • • • dxs linearen Gleichungen:

s

X afnidXjt = 0 0 = 1 • • • U — ", ; i = 1 ■ • ■ s).

1

Das System der totalen Differentialgleichungen (6) hat einen sehr einfachen begrifflichen Sinn. Es definirt nämlich, wie man leicht direkt erkennt, alle dem Punkte X, • .. X, unendlich benachbarten Punkte: 21 + dxr, • • • xs — dxs, welche bei allen Transformationen unserer Gruppe invariant bleiben, die den Punkt 21 • • • xs in Ruhe lassen. Hierin liegt der innere Grund dafür, dass die @iv(x) und ihre Functionen die einzigen Integralfunctionen des Systems (6) oder (8) sind; denn die Gleichungen:

Qiv (J1 • ' ’ y s) :— Qiv (x, * ' ■ x) (=1* n; v = 1 • • • n) definiren ja alle Punkte yx- • • ys, welche zugleich mit dem Punkte X, •. xs invariant bleiben.

§ 124.

Wir haben gefunden, dass die r-gliedrige Gruppe: Xxf'--Xrf des Raumes 21 • • • xs asystatisch oder systatisch ist, je nachdem unter den auf S. 332 u. 497 definirten Functionen Qkv (x, • • ■ xs) gerade s oder weniger als s von einander unabhängige vorhanden sind. Nun giebt es nach Kap. 20, Theorem 67, S. 376 stets dann aber auch nur dann eine mit allen Xkf vertauschbare infinitesimale Transformation Zf, wenn die Zahl der unabhängigen unter den Functionen Qxv(x) kleiner ist als s. Folglich können wir auch sagen:

Satz 2. Die r - gliedrige Gruppe: Xf • • • Xrf des Raumes x,- • • xs ist dann und nur dann systatisch, wenn es eine mit allen Xkf vertausch-bare infinitesimale Transformation Zf giebt; giebt es keine solche infinitesimale Transformation, so ist die Gruppe: Xf • ■ ■ Xrf asystatisch6')

Da jede ausgezeichnete infinitesimale Transformation einer Gruppe mit allen andern infinitesimalen Transformationen derselben vertauschbar ist, haben wir ausserdem:

Satz 3. Jede Gruppe, welche eine oder mehrere ausgezeichnete infinitesimale Transformationen enthält, ist systatisch.

Bei solchen Gruppen erkennt man also schon aus der Zusammensetzung, dass sie systatisch sind.

Erinnern wir uns schliesslich noch, dass die adjungirte Gruppe einer Gruppe ohne ausgezeichnete infinitesimale Transformation r .wesentliche Parameter enthält (vgl. Theorem 49, S. 277), so sehen wir, dass der folgende Satz gilt:

Satz 4. Die Adjungirte einer asystatischen Gruppe ist stets r-gliedrig. Satz 2 und Satz 4 sind die seinerzeit angekündigten Verallgemeinerungen der Sätze 1 und 2 des Kapitels 16 (S. 277 f.).

Schon aus den Entwickelungen des Kapitels 20 hätten wir zu einer Eintheilung aller Gruppen in zwei Classen Anlass nehmen können; in die eine Classe hätten wir dann jede r-gliedrige Gruppe: Xtf • • • Xrf zu rechnen gehabt, für welche es wenigstens eine mit allen Xkf vertauschbare infinitesimale Transformation giebt, in die andere Classe alle übrigen Gruppen. Nach dem oben Gesagten ist klar, dass diese Eintheilung mit unserer jetzigen Eintheilung der Gruppen in systatische und asystatische zusammenfallen würde; die erste Classe würde aus allen systatischen Gruppen bestehen, die zweite aus allen asystatischen. Wir wollen im Folgenden diesen Umstand durch begriffliche Betrachtungen erklären und zugleich eine Reihe neuer wichtiger Resultate ableiten.

Es sei ® eine Transformation, welche-mit allen Transformationen einer vorgelegten 7-gliedrigen Gruppe: Xrf---Xrf des Raumes 21---X, vertauschbar ist, ferner sei S allgemeines Symbol aller derjenigen Transformationen der Gruppe: Xrf • • • Xrf, welche irgend einen allgemein gelegenen Punkt P des Raumes X1 • • • xs invariant lassen.

Geht P bei Ausführung der Transformation ® in den Punkt P über, so ist @-18® offenbar allgemeines Symbol aller Transformationen der Gruppe: Xif • • -Xrf, welche den Punkt P invariant lassen. Da nun aber ® mit allen Transformationen der Gruppe: Xxf • • • Xrf ver-tauschbar ist, so ist der Inbegriff aller Transformationen ®~XS® mit dem Inbegriff aller Transformationen S identisch, wir sehen also, dass alle Transformationen der Gruppe: Xrf • • • Xrf, welche den Punkt P festhalten, auch den Punkt P in Ruhe lassen.

Wenden wir das auf den Fall an, dass es eine continuirliche , Schaar von Transformationen ® giebt, welche mit allen Transformationen der Gruppe: Xrf • ■ • Xrf vertauschbar sind.

Da P ein Punkt allgemeiner Lage ist, so nimmt er bei Ausführung der Transformationen ® eine continuirliche Reihe von verschiedenen Lagen an. Jede dieser Lagen aber bleibt, wie wir soeben gesehen, bei allen Transformationen S invariant, folglich ist die Gruppe: Xxf • • ■ Xrf systatisch.

Damit ist bewiesen, dass die r-gliedrige Gruppe: Xrf • • • Xrf des Raumes 21 • • • X, jedenfalls dann systatisch ist, wenn es eine mit allen Xkf vertauschbare infinitesimale Transformation Zf giebt. Es bleibt noch übrig zu zeigen, dass auch das umgekehrte gilt, dass zu jeder systatischen Gruppe: Xxf-'-Xrf sich eine continuirliche Schaar von Transformationen angeben lässt, welche mit allen Transformationen Xf • • • Xrf vertauschbar ist.

Wir denken uns also eine r-gliedrige systatische Gruppe: Xxf---Xrf des Raumes X1 • • • X, . Wir werden eine Construction angeben, welche unendlich viele Transformationen liefert, die mit allen Transformationen dieser Gruppe vertauschbar sind.

Jede Transformation ®, welche mit allen Transformationen der Gruppe: X1 f- • • Xrf vertauschbar ist, führt jeden Punkt P des Raumes in einen Punkt P über, welcher genau dieselben Transformationen der Gruppe gestattet wie der Punkt P; das haben wir oben gezeigt. Wählen wir daher irgend zwei Punkte P und P aus, welche dieselben Transformationen unserer Gruppe gestatten, und versuchen wir eine Transformation ® zu bestimmen, welche mit allen Transformationen unserer Gruppe vertauschbar ist, und überdies P in P überführt.

Es sei P' ein Punkt, in welchen P durch eine Transformation T der Gruppe: Xxf • ■ • Xrf übergeführt werden kann; es sei ferner wie früher S allgemeines Symbol aller Transformationen dieser Gruppe, welche P und also auch P invariant lassen. Dann ist (Kap. 14, Satz 1, S. 227) ST allgemeines Symbol aller Transformationen unserer Gruppe, welche P in P' überführen. Offenbar nimmt P bei allen diesen Transformationen ST dieselbe Lage an, es ist ja: ^ST^^T.

Jetzt können wir, indem wir die Existenz einer Transformation ® von der eben verlangten Beschaffenheit voraussetzen, leicht einsehen, dass jeder Punkt P' = {P)T bei allen etwaigen ® eine ganz bestimmte neue Lage erhält; dies folgt ja unmittelbar aus den Gleichungen:

(P)6 = (P^T® = (P)®T = (PfT.

Ist daher T eine beliebige Transformation unserer Gruppe, so nimmt der Punkt {P^T bei jeder Transformation ©, welche überhaupt existirt, die neue Lage (PfT an.

Wir fügen hinzu, dass wir in dieser Weise keine Ueberbestimmung der neuen Lage des Punktes P' erhalten. Ersetzen wir nämlich in den letzten Gleichungen die Transformation T durch eine beliebige andere Transformation der Gruppe: Xif • • • Xrf, welche ebenfalls P in P' überführt, schreiben wir also ST statt T, so kommt wiederum:

(P)0 = (P^ST® = (P)eST=(P)ST=(P)T.

Betrachten wir zunächst den besonderen Fall, dass die sy statische Gruppe: Xf... Xrf transitiv ist.

Wenn die Gruppe: Xf • • • Xrf transitiv ist, so kann der Punkt (P)T bei geeigneter Wahl von T mit jedem Punkte des Raumes zur Deckung gebracht werden; ordnen wir daher jedem Punkte (P}T des Raumes den Punkt (P)T zu, so ist dadurch eine ganz bestimmte Transformation @‘ definirt. Gelingt es uns noch nachzuweisen, dass @‘ mit allen Transformationen unserer Gruppe vertauschbar ist, so ist klar, dass @‘ alle Eigenschaften besitzt, welche wir von der Transformation ® verlangt haben und dass @‘ die einzige Transformation ® ist, welche es überhaupt giebt.

Dass @‘ wirklich mit allen Transformationen unserer Gruppe vertauschbar ist, lässt sich leicht beweisen. Wir haben ja:

(P) T®' = (Pf) T=(P)®'T, wo T eine beliebige Transformation unserer Gruppe bedeutet. Verstehen wir daher unter T ebenfalls eine beliebige Transformation unserer Gruppe, so erhalten wir:

(P)TT@‘= (P)e‘TT = (P)T®'I, mithin lässt die Transformation: T@‘T-1e‘1 den Punkt (P)T} das heisst jeden Punkt des Raumes invariant. Daraus folgt, dass T@‘T-16‘1 die identische Transformation ist, das heisst: ®' ist wirklich mit allen Transformationen unserer Gruppe vertauschbar.

Wenn daher die systatische Gruppe: Xif • • • X,f transitiv ist, so entspricht jedem Punktepaare P, P von der oben definirten Beschaffenheit eine und nur eine mit allen Transformationen der Gruppe vertauschbare Transformation. Wählt man das Punktepaar in allen möglichen Weisen, so erhält man unendlich viele solche Transformationen; wie viele ist leicht zu entscheiden: Wenn jedesmal 000 verschiedene Punkte bei allen Transformationen der Gruppe stehen bleiben, welche einen beliebig gewählten Punkt invariant lassen, so giebt es gerade ‘00• verschiedene Transformationen, welche mit allen Transformationen der Gruppe: Xif • • • Xrf vertauschbar sind. Das stimmt mit Theorem 67, S. 376, denn wegen der eben gemachten Voraussetzung sind unter den n (r — n) Functionen Qrv(x) gerade s — 0 von einander unabhängige vorhanden, es giebt also gerade 0 unabhängige Transformationen Zif• • • Z^f, welche mit allen Xkf vertauschbar sind.

Wir können daher den Satz aussprechen:

Satz 5. Ist die r-gliedrige systatische Gruppe: Xrf • ■ • Xrf des Raumes 2,---X, transitiv, und sind P und P zwei Punkte, welche genau dieselben infinitesimalen Transformationen der Gruppe: Xlf"-Xrf gestatten, so giebt es eine und nur eine Transformation ©, welche mit allen Transformationen der Gruppe: Xif • • • Xrf vertauschbar ist und welche P in P über führt. Versteht man unter T das allgemeine Symbol einer Transformation der Gruppe: Xtf • • • Xrf, so lässt sich ® auch definiren als diejenige Transformation, welche jeden Punkt {P)T in den Punkt {Pf)T überführt. Gestatten jedesmal gerade o® verschiedene Punkte genau dieselben infinitesimalen Transformationen der Gruppe: Xf • • -Xrf so giebt es gerade 00% verschiedene Transformationen, welche mit allen Transformationen der Gruppe Xif. • • Xrf vertauschbar sind.

Die Entwickelungen über einfach transitive Gruppen, welche wir in Kap. 20, S. 390—395 gegeben haben, sind offenbar unter den eben durchgeführten Entwickelungen als besonderer Fall enthalten.

Jetzt wenden wir uns zu dem Falle, dass die r-gliedrige systatische Gruppe: Xtf• • • Xrf intransitiv ist. Doch wollen wir uns liier kurz fassen.

Ist die systatische Gruppe: Xif- • Xrf intransitiv, so giebt es nicht blos eine einzige Transformation, welche den Punkt P in den auf S. 511 definirten Punkt P überführt und mit allen Transformationen unserer Gruppe vertauschbar ist, es giebt vielmehr unendlich viele verschiedene Transformationen von dieser Beschaffenheit. Wir werden angeben, wie man solche Transformationen findet.

Die intransitive systatische Gruppe: X,f • • • Xrf bestimmt mehrere invariante Zerlegungen des Raumes x, • • • x,.

Eine erste Zerlegung wird durch die s — 9 < s Gleichungen:

	
(a)            Q1(x, • • • xs) = const., • • • q,— Q(x, • • • xj) = const.
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dargestellt. Eine zweite bestimmen irgend s •— n > 0 unabhängige Lösungen: Mi (x) • ■ • us—n (x) des n-gliedrigen vollständigen Systems: X, f= 0, ■ • ■ X, f— 0; der analytische Ausdruck für diese Zerlegung lautet:

	
(b)            M(x, • • • x,) == const., • • • U,—n(x1 • • • x,) = const.



Wir verstehen im Folgenden unter M, stets eine der o08—9 9 - fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten (a) und unter M, eine der c8- ” n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten (b).

Unter den Lösungen des vollständigen Systems: X|f = 0, • • • Xnf = 0 giebt es eine gewisse Anzahl, etwa s — q K s — n, welche sich durch 91 (x) ' ' ‘ Vs— Q (x) allein ausdrücken lassen; wir wollen annehmen, dass 21 (x) ■ •' us—9 (x) solche Lösungen sind, dass also s — q < s — Q Relationen von der Form:

ui(x) = 1, (91 (x) ' ' ‘ Vs-»(«))? ’ • ' Us-q^) = U,—(i(x) • • • 9,—o(x)) bestehen, und dass jede Lösung des vollständigen Systems: Xf=0,---Xnf — 0, welche sich durch: @1(x) • • • cps— o(x) allein ausdrücken lässt, eine Function von Mi(x) ■ ■ • us—q(x) ist (vgl. Kap. 19, S. 345). Dann stellen die s — q Gleichungen:

	
(c)           u,(xi -x) = const., • • • M,—q(x, • • • x,) = const.



eine dritte bei der Gruppe: X^f • • • Xrf invariante Zerlegung dar. Die einzelnen Mannigfaltigkeiten dieser Zerlegung sind augenscheinlich die kleinsten Mannigfaltigkeiten, welche sowohl aus M, als aus M2 bestehen (vgl. Kap. 8, S. 146). Unter 2, verstehen wir im Folgenden stets eine der 0082 q-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten (c).

Eine vierte invariante Zerlegung endlich ist durch die Schnittmannig-faltigkeiten der M, und der Mn bestimmt (vgl. Kap. 8/8. 145), dieselbe wird offenbar durch die s — 0 q — n Gleichungen:

qi(x) ~ const., • • • q,—o(x) == const.,

2s—q+1 (X) = const., • • • us^.n{x) = const.

bestimmt, welche nach Kap. 19, S. 345 f. von einander unabhängig sind. Wir wollen im Folgenden unter N,+n—9 stets eine der co- eH— n (Q — n — g)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten (d) verstehen.

Um nun eine Transformation ® zu finden, welche mit allen Transformationen der Gruppe: Xrf ■ • • Xrf vertauschbar ist, verfahren wir folgendermassen:

' Wir ordnen innerhalb jeder Mq jeder Mn eine andere Mn zu, welche M,’ heissen möge, und zwar machen wir diese Zuordnung nach einem willkürlichen analytischen Gesetz. Sodann wählen wir auf jeder der oo8-7 Ma einen beliebigen Punkt P aus und ordnen jedem der co8-7 gewählten Punkte einen beliebigen Punkt P auf derjenigen NQ+n_q zu, in welcher sich die durch den Punkt gehende M^ mit der Mn‘ schneidet, welche der durch den Punkt gehenden M, entspricht.

Es giebt eine und nur eine Transformation ®‘, welche jeden der co—n gewählten Punkte P in den ihm zugeordneten Punkt P überführt. Diese Transformation 0 ist durch die symbolische Gleichung:

1

 Lie, Archiv for Mathematik og Naturv., Bd. 10, Christiania 1885.

2

 Lie, Gesellsch. d. W. zu Christiania, 1884.

3

 Lie, Math. Ann., Bd. XVI, S. 496, vgl. auch Archiv for Mathematik, Bd. 1, Christiania 1876.

4

 Die Begriffe: systatische und asystatische Gruppen sowie die im Texte entwickelte Theorie derselben rühren von Lie her (Ges. d. W. zu Christiania 1884, Archiv for Math. Bd. 10, Christiania 1885). Die ausdrucksvollen Bezeichnungen: systatisch „mitstehenlassend" und asystatisch „nichtmitstehenlassend“ sind von Engel. Im Uebrigen ist die dem vorliegenden Werk eigenthümliche Terminologie von Lie eingeführt.

5

 Lie, Archiv for Math., Bd. 10, Christiania 1885.

6

 Lie, Archiv for Math., Bd. 10, S. 377, Christiania 1885.


(P) T0 = (P^ T definirt, in welcher P allgemeines Symbol der 008-7 gewählten Punkte, T aber allgemeines Symbol der oo" Transformationen unserer Gruppe ist.

Man überzeugt sich leicht, dass die eben definirte Transformation ® mit allen Transformationen der Gruppe: Xif • • • Xrf vertauschbar ist und dass man alle Transformationen 0 von dieser Beschaffenheit erhält, wenn man die in der Definition von ® enthaltenen willkürlichen Elemente in allgemeinster Weise wählt.

Wir brauchen uns nicht damit aufzuhalten, das nachzuweisen; nur soviel sei bemerkt: Wenn man den analytischen Ausdruck der Transformation @ aufstellt, so sieht man sofort, dass die Anzahl der in diesem Ausdruck vorkommenden willkürlichen Functionen und die Anzahl der in diesen Functionen vorkommenden Argumente mit dem Theor. 67, S. 376 stimmt.

Endlich noch eine Bemerkung, die sich sowohl auf intransitive als auf transitive systatische Gruppen bezieht: Wenn die Mannigfaltigkeit:

Qkv (2, • • ’ x,) = Qkv (2,° ■ • • x,°) (=1*-1;*=1»)

für jedes Werthsystem 21° • • • x,° in mehrere discrete Mannigfaltigkeiten zerfällt, so zerfällt auch der Inbegriff aller Transformationen, welche mit den Transformationen der Gruppe: Xrf ■ ■ • Xrf vertauschbar sind, in mehrere discrete Schaaren.

§ 125.

Die Functionen @xv(x), welche darüber entscheiden, ob eine Gruppe systatisch ist oder nicht, haben auch schon in dem Kapitel über die Aehnlichkeit r-gliedriger Gruppen eine grosse Rolle gespielt. Wir wollen jetzt an die damaligen Entwickelungen anknüpfen und dieselben nach einer gewissen Richtung hin vervollständigen.

Sind in gleichvielen Veränderlichen zwei r-gliedrige Gruppen:

X^f 2 su (2, • • • a,) 8 2    0 - 1 r)

1 und:

Y,f -2 nu (u, ’ ’ * y) 3/ a- 1 • • • ,

vorgelegt und bestehen dabei die Relationen:

(X,X.) -2} CaXf und (YY) =Z]oY„/,

1                                                1

beide Male mit denselben Constanten Cik0, so giebt es nach Kap. 19, S. 353 ff. dann und nur dann eine Transformation:

y, = H, (x, - x,)   (»=1- s), welche Xif • • • Xrf in bezüglich Yf • •• Yrf überführt, wenn, die folgenden Bedingungen erfüllt sind: Bestehen zwischen Xf- •• Xrf Relationen von der Form:

X,+* f    i ^Pkv (E, ‘ ' ' ^s) ' X, f 0 — 1 ' ' r n),

1

während Xif • • • Xnf nicht durch lineare Relationen verknüpft sind, so müssen zwischen Yf • ■ • Yrf analoge Relationen bestehen:

n

X n-\-kf ) ^kv (y, ‘ ' * ys) ’ Y,f    {k = k • • • r »),

1

es dürfen aber Yrf • ■ • Ynf nicht durch lineare Relationen verknüpft sein; ausserdem dürfen die n (r — n) Gleichungen:

	
(e)           (pkr^i ' ’ ’ x,) -- ^kv (Y, ‘ ’ ' ys) (-1*   " ; • = 1 • • • n) weder einander widersprechen noch Relationen zwischen den x allein oder den y allein ergeben.



Waren nun unter den Functionen cpkv^ weniger als s von einander unabhängige vorhanden, so erforderte die Bestimmung einer Transformation, welche Xrf ■ • • Xrf in bezüglich Yxf • ■ • Yrf überführt, gewisse Integrationen; war dagegen die Anzahl der unabhängigen unter den @xv (x) gerade gleich s} so stellten die Gleichungen (e) selbst eine Transformation dar, welche X±f• • • Xrf in Yrf■ • ■ Yrf überführt, und zwar die allgemeinste von dieser Beschaffenheit. Erinnern wir uns daher, dass im letzten Falle die Gruppe: Xf-- Xrf und natürlich auch die Gruppe: Yf • • • Yrf asystatisch ist, so erhalten wir den

Satz 6. Weiss man, dass zwei r-gliedrige asystatische Gruppen in s Veränderlichen ähnlich sind und hat man schon in jeder der beiden Gruppen r solche unabhängige infinitesimale Transformationen:

Xkf=^i ^ki (x, . x,) 84, a-l

und:

Y,/=X]n( y) a-1) i

ausgewählt, dass eine Transformation: yi === i(x, - X) existirt, welche Xf ■ • • Xrf in bezüglich Yf • • • Yrf überführt, so kann man die allgemeinste Transformation, welche die betreffende Ueberführung leistet, ohne Integration auf stellen; diese allgemeinste Transformation enthält weder willkürliche Functionen noch willkürliche Parameter.

Hieraus ergiebt sich, dass man ohne Integration die allgemeinste Transformation finden kann, welche überhaupt die asystatische Gruppe: Xif • • • Xrf in die mit ihr ähnliche Gruppe: Yf • • • Yrf überführt. Man hat zu diesem Zwecke folgendermassen zu verfahren:

Man bestimme in der Gruppe: Yf • • • Yrf in allgemeinster Weise r solche unabhängige infinitesimale Transformationen:

Yf =2 5a Yf 0—1.p),

i

dass erstens die Relationen:

(Ym) =>} C Y,f

1

bestehen und dass zweitens eine Transformation existirt, welche Xif • • • X,f in bezüglich Yf. • • Yrf überführt. Dann kann man nach dem vorhin Gesagten ohne Integration die allgemeinste Transformation finden, welche die betreffende Ueberführung leistet und erhält damit zugleich die allgemeinste Transformation, welche die Gruppe: Xif--- Xrf in die Gruppe: Yrf • • • Yrf verwandelt. Offenbar enthält diese Transformation nur willkürliche Parameter.

Lässt man insbesondere die Gruppe: Yrf ■ • • Yrf mit der Gruppe: Xif• • • Xrf zusammenfallen, so erhält man auf die angegebene Weise alle Transformationen, welche die Gruppe: Xf • ■ Xrf invariant lassen. Der Inbegriff aller dieser Transformationen bildet nach Kap. 19, S. 361 eine Gruppe und zwar in unserem Falle augenscheinlich eine endliche Gruppe. Also:

Theorem 90. Die grösste Gruppe, in welcher eine r-gliedrige asy statische Gruppe: Xxf---Xrf des Raumes X, • • • x, als invariante Untergruppe enthalten ist, besitzt nur eine endliche Anzahl von Parametern. Man "kann die endlichen Gleichungen dieser Gruppe ohne Integration finden, sobald die infinitesimalen Transformationen der Gruppe: Xif • • • Xrf gegeben sind. 1)

Von Wichtigkeit ist es, dass man auch die endlichen Gleichungen der asystatischen Gruppe: Xf--- Xrf selbst ohne Integration finden kann, sobald ihre infinitesimalen Transformationen gegeben sind.

Man stelle einfach die endlichen Gleichungen:

	
(f)                      er 2 ^hij (6, ■ ■ ■ 8,) o «=11r)



i

der zur Gruppe: Xif • • • Xrf gehörigen adjungirten Gruppe auf; das verlangt ja nur ausführbare Operationen (vgl. Kap. 16, 8. 273). Haben dann die gesuchten endlichen Gleichungen der Gruppe: Xxf ■ • • Xrf die Form: a/’ ==f(x,an,8 - sf), so nimmt nach Theor. 48, S. 275 die

infinitesimale Transformation Xif bei Einführung der neuen Veränderlichen: Xi === fi(x, 8) die Form an:

Xf => Ox(6, ' " ’ E1^ X/f (=1 7), i

wo wie gewöhnlich gesetzt ist:

3 Su(a,’ ..)/= Xf:

i1

Da nun die Gruppe: Xf-:-X,f asystatisch ist, so giebt es eine ganz bestimmte Transformation zwischen den x und den x, welche Xif • • • Xrf in bezüglich:

r

))*(,* • sryXj'f «=1 •)

1

überführt. Indem man diese Transformation nach den früheren Regeln berechnet, findet man die gesuchten Gleichungen xi = fi{x, 8).

Sind insbesondere die Gleichungen (f) eine kanonische Form der adjungirten Gruppe (vgl. Kap. 9, S. 171), so erhält man offenbar die endlichen Gleichungen der Gruppe: Xxf• ■ • Xrf auch in kanonischer Form. Wir haben somit den

Satz 7. Kennt man die infinitesimalen Transformationen einer asystatischen Gruppe des Baumes xt ■ • ■ xs, so hann man die endlichen Gleichungen dieser Gruppe stets durch ausführbare Operationen finden und zwar in kanonischer Form.

Es giebt noch allgemeinere Fälle, in denen sich die endlichen Gleichungen einer y-gliedrigen Gruppe, deren infinitesimale Transformationen: Xxf ■ ■ • X,f man kennt, ohne Integration bestimmen lassen. Wir wollen uns jedoch hier auf solche Fragen nicht näher einlassen sondern nur bemerken, dass die Bestimmung der endlichen Gleichungen unter anderm gelingt, wenn es keine mit allen Xkf vertauschbare infinitesimale Transformation giebt, welche der Gruppe Xf. • ■ Xrf nicht angehört.

§ 126.

Es sei X^f • • • Xrf oder kurz Gr eine r-gliedrige systatische Gruppe des Raumes X1 • • • xs und Gr—n sei diejenige (r — n)-gliedrige Untergruppe der Gr, welche einem bestimmten Punkte xf • • • xf von allgemeiner Lage zugeordnet ist. Die Mannigfaltigkeit:

Qxv(A1 • • • x,) = 9l» (x,° • • • XS°) (=1- r—n; ‘=1.n), welche aus allen bei der Gr—n invarianten Punkten besteht, möge mit M bezeichnet werden.

Da die G,_n alle Punkte von M festhält, so lässt sie natürlich M selbst invariant; es ist aber denkbar, dass die Gr auch Transformationen enthält, welche die Mannigfaltigkeit M invariant lassen, ohne alle ihre Punkte festzuhalten. Wir wollen annehmen, dass die grösste Untergruppe der Gr, welche M invariant lässt, gerader — l Parameter enthält und wollen diese Untergruppe G,—i nennen.

Die Gr_n ist selbstverständlich entweder mit der Gr—i identisch oder in ihr als Untergruppe enthalten. Das letztere tritt immer ein, wenn die Gr transitiv ist; in diesem Falle kann nämlich der Punkt X, * * * x,0 durch geeignete Transformationen der Gr in alle Punkte von M übergeführt werden, und da augenscheinlich jede Transformation der Gr, welche x,° • • • x,° in einen Punkt von M überführt, die Mannigfaltigkeit M invariant lässt, so enthält die Gr eine continuirliche Schaar von Transformationen, welche M invariant lassen, ohne alle Punkte von M festzuhalten; also ist im Falle einer transitiven Gr die Zahl r — l sicher grösser als r — n. Ist aber die Gr intransitiv, so ist es sehr gut möglich, dass alle Transformationen der Gr, welche M invariant lassen, auch alle Punkte von M festhalten, dass also r— l — r— n ist. Das zeigt z. B. die dreigliedrige intransitive systatische Gruppe:

af ar    3ar

a,’    20a,’    2 0x, der Ebene 21, x^.

Es ist leicht zu sehen, dass die Gr—n in der Gr— i invariant ist. In der That, die Gr—n wird von allen infinitesimalen Transformationen der Gr—i erzeugt, welche alle Punkte von M stehen lassen; diese infinitesimalen Transformationen erzeugen aber nach Kap. 17, Satz 7, S. 309 eine invariante Untergruppe der Gr—n. Wir haben somit den

Satz 8. Ist: Xif • • • Xrf oder Gr eine r-gliedrige systatische Gruppe des Baumes 21--X,, ist ferner P ein Punkt von allgemeiner Lage und endlich M die Mannigfaltigkeit aller Punkte, welche bei allen Transformationen der Gr, die P gestattet, invariant bleiben, so ist die grösste Untergruppe der Gr, welche P invariant lässt, entweder identisch mit der grössten Untergruppe, welche M in Buhe lässt, oder in derselben als invariante Untergruppe enthalten. Der erste Fall kann nur eintreten, wenn die Gr intransitiv ist; wenn die Gr transitiv ist, tritt stets der zweite Fall ein.

Kennt man andererseits irgend eine r-gliedrige Gruppe Gr des Raumes X1 •** X, und weiss man, dass die grösste Untergruppe Gr—n derselben, welche irgend einen Punkt P von allgemeiner Lage invariant lässt, in einer noch grösseren Untergruppe Gr—h mitr—h~^>r —n Parametern invariant ist, so kann man schliessen, dass die Gr in die Classe der systatischen Gruppen gehört.

In der That, der Punkt P gestattet gerade r — n unabhängige infinitesimale Transformationen der G,— und nimmt also (Kap. 23, Theor. 85, S. 483) bei allen c‘—h Transformationen der Gr—h gerade oo"—h verschiedene Lagen an, wo die Zahl n — h unter der gemachten Voraussetzung mindestens gleich 1 ist. Da nun die Gr—n in der Gr^h invariant ist, so gehört zu jeder dieser oon-11 Lagen von P genau dieselbe (r — n) - gliedrige Untergruppe der Gr wie zum Punkte P, das heisst, die Gr ist wirklich systatisch. Also:

Satz 9. Ist die r - gliedrige Gruppe Gr des Baumes x, ■ • • xs so beschaffen, dass ihre grösste Untergruppe Gr—n, welche irgend einen Punkt von allgemeiner Lage invariant lässt, in einer noch grösseren Untergruppe der Gr oder gar in der Gr selbst invariant ist, so gehört die Gr zu der Classe der systatischen Gruppen.

Aus diesem Satze ergiebt sich sofort, dass bei einer r-gliedrigen asystatischen Gruppe des Raumes X, • • • xs die einem Punkte von allgemeiner Lage zugeordnete Untergruppe weder in der Gr selbst invariant ist, noch in einer grösseren Untergruppe der Gr. Ist aber umgekehrt die Gr so beschaffen, dass die einem Punkte von allgemeiner Lage zugeordnete Untergruppe in keiner grösseren Untergruppe invariant ist, so braucht sie deswegen noch nicht asystatisch zu sein, sie ist es nur dann nothwendig, wenn sie zugleich auch transitiv ist; das folgt offenbar aus dem Satze 8, S. 519. Wir können daher sagen:

Satz 10. Eine r-gliedrige transitive Gruppe Gr des Baumes xs • • -xs ist dann und nur dann asystatisch, wenn die einem Punkte von allgemeiner Lage zugeordnete Untergruppe in keiner grösseren Untergruppe invariant ist.

In Kapitel 22, Theorem 79, S. 443 gaben wir eine Methode zur Bestimmung aller transitiven Gruppen, welche mit einer vorgelegten r - gliedrigen Gruppe E gleichzusammengesetzt sind. Wir können nunmehr diese Methode so specialisiren, dass sie insbesondere alle transitiven asystatischen Gruppen liefert, welche mit der Gruppe E gleichzusammengesetzt sind.

Man bestimme alle Untergruppen von E, welche weder eine in E invariante Untergruppe enthalten, noch in einer grösseren Untergruppe von E invariant sind. Jede dieser Untergruppen liefert, wenn nach den Regeln von Theor. 78 verfahren wird, eine transitive asystatische Gruppe, welche mit E gleichzusammengesetzt ist, und zwar findet man auf diese Weise alle transitiven asystatischen Gruppen von der betreffenden Zusammensetzung.

Auf Grund des Satzes 10 lässt sich die Frage beantworten, ob eine vorgelegte transitive Gruppe systatisch ist oder asystatisch. Man kann einen ähnlichen Satz aufstellen, vermöge dessen sich die Frage beantworten lässt, ob eine vorgelegte transitive Gruppe primitiv ist oder nicht.

Die r-gliedrige transitive Gruppe G, des Raumes 21 • • • X, sei im-primitiv und:

Mi(x1 • T) == const., • • • U,—m(x1 • • • x,) = const. (0 < m < s) sei eine bei der Gruppe invariante Zerlegung des Raumes in 08—m m-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten.

Da die G, transitiv ist, so bilden alle ihre Transformationen, welche einen Punkt x,° • • • x,° von allgemeiner Lage invariant lassen, eine (r — s)-gliedrige Untergruppe Gr—S, andererseits bilden alle ihre Transformationen, welche die m-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit:

u,(21 •&,) = u,(x°), • ' ' u,—n(x, •&) = us—m(x^)

invariant lassen, eine (r — s — m)-gliedrige Untergruppe G,—4+m (vgl. Kap. 23, S. 478 f.). Hierbei ist natürlich die G,—s als Untergruppe in der G,—+m enthalten, welche ihrerseits offenbar eine wirkliche Untergruppe der G, ist.

Denken wir uns jetzt umgekehrt irgend eine r-gliedrige transitive Gruppe G, des Raumes X1 • • • xs vorgelegt, und setzen wir voraus, dass die einem Punkte P von allgemeiner Lage zugeordnete (r — s)-gliedrige Untergruppe &t—s der G, in einer grösseren Untergruppe:

G,—+h {r — s < r — s — h < r) ' enthalten ist.

Werden auf P alle Transformationen der G,—s+h ausgeführt, so nimmt der Punkt ooh verschiedene Lagen an. Diese oo" Lagen bilden eine h-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit M, welche bei der G,—+1 invariant bleibt (vgl. Kap. 23, S. 483). Führen wir endlich auf M alle Transformationen der G, aus, so erhalten wir o09— h verschiedene h-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten, welche eine Zerlegung des Raumes X1 • • • xs bestimmen.

In der That, da die Mannigfaltigkeit M bei der G,—+h invariant bleibt, so nimmt sie bei den oor Transformationen der G, höchstens oo—h verschiedene Lagen an (vgl. Kap. 23, S. 483), sie nimmt andererseits wegen der Transitivität der G, mindestens o8—h Lagen an, also erhält sie bei der G, genau oo8* verschiedene Lagen, die den Raum gerade ausfüllen und daher eine Zerlegung bestimmen. Dass diese Zerlegung bei der G, invariant bleibt, folgt aus Theorem 85, S. 483.

Hieraus ergiebt sich, dass die G, unter den gemachten Voraussetzungen imprimitiv ist. Verbinden wir dieses Resultat mit dem oben gewonnenen, so erhalten wir zunächst das:

Theorem 91. Eine r-gliedrige transitive Gruppe Gr des Baumes 21 • • xs ist dann und nur dann primitiv, wenn die (r — s^-gliedrige Untergruppe G,—s, welche irgend einem Punkte von allgemeiner Lage zug eordnet ist, in keiner grösseren Unter grupp e der Gr enthalten ist.

Aber noch mehr, wir erhalten offenbar zugleich eine Methode, um alle etwaigen Zerlegungen des Raumes 21 **• x, zu bestimmen, welche bei einer vorgelegten transitiven Gruppe dieses Raumes invariant bleiben:

Theorem 92. Ist eine r-gliedrige transitive Gruppe Gr des Raumes 31* • • xs vorgelegt, so findet man alle ettvaigen bei dieser Gruppe invarianten Zerlegungen des Raumes folgendermassen:

Man bestimme zunächst die (r— s^-gliedrige Untergruppe Gr—S der Gr, bei welcher irgend ein Punkt P invariant bleibt, der auf keiner bei der Gr invarianten Mannigfaltigkeit liegt. Sodann suche man alle Untergruppen der Gr auf, welche die Gr—S enthalten. Ist Gr—s-\-h eine von diesen Untergruppen, so führe man auf P alle Transformationen der Grs^n aus; dabei nimmt der Punkt P oo" verschiedene Lagen an, die eine h-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit M bilden; führt man nunmehr auf M alle Transformationen der Gr aus, so nimmt M o08—h verschiedene Lagen an, die eine bei der Gr invariante Zerlegung des Raumes bestimmen. Behandelt man in dieser Weise alle Untergruppen der Gr, welche die Gr—S umfassen, so erhält man alle bei der Gr invarianten Zerlegungen.

Wir können jetzt auch angeben, wie man die in Kap. 22, Theorem 79 auseinandergesetzte Methode zu specialisiren hat, um alle primitiven Gruppen zu finden, welche mit einer vorgelegten r-gliedrigen Gruppe P gleichzusammengesetzt sind.

Da alle primitiven Gruppen transitiv sind, so hat man folgendermassen zu verfahren:

Man bestimme alle Untergruppen von r, welche keine in r invariante Untergruppe enthalten und welche in keiner grösseren Untergruppe von r enthalten sind. Jede dieser Untergruppen liefert, wenn nach den Regeln von Theorem 78 verfahren wird, eine primitive mit r gleichzusammengesetzte Gruppe und zwar findet man auf diese Weise alle derartigen primitiven Gruppen. —

Das Theorem 92 zeigt, dass man alle bei einer transitiven Gruppe invarianten Zerlegungen ohne Integration finden kann, wenn die endlichen Gleichungen der Gruppe bekannt sind. Dasselbe gilt nun auch für intransitive Gruppen, doch bedarf man, um das einzusehen, ziemlich langer Ueberlegungen, welche hier auseinanderzusetzen nicht zweckmässig sein dürfte.

	
Kapitel 25.



Differentialinvarianten.

Wir denken uns in n Veränderlichen eine Transformation vorgelegt:

	
	
(1)                    y,= t'i^x • • • x„)   (=1:*)





und denken uns diese Transformation auf ein System von n — q unabhängigen Gleichungen:

	
	
(2)                    Se (x, • • ■ x„) = 0 (= 1 ■ • • n - 9)





in den x ausgeführt; wir erhalten auf diese Weise ein neues Gleichungensystem:

	
	
(2)            B.(J1 •) = 0 (=1: -9)





in den y.

Nun lassen sich vermöge der Gleichungen (2) n — q von den Veränderlichen X1-.Xn als Functionen der q übrigen darstellen und diese n—q besitzen natürlich gewisse Differentialquotienten: P1122*** nach den q übrigen. Andererseits lassen sich vermöge der Gleichungen (2') n — q von den Veränderlichen 91** yn als Functionen der q übrigen darstellen und diese n — q besitzen ihrerseits gewisse Differentialquotienten: Pi‘,22-.. nach den q übrigen.

Zwischen den beiden so definirten Reihen von Differentialquotienten besteht ein gewisser Zusammenhang, welcher im Wesentlichen von der Form der n — q Relationen (2) unabhängig ist: Wir werden im Verlaufe des Kapitels diesen bekannten Zusammenhang ausführlich auseinandersetzen und erinnern hier nur daran, dass sich die p erster bis m-ter Ordnung als Functionen von X1 •An und den p erster bis m-ter Ordnung darstellen lassen, während die p als Functionen von x,‘-.-Xn‘ und den p ausgedrückt werden können. Hieraus geht hervor, dass man aus der Transformation (1) eine neue Transformation herleiten kann, welche äusser den x auch die Differentialquotienten von der ersten bis zur m-ten Ordnung transformirt. Wir wollen sagen, dass diese neue Transformation durch Erweiterung der Transformation (1) erhalten wird.

Augenscheinlich kann die Erweiterung der Transformation (1) in sehr mannigfacher Weise geschehen, da es ganz dem Belieben überlassen ist, wie viele und welche von den Veränderlichen X, • • • Xn man als Functionen der übrigen ansehen will. Man kann sogar die Zahl der Möglichkeiten noch vergrössern, indem man Hülfsveränderliche: t, t2 • • • hinzunimmt, welche von der Transformation (1) gar nicht transformirt werden, wenn man also zu den Gleichungen der Transformation (1) die identische Transformation in den Hülfsveränderlichen: t,t**. hinzufügt.

Ist eine r-gliedrige Gruppe vorgelegt, so können wir alle ihre oo" Transformationen erweitern und erhalten so oo" erweiterte Transformationen; diese letzteren bilden, wie wir sehen werden, ihrerseits eine r-gliedrige Gruppe, welche mit der ursprünglichen Gruppe gleichzusammengesetzt ist.

§ 127.

Wir betrachten zunächst eine besonders einfache Art der Erweiterung.

In der Transformation:

	
	
	
(1)               yt = fi^'- En) (=1n)







betrachten wir die Veränderlichen 21---An als Functionen einer Hülfs-veränderlichen t, welche von der Transformation (1) gar nicht trans-formirt wird. Offenbar sind dann auch y^ - • • yn als Functionen von t aufzufassen; setzen wir daher:

dxi (i) dy; (i)

dt ‘ dt ‘

so ergiebt sich aus (1) durch Differentiation nach t:
[image: ]

i


Nehmen wir (1) und (3) zusammen, so erhalten wir eine Transformation in den 2n Veränderlichen X; und x,".

Die Transformation (1), (3) ist in gewissem Sinne die einfachste Transformation, welche man aus (1) durch Erweiterung ableiten kann.

	
Wenden wir die eben beschriebene specielle Erweiterung auf alle 00" Transformationen der r-gliedrigen Gruppe: Xf...X,f, oder: (4)           J= fi^ - x, a, - ar) (i=1:n) an, so erhalten wir oo" erweiterte Transformationen, welche offenbar die Form haben:



(x,a)

	
(5)    3 =fEi" •""    ■ ar), 9 = 2 ox—(51 ")



Es lässt sich leicht nach weisen, dass die Gleichungen (5) eine r-gliedrige Gruppe in den 2n Veränderlichen xi, x." darstellen.

In der That, die Gleichungen:

J= fi^ • • • &„, a • • • ar) und Z= fi(yv • • • yn, bi • • • b,) haben nach Voraussetzung zur Folge:

z= fi(x," • X„, G’ ' ’ Cr), wo die c nur von den a und den b abhängen. Mithin ergiebt sich aus:

„0 — V Ofile, 0) X^ und AQ) — V 0f(y,6) ^ 2x, “*    und 6) — _‘        Ji i                                                     i durch Elimination der y^'. a_10f,(y, b) of, (x, a) a)

_"3f ^y’ b) „() _"0f; (x, c) () 0x, v F 2x, 07.’ i                               i womit der angekündigte Nachweis geführt ist.

Aus dem Gesagten geht überdies hervor, dass die neue Gruppe dieselbe Parametergruppe besitzt, wie die ursprüngliche Gruppe:

Vi = fi^ -En, a, • • • a,) •

Die neue Gruppe:

	
(5)    y =fi(,a), w=2]88 «$" a=l-m



1

welche ein erstes Beispiel einer enveiterten Gruppe darbietet, hat einen sehr einfachen begrifflichen Sinn.

Deutet man nämlich 21 • • • xn als gewöhnliche Punktcoordinaten eines n-fach ausgedehnten Raumes, so kann man die 2n Grössen: xr-• • xn, x...x, als Bestimmungsstücke einer durch den Punkt X1 • • • xn gehenden Richtung auffassen, mithin als Bestimmungsstücke eines Linienelements] dabei sind xf • • • x, homogene Coordinaten in dem Gebiete der oon-1 Richtungen, welche durch den Punkt X, • .. Xn gehen.

Die neue Gruppe (5) in den x, x{^ giebt an, in welcher Weise die Linienelemente des Laumes 21-- xn von der ursprünglichen Gruppe: yi — fi^ a) unter einander vertauscht werden.

Da die Gruppe: yi = f, (x, d) von den r unabhängigen infinitesimalen Transformationen: Xif • • • Xrf erzeugt ist, so lauten ihre endlichen Gleichungen in kanonischer Form:

yk = ^k + 2 ej bk -*  «=1- „).

Legen wir diese Form der Gruppe: yi = fi(x, d) zu Grunde, um die erweiterte Gruppe (5) zu bilden, so erhalten die Gleichungen dieser letzteren die Gestalt:
[image: ]

wo zur Abkürzung gesetzt ist:


"VLSjk g(1)

0x, "i — Sk •

Wir erkennen hieraus sofort, dass die erweiterte Gruppe die identische Transformation enthält, zugleich aber kommen wir auf die Vermuthung, dass sie von den r unabhängigen infinitesimalen Transformationen :
[image: ]

erzeugt ist Die Richtigkeit dieser Vermuthung lässt sich folgender-massen beweisen:

Die n Functionen: yi^ f(x, a) befriedigen nach Theorem 3, S. 33 Differentialgleichungen von der Form:

. (7) ad, =2/*x(did,)di(91:Mu) (=1:ni*=1:7)

Differentiiren wir diese Gleichungen nach t und berücksichtigen wir, dass die a von t unabhängig sind, so ergiebt sich:

ay9) Jat,(y) (i)

	
	
	
(8)      ad,=22)*(0)/—0y,y, @=lin*=1 *).







Sind nun a,° • • • a,° die Parameter der identischen Transformation in der Gruppe: yi—fi{x,a\ so verschwindet die Determinante: Z—i(a) - r(a) für: ar^= atQ, ■■■ar=a^ nicht; aber af^-af sind auch die Parameter der identischen Transformation der erweiterten Gruppe (5); folglich können wir aus den Gleichungen (7) und (8) in der bekannten Weise (vgl. Kap. 4, S. 69 ff.) schliessen, dass die erweiterte Gruppe wirklich von den r unabhängigen infinitesimalen Transformationen Xf erzeugt ist. Wir bezeichnen die Xf als erweiterte infinitesimale Transformationen.

Als die unabhängigen infinitesimalen Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe befriedigen die X^f paarweise Relationen von der Form:

k j I — i k / —, Ckjss lo

i

Hier müssen rechts und links die Coefficienten der — übereinstimmen, es muss also sein: XkXjf—XjXkf = Xs ckjSXsf, folglich wird:

X (Cis Cis) Xs! 0,

oder wegen der Unabhängigkeit von Xtf ■ • • Xrf:

^kjs--- Okjs ^ j, s 1 • • ■ ‘) •

Somit ist die erweiterte Gruppe (5) mit der ursprünglichen Gruppe holoedrisch isomorph, was damit stimmt, dass beide Gruppen nach S. 525 dieselbe Parametergruppe besitzen. —

Wir geben noch einen zweiten direkten Beweis des eben gefundenen Resultats.

Sind Xif und Xjf beliebige infinitesimale Transformationen und werden die zugehörigen erweiterten infinitesimalen Transformationen wie früher mit X^f und X^f bezeichnet, so ergiebt sich:

x"x!"/ - x,‘x"/= xxf- X,X,/+ _‘/  8"6,,   , ^ l , ar 4 12     0x,0x,    5ii 0x,0c, "‘ 2x(l) + niv '                                     )           7 1/05 05 05 08n| 00f Ax, 0x;  0x,  x,"" dx^

niv                                        •            71


oder:

(9)



[image: ]



Nehmen wir nun insbesondere an, dass die Xkf infinitesimale Transformationen einer 7-gliedrigen Gruppe sind und dass dabei:

XtXtf - X,X/=2 o„,X/

ist, so folgt:

xp" ^f - x XP/-2 .3 L % +

+2 .„2 4 E. • & -5 CkX> }f,

was zu beweisen war.2)

Von besonderem Interesse in der eben durchgeführten Rechnung ist die allgemeine Formel (9), welche sich in Worten aussprechen lässt wie folgt:

Satz 1. Bildet man zu zwei beliebigen infinitesimalen Transformationen:

	
	
x, / -2 & CL, %,/ -2 • %


: 3t von den 3 nach t.







die erweiterten infinitesimalen Transformationen:

XP"f=S)t 3£,+S)s ,86 —■

so ist X^X^f — X^X^f die zu X,X,f — X^Xrf gehörige erweiterte infinitesimale Transformation.

§ 128.

Wir fragen jetzt, wie sich entscheiden lässt, ob die Gleichung:


n
[image: ]

1




jede endliche Transformation der erweiterten eingliedrigen Gruppe:


n
[image: ]

1




0f _‘ 05, „() 2f 2x,2 öx, " 2x(l)

iv                         1

gestattet.

Nach Kap. 7, S. 112 thut sie es dann und nur dann, wenn X(x U, x,") vermöge X U„x," = 0 verschwindet. Durch Ausrechnung findet man:

[image: ]

• x9])




also einen Ausdruck, welcher in den x," linear ist. Mithin gestattet die Gleichung: X Uva^ = 0 dann und nur dann die eingliedrige Gruppe

X^f, wenn eine Relation von besteht, unter 9 eine Function von 21- • • xn allein verstanden.

[image: ]




der Form:
[image: ]




Nebenbei mag bemerkt werden, dass der Ausdruck XU,x, stets dann aber auch nur dann bei jeder endlichen Transformation der erweiterten Gruppe Xf invariant bleibt, wenn der Ausdruck: X°(x U,x,") identisch verschwindet.

Endlich wird ein System von m Gleichungen:

n

	
(10)          > Uki^i -%„)- «," = 0 (=11)



1

dann und nur dann alle Transformationen der erweiterten Gruppe X^ f gestatten, wenn jeder Ausdruck: X(xUx,) vermöge des Systems verschwindet, wenn also Relationen von der Form:

/ n          \ m       n

X (( )> Uxa." j =>} 0„>] Uxs" (-1- ») bestehen, wo die Qkj Functionen von den x allein bedeuten.

Verbinden wir den Satz 5 des Kapitels 7, S. 118 mit dem oben bewiesenen Satze 1 (S. 527), so ergiebt sich offenbar der

Satz 2. Gestattet ein Gleichungensystem von der Form:

n

	
(10)        X U(x,a,) a,=0 «=nm)



die beiden eingliedrigen Gruppen: Xf und XfAf, welche bezüglich aus X,f und X,f durch die oben defnirte besondere Erweiterung her geleitet sind, so gestattet es zu gleicher Zeit die eingliedrige Gruppe: XD)X,(f — X^X^f, welche aus der Gruppe: X|X,f — X,X, f durch Erweiterung hergeleitet ist.

Wir haben den vorstehenden Satz erhalten, indem wir den Satz 5 des Kapitels 7 auf den besonderen Fall eines Gleichungensystems von der Form (10) anwendeten. Es muss aber erwähnt werden, dass unser, jetziger Satz sich weit leichter beweisen lässt, als der allgemeine Satz 5 des Kapitels 7. Man kann nämlich ohne Schwierigkeit durch Rechnung sich überzeugen, dass ein Gleichungensystem (10), welches Xf und X^f gestattet, auch X,()X,f— X^X^f zulässt.

Eine Gleichung von der Form:

n

2 Ui^ • • • Xn) • dXi = 0

nennen wir eine Pfaffsche Gleichung, ihre linke Seite bezeichnen wir als einen Pf aff sehen Ausdruck

Aus den bisherigen Entwickelungen des gegenwärtigen Kapitels ergeben sich wichtige Sätze über Systeme von Pfaffschen Gleichungen:

n

	
(10)          2 TJ^x^ "&)* dxi = 0 (=1 m).



i

Die Ausführung der Transformation: yi—fi(pct-• • xf) auf den Differentialausdruck: ZiUk(x, - An) da; geschieht offenbar in der Weise, dass man die 2n Grössen 21* • • xn, dx±- • • dxn durch die erweiterte Transformation: transformirt. Hieraus folgt, dass das System der Pfaffschen Gleichungen:
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n

	
(10)           ) Uki^ • • • x^-dxj = 0  (=1 m)



dann und nur dann bei der eingliedrigen Gruppe Xf invariant bleibt, wenn das Gleichungensystem:

n

) Ux(x, -En)* «,") = 0 a=1:m)

die erweiterte eingliedrige Gruppe:

[image: ]



gestattet, wenn also m Relationen von der Form:

n      208 m 7 X X U ■«,) +> Ux) adl«,") =>} o„(x))] Uja,0) 1 ,              (=1- m} bestehen oder, was auf dasselbe hinauskommt, m Relationen von der Form:

so erhalten wir den

Satz 3. Soll das System der m Pfaffschen Gleichringen:

n

	
(10)            > Ux(x, • • ■ xn) •dXi= Q (=1: m)



1

alle Transformationen: y=z—aXx—... der eingliedrigen Gruppe

Xf gestatten, sollen also für jeden Werth von & Relationen von der Form:

[image: ]



[image: ]

(k = 1 ■ • • m)





bestehen, so ist nothwendig und hinreichend, dass die m Ausdrücke X(X Ukidxf sich in der Form:
[image: ]




darstellen lassen.

Führen wir endlich die Redeweise ein: das System der Pfaffschen Gleichungen (10‘) gestattet die infinitesimale Transformation Xf, wenn m Relationen von der Form:
[image: ]

bestehen, so können wir den letzten Satz auch folgendermassen aussprechen:

Das System der m Pfaffschen Gleichungen (10‘) gestattet dann und nur dann alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Xf, wenn es die infinitesimale Transformation Xf gestattet.

Ausserdem geht aus Satz 2 ohne Weiteres hervor:

Theorem 93. Gestattet ein System von m Pfaffschen Gleichungen: n

) Un (2, • • ■ &n) • dXi = 0   (-1- m)

i

die beiden eingliedrigen Gruppen: X^f und X2f, so gestattet es gleichzeitig auch die eingliedrige Gruppe: XrX2f— XqXif.

Zu bemerken ist noch, dass der Pfaffsche Ausdruck: Xi U(x,-"En)da; dann und nur dann bei jeder Transformation der eingliedrigen Gruppe Xf invariant bleibt, wenn der Ausdruck: X(X Uidxf) identisch verschwindet.

Wir sind früher (S. 53 f.) übereingekommen, dass wir an Stelle von 8x,                                                               8 f

Si zuweilen auch __! schreiben wollen und an Stelle von Xf auch

St                                          °

In ähnlicher Weise wollen wir an Stelle von X (X Uidxf) auch wohl schreiben: 3 E UidXi-, wir haben dann die Gleichung:
[image: ]

welche in derselben Bedeutung in der Variationsrechnung vorkommt.


§ 129.

Die Sätze des vorigen Paragraphen reichen vollkommen aus, um die Theorie der Erweiterung einer Gruppe durch Hinzufügung von Differentialquotienten in voller Allgemeinheit abzuleiten. Wir wollen jedoch erst einen besonderen Fall betrachten, ehe wir die Behandlung des allgemeinen Falles in Angriff nehmen. Dabei knüpfen wir an bekannte geometrische Begriffe des dreifach ausgedehnten Raumes an.

Unter x, y, z mögen gewöhnliche Punktcoordinaten des dreifach ausgedehnten Raumes verstanden werden und es sei ferner:

	
(11)               « = E(x, y, 2), y' = H, z = Z



eine Transformation dieses Raumes.

Bei der Transformation (11) werden alle Punkte x, y, z trans-formirt, das heisst in neue Lagen: x, y, / übergeführt. Gleichzeitig nehmen auch alle Flächen neue Lagen an: jede Fläche: x.(x, y, z) == 0 geht in eine neue Fläche: v(x, y', %) == 0 über, deren Gleichung durch Elimination von x, y, z aus den Gleichungen (11) der Transformation in Verbindung mit % = 0 erhalten wird.

In der Natur der Sache liegt es, dass die Transformation (11) solche Flächen, die einander berühren, wenigstens im Allgemeinen in Flächen überführt, welche in derselben Beziehung stehen. Bezeichnen wir daher mit dem Ausdruck Flächenelement den Inbegriff eines auf einer Fläche gelegenen Punktes x, y, z und der hindurchgehenden Tangentialebene :

z — z =P( — x) + Q(y— y) (p =84, q=8g),

so können wir sagen, dass unsere Transformation (11) jedes Flächenelement x, y, 2, p, q in ein neues Flächenelement x, y, %, p, q verwandelt. Mit andern Worten, es müssen gewisse Gleichungen:

	
(12)           7 = 11(x,y,z,p,q), q = K(x, y, 0,p, q)



bestehen, welche wir weiter unten wirklich aufstellen werden. Die Gleichungen (11) und (12) zusammengenommen stellen eine Transformation dar, welche aus der Transformation (11) durch Erweiterung entstanden ist.

Setzen wir nunmehr voraus, dass oo" Transformationen:

	
(13)           x = E(x, y, z, ax • • • ar), y = Y\, z=7.



vorgelegt sind, welche eine r - gliedrige Gruppe von Punkttransformationen des Raumes darstellen und denken wir uns zu jeder dieser oo" Transformationen die eben definirte erweiterte Transformation aufgestellt. Wir behaupten, dass die oo" erweiterten Transformationen:


(14)



x == B(x, y^,^--- ar\ y — H, Z = Z,

	
7 = H(x, y, ^,p, ^a^-- a^, q = K,



welche wir auf diese Weise erhalten, eine r- gliedrige Gruppe in den V eränderlichen x, y, 2, p, q bilden.

Zum Beweise fassen wir die oo" Transformationen (13) als Operationen auf und bemerken, dass diese Operationen sowohl die Punkte x, y, z als die Flächenelemente x, y, 2, p, q unter einander vertauschen. Als Vertauschungen der Punkte angesehen bilden diese Operationen eine Gruppe, folglich müssen sie auch als Vertauschungen der Flächenelemente aufgefasst eine Gruppe bilden, das aber findet eben darin seinen analytischen Ausdruck, dass die Gleichungen (14) eine Gruppe darstellen.

Die bisherigen Ueberlegungen werden wir näher präcisiren, indem wir sie rein ana


lytisch entwickeln.



Es sei

	
	
(11)       x‘= 5(x, y, 2), y'^^^y,^, / = Z^,y,^





eine Transformation zwischen den V eränderlichen x, y, 2 und x, y, 3. Denken wir uns 2 als eine beliebig gewählte Function: s = g (x, y) von x und y, so existiren partielle Differentialquotienten erster Ordnung von 2 nach x und y^ dieselben sind definirt durch die Gleichung: dz — pdx — qdy = 0.

Andererseits aber verwandelt unsere Transformation jedes Abhängigkeits-verhältniss: 2 = g(x, y) zwischen x, y, 2 in ein eben solches zwischen 7, x, y, welches im Allgemeinen die Form: Z = g(x‘, y) erhalten kann; daher hat auch / zwei partielle Differentialquotienten p und q, welche ihrerseits der Bedingung: dz — p dx — q dy' = 0 genügen.

Setzen wir in der eben geschriebenen Gleichung an Stelle von 3, x, y ihre Werthe Z, E, H ein und ordnen wir das Resultat nach d3, dx, dy, so kommt:

+ay—P ay—ay) dJ =0

oder wegen: ds — pdx — qdy:


(15)




az ,05    ,3h , /az

2x—22x—9 2=2(2,




,as ,OH\\ , .

— p — — q —) \ dx —

- oz - dz/ J 1




az _ 05_ OH

2y 22y I dy




/az ,OE ,OH\) 7    -

+ Q  -----p - -C ) CY == O.

-Oz   - oz - oz/) •



In der Gleichung (15) müssen die beiden Faktoren von dx und dy für sich verschwinden, weil dx und dy picht durch eine Relation verknüpft sind. Wir erhalten daher die beiden Gleichungen:

,0= . ds\ , , (PH2H\ az , az


P 2x




(16)




dz



Dieselben lassen sich nach p und q auflösen. Verschwände nämlich die Determinante:

dS . s 0s . 2s

dx T P dz   dy 1 I dz

(17)

	
	
	
7                     an , aH an , an







dx~^^dz dy~^~^dz für jede beliebige Function 2 von x und y, so müsste sie an und für sich identisch verschwinden, das heisst, für jeden Werth der Veränderlichen x,y,z,p,g. Letzteres kann offenbar nur dann eintreten, wenn alle zweireihigen Determinanten der Matrix

Wir sehen also, dass die Gleichungen (16) im Allgemeinen nach p und d auflösbar sind, welche Function von x und y auch das z sein mag, und dass die Auflösung nur dann nicht möglich ist, wenn die Function z — y(x, y} die partielle Differentialgleichung befriedigt, welche durch Nullsetzung der Determinante (17) entsteht. Indem wir die Auflösung der Gleichungen (16) wirklich ausführen, erhalten wir für p und ‘ ganz bestimmte Functionen von: x,y,z,p,g:

p = D(x,y,z,p,g'), g = ^,y,z,p,g).

Diese Bestimmung ist allgemein gültig, da wir über die Function z — y(x, y) besondere Voraussetzungen nicht gemacht haben.

Alles das ist übrigens längst bekannt.

Die Gleichung (15) zeigt, dass es möglich ist, eine Grösse a derart zu bestimmen, dass die Relation:

	
	
	
	
(18)        dZ — p'dß — qdH = d (dz — pdx — gdy)









in dx, dy, dz identisch besteht. Entwickelt man nämlich (18) nach dx, dy, dz, so erhält man zunächst durch Vergleichung der Faktoren von dz auf beiden Seiten:

dz fd^ ,2H.

d dz P dz 10s setzt man aber diesen Werth in die Gleichung (18) ein, so verwandelt sich dieselbe in (15).

Die Gleichung (18) ihrerseits hat einen sehr einfachen Sinn, sie sagt aus, dass die enveiterte Transformation:

x' — B, y = H, s= Z, p — II, 4 = K

die Pfaffsche Gleichung: dz — pdx — gdy = 0 invariant lässt.3)

Für das Folgende ist es sehr wichtig zu bemerken, dass die erweiterte Transformation: x‘==,( = K durch diese Eigenschaft vollkommen definirt ist. Mit andern Worten: kennt man E, H, Z, so sind II und K durch die Forderung, dass die Transformation: x‘===, -( = K die Pfaffsche Gleichung: dz—pdx— qdy == 0 invariant lassen soll, eindeutig bestimmt.

Nunmehr gehen wir wieder zur Betrachtung einer y-gliedrigen Gruppe:

	
	
	
	
(19)             x‘ == E(x, y, z, a, -a,), y === H, 2’= Z









über und denken uns jede der oo" Transformationen dieser Gruppe in der vorhin angegebenen Weise durch Hinzufügung der Gleichungen:

	
	
	
	
(20)            7 = n (a, y, z,p, q, a, * a^, • = K









erweitert. Dass dann die Gleichungen (19) und (20) zusammen-genommen eine r-gliedrige Gruppe darstellen, wissen wir schon (vgl. S. 532), wir wollen es aber jetzt auch analytisch beweisen.

Werden die Gleichungen:

x" = E(x‘, y', Z, 6, - • br\ y" = H, z" = Z mit (19) verbunden, so erhält man in bekannter Weise:

a" = E(x, y, z, q • • • cr\ y‘= H, ""= Z, wo die c nur von den a und b abhängen. Andererseits ergeben aber die beiden Gleichungen

dz — p dx — qdy = a(dz — pdx — qdy)

dz" — p' dx"— q dy" = d (dz—p dx — q dy)

die analoge Gleichung

dz" —p"dx" — q dy" = aa‘(dz — pdx — qdy), welche nach der oben gemachten Bemerkung zeigt, dass p" und q gerade so von x, y, z, p, q und den c abhängen, wie p und q von x, , 2, p, q und den a- Wir haben somit den

Satz 4. Stellen die Gleichungen

(19)           x = E(x, y, z, a, • • • ar), y = H, 7= Z

eine r-gliedrige Gruppe dar und bestimmt man die Functionen II(x, y, z,a1-- -aS), K (x, y, z, ar ■ • • ar) derart, dass die erweiterten Transformationsgleichungen:

	
	
	
	
(21)         x - E, y = H, z = Z, p = II, q = K









die Pfaffsche Gleichung: dz—pdx — qdy = 0 invariant lassen, dass also eine Relation von der Form:

dz — p dx — qdy = a (x, y, z, p,q,al--- ar) • (dz — pdx — qdy) Besteht, so stellen diese TransformationsgleicJiungen ebenfalls eine r-gliedrige Gruppe dar und zwar eine Gruppe, welche mit der ursprünglichen Gruppe die Parametergruppe gemein hat.

Wir behaupten nun: Ist die r-gliedrige Gruppe (19) von r unabhängigen infinitesimalen Transformationen erzeugt — und das setzen wir natürlich wie sonst immer auch hier voraus —, so gilt dasselbe zugleich von der erweiterten Gruppe (21).

Wir werden diese Behauptung zunächst für den einfachen Fall: r — 1 beweisen. Es sei also r = 1 und die Gruppe (19) sei von der infinitesimalen Transformation

f ।     0 f । , of

xf = Sax + "öy + 5az erzeugt. Um nachzuweisen, dass auch die erweiterte Gruppe von einer infinitesimalen Transformation erzeugt ist, brauchen wir blos zu zeigen, dass aus Xf eine erweiterte infinitesimale Transformation

.  . ^f i af.af af Sf

*"f= böx + "ay 5azf"ö *04

hergeleitet werden kann, welche die Pfaffsche Gleichung:


(22)




d^ — pdx — gdy = 0



invariant lässt. Ist das gezeigt, so ist klar, dass die von X^f erzeugte eingliedrige Gruppe in den Veränderlichen x,y,z,p,g mit der eingliedrigen Gruppe (21) identisch ist, sie lässt ja die Pfaffsche Gleichung (22) invariant und entsteht durch Erweiterung der Gruppe Xf, welche nach Voraussetzung eben die Gruppe (19) ist.

Nach S. 531 lässt die infinitesimale Transformation X^f dann und nur dann die Pfaffsche Gleichung (22) invariant, wenn a und x eine Gleichung von der Form:

dg — pd^ — gdg — ndx — ndy === b(dz —pdx — gdy)


d&adsodn

dx ^dx ^dx’




dE—pd—gdn,

dy dy dy1



befriedigen, unter b eine Function von x,y,z,p,g verstanden. Diese Gleichung zerlegt sich in die drei:


		
- og 0§ Sy b = ---p^--q.

x = ox - Pox - Iox + bP

- q?n + 6q,

Sy - Sy 1 oy




also ergeben sich für x und % die vollständig bestimmten Werthe:

wo der Abkürzung wegen gesetzt ist:

0 4 (x, y, z} .    00 (x, y,z) __ d d 00 (x, y,z) ,    0 $ (x, y^) __ d $

dx T 2 dz dx ‘ dy T I dz dy

Hiermit ist die Existenz der infinitesimalen Transformation X(f bewiesen und damit zugleich die Richtigkeit der oben aufgestellten Behauptung für r = 1.

Nunmehr sei r beliebig. Ist dann eXf-—e,X,f irgend eine infinitesimale Transformation der Gruppe (19), so gehört offenbar diejenige eingliedrige Gruppe, welche von der erweiterten infinitesimalen Transformation: e, Xhf — • — erX.rwf erzeugt wird, der Gruppe (21) an, denn die betreffende eingliedrige Gruppe entsteht ja durch Erweiterung der eingliedrigen Gruppe: eXf — • • • — erXrf. Hieraus geht hervor, dass die Gruppe (21) die 00’1 eingliedrigen Gruppen: eXf ------- e,X,(1f enthält, dass sie also von den r unabhängigen infinitesimalen Transformationen: Xf. • • X/^f erzeugt ist.

Selbstverständlich erfüllen die Xk^f paarweise Relationen von der Form:

xw X,0f - x,Wxp/ -2 Ca,X<»f; wir werden das durch Ausrechnung verificiren, und so überdies erkennen, dass die ciks hier dieselben Werthe haben wie die ciks in den Relationen:

X^f- X,Xf =SoX.f.

1

Die Pfaffsche Gleichung: dz — pdx — qdy = 0 gestattet nach Theor. 93, S. 531 zugleich mit den beiden infinitesimalen Transformationen: X^f und Xf auch die folgende: X,(X,@)f — X,() X,@f, welche augenscheinlich die Form hat:

x,0x,@f — X,0XWf= X,Xtf - X,Xf + «3,+884.

Hieraus ergiebt sich, dass die infinitesimale Transformation: X^X^f — Xi)Xf durch Erweiterung von

X.X.f-XlX,f=^,ca.X,f

1

erhalten wird, dass also die Relationen:

x/X,/ - X,6 x"f-X cibX^f

bestehen.

Wir ersehen hieraus noch, dass die erweiterte Gruppe (21) mit der Gruppe (19) holoedrisch isomorph ist, was damit stimmt, dass beide Gruppen dieselbe Parametergruppe besitzen (Satz 4, S. 535).

	
	
	
Die Gruppe:                            , (1 9)          x = E(x, y, 2, a, • • • ar\ /=H, Z= Z kann noch mehr erweitert werden, nämlich dadurch, dass man auch Differentialquotienten von höherer als der ersten Ordnung mitnimmt. Wir wollen hier nur noch auf die Erweiterung durch Hinzunahme der Differentialquotienten zweiter Ordnung eingehen.







Da Z als Function von x und y betrachtet wird, haben wir neben p und q auch die drei Differentialquotienten zweiter Ordnung:

02 z  Wz   .    Wz   ,

0x2    ‘ docc)y    5‘    Sy2 zu berücksichtigen.

Bei den Transformationen unserer Gruppe hängen x, y, Z in bekannter Weise von x, y, z ab und nach dem Früheren ebenso p', q von x, y, 2, p, q. Wie jetzt gezeigt werden soll, lassen sich auch /, s, t' als Functionen von x, y, s,p, q, r, s, t darstellen:

/ = P(x, y, ^}p, q, r, s, t;a, - a^, s' = Z, t' — T.

Die Grössen r, s, f sind definirt durch:

dp—r dx —sdy' = Q, dq—s dx — t'dy = 0.

Werden hierin die dx, dy , dp', dq nach dx, dy, ds, dp, dq entwickelt und dann für dg, dp, dq ihre Werthe aus

ds — pdx — qdy = 0, dp — rdx — sdy — 0, dq — sdx — tdy = 0 eingesetzt, so ergeben sich zwei Gleichungen von der Form: Adx — Bdy = 0, deren Coefficienten neben x, y, d und ihren Differentialquotienten nach x, y, z auch noch p, q, r, s, t', p, q, r, s, t enthalten. Da dx und dy von einander unabhängig sind, müssen A und B beide Male einzeln verschwinden und so finden wir vier Gleichungen:

" y qTJ +8 y+10/=oy 1os 13opt‘aq

u. S. W.

Von diesen Gleichungen sind die beiden ersten nach r und s auflösbar, die beiden letzten nach s und t', geradeso wie die Gleichungen (16) nach p und q auflösbar waren. Es fragt sich nur noch, ob die beiden Werthe, welche wir auf diese Weise für s finden, mit einander übereinstimmen. Das aber ist bekanntlich der Fall, sonst bekämen wir ja eine nicht identische Relation zwischen x, y, z, p, q, r, s, t, welche bei der Substitution: z = y(x,y) identisch befriedigt sein müsste, und das ist unmöglich, da g gar keiner Beschränkung unterworfen ist.

Aehnlich wie früher erkennen wir auch hier, dass die Grössen r, s, t ‘ dadurch eindeutig als Functionen von x,y, ^IbW^t defi-nirt sind, dass Gleichungen von der Form: dp — rdx — s dy = at(d^ —pdx — qdy) — ßi^dp — rdx — sdy) —

— 71 (dq — sda — t^y)

dq — s dx — t'dy = a^da — pdx — qdy) — ßa(dp — rdx — sdy) —

+ Y2(dq — s^x — ^c^y)

identisch in dp, dq, d^, dy, dx bestehen. Erinnern wir uns dazu der früheren Identität:

	
	
• dz —p dx—qdy = a{dz — pdx — qdy), welche qj und q bestimmte, so können wir sagen, dass bei gegebenen E, H, Z die Transformationsgleichungen:



	
(23) x = F (x, y, z,ax • • • ar), ■ ■ • t' = 7 (x, y, z, p, q, r, s, t, a1 • • • ar) durch die Forderung, dass sie das System von Pfaffschen Gleichungen: (24) dz—pdx — qdy = Q, dp — rdx — sdy — 0, dq — sdx — tdy = 0 invariant lassen sollen, vollständig und eindeutig definirt sind.



Hieraus erhellt, dass durch die Aufeinanderfolge zweier Transformationen (23) wieder eine Transformation entsteht, welche das System (24)

invariant lässt. Nach Voraussetzung


haben aber die Gleichungen:

y = H,  Z=Z

J‘= H,  "=z

y‘= H, z”= Z,



x = E (x, y, 2, a, - • • a,),

x" = E(x, y, 2, b, • • • b,), zur Folge:

	
(19)    X" = E(x, y, 2, C - . Cr), wo die c nur von den a und b abhängen. Mithin ergeben die beiden Transformationen:



x = E (x, y, 2, a, * • • ar), • • • t‘ == T (x, y, 2, p, q, r, s, t, a, • • • ar)

x = 8 (x, y, z, b^-- br), ■■■t" = T (x, y, z, p, q, r, s, t^b^ • br) nach einander ausgeführt eine Transformation, welche aus (19') durch dieselbe Erweiterung hervorgeht, durch welche (23) aus

	
(19)         x‘ = E(x, y, z, a, • • • a^,    y'=^} z'= Z entstanden ist, eine Transformation also, welche ebenfalls der Schaar (23) angehört. Die Transformationen (23) bilden demnach eine r-gliedrige Gruppe.



Wir werden uns direkt überzeugen, dass die Gruppe (23) von r unabhängigen infinitesimalen Transformationen erzeugt ist.

Setzen wir wiederum zunächst voraus, dass r ~ 1 und dass die Gruppe (19) von der infinitesimalen Transformation Xf erzeugt ist. Dann brauchen wir offenbar nur zu beweisen, dass es eine erweiterte infinitesimale Transformation:

A (2 / — Af — A ---— X ---— O — — 6 -—— T — giebt, welche das System der Pfaffschen Gleichungen (24) invariant lässt. Das aber hat keine Schwierigkeit; für I und x finden wir dieselben Werthe wie früher, für 0, 0, T ergeben sich in ähnlicher Weise Ausdrücke, die linear und homogen von den §, n, $ und ihren Differentialquotienten erster und zweiter Ordnung abhängen.

Wir finden auch hier zunächst vier Gleichungen für 0, 6, T; es lässt sich aber leicht nachweisen, dass diese Gleichungen mit einander verträglich sind. Wir verschieben die Durchführung dieses Nachweises auf die Betrachtung des allgemeinen Falles, wo sich derselbe übersichtlicher gestaltet.

Aus der Existenz von X(f folgt natürlich, dass die Gruppe (23) im Falle r — 1 eben von X^f erzeugt ist.

In gleicher Weise erkennt man, dass bei beliebigem r die Gruppe (23) von den r infinitesimalen Transformationen: X^f- • • Xr^f erzeugt ist, welche durch Erweiterung der infinitesimalen Transformationen: Xf. • • Xrf der Gruppe (19) erhalten werden. Damit ist zugleich bewiesen, dass Relationen von der Form:

r

XX,®f — X,®)X3f =X6X,of bestehen.

Es lässt sich leicht einsehen, dass c^s = c^ ist. In der That, das System der Pfaffschen Gleichungen (24) gestattet mit X^f und X^f zugleich auch die infinitesimale Transformation: X2)X2f — X^X^f — (X,3) X,(2)), diese aber hat offenbar die Form:

(X/x,®) - (x,x) +1$,+8$/+1%%+«%+»%%, also entsteht sie aus der Transformation:

r

(,XtX^ =XeX,f

durch Erweiterung und lässt sich folgendermassen darstellen: (X,E)X,3)) =X}ox,®f.

Hierin liegt, dass die erweiterte Gruppe (23) mit der ursprünglichen Gruppe (19) gleichzusammengesetzt ist.

§ 130.

Nach der Durchführung der speciellen Untersuchungen des vorigen Paragraphen wird uns die allgemeine Theorie der Erweiterung einer endlichen continuirlichen Gruppe durch Hinzunahme von Differentialquotienten keine Schwierigkeit mehr bereiten.

Zunächst betrachten wir eine einzelne Transformation in den n — m Veränderlichen: X, • • • Xn, 21 * - zm, etwa die folgende:

	
(25)                  ( ",      fi (, ' ' ‘ ^n i ^x      Fm)      " - 1 * ‘ ‘n)



| 2)   Fj; (x, • • • X, , z,-.- Em)      (k = 1     m).

Wollen wir dieselbe durch Hinzunahme von Differentialquotienten erweitern, so müssen wir zunächst festsetzen, wieviele und welche unter den Veränderlichen 21-*- An, 21° • • 2 als unabhängig betrachtet werden sollen, welche als abhängig. Das kann auf sehr mannigfaltige Weise geschehen und jeder möglichen Weise entspricht eine ganz bestimmte Erweiterung der Transformation (25).

Wir werden im Folgenden immer x,---Xn als unabhängige Veränderliche betrachten und 21 • • ■ Zm als Functionen, aber als beliebig wählbare Functionen von ^ • Xn. Unter dieser Voraussetzung sind dann Xi’--* An im Allgemeinen von einander unabhängig, während 2,’ • • • zU Functionen von x,’--- xV werden.

Für die Differentialquotienten der z nach den x und der z' nach den x führen wir folgende Bezeichnungen ein:

2z,        “+  + anZ^             a=+"nz,/’ und behaupten, dass sich die z^ a ...an durch 2, • • • xn, 21 • • • zm und die Differentialquotienten zVj 8... B, von der ersten bis («, —----- &„)-ten Ordnung ausdrücken lassen:

	
(26)          Er ,q- c, Fu, a,-’- an (x, •&,, 21 ‘ ' ^mj e„, A, • • 8,)



0=1m,8,+-----+*„£«,+------ «„).

Setzen wir « -—e, = N, so ist das Bestehen von Gleichungen von der Form (26) klar für N = 0; um dasselbe für ein beliebiges N nachzuweisen, brauchen wir daher blos zu zeigen, dass Gleichungen von der Form (26) auch für «-+a, = N — 1 gelten, sobald solche für ar — • • • — an < N bestehen.

Es seien also die Functionen F^^^.. .a„ («1 — • • • — an < N) bekannt; die Werthe der Z,q...q,(q-= N+ 1) sind dann aus den Gleichungen

n

	
(27)    dzu , &, • • • an ) ^/.i, a, • • • a; + 1, • • • a, dXi = 0


(K, + • • +En — N)





1

zu bestimmen und zwar muss (27) vermöge des Gleichungensystems n

	
(28)    dZv, P,--8, -> E,, P, • • • ßi + 1, • • • ßn dz; = 0



1

(‘=1:m;0<8+-----+ A < N)

identisch bestehen, während dxr • • • dxn völlig von einander unabhängig

sind. Für Bu,a..q;+1,.. a, erhalten wir daher die Gleichungen:

[image: ]

dF^, q...a





dEx




(ä=i • • • n).




wo die rechte Seite den vollständigen Differentialquotienten:
[image: ]




von Fu, a, ... an nach xk bedeutet.

Wären die Gleichungen (29) nicht nach den Zl,a...c,+1,..a„(i=1n) auflösbar, so müsste die Determinante:

[image: ]



[image: ]



gleich Null sein, welche Functionen von xx ■ • • xn man auch für 2, • • • 2 einsetzt, das heisst, sie müsste identisch verschwinden für jeden Werth der Veränderlichen Xi, Zu, s^i. Man überzeugt sich leicht, dass dies nur dann eintreten kann, wenn alle m-reihigen Determinanten der Matrix:

0f, .227..3f

02,          2a, 021         02,

2f. . O/n 2fn..2f,

Ox, ' ^xn 02,          02,

identisch verschwinden, wenn also die Functionen fx-' • fn nicht von einander unabhängig sind. Das ist ausgeschlossen, folglich sind die Gleichungen (29) nach den Zu,a, ...«,+1... Un (i = 1 • • • n) auflösbar.

Noch bleibt ein Bedenken zu beseitigen. Die Gleichungen (29) liefern anscheinend für die Differentialquotienten zu, a ... a.+1...C, im Allgemeinen verschiedene Werthe. Das ist in Wirklichkeit nur scheinbar. Denn sonst ergäben sich ja zwischen den Xi, den Zu und den Differentialquotienten der letzteren gewisse nicht identische Relationen, die für ganz beliebige Functionen 2---%m von X1 ■ • • xn identisch erfüllt sein müssten, was unmöglich ist.

Wir sehen also: die Gleichungen (29) bestimmen alle Zu,a,-..q;+1-..a, vollständig und eindeutig, folglich bestehen Gleichungen von der Form (26) unter den gemachten Voraussetzungen auch für &, — • • • + «n = N — 1, womit ihre allgemeine Existenz erwiesen ist. Ausserdem aber erkennen wir noch, dass die Transformation:

1

 Lie, Archiv for Math. Bel. 10, S. 378, Christiania 1885.

2

 Die vorstehenden analytischen Entwickelungen haben grosse Aehnlichkeit mit gewissen Entwickelungen des Kapitels 20 (vgl. S. 370 f.). Der innere Grund dieses Zusammenhangs liegt darin, dass die Grössen g auf S. 370 nichts anderes

sind, als gewisse Differentialquotienten

3

 Lie, Göttinger Nachr. 1872, S. 480, Verhandl. d. G. d. W. zu Christiania 1873; Math. Ann. Bd. VIII.



(30)



i fi (x, * ‘ ' En, 81 ‘ Zm) , Zu --- F (x, ‘ ’ ' X,, 81 * * ‘ Zm)

,, «,= ^^>at ' ’ • «„(2, •„, 2*"* Em, ^v, P,- P„) (Z8x <z «„)

(i = 1 • • • n; u = 1 • • • m; 0 < «, + • • ■ an < N)


das Pfaffsche Gleichungensystem:




(31) dzu,8, .. An




n

—XEu,8,




-. 8+1,.. „ dai=0 (u = 1 • • ■ m; 0< 2%, < N)



invariant lässt und dass sie durch diese Eigenschaft vollständig de-finirt ist. Endlich ist auch noch klar, dass die Aufeinanderfolge von zwei Transformationen (30), welche das Pfaffsche Gleichungensystem (31) invariant lassen, wieder eine Transformation von dieser Beschaffenheit ergiebt.

Setzen wir jetzt voraus, dass die ursprünglichen Transformationsgleichungen (25) eine gewisse Anzahl, etwa r Parameter enthalten:


(32)



&i fi (x, ' ' ’ ^n ,2*-- ^m, a, • ‘ ' a,) (i = 1 ■■■ n)

Zu      Fu (X, ’ ' ' ^n^ 21 " ’ ' ^m, a, • ' ' a„)     =1- m)

und eine 7-gliedrige von r unabhängigen infinitesimalen Transformationen erzeugte Gruppe darstellen. Aus (32) denken wir uns alle Gleichungen von der Form (26) abgeleitet, in denen a, + • • • + an < N ist; wir behaupten, dass dieselben mit den Gleichungen (32) zusammen-


genommen:

(33)



Xi = f (x, 8, a\ zf = F^ (x, z, a)

EL, qo — Fu, «, • -„(x, %, ^^ -8„, a) (i=1-:n; u= 1 • • -m-, 0 <«,+. • an—N) wieder eine 7-gliedrige Gruppe darstellen.

Der Beweis ist sehr einfach.

Die Transformationen:

a/’ = fi(x, 2, a\ 2,’ = Fk(x, z, a)

x," — f i (x, L, b), z" = Fk (x, z, b)

ergeben nach einander ausgeführt eine Transformation:

a," = fi (x, 2, c), z" = Fk (x, 8, c),

in welcher die c gewisse Functionen der a und der b sind. Nach dem oben Gesagten drücken sich daher die Zu, a an gerade so durch die Xi, 8k, 2v,8,... 8, und die cj aus, wie die 8^ax---an sich durch die Xi, 8k, 8v^ß ■ ■ ■ ßn und die a ausdrücken. Damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Es bleibt noch nachzuweisen, dass die erweiterte Gruppe (33) ebenso wie die ursprüngliche Gruppe (32) von r unabhängigen infinitesimalen Transformationen erzeugt ist. Um diesen Nachweis führen zu können, stellen wir zunächst die folgenden Betrachtungen an:

Wir gehen aus von einer beliebigen infinitesimalen Transformation:

Xf =2} 6, (z, 2) g +3 % (x, 0 ?

und versuchen aus derselben eine erweiterte infinitesimale Transformation :

m

Xf=Xf+)} X 6,q, G, 2—

(0 <«++„- N)

zu bilden, welche das Pfaffsche Gleichungensystem:

n

	
(31)            d8v^1...ßn -X 8v>ßl... ß. + 1^... ßndxi = 0



(» = 1 . • • m; 0 < ßL + • • • + ßn < N) invariant lässt.

Für N = 0 und N = 1 giebt es sicher eine infinitesimale Transformation X(f von der eben geschilderten Beschaffenheit, das bedarf keiner näheren Begründung. Wir können daher den allgemeinen Beweis für die Existenz von X()f in der Weise führen, dass wir zeigen: sobald X(-If und X(f existiren, existirt auch X(+f.

Voraussetzung ist also, dass X^^f und X^f existiren. Soll es nun eine infinitesimale Transformation X^+^f geben, welche das Pfaffsche Gleichungensystem:


(34)




dsV; 8,.. 8,




clxi = 0



(v = 1 • ■ • m; 0 < ß,++ ßn < N + 1)

invariant lässt, so müssen die noch unbekannten:

—8t—=5u,n"y, (f"=N±1)


gewisse Gleichungen von der Form:
[image: ]




befriedigen und zwar unabhängig von den Differentialen: dxi, dz,, 8,... ßn.

Hieraus bestimmen sich zunächst die P.,B,...8, eindeutig und es bleiben nur Gleichungen zwischen den von einander unabhängigen Differentialen: dxr • • • dxn. Setzt man daher die Werthe der P.,8,...ß, ein und vergleicht auf beiden Seiten die Coefficienten der dxt, so erhält man für §u, «,... a. + 1,. .. an den folgenden Ausdruck:

8

8t”u, &,1Ei+1,1En — Su, C, • • • C; +1, E, —

	
(35)                 dz„, «, • • -,     "I ,                    dg,



dx-      _ Bu,C,: •• «j+1," ’ an~dx.

‘                  1                                                       ‘

(«, + + an = N), wo de, einen vollständigen Differentialquotienten nach Xi bedeutet.1)

Nun aber bleibt noch eine Schwierigkeit; im Allgemeinen erhalten wir nämlich für jedes ^h ai... a. +1;... Un eine Reihe anscheinend verschiedener Ausdrücke.

Der Ausdruck rechter Hand in (35) ist seiner Ableitung nach der Werth von:

8 22u, «,-..«, 8

öt ax, ' =öt”"dthisn"

Andererseits ist aber auch:

	
(36)    8z c. ...41 ...a _ 8 - “@u:so—luditln“n



öt"""       ""F8t        @x,-----—

_dSu,c,---q,—1,=.a,+1,..En ".                             d§,

d En        2 "" “o+1"=1*“+1" an da,’ wo h irgend eine von i verschiedene der Zahlen 1, 2 • • • n bedeutet. Damit sind alle Möglichkeiten erschöpft. Es braucht daher blos noch nachgewiesen zu werden, dass der letzte Werth von stZu,c- ..a. +1,.. .a, mit dem Werthe (35) übereinstimmt.

Um das nachzuweisen, erinnern wir daran, dass die folgenden Gleichungen bestehen:

	
•          8 “M,“*d/—1n:En



St dXh ~

[image: ]



Setzen wir andererseits den Werth von ^u> a,... «) — 1,...«; +1,...«, in (36) d d d d ein und berücksichtigen wir, dass —---—== —--— ist, so finden wir: °      7 dx{ dxh dxh dxi 7

8 02u, c, • ■ ■ ah — 1, • ■ • ai + 1, • • • an ___ 8 0 Pu, c, • ■ • an

St             dxh                8t 0 xi

Das aber war zu zeigen.

Nunmehr ist bewiesen, dass die Su, y...y, (Yi ------+ Y == N— 1) unter den gemachten Voraussetzungen wirklich existiren und eindeutig bestimmt sind; mithin ist nach dem oben Gesagten sicher, dass zu Xf für jeden Werth von N eine ganz bestimmte erweiterte infinitesimale Transformation X^f gehört.

Die Coefficienten von IL^^f sind offenbar linear und homogen in den §i, SR und ihren Differentialquotienten nach den x und z. Sind daher Xif und Xjf zwei infinitesimale Transformationen von der Form Xf, sind ferner Xf^f und ^N>)f die zugehörigen in der angegebenen Weise erweiterten infinitesimalen Transformationen, so geht

CiX^f+ CjX^f

aus CiXif — CjXjf durch die betreffende Erweiterung hervor. Da ausserdem mit X^f und X^f zugleich X^ X^f — X^X^N>f das Pfaffsche Gleichungensystem (31) invariant lässt, muss auch

Xf^Xf^f — X,N) X,()f

aus XiXjf— XjXjf durch jene Erweiterung entstehen.

Nun mögen endlich Xrf- • Xrf unabhängige infinitesimale Transformationen der 7-gliedrigen Gruppe (32) sein und also die bekannten Relationen:

X^f- X,X/=2 Cii.X,f

1 befriedigen.

Bilden wir die erweiterten infinitesimalen Transformationen: X,(f.X,()f, so geht auch X,®)X,f — X,W)X,)f aus X^f-XjXif und folglich aus XcijsXsf durch diese Erweiterung hervor, was wieder heisst, dass:

X^X^f - X,W)X,»/=2 cijsX^f

wird. Die r infinitesimalen Transformationen X[N><f erzeugen daher für jeden Werth von N eine mit der Gruppe der Xif gleichzusammen-gesetzte Gruppe; dieselbe ist offenbar identisch mit der früher besprochenen Gruppe (33), welche durch Erweiterung der endlichen Gleichungen (32) der Gruppe: Xxf- • • Xrf erhalten wird.

Theorem 94. Bilden die oo‘ Transformationen:

Xi f i (x, ■ ■ ■ En,  21 * ■ ■ 2, a^ • • • a^    o — i ■ ■ • n)

Zk Ft (x, ' ' ' ^n,  21 '    ^m, a, ‘ • ' af)   (I = 1 • • • m)

in den Veränderlichen &1* • • xn, 21 * • • Em eine r-gliedrige Gruppe und betrachtet man die Zx als beliebig wählbare Functionen

der Xi, so werden auch die Differentialguotienten der ^k nach den Xi transformirt. Nimmt man alle Differentialguotienten von der ersten bis etwa sur N-ten Ordnung mit, so erhält man geivisse Gleichungen:

&u, «,-.. a, = I’u, «, • • ■ ctn (A, ' ' ' ^"rii Z1***Zm, Zv, ßf • 8„; Ai*** a,)

(,+-----bßn < c, +-----F an < N), welche, mit den Gleichungen der ursprünglichen Gruppe vereinigt, eine r-gliedrige, mit der ursprünglichen gleichzusammen-gesetzte Gruppe darstellend}

Schon oben erwähnten wir, dass jede vorgelegte Gruppe in sehr vielen verschiedenen Weisen erweitert werden kann; es ist ja ganz dem Belieben überlassen, welche Veränderliche man als unabhängige wählen will.

Man kann ausserdem von vornherein die vorgelegte Gruppe durch eine mit ihr gleichzusammengesetzte ersetzen, indem man eine Anzahl von Veränderlichen: t--to hinzufügt, welche bei der Gruppe gar nicht oder, anders gesagt, nur durch die identische Transformation:

t — 1, ' ’ ‘ tß :— tff transformirt werden. Indem man nun von den ursprünglichen Veränderlichen und von den ti irgend welche als unabhängig, die übrigen als abhängig ansieht, kann man Differentialquotienten hinzufügen und so erweitern; man kommt immer auf eine gleichzusammengesetzte Gruppe.

Wie man sieht, ist hierbei die Zahl der Möglichkeiten sehr gross. § 131.

Die früher in Kap. 13 gegebene Theorie der Invarianten einer beliebigen Gruppe lässt sich unmittelbar auf unsere erweiterten Gruppen anwenden.

Da man immer die Zahl N so gross wählen kann, dass die infinitesimalen Transformationen X;Mf mehr als r Veränderliche enthalten, lässt es sich immer so einrichten, dass die r Gleichungen XiM)f = 0 ein vollständiges System mit einer oder mehreren Lösungen bilden. Diese Lösungen sind Functionen von den x, den z und den Differentialquotienten der letzteren, sie gestatten jede endliche Transformation der erweiterten Gruppe XM)f und sind daher absolute Invarianten dieser Gruppe; sie sollen als Differentialinvarianten der ursprünglichen Gruppe bezeichnet werden.

Eine Function & von 21- ■ • Xn, 21° • • E und den Differentialguotienten der z nach den x heisst eine Differentialinvariante der r-gliedrigen Gruppe:

a/ = fi^r • 2 En, 21*** sm\ ac ■ ■ af)

%r — F (x, 2 ■ ■ &, , 21*** Em; a^ • • • ar), wenn eine Relation von der Form:

& (x, ' • ' a , 21 ' ' ' ^m, Zu, q,.. a,) = & (x, ’ ’ ‘ ^nj 2*** ^m, Zu,c,... «„) identisch besteht.

Da wir N beliebig gross wählen können, haben wir sogleich:

Theorem 95. Jede endliche continuirliche Transformationsgruppe: Xtf • • • Xrf bestimmt eine unendliche Reihe von Differentialinvarianten, ivelche sich als Lösungen von vollständigen Systemen definiren lassen3)

Kennt man die endlichen Gleichungen der Gruppe: Xif• • • Xrf, so findet man in der oben auseinandergesetzten Weise die endlichen Gleichungen der erweiterten Gruppe und sodann nach Anleitung von Kap. 13 die Differentialinvarianten einer jeden Ordnung ohne Integration. Im Allgemeinen ist aber diese Methode zur Bestimmung der Differentialinvarianten nicht praktisch anwendbar. In den meisten Fällen ist die direkte Integration des vollständigen Systems: Xx(N) f— 0 vorzuziehen.

Auf diesen Punkt soll hier nicht eingegangen werden. Nur sei noch bemerkt, dass aus hinlänglich vielen bekannten Differentialinvarianten sich neue durch Differentiation und Determinantenbildung ableiten lassen.

Ist in den Veränderlichen 21 •3 An , 21 • • • Z eine Gruppe vorgelegt, welche durch mehrere Gleichungensysteme mit je r Parametern dargestellt wird, so giebt es natürlich ebenfalls erweiterte Gruppen, deren Invarianten Differentialinvarianten der ursprünglichen Gruppe sind. Die früheren allgemeinen Entwickelungen zeigen nicht allein, dass jede derartige Gruppe Differentialinvarianten besitzt, sondern zugleich, wie dieselben gefunden werden können.

§ 132.

Man kann auch nach etwaigen Systemen von Differentialgleichungen fragen, welche bei einer gegebenen Gruppe invariant bleiben. Die Bestimmung eines jeden derartigen Systems lässt sich offenbar durchführen, indem man die betreffende Gruppe in geeigneter Weise erweitert und auf die erweiterte Gruppe die Entwickelungen des Kapitels 14 anwendet, auf Grund deren alle bei der erweiterten Gruppe invarianten Gleichungensysteme bestimmt werden können. Jedes so gefundene Gleichungensystem stellt dann ein bei der ursprünglichen Gruppe invariantes System von Differentialgleichungen dar.

In jedem einzelnen Falle muss allerdings noch besonders untersucht werden, ob das betreffende System von Differentialgleichungen die Inte-grabilitätsbedingungen erfüllt. —

Umgekehrt kann man sich ein System von Differentialgleichungen vorgelegt denken — integrabel oder nicht integrabel — und kann sich die- Frage stellen, ob dasselbe eine vorgelegte Gruppe gestattet. Auch die Beantwortung dieser Frage hat jetzt keine Schwierigkeit. Man hat nur die vorgelegte Gruppe in der richtigen Weise zu erweitern und sodann zu untersuchen, ob das vorgelegte Gleichungensystem die erweiterte Gruppe gestattet; diese Untersuchung kann nach Kap. 7 ohne Integration durchgeführt werden.

§ 133.

Um eine einfache Anwendung der vorhergehenden Theorien zu geben, wollen wir die Bedingungen aufsuchen, unter welchen ein System von Differentialgleichungen von der Form:

[image: ]



die r-gliedrige Gruppe:

[image: ]



in den Veränderlichen 21 • • • xn gestattet; die q Gleichungen Ax9 == 0 werden dabei natürlich als von einander unabhängig vorausgesetzt.

Um die gestellte Frage beantworten zu können, müssen wir zu den Veränderlichen X1 • • • xn der Gruppe Xif noch die Veränderliche q hinzufügen, welche offenbar bei der Gruppe gar nicht transformirt wird. Die x sind als unabhängige Veränderliche zu betrachten, q als abhängige und die Gruppe: Xf--X,f ist demnach durch Hinzunahme der n Differentialquotienten:

0 q

zu erweitern. Sodann ist zu untersuchen, ob das Gleichungensystem: 2iajd(pi=O die erweiterte Gruppe zulässt.

Wir berechnen zunächst das unendlich kleine Increment Öyi, welches Qi bei der infinitesimalen Transformation Xjf erhält. Dasselbe ist so zu bestimmen, dass der Ausdruck:

öl dtp — r cprdxv j = d ö tp —   / {tpv döa, + ötprdxv]

vermöge do = X9, dxv verschwindet. Da aber Ög wie oben bemerkt Null ist, so erhalten wir für die ötpv die Gleichung:

n

[image: ]



{<pvd^jV- 31 — Ö9, • dxv | = 0 , i

welche identisch bestehen muss. Folglich wird:

[image: ]

Pu • 3 t




und die erweiterte infinitesimale Transformation Xjf hat die Gestalt:

ya_1E of _("2u 1 3f

"  “2 5 0«,  2400 I" J 0 ft

Soll nun das Gleichungensystem: Zi aki (x) i = 0 in den 2n Ver-änderlichen x, • •-• xn^ 91* • • Qn die infinitesimale Transformation Xjf gestatten, so müssen alle q Ausdrücke:
[image: ]

vermöge des Gleichungensystems verschwinden. Diese nothwendige und zugleich hinreichende Bedingung ist nur dann erfüllt, wenn Relationen von der Form:
[image: ]

i CoiPi


bestehen, wo die qj^ Functionen von X1 •* En allein bedeuten und nicht von den Qi abhängen.

Hiermit haben wir die gewünschten Bedingungen gefunden; dieselben lassen sich schreiben:

r                                       I           n

2 (X, ^ki Axsj) ^i 2 Qjko 2 ^oi^i ,

1       11

oder wenn wir an Stelle von Qi wieder - einsetzen:

X,(A;(p)) ~ A(X,(p)) =>% Qjo(x): Ag s. i

Solche Relationen müssen für jede beliebige Function q (x, • • • Xn) bestehen. Stets wenn dieselben bestehen, aber auch nur dann bleibt das System der q linearen partiellen Differentialgleichungen: A,9 = 0, • • • Aq9 — 0 bei jeder Transformation der Gruppe: Xif. • • Xrf invariant.

Dieses Ergebniss ist uns für den Fall, dass die q Gleichungen: Axg = 0 ein q-gliedriges vollständiges System bilden, nichts neues. Das eben gefundene nothwendige und hinreichende Kriterium haben wir ja für diesen speciellen Fall schon in Kap. 8, Theorem 20, S. 140 angegeben. Unsere gegenwärtigen Entwickelungen leisten jedoch insofern mehr als die damaligen, als wir jetzt gezeigt haben, dass das betreffende Kriterium allgemein gilt, auch wenn die Gleichungen: Axg = 0 kein q-gliedriges vollständiges System bilden.

Der Ursprung der Theorie der Differentialinvarianten geht weit zurück; denn schon Mathematiker des vorigen Jahrhunderts haben die zu mehreren besonders einfachen Gruppen gehörigen invarianten Differentialgleichungen betrachtet und integrirt.

So ist es ja z. B. längst bekannt, dass jede Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und y, in welcher die eine Veränderliche etwa y nicht explicite vorkommt, durch Quadratur integrirt werden kann; offenbar ist aber: f(x, dz) - 0 - f(x, •)

nichts anderes als die allgemeinste Differentialgleichung erster Ordnung, welche die eingliedrige Gruppe:

	
(37)               I=x, ty=y-\-a



mit dem Parameter a gestattet. Aus einer particulären Integralgleichung: y === g(x) einer solchen Differentialgleichung kann die allgemeinste Integralgleichung abgeleitet werden und zwar, so können wir jetzt sagen, dadurch, dass man auf die betreffende particuläre Integralgleichung die allgemeine Transformation der eingliedrigen Gruppe (37) ausführt; hierdurch erhält man ja die Gleichung: l) = q(x) — a mit der willkürlichen Constanten a.

Ferner ist die homogene Differentialgleichung:

+(", dy= = (J, A x’dx) ' a ’ • )

die allgemeine Form einer Differentialgleichung erster Ordnung, welche die eingliedrige Gruppe: E = ax, b = @3 gestattet; hier ist f(y,3 I die allgemeinste zu dieser Gruppe gehörige Differentialinvariante erster Ordnung.

Es ist längst bemerkt worden, dass jede particuläre Integralgleichung: F(x, y) — 0 einer homogenen Differentialgleichung: f— 0 durch Ausführung der allgemeinen Transformation: t==ax, ^ — ay in die allgemeine Integralgleichung :

E , ») = 0

C a)

übergeht. Von der Gleichung xy — y — 0 wird doch hier abgesehen.

Ein drittes Beispiel liefern die Differentialgleichungen von der Form:

(dy        = 0 = f(y(m),y(m+i));

\da"’ da"+1/       1       1

es wird indess nicht nöthig sein, die Gruppe aller Gleichungen von dieser Form hinzuschreiben.

In der Invariantentheorie der linearen Transformationen kommen häufig wirkliche Differentialinvarianten gegenüber allen linearen Transformationen vor. Dieselben sind zuerst von Cayley betrachtet worden. Dabei ist indess zu bemerken erstens, dass die Cayleyschen Differentialinvarianten nicht die einfachsten sind, welche zu der allgemeinen linearen homogenen Gruppe gehören, zweitens, dass Cayley keine invarianten Differentialgleichungen betrachtet und noch weniger solche integrirt.

In einer 1867 eingereichten und 1871 gedruckten Preisschrift (Bestimmung einer speciellen Minimalfläche, Akad. d. W. zu Berlin) betrachtet H. Schwarz Differentialgleichungen von der Form:

J-,$—/)=o.

die, wie er selbst angegeben hat, schon bei Lagrange gelegentlich vor-kommen. Schwarz bemerkt, dass aus jeder particulären Lösung: y — cp(x) sich die allgemeinste ableiten lässt; diese letztere hat nämlich die Form:

a — bo

y = — — —

	
	
• c — dcp





mit den willkürlichen Constanten: a:b:c:d. Es ist daher, können wir sagen, der Ausdruck J eine Differentialinvariante und zwar die allgemeinste Differentialinvariante dritter Ordnung der Gruppe:


E x, !)




a—by .

c-^dy



So werthvoll nun aber alle diese speciellen Theorien unzweifelhaft sind, so ist doch zu bemerken, dass der innere Zusammenhang zwischen ihnen, das allgemeine Princip, aus dem sie alle fliessen, den Mathematikern entgangen war. Sie hatten nicht bemerkt, dass zu jeder endlichen con-tinuirlichen Gruppe Differentialinvarianten gehören.

-In den Jahren 1869 —1871 beschäftigte sich Ine mit Differentialgleichungen, die vertauschbare infinitesimale Transformationen zulassen, und 1874 veröffentlichte er eine bereits 1872 angekündigte allgemeine Integrationstheorie von gewöhnlichen Differentialgleichungen, die eine beliebige continuirliche Gruppe von Transformationen gestatten.4')

Sodann berechnete Halphen die einfachsten Differentialinvarianten gegenüber allen projeetwen Transformationen und gab überdies schöne Anwendungen auf die Theorie der linearen Differentialgleichungen. 5)

Darnach entwickelte Lie in den Jahren 1882 —1884 eine allgemeine Theorie der Differentialinvarianten der endlichen und unendlichen continuir-liehen Gruppen, wobei er sich besonders eingehend mit endlichen Gruppen in zwei Veränderlichen beschäftigte.6) Diese allgemeine Theorie ist, soweit sie sich auf endliche Gruppen bezieht, im Vorangehenden auseinandergesetzt.

Endlich haben nach 1884 Sylvester und mehrere andere englische und amerikanische Mathematiker ausführliche aber specielle Untersuchungen über Differentialinvarianten veröffentlicht.

	
	
	
Kapitel 26.







Die allgemeine projeetive Gruppe.

Die Gleichungen:

.        ,      a,x,+...+a,,x,+a,41,,

“1,1+1817-----F @n,n-H1“n dn+1, n+i

bestimmen, wie man sich leicht überzeugt, eine Gruppe, die sogenannte allgemeine projeetive Gruppe der Mannigfaltigkeit X, -. An . Wir wollen diese wichtige Gruppe, welche auch die Gruppe aller Collineationen des Raumes 21 • • • xn heisst, in dem gegenwärtigen Kapitel etwas näher untersuchen, indem wir unsere Aufmerksamkeit insbesondere auf ihre Untergruppen richten.

§ 134.

Die (n — 1)2 Parameter a sind nicht alle wesentlich, es treten ja blos ihre Verhältnisse auf; einer der Parameter, am besten an+1,2+1 kann daher gleich 1 gesetzt werden. Die Werthe der Parameter sind der Beschränkung unterworfen, dass die Substitutionsdeterminante X - a--:an+1,n+1 nicht gleich Null sein darf; denn gleichzeitig mit 0 21 0 x,’ derselben würde auch die Functionaldeterminante: 2 =x, *‘x, verschwinden.

Die identische Transformation ist in unserer Gruppe enthalten, sie gehört zu den Parameterwerthen:

Ayv 1 — 1, Auv *1 0 (u, v = 1**n + 1, u * v), für welche sich ja xi === Xi ergiebt. In Folge dessen erhält man infinitesimale Transformationen der Gruppe, indem man den a^ die Werthe        \

Xy Xy -- X COuv Cu { CO,-+1, V a, > " CO,, n+1 Ju •

Setzt man hierin alle o^y mit Ausnahme eines einzigen gleich Null, so erkennt man nach und nach, dass unsere Gruppe die n^n — 2) unabhängigen infinitesimalen Transformationen:

	
(2)          %£, «,2£, «,Sx,i ca=1..» enthält.



Die allgemeine projective Druppe des n-fach ausgedehnten Baumes x, • • xn enthält daher n (n — 2) wesentliche Parameter und ist von infinitesimalen Transformationen erzeugt. Die analytischen Ausdrücke der letzteren verhalten sich für jeden Punkt des Baumes regulär.

Für 5c, werden wir von jetzt ab in der Begel Pi schreiben. Ausserdem wollen wir in diesem Kapitel der Bequemlichkeit wegen die Abkürzungen: n

Xipk = Tik, Xi^ xkpk = Pi einführen. Endlich wollen wir noch festsetzen, dass eik jedesmal Null bedeuten soll, wenn i und k von einander verschieden sind, während dagegen & den Werth 1 haben soll; eine Festsetzung, die wir gelegentlich schon früher gemacht haben. Auf Grund derselben können wir die Relationen, welche sich durch Combination der infinitesimalen Transformationen pi} Tik, Pi ergeben, folgendermassen schreiben:

(p.p.) = o, (rp.) = o, (»P.) = Tu + &„2] t„,

1

(^Pi Tkf) ^ikPvy (^PiTkv) ^h'Pkj (TikT^f) = skp,TiV — sViTuk.

Man überzeugt sich leicht, dass diese Relationen ungeändert bleiben, wenn man darin nach dem Schema:

	
(3)                             P h    Tik} Pi



Pi,-Tki,Pi die pi, Tik und Pi bezüglich durch die unter ihnen stehenden Ausdrücke ersetzt. In dieser Weise lässt sich also die allgemeine projective Gruppe holoedrisch isomorph auf sich selbst beziehen.

Man könnte vermuthen, dass es eine Transformation: xj = (x,-.-X,) giebt, welche die infinitesimalen Transformationen:

n

Pi) Xipk, XiXkpk

1

in bezüglich:

n

Xj ) xfpf, — xf pf p-

überführt. Eine solche Transformation giebt es aber nicht, aus dem einfachen Grunde, weil die n infinitesimalen Transformationen Pi ••• pn eine n-gliedrige transitive Gruppe erzeugen, während: x^ZxkPk ■ • • xn' Sx^pk eine n-gliedrige intransitive Gruppe erzeugen.

Erst im nächsten Abschnitte werden wir die volle Bedeutung jener wichtigen Eigenschaft der projectiven Gruppe einsehen lernen, wenn der Begriff der Berührungstransformation und insbesondere der Dualität eingeführt werden wird.

Die allgemeine infinitesimale Transformation:
[image: ]

unserer Gruppe ist nach Potenzen von X, • • • xn entwickelt und enthält offenbar nur Glieder von nullter, erster und zweiter Ordnung in den x. Man erkennt leicht, dass die Gruppe n unabhängige infinitesimale Transformationen von nullter Ordnung in den x enthält, aus denen sich keine infinitesimale Transformation von erster oder zweiter Ordnung in den x linear ableiten lässt. Zum Beispiel sind Pi • • • pn n solche infinitesimale Transformationen. Daraus folgt, dass die allgemeine projective Gruppe transitiv ist.

Ferner giebt es n2 infinitesimale Transformationen von erster Ordnung in den Xi, zum Beispiel alle Xipk == Tik, aus welchen sich keine von zweiter Ordnung linear ableiten lässt. Endlich ergeben sich noch n Transformationen von zweiter Ordnung in den x:

n
[image: ]

1


In Uebereinstimmung mit dem Satze 9 des Kap. 15, S. 264 sind die P paarweise vertauschbar und ausserdem erzeugen die Tik mit den Pi zusammen eine Untergruppe, in welcher die Gruppe der Pi als invariante Untergruppe enthalten ist.

Wie man sieht und wie auch aus unserer obigen Bemerkung über das Verhältniss zwischen den pi und Pi folgt, sind auch die p{ paarweise vertauschbar und erzeugen mit den Tik zusammen eine Untergruppe, in welcher die Gruppe der pi invariant ist.

§ 135.

Für die wichtigsten Untergruppen der allgemeinen projectiven Gruppe empfiehlt es sich besondere Namen zu benutzen. Lässt man in dem allgemeinen Ausdruck (1) einer projectiven Transformation den Nenner sich auf 1 reduciren, so erhält man eine lineare Transformation:

xy — d1X1 -— dnv^n — @n+1, ,  (=1:n);

alle Transformationen von dieser Form bilden die sogenannte allgemeine lineare Gruppe. Die infinitesimalen Transformationen derselben haben wir schon am Schlüsse des vorigen Paragraphen angegeben; sie lassen sich alle aus den folgenden n{n — 1):

Pi, xipk (6,‘=1:n) linear ableiten.

Deutet man X, ■ • • xn als Coordinaten in einem n-fach ausgedehnten Raume Rn und überträgt die Ausdrucksweisen aus dem gewöhnlichen Raume, so kann man sagen, dass die allgemeine lineare Gruppe aus allen projectiven Transformationen besteht, welche die unendlich ferne (n — l)-fach ausgedehnte ebene Mannigfaltigkeit oder kurz die unendlich ferne ebene M,-1 invariant lassen.

Erinnert man sich daran, dass bei Ausführung zweier endlicher linearer Transformationen nach einander die Substitutionsdeterminanten: X — an ’ ‘ ’ ann sich multipliciren, so erkennt man ohne Weiteres, dass der Inbegriff aller linearen Transformationen, deren Determinante: X—a--- ann gleich 1 ist, in der allgemeinen linearen Gruppe eine Untergruppe bildet und zwar eine invariante Untergruppe, welche wir die specielle lineare Gruppe nennen wollen. Man findet leicht, dass als die n(n—1) — 1 unabhängigen infinitesimalen Transformationen derselben die folgenden gewählt werden können:

Pi, EiPi, EP — X»Pk   (t^k).

Beschränkt man sich unter allen linearen Transformationen auf die in den x homogenen, so erhält man die allgemeine lineare homogene Gruppe:

X, = d1,21 — • • • — anvXn 0 = 1 • • • n),

deren infinitesimale Transformationen sämmtlich die Form: SbikXipk besitzen und sich daher aus den n2 Transformationen Xipk linear ableiten lassen. Auch diese Gruppe enthält offenbar eine invariante Untergruppe, die specielle lineare homogene, für welche: Z-a--- Unn den Werth 1 hat. Die n2 — 1 infinitesimalen Transformationen dieser letzteren sind:

EiPx, KiPi ExPr (i*Z);

die allgemeine infinitesimale Transformation der betreffenden Gruppe hat daher die Form: X aikXipk, wo die n2 willkürlichen Constanten ik

aik nur der Bedingung 2 an = 0 unterworfen sind.

Da der Ausdruck: (Xipk, ^Xjpf) immer verschwindet, so liegt es auf der Hand, dass die beiden letztgenannten Gruppen systatisch und folglich imprimitiv sind. In der That, setzt man:

xi           xi

=      =    (i==1*n—1)

En 1

so bekommt man:

, ^vViA-----+ a,-1,,3,41+a,

U, =---------i-----■---;-------  (=1...n—1).

“i,n-1V1 1F an~l, n-lVn-l + “n,n-1

Hieraus geht überdies hervor, dass in beiden Fällen die y durch die (w2 — l)-gliedrige allgemeine projective Gruppe der (n — l)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit y± - • • yn-i transformirt werden. Mit dieser Gruppe ist daher sowohl die allgemeine als die specielle lineare homogene Gruppe einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit isomorph, doch ist der Isomorphismus natürlich nur für die specielle lineare homogene Gruppe holoedrisch, da dieselbe n2-—1 Parameter enthält.

Theorem 96. Die specielle lineare homogene Gruppe:

Xipk, Xtpt — xkpk (**=1.:7)

in den Veränderlichen X, • • xn ist imprimitiv und holoedrisch isomorph mit der allgemeinen projectiven Gruppe einer (n— 1)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit.

Die formell einfachsten infinitesimalen Transformationen der allgemeinen projectiven Gruppe sind 21 -22; dieselben erzeugen, wie schon bemerkt, an und für sich eine Gruppe: die Gruppe aller Translationen:

Xi = Xi — ai (i=1n), die offenbar einfach transitiv ist.

Ueberhaupt erzeugen beliebige m infinitesimale Translationen, etwa P1- ' Pm} stets eine m-gliedrige Gruppe. Für alle diese Gruppen gilt:

Satz 1. Alle m-gliedrigen Gruppen von Translationen sind innerhalb der allgemeinen projectiven, ja sogar schon innerhalb der allgemeinen linearen Gruppe mit einander gleichberechtigt.

Die m unabhängigen infinitesimalen Transformationen einer solchen Gruppe haben nämlich immer die Form:

n

y bflvpv ("=1 • m) ,

/                                1

. wo nicht alle m-reihigen Determinanten der b^ verschwinden.

Wir können aber sehr leicht zeigen, dass vermittelst einer linearen Transformation neue Veränderliche xj••• Xn eingeführt werden können, für welche:

Pu = y, buv P, ("=1- m)

wird. Es ist ja Pu == 21 -7 - • — An —7; mithin brauchen wir nur

• Cu ° Fu zu setzen:

— Duv (‘=1:2,=1***m),

0x,       0x,

während die —,— • • • —>  beliebig bleiben.  Wir können diesen 04m+1    0e,         6 letzteren solche Werthe ertheilen, dass die Gleichungen:
[image: ]

eine Transformation bestimmen, und diese führt dann die vorgelegte Gruppe von Translationen in die Gruppe pf- •• p'm über. Hieraus folgt unser Satz unmittelbar.

Einen zweiten Beweis desselben Satzes wollen wir wenigstens andeuten. Wie schon oben bemerkt, lässt die allgemeine lineare Gruppe die unendlich ferne ebene M2—1 invariant, und zwar ist sie sogar die allgemeinste projective Gruppe von dieser Beschaffenheit. Nun ist jede infinitesimale Translation nach einem unendlich fernen Punkte gerichtet und durch diesen vollständig bestimmt; jede m-gliedrige Gruppe von Translationen lässt sich daher durch eine m-fach ausgedehnte unendlich ferne ebene Männigfaltigheit Mn dar stellen. Aber zwei unendlich ferne ebene Mm können stets durch eine lineare Transformation, welche ja die unendlich ferne Ebene invariant lässt, in einander übergeführt werden. Folglich sind alle m-gliedrigen Gruppen, von Translationen innerhalb der allgemeinen linearen und ebenso innerhalb der allgemeinen projectiven Gruppe mit einander gleichberechtigt.

Das früher angegebene Entsprechen, welches zwischen den pi und den P stattfindet, liefert, wie wir sogleich zeigen, den

Satz 2. Alle m-gliedrigen Gruppen, deren infinitesimale Transformationen die Form Fei Pi besitzen, sind innerhalb der allgemeinen projectiven Gruppe gleichberechtigt.

Beim Beweise gehen wir davon aus, dass zwei Untergruppen dann innerhalb einer Gruppe Gr gleichberechtigt sind, wenn die eine vermittelst einer Transformation der adjungirten Gruppe von Gr in die andere übergeführt werden kann; die Untergruppen haben wir uns dabei als ebene Mannigfaltigkeiten in dem Raume e, • • • er zu denken, welcher bei der adjungirten Gruppe transformirt wird (vgl. Kap. 16, S. 280). Schreiben wir jetzt die Transformationen der projectiven Gruppe einmal in der Reihenfolge p.i, T^, Pi und dann in der Reihenfolge Pi, — Tki, pi, so erhalten wir beide Male identisch dieselbe ad-jungirte Gruppe. Da aber zwei m-gliedrige Gruppen von Translationen stets durch die adjungirte Gruppe in einander übergeführt werden können, muss dies auch stets mit zwei solchen m-gliedrigen Gruppen der Fall sein, deren infinitesimale Transformationen sich aus den Pi linear ableiten lassen. Ja es ergiebt sich sogar, dass zwei m-gliedrige Gruppen dieser Art schon in der Gruppe P{, Tik mit einander gleichberechtigt sind. Damit ist unser Satz bewiesen.

§ 136.

Wir betrachten jetzt nach einander die allgemeine projective Gruppe, die allgemeine lineare und die lineare homogene Gruppe, und zwar wollen wir untersuchen, ob invariante Untergruppen und welche in diesen drei Gruppen enthalten sind.

Zunächst die allgemeine projective Gruppe. Es sei:
[image: ]

eine infinitesimale Transformation einer invarianten Untergruppe; (pvS) und (Pu(p,S)) sind dann nothwendig auch Transformationen derselben. In unserer invarianten Untergruppe käme daher sicher eine infinitesimale Translation Z^pt vor. Da aber innerhalb der allgemeinen projectiven Gruppe alle infinitesimalen Translationen mit einander gleichberechtigt sind, müssen sie alle vorkommen. Weiter enthielte die Untergruppe, weil sie invariant ist, nothwendig alle Transformationen: {pk} x;Zajp), oder ausgerechnet:

n

Xipk 021), XiPi + 2 XjPj .

1

Addirt man die n Transformationen: Xtpi — Zi XjPj zu einander, so erhält man: (n—1) Zx;P, hieraus XiPi und damit überhaupt alle Xipk. Endlich enthielte die invariante Untergruppe noch alle Transformationen: (XiPi, Xi^kxkpk), also alle XiSxkpk und wäre daher mit der allgemeinen projectiven Gruppe selbst identisch. Unser erstes Ergebniss ist daher:

Theorem 97. Die allgemeine projective Gruppe in n Veränderlichen ist einfach.7)

Dementsprechend ist auch die specielle lineare homogene Gruppe:

	
(4)                     Xipk, XiPi—xkpk (iz1)



einfach.

Die allgemeine lineare homogene Gruppe mit den n2 infinitesimalen Transformationen X;pk enthält, wie wir oben sahen, eine invariante Untergruppe mit n2—1 Parametern, nämlich die eben genannte Gruppe (4).

Giebt es noch eine zweite invariante Untergruppe, so kann dieselbe offenbar die Gruppe (4) nicht umfassen, ebensowenig aber kann sie mit derselben infinitesimale Transformationen gemein haben, denn solche würden (vgl. Satz 10 des Kap. 15, S. 264) in der einfachen Gruppe (4) eine invariante Untergruppe bilden. Mit Berücksichtigung des Satzes 7, Kap. 12, S. 211 folgt daher, dass eine etwaige zweite invariante Untergruppe nur eine infinitesimale Transformation enthalten kann und zwar eine von der Form:

2op—2 Cn&Pr ( “=0

Dieselbe muss ausserdem nach Satz 11, Kap. 15, S. 264 mit jeder Transformation der Gruppe (4) vertauschbar sein, woraus folgt, dass die Transformation:
[image: ]

innerhalb der Gruppe (4) ausgezeichnet sein muss. Eine solche Transformation giebt es aber nicht, also verschwinden alle aik und es zeigt sich, dass 2121 — • • — xnpn und (4) die beiden einzigen invarianten Untergruppen der Gruppe Xipk sind.

Theorem 98. Die allgemeine lineare 'homogene Gruppe Xipk in n Veränderlichen enthält nur swei invariante Untergruppen, nämlich die specielle lineare homogene Gruppe und die eingliedrige Gruppe: a 2-.— xnpn.

Nunmehr gelingt es leicht, alle invarianten Untergruppen der allgemeinen linearen Gruppe aufzustellen. Es sei: eine Transformation einer solchen Untergruppe. Zugleich mit S gehört dann auch (jpS') der invarianten Untergruppe an; dieselbe enthält daher sicher eine Translation und wegen Satz 1, S. 558 enthält sie alle. Die kleinste invariante Untergruppe besteht somit aus den Translationen selbst; jede andere muss äusser den Translationen noch eine Reihe infinitesimaler Transformationen von der Form: Xi'EkaikXipk enthalten. Diese letzteren aber erzeugen augenscheinlich eine invariante Untergruppe der linearen homogenen Gruppe Xipk. Also finden wir:


n              n n
[image: ]

1     11
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Theorem 99. Die allgemeine lineare Gruppe: pi} Xipk enthält nur drei invariante Untergruppen^, nämlich die drei:

Pi Pi,^Px~\----+ xnpn Pi, EiPk, Eipi—ExP (22) mit bezüglich n, n-f 1 und n2 — n — 1 Parametern.

Bedienen wir uns, wie schon mehrmals, der Terminologie, welche beim gewöhnlichen Raume gebräuchlich ist, so können wir sagen: die drei invarianten Untergruppen der allgemeinen linearen Gruppe sind erstens die Gruppe aller Translationen, zweitens die Gruppe aller Aehnlichkeitstransformationen: (x,— x,°) 21 — • • • — (xn— an°) Pn und endlich die allgemeinste lineare Gruppe, welche alle Volumina ungeändert lässt.

§ 137.

Bevor wir dazu übergehen, die grössten Untergruppen der allgemeinen projectiven Gruppe zu bestimmen, schicken wir eine Bemerkung voraus, welche im Folgenden vielfach Anwendung finden wird.

Es seien Xif. • Xrf unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen Gruppe Gr, und es möge eine Schaar von oo’-m-1 infinitesimalen Transformationen derselben durch m unabhängige Gleich-ungen von der Form: r

	
(5)                 > Cye; = 0 «=1: m)



i

bestimmt sein. Man wisse ferner aus irgend einem Grunde, dass unter den infinitesimalen Transformationen: e, Xtf — • • • — erXrf dieser Schaar keine infinitesimale Transformation von der Form: eXf — •• • • — emXmf enthalten ist. Dann lässt sich zunächst schliessen, dass die Gleichungen (5) nach e, • • • em auflösbar sind; denn setzt man in diesen Gleichungen: em+H1 == • • • == er — 0, so muss folgen: e, == • • • == em— 0, was nur eintritt, wenn die Determinante: 2 — a^ • • • amm nicht verschwindet. Wählt man daher: em^- • ■ er beliebig, doch nicht alle gleich Null, so erhalten e,--em bestimmte Werthe, und die Schaar enthält somit r — m von einander unabhängige infinitesimale Transformationen von der Form:

X,+f+exf+..+e„X„f «=1..f—m).

Demnach gilt der

Satz 3. Wird unter den infinitesimalen Transformationen: XekXkf der r-gliedrigen Gruppe: Xf ---Xrf durch m unabhängige lineare Gleichungen: r

2 akjej = 0  «=1- m)

.--------—            i

*) Lie, Math. Ann. Bd. XXV, S. 130.

eine Schaar ausgeschieden, welche keine infinitesimale Transformation von der Form: e,Xf — • • • — emXmf umfasst, so enthält dieselbe r — m infinitesimale Transformationen von der Gestalt:

m
[image: ]


§ 138.

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns speciell zu der allgemeinen projectiven Gruppe. Die Parameterzahl n(n — 2) derselben bezeichnen wir zur Abkürzung mit N und suchen zunächst alle Untergruppen mit mehr als N — n Parametern, also alle GN— m, für welche m<n ist. Diese Fragestellung hat natürlich nur dann einen Sinn, wenn die Zahl n grösser als 1 ist.

Nach einer früheren Bemerkung (vgl. Kap. 12, Satz 7, S. 211) hat die gesuchte G^m mit der n-gliedrigen Gruppe Pi • • -pn wenigstens n — m unabhängige infinitesimale Transformationen gemein. Also enthält Gx-m jedenfalls n — m unabhängige infinitesimale Translationen. Enthält sie nicht mehr als n — m, so können wir wegen Satz 1 annehmen, dass Pm++1 • • • pn diese Translationen sind, während keine Translation von der Form: e1p1 — • • • — empm vorhanden ist. Aus dem Satze 3 folgt dann, dass eine Transformation:

Em+1 Pl + e, Pi -- ‘ ‘ ’ + em Pm

vorkommt, diese aber würde mit 2m+1 combinirt 21 ergeben, was ein Widerspruch wäre. In unserer Gx—m sind daher sicher mehr als n — m, etwa n — q (q < m) infinitesimale Translationen vorhanden, wir wollen annehmen: 24+1 • • • pm • • • pn; dagegen kommt, wenn q>0 ist, keine Translation von der Form: e1p1 — • • • — eqpq vor. 1 Nun giebt es (vgl. Kap. 12, Satz 7, S. 211) in der GN—m jedenfalls eine Transformation :

knxnpY + • • • + 2,+12,+1P1 + eqpg -*+e,P1, in welcher nach dem Vorhergehenden die A nicht alle verschwinden können. Durch Combination mit einer der Translationen p^ • • • pn ergiebt sich daher mindestens einmal pt, was doch ausgeschlossen war. Die Zahl q kann daher nicht grösser als Null sein, es ist q — Q und die gesuchte Gk—m umfasst mithin, wenn m < n ist, alle Translationen.

Durch vollständig analoge Betrachtungen erkennt man, dass die GN—m (m<n) alle Transformationen Pi enthalten muss. Diese Betrachtungen stimmen sogar wörtlich mit den eben durchgeführten überein, wenn man nur die pif Xipk, Pi bezüglich durch Pi} — xkpi, pi ersetzt und sich auf den Satz 2, S. 559 bezieht.

Unsere Gr^-m enthält demnach alle pi und zugleich alle P, dann aber enthält sie, wie schon früher (auf Seite 560) gelegentlich gezeigt wurde, auch noch alle Xip^ und ist daher mit der allgemeinen projectiven Gruppe selbst identisch. Folglich:

Theorem 100. Die allgemeine projective Gruppe der Mannigfaltigkeit xr'--xn enthält keine Untergruppe mit mehr als n(n — 2) — n = n(n — 1) Parametern.

§ 139.

Jetzt handelt es sich darum, alle in der allgemeinen projectiven Gruppe enthaltenen Untergruppen mit N—n = n(n-j-l) Parametern zu bestimmen. Um diese Aufgabe vollständig erledigen zu können, müssen wir eine Reihe verschiedener Möglichkeiten einzeln behandeln.

Zunächst suchen wir alle n(n — l)-gliedrigen Untergruppen, welche keine infinitesimale Translation 2 ekpk enthalten. Nach Satz 3, S. 562 ist dann sicher eine Transformation:
[image: ]

vorhanden und ebenso giebt es für jeden Werth von i und k eine Transformation von der Form:

n T = ^ — cf) pk + ßikj Pj-

i

Durch Combination der beiden infinitesimalen Transformationen U und T ergiebt sich der Ausdruck: (UT) = — Ei BixjP), und da unsere Gruppe keine infinitesimale Transformation von dieser Form enthält, müssen alle ßikj verschwinden.

Endlich giebt es noch n infinitesimale Transformationen: n

1

oder, was auf dasselbe hinauskommt: '

n                     n P/= (a; — «,)> (x; “ ^Pj +2 ö,12).

i

Combiniren wir P/ mit X(x — af)pk— U, so ergiebt sich: n                          n _ (fUP-) = (Xi — «)> (x, ~ aj) Pj -X S^P^

so dass alle äik verschwinden.

In der gesuchten nfn — l)-gliedrigen Untergruppe müssen daher die folgenden n(n — 1) unabhängigen infinitesimalen Transformationen vorkommen:

n

	
(6)           (x; — cct)^, (x; — «,) 2 (Xj — cj) pj (,*=1 ■ n).



i

Man überzeugt sich leicht durch paarweise Combination, dass diese infinitesimalen Transformationen auch wirklich eine n (n — 1)-gliedrige Gruppe erzeugen. Dies folgt übrigens auch daraus, dass die infinitesimalen Transformationen (6) alle den im Endlichen gelegenen Punkt Xi = Ki invariant lassen. Sie sind nämlich von einander unabhängig und n(n — 1) an der Zahl, das heisst also geradesoviel, als es in der n(n — 2) - gliedrigen projectiven Gruppe unabhängige infinitesimale Transformationen giebt, welche den Punkt Xi — di invariant lassen. Nach Satz 2, S. 205 erzeugen daher die infinitesimalen . Transformationen (6) eine n (n — l)-gliedrige Gruppe.

Jede n(n — l)-gliedrige projective Gruppe des Rn, in welcher keine infinitesimale Translation Sekpk vorkommt, besteht somit aus allen projectiven Transformationen, welche einen im Endlichen gelegenen Punkt festhalten.

Hätten wir in der obigen Rechnung überall bezüglich Pi, —Xipk, Pi an Stelle von Pi, xkpi, Pi geschrieben, so hätten wir alle n(n — 1)-gliedrigen Untergruppen gefunden, welche keine infinitesimale Transformation ^ekPk enthalten. Wir können daher gleich die betreffende Vertauschung in den Ausdrücken (6) vornehmen und erhalten so: n             n

XkPi + «,P., Pi + C; 2 XjPj + 2 dj(XjPi + ^iPj) ■

Hier darf das Glied Z«j(x;pi—«;P) ohne Weiteres weggelassen werden, und es ergiebt sich daher als allgemeine Form der n(n — 1)-gliedrigen Untergruppen, welche keine Transformation 2ekPk enthalten, die folgende: n

	
(7)                pi + dj 2 XjPj, Xipk + akPi.



i

Dass diese infinitesimalen Transformationen eine Gruppe erzeugen, folgt aus ihrer Herleitung, man könnte es natürlich auch direkt bestätigen.

Verschwinden alle di, so haben wir die schon früher besprochene allgemeine lineare Gruppe, welche die unendlich ferne ebene M7-1 invariant lässt. Es liegt daher die Vermuthung recht nahe, dass im allgemeinen Falle, wo nicht alle di gleich Null sind, ebenfalls eine

ebene Mn—i: A,21 -— Kxn — A = 0 existirt, welche alle infinitesimalen Transformationen (7) gestattet.

Durch Ausführung der infinitesimalen Transformationen: pi + cciSxjPj ergeben sich für die A; folgende Bedingungen:

2/ + C; AjEj =0=A—«l.

Die Grösse A darf daher jedenfalls nicht verschwinden und kann gleich 1 gesetzt werden; giebt es also überhaupt eine invariante ebene M,—1, so kann dieselbe nur die Form haben: «,R, ------F an Xn+ 1= 0. In der That gestattet diese letztere auch noch die infinitesimalen Transformationen: <Xipk — «LP.

Jede Untergruppe (7) lässt daher eine ebene Mn—i des Rn invariant und ist ausserdem die allgemeinste projective Gruppe des Rn, welche die betreffende ebene Mn—i in Ruhe lässt. Jede weitere infinitesimale projective Transformation, welche die ebene Mn—i'. «,X1 ------- &n xn — 1 = 0 invariant liesse, könnte nämlich die Form erhalten: n              n          n ) ekPk =) ekxk 2 Xi pi. i   ii

Führt man aber diese infinitesimale Transformation auf die Mn_r aus, so ergiebt sich:
[image: ]

woraus: e, = • • • en = 0.

Enthält also eine n(n — l)-gliedrige projective Gruppe des Rn keine infinitesimale Transformation EekPk, so besteht sie aus allen projectiven Transformationen, welche eine nicht durch den Coordinatenanfang gehende ebene Mn—k invariant lassen.

. Aus den bisherigen Resultaten können wir durch eine einfache Transformation noch einige andere herleiten, welche uns weiterhin von Nutzen sein werden. Verlegen wir nämlich den bisherigen Coordinatenanfang durch die Collineation:

	
(7)               x. = —, x2 =    • • • xn = —7

ins Unendliche, so erhalten wir:
[image: ]




n

Pi’ = — «,X E/Pi = - P, n

ax’Pl = — &) ^ip-i =P 0 = 2 • ■ • n).

Desgleichen ergiebt sich:
[image: ]

wie ja überhaupt bei Einführung der x jede infinitesimale projective Transformation in eine ebensolche übergeht (vgl. Kap. 4, Satz 4, S. 81).

Wir sehen hieraus: unsere Collineation (7) verwandelt jede n(n—1)-gliedrige projective Gruppe, in welcher keine infinitesimale Transformation XePk vorkommt, in eine solche, welche keine Transformation etPi — e, x, P1 — • • • — enxnp1 enthält. Ebenso geht jede von allen Xepk freie projective Gruppe in eine über, welche keine Transformation: eP — eX122— • • • — Gn^Pn enthält.

Giebt es daher in einer n(n — l)-gliedrigen projectiven Gruppe keine infinitesimale Transformation: e,P1—exP1-— ßn^nP^, so besteht diese Gruppe aus allen projectiven Transformationen, welche eine gewisse ebene Mn—± invariant lassen. Giebt es dagegen in der Gruppe keine infinitesimale Transformation: eP — e, 2122 — ■ • • — enx1pn, so besteht sie aus allen projectiven Transformationen, welche einen gewissen Punkt invariant lassen.

Die allgemeine projective Gruppe besitzt die Eigenschaft, jeden Punkt des Rn in jeden andern und jede ebene Mn—i in jede andere überführen zu können. Daraus geht hervor, dass jede n(n — 1)-gliedrige projective Gruppe des Rn, welche einen Punkt invariant lässt, mit jeder andern Gruppe derselben Art innerhalb der allgemeinen projectiven Gruppe des Rn gleichberechtigt ist und dass ebenso jede n(n — l)-gliedrige projective Gruppe des Rn, welche eine ebene Mn—r invariant lässt, mit jeder andern projectiven Gruppe dieser Art gleichberechtigt ist.

Nunmehr endlich können wir daran gehen, alle n(n-\- l)-gliedrigen projectiven Gruppen des Rn aufzusuchen.

Da wir alle derartigen Gruppen kennen, welche keine Translationen enthalten, bleibt nur übrig, diejenigen zu finden, in welchen infinitesimale Translationen auftreten. Wir setzen voraus, dass es deren gerade q unabhängige giebt, etwa pn - • • pn^^, dass also, wenn n—q>0 ist, keine Translation von der Form: e,21 — • • — en-qpn—q vorhanden ist.

In unserer Gruppe ist dann sicher eine infinitesimale Transformation von der Form:

	
(8)     2 &,—+H ) ^ikPk +624+ e—P- 7



	
1                 1



vorhanden, wenn nur die Anzahl (n — q) (q — 1) der in dieser infinitesimalen Transformation enthaltenen Glieder grösser ist als n.

Dies ist nur der Fall, wenn (n — q) (q — 1) — n — c[{n — q —- 1) grösser als Null ist, woraus folgt, dass wir von den Fällen q = n — 1 und q — n zunächst absehen müssen. Setzen wir aber q kleiner als n — 1 voraus und combiniren die Transformation (8), in welcher offenbar die kik nicht alle verschwinden, mit jeder der vorhandenen Translationen Pn—^t • Pn, so erhalten wir unter allen Umständen eine nicht identisch verschwindende Transformation von der Form u,P1— • • • — pn—qpn_q und das ist ein Widerspruch. Die Zahl q kann daher nicht kleiner als n — 1 sein.

Enthält also eine n (n + 1) - gliedrige projective Gruppe eine infinitesimale Translation Eekpk, so enthält sie mindestens n—1 unabhängige Translationen.

In diesem Resultate können wir wieder, wie schon so oft, die pi durch die Pi ersetzen und finden, dass es in jeder Gruppe der genannten Art sicher n — 1 unabhängige Transformationen X ek Pk giebt, sobald nur eine einzige von dieser Form vorhanden ist.

Jetzt suchen wir alle n (n — 1) -gliedrigen projectiven Gruppen mit gerade n — 1 unabhängigen infinitesimalen Translationen X ekpk, etwa mit 22-- pn. Keine solche Gruppe kann eine Transformation von der Form

elPl + e,@,P, +  + enXnpx

t

enthalten, denn durch Combination mit 22 • • • pn ergäbe sich pr, was ausgeschlossen ist. Nach dem Früheren gehören daher alle diese Gruppen unter die Kategorie derjenigen n (n — 1) - gliedrigen projectiven Gruppen, welche eine ebene Mn—1 invariant lassen. Entsprechend ergiebt sich, dass jede n (n — 1) - gliedrige Gruppe, welche gerade n — 1 unabhängige Transformationen X ex Pk enthält, einen Punkt invariant lässt.

Noch bleiben die n (n — 1) - gliedrigen projectiven Gruppen zu bestimmen, welche alle n Translationen Pi • • • pn enthalten. Die Pi können nicht ausserdem noch sämmtlich auftreten, weil sonst die Gruppe mit der projectiven Gruppe selbst zusammenfiele.

Es giebt daher nach dem Früheren nur zwei Möglichkeiten: entweder ist gar keine Transformation Xe, P. vorhanden oder es treten deren n — 1 unabhängige auf. Beide Fälle sind schon oben erledigt.

Damit ist unsere Untersuchung zum Abschluss gebracht. Das Ergebniss ist folgendes:

Theorem 101. Die grössten Untergruppen der allgemeinen projeetiven Gruppe einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit enthalten n(n — 1) Parameter. Jede solche Untergruppe besteht entweder aus allen projeetiven Transformationen, welche eine ebene M^i oder aus allen, welche einen Punkt invariant lassen. Im ersten Falle ist sie innerhalb der allgemeinen projeetiven Gruppe mit der allgemeinen linearen Gruppe pt, XiPk gleichberechtigt, im zweiten Falle mit der Gruppe Xipk, Pk8)

Weil die Gruppen der einen Kategorie aus denen der andern durch Vertauschung von pt, Xtpk, Pi mit Pi, — xkpi, Pi hervorgehen, sind alle n (n — 1) - gliedrigen Untergruppen der allgemeinen pro-jectiven Gruppe mit einander holoedrisch isomorph. Aus dem Vorhergehenden folgt überdies der

Satz 4. Die allgemeine projective Gruppe des Raumes xv - • • xn lässt sich derart auf sich selbst isomorph beziehen, dass die grösste Untergruppe, welche einen Punkt invariant lässt, jedesmal der grössten Untergruppe entspricht, welche eine ebene Mn—k invariant lässt.

Ist n — 1, so fällt der Unterschied zwischen Punkt und ebener Mn—i fort; die allgemeine dreigliedrige projective Gruppe der einfachen Mannigfaltigkeit enthält daher nur eine Kategorie von zweigliedrigen Untergruppen, und diese sind in der dreigliedrigen alle mit einander gleichberechtigt.

Die allgemeine projective Gruppe eines n-fach ausgedehnten Raumes enthält nach den früheren Entwickelungen n (n — 1) unabhängige infinitesimale Transformationen, die einen vorgelegten Punkt in Ruhe lassen, und zwar erzeugen dieselben eine Untergruppe, die in keiner grösseren Untergruppe enthalten ist. Hieraus folgt (Kap. 24, Theor. 91, S. 521), dass die allgemeine projective Gruppe primitiv und umsomehr asystatisch ist.

§ 140.

Wir schliessen hieran einige allgemeine Betrachtungen über die Bestimmung aller Untergruppen der allgemeinen linearen Gruppe Pi, ^iPk (i,*=1.:n) des Bn.

Die allgemeine infinitesimale Transformation einer linearen Gruppe des Bn lässt sich schreiben:


(9)



[image: ]

Combinirt man zwei infinitesimale Transformationen von dieser Ge




stalt mit einander, so erhält man eine Transformation

Wir erkennen hieraus, dass das Problem, alle Untergruppen der allgemeinen linearen Gruppe zu bestimmen, sich in zwei Probleme zerlegt, welche nach einander erledigt werden müssen. Zuerst sind alle Untergruppen der allgemeinen linearen homogenen Gruppe Xipk(i,k=i-n) aufzusuchen; sodann müssen zu den infinitesimalen Transformationen jeder der gefundenen Gruppen in allgemeinster Weise Glieder Z ßkpk hinzugefügt werden, so dass man wieder eine Gruppe erhält. Ist also Xif • • -Xrf eine der gefundenen linearen homogenen Gruppen, so hat man alle Gruppen von der Form

n                    n

Xf + &kiPi,     X ß/LtiPi

1                          1

(k = 1 •■■ r, u =1 • • ■ m, m A n) zu bestimmen.

Ueber die weitere Behandlung dieser beiden reducirten Probleme wollen wir hier nichts weiter sagen; wir verweisen vielmehr auf den dritten Abschnitt, der ausführliche Untersuchungen über die pro-jectiven Gruppen der Ebene und des dreifach ausgedehnten Raumes bringen wird.

Dagegen wollen wir nicht unterlassen, auf die geometrische Be


die eben besprochene Zer-



deutung aufmerksam zu machen, welche legung des betreffenden Problems hat.


die Gruppe (9) erweitert, als Functionen einer Hülfs-



Wir denken uns zu diesem Zwecke indem wir wie in Kap. 25, S. 524 ff. die x veränderlichen t ansehen und die Differentialquotienten —, = XCi mit-nehmen. Dabei ergiebt sich die Gruppe:

in welcher die Glieder in den ai an und für sich eine Gruppe bestimmen, nämlich genau die oben gefundene Gruppe (10). Nun aber können die xi, wie wir a. a. 0. gesehen haben, als homogene Coordi-naten der Richtungen durch die Punkte X1 • • • xn des Rn aufgefasst werden. Dass die Xi bei der obigen Gruppe für sich transformirt werden, bedeutet daher nichts anderes, als dass parallele Gerade bei jeder linearen Transformation der x in ebensolche Gerade übergehen; die Richtungen, welche ein bestimmtes Werthsystem x{ den sämmt-liehen Punkten des R zuordnet, sind ja mit einander parallel. Jedes Bündel von Parallelgeraden liefert aber einen ganz bestimmten Punkt auf der unendlich fernen ebenen M,—1 des Rn, also Rönnen xf ■ • • xf geradezu als homogene Coordinaten der Punkte auf der unendlich fernen ebenen Mn—1 gedeutet werden und die Gruppe:


^k Pk



(11) giebt daher einfach an, wie die unendlich fernen Punkte des Rn von der Gruppe (9) transformirt werden. Dabei ist noch zu bemerken, dass die infinitesimale Transformation XXx’pr alle unendlich fernen Punkte stehen lässt, dass also diese Punkte von der zuletzt geschriebenen Gruppe gerade so transformirt werden, als wäre c gleich Null.

Jetzt haben wir den innern Grund für die oben angegebene Zerlegung des Problems, alle linearen Gruppen des Rn zu bestimmen. Die betreffenden Gruppen sind dabei einfach in Classen eingetheilt gedacht, und in jede Classe sind alle Gruppen gerechnet, für welche die Gruppe (11) dieselbe ist, welche also die unendlich fernen Punkte des JRn in gleicher Weise transformiren. (Vgl. hierzu Theorem 40, S. 233).

§ 141.

Um wenigstens eine Anwendung der eben entwickelten allgemeinen Betrachtungen zu geben, wollen wir alle linearen Gruppen des Rn be-stimmen, welche die unendlich fernen Punkte des Rn in möglichst allgemeiner Weise transformiren. Für alle diese Gruppen hat die zugehörige Gruppe (11) die Form

Mi Pr , Ri Pi Ex Pr (i, k 1 • • ’ n> i <1) , wozu unter Umständen noch die Transformation x,’ p^ -— ^nPn treten kann, welche die unendlich fernen Punkte alle einzeln stehen lässt. Die unendlich fernen Punkte werden demnach (n2— l)-gliedrig transformirt und zwar durch die allgemeine projective Gruppe eines {n —1) - fach ausgedehnten Raumes.

Jede der gesuchten Gruppen muss n2 — 1 infinitesimale Transformationen enthalten, aus denen keine solche linear abgeleitet werden kann, welche alle unendlich fernen Punkte invariant lässt, also keine, welche die Form: y Zj XjPj — Zk TkPk besitzt. Die Gruppe enthält daher sicher n2—1 infinitesimale Transformationen von der Form:

Ausserdem können noch eine oder mehrere infinitesimale Transformationen von der Form: y Ziajp;—Zvyp, auftreten.

Enthält eine Gruppe von der verlangten Art eine Translation, so enthält sie dieselben alle. Ist nämlich P.-ep-— en Pn die betreffende Translation, so combiniren wir dieselbe mit

n              n

,P» + C12 XjPj + y ßlkv Pv (ki=2. --n)

1                  1 und erhalten auf diese Weise 22 • • • pn und somit alle pi.

Zunächst wollen wir daher annehmen, dass alle Translationen auftreten. Giebt es dann noch die Transformation 2 XjPj, so haben wir die allgemeine lineare Gruppe selbst. Ist dagegen die Transformation X XjPj nicht vorhanden, so erhalten wir durch Combination der Transformationen (12), in welchen wir vorher die ßikv und ßiv gleich Null setzen können:

n                         n \ X{ Pk + Ci > } Xj Pj, Xk Pi | Cu Xj Pj ) — Xi Pi   Xk Pk , 1    1

so dass also die ai alle Null sind. Ausserdem aber kommt: n         V Xi Pi — xkpk, XiPk + Ci ) XjPj) = 2 xt-pk.

Die betreffende Gruppe ist also die specielle lineare.

Giebt es in der gesuchten Gruppe gar keine Translation, dagegen aber eine Transformation

n               n               n

	
	
(13)          2 XjPj +2 72, =>) (x; + y^Pj,





iii

so können alle aik und alle a^ gleich Null gesetzt werden. Schreiben wir noch die infinitesimalen Transformationen (12) in der Form: n {Xi + Pi)pk + 2 ßikvPv (24)

1 n (Xi + Pi) Pi — (^Xn + y^Pn + 2 ßivPv,

1

so erkennen wir durch Combination mit X (Xi — Ti)Pi sofort, dass alle ß'ikv und ßiv verschwinden und finden also die Gruppe:

(x, — 7i) Pr (i,*=1::n).

Tritt endlich auch keine Transformation von der Form (13) auf, so ergiebt sich zunächst aus (12) durch Combination, dass alle aik und a^ gleich Null sind. Weiter kommt:

/           n                     n         \

( Xipk-\r^ßikvpv, Xkpi +) Bi?, ) = Xi Pi — xkpk-\- ßikkpi — ßkiiPk, \          1                    1         / und ausserdem:

n \

(Xi + ßikk)Pi — (xk + ßkii)pk, XiPk + X ßikvPv j =

2 X j pk | 2 ßikkPk    ßiki Pi,

so dass alle ßikv verschwinden mit Ausnahme der ßikk und ßkii, durch welche sich auch die ßiv ausdrücken.

Ist nun n>2, so könnte ßikk mit k variiren; das ist jedoch nicht der Fall. Ersetzen wir nämlich in

(Xi + ßikk) Pi -- (xk + ßkii)Pk

i und k einmal durch k, j, dann durch j, i und addiren die erhaltenen drei infinitesimalen Transformationen zusammen, so muss die Summe verschwinden, weil Translationen nicht auftreten dürfen. So erhalten wir: ßikk == ßijj u. s. w. Schreiben wir daher für ßikk kurz ßi} so haben wir die Gruppe:

(x; — ß^pk, (x; — ßi)pi — (xx — ß^pk (i **).

Damit sind alle Fälle erledigt. Indem wir noch in den beiden letzten Gruppenformen bezüglich x, — Yi und Xi — ß{ als neues x; ein-führen, können wir unser Resultat zusammenfassen wie folgt:

Theorem 102. Die allgemeine lineare Gruppe in n Veränderlichen enthält nur drei verschiedene Arten von Untergruppen, welche ebenso wie die Gruppe selbst die Punkte der unendlich fernen Ebene (n2 — 1) - gliedrig transformiren: es sind dies erstens die specielle lineare Gruppe und zweitens alle mit den beiden homogenen Gruppen

XiPx; &P%, XfPi ^kPk (i > x) gleichberechtigten Untergruppen.9)

Hier haben wir also eine charakteristische Eigenschaft, welche allen diesen uns schon bekannten Gruppen gemeinsam ist. Dagegen sind die Unterscheidungsmerkmale der betreffenden vier Gruppen kurz die folgenden: Die allgemeine lineare Gruppe lässt die Verhältnisse aller Volumina, die specielle lineare Gruppe lässt alle Volumina invariant. Die allgemeine und die specielle lineare homogene Gruppe unterscheiden sich bezüglich von ’ der allgemeinen und der speciellen linearen dadurch, dass sie noch den Punkt Xi — 0 invariant lassen.

§ 142.

Wir haben zu Anfang des vorigen Paragraphen gesehen, dass die Bestimmung aller linearen Gruppen des En wesentlich gefördert ist, sobald alle linearen homogenen Gruppen des Rn bestimmt sind. Dieses letztere Problem zu erledigen, hat keine besondere Schwierigkeit, wenn man alle projectiven Gruppen des R—1 kennt. Das wollen wir jetzt noch zeigen.

Die allgemeine lineare homogene Gruppe des Rn: Xipk (i,9=1.n) enthält, wie wir wissen, eine invariante Untergruppe mit n2 — 1 Parametern, nämlich die specielle lineare homogene Gruppe

EiPr, XiPi~ xkpk (j9=1-n, i>%).

Diese letztere ist gleichzusammengesetzt mit der allgemeinen projectiven Gruppe des Rn—i} ihre Untergruppen lassen sich daher sofort hinschreiben, wenn alle projectiven Gruppen des Rn-\ bekannt sind (vgl. darüber das nächste Kapitel). Darnach findet man die Untergruppen der Gruppe Xipk durch die folgenden Ueberlegungen:

Eine r-gliedrige Untergruppe Gr der Gruppe Xipk ist entweder zugleich in der Gruppe Xipk, %iPi—^kPk (i *1) enthalten oder sie ist dies nicht. Im ersten Falle wäre sie schon bekannt, im zweiten hätte sie aber nach Satz 7, S. 211 mit der speciellen linearen homogenen Gruppe eine G,—1 gemein. Um daher alle linearen homogenen Gr der zweiten Art zu finden, brauchen wir nur zu jeder Gr—i: X^-’-Xr—if der Gruppe Xipk, Xi pi—Ax P% (izk) eine infinitesimale Transformation von der Form

n             " ‘n

Y f =>! a/Pi + akj Xk^j (2 akk - 0) hinzuzufügen und durch Combination mit Xf-.X,—if alle Werthe der akj zu bestimmen, welche eine Gruppe liefern. Zu bemerken ist hierbei, dass die (r — 1) - gliedrige Gruppe Xf • • • Xr—xf offenbar in der gesuchten r-gliedrigen Gruppe invariant sein muss; wir finden daher, können wir sagen, die allgemeinsten Werthe der akj, wenn wir die allgemeinste lineare homogene infinitesimale Transformation Yf suchen, welche die vorgelegte (r — 1) - gliedrige Gruppe invariant lässt. Eine r-gliedrige Gruppe erhalten wir übrigens stets, dann nämlich, wenn wir alle akj gleich Null wählen.

Bei Berücksichtigung der infinitesimalen Transformationen X^f ■ ■ • • Xr—rf erkennt man, dass r — 1 von den akj gleich Null gemacht werden können. Je kleiner daher die Zahl r, um so mehr Constanten müssen bestimmt werden. Für kleine Werthe von r, aber auch sonst ist häufig die folgende Methode bequemer:

Die r - gliedrigen Untergruppen der Gruppe Xipk lassen sich nämlich noch in einer anderen Weise in zwei Kategorien eintheilen; erstens in solche, welche die Transformation Z x{pi enthalten — sie können wir unter den gemachten Voraussetzungen augenblicklich hinschreiben — und zweitens in solche, welche die Transformation xp-— xnpn nicht enthalten. Die r infinitesimalen Transformationen einer Gruppe aus der letzteren Kategorie müssen die Form haben:

	
	
(14)                    Xf + «2 Xipt,





wo die Xkf infinitesimale Transformationen der speciellen linearen homogenen Gruppe darstellen. Weil die Transformation 21 x{pi mit allen Xkf vertauschbar ist, bleibt es bei Ausführung der Klammeroperation gleichgültig, ob die ^ verschwinden oder nicht; X^-’-Xrf müssen daher selbst eine Gruppe erzeugen und zwar eine r-gliedrige Untergruppe der Gruppe Xipk, XiPi — xkpk (*%), eine von denen, welche wir als bekannt voraussetzten. Es bleibt mithin nur übrig, die ak in allgemeinster Weise so zu bestimmen, dass die infinitesimalen Transformationen (14) eine Gruppe erzeugen. Unter Umständen kann man ohne Weiteres erkennen, dass gewisse von den ax verschwinden müssen; besteht nämlich eine Gleichung von der Form

1

 Die Formel (35) ist im Grunde identisch mit einer von Poisson herrührenden Formel der Variationsrechnung.
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2

 Lie, Math. Annalen Bd. XXIV, 1884; Archiv for Math., Christiania 1883.

3

 Lie, Gesellsch. d. W. zu Christiania 1882; Math. Ann. Bd. XXIV, 1884.

4

 Verhandlungen der Gesellsch. d. W. zu Christiania 1870—1874; Math. Ann. Bd. V, XI; Gott. Nachr. 1874.

5

 These sur les invariante differentiels 1878; Journal de l’ecole pol. 1880. Vgl. auch Comptes rendus Bd. 81, 1875, p. 1053; Journal de Liouville Novbr. 1876. Memoire sur la röduction des equat. diff. lin. aux formes integrables 1880 —1883.

6

 Verb. d. Gesellsch. d. W. zu Christiania, 1882, 1883 und Februar 1875; Archiv for Math. 1882, 1883; Math. Ann. Bd. XXIV, 1884.

7

 Lie, Math. Ann., Bd. XXV, S. 130.

8

 Lie, Math. Ann. Bd. XXV, S. 130.

9

 Lie, Archiv for Math, og Nat. Bd. IX, S. 103 und 104, Christiania 1884.


(XX) = XA

so muss «j nothwendig Null sein. -

Erzeugen alle (X« Xx) eine 0 - gliedrige Gruppe (Kap. 15, Satz 6, S. 261), so können wir annehmen, dass die infinitesimalen Transformationen Xkf so gewählt sind, dass sich alle (XiX^ aus Xf. • • X^f linear ableiten - lassen. Dann sind &,======= &, == 0, während alle anderen &; von Null verschieden sein können. Ist daher 0 < r, so treten willkürliche Parameter auf. Ob die verschiedenen Werthe dieser Parameter verschiedene Typen von linearen homogenen Gruppen liefern, mit andern Worten, ob die betreffenden Parameter wesentlich sind, das muss in jedem einzelnen Falle besonders untersucht werden. Die Erledigung dieses Problems für n = 2 und n — 3 siehe im dritten Abschnitt.

§ 143.

Ist irgend eine lineare homogene Gruppe Grr vorgelegt, welche nicht in der speciellen linearen enthalten ist, so umfasst diese G,, wie wir schon oben bemerkten, eine invariante (r—1)-gliedrige Untergruppe, deren infinitesimale Transformationen dadurch charakterisirt sind, dass sie die Form

i < k                n—1

X ^ik^iPk | ' 2 a^XiPi En?n)

i, k                         1 besitzen.

Wenden wir nun diese Bemerkung auf die zu einer beliebigen r-glied-rigen Gruppe: Xxf • • • Xrf gehörige adjungirte Gruppe:

	
E, f 2 Ckvs ^k 8 e 0 =1*7 k,s



an, so erkennen wir unmittelbar, dass dieselbe, wenn die r Summen Xk ckVk nicht alle verschwinden, eine invariante Untergruppe enthält, deren infinitesimale Transformationen: A1 Ef — • • • — lrXrf durch die Bedingungsgleichungen:
[image: ]

definirt sind.

Erinnern wir uns endlich, dass jede Gruppe mit ihrer adjungirten Gruppe isomorph ist, so erhalten wir den

Satz 5. Stehen r unabhängige infinitesimale Transformationen Xf...X,f einer r-gliedrigen Gruppe paarweise in den Beziehungen: (X;Xi) == E1 ciksXsf und ist mindestens eine unter den r Summen Ek C,EK von Null verschieden, so erzeugen alle infinitesimalen Transformationen ^X^f -\- • • • — krXrf, welche die Bedingung


r
[image: ]




erfüllen, eine invariante fr — 1) - gliedrige Untergruppe. 1)

Bei einer eingehenderen Untersuchung der allgemeinen projectiven Gruppe muss man natürlich ihrer adjungirten Gruppe Z ekEkf\ sowie den zugehörigen invarianten Gleichungensystemen in den ek eine besondere Aufmerksamkeit widmen. Hier nur zwei kurze, aber wichtige Bemerkungen.

Interpretirt man wie gewöhnlich die ek als homogene Punktcoordinaten eines Raumes mit 22 — 2n — 1 Dimensionen, so giebt es unter allen invarianten Mannigfaltigkeiten dieses Raumes eine bestimmte, deren Dimensionenzahl den kleinsten Werth besitzt. Diese wichtige Mannigfaltigkeit besteht aus allen Punkten ek^ welche entweder Translationen oder mit Translationen gleichberechtigte Transformationen darstellen. Dieselbe ist in keiner ebenen Mannigfaltigkeit des betreffenden Raumes enthalten. Im Uebrigen liefert natürlich die bekannte Classification aller projectiven Transformationen ohne Weiteres alle invarianten Mannigfaltigkeiten des Raumes e, • • • er.

Bei jeder infinitesimalen projectiven Transformation, die mit einer Translation gleichberechtigt ist, bleiben im Raume xk alle Punkte einer ebenen Mn^ invariant und zugleich alle ebenen Mn_k, welche durch einen gewissen Punkt dieser M,=1 hindurchgehen. Jede derartige Transformation ist durch die zuerst besprochene invariante ebene Mn—± und den ausgezeichneten invarianten Punkt derselben vollständig bestimmt.

Ist n = 2, so wird, können wir sagen, jede mit einer infinitesimalen Translation gleichberechtigte projective Transformation der Ebene 21, x, durch ein Linienelement vollständig repräsentirt. Dementsprechend wird im dreifachen Raume 21, X,, X3 jede mit einer infinitesimalen Translation gleichberechtigte projective Transformation durch ein Flächenelement dargestellt u. s. w. Diese Bemerkungen werden irn dritten Abschnitt Ver-werthung finden.
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Kapitel 27.



Lineare homogene Gruppen.

Die allgemeine lineare homogene Gruppe in n Veränderlichen X1 * ’ * An haben wir im vorigen Kapitel, S. 574 als die allgemeinste projective Gruppe des n - fach ausgedehnten Raumes X, • • • xn oder kurz Rn bezeichnet, welche die unendlich ferne ebene Mn—i und zugleich den Punkt 21 = • • • = xn = 0 invariant lässt. Eine andere Bedeutung erhält diese Gruppe, wenn man X1 • • • xn als homogene Goordinaten in einem (n — l)-fach ausgedehnten Raume R— 1 deutet. Diese Auffassung soll in dem gegenwärtigen Kapitel zu Grunde gelegt werden.

§ 144.

Den üebergang von den gewöhnlichen Cartesischen Goordinaten y,- • • yn^ des (n — l)-fach ausgedehnten Raumes Rn—i zu den homogenen Goordinaten X, - . An desselben Raumes denken wir uns vermittelt durch die Gleichungen:

Y=. (=1* n—1).

Der n2 - gliedrigen allgemeinen linearen homogenen Gruppe

n

	
	
(1)              , a/ = «i Ex (=1:7)





entspricht dann in den Veränderlichen yr - • • yn—i die meroedrisch isomorphe Gruppe n—i

X VJk + Kin

	
	
(2)    y= 1---•--“=1"-l,





X ankyk + Can

1

die (n2 — 1) - gliedrige allgemeine projective Gruppe des Rn—±. Jeder linearen homogenen Transformation (1) entspricht demnach eine einzige projective Transformation (2), also eine ganz bestimmte Collinea-tion des R-1, während umgekehrt jeder projectiven Transformation (2) im Ganzen col verschiedene lineare homogene Transformationen (1) entsprechen.

Man kann übrigens auch einen eindeutig umkehrbaren Zusammenhang zwischen linearen homogenen Transformationen in X1 •*• An und projectiven Transformationen in y,. yn—i herstellen, wenn man die Constanten aix der Bedingung 2—&--- ann = 1 unterwirft, wenn man also statt der allgemeinen die specielle lineare homogene Gruppe betrachtet, welche mit der allgemeinen projectiven Gruppe (2) holoedrisch isomorph ist (vgl. Kap. 26, S. 558). Wir wollen diesen Zusammenhang für die infinitesimalen Transformationen der beiden Gruppen ausführlich entwickeln.

Die specielle lineare homogene Gruppe in 21 • • • An enthält die folgenden n2—1 unabhängigen infinitesimalen Transformationen:

	
	
(3)                    Xipk, XiPi — XkPk (22).





Um die entsprechenden infinitesimalen Transformationen in yt ’■ • yn—i zu finden, haben wir nur für jede einzelne der eben geschriebenen infinitesimalen Transformationen die Incremente


a,Öc,—RÖx, ÖJi = -----2,2--




(i = 1 • • • n — 1)



zu berechnen. Wir finden auf diese Weise die folgende Tabelle:

XnPk — Qi, Xkpn = — Y(y01     + Vn—19»-1)


(4)



XkPk — xnpn = ykgk +yq -y^cin-t, Xipk = y-^

(i, k = 1 • ■ • n — 1;     i 2 k) ,

in der qi für ay, geschrieben ist. Diese Tabelle liefert auch umgekehrt zu jeder infinitesimalen Transformation der projectiven Gruppe (2) die entsprechende infinitesimale Transformation der speciellen linearen homogenen Gruppe (3); aus den Gleichungen (4) erhalten wir ja ohne Weiteres die Formeln:

n(J01 H------ yn-iq?i-i) =4P     + xnpn — n xnpn nykqk = nxkpk —(21 +  + xnpn).

Nunmehr ist es auch leicht, anzugeben, welche oo1 infinitesimalen Transformationen der allgemeinen linearen homogenen Gruppe (1) einer gegebenen infinitesimalen Transformation der projectiven Gruppe (2) entsprechen. Nämlich die infinitesimale Transformation xtpr ------+ an pn reducirt sich in den Veränderlichen Y1--:Y-1 auf die Identität, da für sie alle Zuwachse der yk verschwinden. Entspricht daher der infinitesimalen Transformation Xf der speciellen homogenen Gruppe (3) die infinitesimale Transformation Yf der projectiven Gruppe (2), so sind alle oo1 infinitesimalen Transformationen der allgemeinen homogenen Gruppe (1), welche Y f entsprechen, in dem Ausdruck Xf — c(x,p-— xap^) enthalten, wo c eine willkürliche Constante bedeutet.

Gestattet ein Gleichungensystem:

• • • yn-i) = 0 (=1 • • • m)

in Y1* • • n—1 eine endliche oder infinitesimale projective Transformation, so gestattet das entsprechende Gleichungensystem in den x:

Q,("..."—1) =0 a=1...m) \En En /

natürlich die entsprechende endliche oder infinitesimale Transformation der Gruppe (3); ausserdem aber gestattet es wegen seiner Homo-geneität auch noch die infinitesimale Transformation: x,P14-----+ An Pn.

Umgekehrt ist jedes Gleichungensystem in X,--.X,, welches 21P1-—InPn gestattet, homogen. Nun kommt es uns aber, wenn wir eine projective Gruppe des R-1 in den homogenen Veränderlichen A1*.:An schreiben, stets nur auf die Verhältnisse der x an, also auch nur auf Gleichungensysteme, welche in den x homogen sind. Deshalb werden wir stets, wenn wir die infinitesimalen Transformationen einer projectiven Gruppe des R-1 mit Hülfe der Tabelle (4) homogen geschrieben haben und die zugehörigen invarianten Gleichungensysteme in X, • • • Xn aufsuchen wollen, noch die infinitesimale Transformation A1P1 — - — xnpn hinzufügen. Die so erhaltene Gruppe in xr - • • xn ist die wahre analytische Darstellung der betreffenden projectiven Gruppe des R,-1 in homogenen Veränderlichen.

Will man bei der Untersuchung einer projectiven Gruppe auch das Unendlichferne mitnehmen, so muss man die Gruppe in homogenen Veränderlichen schreiben.

§ 145.

Wir haben im vorigen Paragraphen gezeigt, dass die infinitesimalen projectiven Transformationen des R—1 durch infinitesimale lineare homogene Transformationen in n Veränderlichen ersetzt werden können. Jetzt wollen wir uns eine beliebige Transformation dieser Art in X, • • • xn vorgelegt denken, etwa:

	
1    • • • n



Xf= 2 a^XiPk ik

und wollen dieselbe einer näheren Untersuchung unterwerfen. Namentlich wollen wir nach ebenen Mannigfaltigkeiten des Rri—i fragen, welche die betreffende infinitesimale Transformation gestatten. Auf diese Weise wird es uns gelingen, zu zeigen, dass Xf durch Einführung geeigneter neuer Veränderlicher: x{ — ZciE* stets eine gewisse kanonische Form erhalten kann.

Gestattet eine ebene XLn-^ XCiXi=^ des Rn-\ die infinitesimale Transform ati on Xf, so gestattet sie nach Theorem 14, S. 112 gleichzeitig alle endlichen Transformationen der zugehörigen eingliedrigen

Gruppe. Nun gestattet die Mn-2 die infinitesimale Transformation Xf dann und nur dann, wenn der Ausdruck X^XciXi) gleichzeitig mit XCiXi verschwindet. Da X(XCiXf) in den Xi linear ist, kommt diese Bedingung auf das identische Bestehen einer Relation von der Form:

[image: ]



hinaus, wo 0 eine Constante bedeutet. Die hieraus folgende Bedingungs-gleichung:
[image: ]

zerlegt sich in die n Gleichungen:

	
	
(5)    ■ du q+.+ (ai — Q) Ci + • • • + ani cn= 0 (i = i ■ • n), welche nur befriedigt werden können, wenn die Determinante:





C11 -- 0     C21    ' • • dnl

	
	
(6)                      012 022 -- 0 ’ * • Un2 __ A(9)





Cin C2n ’ ' • Cnn 9 verschwindet. Das liefert für 0 eine Gleichung n-ten Grades mit sicher n Wurzeln, unter denen sich allerdings vielfache befinden können. Unter allen Umständen giebt es also wenigstens eine ebene M-2: C,X H — cnxn=0, welche bei der eingliedrigen Gruppe Xf in-variant bleibt.

Bekanntlich sieht man genau in derselben Weise ein, dass eine jede endliche projective Transformation oder, homogen geschrieben, jede Transformation Xi — SbikXk ebenfalls mindestens eine ebene Mn-2 stehen lässt. Es folgt dies übrigens auch daraus, dass jede Transformation xf— Xbi Xx einer eingliedrigen Gruppe Xf angehört.

Hat die oben gefundene Gleichung A(o) =0 gerade n verschiedene Wurzeln 0, so bleiben bei der Gruppe Xf im Ganzen n getrennte ebene Mn—2 invariant; zwei verschiedene Wurzeln Q1 und 0, der Gleichung für 0 liefern nämlich wegen der Form der Gleichungen (5) stets auch zwei verschiedene Werthsysteme C1 : C2: • ■ •: cn. Giebt es dagegen vielfache Wurzeln 0, so können verschiedene Fälle eintreten. Verschwindet für eine m-fache Wurzel 9 zwar die Determinante (6) selbst, nicht aber alle ihre (n — l)-reihigen Unterdeterminanten, so bleiben für den betreffenden Werth von 9 gerade n—1 unter den Gleichungen (5) von einander unabhängig und die Verhältnisse der d sind dann alle bestimmt. Zu der m-fachen Wurzel gehört daher nur eine einzige invariante ebene Mn—2, diese eine aber zählt m-fach. Wird dagegen für eine m-fache Wurzel nicht blos die Determinante (6) selbst gleich Null, sondern verschwinden auch alle ihre Unterdeterminanten (n — l)-ten • (n — q — 1)-ten, jedoch nicht alle (n — ^-ten Grades (4Am), so reduciren sich die Gleichungen (5) gerade auf n — q unabhängige, und unter den Verhältnissen der Ci bleiben q—1 willkürlich wählbar. Die m- fache Wurzel 0 ergiebt daher in diesem Falle eine Schaar von 009-1 einzeln invariant bleibenden ebenen M— 2.

Es ist leicht zu erkennen, dass eine Wurzel der Gleichung A(0) = 0 wenigstens q-fach ist, wenn für dieselbe alle (n — q — 1)-reihigen Unterdeterminanten von 4 (o) verschwinden. Nämlich die Differentialquotienten (q — 1)-ter Ordnung von 4 (9) nach 9 drücken sich als Summen der (n — q — 1)-reihigen Unterdeterminanten von A(9) aus.

Wollten wir schon an dieser Stelle die Dualitätstheorie als bekannt voraussetzen, so könnten wir sofort schliessen, dass die infinitesimale Transformation Xf in dem R— 1 auch wenigstens einen Punkt invariant lässt. Wir ziehen es aber vor, auch dies direkt nachzuweisen, zumal wir dabei eine tiefere Einsicht in den Sachverhalt gewinnen.

In den homogenen Veränderlichen X1 • . An wird ein Punkt durch n — 1 Gleichungen von der Form Ri Ax Ax Xi === 0 dargestellt; der Punkt wird daher alle Transformationen der eingliedrigen Gruppe Xf gestatten, wenn Xx; • Xx° — Xxk • xf vermöge der Gleichungen x^xf— xkxf = 0 verschwindet, wenn also n Relationen von der Form:

X&,== 6x; (i==1.n)

bestehen. Für die Xi und für 6 erhalten wir daher die n Bedingungsgleichungen :

a,12, ++ {an — o)a,—----- aiflxn^= 0 (=1 •••«)■

Sehen wir von der nichtssagenden Lösung xt = • • • = xn = 0 ab, so muss o eine Wurzel der Gleichung:

C11     0      012    ‘ ■ ' a^n


4(6) =



@21    @22    6 *** a2n = 0

Un1 Cn2 ■ ■ ■ Cnn 0

Wurzel liefert einen invarianten Punkt. Die Bestimmung der Punkte, welche bei Xf stehen bleiben, führt also auf dieselbe algebraische Gleichung, wie die Bestimmung der invarianten ebenen M,-2: qz—— cnxn= 0.

Hat daher diese Gleichung n-ten Grades n verschiedene Wurzeln, so bleiben in dem Bn-i: a,:x,:--:En nicht blos n verschiedene ebene

Mn—2: Eckxk= 0, sondern zugleich auch n getrennte Punkte invariant. Diese n Punkte liegen dabei nicht alle in ein und derselben ebenen Mn-2; denn bleiben in einer ebenen Mn—2 n verschiedene Punkte fest, so behalten nothwendig unendlich viele Punkte der M— 2 ihre Lage, was unter der gemachten Voraussetzung ausgeschlossen ist. Wir können diese Eigenschaft der n invarianten Punkte kurz ausdrücken, indem wir sagen, dass bei Xf ein nicht ausgeartetes n-Flach invariant bleibt.

Treten mehrfache Wurzeln auf, so müssen wieder zwei Fälle unterschieden werden. Verschwinden für eine m-fache Wurzel nicht alle Unterdeterminanten (n — l)-ten Grades der Determinante (6), so ergiebt diese Wurzel eine m-fach zählende invariante ebene Mn—2 und einen m-fach zählenden invarianten Punkt. Sind dagegen für die betreffende Wurzel alle Unterdeterminanten (n — 1)-ten • • • (n —• q — l)-ten Grades gleich Null (45m), ohne dass alle (n — g)-ten Grades verschwinden, so gehört zu dieser Wurzel eine Schaar von c!—1 einzeln invarianten ebenen Mn—2 und eine ebene Mannigfaltigkeit von co!—1 einzeln invarianten Punkten. Also gilt:

Satz 1. Jede infinitesimale Transformation:

1 ■ • • n
[image: ]

ik


in den homogenen Veränderlichen xr - - ' xn oder, was dasselbe ist, jede infinitesimale projective Transformation in n — 1 Veränderlichen:

x, C,—1

xn"' SC,

lässt eine Teihe von Punkten X1 : X2 : • • • : xn und eine Peihe von ebenen Mn—2: C1 X1 H-----+ C„Tn== 0 invariant. Die Punkte, welche fest bleiben, erfüllen eine endliche Anzahl und zwar höchstens n getrennte ebene Mannigfaltigkeiten. Die invarianten ebenen Mn-2 bilden ebenso eine endliche Anzahl und zwar höchstens n getrennte lineare Büschel.

Hat die infinitesimale Transformation Xf die Form: Xxkpk, so lässt sie überhaupt alle Punkte 21 : X2 :-*: An und natürlich auch alle ebenen Mn^2: X c, Xi = 0 invariant.

Aus dem bisher Gefundenen lassen sich nun weitere Schlüsse ziehen. Betrachten wir zunächst einmal den speciellen Fall, dass die oben besprochene Gleichung n-ten Grades n verschiedene Wurzeln hat. Es giebt da n getrennte invariante ebene Mn—2- Zi ckiXi= 0, welche nach dem Früheren ein wirkliches n-Flach bilden. Wir können daher:

n

	
	
a, X Ch &; (=1::n)





als neue homogene Veränderliche einführen und müssen dabei in xf • • • xf eine infinitesimale Transformation erhalten, welche die n Gleichungen xf — 0 invariant lässt, welche also die Form:

Xf = a’x’p.’H------ a^ XnPn besitzt. Auf diese kanonische Form lässt sich Xf unter den gemachten Voraussetzungen bringen. Natürlich sind hier keine zwei von den Grössen a^ • • • a^ einander gleich, denn die Gleichung:

(a^ — 0) • • (an — Q) = 0 muss offenbar n verschiedene Wurzeln haben.

Aehnliche kanonische Formen von Xf existiren nun auch, wenn die Gleichung für Q vielfache Wurzeln besitzt. Wir wollen jedoch auf die Betrachtung derselben uns nicht einlassen, sondern nur zeigen, dass es eine kanonische Form giebt, auf welche jede infinitesimale Transformation:

	
1 • • • n



Xf =2 aki Xipk

ik

durch eine geeignete Variabeinänderung: xk — EhkiXi, das heisst also durch eine geeignete Collineation des R- 1 gebracht werden kann, ganz ohne Rücksicht auf die Beschaffenheit der Gleichung A(9) = 0.

Auf die lineare homogene infinitesimale Transformation X'f in den n — 1 Veränderlichen 21-*-An-1 können wir dasselbe Verfahren anwenden, welches uns die Reduction von Xf auf die Form (7) lieferte, und erhalten so:

n—2 n—2           n—1                 _

Xf — ) 2 aikxkpi + 2 an—i)kxkpn—i +/ ankxkpn.

ii        i            i

Hier können wir wieder das erste Glied rechts in analoger Weise behandeln. So ergiebt sich schliesslich:

Theorem 103. In jede lineare homogene infinitesimale Transformation mit n Veränderlichen hann man n solche lineare homogene Functionen dieser Veränderlichen als neue unabhängige Veränderliche einführen, dass die betreffende infinitesimale Transformation die kanonische Form:

anxiPi + (a,12, + 02232)12 +----- (An12, +----- Ann En) Pn annimmt.

Es hat ein gewisses Interesse, den Weg, auf welchem dieses Resultat gewonnen worden ist, geometrisch zu deuten.

Da Xf jedenfalls einen Punkt invariant lässt, wählten wir oben einen solchen invarianten zum Coordinateneckpunkt :===== T„—1 = 0. Die Verhältnisse X, : X, : • • •: Xn—1 stellen dann die Geraden durch den gewählten Punkt dar; diese Geraden werden bei der Transformation Xf gleichzeitig mit den Punkten X1 : • • • : An unter einander vertauscht und zwar durch die lineare infinitesimale Transformation X'f in den n — 1 Veränderlichen X, • . Xn—1 . Bei X'f muss aber nach dem Früheren ein System von Verhältnissen 21 : ■ • •: An—1, das heisst eine Gerade durch den oben genannten Punkt ungeändert bleiben. Diese Gerade wählen wir als Kante ^ = • • • = An—2 = 0 unseres Coordinatensystems, dann stellen die Verhältnisse x,::-.: Xn—2 die ebenen M, durch die Kante dar. Diese M, werden von Xf ebenfalls unter einander vertauscht, eine unter ihnen bleibt sicher invariant und giebt wieder eine nähere Bestimmung des Coordinatensystems u. s. f.

Auf diese Weise erkennt man, dass sich das Coordinatensystem so wählen lässt, dass Xf die oben angegebene Normalform erhält. Wir wollen jedoch die eben durchgeführten Betrachtungen noch in einen besonderen Satz zusammenfassen, denn sie sprechen ja eine allgemeine Eigenschaft der infinitesimalen projectiven Transformationen des R-1 aus:

Satz 2. Bei jeder infinitesimalen projectiven Transformation des R—1 bleibt mindestens ein Punkt invariant, durch jeden invarianten Punkt geht mindestens eine invariante Gerade, • • • endlich durch jede invariante ebene Mn-3 mindestens eine invariante ebene Mn—2-

§ 146.

Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen sind dem Wesen der Sache nach längst bekannt und decken sich in der Hauptsache mit der von Cauchy herrührenden Reduction eines Systems linearer gewöhnlicher Differentialgleichungen mit Constanten Coefficienten auf eine Normalform.

Wir werden im Folgenden die bisherigen Entwickelungen wesentlich verallgemeinern, müssen jedoch vorher einige Bemerkungen anderer Art einschalten, welche sich allerdings genau genommen unter die allgemeinen Entwickelungen in Kapitel 23, S. 479 ff. unterordnen. Doch können wir hier die Ueberlegungen in etwas einfacherer Weise durchführen.

Es sei irgend eine r-gliedrige Gruppe Grr mit einer (r — m)-gliedrigen invarianten Untergruppe Grr—m vorgelegt und T bedeute eine beliebige Transformation der Gr, S dagegen eine beliebige Transformation der Gr-m. Nach Voraussetzung bestehen dann gewisse Gleichungen von der Form:

T-IST= S,, TS^T^ — S, wo S, wiederum eine Transformation der Gr—m ist und zwar eine ganz beliebige, wenn man nur das S geeignet wählt.

Lässt nun jede Transformation S eine gewisse Punktfigur M invariant, gilt also:

(M)S = (M),

so besteht auch die folgende Gleichung:

(M)TT~1ST={M) T, welche zeigt, dass die Figur (M)T jede Transformation T^ST, mithin überhaupt jede Transformation S gestattet.

Satz 3. Ist Gr eine r-gliedrige Gruppe und Gr—m eine invariante Untergruppe derselben, ist endlich M eine Punktfigur, welche alle Transformationen der Gr—m gestattet, so bleibt auch jede Lage, welche M vermöge einer Transformation der Gr annimmt, bei allen Transformationen der Gr—m invariant.

Insbesondere seien jetzt die beiden Gruppen Gr und Gr-m pro-jective Gruppen des Rn—1 und zwar geschrieben in n homogenen Veränderlichen. Die Figur M sei ein Punkt. Dann geht jeder einzelne । bei allen S invariante Punkt bei Ausführung aller Transformationen T in lauter solche Punkte über, welche wieder alle Transformationen S gestatten. Folglich bleibt der Inbegriff' aller bei der Gruppe Gr-m invarianten Punkte auch bei der Gruppe Gr invariant, doch werden allerdings im Allgemeinen von der Gr die einzelnen Punkte dieses Inbegriffs unter einander vertauscht.

Oben sahen wir, dass die sämmtlichen Punkte, welche bei einer eingliedrigen projectiven Gruppe invariant bleiben, sich in höchstens n endlich von einander verschiedene ebene Mannigfaltigkeiten anordnen. Das gilt natürlich auch von den Punkten, welche bei unserer Gr—in, ihre Lage behalten. Es seien daher M1, M, • • • M^ (9 K n) endlich verschiedene ebene Mannigfaltigkeiten, deren Punkte sämmtlich bei der Gr—m fest bleiben, während es ausserhalb dieser Mannigfaltigkeiten keinen bei der Gr—m invarianten Punkt giebt. Wäre nun die Gruppe

G, discontinuirlich — die gemachten Ueberlegungen bleiben auch für diesen Fall gültig —, so würden die Mannigfaltigkeiten M, • • • M, bei der Grr unter einander vertauscht werden können. Nicht so, wenn die G, continuirlich, also von infinitesimalen Transformationen erzeugt ist. Denn nähme etwa M, vermöge der in G, enthaltenen Transformationen neue Lagen an, so müssten dieselben eine continuirliche Schaar bilden. Nun aber haben wir eben gesehen, dass M, höchstens die endlich von einander verschiedenen Lagen M1 ■ - • M, erhalten kann. Folglich kann keine Transformation der Gr die Lage von M± ändern. Ebenso bleibt natürlich jedes andere der 9 M) bei allen Transformationen der Gr an seiner Stelle.

Wir wollen jetzt noch die Voraussetzung hinzufügen, dass m den Werth 1 hat. Es seien Xif.--X,—if unabhängige infinitesimale Transformationen der in Gr invarianten Gr—i und Xf...X,if, Yf die Transformationen der Gr\ es sei ferner X, = 0, • • • Xq = 0 eine von den ebenen Mannigfaltigkeiten M1-..M,, deren Punkte sämmtlich bei Xf: • • X,—f invariant bleiben.

Da, wie wir wissen, Yf sicher die Mannigfaltigkeit X, = 0, • • • xq == 0 invariant lässt, muss es die Form haben:

1 • • • q                         n n

[image: ]

ajvxvpj.




Yf=2 duE/Pi +

i, k                  4+1 1

Die Punkte der betreffenden Mannigfaltigkeit werden bei Yf trans-formirt (vgl. Theorem 40, S. 233 ff.) und zwar durch die Transformation, welche aus Yf bei der Substitution a,===T, = 0 hervorgeht, nämlich: n n

	
(8)                       2 2 A/r E, Pj ;



4+H1 2+1

die Veränderlichen T,+1 • • • xn sind hier als Coordinaten für die Punkte der Mannigfaltigkeit zu betrachten. Nun lässt die Transformation (8) innerhalb der Mannigfaltigkeit X, = = xq = 0 mindestens einen Punkt x+1:-**:a2 invariant, weiter eine durch diesen Punkt gehende Gerade u. s. f.

Hiermit haben wir das

Theorem 104. Enthält eine (r— Y)-gliedrige projective Gruppe Xif-X,f, Yf des Rn—i eine r-gliedrige invariante Untergruppe X±f • • • Xrf und giebt es Punkte des Rn—i, welche bei allen Xkf invariant bleiben, so gestattet jede aus solchen invarianten Punkten bestehende ebene Mannigfaltigkeit, welche in keiner grösseren von dieser Art enthalten ist, auch alle Transformationen der (r — 1)- gliedrigen Gruppe. Die Punlcte jeder solchen Mannigfaltigkeit werden dabei unter einander vertauscht, jedoch so, dass wenigstens einer dieser Punkte bei allen Transformationen der (r — P)-gliedrigen Gruppe seine Lage behält.

Dieses Theorem werden wir jetzt auf eine specielle Kategorie linearer homogener Gruppen anwenden.

Es seien Xxf• • • Xrf die infinitesimalen Transformationen einer r- gliedrigen linearen homogenen Gruppe und es mögen stets, wenn 9 kleiner als r ist, Xpf - • • X^f eine o-gliedrige Untergruppe erzeugen, welche in der (9 — l)-gliedrigen Untergruppe Xif • • • X^xf invariant ist. Analytisch finden diese Voraussetzungen durch gewisse Relationen von der Form:

i+k—i

(X, Xi+k) => Ci^s Xs j ( = 1 • • • >' 1,*=l/ i)

1

ihren Ausdruck.

Deuten wir nun wie bisher x, *. xn als homogene Coordinaten eines Dn-x, so sehen wir, dass es in diesem Dn—x jedenfalls einen bei Xf invarianten Punkt giebt, ferner jedenfalls einen, der sowohl bei Xtf als bei X2f seine Lage behält, schliesslich einen, welcher überhaupt alle Transformationen X-^f-'-Xrf gestattet, für welchen also Relationen von der Form:

XkXi = akXi (=1 r, i=1n) bestehen. Wählen wir die Veränderlichen x; derartig, dass 21 — • • . — xn—x = 0 dieser invariante Punkt ist, so hängen in jedem der r Ausdrücke:

Xf = Si ?1 - + Sin Pn die n — 1 ersten Coefficienten ^i • • • §x, n—x. nur von 21 *** En—1 ab. Folglich stehen auch die verkürzten Ausdrücke:

Xkf = §21—*+ sa, n—xpn—x

wiederum in den Beziehungen:

i+k—i fX'X'i^f) = X CiksXjf.

i

Freilich brauchen Xff-'-Xff nicht mehr von einander unabhängig zu sein, nichtsdestoweniger können wir aber auf sie dieselben Ueber-legungen anwenden wie oben auf Xif • • • Xrf, denn dabei wurde ganz und gar nicht von der Unabhängigkeit der Xkf Gebrauch gemacht. Aehnlich wie oben können wir uns daher die Veränderlichen &1*:X»—1 so gewählt denken, dass alle 5*1 • • • Ex, n—2 nur von Q • • • xn—2 abhängen. Geradeso lassen sich jetzt die Ausdrücke:

Xf= §21 P1 ++ ^kn__2pn_2 behandeln u. s. w.

Wir erhalten somit das

Theorem 105. Sind Xif • • • Xrf unabhängige infinitesimale Transformationen einer r-gliedrigen linearen homogenen Gruppe in den Veränderlichen 2,--:An und bestehen Relationen von der besonderen Form:

i+k—i

(X,X,+) =>% CrX,f, (=1 • • - i. 2=1-r-,

i

so hann man stets solche lineare homogene Functionen von x,---Xn als neue unabhängige Veränderliche einführen, dass alle Xkf gleichzeitig die hanonische Form:

Ann ^tPl + (dx212, — ax22 22) 22 ++ (diniZ, + • ’ ’ + Uknn^Pn erhalten.^

Erinnern wir uns andererseits daran, dass Xif • • • Xrf auch eine projective Gruppe des Rn—\ ist, so können wir sagen:

Satz 4. Ist Xrf • • • Xrf eine r-gliedrige projective Gruppe des R-1 von der besonderen Zusammensetzung:

i+—1                        '

(X,X,+) = 2 CihsXsf,

1

so giebt es in dem Rn—\ wenigstens einen bei der Gruppe invarianten Punkt M, durch jeden invarianten Punkt geht wenigstens eine invariante Gerade M,--- durch jede invariante ebene Mn—^ geht wenigstens eine invariante ebene Mn—2- Unter Umständen gehören zu der Gruppe mehrere, ja unendlich viele derartige Reihen von invarianten Mannigfaltigkeiten M, M, M,-2.

Behalten wir die Voraussetzungen des letzten Satzes bei und nehmen wir überdies an, dass im Raume 21 : N2 :-: In schon mehrere invariante ebene Mannigfaltigkeiten Mo, • • • Mo, bekannt sind, von denen jede in der nächstfolgenden enthalten ist, so giebt es unter den im Satze 4 erwähnten Reihen von invarianten Mannigfaltigkeiten M., M,- • • Mn-2 offenbar mindestens eine, bei welcher Mo, mit Mo,, M^ mit Mo,, • • • M^^ mit Mo, zusammenfällt.

§ 147.

Die im Vorangehenden entwickelten Untersuchungen tragen zwar anscheinend einen ziemlich speciellen Charakter, sie besitzen jedoch für eine jede endliche continuirliche Gruppe deswegen eine allgemeine Bedeutung, weil sich zu jeder solchen eine isomorphe lineare homogene Gruppe angeben lässt, nämlich die zugehörige adjungirte Gruppe (Kapitel 16).

Unter anderm können wir unsere obigen Theorien benutzen, um nachzu weisen, dass jede Gruppe mit mehr als zwei Parametern zweigliedrige Untergruppen enthält und jede Gruppe mit mehr als drei Parametern dreigliedrige.

Es sei Xif • • • Xrf eine beliebige r-gliedrige Gruppe und:

1...7

Ef = X ^jki e, 88   (= 1-7)

ij " die zugehörige adjungirte Gruppe, so da’ss gleichzeitig die Relationen:

r                               r (XX.) — > CiksXgf, (EiJE^ =>} ciksEgf

i                                     i bestehen.

Wir behaupten, dass X-^f jedenfalls einer zweigliedrigen Gruppe angehört, dass also eine infinitesimale Transformation A,X,f — • • ■ — krXrf existirt, für welche sich ergiebt:

r (X,, 2,X, ++ 2,X,) = QXf + u > AXif.

2

Diese Bedingung stellt sich in der Form:

2         1                                      2

dar und zerlegt sich in die n Gleichungen:

(9)

u l, (s = 2 • • • r).

2


Hier kommt es zu befriedigen; einfachsten ein.



offenbar nur darauf an, die letzten r — 1 Gleichungen dass dies möglich ist, sieht man allerdings direkt am Für u ergiebt sich ja die Gleichung:

C122 U (132 ’ C1r2

C123 C133 " ' C1r3


= 0,



C12r C13r ■ Cirr — N

welche immer Wurzeln besitzt; deshalb existirt auch ein System von nicht sämmtlich verschwindenden Az, welche den obigen Bedingungen genügen und welche auch 0 bestimmen.

Dass die Gleichungen (9) erfüllt werden können, ist jedoch auch eine unmittelbare Consequenz unserer obigen Theorien; wenn diese Bemerkung auch hier, wo die Verhältnisse so einfach liegen, kaum nöthig erscheint, wollen wir doch nicht daran vorübergehen, weil wir bei den allgemeineren Fällen, welche nachher zu behandeln sind, nicht ohne jene Theorien auskommen.

In der infinitesimalen Transformation:
[image: ]

der adjungirten Gruppe sind alle &; von e, frei, da Cm immer null ist. Die abgekürzte lineare homogene infinitesimale Transformation 8222 — ' ’ ' — £rPr in den r — 1 Variabein e, - - e, lässt nun sicher ein System e,:-: e, invariant; es ist also möglich, den Gleichungen:

r

X Cklißk = 0 Qi (=23 r)

2

zu genügen, diese unterscheiden sich aber gar nicht von den letzten r — 1 Gleichungen (9), denn es ist ja Cku = — Cm-

Nunmehr können wir unsere obige Behauptung, dass jede Gruppe mit mehr als zwei Parametern zweigliedrige Untergruppen enthält, genauer folgendermassen aussprechen:

Satz 5. Jede infinitesimale Transformation einer Gruppe mit mehr als zwei Parametern ist in mindestens einer zweigliedrigen Untergruppe enthaltend)

Wir wollen jetzt annehmen, dass Xf und X2f eine zweigliedrige Untergruppe erzeugen, dass also eine Relation von der Form:

(X,X,) =c„Xf+o„X,f

besteht; wir behaupten, dass sobald r grösser als 3 ist, es auch immer eine dreigliedrige Untergruppe giebt, in welcher Xrf und X^f enthalten sind.

Zunächst können wir von den Constanten c.,. und c199, wenn sie nicht schon beide null sind, immer eine gleich Null machen. In der That, ist etwa C121 verschieden von Null, so führen wir X,f+“2 X,f

C121

als neues Xif ein und erhalten so:

(XX>) — C21 Xif.

Auf diese Form lässt sich also jede zweigliedrige Gruppe bringen.

Soll A3Xsf + • ■ • — XrXrf mit XJ und X,f zusammen eine dreigliedrige Gruppe erzeugen, so muss werden:

	
	
(10)    ( (x,, 2, X, +------ a, X,) =cx f+ «,X,f+M(,X,f+------ 2, Xr f) (x,,2,X+ + 2,X,)=BX,f+B,Xf+ v(4,X,/+ ■ ■ • +2,X,f).





Hieraus erhalten wir folgende Bedingungsgleichungen:
[image: ]

32,

(s = 3 • • ■ r) .


Wie man bemerken wird, braucht nur nachgewiesen zu werden, dass die 2(r — 2) Gleichungen in der letzten Reihe befriedigt werden können, die übrigen Gleichungen lassen sich alsdann immer erfüllen.

Um nun diese Frage zu entscheiden, bilden wir die infinitesimalen Transformationen:
[image: ]
[image: ]

welche, wie wir wissen, in der Beziehung:

^=0^

stehen. Da alle clu, c^i und die C122 • ■ • C12r gleich Null sind, kommen e, und e, beide in 813 • • • 81r, 823 • • • 82, gar nicht vor. Die verkürzten Ausdrücke:
[image: ]

sind daher lineare homogene infinitesimale Transformationen in es • • • er und befriedigen die Relation:

(E E) = C121 E, f'

Daraus folgt nach dem Früheren die Existenz wenigstens eines Systems e3: ..:e,, welches beide infinitesimale Transformationen Erf und E2f gestattet, welches also Bedingungen von der Form:

) Chi ^k -- 6 e; ,    ) ^k2i ^k T ^i (  3:7)

3                                3 erfüllt. Das aber war gerade zu beweisen, denn diese letzten Gleichungen sind keine andern als die Gleichungen (11), um deren Befriedigung es sich eben handelte. Mit den 2» sind natürlich auch die Grössen &1, &,, ß1, 32 bestimmt.

Da wir also unter allen Umständen A3 • • • 2, so wählen können, dass Gleichungen von der Form (10) bestehen, können wir sagen:

Theorem 106. Jede infinitesimale Transformation und ebenso jede zweigliedrige Untergruppe einer Gruppe mit mehr als drei Parametern ist in wenigstens einer dreigliedrigen Untergruppe enthalten.4)

Man könnte auf die Vermuthung kommen, dass auch jede dreigliedrige Untergruppe in mindestens einer viergliedrigen enthalten ist u. s. w., allein diese Vermuthung bestätigt sich nicht. Unser Beweisverfahren würde nur dann weiter angewendet werden können, wenn jede dreigliedrige Gruppe Xrf, X2f, X^f sich auf die Form:

(x,x,) = c^XJ, (X^) = c„.X,f+ e^X2f

(X,x,) — Can Xpf + c2^2X2f

bringen liesse, wenn also nicht blos Xif in der Gruppe Xf, X2f invariant wäre, sondern auch diese letztere in der ganzen dreigliedrigen Gruppe.

Das ist aber für alle dreigliedrigen Gruppen von der Zusammensetzung

(XX,) = Xf, (X,X,) =2X,f, (X,X,) = X,f nicht der Fall (Kap. 15, Satz 12, S. 270).

Wir wollen noch kurz bei einem speciellen Falle verweilen, in welchem eine m-gliedrige Untergruppe wirklich in einer (m — 1)-gliedrigen enthalten ist.

Es sei eine r- gliedrige Gruppe Xf • • Xrf vorgelegt, welche eine m-gliedrige Untergruppe Xf • • • Xmf von der schon oben erwähnten eigenthümlichen Zusammensetzung

i+%—i

(XiXi+i) = s Ci,i+k,Xsf (i <m, i + k^ m) enthält. Wir behaupten, dass stets eine (m — 1) - gliedrige Untergruppe von der Form:

Xf-..X„f;   A+1 Xm+f +.+ ^r^rf existirt.

Unsere Behauptung kommt darauf zurück, dass gewisse Relationen von der Form:

ACi = u;2,  0=1m; *=m+1, ■ • ■ r). . m—1

Es fragt sich also, ob die letzten m (r — m) Gleichungen befriedigt werden können; die ersten m2 können es dann immer.

Um diese Frage zu entscheiden, bilden wir die m infinitesimalen Transformationen:

(I = 1 • ■ • m), welche paarweise den Relationen: i+k—i (Ei Et^ = > cit #+, • Esf ( + * < m) i

genügen. Wir bemerken, dass alle Cj, x, m+1* ** Cjlr verschwinden, in denen j und k kleiner sind als m — 1, und daraus folgern wir, dass in Erf---Emf alle Coefficienten 8k,n+1 • 8kr von e, • • • em frei sind. Die verkürzten infinitesimalen Transformationen:

Ek f--i Ski be 0 1 ' ' ' m) m+1 in den Veränderlichen em+1 • ■ • er stehen daher paarweise in der Beziehung:

i+k—i

(Ei Ek) = > Ci, i^.k,sEsf    (+*£m)

i

und es giebt somit nach Satz 4, S. 589 ein System emn+1 : •• • ‘.cr, welches alle infinitesimalen Transformationen Erf---Emf gestattet. Das heisst aber nichts anderes, als dass es möglich ist, die Gleichungen

r

2 Cjksßj = one, &=1m;s=m+1nr) m+1

zu befriedigen. Diese Gleichungen sind aber genau dieselben wie die oben gefundenen (12) und somit ist alles, was wir zeigen wollten, wirklich nachgewiesen.

Theorem 107. Giebt es in einer r-gliedrigen Gruppe XfX,f eine m-gliedrige Untergruppe Xif • • • Xmf von der besonderen Zusammensetzung:

i-\-k—1

(X, X+) -- 2 Ci, #+, s X,f (+*Am),

1

so ist diese m-gtiedrige Untergruppe stets in mindestens einer (m — l^-gliedrigen enthalten*)

§ 148.

Wir wollen das soeben aufgestellte Theorem auch noch durch begriffliche Betrachtungen ableiten, indem wir wie in Kap. 16 die infinitesimalen Transformationen eXf — ..._]_ erXrf unserer Gruppe als Punkte eines (r — 1) - fach ausgedehnten Raumes mit den homogenen Coordinaten e, • • • er interpretiren.

Da die Gruppe Xxf • • • Xmf • • • Xrf mit ihrer adjungirten: Ef • • • Emf • • • Erf isomorph ist, so erfüllen Erf • ■ • Emf unter den gemachten Voraussetzungen Relationen von der Form:

i-{-k—1

(Ei Ei+k) = X Cit i^-k,sEsf {i + k^m),

1 sie erzeugen daher eine Untergruppe, welche im Raume ek durch die (m—1) - fach ausgedehnte ebene Mannigfaltigkeit:

em+1 :— 0, ... e, — 0

dargestellt wird. Diese ebene Mannigfaltigkeit gestattet natürlich die Untergruppe Ef • • • Emf, und offenbar gilt dasselbe von der Schaar aller m - fach ausgedehnten ebenen Mannigfaltigkeiten:

m+1   em+2  __ er

Em+1    Em+2            e,

welche durch die Mannigfaltigkeit em^r == 0, • • • er = 0 hindurchgehen. Da aber die Parameter em+1: •: e, durch eine mit der Untergruppe Ef • - 'Emf isomorphe lineare homogene Gruppe transformirt werden (Kap. 23, Satz 5, S. 472), so giebt es unter den m-fach ausgedehnten

Mannigfaltigkeiten unserer invarianten Schaar mindestens eine, welche bei der Untergruppe Ef • • • Emf invariant bleibt. Diese m-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit ist das Bild einer (m — 1) - gliedrigen Untergruppe der Gruppe: Xif • ■ • Xrf (vgl. Satz 5, S. 288).

Die soeben angestellten begrifflichen Betrachtungen, die uns wiederum zum Theorem 107 geführt haben, sind im Wesentlichen mit den früher entwickelten analytischen Betrachtungen identisch. Doch ist die synthetische Begründung durchsichtiger als die analytische.

Es ist überhaupt zweckmässig, bei Untersuchungen über die Zusammensetzung von Transformationsgruppen die Interpretation aller infinitesimalen Transformationen e,Xf— • • — erXrf als der Punkte eines Raumes, welcher durch die lineare homogene adjungirte Gruppe transformirt wird, zu Grunde zu legen. Wir werden die Fruchtbarkeit und Einfachheit dieser Methode, die auch im dritten Abschnitte mehrfache Anwendung finden soll, durch noch ein Beispiel ins Licht setzen und gleichzeitig einen bemerkenswerthen neuen Satz ableiten.

Wir betrachten eine r - gliedrige Gruppe Xxf ■ • ■ Xrf, deren infinitesimale Transformationen durch Relationen von der Form:

i+-1

(X,X+k) 2 Ci,++,4X,f

i

verknüpft sind. Die infinitesimalen Transformationen Ef...E,f der adjungirten Gruppe erfüllen dann die analogen Gleichungen:

i+—1 (EE,+x) —) Ci,++k,,E,f i

Also (Satz 4, S. 589) enthält der Raum ex mindestens einen bei der adjungirten Gruppe invarianten Punkt. Durch jeden derartigen invarianten Punkt geht mindestens eine invariante Gerade M,, durch jede derartige M, geht mindestens eine invariante ebene M, u. S. W.

Deuten wir jetzt die Punkte ex als infinitesimale Transformationen, so sehen wir, dass unsere r- gliedrige Gruppe: XJ-’-Xrf mindestens eine invariante eingliedrige Untergruppe enthält; ferner dass jede invariante eingliedrige Untergruppe in mindestens einer invarianten zweigliedrigen Untergruppe enthalten ist; dass jede invariante zweigliedrige Untergruppe in mindestens einer invarianten dreigliedrigen Untergruppe enthalten ist u. s. w. (vgl. S. 280).

Es gilt daher das

Theorem 108. Enthält eine r-gliedrige Gruppe r unabhängige infinitesimale Transformationen Yxf• • • Yrf, welche Relationen von der Form'.

i+k—i

(Y Y+) =>}c,+„Yf erfüllen, so enthält sie zugleich r unabhängige infinitesimale Transformationen Zf • • • Zrf} zwischen denen Relationen von der Form:

i

(Z,Z+1)    2 Ci,++L, sZ$f

bestehen; dann erzeugen Z^f • • • Zif für jedes i <r eine i-gliedrige Untergruppe ^t, und zwar ist jede G, in jeder G,+k, sowie in der Gruppe Yf • • • Yrf selbst invariant.5)

Behalten wir die Voraussetzungen dieses Theorems bei, und setzen wir überdies voraus, dass zufällig schon mehrere invariante Untergruppen, etwa GSl, G.2 • • • G^^ bekannt sind, von denen jede die nächstfolgende umfasst, so leuchtet ein (vgl. die Schlussbemerkungen des § 146), dass die im Theoreme 108 besprochenen Untergruppen &i so gewählt werden können, dass Sq, mit G^, C.2 mit Gq„, ■ • • G., mit Ge, zusammenfällt.

Wenn andererseits eine r-gliedrige Gruppe: Xrf • • • Xrf von der hier betrachteten besonderen Zusammensetzung vorliegt, so ist es immer möglich, gewisse invariante Untergruppen durch Differentiation abzuleiten. Es erzeugen ja alle {XiXf) eine erste abgeleitete invariante Untergruppe mit etwa Y1 < r unabhängigen infinitesimalen Transformationen. Bezeichnen wir dieselben wie in Kap. 15, S. 266 mit Xff- • • Xrjf, so erzeugen alle (X’Xx) eine zweite abgeleitete invariante Untergruppe der r-gliedrigen Gruppe mit etwa r2 < Y1 unabhängigen infinitesimalen Transformationen X"f • • • Xrff u. s. w.

Es ist daher möglich, unsere Gruppe auf eine solche Form Uf. ■ ‘ Gif • • • Urf zu bringen, dass erstens für jedes i die infinitesimalen Transformationen Uf • • • Uif eine invariante Untergruppe erzeugen, dass zweitens alle (U Ux) sich aus Uxf • ■ • U, f linear ableiten lassen, dass drittens alle (fUi Uk){Ua Ufj) aus Uxf • • • U„,f linear abgeleitet werden können u. s. w.

	
Kapitel 28.



Ansatz zur Bestimmung aller endlichen continuirlichen Gruppen des n - fach ausgedehnten Raumes.

Es ist nicht wahrscheinlich, dass man so bald im Stande sein wird, alle endlichen continuirlichen Transformationsgruppen zu bestimmen; ja es ist sogar fraglich, ob das jemals gelingen wird. Man thut daher gut, wenn man an Stelle des allgemeinen Problems, alle endlichen continuirlichen Gruppen zu bestimmen, zunächst speciellere Probleme in Angriff nimmt, welche sich auf die Bestimmung gewisser Kategorien von endlichen continuirlichen Gruppen beziehen. Solche speciellere Probleme sind namentlich die folgenden drei:

Erstens die Bestimmung aller r-gliedrigen Gruppen in n Ver-änderlichen.

Zweitens die Bestimmung aller r-gliedrigen Gruppen überhaupt.

Frittens die Bestimmung aller endlichen continuirlichen Gruppen in n Veränderlichen.

In Kapitel 22, S. 429 ff. haben wir gezeigt, dass die Erledigung des ersten dieser Probleme äusser ausführbaren Operationen jedenfalls nur die Integration simultaner Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichungen verlangt. Wir fanden ferner, dass das zweite unserer drei Probleme sich auf das erste zurückführen lässt (Theor. 84, S. 458).

Dagegen ist das dritte Problem durch die Entwickelungen des Kapitels 22 keineswegs erledigt. Ist nämlich n > 1, so giebt es für jeden Werth von r, wie gross derselbe auch sein mag, stets y-gliedrige Gruppen in n Veränderlichen. Wählt man z. B. r Functionen F.Fr von 21 • • • An—1 derart, dass zwischen ihnen keine lineare Relation von der Form:

c^ F + • • • + cr Fr = 0 mit Constanten Coefficienten besteht, so sind die r infinitesimalen Transformationen:

E (z, ‘ ' ’ z i) 3s > F, (^i ' ' ’ z- 1) 34

von einander unabhängig und paarweise vertauschbar, sie erzeugen daher eine r-gliedrige Gruppe in den n Veränderlichen X1 • • • An.

Trotz der wichtigen Ergebnisse des Kapitels 22 harrt also das dritte der oben angegebenen Probleme noch der Erledigung. Im gegenwärtigen Kapitel werden wir deshalb dieses Problem in Angriff nehmen und wenigstens einen Ansatz zu seiner Erledigung geben.

Das Problem der Bestimmung aller Gruppen eines n-fach ausgedehnten Baumes Bn zerlegen wir im Folgenden in eine Beihe von -einzelnen Problemen, die von einander unabhängig sind. Wir erreichen das durch eine naturgemässe Eintheilung der Gruppen des Bn in Classen, welche so gewählt sind, dass die Gruppen einer jeden Classe bestimmt werden können, ohne dass von den Gruppen der übrigen Classen etwas bekannt zu sein braucht. Freilich können wir keine allgemeine Methode angeben, welche in jedem Falle die Bestimmung aller Gruppen einer Classe leistet; doch geben wir wichtige Sätze über die zu einer Classe gehörigen Gruppen und entwickeln andererseits eine Reihe Betrachtungen, welche die Bestimmung aller Gruppen einer Classe wesentlich erleichtern; im nächsten Kapitel soll das durch specielle Anwendungen erläutert werden. Bei diesen allgemeinen Auseinandersetzungen beschränken wir uns im Wesentlichen auf transitive Gruppen, weil unsere Classification gerade für die transitiven Gruppen von besonderer praktischer Bedeutung ist.

Wenn wir später (im dritten Abschnitt) bei der Bestimmung aller endlichen continuirlichen Gruppen in einer oder zwei oder drei Veränderlichen die Entwickelungen des gegenwärtigen Kapitels nur theilweise verwerthen, so hat das seinen guten Grund. Bei der Bestimmung der primitiven Gruppen eines Raumes ist das hier auseinandergesetzte Verfahren entschieden zweckmässig; nicht so bei der Bestimmung der imprimitiven Gruppen; da empfiehlt es sich mehr, einen andern Weg einzuschlagen. Jede imprimitive Gruppe des Bn zerlegt ja diesen Raum in eine invariante Schaar von Mannigfaltigkeiten und transformirt die Mannigfaltigkeiten dieser Schaar durch eine isomorphe Gruppe in weniger als n Veränderlichen. Hieraus er-giebt sich, dass man gut thut, die Bestimmung aller imprimitiven Gruppen des Bn erst dann in Angriff zu nehmen, wenn man schon alle Gruppen in weniger als n Veränderlichen kennt. Nach diesem Grundsatz werden wir in Abschnitt III die Bestimmung aller imprimitiven Gruppen des R, und gewisser des B^ durchführen.

§ 149.

Es sei

n

Xif — X Bu(a, ’ ' * T„) 84 (=1::7) i                               < i

eine ganz beliebige r-gliedrige Gruppe des n-fach ausgedehnten Raumes X1 • • • • xn oder kurz des Bn.

Nach Anleitung von Kap. 25, S. 522 ff. erweitern wir diese Gruppe, indem wir xx • • • xn als Functionen einer Hülfsveränderlichen t ansehen,

welche bei unserer Gruppe gar nicht transformirt wird, und indem wir berücksichtigen, dass die Differentialquotienten: t==x, bei der Gruppe transformirt werden. Wir erhalten so in den 2n Veränderlichen: X, • • • xn, X1 • * Xn die erweiterte Gruppe:

[image: ]



Dieselbe giebt wie wir wissen an, in welcher Weise die oo2n—1 Linienelemente: X1 • • • xn, x^'. X,’ : • • •: x^ des Raumes X, • • • xn von der Gruppe: Xif • • - Xrf unter einander vertauscht werden (vgl. S. 525).

Jeder Punkt: x^• • • Xn von allgemeiner Lage bleibt bei einer ganz bestimmten Anzahl von unabhängigen infinitesimalen Transformationen: eXf— • • • — erXrf invariant und zwar mindestens bei r — n und höchstens bei r— 1. Wir wollen die Anzahl dieser unabhängigen infinitesimalen Transformationen mit r — q bezeichnen und annehmen, dass: X°f...X,Laf solche unabhängige infinitesimale Transformationen sind; dieselben erzeugen dann sicher eine (r— q)-gliedrige Untergruppe der Gruppe: Xf- • • Xrf (vgl. Kap. 12, S. 205 f.).

In den Reihenentwickelungen von X,° f • • • Xr—^f nach Potenzen der Xi Xi fehlen natürlich alle Glieder nullter Ordnung und es kommen nur Glieder erster und höherer Ordnung vor:

[image: ]



X C^kiv^- • • Xn^-{Xi~ X^ +----34 (=1-7.

Die Gruppe: X°f • • • X,°q lässt den Punkt x^- • • xn° invariant, vertauscht aber die Linienelemente, welche durch diesen Punkt gehen, unter einander; wie? das zeigt die zugehörige erweiterte Gruppe:

X,°f =3 | 2 cz„(e,° ’ • * ^°) • (x, -x®) +----|3+

[image: ]



welche die oo2n—1 Linienelemente des Raumes X1 •. An genau so transformirt wie die Gruppe: X^f • • • X,°qf. Will man daher sich auf die Linienelemente durch den Punkt 21 ’ ’ • An 0 beschränken und von den übrigen ganz absehen, so hat man nach Anleitung von Kap. 14, S. 233 f. aus den Xk° f alle Glieder mit den Differentialquotienten von f nach x, • • • xn wegzulassen und in den übrigen Gliedern die Substitution: X, = Xj0, • • • xn = x^ zu machen. Die so erhaltenen verkürzten infinitesimalen Transformationen:

	
	
(1)    Lf =2 Ckiv(a,°-::On°)*a/aa, (=1:7—9 i 7





erzeugen eine lineare homogene Gmppe in den n Veränderlichen xd-- En"; diese Gruppe, die mit der Gruppe: X°f.--X,°f und natürlich auch mit der Gruppe: X^f-^Xr—qf isomorph ist, giebt an, in welcher Weise die beiden eben genannten Gruppen die oon-1 Linienelemente: x,’ : x: -: xü durch den Punkt X1 • .. An 0 transformiren.

Die lineare homogene Gruppe: Ltf • • • Lr-^f ist augenscheinlich durch die Glieder erster Ordnung in den Reihenentwickelungen von X°f.--X,°qf vollkommen bestimmt, sie enthält mithin soviele wesentliche Parameter als die Gruppe: X°f---X9,f unabhängige infinitesimale Transformationen 1. 0., aus denen sich keine Transformation von zweiter oder höherer Ordnung in den Xi Xi linear ableiten lässt. Hieraus ergiebt sich, dass man die Gruppe: Lrf • • • Lr—qf aufstellen kann, sobald man weiss, wie viele unabhängige infinitesimale Transformationen erster Ordnung, aus denen sich keine Transformation von zweiter oder höherer Ordnung linear ableiten lässt, die Gruppe: Xf. • • Xrf in der Umgebung von x1°-- xn° enthält und sobald man ausserdem die Glieder erster Ordnung in den Reihenentwickelungen dieser infinitesimalen Transformationen kennt. Umgekehrt kann man, sobald man die Gruppe: Lf. • • Lrf kennt, die Zahl und die Glieder erster Ordnung derjenigen unabhängigen infinitesimalen Transformationen erster Ordnung der Gruppe: Xif • • • Xrf angeben, aus denen sich keine Transformation von zweiter oder höherer Ordnung in den Xi — x^ linear ableiten lässt.

Man kann die lineare homogene Gruppe: Lr f ■ ’ • Lr—qf auch folgendermassen ableiten:

Da es sich nur um die Art und Weise handelt, in welcher die Richtungen durch den festgehaltenen Punkt: x^ • ■ • Xn° transformirt werden, so darf man die Gruppe: X^f • • • Xr—qf durch die nachstehende:

2 cikiv^Xj0 • • • xn°) • {Xi — Xi°) 8k (*=1*r-9

i 7

ersetzen, welche durch Weglassung aller Glieder von zweiter und höherer Ordnung erhalten wird. Hier lassen sich nun X1 — x^, • " xn — Xn direkt als homogene Coordinaten der Linienelemente durch den Punkt x,° • • • Xn auffassen, die Gruppe:

2 Cliv (x,° ‘ ’ * E„°) ’ (    a,°) ade __x 0y ( = 1 • • • r — q)

iv

giebt also an, wie diese Linienelemente transformirt werden. Das stimmt mit dem Obigen.

Wir haben gesehen, dass die r-gliedrige Gruppe: Xf.--X‘f jedem Punkte x1° • • • Xn von allgemeiner Lage eine ganz bestimmte lineare homogene Gruppe (1) zuordnet, die freilich im Allgemeinen für verschiedene Punkte verschieden ausfällt. Untersuchen wir jetzt, wie sich diese lineare homogene Gruppe bei Einführung neuer Veränderlicher verhält.

An Stelle von X1 • • • Xn führen wir die neuen Veränderlichen:

n

	
	
(2)      y, =y°+a(x, — x,°) +---- (=1 n)





ein, welche gewöhnliche Potenzreihen von X1 X1 , • An Xn0 sind; wie immer setzen wir dabei voraus, dass die Determinante:
[image: ]

von Null verschieden ist, damit auch umgekehrt die Xi gewöhnliche Potenzreihen von Y1 — y^, • • • yn — yn werden.

In Y, • • • yn möge X^f die Form:
[image: ]

erhalten. Dann ist zunächst klar, dass die Gruppe, welche aus: Xf. • • Xrf durch Einführung der neuen Veränderlichen: y{ • • • yn entsteht, dem Punkte y^ • • y^ die lineare homogene Gruppe:

9/ => B. Di 3  a-1.p-p

iv

zuordnet. Andererseits ist aber klar (vgl. Kap. 11, S. 196 f.), dass die Glieder erster Ordnung:

X] Bu(yi y^Xyi iv

von Y^f aus den Gliedern erster Ordnung:

X ^kiv (x, — ^i ) 3 &

iv

von X^f durch Einführung der neuen Veränderlichen:
[image: ]

(i = 1. ■ • n)


erhalten werden. Mithin ergiebt sich, dass die lineare homogene Gruppe (1') aus der linearen homogenen Gruppe (1) entsteht, wenn man in (1) vermöge der linearen homogenen Transformation:

n

y/ = 2 aiya,’ (=1*:n)

die neuen Veränderlichen: y^ • • • yü an Stelle der x' einführt.

Hierin liegt, dass die lineare homogene Gruppe (1) von der analytischen Darstellung der Gruppe: Xf.X,f, das heisst von der Wahl der Veränderlichen wesentlich unabhängig ist; denn führt man vermöge einer Transformation (2) in die Gruppe: Xif ••• Xrf neue Veränderliche ein, so verwandelt sich die lineare homogene Gruppe (1) in eine andere lineare homogene Gruppe (T), welche innerhalb der allgemeinen linearen homogenen Gruppe des Rn mit (1) gleichberechtigt ist (vgl. Kap. 16, S. 280). Durch geeignete Wahl der Constanten aiv in der Transformation (2) kann man offenbar erreichen, dass die dem Punkte yk zugeordnete Gruppe (1') jede beliebige mit (1) gleichberechtigte Gruppe wird.

Nehmen wir jetzt insbesondere an, dass die Transformation (2) der Gruppe: Xxf• • ■ Xrf selbst angehört. In diesem Falle ist (1') augenscheinlich diejenige lineare homogene Gruppe, welche die Gruppe: Xif • • • Xrf dem Punkte: yf • • • yn° zuordnet, folglich geht (1') aus (1) hervor, wenn man in den «xir’x,... Rn°) die x° durch die y° ersetzt. Da aber die beiden Gruppen (1) und (1') innerhalb der allgemeinen linearen homogenen Gruppe des Rn gleichberechtigt sind, so haben wir das folgende

Theorem 109. Jede r-gliedrige Gruppe: Xif. • -Xrf des Raumes xx-■ • xn ordnet jedem Punlcte xf • ■ • xj von allgemeiner Lage eine ganz bestimmte lineare homogene Gruppe des Rn zu, die angiebt, in welcher Weise die Linienelemente durch diesen Punkt transformirt werden, sobald derselbe festgehalten wird. Zu solchen Punhten, welche durch Transformationen der Gruppe: Xif• • • Xrf in einander übergeführt werden können, gehören lineare homogene Gruppen, welche innerhalb der allgemeinen linearen homogenen Gruppe des Rn gleichberechtigt sind. Ist die Gruppe: Xf • • • Xrf insbesondere transitiv, so ordnet sie allen Punhten, welche auf keiner invarianten Mannigfaltigheit liegen, solche lineare homogene Gruppen zu, die mit einander innerhalb der allgemeinen linearen homogenen Gruppe gleichberechtigt sind.

Das vorstehende Theorem, welches die wichtigsten der bisherigen Ergebnisse zusammenfasst, liefert nun die in der Einleitung angekündigte Classification aller Gruppen des Rn.

Betrachten wir zunächst die transitiven Gruppen.

Zwei transitive Gruppen G und r des Rn rechnen wir in dieselbe Classe, wenn die lineare homogene Gruppe, welche G irgend einem Punkte von allgemeiner Lage zuordnet, mit derjenigen linearen homogenen Gruppe gleichberechtigt ist, welche r irgend einem solchen Punkte zuordnet. Im entgegengesetzten Falle rechnen wir G und r zu verschiedenen Classen.

Wir unterscheiden demnach ebensoviele Classen von transitiven Gruppen des Rn, als es Typen von Untergruppen der allgemeinen linearen homogenen Gruppe des Tn giebt (vgl. S. 281). Nachher werden wir sehen, dass jeder solchen Classe jedenfalls eine transitive Gruppe des Rn angehört.

Gehören zwei transitive Gruppen G und T des Raumes x,---X, derselben Classe an, so enthalten sie offenbar in der Umgebung eines jeden Punktes x,° • • • an° von allgemeiner Lage gleichviele unabhängige infinitesimale Transformationen von erster Ordnung in den Ci X; , aus denen sich keine Transformation von zweiter oder höherer Ordnung linear ableiten lässt. Da man übrigens F stets durch Einführung neuer Veränderlicher so uniformen kann, dass es dem Punkte x,°..-Xn° genau dieselbe lineare homogene Gruppe zuordnet wie G, so kann man jedes Mal erreichen, dass die Glieder erster Ordnung in den betreffenden infinitesimalen Transformationen erster Ordnung für beide Gruppen dieselben sind. Ausserdem enthalten G und I, weil sie transitiv sind, in der Umgebung von x1°---Xn° je n unabhängige infinitesimale Transformationen nullter Ordnung, aus denen sich keine Transformation von erster oder höherer Ordnung linear ableiten lässt; dagegen können die Zahlen und die Anfangsglieder der infinitesimalen Transformationen von zweiter, dritter • • • Ordnung sehr gut für I’ andere sein als für G. Hierin liegt, dass zwei transitive Gruppen des Baumes x-.-Xn, welche derselben Classe angehören, keineswegs gleichviele Parameter zu haben brauchen.

Wenden wir uns jetzt zu den intransitiven Gruppen.

Zu jeder transitiven Gruppe des Rn gehörte ein ganz bestimmter Typus von linearen homogenen Gruppen des Bn-, bei intransitiven Gruppen ist das im Allgemeinen nicht der Fall. Jede intransitive Gruppe G des Pn zerlegt diesen Raum in eine Schaar von 00"—! (0 < q < n) einzeln invarianten q -fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten M,, jedoch so, dass sie die Punkte jeder einzelnen dieser Mq transitiv transformirt (vgl. Kap. 13, S. 216). Hieraus folgt, dass G allen Punkten ein und derselben MC1 stets gleichberechtigte lineare homogene Gruppen zuordnet, nicht jedoch nothwendig den Punkten verschiedener Mq.

Unsere con—2 Mq ordnen sich im Allgemeinen derart in continuirliche Schaaren, dass nur solchen Punkten, welche den Mq derselben Schaar angehören, gleichberechtigte lineare homogene Gruppen zugeordnet sind. Besteht jede solche Schaar aus gerade oom Mq, so zerfällt der ganze Bn in co"— q—m (q — m) _ fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten Mq+m und jeder M.+m ist ein ganz bestimmter Typus von linearen homogenen Gruppen zugeordnet, während verschiedenen M,++m auch verschiedene Typen zugeordnet sind. So gehört zu unserer Gruppe G eine Schaar von conIm verschiedenen Typen; der Inbegriff aller dieser Typen kann natürlich durch gewisse analytische Ausdrücke mit n — q — m wesentlichen willkürlichen Parametern dargestellt werden. Wir können das auch so ausdrücken: alle die betreffenden Typen gehören derselben Typengattung an (vgl. Kap. 22, S. 448 oben).

Zwei intransitive Gruppen des Rn rechnen wir nun zu derselben Classe, wenn zu beiden dieselbe Typengattung von linearen homogenen Gruppen des Rn gehört.

§ 150.

Die eben beschriebene Classification aller Gruppen des Rn können wir benutzen, um einen Ansatz zur Bestimmung dieser Gruppen zu geben. Wir werden das aber nur für die transitiven Gruppen ausführen.

Denken wir uns die Veränderlichen X1 • • • X, so gewählt, dass der Coordinatenanfang: X, = 0, • • • xn = 0 ein Punkt von allgemeiner Lage ist, so enthält jede transitive Gruppe des Rn in der Umgebung des Coordinatenanfangs n unabhängige infinitesimale Transformationen von nullter Ordnung in den xp.

= f 4----- « = aus denen sich keine Transformationen von erster oder höherer Ordnung linear ableiten lassen.

Weiter enthält jede transitive Gruppe des Rn im Allgemeinen auch gewisse infinitesimale Transformationen von erster Ordnung in den Xi] welche, das hängt nach dem Früheren von der Classe ab, der sie angehört. Da nun zu jedem Typus von linearen homogenen Gruppen des Rn eine ganz bestimmte Classe von transitiven Gruppen dieses Raumes gehört, so wollen wir irgend einen solchen Typus auswählen und uns auf die Betrachtung derjenigen transitiven Gruppen beschränken, welche der entsprechenden Classe angehören.

Die m,-gliedrige Gruppe:

	
	
(3)         2 ajiya/aa, 0=1m0<m An)





iv

sei ein Repräsentant des gewählten Typus von linearen homogenen Gruppen. Dann kann nach dem Früheren jede transitive Gruppe des Rn, welche zu der entsprechenden Classe gehört, durch geeignete Wahl der Veränderlichen x,... xn auf eine solche Form gebracht werden, dass sie in der Umgebung von: x, = 0, • ■ • X, = 0 die folgenden 7, unabhängigen infinitesimalen Transformationen erster Ordnung enthält:
[image: ]

Diese M1 infinitesimalen Transformationen T^ sind so beschaffen, dass sich aus ihnen keine Transformation von zweiter oder höherer Ordnung linear ableiten lässt und dass andererseits in jeder infinitesimalen Transformation erster Ordnung der Gruppe die Glieder erster Ordnung sich aus den Gliedern erster Ordnung von T^ • ■ • T^ linear ableiten lassen.

Wir sehen übrigens schon jetzt, dass es unter allen Umständen wenigstens eine transitive Gruppe giebt, welche der von uns gewählten CI asse angehört; eine solche Gruppe lässt sich nämlich sofort angeben, die (n — mj-gliedrige:

df     df     17 df

7    2 6 °°A    9           • Cjiy JC; 7        () == 1 ** 6 M1) 5

021      0 E,      A 3 dxv

iv

sie wird durch Weglassung aller Glieder erster bezüglich zweiter und höherer Ordnung aus den P und den T,1) erhalten.

Äusser den bereits angegebenen infinitesimalen Transformationen von nullter und erster Ordnung kann jede Gruppe, welche unserer C1asse angehört, in der Umgebung von: X1 == 0, • • • An = 0 noch eine gewisse Anzahl von unabhängigen infinitesimalen Transformationen zweiter Ordnung enthalten, aus denen sich keine Transformation von dritter oder höherer Ordnung linear ableiten lässt, ferner eine gewisse Anzahl von infinitesimalen Transformationen dritter, vierter • • • Ordnung; immer aber giebt es nach Theor. 29, S. 192 eine der Gruppe eigenthümliche ganze Zahl s > 1 von solcher Beschaffenheit, dass die Gruppe infinitesimale Transformationen zweiter, dritter, • • • s-ter Ordnung enthält, dagegen keine Transformationen (s — l)-ter oder höherer Ordnung.6) Hieraus folgt, dass der Inbegriff aller Gruppen unserer Classe in eine Reihe von Unterclassen zerfällt: jedem Werthe von s entspricht eine Unterclasse.

Da es unendlich viele ganze Zahlen s giebt, welche 2 1 sind, so ist die Anzahl der eben definirten Unterclassen unendlich gross, doch braucht keineswegs jede Unterclasse wirklich durch Gruppen vertreten zu sein. Wir werden zeigen, wie sich für jeden einzelnen Werth von s entscheiden lässt, ob Gruppen in die betreffende Unterclasse gehören; dabei handelt es sich im Grunde nur um solche Zahlen s, die grösser sind als 1, denn dass die Unterclasse: s = l Gruppen enthält, wissen wir bereits.

Es sei s 21 eine beliebig gewählte aber bestimmte ganze Zahl; wir fragen, ob es in unserer Classe Gruppen giebt, welche der Unterclasse: s = s angehören.

Giebt es derartige Gruppen, so möge etwa G eine sein. Lassen wir dann für k === 0, 1, 2 • • • So aus den infinitesimalen Transformationen k-ter Ordnung von G alle Glieder (k -{- l)-ter und höherer Ordnung weg, so erhalten wir offenbar unabhängige infinitesimale Transformationen, die eine gewisse Gruppe r erzeugen und zwar eine Gruppe, welche ebenso wie G der Unterclasse: s = S angehört.

Hieraus folgt, dass die Unterclasse: s — s0, sobald sie überhaupt Gruppen umfasst, mindestens eine Gruppe r von der folgenden besonderen Beschaffenheit enthält: r ist erzeugt von dem n — M, infinitesimalen Transformationen nullter und erster Ordnung:

+20) _ _f  +g _ 5 . - af

iv

(i = 1 • • * n ; j = 1 • • • nix)

und ausserdem von m2 unabhängigen infinitesimalen Transformationen zweiter, von m3 unabhängigen dritter, • • • von mSo unabhängigen So-ter Ordnung; die allgemeine Form dieser Transformationen ist:

—() _ "I s() . ,of

(7=2,3 .s; i== 1, 2... m),

wo die §0) ganse homogene Functionen h-ter Ordnung ihrer Argumente sind. Zugleich ergiebt sich, dass jeder Gruppe G, welche der Unterclasse s = sQ angehört, eine ganz bestimmte Gruppe r von der eben geschilderten Beschaffenheit zugeordnet ist.

Es lässt sich durch ausführbare Operationen entscheiden, ob es eine Gruppe r giebt, welche die eben beschriebenen Eigenschaften besitzt; es lassen sich sogar alle etwa vorhandenen Gruppen r durch ausführbare Operationen bestimmen.

In der That, zunächst ist die Anzahl aller möglichen Systeme: 7712, m3,***ms endlich. Hat man ferner ein solches System gewählt, so kann man stets durch algebraische Operationen in allgemeinster Weise 72 — • • • — mSo unabhängige infinitesimale Transformationen:

lik (*=23 8; *k = 1, 2 :mk)

bestimmen, welche zusammen mit den T/0), T/0 eine (n+m,H-----+ m„)-gliedrige Gruppe erzeugen. Dazu braucht man nämlich nur die unbekannten Coefficienten in den Functionen §() in allgemeinster Weise derart zu bestimmen, dass jede Transformation:

(T![? Tß) &x=0, .9 sich aus:

Ti          (" i • • • "A+u—1 linear ableiten lässt, sobald k+u — 1 5 s, und identisch verschwindet, sobald k — u — 1 > So. Es ist klar, dass man dabei für die unbekannten Coefficienten nur algebraische Gleichungen erhält.

Im Vorstehenden ist gezeigt, dass sich für jede einzelne ganze Zahl So > 1 durch ausführbare Operationen fessteilen lässt, ob es in unserer Classe Gruppen giebt, welche der Unterclasse: s =s angehören. Wir besitzen aber keine allgemeine Methode, die das entsprechende für alle ganzen Zahlen s > 1 mit einem Schlage leistet. Nur in speciellen Fällen, bei besonderer Beschaffenheit der linearen homogenen Gruppe (3) gelingt es uns zu erkennen, wieviele und welche von den unendlich vielen Unterclassen durch Gruppen vertreten sind. Dabei kommt es vor, dass für die Zahl s ein Maximum existirt, dass also nur solche Unterclassen, deren Zahl s ein gewisses Maximum nicht übersteigt, wirklich Gruppen enthalten (vergl. das Kapitel 29); jedoch haben wir auch für die Existenz eines solchen Maximums kein allgemeines Kriterium. Nichtsdestoweniger glauben wir, dass es möglich ist, solche Kriterien aufzu stellen.

Wir werden uns in Folge dessen darauf beschränken, auseinanderzusetzen, wie alle Gruppen unsrer Classe gefunden werden können, welche in einer bestimmten Unterclasse, etwa in der: s — So > 1 enthalten sind.

Nach 8. 607 gehört zu jeder Gruppe der Unterclasse: s = So eine ganz bestimmte Gruppe r derselben Unterclasse mit infinitesimalen Transformationen, die eine besondere damals beschriebene Form haben. Da nun, wie wir wissen, alle derartigen Gruppen I, welche der Unterclasse: s — So angehören, durch ausführbare Operationen bestimmt werden können, so brauchen wir blos noch zu zeigen, in welcher Weise diejenigen Gruppen der Unterclasse: s — s0 gefunden werden, zu denen irgend eine beliebig gewählte der betreffenden Gruppen r gehört.


Es seien:
[image: ]

(i — 1 • • • n\ j —1 • • • mLj i^ = \ ■ • ■ m^', k=2 ::8)




die n — 71 ------- mSo unabhängigen infinitesimalen. Transformationen

irgend einer unter den besprochenen Gruppen r, und die Zusammensetzung dieser Gruppe sei durch die Relationen:


(5)



(—(%) —(u)\ _ I, —(I+u—1)

1 ‘k u ) —                 1"

1

(k, u = 0, 1 • • • So; ix = 1 • • • Mk; ju = 1 • • • mu; m= n) bestimmt, in denen die c auf der rechten Seite als bekannt zu betrachten sind und insbesondere verschwinden, sobald k — u — 1 die Zahl So übersteigt.

Jede in die Unterclasse: s == S gehörige Gruppe G, welcher die Gruppe (4) zugeordnet ist, enthält n — M, — • —- ms Parameter und ist von ebensovielen unabhängigen infinitesimalen Transformationen erzeugt; diese Transformationen haben die Form:

1

 Lie, Archiv for Math., Bd. IX, S. 89, Christiania 1884; Fortschritte der Mathematik, Bd. XVI, S. 325.

Theorie der Transformationsgruppen.

2

 Lie, Archiv for Math., Bd. 3, S. 110 u. 111, Theorem 3; Christiania 1878.

3

 Lie, Archiv for Math. Bd. 1, S. 192. Christiania 1876.

4

 Lie, Archiv for Math. Bd. 1, S. 193, Bd. 3, S. 114—116, Christiania 1876 und 1878.

Theorie der Transformationsgruppen.                                       38

5

 Lie, Archiv for Math., Bd. 3, S. 112 u. 113, Christiania 1878; vgl. auch Bd. IX, S. 79-82.

6

 Was wir in Theorem 29 mit s bezeichneten, nennen wir hier s — 1!


	
(8)   7,0-2+, 70"-260.(z)£+-



(i = 1 • • • n; ix = 1 • • • mi ; k = 1 • • • So) , wo überall die weggelassenen Glieder von höherer Ordnung sind als die geschriebenen. Es handelt sich also um nichts anderes als darum, alle Gruppen zu bestimmen, deren infinitesimale Transformationen die Form (6) haben.

Die Zusammensetzung einer Gruppe mit den infinitesimalen Transformationen (6) wird offenbar durch Relationen von der Form:

mi+u—i

(r(k) m(u)) _ "Y        r(k—u— i) ।

(7)

+2) c‘^Tld' k+Hu 7x

{k, u = 0, 1 • • • So ; ix =1** mx; ju = 1 ■ • • mu ; mo = n)

dargestellt. Hier sind die C gewisse Constanten, welche den bekannten aus der Jacobischen Identität abgeleiteten Relationen genügen (vgl. Kap. 9, S. 169 £).

Theorie der Transformationsgruppen.                                       39

Wir denken uns die betreffenden Relationen zwischen den C aufgestellt und das allgemeinste System von C berechnet, welches ihnen genügt. Da die Relationen sämmtlich algebraisch sind, so erfordert diese Rechnung blos ausführbare Operationen. Die Form der Relationen (7) lässt sich übrigens dadurch vereinfachen, dass man jede infinitesimale Transformation k-ter Ordnung: T^ durch eine andere Transformation k-ter Ordnung:
[image: ]

‘1 "x

^k = 1 ‘ ’ ’ mk; k = 0, 1 ’ ’ ’ 3)


ersetzt, unter den P irgend welche Zahlgrössen verstanden. Führt man nämlich an Stelle der T die % ein, so erhält man an Stelle von (7) Relationen von der Form: wo zwischen den C und den C ein leicht angebbarer Zusammenhang besteht. Man wird nun über die P, welche ja vollkommen willkürlich sind, so verfügen, dass die Coefficienten € möglichst einfache Zahlen-werthe erhalten; dadurch erzielt man eine gewisse Vereinfachung.

[image: ]



Sind in der Gleichung (8) alle P fest gewählt, so sagen wir zuweilen, dass die infinitesimale Transformation k-ter Ordnung: T.| vollständig normirt ist.

Kennt man alle Systeme von C, welche den vorhin erwähnten Relationen genügen, so kennt man damit zugleich alle Zusammensetzungen, welche eine Gruppe von der Form (6) möglicherweise haben kann. Es fragt sich nur noch, ob es für jede der so definirten Zusammensetzungen Gruppen von der Form (6) giebt, welche gerade die betreffende Zusammensetzung haben, und wie diese Gruppen gefunden werden können, falls sie existiren.

Denken wir uns also in den Gleichungen (7) unter den C irgend ein Werthsystem, welches die bewussten Relationen befriedigt, sodass die Gleichungen (7) eine mögliche Zusammensetzung (n — M, — • • • — ms)-gliedriger Gruppen darstellen (vgl. S. 297).

Zunächst erkennen wir leicht: giebt es überhaupt Gruppen von der Form (6), welche die Zusammensetzung (7) haben, so sind sie alle mit einander ähnlich, sie gehören alle demselben Typus von transitiven Gruppen des Raumes 21 • • • An an (Kap. 22, S. 434).

In der That, haben wir zwei Gruppen G und G‘, welche beide die Form (6) und die Zusammensetzung (7) besitzen, so sind diese Gruppen augenscheinlich durch die Wahl ihrer infinitesimalen Transformationen derart holoedrisch isomorph auf einander bezogen, dass der grössten Untergruppe von G, welche den Punkt: 21=0, • X, =0 invariant • lässt, die grösste Untergruppe von G‘ entspricht, welche diesen Punkt festhält. Da nun der Punkt: 21= 0, • &„== 0 unter den gemachten Voraussetzungen ein Punkt von allgemeiner Lage ist, so sind die beiden transitiven Gruppen G und G‘ nach Theorem 76, S. 425 mit einander ähnlich. Das aber war zu beweisen.

Weiter werden wir zeigen, dass es immer Gruppen von der Form (6) giebt, welche die Zusammensetzung (7) besitzen.

Wir bestimmen zuvörderst in einem Raume RN von N= n — m, ----- — ms Dimensionen eine einfach transitive Gruppe:

	
(9)       TUA wf «=1»; *=1 - *=1 -mp



von der Zusammensetzung (7); das ist nach Kap. 22, S. 429—432 immer möglich und erfordert höchstens Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen. Sodann wählen wir irgend eine Mannigfaltigkeit M des Rn aus, welche die (N — n)-gliedrige Untergruppe:

(10)              w,r a-i. ik =1 • • • mp

der Gruppe (9) gestattet, aber keine grössere Untergruppe; diese Eigenschaft besitzt ja jede charakteristische Mannigfaltigkeit (S. 101) des (N—n) - gliedrigen vollständigen Systems:

W^f=0 a=l. *=1mp.

Bei den CON Transformationen der Gruppe (9) nimmt 9 gerade oon verschiedene Lagen an, deren Inbegriff eine invariante Schaar bildet. Charakterisiren wir die einzelnen Mannigfaltigkeiten dieser Schaar durch n Veränderliche X1 • • • xn, so erhalten wir in x, • • • xn eine transitive Gruppe:

	
	
(11)    X^f, x“f q=l-n *=1= =1m), die angiebt, in welcher Weise die Mannigfaltigkeiten unsrer invarianten Schaar von der Gruppe (9) unter einander vertauscht werden. Diese neue Gruppe ist mit der Gruppe (9) isomorph, so dass Relationen von der Form:





mi+Hu—1                    so 1-me (7")  « X,,") = 2 Cp, * X^f +2 X CJ, m, X£/

1                          k-u 7t

(k, u = 0, 1 • • • so ; ik = 1 • • • mk; ^ = 1 . . . m^; mo = n) bestehen (vgl. Theorem 85, S. 483).

Es lässt sich leicht nachweisen, dass die infinitesimalen Transformationen der Gruppe (11) bei geeigneter Wahl der Veränderlichen X1 - * An die Form (6) annehmen.

Um den betreffenden Nachweis zu führen, denken wir uns vor allen Dingen die Veränderlichen X1 • • • xn so gewählt, dass M die Coordinaten: ^ = 0, • •• xn = 0 erhält. Dann sind offenbar alle infinitesimalen Transformationen:

Xßf a=1-s; =1- mp

in den x, von erster oder höherer Ordnung, dagegen sind: X°f---Xn°f unabhängige infinitesimale Transformationen nullter Ordnung, aus denen sich keine Transformation von erster oder höherer Ordnung linear ableiten lässt; das letztere folgt aus der Transitivität der Gruppe (11). Es ist somit klar, dass wir unbeschadet unserer eben gemachten Voraussetzung die Veränderlichen X1 • • • xn so wählen können, dass X^f- • • Xn°f die Form:

x,0/-24+ «-1» bekommen.

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir zunächst die Anfangsglieder in den Reihen entwickelungen der M1 infinitesimalen Transformationen X,f bestimmen.

Wir haben:

x/D/ -3] d (r,—. z„) +.. o-1 „,.

1

unter den g(1) lineare homogene Functionen ihrer Argumente verstanden. Setzen wir diesen Ausdruck in die n Relationen:

n                    So 1:::mz

=             C^X^f «-1»)

ein und vergleichen wir auf beiden Seiten die Glieder nullter Ordnung, so kommt:

also sind alle Differentialquotienten erster Ordnung von §97 vollständig bestimmt und wegen der bekannten Gleichung:
[image: ]

auch die 699 selbst. Da nun 6,7 offenbar allen Differentialgleichungen

genügt, welche wir soeben gefunden haben, so ergiebt sich: $99 = 8, und mithin:
[image: ]


In derselben Weise finden wir überhaupt:

x"r =2 «? (x, • z„,) ‘ 2, ----- d-t-e ‘-L ""

mit andern Worten: wir finden, dass die infinitesimalen Transformationen der Gruppe (11) die Form (6) haben. Hierin liegt offenbar, dass die N infinitesimalen Transformationen (11) von einander unabhängig sind, dass also die Gruppe (11) N-gliedrig und mit der Gruppe (9) gleichzusammengesetzt ist.

Da die Gruppe (11), wie wir soeben gesehen haben, N-gliedrig ist, so kann die Gruppe:

	
(9)    W^f, W^f «=l-n*=1s *=1»



keine invariante Untergruppe enthalten, welche der Gruppe:

	
(10)          w£f a=1-:**=1mp



angehört (Theorem 85, S. 483). Man kann aber auch direkt erkennen, dass es keine derartige invariante Untergruppe der Gruppe (9) giebt; auf diese Weise erhält man mit Berücksichtigung des Theorems 85 einen neuen Beweis dafür, dass die Gruppe (11) N wesentliche Parameter hat.

Jede invariante Untergruppe g von (9), welche der Gruppe (10) angehört, enthält offenbar eine infinitesimale Transformation:

mP 3 1:M*

Wf =)>! Qr Wf+) V o„W“f («d.

in der nicht alle mp Grössen Q, verschwinden. Zugleich mit Wf kommen in g auch die n infinitesimalen Transformationen:
[image: ]

vor; es tritt daher, wie man aus der Zusammensetzung (7) der Gruppe (9) ersieht, in g sicher eine Transformation von der Form:

mP—i                      30 1 • • • mk

Sf=) oW""f+22] oWr.’f

1                        P     ^k

auf, in welcher nicht alle mp—i Grössen o, gleich Null sind. Auf diese Weise erkennt man schliesslich, dass g eine infinitesimale Transformation enthalten muss, welche der Gruppe (10) nicht angehört; das aber widerspricht der Voraussetzung, dass g in der Gruppe (10) enthalten sein soll, also giebt es keine Gruppe g von der angenommenen Beschaffenheit.

Die bisherigen Entwickelungen liefern das

Theorem 110.1) Es sei in den Veränderlichen x--.An eine transitive Gruppe vor gelegt, welche in der Umgebung des Punktes von allgemeiner Lage: a, == 0,1..%,== 0 folgende infinitesimale Transformationen enthält: Erstens n unabhängige Transformationen nullter Ordnung von der Form:

	
- (0) _ AL ... 7 (o)__AL zweitens für k— 1, 2 • • • s je M> 0 unabhängige Transformationen k-ter Ordnung von der Form:



— (R)    -I.(R) z

I ‘     2/ 5i1" i ' ' ' "") ' ö x " — 17 " — i • • ™1),

wo die §0) ganze homogene Functionen k-ter Ordnung bezeichnen. Pie Zusammensetzung der Gruppe sei durch die Eelationen: mk-Lu_1

(—(k) - (u))_            —(1+u—1)

i

	
	
(k, =0,1:8; ik = 1 • • • m^ ju=1:::mu; m0 — n) bestimmt, wo die c auf der rechten Seite alle verschwinden, sobald k—u — 1 grösser ist als s. Bann findet man folgendermassen alle (n — m------ mj)-gliedrigen Gruppen des Raumes xX'• • xn, deren infinitesimale Transformationen in der Umgebung von: 21 = 0, • • • xn = 0 die Form: (6)  7,"-24+., 7,9-2e(.)z[+.





(i = 1 • - • n; k = 1 • • . s; ik = 1 . . . m^) besitzen:

Man bestimmt die Constanten C in den Gleichungen:
[image: ]

k-Hu Az

(k, # ==0,1 ***s; ix =1::Mk; ju==1:::mu; mo=n)


in allgemeinster Weise derart, dass die aus der Jacobischen Identität folgenden Relationen befriedigt sind. Ist das geschehen, so stellen die Gleichungen (7) alle Zusammensetzungen dar, welche die gesuchten Gruppen haben können. Jeder ein-

Ansatz zur Bestimmung aller endlichen Gruppen des Hn. 615 zelnen unter diesen' Zusammensetzungen entsprechen Gruppen von der Form (6), die alle mit einander ähnlich sind und die jedenfalls durch Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen gefunden werden können.

§ 151.

Das Problem der Bestimmung aller transitiven Gruppen des Rn haben wir in den vorhergehenden Paragraphen auf die folgenden vier Probleme zurückgeführt:

	
	
	
A.    Es sollen alle Typen von linearen homogenen Gruppen in n Veränderlichen gefunden werden.







Hat man dieses Problem erledigt, so kennt man in der Umgebung eines jeden Punktes von allgemeiner Lage die möglichen Formen der Anfangsglieder in allen infinitesimalen Transformationen erster Ordnung, welche in einer transitiven Gruppe des Rn auftreten können.

	
	
	
B.    Gegeben sind in der Umgebung eines Punktes von allgemeiner Lage die Anfangsglieder der infinitesimalen Transformationen erster Ordnung einer transitiven Gruppe des Rni es sollen die möglichen Formen der Anfangsglieder in den infinitesimalen Transformationen zweiter rind höherer Ordnung bestimmt werden.


	
C.    Es sollen alle Zusammensetzungen bestimmt werden, die eine transitive Gruppe des Rn haben kann, welche in der Umgebung eines Punktes von allgemeiner Lage gewisse infinitesimale Transformationen von erster, zweiter • • • s-ter Ordnung mit gegebenen Anfangsgliedern enthält, welche dagegen keine Transformationen von (s — Lyter oder höherer Ordnung enthält.


	
2.    Gegeben ist eine der im vorigen Problem gesuchten Zusammensetzungen. Es soll eine transitive Gruppe aufgestellt werden, welche diese Zusammensetzung besitzt und deren infinitesimale Transformationen erster - - • s-ter Ordnung die im vorigen Probleme gegebenen Formen haben.







Kennt man eine Gruppe von der im letzten Probleme verlangten Beschaffenheit, so kennt man alle, denn dieselben sind ja nach Theorem 110 mit einander ähnlich.

Die Erledigung des ersten unter diesen vier Problemen verlangt nur ausführbare, genauer gesagt: nur algebraische Operationen (vgl. Kap. 12, S. 210 und Kap. 23, S. 494 ff.). Dagegen ist es uns nicht gelungen, das Problem B auf eine endliche Anzahl ausführbarer Operationen zurückzuführen. Das Problem C erfordert wieder nur algebraische Operationen. Das Problem D endlich kann, wie wir im vorigen Paragraphen gezeigt haben, jedenfalls durch Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen erledigt werden.

Wir wollen jetzt einen besonderen Fall betrachten, der eine eigen-thümliche Vereinfachung darbietet, und wollen denselben im Einzelnen durchführen.

Die (n — M, ------- m,)-gliedrige Gruppe:

	
(12)    T"=?4, TP-S4%0...z)2 ■



(i=1*n; *=1:8; ix=1 • • • mk), welche wir uns in Theorem 110, S. 614 gegeben dachten, möge unter ihren infinitesimalen Transformationen erster Ordnung:

insbesondere eine von der Form:

SC. ---— ' * ' — ^n ----

1 "OS,

enthalten, und zwar möge etwa T^ diese Form haben. Wir werden zeigen, dass es unter dieser Voraussetzung immer möglich ist, alle (n — M1 - — m,)-gliedrigen transitiven Gruppen des Raumes zu bestimmen, deren infinitesimale Transformationen in der Umgebung des Punktes von allgemeiner Lage: 2, ==0,T, == 0 die Form haben: 02) 7,"-34+, 79-2*,..)%+...

(j = 1 • • • M ; k = 1 . • ■ s; ix = 1 . . • mi ).

Für:

799 -2 +244 schreiben wir U, eine Bezeichnungsweise, die wir auch bei späteren Gelegenheiten anwenden werden.

Zunächst ist klar, dass zwischen U und den infinitesimalen Transformationen s-ter Ordnung einer Gruppe von der Form (12) die folgenden Relationen bestehen:

(T^U^il-s)^ (—1 .

Desgleichen bestehen zwischen U und den infinitesimalen Transformationen (s — l)-ter Ordnung Relationen von der Form:

m,

(Tß"U) = (2 - s)T,ß- +XK„T9 0=1. m,—p,

wo die K unbekannte Constanten sind. Um diese Relationen zu vereinfachen, setzen wir (vgl. S. 610):

T,-" = T" +* Pan T^ 0=1 ",—1)

und finden:

m,

(x’U) =(2 - s)%,-" +2 (K^ + (1 - s— 2 + J)P,) T).,

also wenn wir die P in geeigneter Weise wählen:

(x,‘-0 U) = (2 - s) x,-9 0=1... m,—p •

Damit sind die infinitesimalen Transformationen (s — l)-ter Ordnung der Gruppe (12') normirt.

In genau derselben Weise können wir die Transformationen (s — 2)-ter Ordnung normiren, indem wir setzen:

____               ms

q (3—2)   m(3— 2) 1 "Y p' c (s—1) | "I p" m 0) ~j — j T /7        ~T     j—7

1                          1

(j=1 • • • m,—2) und über die P' und P" geeignet verfügen; auf diese Weise kommt: (Z^U) = (3 - s)x‘—5 0=1 ■ _p.

Indem wir so fortfahren, erhalten wir schliesslich, wenn wir überall wieder T für % schreiben:

	
(13)   (T9U) =(1 - )T9 a=0,1- =luomg m,==m.



Damit sind alle infinitesimalen Transformationen nullter, erster bis s-ter Ordnung normirt, ausgenommen U selbst.

Nunmehr erinnern wir uns, dass wegen der Zusammensetzung der Gruppe (12') zwischen den T Relationen von der Form:

‘ mk—Lu__1

	
(rpW r(u)\   NY .      m(k+u—1) | ik —u / — Cir’u "      I (14)



+)) C,=,TS k-Ha 7,

(k, (=0,1: 8; ik = 1 • • • m^; Ju = 1 • • • mu ; mo = n) bestehen, in denen die c überall verschwinden, sobald k — u — 1 > s. Um hier die unbekannten Constanten C zu bestimmen, bilden wir die Jacobische Identität:

((nß7,0) U) + ((T^ U) 72) + ((UT^) 79) - 0, welche wegen (13) offenbar die Form annimmt:

((n9"7£0) U) = (2 - % - u) (T^Tf^.

Setzen wir hier den Ausdruck (14) ein und benutzen wir abermals die Gleichungen (13), so kommt: mi+u—i                                               s 1 ■ ■ ■ me

	
> C„r(2 - - u) T9*T0 +2 2 Cu r(I — t) T,s? =



1                                               k-Hu 7,

=(-k-u)(ng"T.") oder, da die T unabhängige infinitesimale Transformationen sind:

Gy=(t+1 — k — u) = 0 «+#st£9.

Hieraus ergiebt sich, dass alle C verschwinden.

Demnach haben unter der gemachten Voraussetzung alle Gruppen von der Form (12') dieselbe Zusammensetzung wie die Gruppe (12), sie sind mithin nach Theorem 110, S. 614 alle mit einander und mit der Gruppe (12) ähnlich.

Wir können in Folge dessen sagen:

Theorem 111. Enthält eine transitive {n — M, -— m,)-gliedrige Gruppe in den Veränderlichen X,---Xn in der Umgebung des Eunhtes von allgemeiner Lage: 3, == 0,** % == 0 äusser den n unabhängigen infinitesimalen Transformationen von nullter Ordnung in den x:

‘      0 xi

noch für k = 1, 2 • • • s je mk unabhängige infinitesimale Transformationen von h-ter Ordnung, aus denen sich heine Transformation von (k — ty-ter oder höherer Ordnung ableiten lässt und enthält sie insbesondere eine infinitesimale Trans-formation erster Ordnung von der Form:

_/“raa,T

i

so lässt sie sich durch Einführung neuer Veränderlicher xf-'-xf auf die Form bringen:

77 T _ ^f    r() _ T 00 _ I g() , n ^f i — 20”)    ik  — ‘ik — " Six‘1 ’ ‘ ' En ) 2x '

(i = 1 • • • n ; k — 1 • • • s\ ijc—l • • • mk);

hier sind die ^.diejenigen ganzen homogenen Functionen h-ter Ordnung, welche in den infinitesimalen Transformationen h-ter Ordnung:

79 -3 #3, (x,—-c) #+a-i-4=1-»p

der Gruppe die Glieder von der Ordnung h bestimmen.

	
	
Kapitel 29.





Charakteristische Eigenschaften solcher Gruppen, welche mit gewissen projectiven ähnlich sind.

Im vorigen Kapitel gaben wir eine Classification aller transitiven Gruppen: Xxf“'Xrf des n-fach ausgedehnten Raumes x • • • xn. Wir wählten einen Punkt x^ • • • x'n von allgemeiner Lage und betrachteten alle infinitesimalen Transformationen der Gruppe, welche diesen Punkt in Ruhe lassen, also alle, deren Reihenentwickelungen nach den Xi — x^ die Form haben:

2 a-jiv{x^ • • • xn ) • {Xi Xi) 8 4 + • • • 0 - 1,2 • • •)> iv

wo die weggelassenen Glieder von der zweiten und höherer Ordnung sind. Dann zeigte die lineare homogene Gruppe:

Ljf 2 a.jiv (2, • • • xn ) Xi 84 ,   0=1,2 • • 2),

iv

in welcher Weise die con-1 Linienelemente X, • X2 : : An durch den Punkt x^--’Xn von denjenigen Transformationen der Gruppe: Xf---Xrf transformirt werden, welche diesen Punkt invariant lassen.

In dem gegenwärtigen Kapitel erledigen wir zunächst das Problem, alle transitiven Gruppen: Xf • • • Xrf des Raumes A1 • • • xn zu be-bestimmen, für welche die einem Punkte von allgemeiner Lage zugeordnete lineare homogene Gruppe: Lvf, Lf • • • entweder mit der allgemeinen oder mit der speciellen linearen homogenen Gruppe zusammenfällt.2) Dabei ergiebt sich das merkwürdige Resultat, dass jede derartige Gruppe: X-^f'-'Xrf entweder mit der allgemeinen projectiven oder mit der allgemeinen linearen, oder mit der speciellen linearen Gruppe des Raumes 21 • • • xn ähnlich ist.

Ausserdem zeigen wir noch in dem letzten Paragraphen des Kapitels, dass es im Raume x,---X keine endliche continuirliche Gruppe giebt, welche m > n — 2 beliebig gewählte Punkte von allgemeiner Lage in m ebensolche Punkte überführen kann; zugleich weisen wir nach, dass die allgemeine projective und die mit ihr ähnlichen Gruppen die einzigen Gruppen des Raumes X, - . An sind, welche n — 2 beliebig gewählte Punkte von allgemeiner Lage in n — 2 ebensolche Punkte überführen können.

§ 152.

Jede transitive Gruppe G des Rn enthält in der Umgebung des Punktes von allgemeiner Lage: 21° • • • Xn n unabhängige infinitesimale Transformationen von nullter Ordnung in den Xi Xi :

2+**, 2 4*, -P—*, wo nach der Festsetzung auf S. 555 Pi an Stelle von - geschrieben ist.

Ordnet nun G dem Punkte X,0 • * • Xn0 die allgemeine lineare homogene Gruppe als Gruppe: Ltf, Lf • • • zu, so enthält es in der Umgebung von x1.-:Xn° die grösste mögliche Zahl, nämlich n2 solche unabhängige infinitesimale Transformationen von erster Ordnung in X1 — 21°, - Xn — En°, aus denen sich keine Transformation von zweiter oder höherer Ordnung linear ableiten lässt. Diese n2 Transformationen erster Ordnung haben die Form:

{xi — xf) pk-f - ■ • (,*=1- n) •

Ordnet dagegen G dem Punkte x^ • • • Xn die specielle lineare homogene Gruppe zu, so enthält es in der Umgebung des Punktes nur n2 — 1 unabhängige infinitesimale Transformationen erster Ordnung, aus denen sich keine Transformation von zweiter oder höherer Ordnung linear ableiten lässt; dieselben haben die Form:

{xt — x^pk H----, (x — x°)p— (Xk — x^Pk +----

(i, k = 1 • ■ • n; i > k).

Wir können daher, wenn wir noch den Punkt x^ • • • xn° zum Coordinatenanfang wählen, das in der Einleitung des Kapitels angegebene Problem folgendermassen aussprechen:

Gesucht werden in den Veränderlichen xr---xn alle Gruppen Xxf‘“ Xrf oder kurz G, welche in der Umgebung des Punktes von allgemeiner Lage: X, = 0, • • • xn = 0 die folgenden infinitesimalen Transformationen nullter und erster Ordnung enthalten:

entweder die n — rd:

pt-\----, XiPk ----- (i,*=1..n) oder die n — n2 — 1:

Pi + • • ’; ^iPk +, ^iPi - ^kPk -*-(i, k == 1 • • • n; i > K).

Beide Fälle lassen sich zunächst gleichzeitig behandeln, man muss nur so lange wie möglich davon absehen, dass im ersten Falle äusser den Transformationen, welche im zweiten Falle auftreten, noch eine Transformation: X'XiPi — • • • vorkommt.

Die Gruppe Xf--. Xrf enthalte infinitesimale Transformationen, deren Reihenentwickelungen mit Gliedern von zweiter bezüglich höherer Ordnung in den x beginnen, kurz infinitesimale Transformationen von zweiter bezüglich höherer Ordnung. Wir suchen die höchste Ordnungszahl s der vorhandenen Transformationen und diese Transformationen selbst zu bestimmen. Die Zahl S können wir grösser als 1 voraussetzen, da wir alle infinitesimalen Transformationen erster Ordnung, welche auftreten, schon kennen. Es sei

K = 0,21 ++ 0,2, +*

eine infinitesimale Transformation s-ter Ordnung der Gruppe; die • sollen dabei ganze homogene Functionen s-ter Ordnung von X, • . An bezeichnen, die weggelassenen Glieder sind höherer Ordnung. Offenbar verschwinden 01.3, nicht alle, da es ja keine infinitesimale Transformation ECkX^f geben soll, deren Reihenentwickelung mit Gliedern (s — l)-ter oder höherer Ordnung anfängt; wir können daher annehmen, dass jedenfalls 01 nicht gleich Null ist.

Die niedrigste Potenz von 21, welche in 0, auftritt, sei die «,-te und

x“x,%2 • • • Xnan (a, +----+an =s)

sei ein Glied von 01 mit nicht verschwindendem Coefficienten. Wir combiniren nun die Transformation 2122 — • • • mit K, das Resultat combiniren wir abermals mit 2,22 —-- u. s. f. im Ganzen &, Male. Die auf diese Weise erhaltene infinitesimale Transformation s-ter Ordnung combiniren wir mit 2,23 — • • • und verfahren so as-mal hintereinander u. s. w., schliesslich wenden wir noch xrpn — • • • &n-mal hintereinander an. In dieser Weise erkennen wir schliesslich, dass eine Transformation von der Gestalt:

K = xppx + 02 22++0‘p+ unserer Gruppe G- angehört.

Alle übrigen Glieder von 0, sind weggefallen; dieselben enthalten nämlich entweder auch die Potenz x^1 oder eine höhere, in beiden Fällen ist sicher die Potenz einer Veränderlichen Xi (i > 1) nicht die «i-te, sondern eine niedrigere; das betreffende Glied verschwindet daher bei der «i-maligen Combination mit ^^-I----. Die Glieder von (s+ l)-ter und von höherer Ordnung kommen, wie immer, auch hier nicht in Betracht (vgl. Kap. 11, Theorem 30, S. 193).

Um die Form der Transformation K' näher zu bestimmen, bedienen wir uns eines Hülfssatzes, der sich vielfach mit Vortheil ver-werthen lässt.

Satz 1. Gehören einer Gruppe die infinitesimalen Transformationen Cf und BG — • • • — Bmf an und bestehen ferner m Belationen von der Form (CBf) = & Bif, wo die Constanten ek alle von einander verschieden sind, so enthält die Gruppe alle m infinitesimalen Transformationen Bf • • Bmf

Der Beweis dieses Hülfssatzes ist sehr einfach. Äusser Btf-\-" ‘ — Bmf enthält die Gruppe offenbar noch folgende infinitesimale Transformationen :

(C, B, + ‘ ’ ' + Bm) = e Bf + + emBmf (C,e1B1 +..+ EmBrf) = sfBG +. + snf Bmf

{C, G^B, ------- emm~2BG = 8”-1Bf H------ smm-lBmf

Da aber die Determinante:


1     •

&,     •

. m—1

C1




=II (e, - e)

i, k



nach Voraussetzung nicht verschwindet, lässt sich jede einzelne Transformation Bkf aus den eben gefundenen durch Multiplication mit geeigneten Constanten und nachherige Addition herleiten. Damit ist der Satz bewiesen.

Um denselben anzuwenden, combiniren wir jetzt die Transformation K', ausführlicher geschrieben:

XlPl + { XAyx,” • • • Xjn }2+. + (ZN,a," • • • a„"n }pn + * • ’

(8. +----ßn = • • • = » +-----+,==4)

mit der Transformation :

&, Pl ^iPi |       ;

unter i eine beliebige der Zahlen 2 • • • n verstanden. Dabei ergiebt sich:

(s — 1)a,*P, + { X A^^ — ßi + 821) xG • • • xnßn} p2 4---- + { 2 NvGr — Vi + Sni)xG • • • x„‘n 1 2 4----, wo Sa den Werth 1 hat, während alle ski (i^B) verschwinden. Also haben die Glieder s-ter Ordnung der infinitesimalen Transformation K' die oben besprochene Form Brf -— Bmf, wo die Bkf durch Combination mit 21P1 — Xipt reproducirt werden, aber mit verschiedenen Faktoren. Da nun aus den Reihenentwickelungen der infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe sich dadurch die infinitesimalen Transformationen einer neuen Gruppe r herleiten lassen, dass in jeder Reihenentwickelung nur die Glieder niedrigster Ordnung behalten werden (Kap. 28, S. 607), so zeigt unser Satz 1, dass jedes einzelne Bkf der Gruppe I angehört. Es giebt nun offenbar ein Bkf, welches das Glied x1sp1 umfasst und daher mit dem Faktor s — 1 reproducirt wird. Die übrigen Glieder dieses Bkf sind durch die Gleichungen

Bi — ßi +&=== 7i — Vi + £ ni = S — 1 definirt. Aus denselben erhalten wir, da 823 - - - 82n verschwinden, sofort ß3 = . . . = ßa, und mithin

B. + B. + • • • + B. = B, + B, + (n ~ 2) B, = s, wozu noch

B2 = Bi - s + 2, B, = Bi - s + 1 kommt. Durch Elimination von ß2 und ß3 ergiebt sich

(B,-s+1)n=0

also ^ = 8 — 1, A, = 1, B, = • • • = B. = 0.

Ebenso bestimmen sich die vk u. s. w. Kurz, wir erkennen, dass unsere Gruppe: Xif • • • Xrf eine infinitesimale Transformation von der Gestalt

K" = x’Pi + A,a,‘1a,P2 +----- Anx1s~1xnpn + • • • enthält.

Wird K" mit Pi — • • • combinirt, so kommt sa,‘1p, + (8 — 1) A, «,~2x,P2 4------ (S — 1) AnX^XnPn + • • • = L und also enthält unsere Gruppe eine infinitesimale Transformation, nämlich {LK"), welche die Form

sx^pj^ + "2P2 4------ pnpn -|---- besitzt. Da nun 2s — 2 nicht grösser als s sein darf und andererseits s grösser als 1 ist, so folgt

•         3 = 2, so dass

K = 2,2P1 + A,X, x,72 ++ Anx1xnpn -{-••• wird.

Ferner kommt:

(x, 2,4----, K") = (A, — 1) ^iPt 4---- Wäre nun Ai von 1 verschieden, so erhielten wir nach einander die beiden Transformationen:

(x,3P; 4----, Xipr 4----) = x^p^ — 2xtXiPi + • • •

(x,2P, — 2q,2p,4----, x^pi 4----) = ^x^pi -----. Da aber keine infinitesimale Transformation dritter Ordnung vorkommen darf, sind alle Ai = 1. Also hat K" die Form:

&,(%, Pi + X2p2 ++ XnPn) H---- und hieraus finden wir endlich durch Combination mit Xipx — • • • überhaupt

Xi (x, Pi -+ ‘ ' • + Xn P) + • • • .

Enthält daher eine Gruppe Xif • • • Xrf von der auf S. 620 f. verlangten Beschaffenheit infinitesimale Transformationen von höherer als der ersten Ordnung, so enthält sie nur solche von zweiter und zwar jedenfalls n von der Form:

&;(x, Pi +----+a„p) + (i = i • • • n).

Addiren wir alle n Transformationen

n ) n

p+, «2 "pe +)= Xlp. +2 "pe + • • ■

zusammen, so erhalten wir die Transformation X, 21 —- — xnpn — . Wenn daher die Gruppe Xf..X,f infinitesimale Transformationen von zweiter Ordnung enthält, ist die zugehörige lineare Gruppe Llf,L2f--- die allgemeine lineare homogene. Oder umgekehrt:

Die Gruppe Xf • • • Xrf enthält niemals infinitesimale Transformationen von höherer als der ersten Ordnung, wenn die zugehörige Gruppe LJ', L2f • • • die specielle lineare homogene ist.

Zur Abkürzung schreiben wir die infinitesimalen Transformationen xi(xlp1 — • • • — xn pj H - in der Form Ki — • • • , indem wir unter Hi die Glieder zweiter Ordnung verstehen. Es wäre nun denkbar, dass in einer Gruppe Xf • • • Xrf äusser den n Transformationen Hk — • • • noch andere von zweiter Ordnung vorkämen. Eine solche sei etwa:

121++?+=T +*,

wo die Ti homogene Functionen zweiter Ordnung von X1 • An bedeuten und T die Summe Xtp. Dann muss offenbar der Ausdruck (Hi T) verschwinden, denn derselbe stellt die niedrigsten Glieder einer infinitesimalen Transformation dritter Ordnung dar. Also genügen T1*In der Gleichung:
[image: ]

diese zerlegt sich in die folgenden n:

/ St \

Xi I k Xk 27--Tj ) — Xj Ti = 0

und hieraus folgt äusser der selbstverständlichen Gleichung:

2*Ukax, = 2 T

1

auch noch Xitj — XjXi — Q. Die T; und T haben daher die Form:

n                  2

Xi 2 ^k^k &i ,        T 2 1 ^k Hx •

Damit ist bewiesen, dass eine Gruppe: Xif • • • Xrf von der angegebenen Beschaffenheit äusser den n infinitesimalen Transformationen JSk — • • • keine von zweiter Ordnung enthalten kann.

Im Ganzen haben wir somit die folgenden Fälle:

Ist die lineare homogene Gruppe L^, Lf.-- die allgemeine lineare homogene, so enthält die zugehörige Gruppe Xf--• Xrf gerade n infinitesimale Transformationen von nullter Ordnung:

P= Pi + • • •     (i=1.:7) und n2 von erster:

Tik = Xipk + • • • (i,k = l • • • n).

Transformationen von höherer Ordnung treten entweder gar nicht auf oder es sind die folgenden n vorhanden:

Si = Xi (X1p1 + -+An Pn) + • ' ' '  (i=1:n).

Ist die Gruppe: L^f, L^f ■ • • die specielle lineare homogene, so enthält die Gruppe: Xxf • • • Xrf gerade n infinitesimale Transformationen von nullter Ordnung:

P= Pi-V • • •   (=1-7)

und ausserdem n2 — 1 von erster:

Tik = ^iPk + • * • , Tu — Tu = X;Pi-- Xkpk +* (i ? k = 1 • • • n), aber keine von höherer.

Diese drei Fälle werden wir der Reihe nach behandeln. Wir bringen zunächst die Relationen zwischen den infinitesimalen Trans-formationen und sodann diese Transformationen selbst auf eine möglichst einfache Form. Dabei bemerken wir, dass unter den drei Fällen Theorie der Transformationsgruppen.                                       40

die beiden ersten schon durch die Entwickelungen des Paragraphen 151, S. 616 ff. erledigt sind. Nichtsdestoweniger halten wir es für zweckmässig, auch diese beiden Fälle ausführlich zu behandeln.

§ 153.

Der erste Fall, wo n Transformationen von nullter und n2 von erster Ordnung auftreten, ist der einfachste.

Die Relationen zwischen den n2 infinitesimalen Transformationen erster Ordnung können wir ohne Weiteres angeben. Es ist:

{Pikj TVn) ^kvTiTt ^niTvkj

wobei £ik verschwindet, sobald i und k verschieden sind, während & den Werth 1 hat. Insbesondere ist von Wichtigkeit, dass jeder Ausdruck:

( Ta, / Ty )

verschwindet. Ferner bestehen, wenn wir zur Abkürzung das Symbol

C — /7—VV

1

einführen, Relationen von der Form:

(PU)

i i

oder wenn wir die rechte Seite als neues Pi einführen: (PU) = P;. Endlich bestehen Relationen von der Gestalt:

vII

Aber die Jacobischen Identitäten:

((PTy) U) - (PT) = 0

((P,P) U) - 2(P,P.) = 0

zeigen sofort, dass alle Constanten ß, 7, d verschwinden, also gilt:

(PT) = s„P, ^P^^O.

Damit sind alle Relationen zwischen den infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe bekannt.

Die y infinitesimalen Transformationen P — pt — • • • erzeugen eine einfach transitive Gruppe, welche mit der Gruppe P1‘ • • • pn gleichzusammengesetzt und daher auch ähnlich ist (Kap. 19, S. 339, Satz 1). Wir können daher solche neue Veränderliche X, ••• xf einführen, dass

Pi = Pi (=1:n)

wird. Die Form § 7 - ^nPn, welche U in den neuen Veränderlichen annimmt, bestimmt sich aus den Relationen ^PiU} ~ P^ dieselben ergeben:

U =% (x‘ + cc^Pk 1

und, wenn die xk — ak als neue xk eingeführt werden, was die Form der Pi nicht ändert, wird U = Z xkpk- Aus den Relationen

(PiTkj) = ^ikPj findet man ebenso: n

Pkj = XkPj + > CyvP,;

1

da aber ^Tkj U) verschwinden muss, sind alle akjv gleich Null. Also haben wir die Gruppe:

Pi=Pi, Tik = Xi.pk 0,*=1.n), das heisst alle Gruppen, ivelche unter den ersten Fall gehören, sind mit der allgemeinen linearen Gruppe der Mannigfaltigkeit X1---An ähnlich.

§ 154.

Wir kommen jetzt zum zweiten Falle, wo äusser den n Transformationen nullter Ordnung Pi === pi — • • • und den n2 von erster Ordnung Tik === Xipk —--- noch die n Transformationen zweiter Ordnung Si = Xi{xipr ++ ^nPn) -{-••• auftreten.

Folgende Relationen ergeben sich ohne Weiteres:

(S.S.) = 0, (T^) = skjSh (.US^Sj.

Weiter bestehen Gleichungen von der Form: n

( T ik U )   2 CCikj Sj.

1

Setzen wir nun zunächst voraus, dass i und k nicht alle beide gleich n sind, so können wir Tik — X aikjSj als neues Tik einführen und erhalten dementsprechend für die betreffenden Werthe von i und k die Relation: (TikU) = 0. Da ausserdem (UV} — 0 ist, kommt überhaupt:

{_Tik U) = 0 a, % = i ■ ■ • n) ■


Ferner ist:



(Tix Ivz) — ^kvT^ SniTr]c


+2ß,S;



aber die Identität:

((TuTvz) U) == 0 lässt erkennen, dass alle ßj verschwinden, folglich gilt: ^PikPvrt) ^kvTirt £ni Tvk‘

Aus der Relation:

ergiebt sich, wenn:

als neues P eingeführt wird:

(P^^Pi.


Weiter ist:



bilden wir aber die Identität:

((P,S.) U) + (PiS^ - (P.S.) = 0,

so finden wir, dass die A, null sind; folglich haben wir: (PiSk) = £ik U + Tki-

Endlich bestehen Relationen von der Form:

doch auch hier verschwinden alle Constanten wegen der Identitäten:

((PT^ U) - {PTk^ = 0,

((P,P,) U) — 2(P,P) = o.

Somit kommt:

{PiTkj) = ^ikPj, (PiPk) = 0.

Die Relationen zwischen den infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe sind nun alle bestimmt. Man wird bemerken, dass die infinitesimalen Transformationen Pi, Tik eine Untergruppe erzeugen, welche die im ersten Falle betrachtete Form besitzt und daher bei geeigneter Wahl der Veränderlichen die Gestalt:

P = p, Tik = XiPk (i,*=1.) annimmt. Die infinitesimale Transformation Si wird in den neuen Veränderlichen etwa gleich 2 ^aPk, wo die Sir den Relationen:

(P,S) = &,U+ T, (US,) = Si genügen. Wir finden hieraus:

a 57 _ — _      "0 ^ik, , 0 xI      ‘       — "" 0 x " 513

also |?Ä = XiXk und:

Si = Xi (x, 21++ ^nPn) •

Somit haben wir die Gruppe:

E i --Pi, ^ik ^iPk, Si = Xi (x, P1 + ’ • • —+ Xn p,i)   (i, k — 1 • • • n), das heisst, alle Gruppen, welche unter den zweiten Fall gehören, sind mit der allgemeinen projectiven Gruppe der Mannigfaltigkeit 21---An ähnlich.

§ 155.

Uebrig bleibt der dritte und letzte Fall mit n infinitesimalen Transformationen von nullter Ordnung: P = pi — • • • und n2—1 von erster:

Tik = Xipk +, Tu — T^ = XiPi — XkPk +*  (i**=1 • • • n),

während Transformationen von höherer Ordnung nicht auftreten.

Es ist bequem, die infinitesimalen Transformationen Tu— T^k durch eine einzige von der Form: &, 711 - — anTnn zu ersetzen, indem man sich die at als willkürliche Constanten denkt, dieselben jedoch der Bedingung 2tai = Q unterwirft. Dann gelten zunächst die Relationen:
[image: ]

Ferner besteht eine Gleichung von der Form:

[image: ]

so kommt:

[image: ]

Jetzt denken wir uns für at' - • an ein ganz bestimmtes Werthsystem gewählt, welches der Bedingung X ai == 0 genügt und ausserdem die Eigenschaft hat, dass kein Ausdruck a^ — Cx — «j verschwindet; eine Forderung, welche sich immer befriedigen lässt. Unter diesen Voraussetzungen können wir die 1^ so wählen, dass die Gleichungen:

Aikj («i | Cr «j) ^ikj 0

befriedigt werden, wobei die Bedingung Xh lixek === 0 von selbst erfüllt ist. Folglich erhalten wir mit Wiederanwendung der ursprünglichen Bezeichnung:

n \

P, > a, T, ) q,P (z «„=0).

Wird der Ausdruck: n         )                n n

P , X Br Th ) = B; P + X X Ji T,7 1 , /         11

(ZPr = Zo, = 0)

in die Identität: n n )         / n \

(Pt, ) ßk Ta) X CClcTkk ) -- C; ( Pi, X ßkTkk ) = 0

eingesetzt, so ergiebt sich:

[image: ]



Hieraus folgt wegen der Beschaffenheit der a, dass alle gvn gleich Null sind, also gilt die Gleichung:

[image: ]



für alle Werthsysteme ßt - • - ßn, welche die Bedingung 2J ßk — 0 befriedigen. Weiter besteht eine Relation von der Form:


(P, T^ = e,P, +2 1      1




hyn T,




Die Identität:




(k>j, Xv Äw = 0).




(P,



[image: ]




- (ß; — ß; - ß^ (PiT^ === 0



nimmt daher die Gestalt:

6(Br - ßi)Pj + (Bx - ß, - ß; + Br - ß,) l,r T,n - 0

1      1

an; folglich müssen, da die ß,, abgesehen von der Bedingung 2" 3, = 0, ganz willkürlich sind, die hvz verschwinden:

(P, T) = 3P, arn.

Endlich sind noch die Relationen:

(PiRr) •-• 7 m,P + y n Myx Tyz (Pmy =0)

zu untersuchen. Durch Ausrechnung der Identität:

n \

(P P2)) Br T„ )—( + B.) (PP.) = 0

finden wir:

n                                      n n

X (B. — ß, — B.) m,P, +> ) (Bx — ß, — ß, — ß.)My T, = 0;

wegen der Willkürlichkeit der ß, müssen daher die m, und My% alle gleich Null sein. Folglich ist:

(PP) = 0 und wir kennen somit alle Relationen zwischen den infinitesimalen Transformationen unserer Gruppe.

Ebenso, wie wir es beim ersten Falle gethan, bringen wir P • P durch geeignete Wahl der Veränderlichen auf die Form:

P =P (/=!•••«).

Hieraus schliessen wir, indem wir wie am Schlüsse des Paragraphen 153 verfahren, dass alle Gruppen, welche unter den dritten Fall gehören, mit der speciellen linearen Gruppe der Mannigfaltigkeit ,---Xn ähnlich sind.

Durch Vereinigung der gefundenen Resultate erhalten wir somit das Theorem 112. Ist eine transitive Gruppe G in n Veränderlichen so beschaffen, dass alle Transformationen derselben, welche einen Punkt allgemeiner Lage invariant lassen, die hindurchgehenden Linienelemente durch die allgemeine oder die specielle lineare homogene Gruppe Lxf, L^f■• ' transformiren, so ist G mit der allgemeinen projectiven, mit der allgemeinen linearen, oder mit der speciellen linearen Gruppe in n Veränderlichen ähnlich.3)

Nennen wir eine r-gliedrige Gruppe des Raumes X, • • • An m-fach transitiv, wenn sie mindestens eine Transformation enthält, welche m gegebene Punkte von allgemeiner gegenseitiger Lage in m andere beliebig gegebene Punkte von allgemeiner Lage überführt, so können wir jetzt leicht nachweisen erstens, dass immer m^n-{-2 ist und zweitens, dass jede Gruppe, für welche m = n — 2 ist, mit der allgemeinen projectiven Gruppe des n-fach ausgedehnten Raumes ähnlich ist.

Erzeugen nämlich die infinitesimalen Transformationen: Xif. • • Xrf in den Veränderlichen A1 • • • xn eine m-fach transitive Gruppe, so leuchtet es unmittelbar ein, dass die zu einem Punkte xk° von allgemeiner Lage gehörige lineare homogene Gruppe L^f Lf... die con—1 durch diesen Punkt gehenden Linienelemente durch eine (m — l)-fach transitive projective Gruppe transformirt. Da nun aber die allgemeine projective Gruppe eines (n — l)-fach ausgedehnten Raumes bekanntlich {n — l)-fach transitiv ist, so erkennen wir, dass:

m — 1 S n — 1 und also: m < n — 2 ist. Also gilt das

Theorem 113. Eine endliche continuirliche Gruppe in n Veränderlichen ist höchstens (n — 2^-fach transitiv.

Ist eine r-gliedrige Gruppe: Xpf • • • Xrf in n Veränderlichen gerade (n — 2)-fach transitiv, so ist die einem Punkte xk von allgemeiner Lage zugeordnete Gruppe L^f Lf. • •, wie schon früher bemerkt, die allgemeine oder die specielle lineare homogene Gruppe in n Veränderlichen; folglich ist die Gruppe: Xtf • - • Xrf mit der allgemeinen projectiven, der allgemeinen linearen oder der speciellen linearen Gruppe in n Veränderlichen ähnlich. Da nun aber nur die erstgenannte unter diesen drei Gruppen (n — 2)-fach transitiv ist, so ergiebt sich das

Theorem 114. Ist eine r-gliedrige Gruppe in n Veränderlichen (n — 2)-fach transitiv, so ist sie mit der allgemeinen projectiven Gruppe des n-fach ausgedehnten Baumes ähnlich.

Im zweiten und dritten Abschnitte sollen unter Anderem eine Reihe von Untersuchungen durchgeführt werden, welche mit den in diesem Kapitel angestellten analog sind.
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 Es ist leicht zu sehen, dass eine Gruppe des R,, welche einem Punkte X, 0 • • • x,° von allgemeiner Lage die allgemeine oder die specielle lineare homogene Gruppe zuordnet, immer transitiv ist. Die Gruppe enthält nämlich in der Umgebung von 21°-.2,° sicher eine infinitesimale Transformation von nullter Ordnung in den x, — xf, also eine Transformation: Za,p,+--, in welcher nicht alle &, gleich Null sind. Ausserdem enthält die Gruppe sicher n(n — 1) Transformationen erster Ordnung von der Form:

(a, — ^Pk 4---- (,*=1n; i + k).

Combinirt man diese letzteren mit 2aipi + • • •, so erkennt man, dass n Transformationen von der Form: p-,p„H auftreten, dass also die Gruppe wirklich transitiv ist.

3

 Lie, Archiv for Math., Bd. 3, Christiania 1878; vgl. auch Math. Anu. Bd. XVI, Bd. XXV und Götting. Nachr. 1874, S. 539.
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