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Vorwort.

Die im vorliegenden Buche durchgeführte Darstellung der Sub­
stitutionentheorie weicht in mehreren nicht unwesentlichen Punkten von 
der bisher üblichen ab. Hierbei waren Gesichtspunkte massgebend, 
welche hervorgehoben werden müssen.

Es ist unzweifelhaft, dass der Kreis der Anwendungen eines 
Algorithmus sich ausdehnen wird, wenn es gelingt, die Grundlagen und 
den Aufbau desselben von allen nicht unbedingt geforderten Voraus­
setzungen zu befreien, und ihm durch die Allgemeinheit der Objekte, 
mit denen er arbeitet, auch die Möglichkeit des Eingreifens in die 
verschiedensten Gebiete zu geben. Dass die Theorie der Gruppenbildung 
eine solche Darstellung zulässt, spricht für ihre weitgreifende Be­
deutung und für ihre Zukunft.

Handelt es sich hingegen um die Anwendung eines Hilfsmittels 
auf ein bestimmt vorgeschriebenes und fest umschriebenes Gebiet, so 
wird auch die Konstruktion desselben nur diesen einen Zweck zu 
berücksichtigen haben. Für die fehlende, aber nicht mangelnde All­
gemeinheit tritt Loslösung von allem Überflüssigen und erhöhte Brauch­
barkeit ein; es wird sich im kleineren Kreise die höhere Wirksam­
keit zeigen.

Die nachfolgende Darstellung der Substitutionentheorie ist ledig­
lich darauf berechnet, ein wichtiges Hilfsmittel für algebraische Unter­
suchungen in elementarer Weise vorzuführen. Durch die von vorn­
herein benutzte Verwendung ganzer Funktionen gelingt es nicht nur, 
der Theorie der Substitutionen, diesem Operieren mit Operationen, einen 
greifbaren Untergrund zu geben, sondern auch die Beweise vielfach zu 
vereinfachen, die Anschauungen zu präcisieren, die Hauptfragen scharf 
hervorzuheben und — was nicht das Unwichtigste zu sein scheint — 
den Stoff zu beschränken.

Die beiden umfassenden, bisher publizierten Behandlungen der 
Substitutionentheorie stammen von J. A. Serret und von 0. Jordan.

Die vierte Abteilung der „algebre superieure“ von Serret ist diesem 
Gegenstände gewidmet. Die Verschiedenheit der Methoden hier und 
dort liess kaum eine Benutzung dieses hoch verdienstlichen Werkes
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für unsere Zwecke zu. — Anders ist es dem umfassenden Werke von 
Jordan, dem „Traite des substitutions et des equations algebriques“ 
gegenüber. Es waren, nicht nur die neuen, grundlegenden Begriffe, 
welche aufgenommen werden mussten; auch manche Beweise und Ge­
dankenfolgen konnten, wie hier ausdrücklich hervorgehoben werden 
mag, trotz der Verschiedenheit des Ganges im allgemeinen, passend 
verwendet werden. Die nicht im „Traite“ enthaltenen Untersuchungen 
des Herrn Jordan, welche benutzt wurden, sind an den betreffenden 
Stellen angeführt.

Wenn aber auch manche Einzelheiten auf jenen „Traite“ und auf 
diese Untersuchungen zurückgeführt werden müssen, so verdankt doch 
der Verfasser seinem verehrten Lehrer Herrn L. Kronecker die An­
schauungen, welche-seinem gesamten Werke zu Grunde liegen. Er hat 
sich bemüht, die Früchte, die ihm aus den Vorlesungen und dem 
Studium der Abhandlungen dieses Gelehrten, die ihm aus dem an­
regenden persönlichen Verkehre mit diesem Manne geworden sind, zu 
verwerten; und er hofft, dass die Spuren hiervon an manchen Stellen 
seiner Arbeit hervortreten mögen. Eines bedauert er: dass die neueste, 
bedeutende Publikation des Herrn L. Kronecker: „Grundzüge einer 
arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen“ zu spät erschien, 
als dass er von derselben den Nutzen hätte ziehen können, den zu 
ziehen er sich und seinen Lesern gewünscht hätte.

Der Plan des Buches ist folgender:
In der ersten Abteilung sind die Grundzüge der Substitutionen- 

theorie mit steter Berücksichtigung der Theorie der ganzen Funktionen 
abgeleitet; die analytische Darstellung tritt fast ganz in den Hinter­
grund, da sie später nur zum Hinweis auf die Gruppen auflösbarer 
Gleichungen gebraucht wird.

In der zweiten Abteilung werden nach der Festlegung einiger 
Grundbegriffe als Beispiele die Gleichungen zweiten, dritten und vierten 
Grades, die Abel’schen und die Galois’schen Gleichungen besprochen. 
Hierauf folgt ein in arithmetischer Behandlung durchgeführtes Kapitel, 
über dessen Notwendigkeit am betreffenden Orte einiges gesagt ist. 
Endlich werden dann die allgemeinen, aber noch elementaren Fragen 
über auflösbare Gleichungen einer Untersuchung unterzogen.

Strassburg i. E.

Eugen Netto.
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Erster Abschnitt.

Theorie der Substitutionen und der ganzen Funktionen.

Erstes Kapitel.

Symmetrische oder einwertige Funktionen. Alternierende 
und zweiwertige Funktionen.

§ 1. Wir legen unseren Untersuchungen n Elemente X1, X2, ...xn 
zu Grunde, welche durchgehends, so lange nicht ausdrücklich das 
Gegenteil angegeben wird, als von einander unabhängig angesehen 
werden sollen. Es ist leicht, aus diesen Elementen ganze Funktionen 
zu bilden, welche ihre Form nicht ändern, wenn irgendwelche Stellungs­
änderungen oder Umsetzungen der Xa untereinander vorgenommen 
werden. Solche Funktionen sind beispielsweise

op I , ,p I , ce I T - I - , ß•1 °2 33 I • •9 I •n )
mamß I , Ct o ß . I zy> (X o 3 „ L - 1 - op c,ß . In - 1-, | , a•1 •2 I •1 •3 I •2 •3 T • • • I •n — 1 •n I •1 •2 | • • • j •n — 1 •n )

- aa)2 (x, — Rg)2... (x,—1 - xn}2, 
u. s. w.

Derartige Funktionen heissen symmetrische Funktionen. Es 
ist ersichtlich, dass dieselben wie ihre Form so auch ihren Wert nicht 
ändern, falls man die R2 irgendwie untereinander vertauscht. In diesem 
Sinne sind symmetrische Funktionen auch einwertige Funktionen.

Umgekehrt lässt sich nachweisen, dass eine ganze Funktion 
9 (a1, C,, Xn) der n von einander unabhängigen Grössen xn)
welche bei beliebigen Vertauschungen der X2 untereinander keine Wert­
änderungen erleidet, auch ihrer Form nach bei jenen Vertauschungen 
ungeändert bleibt. Wir werden also zeigen:

Lehrsatz I. Jede einwertige ganze Funktion der n von ein­
ander unabhängigen Variablen X1,X2,...Rn ist in diesen Ele­
menten symmetrisch.

Es sei p(x,,X,...Rn) die gegebene einwertige Funktion der n 
von einander unabhängigen Grössen x 1 , C 2,... x n ■ Wir ordnen p (x,,

Netto, Substitutionentheorie. 1 
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nach den Potenzen einer derselben, z. B. nach den Potenzen von x, 
und erhalten so den Ausdruck

1) R2, ...R1)=9.3,“+0,.x,“1+92.2,"-2+...,
in welchen die Koefficienten 91, 9,, ... ganze Funktionen von
X2, 3, ...xn allein sind. Nimmt man nun irgend eine Umstellung 
unter den Elementen x2 vor und ordnet dann wiederum nach x,, so 
erhält man, da die Funktion 9 hierbei ihren Wert nicht ändern soll,

2) cp(x^ 32, ...2,)=P.x,P+o‘.x-1+9.m,8-2+...
Für jedes Spezialsystem von Werten für x, X, 5 ••• Rn sind also 

die rechten Seiten von 1) und 2) einander gleich. Es sei y>a, ß; 
dann nehmen wir y Spezialsysteme für die ,, x,, ...xn an, in 
denen die Werte Ca, x3, ...xn stets dieselben bleiben, während X. 
andere und andere Werte erhält. Infolgedessen bleiben die Koeffi­
cienten (pQ^ P1, P,, ... und 9, cp^ 9,’, ... für alle / Systeme unge­
ändert. Die beiden ganzen Funktionen der Grade a, ß von x stimmen 
sonach für y>,ß Werte der Grösse x, überein; folglich sind sie nach 
einem elementaren Satze einander identisch gleich, und es ist für jede 
Wahl von X2, X, ...xn

a=ß; ®o=—®o, •,= 9’, 92= 92, •••
Sollte also bei den Vertauschungen eine Formänderung eingetreten sein, 
so kann sie nur innerhalb der Qa vorkommen und muss so beschaffen 
sein, dass gleichwohl der Wert von 9: ungeändert bleibt. Es gelten 
demnach für diese Funktionen 9: von n— 1 Variablen dieselben Voraus­
setzungen wie sie für p(x...Rn) galten; folglich kann man in der­
selben Art weiter gehen, indem man z. B. nach den Potenzen von x, 
anordnet u. s. f. Ist man bis zu den Funktionen einer Variablen ge­
kommen, so ist man zu Ende, weil der Satz dann mit dem benutzten 
Hilfssatze zusammenfällt.

Sind die X2 nicht von einander unabhängig, so ist der Beweis un­
anwendbar, und der Satz wird unrichtig. Für X1 = X2 ' ' R3 ist z. B. 
(p (x, R,, x3)=2x12—X, X, 2 einwertig, ohne symmetrisch zu sein.

§ 2. Da es bei unseren Untersuchungen hauptsächlich auf die 
Verbindungen ankommt, in denen die auftreten, und wenig auf die 
Koefficienten, so können wir die symmetrischen Funktionen, in Sum­
manden zerlegt, so reduziert denken, dass nur ein Term das Produkt 
x x,P • • • xn enthält.

Besitzt eine so zubereitete Funktion einen Summanden c • x1 X,1 • • • x n , 
so fordert die Unveränderlichkeit der Form, dass alle überhaupt mög-
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liehen Glieder Vorkommen, welche durch Umstellungen der X2 aus 
jenem ersten entstehen können. Erschöpfen diese die Summanden der 
vorgelegten symmetrischen Funktion noch nicht, so giebt es ein neues 
Glied ca,"xP...x,°, in welchem nicht alle Exponenten «, ß, ...d 
gleich den entsprechenden ß1, ...8’ sein können u. s. f. Es zer­
fällt demzufolge jede symmetrische Funktion in eine Summe von solchen 
symmetrischen Funktionen, in denen alle Summanden aus einem unter 
ihnen durch Vertauschungen der Elemente untereinander abgeleitet 
werden können. Alle diese Summanden sind von demselben Typus 
oder einander ähnlich. Derartige symmetrische Funktionen sind 
folglich aus einem beliebigen ihrer Summanden ableitbar und daher 
durch einen solchen unzweideutig zu charakterisieren. Es geschehe 
dies dadurch, dass wir vor den bezeichnenden Ausdruck ..xnd
ein S setzen. So bedeutet also S(x,2) bei zwei Elementen 31, 32 die 
Summe x,2—x,2, bei dreien die Summe a,2—x,2-C32.

§ 3. Betrachtet man die Elemente x,, Xg, ...xn als die Wurzeln 
einer Gleichung nten Grades, so hat dieselbe die Form

3) f(x)=(a—R)(a—R)...(a—R,)=0,
und das Polynom der linken Seite lautet entwickelt

4) "—(x,+2+...+ Xn) Xn~x +(x,0,+G,G,+..+ Xn-tXn) Xn~^ 
CrXn~Y + C2Xn~2 — ...±Cn.

Die Koefficienten sind also einfache ganze, symmetrische Funktionen 
der X2 c,= S(x1), C2=S(a,22), ..., Cz=S(a.C2)

Cn = S (x,C2 ... Xn) = R,C2 • • • Xn.
Diese Bildungen werden als elementare symmetrische Funk­

tionen bezeichnet. Sie sind dadurch von Wichtigkeit, dass jede ganze 
symmetrische Funktion der X2 sich als ganze Funktion der c; dar­
stellen lässt.

§ 4. Wir beweisen diesen Hauptsatz der Theorie symmetrischer 
Funktionen derart, dass wir ihn für die einzelnen in § 2 charakteri­
sierten Bildungstypen nachweisen, wobei sich gleichzeitig auch die 
Methode der Überführung einer symmetrischen Funktion der C2 in eine 
Funktion der ca ergeben wird.

Wir beginnen mit denjenigen Typen, die nur eine Wurzel in jedem 
Summanden enthalten, d. h. mit den Formen S(x,”); eine solche Funk­
tion ist die Summe der Aten Potenzen aller Wurzeln; wir führen die 
Bezeichnung s,=s(3,2)
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ein. Dann ist es leicht, eine Rekursionsforniei für die S2 zu finden, 
falls 2 > n ist *

Die im vorigen Paragraphen aufgestellte Gleichung 4) 
xn — c,x"-1 4- c.2xn~^ — ... + cn = 0

hat die Wurzeln x=x1, x2, X3, ...xn, so dass für 0=1, 2, 3, ...n 
die Gleichheiten gelten

Xan+r — c,c."+r-1 + c2xan+r-~ — ...±cnxar = 0, r > 0.
Addiert man die n Gleichungen, welche zu demselben r und zu a — 1, 
2, 3, ...n gehören, so entsteht

A) Sn+r C,Sn+r—1 + C2S,+r — 2 ...Hc,s,=0, ? > 0,
wobei s=n zu setzen ist. Dies ist die Rekursionsformel, vermöge 
deren Sm(m>n) durch S,—1, Sm—2, ausgedrückt wird.

Es fehlt die entsprechende Formel für m<n. Um diese ab­
zuleiten, setzen wir, da f(xa)=Q ist,
/ ( , 4 ( N  A(o n ,y n n—1 , rii—1 cn—2 . n—2/ \)  / N / \•) / J • •C • •C । • •= P (X) = - = C1 F C, ■...___ n > (   _ ___ / — zy» _  4 / __ __  • eQ •___ •l C • • C •____ •l C e el iX

= (xn —1+x-2X+an-3xa2+..)—6(a"-2+xn-3Xa+x"—4x.2+...)-...
—a"—1 — d^x’1-2 4- d2^xn~3 — d?^xn~^ 4-...,

wo demnach der Koefficient
d^a^— Cu Cu — 1a + Cu — 2Xa2- Cu—+ ..+( 1)"Xa"

wird. Addiert man also die n Ausdrücke d'U1 d"ui ... d^, ...d^n\ 
so erhält die Summe d\, + d" d,^d^ den Wert

5) Cu So Cu — 1S, — cu — 2s, ■ • • — ( 1) Su
für alle Werte u 2, 3, ...n — 1. Anderseits ist d^ als Koeffi­
cient von x"-A-1 in der ganzen Funktion

f(a)
o  n• •Q = (a — X-^ (x—x)...(x— —1) (x — Xa+1) • • • (x— xn)

gleich der Summe aller Produkte von je u Elementen, welche aus 
der Reihe

21, X2, ' ' ’ Ta — 1 5 +1, • - ' Xn
herausgegriffen werden können. Die Anzahl dieser Produkte ist gleich 

(n — 1) (n — 2) ... (n — u)1.2..u .
die Anzahl aller in der Summe d‘a—d‘u—...du") vorkommenden
Produkte von je u Elementen daher gleich

(n — 1) (n — 2) ... (n — u) n (n — 1) (n — 2)... (2 —
" 1.2...u = 1.2.3...u u 1) (n - u).

* Euler: Opuscula varii argum. Demonstr. genuina theor. Newtoniani II, p. 108.
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Diese Summe cV'cl^ ist ihrer Bildung nach symmetrisch 
in den Elementen x1 , R, , ... xn ; alle ihre Summanden sind von

gleichem Typus, nämlich gleich einem der n(n—1) (n—2)...(n—u-1)
1.2.3...

Glieder von cu; jedes dieser Glieder kommt also, wie sich aus der
Vergleichung der Anzahlen ergiebt, (n—u)-mal vor, d. h. es ist zu setzen 

+ d"^ 4-... + d^ = (n — c,,
und daher erhält man durch Verbindung dieses Resultates mit 5)

ca so Cu — 1S, — — 2 s, 1)" su = (n u) Cu •
Da s=n ist, so liefert diese Gleichung die gewünschte Rekursions­
formel

B) Su C, S, — 1 + c, Su — 2 • • • 4“ ( 1)" -uc,=0 (u < n).
Diese Reihe von Gleichungen in Verbindung mit A) löst das auf­
gestellte Problem. Ausgeführt lauten die Gleichungen B) folgender­
massen so — n = 0,

s, _ (, - 0,
B, , Sg C51 + 2 C2 — 0,

S3 C,S,+ C28, 3c3=0,
Sn — 1 C,S, — 2 4“ C2Sn — 3 • • • 4- ( 1)"n-) C» — 1=0.

An diese Gleichungen schliessen sich dann diejenigen von A) an*

* Die Formeln A), B) sind zuerst von Newton: arithm. univers. De trans- 
mutatione aequationum gegeben.

** Vergl. Faä di Bruno: Binäre Formen; deutsch bearb. von Walter, I § 1.

. § 5. Die Auflösung der Formeln A), B) liefert die Darstellung 
von sm durch die cn C,, ...cn. Es kann dies leicht durch Determi­
nanten geschehen. Hier mögen wenigstens die ersten fertigen Formeln 
Platz finden**

(so—n,
S, - C,,

— ( $,=c2—2c2,
’ ,—3—3,02+36, 

s,—c4—4c24+46c++2c2—4c,
. §5 = G5 — 5c,8c, + 5c,2c, 4- 5cc,2 — 50c, - 5c,Cs 4- 5c5.

Dabei ist zu bemerken, dass z. B. für n alle C2, deren Index A 
grösser als vier ist, gleich Null gesetzt werden müssen; dies sieht 
man direkt ein oder man leitet es auch daraus ab, dass man zu den 
gegebenen vier Elementen x, , x, 5 x3 , x4 noch beliebig viele andere 
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mit den Zahlenwerten Null hinzunimmt; denn hierdurch werden die 
Potenzsummen in keiner Weise geändert, während die cg, Ce, ... sämt­
lich zu Null werden.

§ 6. Nachdem diese Fundamentalaufgabe gelöst ist,, gehen wir 
zur Darstellung symmetrischer Funktionen von der Form S (x,“x,8) 
durch die elementaren symmetrischen Funktionen c, c2, ... cn der Xa 
über. Wir setzen zuerst voraus, dass a von ß verschieden sei. Wenn 
man das Produkt der beiden Ausdrücke

g -— i _L , ß I , I | . (XPC — •1 T •2 1 •3 l • • • T •n ,. 8,=3,+02+2,8+..+ 3,8
bildet, so erhält man auf der linken Seite sasg. Rechts kann man 
die Multiplikation derart durchführen, dass man zuerst je zwei unter­
einander stehende Glieder vereinigt und dann die übrigen Produkte 
ausrechnet. Das erstere Verfahren giebt Sa+8; die zweite Operation 
liefert S (x10a2°). Denn erstens gehören alle entstehenden Produkte 
der Form xfx/ an, zweitens kommt jedes Glied der symmetrischen 
Funktion S (x,"ag®) wirklich vor und drittens tritt es auch nur einmal 
auf. Daher ist

6) S(x,"x,P)=s,s,— 8a+3 (a2s).
Ist ferner C=ß, so ändert sich bei der Multiplikation links gar nichts; 
an Stelle von Sa.Ss tritt nur sa2. Rechts geht s—8 in Sc über, so 
dass auch dabei keine Änderung auftritt. Dagegen gehen von den 
übrigen Gliedern je zwei, die vorher verschieden waren, in ein ein­
ziges über, nämlich x,"x,P und x,Px,“, jedes in es wird also
aus S(x,"a,8) für &=ß entstehen 2S(x,“x,“), und man erhält folglich 
für gleiche Exponenten

7) s (a,“ a,") - } (s.2 — sg a).
§ 7. Zur Berechnung der symmetrischen ganzen Funktionen vom 

Typus x,“x,Px3‘ benutzen wir die drei Reihen
g — np C I ,p (x I | , (X— •1 132 l • • • I •n ) 
$s=x,8+x,8+...+ G,8, 
Sy — + x,‘ X^.

Es seien zuerst die drei Indices &, ß, y unter einander verschie­
den. Das Produkt der linken Seite liefert sa-S^.sr Rechts multipli­
ziert man zuerst je drei unter einander stehende Summanden; dies 
liefert Sa-8+y. Dann multipliziert man je zwei einer Kolonne an­
gehörige Glieder mit einem dritten zu einer anderen Kolonne gehöri­
gen; dies liefert die drei symmetrischen Funktionen S(x,"+8x,1),
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S (x8+Yx,"), S(x‘"x,®). Nimmt man endlich die noch übrigen, 
also nur Glieder zusammen, welche verschiedenen Kolonnen angehören, 
so erhält man die symmetrische Funktion S(x."x,®x,0). Es wird dem­
nach mit Hilfe der Resultate des vorigen Paragraphen
SaS^Sy = Sa+s+y - (Sa+/Sy - Sa + s + y) + (Sayss — Sa—8+Y)

+ (Ss-ySa Sa-8+r) ++ S(a,° c,®S ag‘)
= 2sa+ 3+y + (sa+sSy + Ss+ySa + Sy+aSs) + S(a,"a,®a3”);

8) S (a1"x2Px3‘ ) = SaS^Sy (Sa-+sSy + Ss + y Sa + Sy-^-c/S^ ++ 2 Sa-^-ß-^-y^
Wären zwei der Indices, z. B. a und ß, einander gleich, so würde 

rechts in der letzten Gleichung 8) keine wesentliche Änderung ein­
treten; dagegen würde links wieder

[S (x,“ x,8 =28 (a,“ x,® XJ)
gesetzt werden müssen, da je zwei Glieder R1 x,i X3 Y und x1 X, 33%
für. a = ß in ein und dasselbe Glied X. X, X3Y übergehen. Ebenso 
würden sich für c=ß=yje 6=1.2.3 Glieder der Form x^x/x^, 
welche im allgemeinen Falle von einander verschieden sind, zu einem 
einzigen vereinigen, so dass man hätte

[S (x,“ X/ X^a^^y =3!8 (X^ x,“ X^}.
Demnach entstehen die beiden speziellen Formeln

9) S (Xytt X^a X^') =-^ (sa Sß S^aSß 2 Sa Sa- s + 2 S2a-+8) ,
10) 8 (x^ X^ X^ = 4 {sa3 — 3 S2 a Sa + 2 s, a).

§ 8. Da die bisher befolgte Methode in gleicherweise auf Typen 
von symmetrischen Funktionen angewendet werden kann, bei denen 
in jedem Gliede mehr als drei Elemente Ra auftreten, so erkennt man 
die Reduktion der höheren auf niedere Formen; und da eine jede sym­
metrische Funktion in solche Typen zerlegt werden kann, so folgt:

Lehrsatz II. Jede ganze symmetrische Funktion der Grös­
sen 21, X2, ...xn lässt sich als ganze Funktion der Potenz­
summen sz derselben Grössen und daher auch als ganze 
Funktion der elementaren symmetrischen Funktionen c,, c,, 
...cn ausdrücken.

Es muss jetzt noch der wichtige Zusatz bewiesen werden, dass 
eine solche Darstellung einer symmetrischen Funktion nur auf eine 
einzige Art möglich ist.

§ 9. Um diesen Nachweis zu liefern, nennen wir den Term
x." x,"2 x3"a ... höher als x,“ x,"2 xg"3

wenn die erste der Differenzen
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9 m, — ü,, ma u2, mg ug,
welche nicht verschwindet, einen positiven Wert hat. Man legt also 
bei dieser Bestimmung eine willkürliche Rangfolge der x zu Grunde *

Dann enthalten
G? C2, Ca, ..C2, •••

als höchste Terme die folgenden
x,, X,R2, X,R,33, ...X,2233 ...X2,

und es liefert die Funktion
c,« c/ c,y • • • als höchsten Term x,0+8+y+.x8+y+.x,+...

Damit also die beiden höchsten Terme zweier Ausdrücke
Cc«c,Pc,‘... und CtC^ c2bc3c...

einander gleich seien, muss
...y=c, ß=b, c=a; C=C

werden, d. h. zwei verschiedene Systeme von Exponenten bei q, c2...cn 
liefern verschiedene höchste Terme.

Könnte nun eine ganze symmetrische Funktion von 31, X2, ...xn 
in zwei wesentlich verschiedene Funktionen von C1, C2, ...cn um­
gewandelt werden, so würde für alle Werte von X1 , X2 , • • • 3n die 
Gleichung

• (C ,62,.. Cn) = • (C ,C2,. Cn)
bestehen; die Differenz 9—3, welche als Funktion der q nicht iden­
tisch Null ist (denn sonst würde die Umwandlung nicht auf zwei ver­
schiedene Arten vor sich gegangen sein), ist als Funktion der ; iden­
tisch Null.

Denkt man sich nun in cp — ip die etwa vorhandenen, sich gegen­
seitig zerstörenden Terme der c,, c2...cn getilgt und übersetzt die 
zurückbleibenden Glieder in eine Funktion der x, welche nach einer 
der Variablen x geordnet

fxxar + f2xar-1 +...
heissen möge, so wird dieser Ausdruck nicht identisch Null sein, da 
er einen aus o—7 entspringenden höchsten, von Null verschiedenen 
Term enthält.

Es müsste demnach für jedes Spezialsystem von Werten für die 32 
 + + +

* Gauss: Demonstr. nova altera etc., § 5, Ges. W. III. S. 37—38. Vergl. 
L. Kronecker, Monatsber. d. Berl. Akad. 1880, S. 94=3ff.
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sein. Wählt man aber r—1 Systeme von Werten für die X2, welche 
sich nur durch die für xa festgesetzten Werte unterscheiden, so er­
kennt man die Unmöglichkeit dieser Annahme, und es folgt:

Lehrsatz III. Eine ganze symmetrische Funktion von x,, 
a2, ...xn lässt sich nur auf Eine Art in eine ganze Funktion 
der elementaren symmetrischen Funktionen c1, c,, ...cn um­
setzen.

§ 10. Die soeben gemachte Bemerkung, dass als höch­
sten Term a,"+8+1+-.x,8+y+.x+... liefert, führt dazu, den lite­
ralen Teil einer gegebenen symmetrischen, homogenen ganzen Funktion 
der Dimension n sofort aufzustellen.*

Enthält nämlich die gegebene Funktion eine und daher jede der 
Variabein höchstens in der Potenz m, so darf jeder Summand des 
Ausdrucks in den Ca höchstens m Faktoren enthalten. Denn‘erstens 
liefern zwei verschiedene Terme cxa c^' c/ c/... verschiedene
höchste Terme, so dass diese sich nicht zerstören können; und zwei­
tens liefert c^c/c^... die Potenz x,a+s+r+-, so dass c—ß-y... 
<m sein muss.

Ferner wird die Dimension von x."+8+y+.x,8+y+.xy+... 
gleich C+28-37+...; da der betrachtete Ausdruck ein homogener 
ist, muss bei dem entsprechenden Gliede, nämlich bei c/ .. die 
Summe C—2ß—3y+... gleich der Dimension n der homogenen sym­
metrischen Funktion sein. Durch diese beiden Beschränkungen, welche 
den Exponenten der c auferlegt sind, nämlich:

&+ß+y...<m, a+2ß+3y—...=n
scheidet ein grosser Teil der möglichen Glieder aus. Sind also 
Q, ... noch unbekannte Konstante, so folgt z. B. für+ + (m=2,n=7)
und für

S[(a,—22)2 fe-^i)2] - Qoce + q,0c + q,6,0+q,c32 + q,6,2 c, +
+ & C, Cg Cg + & c23 + qz ci Ca + qs Gy

Die noch unbekannten numerischen Koefficienten werden dann am ein­
fachsten durch Zahlenbeispiele berechnet. So erhält man im zweiten 
Falle für
I) 3, 1, «2 1, 3,=3,=...=0; c, - 0, c, = 1, c=c=...=0,
 S=4=-2; %=-4.

* Vergl. Salmon: Lessons introd. to the modern higher Algebra §54. Kro­
necker: Monatsber. d. Berl. Akad. 1880, S. 943 ff.
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II)a,=1, «2=1, 3=X4=...=0; c,=2, c,=1, c,=c,=...=0, 
S=0=-4+4s; q=1.

III) ,=2, X,=2, x,= 1, x==...=0; ,=3, c,=0, c,= 4, c,=...=0, 
S=0=164-4.2747; 274 —44

IV)a,=6, ,=3, ,=—1, 24=...=0; c,=7, c,=0, c,=—36, c,=...=0,S—400-364—782; ,—-27; q1=-4.
V) x=1, Xg=1, X3 = 1, X4=...=0; c,=3, c,=3, c,=1, c4=...=0, 

S=0=-27+9q—108—108+81; q5=18.
u. s. f.

Sind 1, X3 die einzigen vorkommenden Grössen, so geht die 
linke Seite in den Ausdruck (x. — x2)2 (x, — x3)2 (x3 — x1)2 über, den 
wir mit 2 bezeichnen und „Diskriminante der Grössen X1, X2, x3" 
benennen. Die wesentlichsten Eigenschaften dieser Funktion sind die, 
dass sie symmetrisch ist und dass ihr Verschwinden für die Gleich­
heit zweier der drei Grössen x2, X3 hinreichend und notwendig ist. 
Rechts muss C=c,=c = 0 gesetzt werden und es entsteht daher die 
Gleichung

21=27c,2-18c,c,c,—4c,3—4c,3c,-c2c,2. O ' L = • 4 —•"k2
§ 11. Allgemein können wir als die Diskriminante der n Grös­

sen X1, x2, ...xn diejenige symmetrische Funktion der X2 bezeichnen, 
deren Verschwinden für die Gleichheit zweier der n Grössen X2 hin­
reichend und notwendig ist. Sie hat die Form

11) 2‘= II (x, — x,)2 (2<u; 2=1, 2,... n—1; u=2, 3, ...w). •
2,u= (x— x2)2(x1— x3)2(x1—x4)2...(x, — xn)2( ,  s 2 (.np  np 2 (/Y*  n 22 3) \°2 •4) •*‘2 •n) (G,—x2)2...(G,— G,)2

{xn — 1 ,2(9  1)
und enthält —M-,—- Faktoren von der F orm (2 — Xu), (2 < u); ihre 2
Dimension ist n(n—1); die höchste Potenz, in welcher jede Un­
bekannte x vorkommt, ist die 2(n— l)te; sie ist das Quadrat einer 
ganzen, nicht mehr symmetrischen Funktion der x1, 2, ...xn> von 
welcher noch vielfach die Rede sein wird.

§ 12. Wir gehen zur Berechnung einer symmetrischen Funktion 
über, bei welcher die Diskriminante eine Rolle spielt. Die Gleichung, 
deren Wurzeln x1, x,, ...xn sind, heisse wie oben 3)

f(2)—0;
dann wird, wenn wir setzen
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für alle Werte 2=1,2,3,...n die Gleichung gelten
f (2) = (^z — 31) {xi — x2).. .(22 — R2 _ i) (az — X2+1)... (X2 — 3,).
Wir bilden die symmetrische ganze Funktion

s \xraf («,) f («).. ,f (2,)1;
diese enthält nur n solcher Summanden; jeder derselben ist durch 
X1 R, teilbar, da in jedem mindestens einer der beiden Faktoren 
f‘(x1), f‘(X2) auftritt; ja es sind alle Summanden, mit Ausnahme der 
beiden ersten, durch (x, X, )2 teilbar, da jene anderen sämtlich t'1 enthalten. Diese beiden ersten aber lauten zusammen­
genommenXx f (c.) —f M +a,af‘ («,) f (»)
— f (23) f W • • f‘ W • (x,—32) {(32—3,).. .3,“ (a,—3a) .
Diese Summe ist, weil ja die geschweifte Klammer für X1=X, zu 
Null wird, auch durch (x, x,)2 teilbar. Es ist also (x — x2)2 ein 
Faktor von S. Was von den beiden Wurzeln R1, X, gilt, ist auch für 
jede andere Kombination X2,.Xu richtig. Es hat somit S den Faktor 

2=I(2—G,)2 (A<u; 2= 1, 2, ...n— 1; u=2,3,...n),2, u
d. h. S ist durch die Diskriminante von f(x) teilbar, wo f(x) als 
Repräsentantin der n Wurzeln x,, R,, ...xn eingesetzt ist. Nun ist

f (x1) nach X, vom Grade n — 1,
. „ 3, „ „ 1(2—1);*

folglich ist
x“f‘(x)f‘(x3)...f‘(xn) nach x± vom Grade c—n—1, 
aa“f‘(x,)f‘(a2)...f‘(a„) » a, „ » 2^ — 3

und, falls a geringer ist als n —1, wird
S nach x, vom Grade 2n—3.

Es ist aber
4 » «, » v 2n 2;

da 4 ein Teiler von 5 ist, so muss der andere Faktor Null sein, d. h. 
wir erhalten die Formel

S[a,af‘(a,)f‘()...f‘(a)j=0, (a<n-1.)
* Das Zeichen = möge „ungleich“ bedeuten; es ist in vielen Fällen dem 2 

vorzuziehen, z. B. in allen, in welchen Grössenverhältnisse nicht auftreten.
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Ohne Änderung des Beweises und des Resultats hätten wir für 
21% eine beliebige Funktion des Grades & nehmen können; es sei p (x) 
eine solche, dann wird
S[o(x)f‘(x)f‘(xs)...f‘ (an)]=0 (falls p vom Grade &<n—1 ist).

Die gewöhnliche Form, unter welcher die vorstehende Gleichung 
geschrieben wird, geht aus der eben erhaltenen durch Division mit n(n — 1)f M f («2) f («a) • • • f W = (- 1) 2 4 
hervor; sie lautet

D) 2 7(0) - 0 (falls $ vol geringerem Grade ist als f).

Ist & gleich n — 1, so wird
S nach X1 vom Grade 2n—2,
A » • «, » » 2n 2,

und da 2 ein Faktor von S ist, so können beide Funktionen S und 
2 sich nur durch einen von X, unabhängigen Faktor unterscheiden. 
Was für X1 gilt, ist für jede der anderen Grössen R2 richtig; also ist 

S= A.c,
wo c einen numerischen Faktor bezeichnet. Um diesen zu berechnen, 
beachten wir, dass nur der erste Summand in S nach x. vom Grade 
2n—2 wird, dass alle folgenden von niederen Graden sind, und dass 
der Koefficient von x2n-2 infolgedessen gleich
( 1) 1 1 (3a Gg) (x2 3,) • • • (32 ^n) • (xs x2) (x3 G,) • • • (a3 ^n) • • •.. . (ay x2) (x, x3) .. . (X, Xn — 1)n (n—1)= (— 1)2 (X2—s)2(32—34)2... («2— (Ks— x^... (as— Xn)2... (xn^—x^
ist. In c2 ist der Koefficient von x^n~'2 gleich
c.{x2- x^2 (X, — x4)2. .. (X, — Rn)2.(X3—R4)2.. (X3 xn) ... (Xn — 1 — xn)2.
so dass sich ergiebt

und

n(n — 1)c=(— 1)2
n(n— 1)S[anif (a2) f «...f (an)] - (- 1)2.2,

oder, ähnlich wie oben, durch Einführung der ganzen Funktion P (x) 
n(n—i)

S [p (x1) f‘ (x,) • • • f‘ (xn)] — (— 1)” 2 21 (falls p (x) =x"-1 —cx"2-... ist)

E) V P(aa) = 1.«

* Die Formeln D), E) stammen von Euler: Calcul. integr. II § 1169.



Erstes Kapitel. Symmetrische oder einwertige Funktionen etc. 13

§ 13. Ist eine aus den Elementen x,, Rg, ...xn gebildete ganze 
Funktion nicht symmetrisch, so wird sie bei allen möglichen Ver­
tauschungen der x,, ...xH untereinander verschiedene Formen und 
also bei von einander völlig unabhängigen x auch verschiedene Werte 
an nehmen. Die Ausführung einer derartigen Vertauschung oder Per­
mutation der Elemente Ra untereinander soll Substitution heissen, 
so dass die Permutation das Resultat einer Thätigkeit, der Substitu­
tion ist.

Eine beliebige Substitution verändert die Form einer symmetri­
schen Funktion nicht; dagegen giebt es andere Funktionen, deren 
Formen durch Substitutionen geändert werden können; so nehmen

I) x,2—x,2—x,2—x42, x,x,2x3 + X4x5 —R6, x,8+q,2+R1
bei gewissen Substitutionen andere Werte an, z. B. bei der Vertau­
schung von xt und X, die Werte:

II) —2,2+,2+x,2—c42, X^X2X3 + X^ + Xq, x,3-c,2+C2.
Die beiden ersten von diesen drei Funktionen 1) bleiben für 

die Vertauschung von x, und X, ungeändert, die zweite ferner, wenn 
man x, und x, miteinander vertauscht u. s. w.

Je nach der Anzahl der Werte, welche eine ganze Funktion bei 
allen überhaupt möglichen Vertauschungen der Elemente annehmen 
kann, heisst dieselbe ein-, zwei-, drei-, vierwertig u. s. f. Die 
Existenz einwertiger Funktionen war ersichtlich; die Hauptsätze aus 
der Theorie derselben sind im ersten Teile dieses Kapitels besprochen 
worden.

Wir werfen jetzt die Frage nach der Existenz zweiwertiger Funk­
tionen auf.

Angenommen, es gäbe zweiwertige Funktionen, so sei 
p(x,x...Rn) eine solche; ihre beiden Werte bezeichnen wir durch

P (x,, Xa, • • • G„) und Pa (31, «2,
Was für Substitutionen auch immer auf p angewendet wer­
den mögen, das Resultat wird 9, oder 9, sein; ebenso ensteht aus 
9, oder P, unter der Einwirkung einer Substitution immer wieder P, 
oder P,. Wendet man auf 9, und auf % gleichzeitig dieselbe Sub­
stitution an, so wird die Einwirkung derselben auf P1 etwas anderes 
hervorrufen als auf 9,; denn es ist

«) P, (x ,C2, • • • T») V Ta (3,, X2, ... Cn),
und führt nun die Substitution xt in x,^ X2 in Xi, ..2* in Xia^ 
über, so wird auch im Resultate
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B) («i, , G1,, • • • &,,) I (9 (a,, ,21,.. «,,)
werden, denn die beiden linken Seiten von a) and ß) unterscheiden 
sich nur durch die Bezeichnung der Argumente von einander, und 
ebenso die rechten Seiten.

Da nun p.(X,R,...Ri,) infolge der Zweiwertigkeit entweder 
gleich p.(x,,...Xn) oder gleich P,(31, ... x,) ist, so wird 
respektive gleich Q, (x,... xn) oder gleich 9. (x1,... xn). Mit anderen 
Worten: Diejenigen Substitutionen, welche den einen Wert 
der zweiwertigen Funktion cp nicht ändern, ändern auch den 
anderen nicht; diejenigen Substitutionen, welche den einen 
Wert von 9 in den anderen überführen, verwandeln diesen 
zweiten rückwärts in den ersten.

Bilden wir jetzt aus der angenommenen Funktion über deren 
Existenz noch gar nichts feststeht, die Differenz ihrer beiden Werte

•,=®-P2,
so hat diese Funktion gleichfalls zwei und nur zwei Werte. Denn 
jede Substitution lässt entweder 9. und P, ungeändert und damit auch 

oder sie verwandelt 9. in 9, und 9, in 9. und ruft dadurch den 
zweiten Wert

%=®—P=-%
hervor. Existiert also eine zweiwertige Funktion 9, so existiert auch 
eine zweiwertige Funktion 7, deren beide Werte sich nur durch ihre 
Vorzeichen von einander unterscheiden. Das Quadrat dieser Funktion 
ist daher symmetrisch. Eine solche Funktion heisse eine alternie­
rende Funktion.

§ 14. Bleibt eine Funktion für jede Umsetzung von je 
zwei Elementen Xz ungeändert, so bleibt sie überhaupt un­
geändert, was für eine Substitution auch auf sie angewendet 
wird. Denn jede Substitution lässt sich aus einer Reihe von der­
artigen Umstellungen, die wir Transpositionen nennen wollen, zu­
sammensetzen. Wir nehmen an, die Richtigkeit dieses Satzes sei für 
n— 1 Elemente nachgewiesen; dann zeigen wir sie auch für n Elemente. 
Sollen x,, x,, X3, ...xn durch 3,,, x^ ...xin ersetzt werden, wo 
die Zahlen i, i, ...in eine Umstellung der Zahlen 1, 2, 3, ...n 
bedeuten, so führe man zuerst die Transposition aus, welche X1 und 
R,, vertauscht; dadurch geht X,, X2, xs, ...xn in x-^ 2k,, x^ .Xkn 
über, wo die ka bis auf ein einziges k mit den a übereinstimmen, und
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man hat dann nur noch die Überführung von R,,, . ..^n in
X,, Xi,, X,,, ...X, zu bewerkstelligen. Da das erste x in beiden 
Stellungen schon dasselbe ist, so ist nur noch X2,, xk^ ...Xk, in xii} 
X,, ...xin umzuwandeln, d. h. die Aufgabe ist auf die gleiche bei 
n — 1 Elementen reduziert.

Für n ist der Satz selbstverständlich. Folglich ist er all­
gemein bewiesen und wir sehen:

Lehrsatz IV. Jede Substitution kann durch eine Folge 
von Transpositionen ersetzt werden.

§ 15. Es giebt also mindestens eine Transposition, welche den 
Wert einer alternierenden Funktion ändert und ihn dadurch in den ent­
gegengesetzt gleichen umwandelt. Diese Transposition möge xa und 
xt3 mit einander vertauschen. Dann wird bei der Funktion w des 
§ 13 zu setzen sein

•(%, ..Ra, ...X^ ..2n)=—1(a,, .Gs,.Ra, ...Xn).
Für =Xs wird daher gleich seinem entgegengesetzten Wert, d. h. 
gleich Null. Demnach wird

7(a1, ...2, ...Cs, ...C,)=0,
als Gleichung für die Unbekannte g aufgefasst, die Wurzel 2=Xs 
haben; das Polynom w ist also durch g—Ts teilbar; folglich hat

• (u Ca i ‘ • Rs, . Rn)
den Faktor xa — Xs und die Funktion 32 den Faktor (xa — xa)2.

Weil ferner +2 nach § 13 symmetrisch ist, so enthält es alle 
Faktoren von der Form (xa— x8)2; dies wird durch die Unveränder- 
lichkeit der Form einer symmetrischen Funktion bedingt. Nun war

4 (q, a2) g,)2. (, aa)2. • • (a, a,)2 • • •
die Diskriminante der n x,, ...Xn; also haben wir den

Lehrsatz V. Jede alternierende Funktion ist durch V2 
teilbar.

§ 16. Uber die Existenz alternierender Funktionen ist auch durch 
den letzten Satz noch nichts ausgesagt. Der folgende Lehrsatz giebt 
Aufschluss über diese Frage.

Lehrsatz VI. Die Quadratwurzel aus der Diskriminante 
der n Grössen 31, X, ...xn ist eine alternierende Funktion 
dieser n Grössen.
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Denn (V21)2 ist symmetrisch in den x; V21 hat also höchstens 
zwei Werte. Schreibt man

V2 = (a — &2) (x, — x3) .. . (x, — Xn)

und wendet die Transposition an, welche X, und X2 mit einander ver­
tauscht, so ändert der erste Faktor der ersten Zeile sein Vorzeichen; 
die übrigen Faktoren der ersten Zeile gehen in die darunter stehen­
den der zweiten über, und umgekehrt die der zweiten in die darüber 
stehenden der ersten Zeile, während in den übrigen Zeilen, welche 
weder x, noch x, enthalten, keine Änderung vor sich geht. Es wird 
also aus V21 entstehen — V2. Folglich hat V 2 mindestens zwei 
W erte.

V21 ist also in der That zweiwertig.
§ 17. Lehrsatz VII. Jede alternierende ganze Funktion 

ist von der Form
S.V2,

wobei V21 die Quadratwurzel aus der Diskriminante und S 
eine beliebige ganze symmetrische Funktion bedeuten.

Dass S.V2 eine alternierende Funktion sei, erkennt man sofort. 
Ist umgekehrt eine alternierende Funktion, so ist sie nach dem 
Lehrsätze V) durch V2 teilbar. Es sei (V2)" die höchste als Faktor 
von p vorkommende Potenz von V2. Dann wird der Quotient 

12) «y
da in ihm Zähler wie Nenner höchstens ihr Zeichen ändern können, 
ein- oder zweiwertig sein. In letzterem Falle würde nach demselben 
Lehrsätze V) der Quotient gegen die Voraussetzung noch durch V2 
teilbar sein. 12) ist also symmetrisch und es folgt, wenn wir diesen 
Quotienten durch S1 bezeichnen,

1=8,(V/2)"
Wäre m gerade, so wäre die rechte Seite und damit selbst ein­
wertig; es ist somit m =2—1, und da (V4)"=A" also symmetrisch 
wird, so können wir diese Potenz zu S, ziehen und erhalten für 
s,2n=s

v=S.V2.
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Zusatz. Aus der Form der alternierenden Funktionen 
folgt, dass sie bei einer beliebigen Substitution gleichzeitig 
mit V2 ungeändert bleiben oder gleichzeitig mitV2 ihr Vor­
zeichen ändern.

§ 18. Hiernach können wir jetzt die allgemeine Form zweiwer­
tiger Funktionen finden. Ist 99 eine solche Funktion, so wird die 
Summe ihrer beiden Werte 9.—9, symmetrisch, die Differenz 9.— 9, 
derselben alternierend; wir können also setzen

P1++92=2S, P- 2= 282 V2.
Hieraus folgt dann durch Addition und Subtraktion beider Gleichungen

•,-S,+8V2, - S, - s, V2, 0-8,±S,V2.
Dass umgekehrt jede Funktion dieser Form zweiwertig ist, erkennt 
man ohne weiteres.

Lehrsatz VIII. Jede zweiwertige ganze Funktion hat die
Form p=S+S,V2,
wobei S,, S, ganze symmetrische Funktionen und VA die Qua­
dratwurzel aus der Diskriminante bedeuten. Umgekehrt ist 
jede Funktion der angegebenen Form zweiwertig.

Zusatz. Jede ganze zweiwertige Funktion bleibt bei Sub­
stitutionen zugleich mit V21 ungeändert oder sie ändert sich 
zugleich mit V21.

§ 19. Aus den Zusätzen zu den beiden letzten Theoremen er­
kennt man, dass es von Wichtigkeit ist, die Substitutionen aufzufinden, 
welche den Wert von V2 nicht. ändern.

Von der Transposition, welche x, und x, vertauscht, wissen wir, 
dass sie V4 ändert (§ 16). Ebensogut hätten wir aber das dortige 
Schema in anderer Weise anordnen können, so dass etwa a und xs 
die Stellen von X1 und X2 einnehmen; nur wüssten wir dann nichts 
über die Bestimmung des Vorzeichens. Jedenfalls wird aber durch 
die Transposition, welche xa und xa untereinander vertauscht, einer 
der Werte von V2 geändert; also nach § 13 auch der andere. Folg­
lich wird V21 bei Anwendung einer ganz beliebigen Transposition den 
entgegengesetzten Wert annehmen.

Dieses Resultat lässt sich leicht erweitern.—Wendet man u Trans­
positionen nacheinander auf V2 an, so wird das Vorzeichen dieses 
Ausdrucks ja mal geändert; es tritt demnach zu V2 der Faktor (— 1)4

Netto, Substitutionentheorie. 2
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hinzu. Ist gerade, so bleibt V2 ungeändert; ist u ungerade, so 
geht V2 in — V2 über. Gemäss § 14 Lehrsatz IV) können wir also 
sagen:

Lehrsatz IX. Alle Substitutionen, welche aus einer un­
geraden Anzahl von Transpositionen gebildet werden kön­
nen, ändern den Wert 2 in — V21 um; alle aus einer geraden 
Anzahl von Transpositionen gebildeten lassenV2 ungeändert. 
Dasselbe findet bei jeder zweiwertigen Funktion statte

Zusatz. Eine Substitution, die sich auf eine Art aus einer 
geraden respektive ungeraden Anzahl von Transpositionen 
zusammensetzen lässt, enthält bei jeder möglichen Zerlegung 
eine gerade respektive eine ungerade Anzahl von Trans­
positionen. Denn- änderte sich dieser Charakter, so müsste dieselbe 
Substitution einmal V21 ändern, einmal es ungeändert lassen. Dass 
bei der Zerlegung einer Substitution in Transpositionen grosse Will­
kürlichkeit herrscht, ist leicht einzusehen.

Wir kommen im nächsten Kapitel auf die durch den obigen Zusatz 
angeregten Fragen zurück.

§20. Lehrsatz X. Jede zweiwertige Funktion ist die Wur­
zel einer Gleichung zweiten Grades, deren Koefficienten ra­
tionale symmetrische Funktionen der Elemente x,, x,, ... xn 
sind.

Aus der in § 18 gefundenen Form

9,-S,+ s, v2 5 - s, “ s, Va
folgt für die elementaren symmetrischen Funktionen von p, und P, 

91+ 92=2S,
JS22-

beide Werte sind symmetrische Funktionen der Elemente. Wir er­
kennen, dass die Gleichung*-28,0+(S,-18,3) -0
die Wurzelwerte 9, und 9, liefert.

Zu bemerken ist hierbei, dass nicht umgekehrt jede quadratische 
Gleichung mit symmetrischen Funktionen zu Koefficienten auch zwei­
wertige Funktionen in unserem Sinne zu Wurzeln hat. Es ist dazu 
nötig, dass diese Wurzeln in den Elementen a,, x,,...Rn auch ratio­
nal seien, was im allgemeinen nicht der Fall ist.
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Zweites Kapitel.
Mehrwertige Funktionen und Substitutionengruppen.

§ 21. Es ist nach den Auseinandersetzungen des vorigen Kapitels 
möglich, den Gang unserer weiteren Untersuchungen wenigstens in 
allgemeinen Umrissen anzudeuten. Genau wie wir einwertige und zwei­
wertige Funktionen behandelt und die Substitutionen aufgesucht haben, 
welche die letztere Klasse von Funktionen ungeändert lassen, so wird 
es sich weiter darum handeln, die Existenz von Funktionen mit vor­
geschriebener Wertezahl darzuthun oder als unmöglich nachzuweisen; 
die algebraische Form dieser Funktionen zu studieren; den Komplex 
aller derjenigen Substitutionen kennen zu lernen, welche eine vorliegende 
mehrwertige Funktion ungeändert lassen; die Beziehungen aller Werte 
dieser Funktion zu einander aufzusuchen. Weiter wird es sich darum 
handeln, die mehrwertigen Funktionen zu klassifizieren; sie — vielleicht, 
wie die zweiwertigen — als Wurzeln von Gleichungen mit symmetri­
schen Funktionen der Elemente als Koefficienten darzustellen; die Be­
ziehungen zwischen Funktionen zu entdecken, welche für dieselben Sub­
stitutionen ihren Wert nicht ändern u. dergl. m.

§ 22. Zuerst muss eine expedite Schreibweise für Substitutionen 
ausfindig gemacht werden. — Wir betrachten eine rationale ganze 
Funktion der n von einander unabhängigen Grössen X1, Rn; diese 
möge mit 9 (x,, X2, ... Xn) bezeichnet werden. Andert man in diesem 
Ausdrucke die Stellungen der Elemente X2 derart ab, dass man in 9 für

X1 5 X, , • • • xn respektive setzt Xi,, ... X;,, 
wobei der Komplex i, i2, ... in eine beliebige Permutation der Zahlen 
1, 2, ... n bezeichnet, so erhält man aus der ursprünglichen Funktion

• (x, X,, ... Xn) den Ausdruck 9 (a,, , , . X, ).
Wir betrachten die Art der Darstellung eines solchen-Überganges von 
21, X,, ... xn zu Xi,, Xi,; wir haben ihn im vorigen Kapitel be­
reits mit dem Namen einer Substitution belegt.

A. Erstens kann man denselben durch das Symbol
/ X1 , 2 , X3 , ... » \ 
io. o. o. r. I\"1 7 •2 7 •13 2 . . . ^ln /

bezeichnen; es mag dies andeuten, dass ein jedes Element der ersten 
Zeile durch das darunterstehende der zweiten ersetzt werden soll. 
Unbeschadet der Vollständigkeit der Darstellung können dabei alle 

2*
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diejenigen Elemente, welche durch die Substitution nicht berührt werden, 
in dieser Darstellung weggelassen werden, alle diejenigen also, für welche 

= Ci, ist. Freilich müsste dann die Zahl der Elemente von vornherein 
bekannt sein, ebenso wie dies bei 9 selbst statthaben muss, indem z. B.
aus der Form 9=X1%2 + X334
noch durchaus nicht ersichtlich ist, ob nicht etwa noch Elemente x,, ...
der Betrachtung zu Grunde liegen.

B, Zweitens kann man von den Resultaten des vorigen Kapitels 
Gebrauch machen: Jede Substitution kann in eine Reihe von Trans­
positionen zerlegt werden. Bezeichnen wir eine solche Transposition, 
d. h. die Umstellung zweier Elemente untereinander dadurch, dass 
beide in eine Klammer geschlossen werden, so wird jede Substitution
als eine Folge (KaCb) (xcRa) ... (xpxq) .. •
dargestellt werden. Dabei kann die Zerlegung auf die mannigfaltigste 
Art vor sich gehen. Denn wir können, wie in § 14 des vorigen Ka­
pitels gezeigt worden ist, zuerst durch eine Transposition ein ganz 
beliebiges Element an seine richtige Stelle bringen und dann mit den 
noch umzustellenden n— 1 Elementen in gleicher Weise fortfahren. 
Ja wir können hierbei auch eine ganz willkürliche Transposition ein­
schieben und deren Wirkung dann durch eine oder mehrere nicht un­
mittelbar folgende Transposition wieder zerstören.

C. Drittens kann man jede Substitution auch in der Form
(Xa, Ca, Xa, . . Ca,) (3b, 3b, • • • Kom) (3o, c, • • • Xcn) • • •

darstellen. Die Bedeutung einer der aufgeschriebenen Klammern ist 
folgende: Jedes der in ihr vorkommenden Elemente mit Ausnahme des 
letzten wird durch das folgende, das letzte aber durch das erste der­
selben Klammer ersetzt. Man denkt sich die Klammern also cyklisch 
geschlossen, z. B. so, dass alle Elemente derselben aufeinander fol­
gend auf der Peripherie eines Kreises angeordnet sind. Will man von 
der Darstellung in A) zu der jetzigen übergehen, so würden die Cykel 
lauten: , , ,(K1Ki, Ki, . •) (KaKiaKia

Auch hier ist es klar, dass die Elemente, welche von der Substitu­
tion nicht berührt werden, die also für sich allein je einen Cyklus bilden 
würden, fortgelassen werden können. Es sind dies dieselben, welche in 
der ersten Darstellung gleich den unter ihnen stehenden Elementen sind.

Die Klammern, in welche auf diese Art die Substitutionen zer­
legt werden, sollen Cyklen heissen.
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Eine vierte Darstellungsart, welche sich bei vielen wichtigen Spezial­
fällen als unentbehrlich ausweist, wird später besprochen werden.

§ 23. Es ist ersichtlich, dass in jeder dieser drei Darstellungs­
weisen A), B), C) etwas Willkürliches liegt. Bei A) ist die Anord­
nung der Elemente in der ersten Zeile ganz in unser Belieben gestellt; 
bei B) kann, wie wir gezeigt haben, die Art der Zerfällung in Trans­
positionen sehr verschieden sein; bei C) ist einmal die Aufeinanderfolge 
der Cyklen und zweitens das Anfangsglied jedes einzelnen Cyklus will­
kürlich.

Die erste dieser drei Darstellungsweisen leidet trotz ihrer schein­
baren Einfachheit doch an Unübersichtlichkeit; die zweite daran, dass 
ein und dasselbe Element beliebig oft in die Darstellung eintritt, so 
dass die wichtigste Frage: „durch welches Element wird ein gegebenes 
ersetzt?“ nicht auf den ersten Blick entschieden werden kann, und 
dass die Gleichheit zweier Substitutionen nicht sofort durch ihre Dar­
stellung klargelegt wird.

Wir werden daher in den folgenden Untersuchungen fast ausschliess­
lich die Darstellung durch Cyklen verwenden.

Als Beispiel für das Auseinandergesetzte mag für n folgende 
Substitution dienen:

Die Folge x1, x2, x3, x4, Xg, Re, X soll durch X3, x7, x,, x4, x,,
6, X, ersetzt werden.

Die erste Methode lieferto o ry n r n n \ /i h n o h \ / •1 •2 •3 •4 •5 •6 •7 \ / •1 •2 •3 •-5 •7 \ 
\mipsrpi) V‘mjipim,)7 \e3 •7 5 •4 •1 •6 •2 / "3 •7 •5 •1 •2 /

nach der zweiten findet man für die Substitution
(a,3a) (a,3g) (g,G1) = (a,Xg) (x,G5) (,2) (q,27) (q,

= (,34) (6) (a,07) (x,31) (q,G6) (231) (^^5) (a,04) (x,G6) =...
Da wir hier die Zerlegung in 3, 5 und 9 Transpositionen, also 

jedesmal in eine ungerade Anzahl besitzen, so ist dies zugleich ein 
Beispiel für Kapitel 1 § 19 Zusatz, und lehrt, dass V21 für die hier 
betrachtete Substitution ihr Zeichen ändert.

Die dritte Methode liefert
(a,C36) (^2^7) («a) (6) = (a,gg) ^7) = (21) (3s R,21)

= (x,C2) (^5 ^1^3) — • • •
§ 24. Wir suchen die Anzahl aller möglichen Substitutionen auf, 

indem wir diejenige aller möglichen Permutationen bestimmen.
Zwei Elemente 1, X, können zwei verschiedene Permutationen 

bilden: und X2%,. Kommt ein drittes Element zu diesen beiden, 
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so kann es bei jeder der vorhandenen beiden Permutationen an den 
Anfang treten- X3 X1 R, 5 X3 R 2 R1 , oder in die Mitte X1 X3 R2 5 R, X3 X1 , oder 
ans Ende: X X, X, , X2 X, R3. Es giebt also 2.3 = 3! Permutationen unter 
drei Elementen. Tritt ein viertes Element x, auf, so kann es bei jeder 
der vorhandenen 2.3 Permutationen an die erste, zweite, dritte oder 
vierte Stelle treten und dadurch aus jeder der vorhandenen 4 neue 
hervorrufen; es giebt also 2.3.4 = 4!, ebenso bei 5 Elementen 5! 
Permutationen u. s. w., bei n Elementen n\ Permutationen.

Nimmt man nun für die erste Zeile in der Darstellungsweise A) 
der Substitutionen die natürliche Folge der Elemente X. , X, , ... Xn und 
für die zweite Zeile der Reihe nach alle nl möglichen Permutationen 
derselben, so erhält man alle möglichen von einander verschiedenen 
Substitutionen der n Elemente.

Zu bemerken ist, dass hierunter auch diejenige Substitution ent­
halten ist, bei der die erste und die zweite Zeile übereinstimmen. 
Diese stellt also gar kein Element um; sie werde mit 1 bezeichnet 
und als Einheit oder auch als identische Substitution angesehen.

Lehrsatz I. Für n Elemente giebt es n\ Substitutionen.
Um aus der Darstellungsweise B) dasselbe Resultat ableiten zu 

können, müssten eingehendere Untersuchungen gemacht werden, für 
welche hier nicht die Stelle ist; bei der Darstellungsweise C) ist es 
leicht, mit Hilfe der strengen Induction die Anzahl n! festzustellen.

Man gelangt dabei zu einer Reihe interessanter Beziehungen, von 
denen wenigstens eine hier angegeben werden mag. Enthält eine Sub­
stitution, in deren Ausdruck alle Elemente aufgenommen werden 

a Cyklen von a Elementen, b Cyklen von ß Elementen, ...
N) ac+bß—...=n,

so lassen sich aus ihr durch Umstellung der Cyklen und durch Ver­
schiebung der Elemente jedes einzelnen Cyklus 

alaa. blßb...
Ausdrücke für dieselbe Substitution ableiten; folglich giebt es 

nl
alaa. bl ßb...

von einander verschiedene Substitutionen, welche a Cyklen von a Ele­
menten, b Cyklen von ß Elementen u. s. f. besitzen. Summiert man in 
Hinsicht auf alle möglichen Zerlegungen N) der Zahl so erhält 
man alle möglichen nl Substitutionen. Daher ist

5- - - - 1- - - - = 1 *

* Cauchy: Exercices d’analyse III, 173.
2 al <za .bl ßb...
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§ 25. Wendet man nun alle diese n\ Substitutionen auf • (x,, ... Xn) 
an, d. h. führt man jede dieser Substitutionen, welche kurz mit

s, — 1, S2, S3, • • • Sa, • • ■ Sn!
bezeichnet werden mögen, zwischen den X1, X2, ...xn in dem Aus­
drucke 9 durch, so erhält man, den durch die Substitution S,—1 her­
vorgerufenen mitgerechnet, n\ Ausdrücke, welche mit

Ps,
oder wohl auch, wenn keine Verwechselung zu befürchten steht, mit

P, 92, Ps, ••• Pa, ..Qa!
bezeichnet werden mögen. Diese Werte brauchen nicht alle von ein­
ander verschieden zu sein; einige können den ursprünglichen Wert 
p(x,x,...xn) wieder annehmen. Auf den Komplex derjenigen Sub­
stitutionen, welche den Wert von 9 nicht ändern, richten wir zunächst 
unsere Aufmerksamkeit. Ist cp symmetrisch, so wird dieser Komplex 
alle überhaupt vorhandenen Substitutionen umfassen; ist 9 eine zwei­
wertige Funktion, so enthält er alle Substitutionen, welche aus einer 
geraden Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt sind, und nur 
diese. — Sei ferner beispielshalber unter der Voraussetzung von nur 
vier Elementen X1, X,, X3, x,

• (a,, a,, as, 2,) - a, +3,34,
so wird dieser Wert für acht der überhaupt möglichen 24 Substitu­
tionen ungeändert bleiben, nämlich für

§1 = 1, $,—(a,G2), s,—(,a,), s,— (,«2)(«a%2),
s, — (a, 3s a2 3,), sg — (a, «4 «2 «a), S, = (a,s) (32 34), Ss = (3,3a) («,%a).

Für die übrigen 4! —8=16 Substitutionen ändert sich p und 
zwar geht es entweder in

X + 32 34 oder in K 34 + x^ 2s
über; wir lernen also, nebenbei bemerkt, hier eine dreiwertige Funk­
tion von vier Elementen kennen, welche für acht von den 24 Sub­
stitutionen ihren Wert ungeändert beibehält.

§ 26. Alle diejenigen Substitutionen, welche eine Funktion 
p(x., X,, ••• xn) ungeändert lassen, und deren Anzahl stets durch r 
bezeichnet werden wird, mögen

G) s,=1,s,s,,-. Sr
heissen; S=1 befindet sich natürlich unter ihnen. Nach der im vo­
rigen Paragraphen eingeführten Bezeichnung ist dann

9=9= 9= 9=.= s-
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Der Voraussetzung nach wird keine von s,, s,, ... sr verschiedene Sub­
stitution s' den Wert 9 ungeändert lassen; d. h. es ist stets

Ps 9, wenn s‘—S2 (Z = 1, 2,... r).
Wendet man jetzt auf 9 zwei Substitutionen sa, ss unserer Reihe nach 
einander an und bezeichnet das Resultat, ähnlich wie oben bei einer 
einfachen Substitution, mit

so wird, da Ps=9 ist, das Resultat der beiden Operationen

Pa*s=Pss= P
sein, und daraus lässt sich schliessen, dass sass auch in der obigen 
Reihe G) vorkommt: jede Substitution, welche durch die Aufeinander­
folge zweier der Substitutionen von G) hervorgerufen wird, befindet 
sich wiederum in der Reihe G). Was von zwei Substitutionen jener 
Reihe gilt, hat hiernach für beliebig viele gleichfalls Geltung.

Die aufeinander folgenden Anwendungen zweier oder mehrerer 
Substitutionen nennen wir das Produkt derselben und schreiben die 
Substitution , welche denselben Effekt auf 9 ausübt, wie die Auf­
einanderfolge von sa und Ss, als Produkt o = sas^. Es kommt das 
Produkt beliebig vieler s wieder unter der Reihe G) s,, S,, S3, 
...sr vor. Die Operationenfolge in einem Produkte (j=saSßSY... 
soll von links nach rechts gerechnet werden.

§ 27. Die Darstellung eines solchen Produktes von Substitutionen 
ergiebt sich in der von uns acceptierten Darstellungsweise durch Cyklen 
folgendermassen. Sind

Sa = • • .) (3aCa, Sß = ^b^ • • •) (Xg36,28, ' • 0 ...
die beiden Faktoren des zu bildenden Produktes, so wird in saSn auf 
xa dasjenige Element folgen, durch welches s^ das Element Xa, ersetzt. 
Dies sei z. B Xa,; ferner wird in saSß auf Xa, dasjenige Element folgen, 
durch welches Sp das Element Ca, ersetzt; dies sei z. B. X, u. s. w. 
Man erhält , .

SaSß = (XaKa,%b, • • •) • • •
Ist etwa die Substitution sa so beschaffen, dass sie jeden Index g der 
Elemente Xn durch ig ersetzt; Sß derart, dass sie jeden
Index g durch k9 ersetzt, oder in Formeln, ist:

Sa (31 3;, • • •) (Ga;a $s = (31 Gk, • ‘ •) ^'b Xk,
so wird das Produkt die Form haben

SaSß — (« Rk, . . •) . .) . . .
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Als Beispiel gelte
= (q a8 «5) («2 RC1) , Sß~ (a2 &,2g) («s 5) 5 SaSs = (a,2g) (x20,2436) (xa) — ((,25) (2010406).

Wir haben hier den Ausdruck Produkt eingeführt. Es fragt sich, 
wie weit die fundamentalen algebraischen Multiplikationsregeln 

a.b=b.a, a.(b.c) = (a .b) .c
verwendet werden dürfen. Die Untersuchung hierüber wird zeigen, 
dass das erste, das kommutative Gesetz im allgemeinen wegfällt, wäh­
rend das zweite, das associative bestehen bleibt.

In der That lehrt die obige Ausführung der Multiplikation von 
sa = (31 G;, Ss = (31 3k,

dass nur in dem Specialfalle, in welchem = für jedes a ist, eine 
Faktorenvertauschung vorgenommen werden darf. Dies findet z. B. 
statt, wenn sa und Ss keine gemeinsamen Elemente besitzen, wie sich 
beim ersten Anblick ergiebt.

Deshalb darf man die einzelnen Cyklen einer Substitution, welche 
ja keine gemeinsamen Elemente besitzen, ganz nach Belieben unter ein­
ander vertauschen. Bei der Darstellung B) S. 20 ist dies nicht möglich.

Ist dagegen, um zum associativen Gesetze überzugehen, 
Sa = ...^sxie.

so folgt nachstehende Reihe von Produkten
SßSy = ... (xsXi^ Sa$s=... (^xsxk.^

Sa (sgs,) = . .. (SaSß) Sy = ... (xsXik

und daraus der verlangte Satz.
Lehrsatz II. Bei der Multiplikation von Substitutionen ist 

eine Zusammenfassung der Faktoren in Unterprodukte ohne 
Änderung der Faktorenfolge gestattet. Eine Vertauschung 
der Faktoren liefert dagegen im allgemeinen verschiedene 
Resultate; erlaubt ist dieselbe, wenn die Faktoren keine ge­
meinsamen Elemente besitzen.

§ 28. Diejenigen Substitutionen
G) s,=1, Sa, Ss, ... sa, ... sr,

welche eine gegebene Funktion p(x,x,...R,) ungeändert lassen, bil­
den nach den vorstehenden Entwicklungen in der Hinsicht eine in sich 
geschlossene Gruppe, dass sich ihre Gesamtheit durch Multiplikation 
der einzelnen zugehörigen Substitutionen untereinander nicht ändert.
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Mit diesem Namen einer Gruppe* soll stets ein Komplex von 
Substitutionen bezeichnet werden, welcher die gegebene charakteristische 
Eigenschaft der Reproduktion des Komplexes durch Multiplikation sei­
ner Individuen besitzt. Die Anzahl der Elemente, um die es sich 
handelt, heisst der Grad der Gruppe. Es ist aber nicht nötig, dass 
alle Elemente auch wirklich in die Cyklen der Substitutionen eingehen.
So bilden S, 1, s, — (x, X2) (X3 aa)
eine Gruppe, denn man hat s,.S,=S.s,=s,; s,.S,—s,=1; diese 
Gruppe ist vom Grade 4, falls nur die Elemente x., x,, x,, x, der 
Betrachtung zu Grunde liegen. In weiterem Sinne kann aber diese
Gruppe auch als solche von sechs Elementen x,, 
allenfalls s, durch 9, - a,) (,2, .. X gelten, wo dann

ersetzt werden könnte. Der Grad der Gruppe wäre dann gleich sechs.
Die Anzahl der Substitutionen einer Gruppe heisse ihre Ordnung; 

wie bereits oben gesagt, werde sie künftig stets mit dem Buchstaben r 
bezeichnet.

Der Komplex sämtlicher Substitutionen, welche den Wert von 
p(a,,...Rn) nicht ändern, heisse die zur Funktion p gehörige 
Substitutionengruppe oder kürzer die Gruppe von o. Der Grad 
derselben drückt die Anzahl der den Betrachtungen unterworfenen 
Grössen 2, ... xn aus; die Ordnung der Gruppe giebt die Anzahl 
aller Substitutionen an, welche die Funktion p nicht ändern.

Sind die vier Elemente a1, X, 7 Ks 7 x4 gegeben, und ist
9 = X1X2 —X334,

so ist der Grad der zu 9 gehörigen Gruppe gleich 4; ihre Ordnung 
ist, wie sich in § 25 zeigte, gleich 8.

Für die fünf Elemente 1, a,, ... wird dasselbe 9 eine Gruppe 
vom Grade 5 und von der Ordnung 8 besitzen; sie ist mit der aus 
§ 25 identisch.

Für die sechs Elemente ,, X2, ... Xe wird dasselbe p eine Gruppe 
vom Grade .6 besitzen. Zu der obigen Gruppe kommen hier noch alle 
diejenigen Substitutionen hinzu, welche x, und x unter einander ver­
tauschen, also zu den obigen acht noch folgende acht neue Substitu­
tionen

* Cauchy, welcher in den Exercices d’analyse et de physique mathematique 
die erste systematische Darstellung der Substitutionentheorie gab, gebraucht den 
Ausdruck „System konjugierter Substitutionen“. Denselben behält Serret 
in seiner Algebra bei. Durch Galois ist die kürzere Bezeichnung „Gruppe“ 
eingeführt.
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s,= (3,6), s,0=(3,K2)(2,06), $,1= (a,«2)(,06), S12~ (^1^2) (^3^4)
S,3 = (a, a3 32 34) (as ag) 7 S, - (a 3422 3g) (as 36) , S,6 = (a, 3s) («, a2) («s 6),

s,6=(q,22)(«2%a) (,26).
Die Ordnung der jetzt zu 9 gehörigen Gruppe ist also 8.2=16.

Es ist leicht zu sehen, dass, wenn man p als von n>4 Elemen­
ten abhängig ansieht, die Ordnung der zugehörigen Gruppe 8 . (n —- 4)! 
wird, und dass die Gruppe selbst erhalten wird, indem man die acht 
Substitutionen aus § 25 mit allen Substitutionen der Elemente X5, X6, 
... xn multipliziert.

§29. Wir wollen, um den vollkommenen Zusammenhang zwischen 
mehrwertigen Funktionen und Substitutionengruppen nachzuweisen, jetzt 
äusser dem bereits gefundenen

Lehrsatz III. Für jede ein- oder mehrwertige Funktion 
giebt es eine Gruppe von Substitutionen, deren Anwendung 
auf die Funktion den Ausdruck derselben nicht ändert —

auch den umgekehrten Satz anführen und beweisen:
Lehrsatz IV. Für jede Gruppe von Substitutionen giebt 

es Funktionen’ die für alle Substitutionen der Gruppe und 
auch nur für diese ungeändert bleiben.

Zuerst wollen wir eine Funktion der n von einander unabhängigen 
Grössen x1, X2, ... xn aufstellen, welche so viele verschiedene Werte 
haben soll, als überhaupt möglich sind, nämlich n!; 9 soll also unter 
dem Einflüsse jeder von der Einheit verschiedenen Substitution eine 
W ertabänderung erfahren.

Wir bilden mit n + 1 beliebigen, von einander verschiedenen will­
kürlichen Konstanten a0, ,, ...an den linearen Ausdruck

9 = &o — &, X, — C, X, — ... — «nXn.
Gäben die beiden Substitutionen sa—... {xsxit..^ ... und sg= ...
bei ihrer Anwendung auf 9 denselben Wert, so wäre

0 = Psa Psg= &, (a,, &,) 4* &, (G4 3,,) H- • • •
Ordnet man diesen Ausdruck nach den x, so erhalte man 

0 = («,, — «x,) 3, + («, — «,,) 32+..., 
wo t, x so bestimmt sind, dass A=li, u= Xk, für jedes R, = 1,2,... n 
wird. Wegen der Unabhängigkeit der x von einander folgt, dass alle 
Klammern einzeln verschwinden müssen, also wegen der Willkürlich» 
keit der &, dass

L2=X2, folglich 1,=A=%*2 und 1;,= K=%*2, 
also ..22 = ka und •=l
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sein muss, so dass sa mit sg identisch wird. Nur in diesem Falle, 
d. h. wenn sie identisch sind, können zwei Substitutionen in ihrer An- 
Wendung auf P denselben Wert hervorrufen; p hat demnach n\ Werte.

§ 30. Ist nun eine Substitutionengruppe Gr mit den Substitutionen 
s,=1, S2, Ss, ... Sa7 ... Sr

gegeben, was wir symbolisch durch die Gleichung ausdrücken wollen: 
Gr = [s, , S2 , S3,... Sa,... Sr] ,

so bilden wir die n\-wertige lineare Funktion mit (n—1) Parametern
9 = Co + «, ++«4+...+ anxni

wenden auf dieselbe alle Substitutionen von G- an und bezeichnen die 
Resultate dieser Operationen durch die an p gesetzten Indices 1, s,, 
... sr 9,5 91, Ps,1 Ps,1 ••• Ps,;
dann wird das Produkt derselben

•=®,. (pSr
eine der Funktionen sein, zu denen die Substitutionengruppe G ge­
hört. Um dies nachzuweisen, muss gezeigt werden, 1) dass O für 
jede Substitution o von G ungeändert bleibt; 2) dass © für jede Sub­
stitution T, die nicht in G vorkommt, seinen Wert ändert. Was den 
ersten Punkt angeht, so hat man

Po = <ßsL o • 9s, CS • o • • • CS ;
gemäss der Definition einer Gruppe sind s,=, s,, S,0, ... srG wie­
der in G enthalten. Diese Produkte sind aber auch sämtlich von ein­
ander verschieden; denn würden sa<3 und Sg6 auf p angewendet, den- 
delben Effekt haben, so würde dies auch schon bei sa und Ss der Fall 
und sa = Sß sein. Also sind die Substitutionen

0, S,, s,0 ...sr6 mit den 1, s2, s3, ...sr
bis auf die Reihenfolge identisch und daher ebenso die Funktionen

(Pcs^ ... (p3ra mit den •,,961...P6,,
und es ist demnach auch, wie behauptet wurde,

®,=0.
Was den zweiten Teil des Beweises angeht, so ist wegen der n!-Wer- 
tigkeit von 9 der Wert Q, von allen Faktoren 9., cpS2) ... <pSr ver­
schieden, und zwar ist diese Verschiedenheit eine derartige, dass nicht 
etwa 9, gleich dem Produkte aus cpSa und einer Konstante ca sein, und 
dann in 9.9s198 ■. ’ — cx . c2 >c3 ... •91. • • •
wegen
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gleichwohl das Produkt
C C2 Ca • • • 1 

d,=d
sein kann. Denn wegen der Willkürlichkeit der Wahl von &o würde

Co 1 C1 Ct, T C2 Ct f ' * F Ci (Co T C1 Ci, T 2 Ci T ■ * V
sofort .

C; = l

sich ergeben, und daher die unmögliche Gleichung (pt = cpsa.
§ 31. In vielen Fällen ist die Berechnung von 9 unthunlich, da 

bei einigermassen grossem r die Multiplikationen nicht zu bewältigen 
sind. Man kann aber eine andere Bildungsart angeben, bei welcher 
das Produkt durch eine Summe ersetzt wird und jede Rechnungs­
schwierigkeit in Wegfall kommt.

Zuerst nehmen wir statt der linearen Funktion 9 als Grundlage 
weiterer Bildungen folgende Funktion an

Rn) = x,% x,%2 • • • ^«“”5
die 2, .. an sind hier wiederum willkürliche Konstanten, und aus 
ihrer und der X2 Unabhängigkeit folgt, dass eine n!-wertige Funk­
tion ist. Denn wäre •o = •,
also etwa identisch

x,Px,8 ... x„8= x,Vx,Y ... X„‘n,
so müsste, wenn ß2% wäre, die Gleichung für beliebig viele, also 
für mehr als ß,, Y1 Werte von X, bei unveränderten 2, X3, ... xn rich­
tig sein. Daraus folgt ß, = 71; dann hebt man und verfährt ebenso u. s. f.

Nun bilden wir, wenn die Resultate der Substitutionen von Gr 
auf 7 mit •sa) ••• %sr
bezeichnet werden, die Summe

F= •+*+1,+...+ i/j3r
und führen den Beweis für die Zusammengehörigkeit von ‘ und Gr 
genau so, wie im vorigen Paragraphen bei 9 und Gr.

Anmerkung. Man kann hier durch eine gewisse Voraussetzung 
über die a den w einige neue Eigenschaften aufprägen. Es möge aus

«, +C*-...+ Cia C,u
folgen, dass A=u ist und dass alle Summanden der linken Seite 
auch auf der rechten auftreten. Dieser Bedingung wird z. B. durch 
die Wahl
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«2>«n Ca>%+C2,*G4>a+«+0,...
speziell durch, die Annahmen

&,=0, «,—1, «,—2, «=4, a,=8, ...
genügt. Die hieraus hervorgehenden Eigenschaften werden im dritten 
Kapitel § 55 besprochen und benutzt werden.

Beispiel. Wir wenden jetzt die beiden angegebenen Methoden 
auf die bereits oben betrachtete Gruppe mit =4, ,—8 an:

G - [1, (a,C2), (2,24), (,32) («,32), (a,«,) (x,4,), (a,x,) (a,G,), (,2234), («,2,0923)].
Wir legen dabei zu Grunde (unter Benutzung des Symbols i=V- 1)

9=31-3—,—ix,; 3=x,°x,x32x,3;
dann ergeben sich folgende Rechnungen:

P = (31- ix, — 3g — ixa) (a, + ix, — Xa — ixa) (&, — —x,— ix^)
(a, + ix, 34 ixg) (X, + ixa &1 ix,) (x, + ix^ — x, — IX^(X3 + ix — X2 — ix^ (x^ + ix, — x,— ix^)

= [(a1 + iag — 33 — iaa) («, + ix, — Xa — ix^ + iag — &, — ix^)(X, —ix,—X4— ix3)]2
== {[(a, - «a)2 + (a, ~ ^)2] ~ «)2 + (a, - a,)2] } 3

•= ,3,2x48 + x,3,2x43 + a,x42a38 + G,cc,2x,8 + &,2,2x,3 + x,a,22,3,2/3 I ry ,2,3•4 •2 N1 I •3 •1 •2— (a, + 32) Gg2x,3 + («, + a2) x,2ag3 + + a,) q,2x,3 + (qs + X.^) x^x^= (a, + X^) (x3 + x,) . (x,2a22 + 3,23,2).
Keine der beiden Methoden liefert unmittelbar einfache Resultate; aber 
von 9 können wir sofort zu

I(a, “ «,)2 + ~ ^)2] [fe - 2,)2 + (a, ~ ^)2]
übergehen; von ? zu den beiden Funktionen

(x 4- x2) (x, — xa) und X, x, 4~ X3 x,,
von denen die letztere uns bereits bekannt ist. Aus der Form von W 
ist ersichtlich, dass bei veränderten Exponenten andere und andere 
Funktionen zum Vorschein kommen. So gehören alle

(x,“ 4- x,“) (x,“ 4- x,®), x^x^ 4- x^x^
zu G, und man erkennt aus den beiden Methoden allgemein, dass zu 
jeder Gruppe unendlich viele Funktionen gehören. Zu- bemerken ist 
aber, dass man nicht alle Funktionen auf diese Art erhält. So gehört

X1 X, 4- 3 X4 — (x X3 4- % x4)
zur Gruppe
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G=[1, (G, a2) (as aa) , (a, a3) («, a.) , (a, &) (00, a3)1 ,
ohne durch obige Methoden ableitbar zu sein.

§32. Wir nehmen jetzt die Elemente x 7 X, 5 ... R, als nicht 
von einander unabhängig an.

Lehrsatz V. Auch wenn beliebige Beziehungen zwischen 
den x bestehen, wobei nur die Gleichheit zweier oder meh­
rerer Elemente ausgeschlossen ist, kann man n!-wertige li­
neare Funktionen derselben aufstellen.*

* Vergl. G. Cantor: Clebsch Anm. V, 133.

Wir gehen mit den Bezeichnungen der ersten Hälfte des vorigen 
Paragraphen von der dort aufgestellten linearen Funktion

P=X—R,-«,K-...- nXn
und dem Produkte der Differenzen von Q,, Ps,, Ps,, ... Qs,, nämlich von 

n (Po — Pr)
y ! ( M ! — 1 )

aus, wo das Produkt über alle - ' Kombinationen der Werte

von p erstreckt ist. Man erhält ausgeschrieben
II (Pa p-) = II [&, (Ro, 3X,) ++ «, (Xo, - Gr) + • • • + (q, G,,)1 

und kann aus dem Produkte rechts diejenigen Faktoren aussondern, 
in denen der Koefficient von &, von selbst verschwindet; wir setzen

n (Po — cp^ = n (cp'u — p‘,) n' [&, (Go, —3,)+..+ &, (Gon — Grn)].
Hier sind die 9’ von & unabhängig, und der Strich am zweiten Pro­
duktzeichen bedeutet, dass die Faktorenbildung sich nur über gewisse 
Kombinationen 9 — Q, zu erstrecken habe. Wäre nun die linke Seite 
für jede Wahl der a gleich Null, so müsste es auch die rechte Seite 
sein. Nimmt man aber a2, &3, ... an beliebig und &, so an, dass für 
alle Faktoren des zweiten Produkts

&, (xo, n (Xo, — x,,) -- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
I ) _ ______ZT»•01 •1

ist, so schliesst man nur eine endliche Anzahl von Werten, weniger 
als n!, für &, aus, und dann bleibt unter dieser Beschränkung das 
zweite Produkt sicher von Null verschieden. Folglich muss für jede 
Wahl von a2, a3, ... an

II (p’u —9’,)= n" [«, (o, — R,) + , (Ro, — G,,) +... + an (Xo, — G,,)] 
Null sein. Man kann hier mit &, genau so verfahren, wie oben mit 
a1? und kommt schliesslich zu einem Produkte, welches nur Faktoren 
«n(Xo,—Rt,) enthält. Einer von diesen muss identisch Null sein; also 
wird in der zugehörigen Differenz Po—9, der Faktor jedes a?. Null 
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werden; die Substitutionen 6 und t sind also entweder identisch oder 
sie setzen zwar Elemente um, aber dieselben sind einander gleich. 
Beides ist ausgeschlossen. Mit einer Verallgemeinerung dieses Satzes 
werden wir uns später zu beschäftigen haben.

§ 33. Durch die Lehrsätze III) und IV) ist eine Klassifikation der 
ganzen Funktionen von n Veränderlichen begründet. Jede Funktion 
gehört einer Gruppe von Substitutionen zu, jeder Gruppe entspricht 
eine unendliche Anzahl von Funktionen. Diese Zugehörigkeit ist nicht 
das einzige Band, welches die Funktionen verbindet, die sämtlich 
für dieselben Substitutionen ungeändert bleiben: wir werden auch eine 
entsprechende charakteristische, algebraische Beziehung finden, die näm­
lich, dass jede Funktion, welche zu einer Gruppe G gehört, sich durch 
jede andere zu derselben Gruppe gehörige rational ausdrücken lässt.

Es würde daher eine fundamentale Aufgabe der Algebra sein, alle 
für n Elemente existierenden Gruppen aufzustellen. In solcher Allge­
meinheit bietet aber die Lösung unüberwundene Schwierigkeiten. Über 
die Existenz von Funktionen, welche eine gegebene Anzahl von Werten 
besitzen, wird in einem der nächsten Kapitel gesprochen werden; es 
wird sich zeigen, dass starke Einschränkungen in der Bildungsmög­
lichkeit von Gruppen zu konstatieren sind. So giebt es z. B. bei 7 
Elementen keine Funktion, welche 3, 4, 5, 6 Werte besitzt; und wir 
werden den Satz ableiten, dass eine Funktion von n Elementen, welche 
mehr als zweiwertig ist, mindestens n Werte besitzen wird, wenn 
n>4 ist, u. s. f.

Hier wollen wir uns nur mit der Konstruktion und den Eigen­
schaften der einfachsten und für unsere Zwecke wichtigsten Gruppen 
beschäftigen*

§ 34. Bekannt ist uns vor allem die Gruppe der Ordnung n!; 
sie gehört den symmetrischen Funktionen zu; sie umfasst alle Substi­
tutionen.

Wir haben im ersten Kapitel gesehen, dass jede Substitution aus 
Transpositionen zusammensetzbar ist. Enthält also eine Gruppe alle 
Transpositionen, so enthält sie alle überhaupt möglichen Substitutionen. 
Damit dies letztere stattfinde, reicht es aber auch schon aus, dass sie 
alle die Transpositionen in sich schliesse, welche ein bestimmtes Ele­
ment, z. B. 1 enthalten, also

(a,x2), (a,x3), (x,xa), ••• (x,xn).
* Vgl. Serret: Cours d’algebre suprieure II, § 416—429. Cauchy a. a. 0. 
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Denn jede andere Transposition ist, durch, diese n—1 darstellbar, da 
ja eine jede (xax3) aus drei anderen der obigen Reihe zusammensetz-

(Ga x;) - (a, CCa) (a, aa) (a, Xa),
(wobei man wieder erkennt, dass die Faktorenfolge keine willkürliche 
ist). Nennen wir die betrachtete Gruppe die symmetrische, so kön­
nen wir sagen:

Lehrsatz VI. Eine Gruppe von n Elementen a1, X2, ... xa^ 
... xn^ welche die n—1 Transpositionen

(x„x1), (Gax2) , ... (xaXu — i), (XaXa-+1), ... (xaXn^
enthält, ist mit der symmetrischen Gruppe der n Elemente 
identisch.

Zusatz. Eine Gruppe, welche die Transpositionen
(xaXs), (xaxv\ ... (XaX9)

enthält, umfasst alle Substitutionen der symmetrischen aus 
den Elementen xa^ Xs, Ry, ... .9 gebildeten Gruppe.

§ 35. Wir kennen ferner eine Gruppe, welche aus allen Sub­
stitutionen besteht, die sich durch eine gerade Anzahl von Trans­
positionen zusammensetzen lassen. Denn alle diese und nur sie lassen 
jede zweiwertige Funktion ungeändert, und daher bildet ihr Komplex 
eine Gruppe. Sie mag die alternierende heissen. Wir suchen ihre 
noch unbekannte Ordnung r zu bestimmen. Es seien

1) s,=1,s,s,.8,
alle Substitutionen der alternierenden Gruppe,

IT) s‘,, s‘,, s’a, ..s‘

alle Substitutionen, die nicht zu I) gehören, die also aus einer ungeraden 
Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt sind. Wir nehmen nun 
irgend eine Transposition ,z.B.= (a R2) und bilden die beiden Reihen

T) s,0, s,0, s,0, ... Sr6

IT) s‘,6, s'2g, s‘,0, ... s't6,
dann ist jede Substitution von I') aus einer ungeraden, jede von II') 
aus einer geraden Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt. Folg­
lich gehört jede Substitution aus I') zu II), jede aus II') zu I). Ferner 
ist saG \ s^G und s‘as‘,0; denn aus der Gleichheit würde folgen

Sa = sa (G.G^ (SaG) G = (s^ (?) G = sp .g}^ Sp
S'a =s'tt{G . (?) = (s1 a (?) G = (s'p G} G S1 p (G . G^ s‘ p,

da ja ,,0.0= (1 22) (X 22) = 1
Netto, Substitutionentheorie. 3



34 Erster Abschnitt. Theorie der Substitutionen und der ganzen Funktionen.

ist. Es muss also r<t und t<r also =t sein. I) und II) enthalten 
ferner sämtliche möglichen Substitutionen: folglich ist r-\-t = n\ und

r = 1 nl.
Es möge hier bemerkt werden, dass es äusser der alternierenden 

keine zweite Gruppe F der Ordnung 1n! giebt. Die zu F gehörige 
Funktion P bliebe nämlich nur für 1 n! Substitutionen ungeändert; 
sie besässe daher noch andere Werte. Wäre P, ein zweiter ihrer Werte, 
0 eine Substitution, welche P, in überführt und würde P für

III) r-1I,s,,,.s.J

ungeändert bleiben, dann müsste P, in p, übergeführt werden durch 
alle Substitutionen

IV) 6, s‘6, s‘,0, ••• $,0;
denn s‘2 lässt P ungeändert und 6 führt es in 9, über, also wird s')G 
ebenfalls in P, verwandeln. Alle Substitutionen s'aG der Reihe IV) 
sind von einander verschieden; denn aus s'aG = würde sa=s, fol­
gen; sie sind auch von den s'Y verschieden, denn diese haben auf 9, 
eine andere Wirkung als jene. Folglich erschöpfen III) und IV) alle 
Substitutionen, und P ist zweiwertig; denn es ist keine Substitution 
vorhanden, welche P in einen dritten Wert überführen könnte. Die 
zugehörige Gruppe ist also die alternierende.

Lehrsatz VII. Es giebt bei n Elementen nur eine Gruppe 
der Ordnung 2 n! Diese ist die alternierende; sie gehört zu 
den zweiwertigen Funktionen.

Wir können den hier ausgesprochenen Satz erweitern. Da der 
Beweis dem vorstehenden durchaus parallel läuft, so können wir ihn 
wohl übergehen. Der Satz lautet:

Lehrsatz VIII. Entweder gehören alle Substitutionen je­
der beliebigen Gruppe zur alternierenden, oder genau die 
Hälfte von allen.

Zusatz. DiejenigenSubstitutionen einer beliebigen Gruppe, 
welche zur alternierenden Gruppe gehören, bilden eine in je­
ner enthaltene Gruppe, deren Ordnung entweder gleich der 
der ursprünglichen oder, gleich der Hälfte derselben ist.

Die einfachsten, der alternierenden Gruppe angehörigen Substitu­
tionen enthalten drei Elemente. Sie werden aus zwei Transpositionen 
gebildet (Xaxy) (xyxa) = (xax,x,).

Wir bezeichnen (x,x,x, ... xm) als Cirkularsubstitutionen mter 
Ordnung. Dann folgt:
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Lehrsatz IX. Enthält eine Gruppe von n Elementen die 
1—2 Cirkularsubstitutionen

(G, 3, as), (x, R2 3,), ... (x, 3n),
so ist es die alternierende oder die symmetrische Gruppe.

Da man hat
(KaXgxy) = (x,G2Xa) (x,K2xy) (x,x22s) (a2,X, xa) (x,X xa) (x,x,x,)

(oy /y h )(h o y)(y n ry)\•1 •2 •C ) \•1 •2 "Y) \W1 •2 •Y J )
so folgt aus unserer Annahme, dass jede Cirkularsubstitution dritter 
Ordnung in der Gruppe vorkommt. Da ferner

(a,C,R3)(a,44K))=(a,K2)(*g04), (K,) (3,2,32) =(3,3) (323,), ... 
ist, so folgt aus dem Zwischenresultate, dass alle Substitutionen vor­
handen sind, die aus zwei, und folglich alle, die aus vier, sechs und 
jeder geraden Anzahl von Transpositionen gebildet sind. Damit ist 
der Satz bewiesen.

Es sei noch folgender Satz erwähnt, dessen Beweis keine Schwie­
rigkeiten machen wird und also übergangen werden kann:

Lehrsatz X. Enthält eine Gruppe alle Cirkularsubstitu­
tionen mter Ordnung, wobei m eine ungerade Zahl bedeutet, 
so enthält sie die alternierende Gruppe.

Endlich ist hier der Platz, ein Kennzeichen anzugeben, welches 
die Entscheidung darüber liefert, ob eine gegebene Substitution, in 
Cyklen ausgedrückt, der alternierenden Gruppe angehört oder nicht. 
Der Beweis wird auch hier nicht von nöten sein:

Lehrsatz XI. Enthält eine Substitution m Elemente in k 
Cyklen, so gehört sie zur alternierenden Gruppe oder nicht, 
je nachdem m — k gerade oder ungerade ist.

§ 36. Schon eine einzige Substitution giebt Veranlassung zur Bil­
dung einer Gruppe, indem man sie mit sich selbst multipliziert, oder 
ihre Potenzen bildet. Der Begriff der Potenz ist nach den Aus­
führungen von § 27 völlig bestimmt. Es ist

s"  sm- 1. s = s . s"—1 = s”—2 s2 = sa sm-a = s«. sP. sm—a-3 —
Die Ausführung des Potenzierens ergiebt sich gleichfalls aus dem Frü­
heren. Will man von einem Cyklus, und in gleicher Weise von einer 
Substitution, die zweite, dritte, vierte, ... cte Potenz nehmen; so schreibt 
man, um die neue Substitution zu bilden, hinter jedes vorhandene Ele­
ment das zweit-, dritt-, viert-, ... ate darauf folgende des betrachteten 
Cyklus. So erhält man aus (X x2 x3 x4x5 • • •) respektive (x,x,x...) bei 
der zweiten, (a,x427...) bei der dritten, (x,x,x9 ...) bei der vierten 

3*
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Potenz u. s. w. Dass bei diesem Vorgehen ein Cyklus in mehrere 
zerfallen kann, ist ersichtlich; es wird dies stets dann und nur dann 
geschehen, wenn die Anzahl der Elemente des Cyklus einen gemein­
samen Teiler > 1 mit dem Exponenten der Potenz besitzt; die Anzahl 
der zerfallenden Cyklen ist gleich dem Teiler. So wird

(x1K2X3%4XgX6)2 = (x,X3x5) (X, X4Re)
(,2444626)8 - (a,G,) ((,G6) (GaG6)
(a, «2 &8 «4 R,06) — (a, &, aa) (Gg &6 G,)rsr 5 -  (pmp.,•1 •2 •3 •4 •5 •6 / \•1 •6 •5 •4 •3 •2 / *

Ist m die Anzahl der Elemente des Cyklus, so wird seine 
mte, 2mte, 3mte, ... Potenz, aber keine andere gleich 1;

(x, X2 X32425X6)6 = (x,R,23X4X,xe)12 = ... =1.
Enthält eine Substitution mehrere Cyklen mit bez. m., m,, ...
Elementen, so ist die niedrigste Potenz derselben, welche gleich 1 
wird, diejenige, deren Exponent r das kleinste gemeinsame Vielfache 
von m, m2, m3, ... ist;

[(x,R233) (x4x,) (agx7)]6 = 1.
Dieser selbe Exponent r ist zugleich die Ordnungszahl für die aus 
der Substitution durch Potenzierung gebildete Gruppe. Denn berech­
net man , ,

S, S, 8, ... S, s‘=1,
so wiederholen sich bei weiterer Fortsetzung die Glieder in derselben 
Reihenfolges”+1=s, s*+2=s2, s‘+3—s, ... s2r~ 1—s1, s2r—s=1
und die niedergeschriebenen Potenzen von s1 bis s‘ sind von einander 
verschieden, da aus

s2 = s2 +" = s2. s" (2 + u < r)
folgen würde, was gegen die Voraussetzungen verstösst:

8'" = 1 (u < r).
Jetzt ergiebt sich auch die Definition von Potenzen mit negativen 

Exponenten. Wir setzen
s—*=s-*=s2r-*=. ..,

so dass man erhält
s*s*= 1;

es hebt daher s” die Wirkung von s* auf. Die negativen Potenzen 
werden wie die positiven gebildet, nur dass man je nach dem Expo­
nenten -—1, —2, — 3, ... jedesmal ein, zwei, drei Glieder rückwärts 
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im Cyklus geht. Das letzte Glied des Cyklus gilt dabei als das dem 
ersten vorhergehende.

Es mag bemerkt werden, dass (st)—1=t—ls—1 ist; denn es wird 
(st)1.(st)= 1, und daraus folgt durch rechtsseitige Multiplikation zuerst 
mit t-1, dann mit s—1 die aufgestellte Gleichung.

Die einfachste zu dem Cyklus s=(xx,...xn) und seinen Potenzen 
gehörige Funktion ist

• = 2,322 ++ G23s2 xm— 1Xm2 + &ma,2.
§ 37. Sind zwei Substitutionen sa^ Ss gegeben, und soll man die 

Gruppe niedrigster Ordnung finden, welche Sa, ss enthält, so hat man 
nicht nur die Potenzen sa2, zu bilden und unter einander zu mul­
tiplizieren, sondern man muss alle Komplexe

1, sa2, Ss ; Sa s,"sa2; S^' S^'' Sa , Sa"sa2ss*; ...
aufstellen. Von den gefundenen Substitutionen behält man die von ein­
ander verschiedenen zurück und fährt hiermit so lange fort, bis alle bei 
einer Produktbildung von n Faktoren der Form Sa^ s^u entstehenden 
Substitutionen schon unter den früheren enthalten sind. Dann sind 
nämlich die vonm—1 Faktoren auf solche von höchstens m Faktoren 
reduzierbar und also auch schon unter den früheren enthalten. Die 
Gruppe ist demnach abgeschlossen.

Falls man s^Sa^ sas^1 hat, ist die Gruppe durch alle Sub­
stitutionen der Form s^s^1 erschöpft. Denn es wird

Ss Sa = ss • SaS^' —SaS^^, Ss Sa =Ss.Sass2=Sass8", ...
S^Sa =SaS(im^
SßmSa2 = SaSßm-u Sa = Sa2Sßm/l\
SßmSa3= Sa2Sßm^Sa - Sa3SßmS\ . . .
S^Sa^ SakSßm!l\

Infolgedessen kann jedes Produkt aus drei Faktoren auf ein solches von 
nur zweien reduziert werden:sa®s,®sa‘=s2+‘ss"-°, sp®sa®ss‘=se°s,+0-1°.
Damit ist der Lehrsatz bewiesen.

Es sei z. B.
s, = (x,x,3,*,xg), s,= (x,3,2,x,),

so wird
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Es giebt also in der Gruppe geringster Ordnung, welche s. und s, 
enthält, höchstens 5.4=20 Substitutionen. Um zu erkennen, ob es 
weniger giebt, nehmen wir an, es wäre

s a Q ß   sYs °1 °2 °1 °2 )
dann würde hieraus folgen s,“-‘=s,°-8.
Es giebt aber in der Reihe der Potenzen von s, nur eine, welche 
einer Potenz von s, gleich ist; dies ist die nullte. Also wird a—Y, 
d = ß sein müssen. Unsere Gruppe enthält wirklich 20 Substitutionen. 
Diese sind, wenn wir der Einfachheit halber nur die Indices aufschreiben: 

s,0—1, 52 = (2354), s/ = (25)(34), s23 = (2453),
s ,1 - (12345), s,s, = (1325), s,s,2 = (15) (24), s,s,2 = (1435),
s ,2 = (13524), s,2s, = (1534), s,3s,2 - (14) (23), s,2s,8 = (1254), 
S1S = (14253), s,38,=(1243),. S13s“2==(13)(45), s,3s,5=(1523), 
^ = (15432), sA = (1452), s,4s,2 = (12) (35), s,‘s," = (1342).

Ganz ähnlich gestaltet es sich z. B. auch für
S, = (a,X,%3%425*6x7), s2 = (x224X,37X5xe).

Im Falle, dass jedes s"Sa (u = 1,2, 3 ...) auf die Form 
sa"ss2 gebracht werden kann, ist die Gruppe geringster Ord­
nung, welche sa^ Ss enthält, durch die Substitutionen der 
Form Sa'S^ erschöpft. Denn wir können ähnlich wie oben jede 
Substitution s^'sar auf die Form bringen sazs/; dadurch ist der ge­
wünschte Beweis dann auf den obigen zurückgeführt.

Wenn ferner sg? die Potenz mit niedrigstem Exponenten aus der 
Reihe Ss, Ss2, ... ist, welche unter den Potenzen von sa vorkommt, so 
enthält die Gruppe q mal so viele Substitutionen, als die Ordnung k 
von sa beträgt. Denn zuerst kann man, wenn in sa”ss2 der Exponent 
2 grösser ist als q— 1, durch ein sa"ss" ersetzen, wo vKq—1 ist. 
Es giebt also höchstens q.k verschiedene Substitutionen s^s^-. Wenn 
ferner , ,, , ,,Sa "Ss = Ss (» V — Q 1)
wäre, dann würde, wenn wir A>v annehmen,

s/-" = sZ(2 — v < q — 1)
sein, also A=v, sein müssen. Es giebt also wirklich q. k ver­
schiedene Substitutionen. Man sieht leicht ein, dass q ein Teiler der 
Ordnung r von ist; denn man hat sp‘=1=se°.

Sind drei Substitutionen sa^ sY so beschaffen, dass 
für jedes u

s“ sa = sa° ss“, s," Sa — sa‘sg"s,9 , s,/" Ss = 
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wird, ist dann k die Ordnung von sa^ ferner die niedrigste 
Potenz von s,, welche =sa", endlich s/ die niedrigste Potenz 
von sY1 welche =sans^ wird, so hat die Gruppe niedrigster 
Ordnung, welche 5«, Sg, sy enthält, die Ordnung kqt und ihre 
Substitutionen sind durch die Werte von

u=0, 1, ...q— 1; 5—0, 1,... t— 1) 
ausgedrückt. Der Beweis hiervon ist einfach und schliesst sich dem 
obigen so genau an, dass wir ihn übergehen können.

§ 38. In die Kategorie dieser Sätze gehört auch der folgende: 
Sind , , .

G --  [ 1 ? S2 , Ss 1 • • • S, 7
zwei Gruppen von Substitutionen, zwischen denen die Be­
ziehung besteht Sats — tyS8,
wie man ß auch wählen möge, haben G, H überdies äus­
ser der Einheit keine Substitution gemeinsam haben, so bil­
den alle

Sat^ oder alle tßSa (a=1,2,...r; ß=1,2,...1)
eine Gruppe der Ordnung r.r, welche G und H als „Unter- 
gruppen“ enthält.

satp ■ s„to — (tas,) tö = sas, ■ t;ta = s, ty
ist, so bilden die sat^ eine Gruppe von höchstens r.r Substitutionen. 

Wir zeigen ferner, dass alle diese von einander verschieden sind.
Wäre etwa o ± ,Sc’s = Syt,
so folgte daraus ] 1Py )
indem man beide Seiten der darüberstehenden Gleichung links mit 
Sy1 und rechts mit t—1 multipliziert. Nun ist sylsa eine Substitu­
tion von G; diese wäre gleich einer Substitution von H; also 
sind beide Produkte = 1:

Sy‘sa=1, totsl=1, 
S = Sy, to —

Daraus folgt, dass die Ordnung der neuen Gruppe —r.r ist. Wir 
bezeichnen sie durch das Symbol

K—(G, H}.
§ 39. Für die späteren Entwickelungen ist mehrfach eine Gruppe 

notwendig, deren Ordnung die Potenz einer Primzahl p wird. Ihre 
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Existenz und ihre Natur wird durch den Beweis des folgenden Satzes 
erkannt:

Lehrsatz XII. Bezeichnet 7V die höchste das Produkt 
n!=1.2.3...n teilende Potenz der Primzahl p, so giebt es 
eine Gruppe des Grades n und der Ordnung p^.

Zuerst sei n<p2, also n = ap-[-b (a,b<p); dann sind von den 
Zahlen 1, 2, 3,...n nur die Zahlen p} 2p, 3p, ...ap jede durch die 
erste Potenz von p teilbar, also ist f=a. Wir heben aus den n Ele­
menten a Systeme von je p Elementen heraus und bilden aus jedem 
System einen Cyklus, nämlich

Q   ( s 1 np 1 sp 1 syl. c   (.2,, 2 sy 2 • Q   ( n C) — \1 •2 •3 • • • •P )) ö2 — \1 •2 • • • •P )) • • • öa — \1 •2 • • • •D )
(wobei die oberen Indices natürlich keine Potenzbezeichnungen sind), 
und die Gruppe, welche aus diesen gebildet ist, nämlich

G, = [s, , s,2, ...S, s,2, • • • sa2, ...]= (s,,82,..Sa} '
wird die verlangte sein. Denn jedes bildet durch seine Potenzen 
eine Untergruppe der Ordnung p. Da keine dieser a Untergruppen 
mit der anderen ein Element gemeinsam hat, so ist nach Lehrsatz II) 

s2‘s,° =
und so kann jede mögliche zu G gehörige Kombination von Substi­
tutionen s,“, s/, ... auf die Form

s,"s,Ps,‘ ‘ • '^a (a,B,v,...v=0, 1; 2, ■ - • P
gebracht werden. G. hat also höchstens pa Substitutionen. Es hat 
aber auch wirklich so viele, da alle jene pa von einander verschieden 
sind. Denn aus s,“s,8s,‘ • • • sa‘ = s,“ s,8 s,1 • • • ^a'
würde folgen^ra'‘ s,®—s,®-0- . s.‘s,‘s1" ... s,-‘s,-8 = ..,
also, da S, mit s2, s,, ... keine Elemente gemein hat, c—c u. s. w.

Wird aber so erhält man f=P~\- 1, da die in der Folge
1, 2, 3, ...p2 die durch p teilbaren Zahlen p, 2p, 3p, ... {p— 1)p, pp 
sind. Wir bilden jetzt wie oben

* Die geschweifte Klammer soll sich bei der Gruppenbezeichnung dadurch 
von der eckigen unterscheiden, dass die angedeutete Gruppe die niedrigste ist, 
welche die in die geschweifte Klammer aufgenommenen Substitutionen enthält. 
Die geschweifte Klammer braucht also nicht alle r Substitutionen der Gruppe ein­
zuschliessen, was. bei der eckigen Klammer stets der Fall ist,’sondern nur kon­
stituierende Substitutionen. Letztere können auf vielerlei Arten gewählt wer­
den. Vergl. auch die Bezeichnung am Schlüsse des vorigen Paragraphen.



Zweites Kapitel. Mehrwertige Funktionen und Substitutionengruppen. 41

S1, 21 S3 » • • ’ spi
ferner aber noch, die Substitution Sp+1, welche alle p2 Elemente ent-
hält , . - - (,1/2/3 p,e1,2 p.1 p -7’ p\p - 1 ’ \‘1 "1 •1 • • • N1 •2 •2 • • • •2 •3 • • • •3 • • • pi /•
Dann wird Ga {S1, S,...Sp, Sp+1
die verlangte Gruppe sein. Denn zuerst sieht man, dass
S1 Sp+1 — Sp+1 S2, 
s,2 $,-1 = s, +1 s,21 ,2, i 2 = Q i 2,2 °1 °P-1 —°P1 °3 ) 
s, 2 s, + 1" =s, 1" s, + 12,

• • • Sa Sp +1 FSp—1 Sc—1, ... Sa2sp+1 =Sp+1 Sa+12, 
.. sa28,1 =S+12sa+22, 
■ • • sa2 s, + 1" = s, + 1" su + a'i

. . . Sp Sp1 — Sp — i S1 , 

... s,2s,+1 =$,+1 s,2, ,2, l 2 _ Q I 2 Q 2• • . Op öp - 1 — Pp - 1 02)
... Sp^Sp  1" = Sp + 1“Sp'

wird. Demnach kann man alle aus den s,, S,, ... Sp+1 gebildeten
Substitutionen ganz so, wie es bereits in § 37 geschah, auf die Form

V VS3Z • • • SpcSp + P (%,8,%,*=0,1,2,p—1)
bringen; hier muss aber gezeigt werden, dass s,+1 auch nur bis zur 
Potenz %=p— 1 genommen zu werden braucht. Es ist

Sp+P = (x,1xg1xg1 . . . x,1) (x,2x,2. .. Xp2) ... (pc^x/.. . Xpp) =s,s...sp, 
q , __ q a Q a Q a.Pp-1 — P1 2 • • • Op )

folglich kann, wenn n^>p wäre, die höchste in Sp^^ enthaltene Potenz 
von Sp +1P herausgenommen, nach der letzten Formel durch Potenzen 
von S,, S2, ...Sp ersetzt, und diese können an den gebührenden Stellen 
untergebracht werden.

Es fragt sich endlich nur noch, ob die entstehenden pP+r = p^' 
Substitutionen alle von einander verschieden sind. Wären zwei ein­
ander gleich

S2P...Spsp+16=s,"s,8...sp°sp+1‘,
so würde folgen

s,+1-6 = s^—^s/'-i1... spö'~s.
Hier ruft die rechte Seite keine Änderung der oberen Indices bei den 
az" hervor; die linke thut es, wenn nicht 8=8 ist; somit u. s. w.

Ist n >p2, aber n < p\ also n = ap2 + bp +c< p), so wählt 
man aus den n Elementen X)!1 beliebige a Systeme von je p2 Elemen­
ten und b beliebige andere von je p Elementen, bildet aus den ersteren 
a Gruppen G2, aus den letzteren b Gruppen G,. Die Vereinigung 
dieser a + b Gruppen liefert die Gruppe G3, welche den Forderungen 
entspricht. Denn das Produkt der Zahlen
(a-1)p*+1, (a-1)p+2,...(a-1)p+p,..(a-1)p2+p (a<p) 
ist eben nur dürch dieselbe Potenz von p teilbar, wie dasjenige von

1, 2, ...p, ...p2.
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Ist dagegen n=p8, so kommt für
(p — 1)p2 4-1, (p — 1)p” 4-2, ... (p - 1)p” +p, (p — 1)p” +p*=p® 

wegen des letzten Gliedes eine neue Einheit zum Exponenten hinzu, 
so dass in diesem Falle die Multiplikation der p Teilgruppen G, nicht 
genügt. Hier nimmt man dann, genau wie bei n=p2^ noch eine Sub­
stitution s hinzu, welche in einem einzigen Cyklus allep.p2 Elemente 
vereinigt und deren pte Potenz in die p Substitutionen zerfällt, welche 
dem Sp+1 entsprechen; dann kann man ebenso wie in jenem Falle 
zeigen, dass die neue Gruppe G3 allen Forderungen genügt. Zugleich 
wird ersichtlich, dass die angewendeten Schlüsse und Sätze allgemein 
giltig sind, und damit ist das aufgestellte Theorem bewiesen.

§40. Da alle Gruppen G1, G2, G3, ... in die Bildung jeder hö­
heren Gruppe G eingehen, so erkennen wir:

Zusatz. Ist pf die höchste Potenz der Primzahl p^ welche 
nl teilt, so kann man eine Reihe von Gruppen

1, G,, G,, G,, ... Ga, G,+1, ... G-f
von n Elementen, aufstellen, welche bez. die Ordnungen

1, P, p2, P3, --p\ ‘-Pf
besitzen. Jede Gruppe G2 (A < f) ist in der darauf folgenden 
G2+1 enthalten.

Drittes Kapitel.
Die verschiedenen Werte einer mehrwertigen Funktion und 

ihre algebraischen Beziehungen zu einander.
§41. Wir haben im vorigen Kapitel gezeigt, dass jeder Funktion 

der n Veränderlichen 1, x,, ... x, eine Substitutionengruppe zugehört, 
und dass umgekehrt jeder Gruppe unendlich viele Funktionen der Ver­
änderlichen entsprechen. Die Untersuchung des Zusammenhanges, der 
zwischen verschiedenen zu derselben Gruppe gehörigen Funktionen 
besteht, wird später durchgeführt werden; zuerst liegt es uns ob, den 
Zusammenhang, der zwischen den einzelnen Werten einer mehrwertigen 
Funktion etwa vorhanden ist, und die algebraischen Beziehungen die­
ser Werte zu einander klarzulegen.

Wenn 99 (x, , x, , • • • xn) keine symmetrische Funktion ist, oder mit 
anderen Worten, wenn die Substitutionen S,=1, S,, sa,...sr der Gruppe 
G, die zu p gehört, nicht alle möglichen n\ Substitutionen erschöpfen
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(r<n!), so nimmt 9? unter der Wirkung irgend einer der übrigen Sub­
stitutionen , einen neuen Wert 9, = 9, an.

Wir bilden jetzt eine Tabelle, deren erste Zeile aus den sämt­
lichen Substitutionen der Gruppe G bestehen möge:

s,—1,S2,s,,S,; G; ®,
Die zweite Zeile werde aus dieser durch rechtsseitige Multiplikation 
aller Substitutionen S2 mit , erhalten. Es entsteht

62, S,62, S,62, s,02; G.62; P2.
Dann folgt [vergl. zweites Kapitel § 35] 1) dass alle Substitutionen 
dieser Zeile P. in P2 überführen; denn es ist 9s0,= 90,, da 9s=9 
ist; 2) dass nur die Substitutionen dieser Zeile 9. in 9, umwandeln; 
denn ist T eine Substitution, welche dies vollbringt, so wird

P+0,-I = Po,0, 1 = P
werden, also lässt t,1 die Funktion P. ungeändert; daher ist t,1 
= S2 und t=(t,1),=S,,, was zu beweisen war; 3) dass alle Sub­
stitutionen dieser Zeile von einander verschieden sind; denn aus S,0, 
= S,, würde folgen sa=Ss; 4) dass alle Substitutionen dieser Zeile 
von denen der ersten verschieden sind; denn aus sa0,=ss würde fol­
gen (52=Sa-lS^Sr

Erschöpfen die 2r Substitutionen su und so, der beiden Zeilen 
noch nicht alle möglichen n\ Substitutionen (r<n!), so giebt es 
eine neue Substitution 03, welche dann auch einen neuen Wert von 
P, Po,= 93 hervorruft, weil alle Substitutionen, die oder 9, her­
vorrufen, bereits in den ersten beiden Zeilen stehen. Die hierdurch 
bedingte dritte Zeile unserer Tabelle

0s, S26s, s,63, ••• S,0s; G.0,; Ta
hat wieder die soeben erwähnten vier Eigenschaften: sie enthält nur 
solche und auch alle diejenigen Substitutionen, welche p in P, um­
ändern; sie enthält nur unter sich und gegen die der früheren Zeilen 
verschiedene Substitutionen. Sollten durch diese 3r Substitutionen noch 
nicht alle möglichen n\ erschöpft sein, so fährt man in gleicher Weise 
fort, bis alle n! Substitutionen in den Zeilen von je r Substitutionen 
untergebracht sind.

Solchen Tabellenbildungen werden wir häufiger begegnen; es wer­
den dabei stets die Eigenschaften auftreten: 1) alle Substitutionen 
einerZeile besitzen eine besondere Eigentümlichkeit; 2) nur die Substitu­
tionen dieser Zeile besitzen diese Eigentümlichkeit; 3) sie sind sämt­
lich von einander verschieden; und mitunter tritt auch die vierte Eigen­
schaft auf: 4) sie sind von denen der übrigen Zeilen verschieden.
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Aus unseren Entwickelungen können wir nun die Schlüsse ziehen:
Lehrsatz I. Hat die mehrwertige Funktion 9 (x., x,, ... xn) 

im Ganzen 0 Werte 91, 9,, 93, ... 9,, und wird 9 in diese ein­
zelnen Werte durch die Anwendung gewisser Substitutionen 
z. B. 1 , 02, 03, ... 0, übergeführt; ist ferner G, die Gruppe von 
9=91, von der Ordnung r, und enthält G die Substitutionen 
S=1, S2, S3, ... S,, so kann man folgende Tabelle entwerfen:

Tl) s, — 1, S2, Ss, ••• Sr\ G,
92; 02, S,°2, S, 62, • • • s, 6,5 G i • 0,
Ps 5 0s, S, 03, ,63,... ,63; G • 0,
9e; 0o, S20, ? S300, • ■ ■ S,6c; G1 .60,

in der jede Substitutionenzeile alle diejenigen und nur die 
Substitutionen enthält, welche 9 in den der Zeile vorange­
schriebenen Wert von 9. umwandeln.

§ 42. Aus dem Umstande, dass alle Substitutionen dieser Ta­
belle von einander verschieden sind, und dass die o Reihen der Tabelle 
alle Substitutionen erschöpfen, ergeben sich folgende Sätze:

Lehrsatz II. Die Ordnung r einer Gruppe G von n Ele­
menten ist ein Teiler von n!

Lehrsatz III. Die Anzahl o der Werte einer ganzen Funk­
tion von n Elementen ist ein Teiler von n\

Lehrsatz IV. Das Produkt aus der Anzahl 0 der Werte 
einer ganzen Funktion von n Elementen in die Ordnung r 
der zugehörigen Gruppe ist gleich n\

Durch den dritten Lehrsatz wird die Existenzmöglichkeit mehr­
wertiger Funktionen eingeschränkt; so wird es unter den Funktionen 
von fünf Elementen keine sieben- und keine achtwertigen geben; doch 
auch hierbei sind die Grenzen noch zu weit gezogen, wie die im 
fünften Kapitel durchzuführende Untersuchung beweisen wird.

§43 . Die Ableitung der eben aufgestellten Sätze beruhte darauf, 
dass wir alle überhaupt möglichen Substitutionen durch Systeme von 
je r derselben S2u (Z = 1, 2, ... r; u=1,2,...0) erschöpfen konnten.

Dieselben Schlüsse sind aber auch in dem allgemeineren Falle 
anwendbar, dass alle Substitutionen der zu 9 gehörigen Gruppe Gr in 
der, zu einer anderen Funktion 7 gehörigen Gruppe H enthalten sind, 
dass also die Gruppe G ein Teil oder eine Untergruppe von Hist. 
Wir kommen von diesem allgemeinen Falle zu dem speziellen, im 
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§ 41 soeben behandelten zurück, indem wir die umfassendere Gruppe 
H als symmetrische Gruppe annehmen und von den dort gebrauchten 
Beweisen zu den hier notwendigen, indem wir lediglich statt der Worte 
„alle möglichen Substitutionen“ die Worte „alle r, Substitutionen von 
H« einsetzen. Man erkennt dann, dass alle Substitutionen von H 
durch eine Anzahl von Zeilen mit je r Substitutionen der Form Sz0u 
(2—1,2,3, ...r) erschöpft werden, und kommt zu den Sätzen:

Lehrsatz V. Sind alle r Substitutionen der Gruppe G un­
ter denen der Gruppe H von der Ordnung r enthalten, so ist 
r ein Teiler von r.

Lehrsatz VI. Sind zwei Funktionen • und v derselben n 
Elemente gegeben, und behält v für alle Substitutionen, 
welche o nicht ändern, gleichfalls seinen Wert bei, so ist 
die Anzahl o der Werte von • ein Vielfaches der Anzahl 01 
der Werte von v. Der Fall 0—01 ist dabei eingeschlossen.

Denn es ist
n\ n\0—1 0=,; 0:01—ri:r. 

' ‘ i
§ 44. Eine neue Erweiterung unserer Betrachtungen würde darin 

bestehen, dass die Gruppen Gr und H in einigen Substitutionen über­
einstimmen. Dieser Fall kann sofort auf den des vorigen Paragraphen 
zurückgeführt werden. Wir benutzen dazu folgenden Satz:

Lehrsatz VII. Die gemeinsamen Substitutionen zweier 
Gruppen bilden eine neue Gruppe, deren Ordnung dann ein 
Teiler der Ordnung jeder der beiden Gruppen wird.

Denn gehören 6, t sowohl Gr^ als Gr^ an, so wird auch 6.T so­
wohl Gr als (, angehören und sich also auch unter den gemeinsamen 
Substitutionen befinden. — Dasselbe lässt sich auch folgendermassen 
erkennen: Ist 9, eine zu G,, P, eine zu G2 gehörige Funktion, so bleibt 

v=aP +ß®a

bei beliebigen Konstanten a, ß nur dann für eine Substitution un- 
geändert, wenn sowohl P, als P, es bleiben, also nur für die den 
Gruppen G, und G, gemeinsamen Substitutionen. Diese gehören zur 
Funktion v und bilden daher eine Gruppe H.

Zusatz. Die Ordnung jeder Gruppe H, welche aus allen 
oder einem Teile der zwei Gruppen G1 und G2 angehörigen 
Substitutionen besteht, ist einem Teiler von r und r., gleich.
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§ 45. Wir beschäftigen uns jetzt mit der Gruppe, welche zu 
einem anderen Werte, z. B. 9, der Funktion gehört. Die Gruppe 
Gr = G1 von 9. enthalte

s, - 1, S2, S3, • • • Sr-
Es fragt sich, welche Substitutionen denjenigen Wert P, unge­

ändert lassen, der durch die Substitution o, aus 9. entsteht? Da o, 
durch 2 in P, = Po, übergeführt wird, so wird umgekehrt P, durch 
021 in P1 verwandelt. Wendet man also nach einander die Substitu­
tionen Ca-1, sa, , an, so geht 9, durch die erste Operation in P, 
über, die zweite lässt P, ungeändert und die dritte verwandelt p, 
rückwärts in Q,. Es bleibt also P, für jedes o,- 1sa6, ungeändert. 
Wir konstruieren daher die Zeile

0, s,6,=1, 62 1 S, 62, 0,-1 sg 0,, • • • 0, 1s, 0,
und zeigen, dass diese auch alle Substitutionen der angegebenen Eigen­
schaft enthält. Es sei r eine Substitution, welche P, nicht ändert, 
dann wird T,1 die Funktion 9, in 9. um wandeln; also ist

(92) 0, — 1 = (Po,)+0, —1 = —1 = P,
und daher 0,T,1 zur Gruppe G gehörig; wir dürfen es gleich sa 
setzen. Aus

021021= folgt T=6,-1(0,t6,-1)6, - 0,-1sa0,,
was zu beweisen war. Endlich erkennt man leicht, dass alle Substitu­
tionen der obigen Zeile von einander verschieden sind; denn

,1 Sa 0, — 1 Ss , ergiebt sa — sg.
Aus diesen drei Eigenschaften folgt, dass die Substitutionen dieser 
Zeile diejenige Gruppe bilden, welche zu 9, gehört; sie heisse G,. 
Die Gruppeneigenschaft lässt sich auch aus der formalen Bildung ab­
leiten, da ja

(0,-18,62) = G^Sa (0,021) S^G2 = G^SaS^G., 
ist; bilden nun, wie vorausgesetzt wurde, die Sa, ss, ... eine Gruppe, so 
findet dasselbe mit den neuen' Substitutionen statt.

Die durchgeführten Ableitungen gelten für alle anderen Werte 
9,, 94, ... Q, der Funktion 9; so gelangt man zum

Lehrsatz VIII. Sind P, 92, ... 9, die o Werte, welche die 
ganze o-wertige Funktion 9 annehmen kann, und gehören 
zu 91, 92, ... P, die Gruppen G,, G,, ... G,; entstehen ferner 
91, 9,, ... 9, aus 9 durch die Anwendung der Substitutionen 
ö1 = 1, g2, ... Gq^ so ist
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G, =[s,=1, S2, Sa, • • • s,] , 
G,=[0,1s,0,= 1, 62-18202, 02-18302, ••• 021s,02]—6gG1°2
G,=[6,1s,6,—1, 6,-1s,6,, 0,-1s,00, ... 01s,0,]=e1G6e

§ 46. Die beiden Funktionen P und unterscheiden sich von 
einander nur durch die Bezeichnung der in sie eingehenden Elemente 
2; wir nennen zwei Funktionen, welche in diesem Palle sind, einan­

der ähnlich oder von gleichem Typus. Deswegen müssen auch 
die beiden Gruppen G und G, gleicherweise einander ähnlich oder 
von gleichem Typus sein. Ist dies a priori klar, so kann man 
doch auch durch die Art der Ableitung von 0,-1sa6, aus sa dieselbe 
Eigentümlichkeit beweisen, ja sogar, dass nicht nur die beiden Grup­
pen G, und G17 sondern auch schon die beiden Substitutionen sa und 
und (3~xsaG2 einander ähnlich sind. Man nennt diese Art der Ab­
leitung Transformation-, 0,-1s,0, ist die Transformierte von sa 
durch 6,, und so auch G, die transformierte Gruppe von G 
durch 6,; wir werden sie auch gelegentlich, wie oben geschah, durch

G, = 0,- 1 G, ^2
bezeichnen. Wir beweisen jetzt die Ähnlichkeit von s und 01so. 
Bilden etwa x,, x,, ... xn einen Cyklus von s und enthält 6 die Ele­
mentfolgen x,&,, ... x„x,g, dann ist nach unserer ersten Schreib­
weise , XX2 ... xa .. •) 

‘ ” W, 34, ... Xia .
Nun wird o—1so das Element x,, durch x, und x, nach führen und 
die Folge x^ durch x,,x,, ersetzen; ebenso x233 durch x^x.^ u. s. f., 
und endlich xaxt durch x-^x.^. Der Cyklus (31, G2.. Ra) in s ist 
also durch den Cyklus (x,,x,, ... X;.) in 6-1so ersetzt worden; so geht 
jeder Cyklus von s in einen andern von gleicher Elementenzahl über, 
und dieser entsteht aus jenem, wenn man s gewissermassen als Funk­
tion auffasst und in dem Ausdrucke derselben die Substitution 6 
durchführt.

Wir sahen, dass die Funktion von vier Elementen 
P, =X,x, —2,34

drei Werte habe, und dass ihre Gruppe daher von der Ordnung

Die Substitution 0, — (x,x3), welche nicht in G1 enthalten ist,
liefert den Wert
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2=3- 24,
und 6= (Kg 4) den dritten, von P und P, verschiedenen Wett

3=G,34+K2Kg.
Man erhält durch Transformation mit 0,, 0, aus

G ' [1, (2,2), (2,21), (,22) (a,«4), (, a, 3,), (x,3a) (2,3,), («,24) (a238), (,3,0203)]
die beiden zu 9, bez. P3 gehörigen Gruppen

G, - 6,-1 G, 6, -[1 , (q,«3), (224), (a,2a) (2224), (,,020,), (G,G2) (3,3.), (G,3,)(a,2a),
Gs = 6s1Gs =

[ 1, (a 2,), (ag Zg), (a 2,) («, 23), («, Gs &,0C2), (a, x^) (x2 x^, (a, 2) (&, x^, 
(x,x,34x3)].

§ 47. Zusatz I. Transformiert man eine Substitutionen­
gruppe durch eine beliebige Substitution, so bilden die trans­
formierten Substitutionen wiederum eine Gruppe.

Zusatz II. Die beiden im allgemeinen von einander ver­
schiedenen Substitutionen sass und Sgs, sind einander ähn­
lich. Dehn es ist

SaS/i = S^-j 1 (szSa) $3.
Zusatz III. Es ist Sasssal die Transformierte von s, 

durch sa1.
Zusatz IV. Sind Sa, zwei Substitutionen, von denen die 

erste die Ordnung r besitzt, und die zweite so beschaffen 
ist, dass ihre qte Potenz, aber keine frühere unter den Po­
tenzen von Sa erscheint; ist ferner die Transformierte von 
Ss durch sa gleich einer Potenz von ss, so hat die niedrigste 
aus sa und s3 gebildete Gruppe die Ordnung q .r (vergl. zweites Kapitel $$ 37 u. 38).

Zusatz V. Alle Substitutionen, durch deren Transforma­
tion eine gegebene Substitution s in eine ihrer Potenzen s“ 
verwandelt wird, bilden eine Gruppe.

Zusatz VI. Alle Substitutionen, durch deren Transforma­
tion eine gegebene Gruppe in sich selbst verwandelt wird, 
bilden eine Gruppe.

Zusatz VII. Sind zwei Substitutionen oder zwei Gruppen 
einander ähnlich, so giebt es Substitutionen, welche die eine 
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in die andere transformieren. Bei Substitutionen findet man die 
Transformierende sehr einfach; bei Gruppen geht man am besten auf 
zwei zugehörige, ähnliche Funktionen über und erkennt auch dann 
leicht, wie die Transformierenden zu bilden sind.

Zusatz VIII. Zwei Potenzen s“, s? derselben Substitution 
sind einander dann und nur dann ähnlich, wenn a, ß densel­
ben grössten gemeinsamen Teiler mit der Ordnung von s 
besitzen.

§ 18. Mit Hilfe des soeben eingeführten Begriffes der Trans­
formation können wir zu folgendem Korollar der Sätze von § 43:

Zusatz IX. Enthält eine Gruppe eine Substitution der Prim­
zahlordnung p, so ist ihre Ordnung r ein Vielfaches von 
enthält eine Gruppe G eine Untergruppe von der Ordnung p®, 
wo p eine Primzahl bedeutet, so ist ihre Ordnung ein Viel­
faches von p" —

auch die Umkehrung beweisen, welche folgendermassen lautet:
Lehrsatz X. Ist die Ordnung r einer Gruppe G durch p", 

die Potenz einer Primzahl p teilbar, so enthält G Gruppen 
der Ordnung pu*

* Cauchy a. a. 0. p. 250 beweist diesen Satz für «=1. Herr L. Sylow 
gab die Verallgemeinerung Clebsch Ann. V, 584 — 594.

Netto. Substitutionentheorie.

Es sei q eine zur Gruppe G gehörige Funktion und eine zu 
der im zweiten Kapitel § 39 nachgewiesenen Gruppe H gehörige Funk­
tion, welche dieselben n Elemente wie G besitzt und als Ordnung die 
grösstmögliche in n\ enthaltene Potenz p-f der Primzahl p. Dann

n! n! .haben Q und respektive - und 0= - Werte; diese seien r pJ
P1) 21 931 • 92, ••• Pn!

mit den zugehörigen Gruppen
G,, G,, G,, • • • G,, • • • G,,

und +1, +2, +3, ... •u, ... +e 

und H,, ... H,, ...

Die G wie die H sind sämtlich die Transformierten eines beliebigen 
Gz respektive Hu; die G sind sämtlich von der Ordnung r, die H von 
der Ordnung pf. Wir suchen unter den Gruppen H1, H,, ... H, die­
jenige aus, welche möglichst viele Substitutionen mit G gemeinsam 
hat. Es sei dies Hv Ferner nennen wir K. die Gruppe, welche aus 
allen G und H gemeinsamen Substitutionen gebildet ist. Ihre Ord­
nung ist nach § 44 Zusatz ein Teiler von 7/; er heisse p^'. K, ist 

4
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dann die Gruppe einer Funktion ap-b, und unsere Annahme über 
H, führt zu der Einsicht, dass die Ordnung von nicht kleiner ist, 
als diejenige einer der Gruppen

welche zu den Funktionen
acp1-]-b^^ aPb3, ... ap-b,, ... ap-b,

gehören -und respektive die Ordnungen
pß, p, ... ... pl^ (<pß3)

besitzen mögen.
Wir betrachten jetzt sämtliche Werte von ap+b, nämlich

n!
•75

! \—-1,2,p=e);=1,2,.
n!ihre Anzahl ist r

n! 
p?i wir gehen von ap—b» aus und transfor­

mieren diesen Wert durch alle n\ Substitutionen. Die zu ap.—b, 
gehörige Gruppe K, hat die Ordnung p^} also ist die Anzahl der ver­
schiedenen Werte von welche durch Transformationen er­
langt werden können, gleich nl:p^.

Ist ~ so sind durch diese p-r erste Operation nicht alle

Werte von ap-bvu erschöpft. Es sei acp(} bil>r einer von den noch
nicht erhaltenen; dann gehört auch apo.o 1—bro 1=ap.-buc . 
zu diesen; denn könnte man von ap,—b» zu ihm durch irgend eine 
Transformation kommen, so würde die weitere Anwendung der Sub­
stitution G auch zu aq)(j-\-bil>t führen. Wir gehen nun von

• acp± + b^r(y 1 — aq. 7 bipm
mit der Gruppe Km der Ordnung p^m aus; die Transformation durch 
alle n\ Substitutionen liefert dann n! : neue unter sich und von den 
früheren verschiedene Werte.

T , , , n! , n! n! n!Ist auch noch p/92 20/2 r pf so gelten dieselben Schlüsse:

Es giebt eine neue Funktion aq,—bua, ebenso eine neue -{-bi^n 
=a®,—-ba2*— mit der Gruppe Kn von der Ordnung^« und in­
folgedessen nl:piSn neue durch Transformation aus ap—b, ableit­
bare Werte.

In dieser Weise wird man sämtliche — Werte, welche acp; r pf 1
+ b-^/Ll annehmen kann, endlich erlangen. Daher ist zu setzen
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n\ n\ n\ । n\ 4 n 
r pf p/ p^m p^n

und da B, grösser oder doch nicht kleiner als jedes der übrigen ß 
ist, so wird der erste Summand der rechten Seite der kleinste sein 
oder doch zu den kleinsten gehören; die Summe rechts ist daher ein 
Vielfaches des ersten Summanden

Die höchste Potenz von p, welche die linke Seite der letzten Glei­
chung teilt, ist die f+ß,te, folglich ist rechts r höchstens durch p^' 
teilbar. Da aber G von der Ordnung r die Gruppe K, von der Ord- 
dang p^1 enthält, so ist r auch mindestens durch p teilbar; folglich 
können wir r  pß,. t
setzen, wo t den Faktor p nicht mehr enthält.

Der Voraussetzung nach enthält r den Faktor p“; es ist daher « 
gleich oder kleiner als B,; im ersten Falle ist K, die durch den Lehr­
satz geforderte Gruppe, im zweiten Falle ist es eine Untergruppe von 
K,, deren Existenz im zweiten Kapitel § 40 nachgewiesen ist.

§ 49. Zu diesem Satze sind noch zwei Bemerkungen zu machen.
Die im Beweise des Lehrsatzes benutzte, im zweiten Kapitel § 39 

abgeleitete Gruppe H war vollkommen unabhängig von der im vorigen 
Paragraphen gerade betrachteten Gruppe G; trotzdem fand sich in H 
eine Untergruppe K,, welche mit der höchsten Untergruppe von G, 
die eine Primzahlpotenz p? zur Ordnung hatte, ihrem Typus nach 
übereinstimmte. Denkt man sich also irgend eine nur mögliche Gruppe 
der Ordnung p^' und nimmt diese für G, so folgt, dass H eine Unter­
gruppe desselben Typus besitzt. Daher ergiebt sich:

Zusatz I. Die im zweiten Kapitel §39 konstruierte Gruppe 
der Ordnung pf und des Grades n enthält in ihren Untergrup­
pen alle Typen von Gruppen der Ordnungen p“ (a<f).

Ist r—p®.p,“.p,G..., wop,p,p,...die verschiedenen Prim­
zahlen sind, welche r enthält, so giebt es in G Gruppen

r, r, r,, ...
der Ordnung p", P,", • • •

Bildet man eine Gruppe, welche alle diese I, I1, I2, ... enthält, 

4*
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so ist G' mindestens von der Ordnung r (Lehrsatz IX); G' ist ferner 
in G enthalten und daher gleich G. Also ist bewiesen:

Zusatz II. Eine Gruppe G der Ordnung r =pa.p“^ .
lässt sich aus je einer Untergruppe der Ordnung pa} p^^ 
p^^ ... zusammensetzen.

Weitere Folgerungen aus dem Lehrsätze X) werden später ab­
geleitet (§ 121). . (us)

§ 50. Bei der im fünften Paragraphen aufgestellten Tabelle 
musste natürlich jene vierte Eigentümlichkeit solcher Tabellen, auf 
welche früher aufmerksam gemacht wurde, wegfallen: es konnten die 
Substitutionen der einzelnen Zeilen nicht sämtlich von einander ver­
schieden sein. Denn jede Gruppe enthält ja die Substitution 1 und 
diese muss also o mal vorkommen. In dem Beispiele von § 46 kom­
men ferner die drei Substitutionen

(a, «2) («g a,) ) (a, «3) (a, G,) 1 (3, 3,) (^2 xa)
in jeder der drei Gruppen vor. Wir wollen allgemein untersuchen, 
wann es möglich ist, dass eine und dieselbe Substitution 
den zu sämtlichen einzelnen Werten P,, P,, P,, ... p, gehöri­
gen Gruppen G1, G2, ... G^ angehört. Es wird sich zeigen, dass 
das obige Beispiel einen beachtenswerten Ausnahmefall bildet, indem 
im allgemeinen äusser der Substitution 1 keine andere besteht, welche 
alle Werte einer Funktion ungeändert lässt.*

* L. Kronecker: Monatsber. d. Berl. Akacl. 1879, S. 208.

Wendet man auf die Reihe P,, P,, P3, ... P, eine beliebige Sub­
stitution a an, so erhält man

Po, Po,0, Po,0, ••• Po,o;
diese Werte werden, abgesehen von der Reihenfolge, mit den ersteren 
übereinstimmen. Denn cp^ ... sind alle überhaupt möglichen 
Werte und die eben erlangten sind sämtlich von einander verschieden. 
Die zu der letzteren Reihe gehörigen Gruppen

6—1G,6, 6-1G,6, 6—1G,6, ... —-1G,6
sind daher, abgesehen von der Reihenfolge, auch mit G,, G,, ... G„ 
identisch, d. h. die Gesamtheit von Gt, G^ ... Go ändert sich bei der 
Transformation durch eine ganz willkürliche Substitution 0 nicht. Be­
zeichnen wir nun mit H die Gruppe derjenigen Substitutionen, welche 
in G1, G2, ... Go gemeinsam vorkommen, so ist H auch die Gruppe 
derjenigen Substitutionen, welche in o1G,6, 6~1G2g^ ... g~1GI)g ge-
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meinsam Vorkommen. Diese letztere Gruppe ist natürlich auch durch 
o-1H ausgedrückt-, demgemäss ist

61H6=H,
d. h. die Gruppe H ändert sich nicht, wenn man sie auf irgend eine 
Weise transformiert; sie enthält also alle Substitutionen, die einer in 
ihr enthaltenen ähnlich sind.

Wir untersuchen nun zunächst die Natur einer so beschaffenen 
Gruppe H. Wir betrachten diejenigen Substitutionen von H, welche, 
abgesehen von der identischen Substitution 1, möglichst wenige Ele­
mente enthalten. Wir beweisen von diesen Substitutionen zuerst, dass 
in keinem ihrer Cyklen mehr als drei Elemente vorkommen können. 
Denn hätte man z. B. , xs = (21%223%4 .. •) ...,
so nehme man 6=(x,x,) und da 61 Ha — H ist, so wird auch

a~ 1s6 — (x,2,3,3, ...) ... =S,
in H vorkommen, s, unterscheidet sich dann von s nur in der Stel­
lung der beiden Elemente xg, x4. Daher wird das Produkt beider Sub­
stitutionen, welches natürlich auch in H auftritt, da H eine Gruppe ist, 

s • s, - (a, a, • • •) .. («,)
sicher das Element 3, nicht mehr enthalten, wohl aber die Folge x,; 
ohne also = 1 zu sein, hat es weniger Elemente als s, was der An­
nahme widerspricht. •

Zweitens beweisen wir, dass die Substitutionen von möglichst 
wenigen Elementen in H, falls der Grad n>4 ist, nicht mehr als 
einen Cyklus enthalten können. Denn sonst käme in H eine der Sub­
stitutionen vor
Sa=(a,32)(a,3,)..., s,=(a,2,)(023,%g).., s,—(,22) (3,3,46)-.

und dann auch die entsprechende durch a = (4x5) transformierte Sub­
stitution
s'a = (a, 2) (x, a,)..., s = (3, as) (3,3s 3,) ■ • •, s‘y= (a, % «a) (a a4 «6) 
folglich enthielte H auch das entsprechende Produkt

Sa 1s’ a — (aa • • •) (%) (x2) s, 1s — («,2) (3,36) (a3) • •. s, 1s‘y — M (42) (aca) (a,3,3g) • • •
welches, ohne gleich 1 zu sein, weniger Elemente enthält, als das 
ursprünglich vorhandene s. Auch dies ist nicht möglich.

Ist also n>4, so besteht H entweder aus der einzigen Substitu­
tion 1 oder es enthält H eine Substitution (Xux,) oder eine Substitu­
tion (xaXuC,).
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Im zweiten Falle enthält H mit (xux,) alle Transformierten die­
ser Transposition; es ist somit H die symmetrische Gruppe. Im dritten 
Falle enthält H mit (X2Xux,) alle Transformierten dieser Cirkular- 
Substitution dritter Ordnung; es ist also H die alternierende Gruppe 
(vergl. §§ 34, 35).

Von H gehen wir auf G zurück: Haben G1, G2> ... G, äusser 
der Einheit Substitutionen gemeinsam, so tritt der zweite oder der 
dritte Fall ein; 2/, welches in jedem G enthalten ist, umschliesst 
sicher die alternierende Gruppe, also ist auch G alternierend oder 
symmetrisch und 0=2 oder — 1.

Ist dagegen n = 4, so könnte äusser s, = 1 noch ein
s2 — («,32) (3gG4)

auftreten; hiermit zugleich müssten seine Transformierten, deren es 
nur zwei giebt,

s, (3, 38) (3,04) und 4= (3,0) («20s),
vorhanden sein. Weitere Substitutionen könnte H nicht enthalten, 
ohne alternierend oder symmetrisch zu werden. Man hätte also die 
Ausnahmegruppe TT

diese geht in der That bei allen nur möglichen Transformationen in 
sich selbst über. Will man von ihr auf Gruppen G zurückgehen, so 
folgt aus § 43 Lehrsatz V), dass die Ordnung von G ein Vielfaches 
der ‘Ordnung von H, also von 4 ist; aus Lehrsatz II) folgt, dass die 
Ordnung von G ein Teiler von 4! =24 ist, daher bleibt nur die Wahl 
zwischen den Zahlen 4, 8, 12, 24 als Ordnung von G. Die beiden 
letzten Zahlen führen auf die allgemeinen Fälle 0=2, 0 = 1. Der 
erste r=4 liefert H=G, 0=6 und z. B.

P, = (a, R2 ++ ^3 Ga) (x, + Ca a4) , Pa = (2, K2 ++ 3g 34) (a, 4 + &2 Ca) i
Pa = (3, ag + C, Ra) (x, 34 + a2 GCg) 1 P = (a, a3 ++ 32 «a) (a, &2 + as 24) ,
• = (x, G, + 32 «3) (a, 3, + Gs G4) ? 6 — (a, «4 + 2 «3) («, 23 + a2 34).

Der zweite r=8 liefert G als Vielfaches von H. Wir müssen 
also zu H noch Substitutionen hinzunehmen, um auf G zu kommen. 
Von der dritten Ordnung darf keine derselben sein, weil sonst r=12 
oder =24 werden würde. Nimmt man irgend eine andere Substitution, 
so erhält man die in § 46 angeführte Gruppe, welche unter die im 
§ 39 behandelten gehört. Für sie ist 0=3 und z. B.

^=^^4-^3^, v,=0,%+ 3234, •—204+KK
Lehrsatz XI. Ist n24, so giebt es äusser den symmetri­

schen und den alternierenden Funktionen keine anderen,
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deren sämtliche o Werte für ein und dieselbe Substitution 
(äusser für die identischen Substitution) ungeändert bleiben. 
Für n—4 bleiben alle Funktionen, die zu den Gruppen von

p=(a,2,—3,x,)—(2,2,-R,3,) oder von +=232 334 
gehören, für die Substitutionen der Gruppe• 7 XX

H=[1, (3,c2)(a,q)), (,38) (3202), («,0a) («2%g)]
ungeändert.

§ 51. Wir haben bisher den substitutionen-theoretischen Zusammen­
hang der o Werte einer o- wertigen Funktion untersucht; jetzt gehen 
wir zur Betrachtung des algebraischen Zusammenhanges dieser Werte 
über.

Wir sahen am Anfänge des vorigen Paragraphen, dass die Gesamt­
heit der Werte P, sich unter dem Einflüsse einer beliebigen
Substitution 6 bis auf die Reihenfolge nicht ändert. Alle symme­
trischen ganzen Funktionen von P1, 92, ... P, bleiben daher bei der 
Anwendung jeder beliebigen Substitution 6 ungeändert und sind folg­
lich nicht nur in den p, sondern auch in den 21, 2, symme­
trisch und daher durch die elementaren symmetrischen Funktionen C2 
der RXa rational und ganz ausdrückbar. Bilden wir alsoS (v.) —0+®+..+ — R, (, C21 • • • Cn)

S(9.92) —P9+PP3+ ••• =R2(C1, c2? ••• c«)
■ S(992 Pe)=®192P3 ...Pe —Re(C,,C2, Cn),

so sind die R die Koefficienten einer Gleichung, deren Wurzeln P, 
P,, ... P, werden.

Lehrsatz XII. Die 0 Werte P1, P2, ... Pe einer o-wertigen 
rationalen ganzen Funktion P sind die Wurzeln einer Glei­
chung oten Grades

qe—R,e—1+R,pe—2- ... ±R,=0,
deren Koefficienten rationale ganze Funktionen von den ele­
mentaren symmetrischen Funktionen c2,...Cn der Elemente 
X1, x,, ... xn sind.

§ 52. Beispielshalber suchen wir die Gleichung auf, deren Wur­
zeln die drei Werte%,= R,G, +R,G4, 1,= 2,3,+ 3,34, %3=2,K4+32s
sind, wobei X,, X,, 33, x4 die Wurzeln der Gleichung
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f (x) — x4 — c x3 —c22—c,x—c,—0
sein mögen. Zuerst findet man ganz unmittelbar•+P+®s=S (a,02) = Ca;
ferner wird nach Kapitel 1 § 10,92 + 9,®s + 9293= S (x,232323) = ac+ßccs + yc,2

Die Zahlenfaktoren &,ß,y ergeben sich durch numerische Bei­
spiele gleich —4,1,0

Pi P, —P93- P, 93 =c,c3— 4ca.
Endlich ist

P,92Ps — S (q,2822383) + G,322,34 S (^2)
= c12c4-4c2c4+c32.

Folglich erhält man als Ausdrucksform der gesuchten Gleichung
g (9) =q8—c92+ (c - 4c) cp - (c24—4c,c + c32) = 0.

Wir wollen die Diskriminante dieser Gleichung, respektive ihrer 
drei Wurzeln untersuchen. Hierbei gebrauchen wir nicht die fertigen 
früher aufgestellten Formeln, welche zu umständlichen Rechnungen 
führen würden, sondern wir bilden direkt

(a, - 3,) (a, - 3a), % — % — (a, “ a2) (as - a,), % - P= (a, - ag) (ag - 32),
und erhalten, wenn wir die Diskriminante der 9 mit z/^, diejenige der 
x mit 21 bezeichnen,

4, = (9 “ %)2 (•2 - %)2 (9s - 1)2— (x1 — x2)2 (x, — x,)2 (x, — x^ (x^ — x3)2 (x, — x,)2 (a, — x^ — 2.
Wir erkennen hierdurch nebenbei, dass die Diskriminante einer 

Gleichung vierten Grades f(x)=0 auch als Diskriminante einer Glei­
chung dritten Grades gebildet werden kann. Wichtiger ist, dass der 
erlangte Spezialsatz sich nach einer anderen Seite hin erweitern lässt. 
Diese Erweiterung suchen wir auf.

§ 53. Wir legen unseren Betrachtungen die Tabelle aus § 41 
zu Grunde. Isto nicht einwertig, so enthält die erste Zeile der Tabelle, 
d. h. die zu 9, gehörige Gruppe Gr nicht alle überhaupt möglichen 
Transpositionen. Kommt eine Transposition, z. B. (xaX^ in der zweiten 
Zeile der Tabelle vor, so ist dies gemäss der Konstruktion dieser 
Tabelle ein Zeichen dafür, dass 9, durch (xaRs) in 9, verwandelt wird. 
Es ist demnach für xa = x^ auch 91=9,, denn dann wird die Trans­
position (xaxs), welche aus 9, den Wert 9, hervorruft, auf 9, ja keine 
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Änderung ausüben. Es wird folglich 9. — 9, für xa = x8 zu Null wer­
den und also durch Xa—Rs teilbar sein.

Sobald daher eine Transposition (xaXs) in der Gruppe G von 9. 
nicht vorkommt, ist eine der Differenzen 9.—92(1=2,3,...0) durch 
einen Faktor von der Form xa — Rs teilbar.

(9 _  1 )
Nun giebt es bei n Elementen , - Transpositionen. Enthält 4

die erste Zeile unserer Tabelle, d. h. G1, genau q von denselben, so 
M (y _  1)

bleiben in den übrigen Zeilen ------- - — q zurück. Es wird daher2
das Produkt , . . .

(P — 92) (P — 93) • • • (91 — Pe)22 (M _  1)durch ---- -—~ —q von einander verschiedene Differenzen der Form4
— teilbar sein und folglich auch durch das Produkt derselben.

Statt von 9. hätten wir auch von 9, ausgehen können. Da die 
zu P2=Pa, gehörige Gruppe G, = ,-1,0, der Gruppe G ähnlich ist, 
so enthält auch sie q Transpositionen, und auch das Produkt

(•2 - P.) (^2 —9s) ' • • (9, “ Pe)
ist durch das Produkt von —- — q Differenzen der Form (xa —
teilbar.

Dieselben Schlüsse gelten, wenn man 93, ... 9, zum Ausgangs­
punkt nimmt.

Multipliziert man die einzelnen Faktorenreihen, so wird
(0—1) p-y

... (9—9,))n (n — 1)
0 2 —9durch das Produkt von Differenzen (xa—Xa) teilbar;

2, ist in den Xi symmetrisch; das Vorkommen von (xa— &s) als Faktor 
fordert demnach auch dasjenige jeder anderen Differenz (xy— xa) und da­

mit auch das von A—l((ao- a2)2, der Diskriminante von f\x\ Es sei a>ß26 die höchste Potenz von 2, welche als Faktor in 2, eingeht; dann 
muss 21’ alle vorkommenden Differenzen xa—Rs in sich schliessen, 
und da 21 deren n (n — 1) und somit 21’ deren n (n — 1)t enthält, so mussn(n-1)t>e ["C"g1-q

+-9_ _ IP2 n (n —-1)
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9 (9  ) 
sein. Diese Zahl t kann nur dann Null werden, wenn q= — ,—- 2
ist, wenn also alle Transpositionen in G. Vorkommen. Dann ist p 
symmetrisch und 0=1. q ist ferner dann und nur dann Null, wenn 
G keine Transpositionen enthält. Einer der Fälle, in denen dies ein­
tritt, ist der, dass G die alternierende Gruppe oder eine Untergruppe 
derselben ist.

Lehrsatz XIII. Ist p eine o-wertige Funktion der n Ele­
mente 1, X,, ... Rn, deren Gruppe q Transpositionen enthält, 
so hat die Diskriminante 2, der 0 Werte 9., P,, ... p, den 
Faktor ( n( — 1))
Ist 9 nicht symmetrisch, so ist der Exponent von Null ver­
schieden. Ist die Gruppe von 9 unter der alternierenden 
enthalten, so wird q=0.

Alle mehrwertigen Funktionen enthalten demnach gleiche 
Werte, sobald zwei Elemente x einander gleich werden.

Hieraus erkennt man, warum es im zweiten Kapitel § 32 un­
möglich war, bei gleichen Werten der x Funktionen von n\ Werten 
abzuleiten (vergl. auch § 104).

§ 54. Wir haben für t den unteren Wert — —0. gefunden.2 n(n—l)
Dies heisst, dass die Diskriminante jeder beliebigen zur Gruppe G. 
gehörigen Funktion durch die angegebene Potenz von 2 teilbar ist. 
Es wäre aber wohl möglich, dass bei einigen oder gar bei allen Funk­
tionen der Minimalwert von t überschritten würde.

Wir wollen annehmen, dass ein solches Überschreiten eintrete und 
dass der Exponent von 2 grösser als 

o oq 
2 n (n — 1.)

wäre. Die hierbei auftauchenden Verhältnisse sollen jetzt zuerst unter­
sucht werden. Eine höhere Potenz von Xa—Xs kann A) einmal dann 
eintreten, wenn P.—9a durch Xa—Rs teilbar ist, ohne dass 91 durch 

= (XaX^ in 9a übergeführt würde; B) ferner dann, wenn 9 zwar 
durch 0=(CaRs) in 9a übergeführt wird, wenn aber P—9a durch 
eine höhere als die erste Potenz von Ra—Xs sich teilen lässt.

A) Im ersten Falle ist der Annahme nach
9—91=0 für xa = x^
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ohne dass 9;= Qo wäre, wenn d die Transposition (x„R8) bedeutet-. 
Dann ist auch

Q1o- Po und Q20l91,
da sonst wegen 02=1

Q2 = Q20 = — 91, 202 = Pa = Po
wäre. Der allgemeine im vorigen Paragraphen besprochene Fall 
würde durch Kombination der vier von einander verschiedenen 
Werte P1, 9a, (pa, 9, nur vier durch xa—xs teilbare Faktoren der 
Diskriminante

Po—91, — Po; P2 — Q2, Pa— 20
liefern. Unter unserer jetzigen Annahme, dass 9.— 2 durch Xa—Rs 
teilbar sei, ohne dass 92== Po ist, erhalten wir noch acht durcha—Rs 
teilbare Differenzen, die im obigen Falle nicht aufgetreten wären:

Qa — P ^P^] Pac Po, Po Q2o,Qa—Po, Qo—9; cp^ — ^^ P.— P20
Die Teilbarkeit der beiden ersten ist durch die Voraussetzungen ge­
geben; die der beiden nächsten ergiebt sich durch die Anwendung von 
0 auf die beiden ersten, denn hierdurch wird die Differenz Ra—R8 nur 
in s—Ca umgeändert, die Teilbarkeit also nicht aufgehoben. Die Teil­
barkeit der letzten vier Differenzen folgt aus den Gleichungen

P—Po= (9a - 91) —(P— Ti); Po—9,= (9a o - Po) - (Ti - To).
Tritt also der Faktor Xa—Xs überhaupt einmal überzählig auf, in­
dem P1 — Qa durch xa— X8 teilbar, aber 9 P. ist, so tritt dieser 
Faktor acht mal überzählig auf. Wegen der symmetrischen Bil­
dung von 2, tritt also jeder Faktor dann acht mal überzählig auf, 
und da 2 ein Quadrat wird, tritt 21 vier mal überzählig als Fak­
tor von 2, auf.

B) Im zweiten Falle, in welchem P. — Po oder 9. — (p^ durch 
eine höhere als die erste Potenz von xa—Xs teilbar ist, lässt sich 
zeigen, dass die höchste Potenz dieser Differenz, welche als Teiler 
auftritt', bei cp± — Po eine ungerade Potenz von (xa — x^ zum Teiler 
hat, bei 9 — 9a dagegen vier mal überzählig erscheint; auch hier 
wird die überzählig hinzutretende Potenz von 2 also eine gerade sein.

Es sei (xa—x^y die höchste Potenz von X—Xs, welche — Po 
teilt, so dass

9 — Po = (^« — Rs)‘ Xn)
befriedigt wird, ohne dass % noch durch xa—Xs teilbar wäre. Wendet 
man <> an, so folgt
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Po—P,= (— 1)" ~ Gs)" x(q,,32,...Rs,..Ka,-..Xn)
und durch Addition der beiden letzten Gleichungen

0=(a- ^)r Ix (• • • Ra, • ..Rs,.)+(- 1)‘ x(..3p,..Ga,. .)].
Da (xu — x^r । 0 ist, muss der zweite Faktor =0 sein; wäre v ge­
rade, so würde aus

% (... xa,... &p, )—-x(. «p, ... xa,...)
bei Gleichsetzung von xn und Ne sich ergeben, dass x(. . • xa Xa .) 
= 0 und dass folglich x(...xa,...X8,...) gegen die über v gemachte 
Voraussetzung noch durch einen Faktor xa—Xe teilbar wäre, v ist 
also ungerade.

Wäre endlich P— wo 92 - Po ist, durch eine höhere als die 
erste Potenz von xa — teilbar, so würde dieselbe Potenz vier mal, 
nämlich in

P—92, Pa—P; Pa— 20, Po—Po
heraustreten. Also auch hier wäre der überzählige Exponent von 21 
ein Vielfaches von 2.

Lehrsatz XIV. Ist 9. eine zur Gruppe G, gehörige Funk­
tion und bedeutet g1 den höchsten Exponenten, für welchen 
21, durch 219 teilbar ist, so wird dieser Exponent den Wert 

g_1-,01,+2m, m>o n {n — 1)
erhalten; 0 bedeutet die Wertzahl von 9; n die Zahl der 
Elemente; q diejenige der in G. enthaltenen Transpositionen; 
m ist nur von der Natur von P, nicht von der Gattung, der 
9 angehört, abhängig.

Beispiel zu A:
v, = (3, * 3X2) (x3 x,) + S (31 32),

6 =(3,42), A=(«,46),
12 = (x, ~ x2) (x, — X5) + S (x, x2), 

%, -- wz — (a, a2) (x6 «a) •
Es ist also 7,— durch x — -X, teilbar, trotzdem o von 2 ver­
schieden ist.

Beispiel zu B:

dy. “ [(+ VZ) - (- V/2)] =42,
aber

Ava+-a=[(+ V48 + 2x) - (- V28 + 2a)] =443.
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§ 55. Um zu zeigen, dass die eben behandelten Fälle nicht die 

allgemeinen sind, bilden wir eine Funktion der Gattung G gemäss 
der Anmerkung von § 31. Es sei

wo die Exponenten a so gewählt sind, dass aus der Gleichheit
C^a ab ac • • • — •

die Gleichheit der Indices a, b, c, ... mit denen der rechten Seite 
el, e, ... folgt. Es möge v — 7, = 0
werden für die Annahmen

a) Xa = Xa" = ... = Xa", C, = xb" =...— 3,*, ...
Da Ra, xb', ... noch immer von einander unabhängig sind, und da 
p,—, gleichviele positive und negative Summanden, jeden mit dem 
Koefficienten 1 behaftet, enthält, so kann die Differenz

v,—%=2 („41+,"+.. . - aa®-+ 3,%2+. • •)
nur verschwinden, wenn je ein Glied von dem durch a) modifizierten 

gegen ein Glied des gleichfalls modifizierten , sich weghebt.
Kommt dies z. B. bei

ß) xa4+x,4+... und ß‘) xa'a>'.~lr'■ ■xb'a^'^‘.
vor, so folgt die Gleichheit der Exponenten gleicher x in S) und ß‘), 
und daraus folgt nach der Annahme über die &, dass in zwei nicht 
modifizierten, sich nachher zerstörenden Gliedern von und 2 die 
zu den xa, xa,... gehörigen Komplexe von Exponenten einander 
gleich sind, ebenso die zu den xb^ R,", ... gehörigen Komplexe von 
Exponenten u. s. w. Man kann daher eine oder mehrere Substitutionen 
o konstruieren, welche B) dadurch in ß‘) überführen, dass sie nur die 
xa, xa", ... unter sich, die xb^ xb", ... unter sich u. s. w. umsetzen. Da 
hierdurch ein Term von 3 in einen von v, übergeführt wird, und da 
alle n\ Terme der Form, von einander verschieden sind und
sich auf die o Werte von » verteilen, so führt (J » völlig in 7, über. 
Wird also in unserem Falle 1—2=0 für Xa = Ka", so wird 0 = 
(xa'Xa") und v,=o: der Fall A) § 54 ist daher ein Spezialfall.

Ist ferner, um nachzuweisen, dass auch B) § 54 den Charakter 
der Allgemeinheit entbehrt,

. —yXa%Ra&,—Naa,xa%, . v jY) • — •o = (Ka — Xa") 2-------X ’ — X „- - -  3o"e‘ “d •** 
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so werden in den r Summanden die Ausdrücke x,Px/xa°... sämtlich 
von einander verschieden sein. Denn es könnten zwei nur dann ein­
ander gleich sein, wenn in 7 zwei Terme existierten, die sich nur 
durch die Exponenten zweier Potenzen Ra%, Ra"Ca von einander unter­
schieden, also durch die Substitution 0=(XaRa") in einander über­
gingen. Dann gehörte aber o der Gruppe G, an, was der Voraus­
setzung widerspräche. Sollte demnach die rechte Seite von y) eine 
höhere als die erste Potenz von (xa—Xa") enthalten, so müsste jeder 
einzelne Summand der Summe (Xa Ca") enthalten; dies ist aber un­
möglich, da jeder einzelne Summand nach der Durchführung der Di- 
vision in eine Reihe von Gliedern mit gleichen Vorzeichen zerlegt 
wird. B) bildet also auch einen Spezialfall.

§ 56. Wir kennen demnach die höchste Potenz 

der Diskriminante von welche in allen Diskriminanten von Funk­
tionen 9 der Gattung G als Faktor enthalten ist. Gesetzt, alle diese 
enthielten noch einen gemeinsamen Faktor, der zuerst als Funktion • 
der Ca auftritt, dann aber in eine Funktion der R2 umgewandelt und 
in Faktoren zerlegt gedacht werden kann; dann wird jeder dieser irre- 
duktiblen Faktoren mehr als zwei Wurzeln X2 oder, wenn nur 
zwei, dieselben in der Verbindung xa—mRg (q0——1) umfassen; 
denn xa — riefe eine Potenz von 2 hervor. Dann könnte dieser 
Faktor und damit die Diskriminante jeder Funktion der Gattung zum 
Verschwinden gebracht werden, indem man zwischen den Xa Beziehungen 
festsetzte, welche nicht in der Gleichsetzung zweier Xa bestehen. Kann 
man also beweisen, dass trotz beliebiger Beziehungen zwischen den 
X2, die nur nicht in der Gleichsetzung zweier X2 bestehen, dennoch 
jede Gattung Funktionen mit nicht verschwindender Diskriminante ent­
hält, so ist die Annahme eines neuen, nicht) gemeinsamen Faktors 
äusser 219 beseitigt. Der eben angeführte Satz wird in einem späte­
ren Kapitelbewiesen. Antizipieren wir ihn, so folgt als Abschluss der 
letzten Untersuchungen:

Lehrsatz XV. A'J ist der grösste gemeinsame Teiler aller 
Diskriminanten der zur Gattung G gehörigen Funktionen.

§ 57. Wir kehren nunmehr zu der Gleichung zurück, deren Wur­
zeln 91, 9,, ... Po sind

po — R,oe-1 + R,p®-2- .. • + = 0,
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(vergl. § 51) und suchen die Frage zu entscheiden, ob und unter wel­
chen Umständen diese Gleichung eine binomische werden kann; ob es 
also o- wertige Funktionen giebt, welche, in die ote Potenz erhoben, 
symmetrisch werden. Für 0=2 wissen wir, dass V4 — • der For­
derung genügt. Um die aufgeworfene Frage allgemein zu erledigen, 
setzen wir voraus, wir hätten aus der Funktion 9 von der verlang­
ten Eigenschaft die etwa darin enthaltenen Faktoren, welche =V 4 
sind, sämtlich herausgezogen; der Quotient sei v, und es werde gesetzt

p = (V 2)“.
Dann wird •2e symmetrisch werden, da p29 und 2®° es sind. Wir 
setzen daher ,9, c3- 9 = P1-
0o sei eine primitive 2ote Einheitswurzel, 71 eine Wurzel der letzteren 
Gleichung; dann sind alle Wurzeln derselben

v,, 0%1, c2v1, ... o2e-1*,
und daraus folgt

= — c0)2(1 — co2)2... (co2?-2— 2—1)2.
Diese Diskriminante muss nach Lehrsatz XIII) durch 2 teilbar sein, 
falls nicht w selbst schon symmetrisch ist. Die Faktoren mit co sind 
von den x unabhängig, also nicht durch 21 teilbar;enthält nach 
der Voraussetzung nicht mehr den Paktor V2; folglich ist 1 sym- 
metrisch und es wird, je nachdem a gerade oder ungerade ist, 

cp — cp =V 2 . S.

Lehrsatz XVI. Sind die n Elemente 21, x2, ... xn von ein­
ander unabhängig, so sind die alternierenden Funktionen 
die einzigen, bei denen eine Potenz symmetrisch wird, ohne 
dass sie selbst es sind.

§ 58. Wegen der Wichtigkeit dieses Satzes mögen hier noch 
zwei Beweise desselben folgen, die auf ganz anderen Grundlagen sich 
aufbauen.

1) Ist co eine ote primitive Einheitswurzel, so sind
•1, ocp^ 02®,, ... co0-1P

alle Wurzeln der Gleichung pe—S=0,
falls man unter Q, irgend eine derselben versteht. Da die co Kon­
stanten sind, so haben alle Werte von 9 dieselbe Gruppe. Diese ist 
also nach dem Lehrsätze XI) für n > 4 entweder die symmetrische 
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oder die alternierende Gruppe, oder = 1. Die beiden ersten Fälle lie­
fern 0=1,2. Im letzteren Falle wäre G, die Gruppe von P., gleich 
1, also 0 = n! Wäre 6 die Substitution, welche P. in 09, überführt, 
so würde gx die Substitution sein, welche 9. in o29, umwandelt. Es 
müsste daher die Reihe

1, 6, 62, ... o2, ...
aus verschiedenen und daher aus allen möglichen Substitutionen be­
stehen, die mit n Elementen gebildet werden können. Es würde dem­
nach o eine Substitution des Grades n und der Ordnung nl sein; 
solche giebt es für n > 2 nicht.

Bei =4 wäre eine sechswertige Funktion denkbar, deren sechste 
Potenz einwertig ist; die gemeinsame Gruppe dieser sechs Werte wäre

G = [1, («,2) (3,0), (3,38) (K2C2), (x,38)].
Hier müsste es eine Substitution g gegeben haben, welche P. in 9,0 
überführte und von der sechsten Ordnung wäre. Das ist bei vier 
Elementen unmöglich.

§ 59. II) Endlich möge noch ein Beweis hier Platz finden, wel­
cher mit den elementarsten Hilfsmitteln auskommt und gleichzeitig zu 
einer wichtigen V erallgemeinerung des behandelten Satzes führen wird.

Zuerst kann man die Frage beschränken, indem man o als Prim­
zahl voraussetzt. Denn für o = p . q würde aus

pe = S folgen (p‘)P = S,
so dass es auch eine Funktion gp? gäbe, bei welcher bereits die pte 
Potenz symmetrisch wird; p ist dabei ein beliebiger Teiler von o und 
kann folglich als Primzahlteiler angenommen werden.

Ist nun • eine Funktion, welche nicht selbst symmetrisch ist, 
von der aber eine Primzahlpotenz, nämlich die pte Potenz symmetrisch 
wird, so enthält die Gruppe von p nicht alle Transpositionen (§ 34);

= (aaRs) möge den Wert von S in 9 1 P, um wandeln. Aus 
p.P = o,” - S

folgt dann, wenn 0 eine primitive pte Einheitswurzel bedeutet, dass 
Po = 091

ist. Wendet man auf diese Gleichung nochmals die Substitution G 
an und bedenkt, dass 02=1 und also 9.2=9 ist, so folgt die neue 
Gleichung 9,=0Qo;
die Multiplikation beider nebst der Division durch P.9o liefert

02—1
und, weil p eine Primzahl ist, =2 nebst cp=S.Y2i.
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Es würde sich, nachdem wir wissen, dass nur alternierende Funk­
tionen in eine Primzahlpotenz erhoben einwertig werden können, noch 
darum handeln, zu untersuchen, ob es Funktionen giebt, die, in eine 
Primzahlpotenz erhoben, zweiwertig werden.

w sei mehrwertig, seine qte Potenz sei zweiwertig; q möge eine 
Primzahl sein. Dann giebt es eine Cirkularsubstitution dritter Ord­
nung =(xaRgx,), die nicht in der Gruppe von 7 vorkommt, da diese 
ja nicht alle Substitutionen dieser Form enthalten kann, ohne die al­
ternierende Gruppe zu werden (§ 35). Es sei also —31, aber

vo? =1,9=S,+S.V2,
da 7? als zweiwertige Funktion unter dem Einflüsse einer Cirkular­
substitution dritter Ordnung ungeändert bleibt. Es wird daher, wenn 
co eine von 1 verschiedene und also primitive qte Einheitswurzel be­
zeichnet, —
werden. Wendet man auf diese Gleichung die Substitutionen o und 
2 an und bedenkt, dass 03=1 und o=, ist, so folgt

3 =01;
durch die Multiplikation dieser drei Gleichungen und Wegheben der 
Funktional werte ergiebt sich 0=1 und q=3.

Wenn wir >4 voraussetzen, dann kommen in der Gruppe von 
a auch nicht alle Cirkularsubstitutionen fünfter Ordnung vor (zweites 
Kapitel Lehrsatz X). Ist t eine der nicht vorkommenden, so wird 
a,-a, sein, dagegen11 ’ 08 W,°=%9=SS.VA
und daher, wenn unter co eine von 1 verschiedene qte Einheitswurzel 
verstanden wird, 1,-0v,.
Genau wie oben folgt hieraus, da t5=1 ist,

1=cv, +3=0 *,2, v=cr3, 1=c,,
und durch Multiplikation 005 = 1, q = 5.

Dies widerspricht dem ersten Resultate. Also kann n nicht 
grösser als 4 sein.

Lehrsatz XVII. Ist >4, so giebt es keine mehrwertige 
Funktion, von der eine Potenz zweiwertig würde, falls unter 
ihren Elementen x keine Beziehungen bestehen.

§60. Wir führen diese Untersuchungen dadurch zum Abschluss, 
dass wir für n<4 nach der Existenz von Funktionen der angegebenen 
Eigentümlichkeit fragen.

Netto, Substitutionentheorie. 5



66 Erster Abschnitt. Theorie der Substitutionen und der ganzen Funktionen.

Der Fall n erledigt sich, von selbst.
Für n=3 nehmen wir eine systematische Aufsuchung etwa vor­

handener Funktionen derart vor, dass wir zuerst den Typus
P,=«x‘+ßa‘+73g‘

zu Grunde legen und versuchen, &,ß,y und r derart zu wählen, 
dass den Forderungen genügt wird. Wir benutzen dabei den Umstand, 
dass ein 0 (x R, X3) den Wert 9 =09. (03=1) aus P hervorruft. 
Es würde also

®o = ax2r + ßag" + yxrr = a) + ßx2r + 7xg"), 
ß=07= 02c, a = co ß = c2y = co3a = a.

Diese drei Gleichungen sind für jedes a erfüllbar; sei « = 1, so wird 
• = x,‘ + a)2x2r + ax3r

eine Funktion der verlangten Art. Dies zeigt auch die wirkliche Aus­
rechnung.

Es ergiebt sich
9 = (x,3r+ 2,3r+ x,3n) + 6 x,‘x,‘ag‘ — 3 (x,2ra,‘+ a,2r2,‘+ + • • •)

—1— 3 1/ 9 (, 2r,r  —2r,r I , 2r,r  2r, r I ZP 2r, r  , 2r, rI 2V • Vi •2 1 •3 1 •2 •3 — •2 •1 ii •3 •1 03 ^'2 /
Für r=1 erhält man eine Vereinfachung dadurch, dass die letzte 
Klammer den Wert

V2 = (a, ■ ‘ G2) (x, 33) (2 3)
erlangt, während sie im allgemeinen Falle nur eine rationale Funk­
tion von V21 ist. Setzt man, wie es früher geschah,

x,—K-R3=c, X,R, —R233 —x,2, =C2, R,X223=c3,
so wird für r = 1

9=1(- 2.c,8 + 9c,c - 27c, ±3V- 32).
Es sei jetzt n = 4.
Dass eine Funktion vom Typus ax±r —ß x2 + Y x^ - d x4‘, welche 

in jedem Summanden nur eine Wurzel enthält, nicht der Bedingung 
genügen kann, für 0=(1x,33) den Faktor co anzunehmen, ist er­
sichtlich.

Wir versuchen, ob wir bei Funktionen von der Form= ax,‘a,‘+ ß a,‘a,‘+yx,‘a, + a, (q,a,‘+ 8,2,’+ Zi V)
zum Ziele kommen können. Hier enthält jeder Summand zwei der 
vier Wurzeln. Sollte sich auch bei diesem Typus die Unmöglichkeit 
herausstellen, dass die Einwirkung von 0=(a,X23) den Faktor
0=—1+V—3 hervorruft, so müssten wir zu neuen Funktionenformen
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und zwar zu immer komplizierteren übergehen. Wir werden aber 
schon hier ein positives Resultat erhalten5, und zwar schon für r=1.

Po a a, 2, + ß a, a, + y x, &g + x, (a, &, + B, + Fi a,);
und aus q)a = o)cp1 folgt die Reihe der Bedingungen:

y = a 0 , ß = y co = a co2, a = ß co = y o2 =C tu3,
y1 = a1co1 B.=710 = 0,02, ßrco == y^^ a-j^co3^

welche sämtlich für 03=1 erfüllbar sind. Folglich ist
P=« (x,X2 + co2x223 4- 0X,31) 4- a, (x,R4 + c2xgx4 + coxsx^).

Es muss aber auch t=(x,Xx4) die Funktion 9. in cpr überführen, 
derart, dass Pt gleich dem Produkte aus 9. und einer dritten Einheits­
wurzel ist, da cp^ == cp/. Ob diese gleich co, co2 oder co3 werden wird, 
lässt sich a priori nicht bestimmen. Man hat

P,= «X2X4- Ci co2 X431 + &,2, x2 —Ks(oax- 2 x4 + co &,R1).
Die Glieder aus 9. und P+, welche x,R4 enthalten, sind bezüglich

&1 X1 X4 und & co2 X, X,;
soll 91 mit einer dritten Einheitswurzel multipiziert cpt werden, so 
muss diese daher co2 sein. Dann folgen weiter aus

cpr, = co2cp
durch Vergleichung der Koefficienten von x,x,

C (102) 02 = 10, &.= cc2,
also zwei, aber zwei miteinander übereinstimmende Beziehungen. Die­
selben wiederholen sich bei den übrigen Koefficienten, und man findet, 
daher, wenn man nach co anordnet und den Faktor a gleich 1 setzt

P = (^i a2 + a3 Ra) 4- co (a1 &a ++G222)+c2 (x, x^ 4- &, Rg).
Es ist dies eine Kombination der drei Werte einer früher gefundenen 
Ausnahmefunktion mit der Gruppe

G = [1, (a a2) (ag a,) j (a, a3) (3, «2) , (2, &1) (G, 33)].
Dass cp3 zweiwertig ist, erkennt man, wenn man

&1 2 + 23 a4 =V1, , «s + «2 a,= Vs, 3, &, +C,&,= y2
setzt. Dann stimmt cp mit dem für n = 3 abgeleiteten Ausdrucke 
überein; und day, y^ die Wurzeln von

y° —cq2+ (es -~^c^y - (c,2c, - 4c,c 4- c32) = 0
sind, wo die c die Koefficienten der Gleichung mit den Wurzeln x^ 
3X2, 33, 04 bedeuten (§ 52), so können wir den oben für n = 3 abgelei­
teten Ausdruck sofort in eine zweiwertige Funktion der vier x,, x21 33, x^ übersetzen, da, gleichfalls nach §52, die Beziehung A,= 2, gilt.

5*
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A ' ' ' ■

Viertes Kapitel.
Transitivität und Primitivität. Einfache und zusammen­

gesetzte Gruppen. Isomorfismus.
§ 61. Wir haben in diesem Kapitel vier Haupteigenschaften von 

Substitutionengruppen zu besprechen. Die erste derselben knüpft an 
die Frage an, ob die Elemente, welche in die Gruppe eingehen, mit 
einander so in Verbindung stehen, dass ein jedes Element durch 
jedes andere ersetzt werden kann, oder nicht. Es wird z. B. von den 
Funktionen ,G,+x,G, und q,0,_R,x, —4‘•4 L 4 0 4
die erste für gewisse Substitutionen ungeändert bleiben, welche auf X, 
folgen lassen X oder X3 oder x4; die zweite dagegen wird bei keiner 
Substitution ungeändert bleiben, welche xa oder X, auf x. folgen lässt. 
Wir definieren: eine Gruppe heisst transitiv, wenn ihre Substitutio­
nen es gestatten, auf ein beliebiges Element X1 jedes andere Element 
X,X3 ... xn folgen zu lassen. Daraus ergiebt sich, dass man auf jedes 
beliebige Element X jedes beliebige andere folgen lassen kann, näm­
lich durch die Aufeinanderfolge der inversen Substitution s—1 von 
s = (x Xi...)... und der direkten t = (X.X2 ...)... Solche Gruppen, welche 
die angegebene Eigenschaft nicht besitzen, heissen intransitiv. Es 
ist von den beiden Gruppen (den obigen Funktionen entsprechend)

G —[1, (a, a2) (3 &,), (a,C8) (222), (a,“a) (*^2^3)]?
G= [1; (a,22) (ag34)]

die erste transitiv, die zweite intransitiv.
Für Funktionen gelten dieselben Bezeichnungen, transitiv respek­

tive intransitiv, wie für ihre Gruppen.
Die Elemente einer intransitiven Gruppe teilen sich demnach 

in Systeme von transitiv zusammenhängenden Elementen. So möge 
es in einer vorgelegten Gruppe Substitutionen geben, welche x1, 
X2, ... xa untereinander verbinden; andere, welche Xa^x^ ... xa^-b ver­
binden u. s. w., aber keine, die auf X1 etwa Ca-1, ... folgen lassen, 
also ein xj. (A < a) und ein Xu (u > a) in einem Cyklus haben. Die 
Maximalanzahl der Substitutionen der einzelnen Systeme ist a\ bez. 
&!,... und daher die Maximalanzahl derjenigen der intransitiven Gruppe 
bei vorgeschriebenem a, b, ... gleich al bl ... Ist nur n gegeben, 
so steht von a, b^ ... lediglich fest, dass a—b- ... =n sei. Dann 
ergiebt sich die Maximalanzahl der Substitutionen einer intransitiven 
Gruppe aus den Gleichungen
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(n - 1)! 1! = ", 1 • (n - 2)! 2! > (n - 2)! 2!, n > 3, 
4

, ._ 9
(n— 2! = — • (n-3)! 3! > (n-3)! 3!, n>5.

(a + b + c +d...)! > (a Hb)! (c + d + .)!>a!b!c! ...
Lehrsatz I. Die Maximalzahlen für die Ordnungen intran­

sitiver Gruppen sind
(n-1)!, I(n—1)!; (n-2)!2!, (n—2)1; (n-3)!3!, (n-3)!2!;... 

Hier beziehen sich die beiden ersten Ordnungszahlen auf die symme­
trische und die alternierende Gruppe von (n — 1) Elementen; die dritte 
auf die Kombination der symmetrischen Gruppen von (n~ 2) und 
von 2 Elementen; die vierte kann entweder bei der Kombination der 
alternierenden Gruppe von (n — 2) und der symmetrischen von 2 Ele­
menten auftreten, oder bei der symmetrischen Gruppe von (n — 2) Ele­
menten, indem die beiden übrigen Elemente sich gar nicht an der 
Bildung von Substitutionen beteiligen u. s. f.

Die Konstruktion intransitiver Gruppen aus transitiven kann in 
ihrer Allgemeinheit erst später (§ 90) angegeben werden.

§ 62. Wir wollen jetzt die Substitutionen einer transitiven Gruppe 
in eine Tabelle einordnen. Die erste Zeile enthalte alle diejenigen 
Substitutionen, welche das Element x, ungeändert lassen und nur 
diese, und jede nur ein einziges Mal:

S, = 1, S2, Ss,. Sm’
Dem Begriffe der Transitivität gemäss giebt es eine Substitution 2, 
welche auf X, das Element X, folgen lässt. Wir bilden als zweite 
Zeile unserer Tabelle

62, S,02, Sz°2, ... Sm62
und beweisen: 1) alle Substitutionen derselben enthalten die Folge 
^^2; denn sa lässt X. ungeändert, , führt in über, also wird 
saG2 auch X, in X, überführen; 2) alle Substitutionen, welche X, auf 
x. folgen lassen, sind in dieser Zeile enthalten; denn ist T eine solche, 
so wird t,—1 das Element X. nicht ändern und daher gleich Sa sein; 
t muss —S20, werden; 3) alle Substitutionen dieser Zeile sind von 
einander verschieden, da aus s0,=S,, durch rechtsseitige Multipli­
kation mit ,—1 folgen würde sa = Sp\ 4) die Substitutionen dieser 
Zeile sind von denen der ersteren verschieden, da diese X ungeändert 
lassen, jene nicht.
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Wir wählen weiter eine Substitution 63, die x, in x, überführt, 
und bilden mit ihr °31 82°31 8s°3, • • • Sm Oz
Dann lassen sich von dieser dritten Zeile dieselben Eigenschaften 
nachweisen, wie von der zweiten. Wir fahren so fort, bis durch 
n Zeilen alle Substitutionen der Gruppe aufgebraucht sind. So er­
kennen wir:

Lehrsatz II. Ist m die Anzahl derjenigen Substitutionen 
einer transitiven Gruppe, welche ein Element x, nicht um­
stellen, so ist die Ordnung r der Gruppe gleich mn, also ein 
Vielfaches vom Grade der Gruppe.

Eine leicht ersichtliche Erweiterung dieses Satzes ist folgende:
Zusatz. Sind Xa, X6, xc^ ... willkürliche Elemente einer 

Gruppe G, ist m die Anzahl der Stellen, in welche die Sub­
stitutionen von Gr die Elemente xa^ R6, ... überführen, r'
die Ordnung derjenigen Untergruppe von Gr, welche Xa, xbl 
Xc, ... nicht umsetzt, so ist r die Ordnung von Gr gleich m.r'.

G braucht nicht transitiv zu sein; der Beweis, ergiebt sich ver­
mittelst der Bildung einer Tabelle, bei der die Substitutionen jeder 
einzelnen Zeile xa^ xb^ Rc, ... in gleicher Weise umsetzen.

§ 63. Die m Substitutionen, welche X, nicht umsetzen, bilden 
eine Gruppe G1, welche in G enthalten ist. Diejenige Untergruppe 
von Gj welche das Element X2 nicht enthält, heisse G2 u. s. f. bis zur 
Untergruppe Gn, welche xn nicht umstellt.

Alle diese Gruppen sind einander ähnlich, denn man hat, wenn 
die 62, 63, ... dieselbe Bedeutung haben wie im vorigen Paragraphen, 

G1=02G2021=0,G,0s1= ••• — 6nG„n1.
Es sind also alle Ga wie G1, von der Ordnung m; und wenn wir mit 
[q] die Anzahl derjenigen Substitutionen von Gt bezeichnen, welche 
genau q Elemente umstellen, die übrigen n — 1 — q aber nicht ent­
halten, so ist [q] auch die entsprechende Zahl für jede der anderen 
Gruppen G2, Gs^ ... Gn. Aus der Bedeutung des Symbols [q] folgt 
dann als Identität' m=[n- 1]+[n-2]+..+12]+..+[0],
wobei [0] = 1 ist. G1, G2^ ... Gn besitzen demnach insgesamt [n— 1] 
Substitutionen, welche n— 1 Elemente umstellen; alle diese sind von 
einander verschieden, da keine Substitution aus Gs, welche nur X8 
nicht umsetzt, in irgend einer anderen Gruppe GY vorkommen kann.
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Anders ist es mit den Substitutionen, welche genau n — 2 Elemente 
umstellen: bleiben in einer Substitution Ca und Xs ungeändert, so kommt 
sie sowohl in Ga unter den \n — 2] vor, als auch in Gß. Hier wird 
also jede Substitution von. den n [n — 2] vorhandenen doppelt gerechnet, 

0und in G giebt es nur . [n—'2] verschiedene Substitutionen, welche
2

genau n — 2 Elemente umstellen. Ebenso kommt jede der n [ql Sub­
stitutionen von q Elementen, welche in G1} G2, .. Gn auftreten und 
also n—q Elemente ungeändert lassen, in n — q verschiedenen von 
diesen Gruppen vor und ist also bei allen n [q] Substitutionen in G1, 
G,, ... Gn gerade (n~q) mal gezählt; folglich existieren in G nur

--- q Substitutionen, die genau q Elemente umstellen. Somit ist n — q
die Anzahl aller Substitutionen in G, welche weniger als n Elemente 
umstellen, ‘7™"-1+2-2**,",++,™°
Zieht man diese Zahl von derjenigen aller in G enthaltenen Substitu­
tionen ab, so bleibt die Anzahl derjenigen Substitutionen zurück, 
welche alle n Elemente umstellen. Nun ist nach dem zweiten Lehr- satze r-m.n=nn-1]+n[n-2]+..+n[2]+...+n[0], 
also ist die gesuchte Differenz gleichn(n-2]+2n-3]+.+n-a1[]+..+n1ro]).

\ V0 M fb /

Keiner der Summanden in der Klammer ist negativ, der letzte wird 
_  1

wegen [0] = 1 gleich —; also ist diese Anzahl 2n—1.
10

Lehrsatz III. Jede transitive Gruppe hat mindestens n— 1 
Substitutionen, welche alle n Elemente umsetzen. Giebt es 
mehr als n— 1 derartige Substitutionen in der transitiven 
Gruppe, so besitzt dieselbe auch solche, welche weniger als 
(n— 1) Elemente umsetzen.*

* C. Jordan: Liouville Journal (2). XVII p. 351.

§ 64. Wir betrachten eine zweite Gruppe nten Grades G'-^ diese 
habe mit G alle die Substitutionen gemeinsam, durch welche sämtliche 
n Elemente umgesetzt werden. G' sei gleichzeitig von möglichst 
niedriger Ordnung; dann ist jede Substitution von G' auch in G 
enthalten. G' sei endlich auch transitiv; dann gilt der obige Lehrsatz 
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auch von ihr, und es ist die Anzahl der Substitutionen in ihr, welche 
alle Elemente umsetzen,«(1 [n-21+1-31+...",2,1 [g‘+..+",1 [0v),
falls [q]‘ für Gr' dieselbe Bedeutung hat, wie [q] für Gr. Der An­
nahme nach stimmt diese Zahl mit der oben ähnlich gebildeten über­
ein. Man hat also}([n-2]-[n-2])+3/n-3]-[n-3]}+... ...+"-1-1/-[1)+..=0.

n — q
Da G-' ganz in G enthalten ist, so kann keine der geschweiften Klam­
mern negativ sein; also sind sie sämtlich gleich Null.

Lehrsatz VI. Stimmen zwei transitive Gruppen in den­
jenigen Substitutionen überein, welche alle Elemente um­
setzen, so können sie sich überhaupt nur in denjenigen Sub­
stitutionen von einander unterscheiden, welche nur Ein Ele­
ment ungeändert lassen.

§ 65. Eine Gruppe keisst k-fach transitiv, wenn ihre Substi­
tutionen es erlauben, k beliebige Elemente auf k gegebene folgen zu 
lassen. Dann kann man, wie sich leicht zeigt, auf k beliebige Ele­
mente k beliebige andere folgen lassen. Natürlich ist hierin der Fall 
eingeschlossen, dass einige der Elemente ihre Plätze nicht ändern sollen. 
So muss es in einer vierfach transitiven Gruppe Substitutionen geben, 
welche und X, ungeändert lassen, 33 durch x, und x, durch 2, er­
setzen; die Substitutionen müssen die Form haben (x.)(x2)(x,x,) (x,. 
wo über die Verbindung oder das Vorkommen der Elemente xg,x, ... 
keine weiteren Bedingungen bestehen. Ebenso muss diese Gruppe 
eine Substitution enthalten, welche x1, x2, x3, x, ungeändert lässt; 
dies thut z. B. die identische Substitution 1.

Wir haben im zweiten Kapitel § 37 eine zweifach transitive Gruppe 
des Grades 5 und der Ordnung 20 gefunden. Sie wurde durch die Kom­
bination der beiden Substitutionen s=(x,x23x,x) und 0=(x,x,2,x,) 
gebildet, und man überzeugt sich leicht, dass wirklich die Überführung 
jeder Kombination xa, Xs in jede andere Xy, Xo durch eine und auch 
nur durch eine Substitution jener Gruppe geleistet werden kann.

Dreifach transitiv ist z. B. die alternierende Gruppe von fünf Ele­
menten. Fordert man etwa eine Substitution derselben, welche x, un­
geändert lassen und auf X1 und x,, respektive a,, x, folgen lassen soll, 
so wird s=(a,X,X3) der Forderung genügen, da diese Substitution aus 
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einer geraden Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt ist. Vier­
fach transitiv dagegen ist diese Gruppe nicht“ denn sonst müsste sie 
eine Substitution enthalten, welche X., X,, X3, R4 in X,, X,, X3, X, um­
wandelt. Dies könnte nur ß = (x4X,) sein ; das gehört aber nicht der 
alternierenden Gruppe an.

Allgemeiner können wir beweisen, dass die alternierende 
Gruppe von n Elementen (n—2)-fach transitiv sei. Denn bei 
den durch die Transitivität erlaubten Forderungen treten entweder 
n —2, oder n — 1, oder alle n Elemente auf. Im ersteren Falle können 
die beiden zurückbleibenden Elemente zu einer Transposition T ver­
bunden werden, und wenn 6 eine Substitution ist, welche den n — 2 
Forderungen genügt, so thut es auch öt; eine der beiden Substitu­
tionen gehört aber zur alternierenden Gruppe.

Treten dagegen im zweiten Falle n — 1 Elemente in den F orde- 
rungen auf, so liefern dieselben, wenn man sie zu Cyklen zusammen­
schiebt, eine ungeschlossene Reihe. Denn ein geschlossener Cyklus zwi­
schen m Elementen repräsentiert m Folgen und erfüllt m Forderungen; 
so oft also von den Forderungen durch gegenseitiges Ineinandergreifen 
der Elemente geschlossene Cyklen gebildet werden, ist die Zahl der 
verwendeten Elemente gleich derjenigen der befriedigten Forderungen. 
Tritt nun in unserem Falle eine ungeschlossene Reihe auf, so kann 
man sie entweder unmittelbar schliessen, oder erst das letzte noch 
freie Element hinzufügen und sie dann schliessen. Beide Substitutio­
nen erfüllen die Forderungen; die eine derselben gehört der alternie­
renden Gruppe an (zweites Kapitel Lehrsatz XI).

Alle n Elemente endlich können nur dann in den n — 2 Forde­
rungen vorkommen, wenn diese zwei ungeschlossene Reihen hervor­
rufen. Nun kann man von diesen beiden entweder jede für sich 
schliessen, oder man kann sie aneinander schieben und in eine Klam­
mer zusammenfassen. Beide Substitutionen erfüllen die Forderungen; 
die eine derselben gehört der alternierenden Gruppe an, genau wie 
oben. Die alternierende Gruppe von n Elementen ist also mindestens 
(n— 2)-fach transitiv; (n — l)-fach transitiv kann sie nicht sein, da 
sie keine Substitution enthält, welch X1, X2, ... „—2 ungeändert lässt 
und X,—1 in xn überführt.

§ 66. Ist G eine k-fach transitive Gruppe, so wird diejenige 
Untergruppe G' von G, welche X, nicht enthält, (k—1)-fach transitiv; 
diejenige Untergruppe G" von G\ welche x, nicht enthält, (k — 2)-fach 
transitiv sein, u. s. w.; endlich wird die Gruppe G(k—1, welche X1, 
...xk_1 nicht enthält, einfach transitiv werden. Wendet man nun den 
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Lehrsatz II) der Reihe nach auf G^k~ 1, ... G", G', G an, so erhält 
man den

Lehrsatz V. Die Ordnung r einer k-fach transitiven Gruppe 
ist gleich n (n — 1) (n — 2) .. .(n — k - 1) . m, wo m die Ordnung 
einer Untergruppe angiebt, welche k Elemente ungeändert 
lässt. — Die Gruppe besitzt Substitutionen, welche genau n, 
solche, welche genau n— 1, ...n— k—1 Elemente umsetzen 
(Lehrsatz III).

§ 67. Diejenigen Substitutionen einer k-fach transitiven Gruppe 
G. welche nächst der identischen Substitution 1 möglichst wenige 
Elemente umfassen, mögen genau q derselben umsetzen. Es fragt sich, 
ob zwischen den beiden Zahlen k und q irgend ein Zusammenhang be­
steht. Zuerst sei It^q^ und s eine der Substitutionen geringster Ele­
mentenzahl; ihre Form sei s=(«,G...)...(...X—1X). Dann giebt es 
wegen der k- fachen Transitivität von G eine Substitution, welche den
<k Bedingungen genügt

X1, X,, x3, ••• X,_1, x, sollen in x1, X2, 3, ... X,—1, x, (x> q) 
übergehen. 0=(x)(x)...(q—1)(aqx,...) sei eine von den Substitu­
tionen der Gruppe G, welche diese Forderungen erfüllen. Dann ist

0—1s6= (a,X, ...)...(... X,—1R,),
(6-1 s 0) s~1 = (xq _ 1 Xx Xq\

Da diese Substitution nur drei Elemente enthält, so kann q nicht 
grösser sein als 3, falls es kleiner als k oder gleich k ist.

Möge zweitens k <q und s = (x X, Rk—1Xz...)...(... xq)
eine derjenigen Substitutionen sein, welche möglichst wenige Elemente 
enthalten. Wir wählen ein

6 = M (2) • • • (a-1) (x,x, • • •),
was wegen der k-fachen Transitivität möglich ist, und nehmen hierin 
für x, ein Element, welches schon in s vorkommt; auch dies ist mög­
lich, da q mindestens gleich k—1 ist. Dann wird die Transformierte 
von s durch 0 6—1so— (x,R ...)...(... ...)...
sein; sie kann alsc höchstens q — k neue Elemente gegen s enthalten, 
da beide Substitutionen in den ersten k—1 Elementen mit einander 
übereinstimmen und das kte der zweiten in der ersten Substitution 
vorkommt. In dem Produkte (o—1so). s1 fallen ferner die ersten 
k — 2 Elemente fort, so dass in demselben höchstens noch

q+(q-k)-(-2)=24-2%+2
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vorkommen. Der Voraussetzung nach, darf diese Zahl nicht kleiner 
sein als q, d. h. es wird q>2k—2,
weil sonst das Produkt (o—1so).s-1 weniger als q Elemente enthielte, 
was der Annahme über s entgegen ist. Wir sehen also:

Lehrsatz VI. Hat eine k-fach transitive Gruppe Substitu­
tionen von weniger als 2k—2 Elementen,' welche von s=1 
verschieden sind, so besitzt sie auch Substitutionen von 
höchstens drei Elementen.

Etwas Wesentliches sagt der Satz VI) nur für k>2 aus. In die­
sem Falle können wir unter Vorwegnahme der Resultate des folgen­
den Paragraphen den Zusatz machen:

Zusatz. Enthält eine k-fach transitive Gruppe (k>2) Sub­
stitutionen, die von der Einheit verschieden sind und nicht 
mehr als 2k— 2 Elemente umstellen, so ist sie alternierend 
oder symmetrisch.

Hiermit kombinieren wir die Schlussbemerkung vom Lehrsatz V). 
Ist Gr k-fach transitiv, so enthält es Substitutionen von n— 7—1 
Elementen; es ist also q < n — k — 1. Wenn G weder alternierend 
noch symmetrisch ist, wird q > 2k — 2. Dann ist also n — k - 1 > 2k — 2 
und k < •3

Lehrsatz VII. Ist eine Gruppe des Grades n weder alter- 
(y \ nierend noch symmetrisch, so kann sie höchstens (3 + 1)-fach 

transitiv sein.
§ 68. Lehrsatz VIII. Enthält eine zwei- oder mehrfach 

transitive Gruppe eine Cirkularsubstitution von drei Ele­
menten, so enthält sie die alternierende Gruppe.

Es sei s=(x,R233) die vorkommende Substitution von drei Ele­
menten. Da G- mindestens zweifach transitiv ist, so giebt es eine Sub­
stitution 6 = (xs) (x,R43X2 ...), folglich auch

T — 0- 1so = (x334xu), t-1st=(x,R,x,);
ebenso existieren dann (a,«,%6), («,2206), •••
und aus § 35 folgt die Richtigkeit unseres Satzes.

Lehrsatz IX. Enthält eine zwei- oder mehrfach transitive 
Gruppe eine Transposition, so ist sie symmetrisch. Der Be­
weis ist dem eben geführten ähnlich.
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Bei einfacher Transitivität gelten die Sätze VIII) und IX) nur unter 
gewissen Einschränkungen. Folgende Beispiele mögen dies zeigen:

G, [1, (,«2) (a,20), (a,as) («,2.), (a,qa) (,23), (,22), (a,c,), (a, 33 22 aa), (a, a4 a2 aa)],
G2=(1, (a,K,2g) , («,,26), (^7^8^), (K,3,8,3,363,3,2,«2)).

Transitiv sind beide Gruppen. Die erste von ihnen enthält eine Sub­
stitution von zwei Elementen, ohne symmetrisch, die zweite G, eine 
solche von drei Elementen, ohne .alternierend zu sein. Der Beweis 
für die erste Behauptung folgt aus der Betrachtung der vollständig 
niedergeschriebenen Gruppe.

§ 69. Einen Beweis für die letzte Behauptung und eine Erklä­
rung dieser Ausnahmen können wir folgendermassen geben. Wählen 
wir nach Belieben zwei oder mehrere Substitutionen zwischen n Ele­
menten aus, so ist es als sehr wahrscheinlich anzusehen, dass die 
Gruppe geringster Ordnung, welche diese Substitutionen umfasst, die 
symmetrische Gruppe der n Elemente werden wird, oder etwa auch 
die alternierende. Denn wenn die Substitutionen ganz willkürlich ge­
wählt sind, so werden im allgemeinen keine derartigen speziellen Be­
ziehungen zwischen ihnen bestehen, dass durch alle möglichen Kom­
binationen unter ihnen nur ein Teil aller nl Substitutionen gebildet 
würde. Am naheliegendsten ist es noch, anzunehmen, dass die Sub­
stitutionen, welche herausgegriffen sind, sämtlich aus je einer geraden 
Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt wären; dann gelangte 
man zur alternierenden Gruppe.

Im. allgemeinen können wir daher jede transitive Gruppe, die 
nicht symmetrisch oder alternierend ist, und jede intransitive Gruppe, 
welche nicht aus alternierenden oder symmetrischen Teilen besteht, 
als Ausnahme ansehen. Diese erklärt sich dann so, dass unter den 
Substitutionen, welche die Gruppe bestimmen, ganz spezielle Beziehun­
gen stattfinden, durch welche der Kreis der durch Kombination zu er­
zeugenden Substitutionen ein engerer wird.

Derartige Beziehungen finden bei den obigen beiden Gruppen 
statt, und auf sie hahen wir unsere Aufmerksamkeit zu richten. Bei 
G1 wie bei Ga kommen nämlich gewisse Systemeinteilungen unter den 
Elementen vor, so dass jede Substitution, welche ein Element eines 
solchen Elementensystems in eins eines anderen Elementensystems über­
fuhrt, gleichzeitig alle Elemente des ersten in alle Elemente des anderen 
Systems umwandelt. Es bilden in G, die drei Elemententripel x., x2, &3, 
ferner a4, X5, 6, endlich X7, Rs, X9 je ein solches System. Lässt eine 
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Substitution x, auf folgen, so wird sie C2 und X3 in Xg und 6 oder in 
xe und x, übergehen lassen; lässt eine Substitution C1 ungeändert, so 
kann sie nur R, und R, ungeändert lassen oder untereinander vertauschen. 
In der ersten Gruppe G, bilden und X2 ein solches System und X3, C4 
das zweite. Jede Substitution dieser Gruppen kann somit dadurch gebil­
det werden, dass man zuerst die'Systeme in gewisser Weise unterein­
ander vertauscht und dann die Elemente jedes einzelnen Systems unter 
sich umsetzt. Es kann G, demnach nicht die Substitution (x122) (X3%4) 
enthalten; G, ist daher nicht alternierend.

Diese Verhältnisse betrachten wir eingehender.
§ 70. Eine einfach transitive Gruppe heisst imprimitiv, 

wenn ihre Elemente in Systeme von gleich vielen Lettern X2 derart 
eingeteilt werden können, dass alle Substitutionen der Gruppe die Ele­
mente eines Systems immer wieder nur durch alle Elemente desselben 
oder eines und desselben anderen Systems ersetzen. Die Substitutionen 
der Gruppe können also derart ausgeführt werden, dass man zuerst 
nur Systemvertauschungen vornimmt, und dann nur Elementenvertau­
schungen innerhalb jedes einzelnen Systems zulässt.

Ist eine einfach transitive Gruppe nicht imprimitiv, so möge sie 
primitiv heissen.

Die Potenzen einer Cirkularsubstitution eines Primzahlgrades (oder 
was dasselbe ist, einer Primzahlordnung) bilden eine primitive Gruppe.

Die Potenzen einer Cirkularsubstitution von zusammengesetztem 
Grade bilden eine imprimitive Gruppe. Die Systeme der Elemente 
können hierbei stets auf mehrere verschiedene Weisen gewählt wer­
den. So kann man bei

G=[1, («,22334%2%6), (3,2a) (2%) (3336), 
(^1^5 ^3) (acgaga,), («,40,42)1

entweder zwei Systeme von je drei Elementen bilden X1, 3, R, und 
X2, x4, Re, oder drei Systeme von je zwei Elementen X1, 4, dann R,, x, 
und endlich R3, xg. Es gilt hier der Satz, dessen Beweis wir seiner 
Einfachheit halber übergehen können:

Lehrsatz X. Ist bei einer imprimitiven Gruppe die Ein­
teilung der Elemente in Systeme auf zweierlei Art möglich, 
so kann man eine dritte Einteilung dadurch herleiten, dass 
man'alle Elemente, welche ein System der ersten mit einem 
Systeme der zweiten Einteilung gemeinsam hat, zu einem 
neuen Systeme der dritten Einteilung vereinigt.

Zu beachten ist dabei nur, dass ein einziges Element kein Sy­
stem in unserem Sinne zu konstituieren im Stande ist.
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§ 71. Wir können die Substitutionen einer imprimitiven Gruppe 
folgendermassen in eine Tabelle einreihen. Die erste Zeile enthält 
alle und nur diejenigen Substitutionen, welche die einzelnen Systeme 
ungeändert lassen und also nur die Elemente innerhalb eines jeden 
Systems vertauschen dürfen. (Je nach der Wahl der zu Grunde ge­
legten Einteilung in Systeme kann diese Zeile verschieden ausfallen.) 

Wir bezeichnen die darin vorkommenden Substitutionen durch
S = 1, S2, Sa, ... Sm.

Dem Begriffe der Transitivität gemäss (denn Primitivität und Impri- 
mitivität bestehen nur bei einfach transitiven Gruppen) giebt es eine 
Substitution 02, welche ein Element eines Systems in ein solches eines 
andern und damit die Systeme überhaupt in gewisser Art untereinander 
vertauscht. Wir bilden als zweite Zeile

62, S262, S302, • • • Sm 62
und beweisen: 1) alle Substitutionen dieser zweiten Zeile lassen die 
Systeme in derselben Weise aufeinander folgen wie 0,; denn jedes 
sa lässt sie ja ungeändert; 2) alle Substitutionen, welche die Systeme 
so aufeinander folgen lassen wie 2, stehen in dieser Zeile; denn thut 
es T, so wird T21 die Systeme nicht ändern, demnach = sa sein 
und T wird =Sa2; 3) alle Substitutionen der zweiten Zeile sind von 
einander verschieden, und 4) von denen der ersten Zeile.

Giebt es eine neue Substitution 03, welche eine andere Vertauschung 
der Systeme nach sich zieht, so giebt sie die Veranlassung zur Bil­
dung einer dritten Zeile, von welcher sich dieselben Eigenschaften 
nachweisen lassen u. s. w.

Lehrsatz XI. Besitzt die imprimitive Gruppe G eine Unter­
gruppe Gr von der Ordnurg m, welche die einzelnen Systeme 
nicht untereinander vertauscht, so ist die Ordnung r von G 
gleich m.q. Dabei bedeutet q einen Teiler von u!, u die An­
zahl der Systeme.

§ 72. Wir betrachten die Ordnung m von Gr etwas genauer. Da 
G kein Element eines Systems in ein Element eines anderen über­
führen darf, so ist es intransitiv. Die Anzahl der einzelnen transitiv 
untereinander verbundenen Elemente ist gleich der Anzahl der Ele­
mente der Systeme, also für jedes X2 dieselbe und zwar ein Teiler 
von n. Es sei t eine beliebige Substitution von Gr; dann bilden wir 

t-1G,t+1.
Das Resultat ist eine Untergruppe von G, welche Gt ähnlich ist und 
die Systeme nicht mit einander vertauscht; es ist also Gx selbst. Be­
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trachten wir jetzt aus G, nur diejenigen Bestandteile der Substitu­
tionen, welche die Elemente des ersten Systems der Imprimitivität 
unter einander vertauschen, so bilden diese eine Gruppe H,; ebenso 
mögen die Bestandteile der einzelnen Substitutionen von G1, welche 
die Elemente des aten Systems der Imprimitivität enthalten, die Gruppe 
Ha bilden. H und Ha sind einander ähnlich. Denn wenn x‘1 ein 
Element des ersten, ein Element des aten Systems der Imprimitivi­
tät ist, dann giebt es in der transitiven Gruppe Gr eine Substitution t, 
welche X,(a) auf %‘ folgen lässt, und damit alle Elemente des aten auf 
die des ersten Systems. t—1Gt wandelt folglich die Bestandteile der 
Substitutionen von G, so um, dass die Gruppe H, in Ha transformiert 
wird. und' Ha sind einander demnach ähnlich; die Ordnung des 
H bezeichnen wir mit r‘.

Existieren u Systeme der Imprimitivität und daher u Gruppen 
H,, so wird Grr eine Untergruppe von

r^{H^ ... H,}
werden. I hat die Ordnung r’u; die Ordnung von G1 ist ein Teiler 
hiervon.

Lehrsatz XII. Besitzt die nicht primitive Gruppe Gr u 
Systeme der Imprimitivität, so ist die Ordnung r von Gr ein 

(12 \u!) • Die Ordnung einer imprimitiven Gruppe• /
des Grades n hat als Maximalzahlen ihrer Ordnung

\ 2 / \ö/ \ o /
§ 73. Hinsichtlich der Konstruktion imprimitiver Gruppen können

90 wir folgendes aussagen. Wir wählen eine beliebige Gruppe von
U 

Elementen x‘1, x‘2, x‘3, ..., welche H1 heissen mögen; ihre Ordnung 
sei r'. Aus u—1 anderen Systemen von Elementen x"1, x‘2, x"3, ...; 
x"1, x‘,, x‘‘3, ... werden u—1 neue Gruppen H2, H3, ... Hu gebildet, 
welche sämtlich dem H. ähnlich sind. Endlich seien s,"“, s,‘°, • • • die 
Substitutionen von Ha und

r-{H,, Hg, ... Hu}.
Die Ordnung der intransitiven Gruppe I ist r’u.

Aus u anderen Elementen Y, Y2, ... Yu werde jetzt weiter eine 
beliebige transitive Gruppe K konstruiert; ihre Ordnung sei 91; ihre 
Substitutionen mögen t, t, ... tr, heissen. Dann ist

G={r,K]
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eine intransitive Gruppe aus n—u Elementen. Wir wollen aber in 
dem Ausdrucke von Gr die Substitutionen von K symbolisch auffassen: 
Die Umstellung der Elemente Y1,Y,... Yu soll durch die entsprechende 
Vertauschung der oberen Indices der x‘1, x‘2, ... x"., x",, ... ersetzt 
werden. Ist z. B.

s‘=1, t,= (:V2V3), so wird s‘t=(z‘z"a"1)(‘,a",a"2)
indem s‘1 = (x‘1) (x‘2) (x1^ ... das Element x‘1 ungeändert lässt, t, aber 
den oberen Index verschiebt u. s. f.; ebenso wird für

s‘2=(x‘‘2a‘3), s"s=(a",c"2), t,=(V1V2), c! cil + -  (o! cIr Ä (o1 I o1 Ir N92° 3°2 — \" 1° 2/\2• 3• 3• 17 
werden, wie leicht ersichtlich ist u. s. f.

Unter dieser Voraussetzung wird G- eine imprimitive Gruppe von 
n Elementen, die sich in u Systeme der Imprimitivität verteilen. Die 
Ordnung derselben ist r=r‘.r.

Dies folgt daraus, dass t’rt =r
wird, so dass es nur r’u Substitutionen giebt, welche die Systeme 
nicht umstellen, und rt verschiedene Systemfolgen, gemäss den rx Sub­
stitutionen ta von K.

Wenn umgekehrt eine imprimitive Gruppe gegeben ist, undogbe- 
deutet eine Substitution derselben, so kann man aus u neuen Elementen 
Y1, Y2, ... Ya eine Substitution t9 konstruieren, welche die y so um­
setzt, wie G.g 'die Systeme. Verfährt man so bei allen Substitutionen 
der Gruppe, dann erhält man ein System t, t, ...; diese bilden eine 
transitive Gruppe. Alle 0gtg1 liefern, symbolisch aufgefasst, Substi­
tutionen, welche die Systeme nicht mehr vertauschen; sie bilden eine 
intransitive Gruppe I1, bei der die einzelnen Systeme intransitiver 
Elemente gleich gross sind. I1 hat die Eigenschaft, sich bei der 
Operation t 111 tz zu reproduzieren. Dies reicht hin, um von ihr aus 
zu G zu gelangen. Die oben angegebene Konstruktion von I ist also 
nicht allgemein genug; doch sind in der nach jener Vorschrift kon­
struierten Gruppe G alle imprimitiven Gruppen von n Elementen mit 
u Systemen der Imprimitivität enthalten.

§ 74. Jetzt wollen wir den Einfluss untersuchen, den die Primi­
tivität auf eine transitive Gruppe ausübt. Wir knüpfen dabei an die 
Lehrsätze VIII) und IX) dieses Kapitels an, indem wir, in gewissem. 
Sinne jene erweiternd, den Satz aufstellen:

Lehrsatz XIII. Enthält eine primitive Gruppe eine der 
beiden Substitutionen



Viertes Kapitel. Transitivität und Primitivität etc. 81
0=(x,x,23) oder t = (x,R2),

so umfasst sie im ersten Falle die alternierende, im zweiten 
die symmetrische Gruppe.

Wir werden diesen Satz als einen Spezialfall des folgenden an­
sehen und beweisen:

Lehrsatz XIV. Enthält eine primitive Gruppe eine Cir- 
kularsubstitution s der Primzahlordnung p, so enthält sie 
eine Reihe ähnlicher Substitutionen

S1) S2) S3, ••• Sa, —p—1 
derart, dass Sa die Elemente x1, 2, 3, ... Xp—1; enthält.
Dabei können X1, X2, ... xp—i beliebig gewählt werden.

Gemäss Kapitel 2 Lehrsatz VI) und IX) erhält man dann für 
p=2, 3 aus dem letzten Satze den darüberstehenden.

Wir wenden uns zum Beweise von Lehrsatz XIV).
Die primitive Gruppe Gr soll eine Substitution s enthalten, welche 

durch einen einzigen Cyklus von der Primzahlordnung p gebildet wird. 
Wir transformieren s durch alle Substitutionen der Gruppe und er­
halten dadurch eine Reihe ähnlicher Substitutionen s, s', s‘, ... s®), ... 
Diese setzen bereits alle Elemente von Gr miteinander in Verbindung, 
so dass H= {5, s\ ... s^'\ ...} transitiv ist. Denn wäre dies nicht 
der Fall, dann mögen R1, ... X alle die Elemente sein, welche in H 
mit dem Elemente X1 verbunden auftreten, während 5 ein neues Ele­
ment sein soll. Transformiert man nun s, s’, s", ... durch eine der 
Substitutionen, welche auf ein R2 folgen lassen 51, so wird dadurch an 
Stelle von X2 das neue Element 5 treten. Soll dies nicht mit den 
früheren in Verbindung stehen, so müssen gleichzeitig alle X1, X2, ... X2 
durch neue Elemente 51, 52, ... §k ersetzt werden. Erschöpfen die 
und die §2 noch nicht alle vorhandenen Elemente derart, dass etwa 
noch ein n1 vorkommt, so giebt es eine Substitution, welche X1 durch 
n ersetzt; denn Gr ist transitiv. Transformiert man s, s\ s", ... durch 
diese Substitution, so geht H in sich, alle gehen in neue Ele­
mente über 91, n2, ... n,. Diese sind sämtlich von den §2 verschie­
den; denn wäre dies nicht der Fall, so würden mehr als k Ele­
mente §1, $2, ... §, n1, na, 98, ... durch s, s’, s", ... in Verbindung 
stehen; transformierte man nun durch den reciproken Wert einer 
Substitution, welche alle R2 in alle 52 überführt, so würden die n, 
na,.n8, ... in Elemente umgewandelt werden, welche auch noch mit den 
C2 in Verbindung ständen; das ist nicht möglich. So kann man weiter­
gehen und erkennt, dass aus unserer Annahme die Imprimitivität von

Netto, Substitutionentheorie. 6
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G folgen würde. Demnach, hängen durch s, s‘, s", ... s‘", ... bereits 
alle Elemente der Gruppe zusammen.

Wir greifen jetzt aus der Reihe s", s‘, ... eine Substitution 
heraus, welche einige Elemente mit s gemeinsam hat und andere neue 
mit denen von s in Verbindung setzt. Nach der obigen Überlegung 
giebt es derartige Substitutionen; s' sei eine solche.. Sollten nun in 
dem Cyklus von s' mehrere neue Elemente auftreten, so kann man 
in einer passend gewählten Potenz s'a zwei von diesen aufeinander 
folgen lassen. In s‘—“ss‘e wird dann, wie man leicht erkennt, das 
zweite der neuen Elemente und überhaupt jedes neue, welches auf ein 
anderes neues folgt, wegfallen; dagegen jedes neue, welches auf ein 
altes folgt, bleiben; die Transformierte s'~ass'tt hat somit auch noch 
neue Elemente mit denen von s in Verbindung gebracht, aber weniger 
als s'. Ist etwa

s' = (x,RaX,R:X,K,R,x,«9), s = (x,3,3X324«5%,273g39) ,
so wird

2   (ppppprp,o C T  2 2   (msrrlrprr    /--  \e1•2•3•Ce9eabe6"5)% P P D   \•1°5•7•8°C•2•3•C‘4) V•

Enthält die Transformierte noch immer mehr als ein neues Element, 
so kann man nach derselben Methode fortfahren, bis mau auf eine 
Substitution gekommen ist, welche p—1 Elemente mit s gemeinsam 
hat und nur ein neues enthält. Im obigen Beispiel wäre zu nehmen

/ 3  (pji-m(-rs(pis. / — 3-3 — (snr sgoprprerU — \ •1 •8 •3 ) \•2"4"7) \~5•CNC/) V • • — \N1 •7 •C •6 •2 •3 •9 • g •4)° 

(Es ist hier absichtlich die Ordnung von s gleich 9 gewählt worden, 
um zu zeigen, dass die Ordnung, wie unser Lehrsatz es voraussetzt, 
eine Primzahl sein muss. Denn ts zerfällt hier in drei Cyklen, und 
es hätte leicht eintreten können, dass einige dieser Cyklen nur fremde, 
alle andern nur frühere Elemente enthalten hätten; dann würde eine 
Transformation zu nichts geführt haben.)

s=s möge die Elemente X1 , X2 5 • • • Xp — 1 5 Rp und die neu kon­
struierte Substitution, welche S, heissen mag, die Elemente X1 7 X , • • • Xp — 1 , 
&p+1 enthalten. Man kann in derselben Weise weiter fortfahren, in­
dem man eine neue Substitution bestimmt, welche mit den Ele­
menten von s, oder S, neue verbindet. Es möge z. B. mit S, die 
p—1 Elemente x,, x3, ...Xp—1, xp gemeinsam haben und das neue 
Element xp-2 einführen. Nimmt man dann s\“ so, dass in dieser 
Potenz xp auf xp +2 folgt, und bildet man s‘-"s,s‘1%, so wird in dieser 
Transformierten das Element xp weggefallen sein. Man erhält also, 
wenn diese Substitution s, benannt wird,



Viertes Kapitel. Transitivität und Primitivität etc. 83

S, mit den Elementen X. 9 X , • • • Xp — 1; Xp ,
Sg » » » a,, &2, ••• 1; a,+1,
83 » » » "1) 2) • • • "p—1;

und kann so fortgehen, bis alle Elemente erlangt sind.
Es bleibt noch der Beweis für den letzten Teil des Satzes zu 

führen, dass die Wahl von C1, X2, eine willkürliche ist. Jeden­
falls enthält eine Substitution 0 der Reihe S1, S2, S3, ... eins der ver­
langten Elemente. Diese wähle man zum Ausgangspunkt einer Reihe 

02, 0,, bei welcher das geforderte Element in allen 0 auftritt. 
Eine der Substitutionen T der Reihe 6,, ,, 0.,, ... enthält äusser 
diesem ein zweites der vorgeschriebenen Elemente; T, wähle man zum 
Ausgangspunkt einer neuen Reihe T1, T2, T3, ..., welche in jeder Sub­
stitution bereits zwei der verlangten Elemante hat. So gehe man fort, 
bis alle p—1 vorgeschriebenen Elemente erhalten worden sind.

§ 75. Lehrsatz XV. Enthält eine primitive Gruppe eine 
Cirkularsubstitution der Primzahlordnung p, so ist sie min­
destens (n—p—1)-fach transitiv.

Durch diesen Satz wird der Einfluss des Mangels der Imprimiti- 
vität auf transitive Gruppen klar gelegt; Im Primitivität ist eine Eigen­
schaft einer Gruppe; Primitivität ist nur der Mangel derselben, welcher 
der Gruppe dadurch einen allgemeinen Charakter verleiht, dass er spe­
zielle Beziehungen ausschliesst.

Es seien S,, S, die beiden im vorigen Paragraphen abgeleiteten 
Substitutionen. Diese bilden eine zweifach transitive Gruppe. Denn 
ist zuerst die Folge xaxbxd gefordert, wo xd auch = xa sein kann, dann 
leiten wir aus s., s, durch Transformationen zwei Substitutionen 6,, 6, - - 4 1/4
ab, von denen die erste beide Elemente xa} xb enthält, während in der 
zweiten xb nicht vorkommt. Nun sei ,°=(CaxzXc..0), dann bestimmen 
wir 6/ = (xcxd...) und bilden 6^6/ = ... xaxbxd... Sollte xc in o,® 
schon = xd sein, so wird ß=0.

Ist zweitens xaxb, xdxe gemäss der zweifachen Transitivität gefor­
dert, so wählt man 63 so, dass es xd nicht enthält, , wie soeben; 
dann wird 6,’ = (xaxb...), 0,‘ = (Kaxe ...) und 0,‘. 0,5=...xax... xdxe... 
werden.

Ebenso lässt sich zeigen, dass die aus s2, s, gebildete Gruppe 
dreifach transitiv wird. Wird nämlich gefordert, dass die Folgen 
Ra, xexd, xeXf in einer Substitution vorkommen, so konstruiert man 
aus S,, S2, S3 durch Transformationen 01, 0,, 0, so, dass weder xb 
noch xd enthält, während xa, xb] xc^ xd in 6,, 0, vorkommen. Dann 

6* 
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kann man in der aus 01, 0, gebildeten zweifach transitiven Gruppe 
die Folgen xaxb und xcxd in einer Substitution hervorrufen; durch eine 
geeignete Potenz von 3, welche dieser Substitution angefügt wird, 
ändern sich diese Folgen nicht und xeXf tritt hinzu.

So geht es in gleicher Weise weiter; da n — p — 1 Substitutionen 
vorhanden sind, so folgt der ausgesprochene Satz.

Wir kombinieren dieses Resultat mit demjenigen von § 67 Lehr­
satz VII). Dort zeigte sich, dass der Index der Transitivität k den
Wert - + 1 nicht überschreiten kann, ohne dass die Gruppe alternierend
oder symmetrisch wird. Da nun eine Cirkularsubstitution von p Ele­
menten bei einer primitiven Gruppe k> n — p — 1 hervorruft, so würde 
aus n_p-1>—1 oderp<27 folgen, dass die gegebene Gruppe

die alternierende in sich schliesst. Man erkennt also:
LehrsatzXVI. Enthält eine transitive Gruppe des Grades n 2neine Cirkularsubstitution der Primzahlordnung 2< , , ohne 

dass sie die alternierende Gruppe enthält, so ist sie impri- 
mitiv.

§ 76. Wir können den Gang des Beweises aus dem vorigen Pa­
ragraphen benutzen, um den folgenden, dem Lehrsätze XV) verwand­
ten Satz zu beweisen:

Lehrsatz XVII. Enthält eine primitive Gruppe des Grades 
n eine k(22)-fach transitive Untergruppe des Grades q, so 
ist die erstere Gruppe mindestens (n — q — k)-fach transitiv.

Ist G. die 7-fach transitive Untergruppe des Grades q mit den 
q Elementen 21, 2, ...xq—i^ xqi so können wir durch Transforma­
tion von G durch alle Substitutionen von Gr eine Reihe von Grup­
pen ableiten, die dem G. ähnlich sind und so beschaffen sein werden, 
dass 1‘={G.,G,...} bereits alle Elemente in Verbindung bringt. 
Denn wäre dies nicht der Fall, so könnte man wie oben die Impri- 
mitivität von G beweisen. Ferner lässt sich zeigen, dass man der 
Gruppe Ga die Elemente x1, X2, ... X9—1, X+a—1 geben kann.

Ist nun G, eine k-fach transitive Gruppe, so wird {G1, G2) min­
destens (k - 1) - fach transitiv, wie die obige Beweisführung ergiebt; 
{G1, G,, Gt3} mindestens (l - 2) - fach transitiv u. s. f., bis man zur 
(n — q - k)- fachen Transitivität der Gruppe G selbst gelangt.

§ 77. Wir haben in § 71 eine Tabelle entworfen, in welcher die 
Substitutionen einer imprimitiven Gruppe untergebracht waren. Die
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erste Zeile enthielt diejenigen Substitutionen derselben, welche die 
einzelnen Systeme der Imprimitivität nicht mit einander verband und 
also nur die Elemente jedes Systems unter sich vertauschte. Diese Sub­
stitutionen bildeten daher eine Untergruppe G1 von G. Von dieser 
Untergruppe G, haben wir eine wichtige Eigenschaft nachgewiesen. 
Es zeigte sich, dass t—1Gt+1=G
wird; dass sich also G bei der Transformation durch eine beliebige 
Substitution t von Gr reproduziert. Wir können dies auch durch die 
Schreibweise G-1G,G-G, oder G,G=GG,
ausdrücken, wobei aber hervorzuheben ist, dass diese nur eine Eigen­
schaft von G,, aber nicht eine solche von G aussagt; denn es ist selbst­
verständlich, dass G1GG,=G ist, da alle Substitutionen der linken 
Seite in Gr enthalten sind.

Wir machen nun im Anschluss an diese Bemerkungen folgende 
Festsetzungen: Wir nennen

1) s,, s, vertauschbar, wenn S.S2=S2.S, ist;
2) s mit H vertauschbar, wenn sH—Hs, ist;
3) H mit G vertauschbar, wenn H.G-=G.H ist.

Sollte im letzten Falle H eine Untergruppe von G sein, so drückt 
die Gleichung H.G = G.H nur eine Eigenschaft von H aus. Wir 
nennen H dann eine ausgezeichnete Untergruppe von G.

Als Beispiele hierfür mögen gelten:
1) ( a,x„2,x,) ist mit (x,R3) (x,2,) vertauschbar; jede Potenz sa 

einer Substitution ist mit jeder anderen Potenz s® derselben Substitu­
tion vertauschbar.

2) H = [1, (a,32) (a,a) (a,3,), (a,a) (x2 aa)] ist jeder
Substitution der vier Elemente x1, X2, X3, X4 vertauschbar; die alter­
nierende Gruppe von n Elementen ist mit jeder Substitution derselben 
Elemente vertauschbar.

3) H ist mit der symmetrischen Gruppe der vier Elemente a1, 
x,, x,, x, vertauschbar; die alternierende Gruppe von n Elementen ist 
mit der symmetrischen vertauschbar; oder, die alternierende ist eine 
ausgezeichnete Untergruppe der symmetrischen.

§ 78. Mit diesen Festsetzungen können wir auf ein im zweiten 
Kapitel behandeltes Thema, auf die Bildung von Substitutionengruppen 
zurückgreifen (§§ 37, 38).

Alle Substitutionen von n Elementen, die mit einer ge­
gebenen Substitution derselben Elemente vertauschbar sind, 
bilden eine Gruppe. Denn wenn man hat a
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t u t u, t lut •— u,
dann folgt daraus, dass auch(t,t2) .u.(t4)=t 1 [t, ut,]t=u
wird, so dass sich auch t . t unter dem Substitutionenkomplex findet.

Alle Substitutionen von n Elementen, die mit einer ge­
gebenen Gruppe derselben Elemente vertauschbar sind, bil­
den eine Gruppe, welcher die gegebene als ausgezeichnete 
Untergruppe angehört.

Denn aus t,-1G4,-G, — G
folgt (,4)-14(4)-G.

Enthalten zwei Gruppen G und H äusser der Einheit 
keine gemeinsamen Substitutionen, und sind G und Ji mit 
einander vertauschbar, so wird die Minimalgruppe

K-{G,H)
als Ordnung das Produkt der Ordnungen von G und von 11 
besitzen.

§ 79. Eine ausgezeichnete Untergruppe einer transitiven 
Gruppe enthält alle Elemente derselben. Denn wäre H—G-IHG 
eine ausgezeichnete Untergruppe der transitiven Gruppe G, enthielte 
H das Element X nicht, und führte sz aus G dieses Element nach 
so enthielte sa1Hsa an Stelle von x, jetzt nicht mehr Ra; da aber 
jene Transformierte =H ist, so enthielte H weder x, noch 2, d. h. 
überhaupt kein Element, da der Index A beliebig ist.

Ist eine ausgezeichnete Untergruppe H einer transitiven 
Gruppe G intransitiv, so ist G imprimitiv und H verbindet 
nur die Elemente der einzelnen Systeme der Imprimitivität 
unter sich. Denn gehört x, einem Systeme der Intransitivität in H 
an, Xi einem zweiten und ist S2 eine Substitution aus G, welche 
auf X1 folgen lässt, so wird sx~lHsx an die Stelle von x, das Element 
X2 setzen und an die Stelle aller mit x, transitiv verbundenen alle, 
welche durch Ji mit 32 transitiv Zusammenhängen. Da jene transfor­
mierte Gruppe = H ist, so erkennt man die Richtigkeit des Ausspruches.*

* Vergl. das Verhältnis von I und Gin 76.

§ 80. Besitzt G eine ausgezeichnete Untergruppe H, die von der 
Einheit verschieden ist, so heisst G zusammengesetzt; findet dies 
nicht statt, so heisst G einfach. Existiert neben H keine ausgezeich­
nete Untergruppe K von G, von welcher H Untergruppe ist, so heisst 
H eine ausgezeichnete Maximaluntergruppe.



Viertes Kapitel. Transitivität und Primitivität etc. 87

Ist Gr zusammengesetzt und die Reihe der Gruppen
G, G„ G2>... G,, 1

so beschaffen, dass jede folgende Gruppe eine ausgezeichnete Maximal­
untergruppe der vorhergehenden ist, so heisst diese Reihe die zur 
zusammengesetzten Gruppe Gr gehörige Reihe, oder auch die 
Reihe der Zusammensetzung von G, respektive kurz die Reihe 
von Gr.

Sind die Zahlen
r r, ru_1 ru 1G T1=—1 T2= —,...Tu= ——) Tu-1=—=1 e1e2 €u €u—1

die Ordnungen der entsprechenden Gruppen der Reihe, so heissen e15 
e2, ... eu-1 die Faktoren der Zusammensetzung von Gr oder 
auch die Zahlenfaktoren der Zusammensetzung von G. Es 
wird r=ee...eu1.

§ 81. Möglicherweise ist, wenn die zusammengesetzte Gruppe G 
vorliegt, die Reihe der Zusammensetzung für dieselbe keine unbedingt 
bestimmte. Es wäre denkbar, dass äusser der angeführten noch andere 
Reihen, z. B. G, G‘,, GI,, G‘,, ... G‘,, 1
beständen, so dass auch hier jede Gruppe eine ausgezeichnete Maximal­
untergruppe der voraufgehenden wäre. Es wird sich zeigen, dass, wie 
die Reihe auch immer gewählt werden möge, die Faktoren der Zusam­
mensetzung stets dieselben sein werden, abgesehen von ihrer Reihen­
folge; dann muss natürlich auch u=v sich herausstellen.

Gr enthalte die Substitutionen sa, G\ enthalte die Substitutionen 
9.S’a; T = e sei die Ordnung von G±, ri=g die von G\. Die Sub­

stitutionen, welche Gx und G\ gemein haben, bilden eine Gruppe r 
(drittes Kapitel § 44); die Ordnung x derselben ist ein Teiler von r 
und von r1; wir setzen r,=y, P,=cy.
Die Substitutionen von I seien ßa. Dann kann man alle Substitu­
tionen von Gr in einer Tabelle von y Zeilen unterbringen, deren erste 
alle Substitutionen 6a von I enthält. Man erhalte folgendes Schema 

0=1, 62, 63, • 0z; I,
%201, 8202, 8203, %202; 821,
%,01, 8y°2, %y03, ••• 8,0,; %yI,

wobei die 8,, 83, ... nach dem einfachen Prinzipe ausgewählt werden 
können, dass eine jede unter denjenigen Substitutionen von G ge­
wählt wird, welche den Komplexen I, bez. r und &,1u. s. f. noch 
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nicht angehörten. Die Gruppe G‘1 kann ebenso behandelt werden; sie 
führe auf s‘2, s’s, ... s’y. So kann jedes

, , , sa=ß,6,, jedes s‘=g‘,6,gesetzt werden. ‘‘ "
Das Produkt Sa1 s’s-1 sas'ß = Sa1 (s’s1 sa s’s) = (sa1 s'^-1 sa) . s'^ ge­

hört seiner zweiten Form halber zu G1; denn wegen
G 1Gr1G = Gr1 ist sg

und also wird das obige Produkt ^Sa—^-Sy^ es gehört der dritten Form 
halber zu G‘1; denn wegenG-1G,G=G1 ist sa-1s‘s—‘sa=s,,
und daher wird das obige Produkt =s'r.s'^ Folglich gehört das Pro­
dukt zu der Gruppe I, welche G und G‘1 gemeinsam haben:

A) Sa 8 8 Sa S s = 0y; Sa S s = 8 s Sa ^y; S s Sa = Sa S^ 08.
Insbesondere erhalten wir, da die G zu den s und zu den s' gehören,

B) 0as‘a = 8‘,6,; 6.8,=8,60; s‘8,=8,s‘.0,
Hieraus folgt, dass die Substitutionen der Form sas‘,0, eine Gruppe 
bilden; denn man hat durch wiederholte Anwendung der Gleichungen B) 

(Sas‘,0,) (8as‘,60) = b^c = sa%a . ßGs§) bGQ= 8.8. ß^>bGd = s,0,8‘, GfGd = s,8‘, G&.
Die Gruppe G der Substitutionen §>a^'ßGy ist mit G vertauschbar, 

denn es ist
G-1(8,8‘,6,) G = G-18G . G-18‘,6,G= Sa. s'/i = 8,60 . ^'sGt = 8,8,6,.

Die Gruppe G ist umfassender als G1 und als G‘,; sie ist in G ent­
halten; also ist sie nach den Voraussetzungen über G. und G‘, mit 
G identisch.

Die Ordnung von G ist gleich xy.y'] denn es ergiebt sich aus 
^a^'b^c = leicht a — a, b=ß, c=y. Folglich wird auch die
Ordnung von G gleich xyy\ und da

ist, so folgt r=re=xye, r=re1=xy‘e, 
y‘ =e, y=e,.

Durch dieses letzte Resultat haben wir die Ordnung von I, näm- 
y y y‘

lieh x = — = , = — kennen gelernt. Es lässt sich von I weiter 6161 e 1 €1
zeigen, dass diese Gruppe in eine der Reihen, die zu G. (und dann 
auch ebenso zu G‘1) gehören, einrangiert werden kann, da sie eine 
ausgezeichnete Maximaluntergruppe von G1 und von G‘1 ist. Denn zu­
erst ist I, als Teil von G1 mit G,, und ferner als Teil von G, mit G‘, 
vertauschbar; man hat daher

= G'^ G'-^TG^ = G1;
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da aber die linke Seite der ersten Gleichung völlig der Gruppe G 
angehört, so findet dasselbe auch rechts statt; ähnlich steht es mit 
der zweiten Gleichung; also ist

G,-IrG,=T; G-IrG,=T.
Ausserdem lässt sich zeigen, dass zwischen G. und I keine zu G. 

vertauschbare Gruppe besteht, welche I umfasst. Wäre eine solche 
H mit den Substitutionen ta vorhanden, so wäre nach A)

ta 1s‘s 1 tas s = y, also S 1tas‘s = ta 1 s p 1tas‘s = ta 6y = , 
d. h. es wäre H auch mit G. vertauschbar, und da G sich aus den 
Substitutionen von G. und G‘1 zusammensetzt, so wäre H auch mit G 
vertauschbar.

Setzt man nun die s‘2, s‘3, ... mit den ta zusammen, so bilden 
die 8ata eine Gruppe; denn nach A) hat man, daIinH und in G1 
enthalten ist, = a = atb.
Diese Gruppe ist mit G vertauschbar, da H und G1, aus denen sie 
sich zusammensetzt, es sind; sie enthält G‘1, welches bereits durch die 
Substitutionen ‘.08 gebildet wird; sie ist in Gr enthalten, welches aus 
den 8a%,0, besteht. Daher widerspricht sie der über G1 gemachten 
Voraussetzung, dass diese Gruppe eine ausgezeichnete Maximalunter­
gruppe von Gr sei. Wir erhalten also das Zwischenresultat: Folgt in 
einer zu Gr gehörigen Reihe G-]l auf G, in einer anderen Reihe 
G1 auf Gr^ so kann man in beiden auf G1, respektive Gr'^ eine 
und dieselbe ausgezeichnete Maximaluntergruppe I folgen 
lassen, welche aus allen Substitutionen besteht, die G1 und 
Gr^ gemein haben. Ist dabei e, der zu G. gehörige Faktor der 
Zusammensetzung, der zu Gr^ gehörige, so hat I‘ in Bezug 
auf G1 den Faktor e1, in Bezug auf G den Faktor e,.

§ 82. Hieraus können wir leicht den zu beweisenden Satz folgern.
Eine Reihe der zu Gr gehörigen ausgezeichneten Maximalunter­

gruppen sei:
1)

r,
eine andere der zu

2)

’ 1 p 2 p o 1 52 53

G, G1, G2, Ga, •••, 
r r. r9 T1 —) T2=-, -?•••?1 p 2 p . 3 p51 52 53

G gehörigen Reihen sei die nachstehende:
q q! qI Ql—1 —1) —2) —3)***) 

.. J .1
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Dann kann man nach, dem eben bewiesenen Zwischenresultate zwei 
neue zu G gehörige Reihen konstruieren:

3) G,G,r,A,H,... 4) G,G,r,A,H,...
r , ,r, r\?, r.= —) r. T=-,) r =-,***‘—ee1 ‘—e1e

und den Beweis von der Konstanz der Faktoren der Zusammensetzung 
bei 1) und bei 2) übertragen auf denselben Beweis bei den Reihen 1) 
und 3) einerseits und 2) und 4) andererseits; denn dass 3) und 4) die­
selben Faktoren der Zusammensetzung liefern, zeigt der erste Blick.

Der Nachweis für 1) und 3) und für 2) und 4) reduziert aber 
die Schwierigkeit. Denn während 1) und 2) nur in dem ersten Gliede 
übereinstimmten, stimmen 1) und 3) ebenso wie 2) und 4) je in den 
beiden ersten Gliedern überein.

Der Fortgang des Beweises wird der sein, dass man in 1) und 
3) auf die beiden ersten gemeinsamen Glieder G, G1, denen einuial Ga 
und einmal I folgt, zwei neue Reihen auf baut
1') (,G,,G,,6,6,3,... 3') G,G,,r,6,$,3,...

,, ,,, r, r,;5252 52 52
welche dieselben Kompositionsfaktoren haben, und von denen 1) mit 
1) und 31) mit 3) bereits in drei Gliedern übereinstimmen, u. s. w.

So gelangt man zu dem Resultate:
Lehrsatz XVIII. Giebt es verschiedene zur zusammen­

gesetzten Gruppe Gr gehörige Reihen, so stimmen die Fak­
toren der Zusammensetzung für diese bis auf ihre Aufein­
anderfolge überein. Daher ist auch die Anzahl der Gruppen 
dieser Reihen konstant.

§ 83. Wir betrachten zwei aufeinanderfolgende Gruppen einer 
solchen Reihe, oder, was dasselbe ist, eine Gruppe G und eine aus­
gezeichnete Maximaluntergruppe H von G. Es sei s1 eine von den 
Substitutionen der Gruppe G, die nicht auch in H vorkommen; s‘" 
sei die niedrigste Potenz von s\, welche in H bereits vorkommt, (m 
ist gleich der Ordnung von oder gleich einem Teiler derselben.) 
Ist m eine zusammengesetzte Zahl und =p.q, so setzen wir s2=s, 
und erhalten dadurch eine Substitution s15 welche H nicht angehört 
und von der eine Primzahlpotenz sp die erste in H auftretende sein 
wird. Jetzt transformieren wir s, durch alle Substitutionen von Gr und 
erhalten dadurch s,, s,, ... s^. Keine von diesen kann H angehören.
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Denn wäre dies bei Sa=01s, der Fall, so würde sa0—1=s, die 
Transformierte einer Substitution sa von H durch eine Substitution 
01 von G auch zu H gehören, da H mit Gr vertauschbar ist. Das 
widerspräche der Annahme. Wir betrachten jetzt

T = { H; s,,82,...82).
Diese Gruppe enthält H und ist in Gr enthalten. Bezeichnen wir durch 
t eine beliebige Substitution von Gr^ so wird

t~ xrt = { H. S-^s/...) t = t~ 1Ht. t—1s,at. ..
es ist also I mit G vertauschbar. Die drei so bewiesenen Eigen­
schaften von r widersprechen der Annahme, dass H eine ausgezeich­
nete Maximaluntergruppe von G ist; und dieser Widerspruch lässt 
sich nur dadurch heben, dass man annimmt, es fiele r mit G zusammen.

Bedenkt man ferner, dass alle Substitutionen, die durch Trans­
formationen aus einander entspringen, einander ähnlich sind, also hier 
s\, s2, ... s^, so erkennt man:

Lehrsatz XIX. Jede Gruppe der Reihe von G ist aus der 
nächstfolgenden (oder: jede Gruppe ist aus einer ihrer aus- 
gezeichnetenMaximaluntergruppen) durch Hinzufügung einer 
Reihe von Substitutionen ableitbar, die 1) einander ähnlich 
sind, und von denen 2) eine Primzahlpotenz zur Gruppe ge­
ringerer Ordnung gehört. Die letzte Gruppe der Reihe einer 
zusammengesetzten Gruppe G wird durch eine Anzahl ein­
ander ähnlicher Substitutionen von Prim zahl Ordnung gebildet.

§84. Hierher gehört der folgende für die Theorie der Gleichungen 
wichtige Satz:

Lehrsatz XX. Die Reihe der Zusammensetzung, welche 
zur symmetrischen Gruppe von n Elementen gehört, besteht 
aus der alternierenden Gruppe und der Einheit, wenn >4 
ist; die Faktoren der Zusammensetzung sind also 2 und 1 n\ 
Die alternierende Gruppe von mehr als vier Elementen ist 
einfach.

Dass die alternierende Gruppe mit jeder beliebigen Substitution 
vertauschbar und also ausgezeichnete Maximaluntergruppe der sym­
metrischen ist, erkennt man.

Es ist weiter nachzuweisen, dass für n>4 die alternierende Gruppe 
einfach ist. Der Beweis gestaltet sich dem in § 50 gegebenen ganz 
ähnlich, wie denn auch der dortige Satz, in die jetzige Ausdrucksweise 



92 Erster Abschnitt. Theorie der Substitutionen und der ganzen Funktionen.

übersetzt, dem obigen ähnlich lautet, nämlich: Eine Gruppe, welche 
mit der symmetrischen vertauschbar, also eine ausgezeichnete Unter­
gruppe derselben ist, wird für n>4 die alternierende werden oder 
sich auf die Einheit zusammenziehen. Es wird daher auch nur eine 
kurze Andeutung des Beweises nötig sein.

Es werde in der Gruppe H1, die eine ausgezeichnete Maximal­
untergruppe von der alternierenden Gruppe H sein soll, eine Sub­
stitution von möglichst geringer Elementenzahl betrachtet. Diese kann 
nicht mehr als drei Elemente in einem Cyklus haben; denn wäre

S= (x1X2x334 ...)
eine solche Substitution, so transformiert man sie durch die Substitu­
tion 6 = (X2x324), die ja in H vorkommt; s~l. <5~vs(5 enthält dann gegen 
die Voraussetzung weniger Elemente als 6. Ferner können die Sub­
stitutionen geringster Elementenzahl nur einen Cyklus haben. Denn 

sa=(x,)(x,x,)... oder s,= (a,x,x,) (x,&,xe) ...
oder sY = (x. x2) (x3 x, x,) ...

in H vorkäme, so transformierte man in den beiden ersten Fällen 
durch 6 = {x1x2xr̂  im letzten durch t = (x1X2) (x,x4), und es werden 
in den Produkten

sa. G~~1sa<j respektive sg.61s80, Sy.T1syt
weniger Elemente vorkommen, als in sa^ S8, s7 entsprechend. Dies 
verletzt die Voraussetzung. Die Substitutionen geringster Elementen­
zahl können also nur

S -  (XaXs) , t -  (Xa Xs Xy^
sein. Der erste Fall ist nicht möglich, da in der alternierenden Gruppe 
keine Transposition vorkommt. Der zweite Fall führt auf die alter­
nierende Gruppe selbst zurück.

Ist «==4, so erhält man folgende Reihe: 1) die symmetrische, 
2) die alternierende Gruppe; 3) G,=[1, (xR2) (x,3,), (x,X3)(x224), 
(x,22)(x,33)]; 4) G,=[1, (x,22) (x,24)]; 5) G,=1. Der Ausnahme­
gruppe G, begegneten wir schon mehrfach.

§ 85. Von gleicher Wichtigkeit für die algebraische Auflösung 
von Gleichungen wie die eben besprochene Reihe der Zusammensetzung 
einer Gruppe G ist ihre Hauptreihe der Zusammensetzung, oder 
kurz ihre Hauptreihe. Wir bilden dieselbe aus der Reihe von G 
einfach dadurch, dass wir alle und nur diejenigen Gruppen der Reihe 
zurückbehalten, welche mit Gr selbst vertauschbar sind. So möge

G, H, J, ... K, L, M, 1
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entstehen. Die Reihe von G kann gleichzeitig Hauptreihe sein. Dies 
tritt z.B., wie wir sofort nachweisen werden, dann ein, wenn alle Fak­
toren der Zusammensetzung von einander verschiedene Primzahlen sind.

Angenommen, die Hauptreihe von G stimmt nicht mit der Reihe 
von G überein, dann mögen sich in der Reihe von G^ z. B. zwischen 
H und J noch Gruppen einschieben, etwaH, H,, J,
derart, dass die Mittelglieder zur Reihe, aber nicht zur Hauptreihe 
gehören. H. ist demnach mit H vertauschbar, aber nicht mit G. 
Infolgedessen ist n-IH,TI-I,,
Transformieren wir H durch alle Substitutionen von G, so werden 
demnach verschiedene Gruppen H, H‘1, I,, ... entstehen. Diese sind 
sämtlich in H enthalten, denn es ist

6-1H,6=H‘ in 6-1H=H
enthalten, wenn 0 eine Substitution von G bedeutet; und weiter istH-IHH- H-1. 6-16 . H- (5—1-16) (6-IH,6) (6—1Ho)
Ist nämlich r eine Substitution von H, so wird sich aus o—1t=v er­
geben 6- 1t- 16 = v-1 (vergl. S. 37 § 36).

Ferner ist J in jeder Gruppe E, H1, H‘1, enthalten; denn 
es ist J in H. und also

6-1J6=J in 6-IH,6=H
enthalten. Endlich ist wie H1 eine ausgezeichnete Maximalunter­
gruppe von H. Denn wenn eine ausgezeichnete Untergruppe zwischen 
H und H1 bestände, dann würde auf eine gleiche zwischen H und H. 
zu schliessen sein; man würde dieselbe aus H‘1 durch Transformation 
mit o-1 erhalten, wenn aus H. durch Transformation mit o 
hervorgeht.

Es folgen also in der Reihe von G auf H mehrere von einander 
verschiedene Gruppen H, von gleichem Typus. Alle diese
gehören demnach zu demselben Faktor £ der Zusammensetzung; dies 
ist der Quotient der Ordnungen von H und von Dann können 
wir nach dem Zwischenresultate in § 81 die Reihe von G derart fort­
setzen, dass wir die gemeinsamen Substitutionen z. B. von H und 
von H‘1, von H, und von H"1, von H, und von H‘1, ... auf H, 
folgen lassen. Nach demselben Resultate gehören die neuen Gruppen 
wiederum zum Faktor £. Jede von ihnen enthält J. Wir brauchen 
natürlich nur die von einander verschiedenen so entstehenden Gruppen
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beizubehalten. Giebt es nur eine derselben, so stimmt diese mit J 
überein. Denn die Gesamtheit der Gruppe

und daher auch die ihnen allen gemeinsame Gruppe ändert sich bei 
Transformationen durch Substitutionen von G nicht. Die Ordnung 
von • wird dann aus der von H durch Division mit s2 erhalten.

Sind dagegen noch mehrere verschiedene Gruppen vorhanden, so 
kann man in derselben Weise weitergehen. Die gemeinsamen Substi­
tutionen z. B. von H,, H" bilden eine Gruppe, welche in der 
Reihe von G auf die Gruppe folgen kann, in der alle gemeinsamen 
Substitutionen von H‘ vorkommen. Der zugehörige Faktor der 
Zusammensetzung ist wieder f.

Nach v Schritten langt man bei J an; die Ordnung von J ent­
steht also durch Division mit s" aus der von H. Die letzte Stufe von 
J bilden v Gruppen H,—1, ... welche einander sämtlich ähn­
lich sind, zum Faktor 8 gehören und

...

Lehrsatz XXI. Stimmt die Hauptreihe von G nicht mit 
der Reihe der Zusammensetzung überein, sondern schieben 
sich zwischen zwei Gruppen H, J der ersteren v—1 Gruppen 
H1, H2, •• H,—1 der letzteren ein, so gehören zu H1, H, ... J 
gleiche Faktoren der Zusammensetzung s und die Ordnung 
r' von H entsteht aus der Ordnung r" von J durch Multipli­
kation mit 8r. H kann aus J erhalten werden, indem man 
mit J eine Reihe von v Gruppen H,_ 1, —1, ... vereinigt, 
die einander ähnlich und von der Ordnung r".8 sind.

Zusatz I. Eine Gruppe, deren Faktoren der Zusammen­
setzung einander nicht sämtlich gleich sind, besitzt eine 
Hauptreihe.

Zusatz II. Jede imprimitive Gruppe ist zusammengesetzt. 
Enthält dieselbe umfassendere und engere Systeme der Im- 
Primitivität, so besitzt sie eine Hauptreihe.

Zusatz III. Die Gruppen H,— 1, H‘,— 1, ... sind mit­
einander vertauschbar, d. h. es gelten die Gleichungen

Denn man kann in der Reihe vor J die Gruppenfolge
... annehmen. Also ist
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Zusatz IV. Die letzte Gruppe M der Hauptreihe von G 
besteht aus einer oder aus mehreren einander ähnlichen 
Gruppen, welche äusser der Einheit keine Substitutionen 
miteinander gemeinsam haben, und welche miteinander ver­
tauschbar sind.

§ 86. Es ist der wichtige Spezialfall zu betrachten, dass £ eine 
Primzahl =p wird.

Statt der ... führen wir die bequemeren Bezeich-
nungen H‘, ...
ein. Dann entsteht H' aus J durch Hinzunahme einer Substitution 
t, bei welcher die pte Potenz die erste in J vorkommende ist. Wir 
können setzen (§ 83)

(a=0, 1, ... p—1) ±7 - ) iJ / \ 11^-/
Da J eine ausgezeichnete Untergruppe jeder der Gruppen H‘, 

H‘, ... ist, so wird
t-aJt—J, L~aJLa = J,1 X 74 xu / o • /

und wenn wir die Substitutionen von J mit i, i2, ... bezeichnen
t, “i 1t,4=i, t, “i,t,0=i, t, “it"=1, ••• (4), ta“i,=it,“(i4), ts“i=it"(ik), •••

d. h. es sind die Substitutionen von H‘, ebenso die von die von 
H'" u. s. w. unter sich bis auf Substitutionen von J vertauschbar.

Da man, um von J rückwärts zu H zu gelangen, die Substitu­
tionen z. B. von H' und von II" in eine Gruppe vereinigen kann 
(§ 81), so ist (§ 85, Zusatz III)

t, 1tt=t®,, t, 1t, t=t8i,
folglich durch Kombination beider Resultate

t,-1 t,- 1t,t,= t,8 4 t,  t,8+14,1 2 L2 44,2 4 • '
+ — 1 --  / 1 7-  ‘1 ‘1 ‘1 ~ °1 ‘1 ) 

= t,P+lig.
Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Substitution aus H‘, die 

rechte ist eine solche aus II". Da beide Gruppen nur die Substitu­
tionen von J gemeinsam haben, müssen die Potenzen von t und von 
t, verschwinden, d. h. es muss sein a=l, ß=—1 und

2 tta= 1 31 5
t1 2 = 2 t1 1,

(t, i,) (t 4) = (t 4) (t h) • 4 5

(t,Pi,) — (t,®i) Giah) • i4.
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Also sind die Substitutionen der aus J, t, t, gebildeten Gruppe unter­
einander bis auf Substitutionen von J vertauschbar. Dasselbe folgt 
für die aus t1, ts und für die aus J, t, t, gebildete Gruppe, also 
auch für die Gruppe {J, t,, t, ts] u. s. w , also schliesslich auch für 
H selbst. (Zu bemerken ist, dass § 85 Zusatz III) bei weitem weniger 
aussagt; denn dort handelt es sich um Vertauschbarkeit von Gruppen, 
hier um die Vertauschbarkeit der einzelnen Substitutionen.) Je zwei 
Substitutionen von H sind untereinander bis auf eine Substitution von 
• vertauschbar, welche als Faktor dazutritt.

Wir werden die Umkehrung dieses Satzes beweisen: Sind je zwei 
Substitutionen von H bis auf eine Substitution von J gegen einander 
vertauschbar, so ist & eine Primzahl. Ja, dies findet sogar schon 
statt, wenn die Substitutionen von H' untereinander bis auf solche 
von J vertauschbar sind. Steht dies nämlich fest und wäre gleich­
zeitig £ eine zusammengesetzte Zahl, so mögen q, q", ... ihre 
Primfaktoren sein. Wir wählen aus eine Substitution t aus, die 
nicht schon in J vorkommt und gemäss § 83 Lehrsatz XIX) gewählt 
ist. Dann wird z. B. t? die niedrigste Potenz von t sein, welche in 
J auftritt.

Transformieren wir nun

so wird der Voraussetzung nach sein, also

werden. Die Gruppe {t, J} ist also eine ausgezeichnete Untergruppe 
von welche J enthält und umfassender ist als J. Sie ist ferner 
in H' enthalten und weniger umfassend als diese Gruppe. Denn, weil 
t mit J vertauschbar ist, hat man nach §§ 37, 38 die Ordnung von 

J] gleich r‘.q<rle zu setzen. Dies geht gegen unsere Annahme, 
dass J in der Reihe von Gr unmittelbar auf H' folgen solle.

Lehrsatz XXII. Wenn in der Hauptreihe der Zusammen­
setzung von Gr die Ordnung r' von H aus der Ordnung r‘ von 
• durch Multiplikation mit p" abgeleitet werden kann, wo­
bei die Primzahl p der Faktor der Zusammensetzung für die 
Gruppen der zugehörigen Zwischenglieder ist, dann sind die 
Substitutionen von H bis auf solche vonJgegen einander ver­
tauschbar; und wenn dies eintritt, dann sind umgekehrt alle 
Faktoren der Zusammensetzung für die Gruppen zwischen H 
und J gleich einer Primzahl p.
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§ 87. Wir betrachten zwei Gruppen Gr und I; jeder Substitution 
von Gr mögen eine oder mehrere Substitutionen von F zugeordnet 
werden können und umgekehrt jeder von F eine einzige von G derart, 
dass jedem Produkte zweier Substitutionen der einen das Produkt der 
entsprechenden Substitutionen der anderen Gruppe zugeordnet erscheint. 
Ist je einer Substitution von Gr nur eine von F zugeordnet, so nennen 
wir diese Beziehung einstufigen Isomorphismus, sind einer Substi­
tution von Gr mehrere von F zugeordnet, mehrstufigen Isomor­
phismus.*

* C. Jordan: Trait etc. §§ 67 — 74. Dort sind die Namen „holoedrischer“ 
und „meriedrischer Isomorphismus“ eingeführt, wo wir die Bezeichnung „ein­
stufig“, „mehrstufig“ gebrauchen.

Netto, Substitutionentheorie.

Beispiele. Ist G=[1, (a,a,)1, 
r-[1,(5,5)(8,6); äw(ü4),

so ist Gr zweistufig isomorph zu F derart, dass die beiden ersten Sub­
stitutionen von F der Substitution 1 von Gr^ die beiden letzten von 
I’ der Substitution (a.X2) von Gr entsprechen.

Ist
G=[1, (3, 32) (3s G6) (3, 3,) 7 (K1 &a) («2 a5) («,0g) , (^1 aa) («, &6) (as &g) 5

(x, 3, Kg) (32 3g , (x 36 3g) 3,08)] 7
r=n, (5,5), aj3), (5,5), (5,5,59), (§,5,5.)1,

so findet zwischen Gr und F einstufiger Isomorphismus statt; man kann 
jede Substitution von Gr der an entsprechender Stelle bei F stehenden 
zuordnen. Multipliziert man zwei Substitutionen von G und die ent­
sprechenden von F, so entsprechen sich auch beide Produkte.

§ 88. Sind G und F einstufig isomorph, so haben sie gleiche 
Ordnungen.

Ist G zu F mehrstufig isomorph, und entspricht der Sub­
stitution 1 von G eine Reihe von Substitutionen 01, 02, 0,, ... om 
von F, so bilden die letzteren eine Untergruppe vonF. Denn 
a. entspricht dem Produkte 1.1 = 1 und findet sich also wieder 

unter den 6. Diese Gruppe
2 = [6, =1, 0, ... Om]

ist eine ausgezeichnete Untergruppe zu F. Denn bedeutet r 
eine beliebige Substitution von F, welcher t aus G entspricht, so 
entsprechen sich die beiden Produkte

t—lat und t-1.1.t=1, 
folglich gehört t'at wieder zu 2.

7
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Ist T2 eine Substitution von I, welche irgend einer von der Ein­
heit verschiedenen Substitution S von G entspricht, dann bilden wir 
eine Tabelle, deren erste Zeile 27, deren zweite

01T2, 02T2, 632, ••• OmT2; 22
sein mag. Wir können dann wie gewöhnlich beweisen: 1) dass alle 
die Substitutionen der zweiten Zeile und 2) auch nur sie der Substi­
tution s, entsprechen; 3) dass sie untereinander und 4) von denen der 
ersten Zeile verschieden sind. Ist dann S3 eine dritte Substitution 
von G^ dann lässt sich die Anordnung fortsetzen und man erkennt: 
Ist G mehrstufig isomorph zu F, so gehören zu jeder Substi­
tution von G gleichviele Substitutionen von I; die Ordnung 
von r ist m mal grösser als die von Gy wenn m den Index 
der Mehrstufigkeit oder auch die Ordnung derjenigen Unter­
gruppe von r bedeutet, die der Substitution 1 von G ent­
spricht.

Ist L eine ausgezeichnete Untergruppe von G, A die 
entsprechende Gruppe von I, so ist auch A eine ausgezeich­
nete Untergruppe von F. Denn aus

G-ILG=L folgt r-^AT^A.
Dasselbe gilt umgekehrt.

Ist L eine ausgezeichnete Maximaluntergruppe von G, 
A die entsprechende Gruppe von F^ so ist auch A eine aus­
gezeichnete Maximaluntergruppe von F. Denn gäbe es eine 
Gruppe ®, welche in F enthalten und mit I vertauschbar ist, und 
in der A enthalten ist, so wird die entsprechende Gruppe T die ent­
sprechenden Eigenschaften bei G und L besitzen, so dass L keine aus­
gezeichnete Maximaluntergruppe sein könnte.

Der Reihe der Zusammensetzung von G entspricht die 
von I; alle Faktoren der Zusammensetzung von G treten 
auch bei I auf. Ist G mehrstufig isomorph zu so treten in 
der Reihe der letzteren Gruppe noch die zur Reihe von 2 ge­
hörigen Untergruppen und die zugehörigen Faktoren der 
Zusammensetzung auf. Der Beweis ist auch hier wieder leicht 
ersichtlich.

Ist G zu r mehrstufig isomorph, so ist I zusammengesetzt; 
2 ist eine Gruppe in der Reihe der Zusammensetzung von F.

§ 89. Esmöge G eine beliebige transitive Substitutionengruppe 
sein, die aus den n Elementen %, X2, ... xn gebildet ist und die 
Ordnung r besitzt. Wir konstruieren eine willkürliche n!-wertige Funk-
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tion 5 von X,, &2, ... &» mit den Werten §1, $2, ... §u! und wenden 
auf einen beliebigen unter ihnen 5 alle r Substitutionen der Gruppe 
G an. Es mögen aus 5 dadurch

6, 6, &,, • • • 6, 
entstehen. Dann wird der Komplex dieser Werte durch Substitutionen 
von Gr nicht geändert, da diese lediglich seine Individuen unter einan­
der vertauschen. Die r Substitutionen von G rufen also r verschiedene 
Anordnungen hervor, welche wir als Substitutionen ansehen können, 
die unter den 5,, 5,, ... 5, durchgeführt sind. Diese Substitutionen 
der 5 bilden, wie leicht zu sehen ist, eine Gruppe r. Diese Gruppe 
r ist transitiv; denn in G giebt es Substitutionen, welche 5 in jeden 
der r Werte 5, ... $, umwandeln, also giebt es in I Substitutionen, 
welche auf 5, jedes der r Elemente $1, ... 5r folgen lassen. Jede 
Substitution von G wandelt alle Werte 5, ... 5r um, denn 5 ist eine 
n\ wertige Funktion; daher setzt jede Substitution von I alle r Ele­
mente um. Die Ordnung von I ist gleich dem Grade dieser Gruppe, 
nämlich gleich r.G und F sind einstufig isomorph. Denn jeder Substitution von G 
entspricht eine solche von F; umgekehrt jeder von I mindestens eine 
von G] da aber die Ordnungen beider Gruppen einander gleich sind, 
so entspricht auch nur eine Substitution von G,einer solchen von r.

Lehrsatz XXIV. Zu jeder transitiven Gruppe der Ord­
nung r giebt es eine einstufig isomorphe transitive Gruppe, 
bei der Grad- und Ordnungszahl einander gleich und zwar 
gleich r sind.

§90. Lehrsatz XXV. Transitive Gruppen, deren Ordnungs- 
ihrer Gradzahl gleich ist, haben (mit Ausnahme der Ein­
heit) nur Substitutionen, welche alle Elemente umsetzen. 
Es giebt in ihnen eine einzige Substitution, welche ein ge­
gebenes Element auf ein vorgeschriebenes anderes folgen 
lässt. Jede ihrer Substitutionen besteht aus Cyklen von 
gleicher Ordnung. Sind zwei derartige Gruppen desselben 
Grades einander isomorph, was nur einstufig geschehen kann, 
so sind sie einander ähnlich, d. h. sie stimmen bis auf die 
Benennung der Elemente überein.

Die erste Reihe der Behauptungen ist grossenteils im vorigen 
Paragraphen bewiesen worden. Die übrigen ergeben sich fast von 
selbst, so dass wir nur bei der letzten Behauptung zu verweilen 
brauchen.

*7
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Gesetzt, r mit den Elementen 51, 52, ... 5 und den Substitutionen 
01, ,, ... 6n wäre isomorph zu G mit den Elementen X1 , R2 , • • • Xn und 
den Substitutionen sn S,, ... Sn, derart, dass 02 und Sa einander ent­
sprechen. Dann ordnen wir die Elemente xa und $9 einander folgender­
massen zu. Zwei beliebige unter ihnen x1, 5 sollen einander ent­
sprechen; X. werde durch S; in Ra, §1 durch das entsprechende 02 in 
§a übergeführt. Dann sollen sich auch C2, 52 entsprechen. Da es nur 
je eine und stets eine Substitution giebt, welche X1 in ein beliebiges 
Element xa umwandelt, so entsteht hierbei kein Widerspruch. Jetzt 
muss noch bewiesen werden, dass, wenn S2 die Folge CmXn enthält, 
dann in O; die Folge $m5n vorkommt.

Es ist
- np ry Q •—— mr • Q   1 Q   ry ry m — • . • •1 •m • • * 5 ’ •1 •n • • •) m °n • • • •m•n *,*°)

(5 m =... 5 Sm • • •, (5n = • • • 515n...; (5 m 1 (5n = • • • En • • •
Da es nur eine Substitution giebt, welche auf xm folgen lässt n, so ist 

Sm Sn = , (5m (5n = (5^.
Enthält daher Si einen Cyklus aus einer gewissen Anzahl von Ele­
menten, so enthält (5). einen gleichen aus den entsprechenden Elementen 
gebildeten; daher sind erstens S2 und (5^ dann G und I von gleichem 
Typus.

§ 91. Sind die beiden Gruppen G^ r einander isomorph, und ist 
G intransitiv, dann können wir in jeder Substitution von G alle Ele­
mente unterdrücken, welche mit einem bestimmten unter ihnen, z. B. 
mit xr nicht in Verbindung stehen. Die zurückbleibenden Teile der 
einzelnen Substitutionen bilden eine neue transitive, zu I isomorphe 
Gruppe G., bei der aber jetzt die Mehrstufigkeit sich vervielfacht 
haben kann. Ist x, ein neues, nicht mit X1 in transitiver Verbindung 
stehendes Element, dann leiten wir eine neue transitive, zu I isomorphe 
Gruppe G^ ab, welche X, enthält u. s. f., bis alle Elemente unter­
gebracht sind.

Es kann also G in eine Anzahl transitiver zu I isomorpher Gruppen 
zerlegt werden, und umgekehrt muss sich jede intransitive Gruppe aus 
solchen transitiven Gruppen G1, G2, ... zusammensetzen lassen. Bei 
einstufigen Isomorphismus genügt dazu die direkte Multiplikation ent­
sprechender Bestandteile.

§ 92. Es sei G eine transitive Gruppe des Grades m und der Ord­
nung r=m.m, welche zu F in k-stufigem Isomorphismus steht. Die 
Elemente von G seien X2, ... xm\ Gx möge diejenige Untergruppe 
von G sein, welche X, nicht umsetzt; ihre Ordnung ist Sind 
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dann s,, s,, ... Substitutionen von G, welche 3, in X2, X3 ... überführen, 
so enthalten G,.s,, G,.S,, ... alle Substitutionen derselben Eigen-X 4 7 X • / —
schäften und nur solche.

Dem G, in Gr entspreche I1 in I; seine Ordnung ist m.k. Die 
Ordnung von I ist r.li. Wenn also P1 zu I1 gehört, so hat P genau 

k— —m Werte bei Anwendung aller Substitutionen von r. 9, sei

derjenige, welcher aus 9. durch Anwendung von entsteht, wenn 2 
eine dem s, entsprechende Substitution ist. Dann enthält I1. 2 alle 
Substitutionen, die 9. in 9 überführen. Ähnlich sei es mit 03 und 
Pg, 6, und 9, u. s. w., und Qm. Wendet man alle Substitutionen 
von r auf den Komplex der Werte91, P2, P3,.. Pm
an, so erhält man Komplexe, die als Substitutionen unter den m Ele­
menten p gedeutet werden können. Die Ordnung dieser Gruppe H 
ist gleich dem Quotienten von k.r und der Anzahl der Substitutionen, 
welche alle 9 ungeändert lassen. Diese entsprechen den Substitutionen, 
die alle x ungeändert lassen, d. h. der Substitution 1. Es giebt k diesen 
entsprechende in I; also ist die Ordnung von H gleich r. G und 
H haben gleichen Grad m, gleiche Ordnung r und sie sind einander 
isomorph, ja sogar einander ähnlich.

Denn es sei s eine Substitution von G, welche Xs auf xa folgen 
lässt. Dann gehört s zu dem Komplex sa1G,Sg. Die entsprechende 
Substitution von H wird durch die Anwendung einer Substitution 
a 110s auf 9., 92, ... 9m gefunden; jede dieser Substitutionen setzt 

Qa in 93 um, also unterscheidet sich die Substitution von H nur da­
durch von der aus G, dass der Buchstabe x durch p ersetzt ist.

Man kann somit alle zu r isomorphen Gruppen G (oder H) finden, 
indem man auf eine Funktion 9, welche zu einer beliebigen Unter­
gruppe von r gehört, alle Substitutionen von r an wendet und von 
den Komplexen P., 92, ... 9m zu einer Gruppe unter den Elementen 9 
übergeht.

Ist die gewählte Untergruppe eine ausgezeichnete, so wird die 
entstehende isomorphe Gruppe H in der Grad- und Ordnungszahl 
übereinstimmen, wie leicht zu sehen ist.

§ 93. Wir können den Begriff des Isomorphismus noch in der 
Weise erweitern,  dass wir jeder Substitution einer der beiden gegebenen 
Gruppen eine Anzahl von Substitutionen der anderen Gruppe zuordnen, 

*

* A. Capelli: Battaglini G. 1878, S. 32fgg.
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so dass, genau wie bisher, dem Produkte zweier Substitutionen der 
einen von beiden Gruppen wiederum das Produkt zweier beliebiger 
zugeordneter Substitutionen der anderen Gruppe zugeordnet ist.

Wir werden auf die Theorie, welche sich hieran knüpft, nicht 
eingehen, ihre Wichtigkeit aber daran zeigen, dass wir die Konstruk­
tion intransitiver Gruppen aus transitiven auf diejenige von solchen 
gegenseitig- mehrstufig - isomorphen Gruppen zurückführen.

Lehrsatz XXVI. Multipliziert man die Substitutionen meh­
rerer gegen seitig-m ehr stufig-isomorph er transitiver Grup­
pen, bei denen die Elemente einer jeden von denen jeder an­
deren verschieden sind, derart, dass man jede Substitution der 
ersten Gruppe mit je einer der zugeordneten Substitutionen 
jeder anderen Gruppe auf alle möglichen Weisen kombiniert 
und jedesmal das Produkt bildet, so entsteht eine intran­
sitive Gruppe; und jede intransitive Gruppe kann auf die an­
gegebene Art hergestellt werden.

Der erste Teil dieses Theorems ist leicht ersichtlich. Den zweiten 
beweisen wir für eine intransitive Gruppe, deren Elemente in zwei 
transitive Teile zerfallen. Der allgemeine Satz wird ganz ähnlich be­
wiesen.

Es seien die Substitutionen Sa der intransitiven Gruppe Gr in die 
beiden Teile o Sa = 02 . Tz
zerlegt, wo 62 nur die Elemente x1, X2, ... Rm; t; nur die Elemente 
§1, §2, ... §u umsetzen soll. Möglicherweise kommt 62 noch in anderen 
Verbindungen vor _ 1 _ 11° 022, 02 2, 02T 2, • • •
und ebenso T2 in den Verbindungen

02T2, 6‘2T2, 6"2T2, ...
Nun ordnen wir dem 6^ alle T;, t2, t"2, ... zu und dem t; alle 
02, 0’2, 02, ...und verfahren so mit allen Substitutionen der in­
transitiven Gruppe. Es bilden die 0, eine Gruppe 2 und die ta eine 
Gruppe T. Der Isomorphismus beider ist zu beweisen. Es seien 62, 
6U zugeordnet den T2, Tu; dann giebt es Substitutionen S2, s,, s,, so 
dass S2 = 62t2, su = ,

S2Su=s,= 0,T,
wird, und es folgt, dass 020,=0, dem Ttu=t, zugeordnet ist.
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Fünftes Kapitel.

Algebraische Beziehungen zwischen Funktionen derselben 
Gruppe. Gattungen mehrwertiger Funktionen.

§94. Es wurde früher bewiesen, dass jeder mehrwertigen Funk­
tion eine einzige Substitutionengruppe zugehört, derart, dass der Wert 
der Funktion für alle Substitutionen der Gruppe und nur für sie 
ungeändert bleibt. Umgekehrt sahen wir, dass zu jeder Gruppe eine 
unendliche Anzahl zugehöriger Funktionen gebildet werden kann. Es 
fragt sich, ob diese Zugehörigkeit zu einer und derselben Gruppe zu 
den wichtigeren Beziehungen von Funktionen unter einander gehört; 
speziell, ob sich aus ihr algebraische Eigenschaften folgern lassen.

Indem wir im dritten Kapitel eine Eigenschaft der Diskriminante 
21,, von o aus der blossen Betrachtung der Gruppe dieser Funktion 
herleiteten, sind wir bereits zu einer gemeinsamen algebraischen Eigen­
tümlichkeit aller zu einer Gruppe gehörigen Funktionen gekommen, 
nämlich zu der, dass die Diskriminante einer solchen Funktion durch 
eine gewisse Potenz der Diskriminante der Grundgleichung, respektive 
der zu Grunde liegenden Elemente X; teilbar sei.

§ 95. Wir werden noch eine gemeinsame Beziehung nachweisen:
Lehrsatz I. Zwei zu derselben Gruppe gehörige Funktio­

nen sind rational durch einander darstellbar.
Es mögen p. und zwei zur selben Gruppe Gr gehörige Funk­

tionen sein. Gr habe die Ordnung r und den Grad n. Ist eine 
nicht zu Gr gehörige Substitution, und sind 9,, 7, diejenigen neuen 
Werte, welche aus 9., vermöge der Anwendung von 0, hervorgehen, 
so findet, wenn G—[s,1,8,s,... s,.]
ist, derselbe Übergang von 9, 3 zu P2, für alle Substitutionen

02 1 S2 °2 5 3 2 1 ' ’ * 02
und auch nur für sie statt. Die zu 92, gehörige Gruppe ist 21G02 
die Transformierte von Gr durch 2; die neuen Werte 92, 2 gehören 

n!wiederum zu einer und derselben Gruppe. Ist 0 = , >2, so giebt 

es äusser den 2r Substitutionen der Formen sa und ß2sa mindestens 
noch eine neue Substitution 63, deren Anwendung von 91, 71 die neuen 
Werte 93, »3 hervorruft u. s. w., bis alle o Werte von 7 erhalten sind.
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Es ist demnach für jedes ganzzahlige A
P,‘W ++922+..+ P,2ve = Az

eine ganze symmetrische Funktion der Elemente x,, ... xn, genau
wie PHP+..+Pe oder v + v2 + ... ++ v, es waren; denn dieses 
Aggregat ist ja nur die Summe aller Werte, welche p,2v annehmen 
kann, und daher geht dasselbe unter dem Einflüsse einer beliebigen 
Substitution T lediglich unter Veränderung der Stellung der einzelnen 
Summanden in sich selbst über. A, ist also auch eine rationale ganze 
Funktion der C1 C2, ... cn, wenn P1, % rationale ganze Funktionen der xa sind.

Wir stellen nun für Z = 0, 1, 2, ... o— 1 das System auf:

S)

• •2 st- •e=Ao, 
P,•+ 92%+ Pa%+..+ Pev,= A,, 
•.2v+ 922*2+ 93213+...- p,2ve=A,

9.° vH 928 1va-93° —..+9-1*, = A,-.
Lösen wir dieses System nach den o Grössen 7, ... v, auf, so 
erhalten wir va ausgedrückt durch P1, P,, ... P,. Hierbei treten be­
achtenswerte Umstände ein. Es wird

... 1
• • • Po

• • 9o
Aus bekannten .Determinanteneigenschaften folgt, dass Zähler wie 

Nenner der rechten Seite bei der Vertauschung zweier Werte der Reihe 
92, P3, ••• Pe untereinander lediglich ihr Zeichen ändern. Erweitert 
man daher mit dem Nenner und bedenkt, dass das Quadrat desselben 2, wird, so erhält manW,—G(A; P; 2,.): 24,
wo G bei beliebiger Vertauschung zweier Werte der Reihe P,, Pg,.. 
Pe ungeändert bleibt und daher symmetrisch in P,, 93, ... P, ist. 
Nach dem ersten Kapitel § 8 und nach § 4 wird daher

%1 = (aoP,61 + QP,®‘ + Q,9,®-8 + . • • + «e-i): 4,, 
wobei die Q0,a,... a,-1 ganze rationale Funktionen der elementaren 
symmetrischen Funktionen c15 c2, ... cn von bedeuten.

Zu denselben Resultaten gelangen wir auch auf folgende andere Art* 
* Vergl. auch den Beweis: L. Kronecker; Grelle 91, 8.307.
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§ 96. Wir multiplizieren die Gleichungen des Systemes S der 
Reihe nach mit den noch unbestimmten Grössen Yo, Y, y2, ... Y,_ 2 
und die letzte mit Y,-1=1, addieren die Produkte und setzen der 
Abkürzung halberVe—iqe-1 + y^-2^-2 + +...+y9+V=x(®),
so dass wir erhalten

% •%(91)+*2X(92) +... + Wgx(®e) = + A,V + ...
... + A—2V0—2 + A—1Y0—1

Um aus dieser Gleichung 7, zu bestimmen und folglich 7,, 73, 
...3, zu eliminieren, braucht man die y nur so zu wählen, dass wir 
erhalten z(%) = o, z(0)=0,...z(0)=0; x(0,)0.
Nach dem dritten Kapitel § 51 genügen 91, 92, ... 9, einer Gleichung
«>•“ Grades x()=o,
deren Koefficienten rational in den ca sind, und der Quotient

” - (• - %)
1 =p°-1— ß,m0-2—ß,pe-8—.

wird für 9 = P,, 93, ... 9, zu Null gemacht; für 9=9, dagegen er­
halt man x‘ (0.) - (w,  0,) (, -cp^... (6. - ;
diese Ableitung ist von Null verschieden, da bei von einander unabhän­
gigen X1, X2, ... xn die Werte P1, P2, ... q)^ von einander verschieden 
sind. Wir können daher unseren Forderungen durch die Wahl

, , X(o)
Ve2=-8,, V,-3=+ß2, V-4—-B,.V=±ße—1

genügen. Setzt man nach dem dritten Kapitel § 51
X(9)=e-%90-1+%,e-2—...±%,,

so wird
X(o)— = pe-1+ [P — %1] + [o,2 —9%1- ?,] ge—3 + • •9Y1

Ye—2=P1—%1, Y,Lg=0,2—9%1—Y, Y,_4=08—0,271—0.7—%,..
und mau erhält durch Einsetzung

Den Nenner
x‘(9.)

wollen wir noch umformen. Es ist
X‘(91).X‘(92)...X‘(•e) 
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eine symmetrische Funktion und zwar, wie man aus dem Ausdrucke 
für X‘(p.) entnimmt, bis auf das Vorzeichen gleich der Diskriminante 
21,. F erner istP) X‘(w).X‘(ma)..x‘(we)
eine symmetrische Funktion der Wurzeln der Gleichung

X(9,) . 0

P—P
und daher rational durch die Koefficienten dieser Gleichung, d. h. die 
y und Q1, oder durch c,, c, ... Cn, ausdrückbar. Erweitert man 
also den obigen Wert von 71 mit diesem letzten Produkte P), so er- 
giebt sich R (p.)

Vs.—’49
wo der Nenner rational und ganz in den ca, der Zähler in den ca und 
9. ist.

Sollte der Zähler in Beziehung auf P, den Grad 0 — 1 überschreiten, 
so ist eine zweite Umformung möglich. Man bilde nämlich

R, (9p) - x (t) • Q (w) +14 M,
wobei Q(q) den Quotienten der Division : X(^(p) und Rg(9) den 
Rest derselben bezeichnet. Der Grad des letzteren übersteigt dem­
gemäss die Zahl o — 1 nicht. Für alle Werte 91, 9,..., ist X(9)=0 
und daher R,(•:)-R,(2) (a - 1, 2, 3,... o)

,, _R,(•1)
V1 d m —opMan hat damit den Satz:

Lehrsatz II. Drückt man die o-wertige Funktion a durch 
eine andere zu der Gruppe G2 von 7a gehörige Funktion Pa 
aus, so kann man 2 als eine rationale gebrochene Funktion 
darstellen, deren Nenner die Diskriminante A, und daher 
rational und ganz in den C1, C,...cn ist; der Zähler wird eine 
ganz, höchstens bis zum Grade 0 — 1 aufsteigende Funktion 
von Pa mit Koefficienten, welche ganz und rational in q, C2, 
... cn sind.

§ 97. Die Umkehrung des ersten Lehrsatzes lautet:
Lehrsatz III. Sind zwei Funktionen gegenseitig rational 

durch einander ausdrückbar, so gehören sie zu derselben 
Gruppe.

In der That, wenn die beiden Gleichungen 
p=R,(v), +=R(•)
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bestehen, so zeigt die erstere, dass cp bei allen Substitutionen un­
geändert bleibt, welche p nicht ändern, so dass die Gruppe von • 
entweder die von 3 enthält oder mit ihr identisch ist; die zweite 
Gleichung zeigt umgekehrt, dass die Gruppe von 7 entweder die von 
o enthält oder mit ihr identisch ist. Daraus folgt, dass die Gruppen 
beider Funktionen mit einander übereinstimmen.

Anmerkung. Scheinbar geht der in den Lehrsatz aufgenommene 
Begriff der Rationalität nicht in den Beweis ein. Es mag daher hier 
ausdrücklich darauf hingewiesen werden, dass dies dennoch in vollem 
Umfange der Fall ist. Denn wenn z. B. auch der Radikand eines der 
Ausdrücke

Vx,2— &,x, —x,2, Vx,2—2x,2-x,2, Vx,2—2x,X2—x,2
durch die Substitution o=(x.x2) ungeändert bleibt, so ist dadurch über 
das Vorzeichen der Wurzel und den Wert des Ausdrucks selbst nach 
der Ausführung der Transposition o noch gar nichts bekannt. Bei 
rein Substitutionen-theoretischen Betrachtungen lässt sich eine Entschei­
dung hierüber auch nicht fällen, und daher schränkt sich das Anwen­
dungsgebiet dieser Lehren auf die rationalen Funktionen ein. Wenn, 
wie im zweiten und dritten der obigen Ausdrücke, die Wurzel sich 
wirklich in rationaler Form ausziehen lässt, wo man bezüglich

— (x, —R), — (x, + R2)
erhält, dann erkennt man, dass die Wirkung der Transposition 0 sich 
durch Vorzeichenänderung beim zweiten Ausdrucke äussern wird, dass 
der dritte dagegen ungeändert bleibt. Uber den ersten lässt sich 
nichts aussagen.

§ 98. Durch die Lehrsätze I) und III) ist ein algebraischer und 
ein gruppen-theoretischer Zusammenhang zwischen einer Reihe von 
Funktionen festgestellt. Wir rechnen alle rationalen ganzen Funk­
tionen, zwischen denen eine gegenseitige rationale Ausdrückbar- 
keit besteht, d.h. alle diejenigen, welche zu einer und derselben Gruppe 
gehören, zu einer Gattung algebraischer Funktionen. Die An- 
zahl o der Werte der Funktionen einer Gattung heisse die Ordnung 
der Gattung. Die verschiedenen Werte einer und derselben Funktion 
mögen zu unter einander konjugierten Gattungen gerechnet 
werden.*

Das Produkt aus der Ordnung einer Gattung und der Ord­
nung der zugehörigen Gruppe ist gleich n!, wenn n den Grad 
der Gruppe bezeichnet.

* L. Kronecker: Monatsber. d. Berl. Akad., 1879, S. 212.
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Jede Funktion einer Gattung oter Ordnung ist die Wurzel 
einer Gleichung oten Grades, deren Koefficienten rational in 
den c,, c,... cn sind; die übrigen 0 — 1 Wurzeln sind die kon­
jugierten Funktionen.

Die Gruppen, welche zu konjugierten Gattungen gehören, 
haben, wenn o>2, n>4 ist, äusser der Einheit keine gemein­
samen Substitutionen.

Für 0=2 sind die beiden konjugierten Gattungen iden­
tisch.

Für 0=6, n=4 giebt es eine Gattung, die mit ihren fünf 
konjugierten Gattungen identisch ist.

§99. Bei dem Beweise in § 95 ist der Umstand, dass 9 und w 
zu derselben Gattung gehören, nicht in vollem Umfange benutzt wor­
den, sondern nur insoweit, als die dargestellte Funktion a für alle 
Substitutionen ungeändert bleibt, welche den Wert der darstellenden 
Funktion 9 nicht ändern. Es könnten also, unbeschadet des Beweis­
ganges, mehrere Werte 7 einander gleich werden, was bei den Werten 
von 9 schon wegen des Auftretens der Diskriminante im Nenner nicht 
der Fall sein darf. Unter der allgemeineren Voraussetung, dass die 
Gruppe von 7 diejenige von 9 umfasst, erhalten wir daher folgen­
den Satz:

Lehrsatz IV. Bleibt eine Funktion 7 für die Gruppe einer 
zweiten Funktion 9 ungeändert, während das Umgekehrte 
nicht statt zu finden braucht, so kann 7 in der oben (Lehr­
satz II) angegebenen Art durch 9 rational dargestellt werden.

Wir sagen unter diesen Umständen, die Gattung der Funk­
tion 3 sei unter der Gattung der Funktion cp enthalten. Dann 
ist also 7 rational durch 9 darstellbar, aber nicht umgekehrt p durch 
Die Gruppe der enthaltenden Funktion 9 ist in der Gruppe der ent­
haltenen Funktion 3 enthalten. Zwischen den Begriffen des Enthaltens 
tritt also bei Gattung und Gruppe dieselbe Reciprocität ein wie oben 
zwischen den Ordnungszahlen o und r.

Als Folgerungen schliessen wir an das Dargelegte folgende Sätze an:
Lehrsatz V. Es giebt stets eine Funktion, durch welche 

beliebig viele andere gegebene Funktionen rational aus­
gedrückt werden können; diese ist aus jenen linear darstell­
bar. Ihre Gattung enthält die Gattungen sämtlicher vor­
gelegten Funktionen.
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In der That, es sind die gegebenen Funktionen 90, X, ... durch
0=ap-ß+%X-..

rational ausdrückbar, falls unter ß, Y, ... willkürliche Parameter 
verstanden werden. Denn die Gruppe von 0 wird durch diejenigen 
Substitutionen gebildet, welche p, v, x, ... gleichzeitig ungeändert 
lassen und daher den Gruppen von 9, 7, x, ... gemeinsam sind. Die 
Gruppe von 00 ist also in der jeder einzelnen Funktion 90, 7, X, ... 
enthalten, und aus diesem Umstande folgt der ausgesprochene Satz.

Einen speziellen Fall desselben erlangen wir, wenn die Gruppe 
von co sich auf die Einheit reduziert, co also eine w!-wertige Funktion 
wird. Durch diese Funktion co ist dann jede andere der n Elemente 
X1, x2, ... xn rational darstellbar; jede Gattung ist in der von 0 ent­
halten oder mit ihr identisch. Wir benennen diese Gattung die Ga- 
lois’sche Gattung.

Lehrsatz VII. Jede rationale Funktion der n von einander 
unabhängigen Grössen x1, R2, ... xn lässt sich rational durch 
eine jede Funktion derselben n Grössen ausdrücken, welche 
n! Werte besitzt; speziell also durch lineare Funktionen von 
der form 9-0,2,+0,0,+.+a,0,,
bei welcher die a1? a2,... aM willkürliche Parameter bedeuten.

§ 100. Wir wollen nun auch die Aufgabe zu lösen suchen, eine 
mehrwertige enthaltende Funktion 9 durch eine wenigerwertige ent­
haltene Funktion auszudrücken. Rational kann dies nach den eben 
durch geführten Untersuchungen nicht geschehen. Die Aufgabe ist das 
Analogon und die Verallgemeinerung der im dritten Kapitel behandel­
ten, welche die Darstellung einer 0- wertigen Funktion durch einwertige 
Funktionen forderte, und deren Lösung jene als Wurzel einer Glei­
chung oten Grades mit symmetrischen Koefficienten lieferte.

Wir können daraus bereits das Resultat ablesen, welches hier zu 
erwarten ist. Es wird lauten:

Lehrsatz VIII. Ist die Gruppe einer m.0-wertigen Funk­
tion p in der Gruppe einer o-wertigen Funktion 3 enthalten, 
und sind „ „P1) 921*** Ym
diejenigen m Werte, welche Q. bei der Anwendung aller der­
jenigen Substitutionen annimmt, welche ungeändert las­
sen, so sind jene m Werte von 9 die Wurzeln einer Gleichung 
mten Grades, deren Koefficienten rationale Funktionen von 
7 sind.
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Es werden nämlich, wenn die Substitutionen der Gruppe
n!G — , S2, • • • Sr] j r = O

von auf die symmetrischen Funktionen von 91, 92, ... Qm in An­
wendung gebracht werden, keine Wertänderungen dieser Funktionen 
eintreten, da sich nur die einzelnen Summanden unter einander ver­
tauschen. Es folgt also insbesondere für die elementaren symme­
trischen Funktionen

P+P2 Pm = (tiO
P.P,—P93—...- Qm_19m = A, (+)
P1P2 ...

die Ax sind hierbei rationale, im allgemeinen aber keine ganzen Funk­
tionen von tir Man erhält infolge dieses Systems die Gleichung

(Aj) q" — At (w,) . "-1 + A2(^i). "-2 —... ± Am(v,) - 0, 
deren Wurzeln 9, P,, ... Pm sind, und die Gleichung

(A;_) " — A,(wa) • "-1 + A,(w2) • cpm~2 — •.. ± A„(v2) - 0, 
deren Wurzeln diejenigen m Werte von 9 sind, welche dem Werte 
ipx entsprechen, genau wie 9,, P2, ... Pm dem Werte 7, entsprachen.

Die Nenner der einzelnen Ax und daher der Generalnenner sämt­
licher Ax kann, wie oben bewiesen wurde (Lehrsatz II), stets als Teiler 
der Diskriminante 2, aufgestellt werden. Ist 3 eine einwertige Funk­
tion, so fällt, wie schon aus dem dritten Kapitel § 51 erhellt, dieser 
Nenner ebenso wie der Begriff der Diskriminante weg.

§ 101. Ein besonderer Fall ist hier hervorzuheben: Sobald nämlich 
die enthaltene Gruppe der Funktion 9, welche H heissen möge, mit 
der Gruppe Gr von v vertauschbar ist (Kapitel 4 § 77), genügt es, 
eine einzige Wurzel der Gleichung (A^ zu kennen, um alle rational 
bestimmen zu können.

Denn wenn 91 92» 93,... Pm
die Wurzeln der Gleichung (41) und 

die zugehörigen Gruppen der 9 sind, und wenn wir endlich eine be­
liebige Reihe solcher Substitutionen von G, welche 9. in die einzelnen 
Werte 9, 9,, ... 9m überführen, mit

01 — 1, °2, 0s,
bezeichnen, so ist (Kapitel 3 § 45)

H,=0, 1H,6,, H,=6, 1H,6,, ••• H,=6m 1H,6,.
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Der Voraussetzung nach ist H. eine ausgezeichnete Untergruppe 
von G, da H. mit G vertauschbar ist; daher wird 
d>11. G-1H,G+1=H,,

0,1H,6,= H,, 6,1H,6=H,, ••• =
Hieraus folgt nun in Verbindung mit den obigen Gleichungen für 
die H,-H-H,=..= H,
Die verschiedenen m Werte 91, 92, ... 9m gehören also zu einer und 
derselben Gruppe und sind daher rational durch einen beliebigen 
unter ihnen ausdrückbar, wie sich gemäss Lehrsatz I) ergiebt.

Die Gattung von 71 war unter der von 9. enthalten; falls, wie 
hier die Gruppe H. von 9, nicht nur in der Gruppe G von ent­
halten ist, sondern als ausgezeichnete Untergruppe von G auftritt, 
nennen wir die Gattung von 7 eine ausgezeichnete Untergattung 
der Gattung von 9..

Lehrsatz IX. Ist die Gruppe von 9. so beschaffen, dass 
durch eine Wurzel der Gleichung (A1), z. B. durch 9, alle an­
deren 9,, 93, ... 9m rational dargestellt werden können, dann 
ist die Gattung von eine ausgezeichnete Untergattung 
der Gattung von 9; und umgekehrt: wenn die Gattung von 
7 eine ausgezeichnete Untergattung derjenigen von 9. ist, 
so kann man alle Wurzeln der Gleichung (4,) durch irgend 
eine derselben rational darstellen. Die Gruppe von 9, ist 
dann dieselbe wie die von 9,, 93, ... 9m und eine ausgezeich­
nete Untergruppe der Gruppe von 71.

§ 102. Wir untersuchen, wann und wodurch es ermöglicht wer­
den kann, dass (A1) eine binomische Gleichung wird. Wir nehmen 
dabei m als Primzahl an.

Gt sei die Gruppe von 71, H die von Q. Soll (A.) binomisch 
sein, müssen die Wurzeln 91, 091, co29,..cm-1o. zu derselben 
Gruppe gehören. Es ist also notwendig, dass H, eine ausgezeich­
nete Untergruppe von Gr ist. Jede Substitution von Gt wirkt auf 
die P1, P,, ... Pm wie eine Substitution unter den p selbst; Gt ist 
also einer Gruppe der p isomorph. Diese Gruppe ist transitiv und 
vom Grade m; nach S. 70 Lehrsatz II) ist ihre Ordnung durch m teil­
bar; nach S. 49 Lehrsatz X) enthält sie eine Substitution der Ord­
nung m. Bei m Elementen giebt es nur einen Typus

t=(9,P2-.9m)
für eine solche Substitution. Die entsprechende Substitution t aus Gr 
vertauscht demnach 91, P2,...Qm cyklisch. Da ferner t" dem tm 
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entspricht, so wird t" alle Funktionen P1, P2, ... 9m ungeändert las­
sen, und es gehört also tm den Substitutionen von H zu.

Unter diesen Festsetzungen kann man eine zur Gattung von 9. 
gehörige Funktion % konstruieren, für welche (A1) binomisch wird, 
also eine Funktion der Gattung von 9 finden, deren mte Potenz zur 
Gattung von 71 gehört. Dies geschieht folgendermassen: Wir ver­
stehen unter 0 eine primitive mte Einheitswurzel und setzen

%= 9.+09,+ 029s + • • • + oo"-1ow.
Wenden wir auf diesen Ausdruck die verschiedenen Potenzen von 

t oder t an, so ergiebt sich
X2=9,+09s+02®4+..+ oo"-1® =c-1.X x3=9+09+02®++c"-1®=0-2.X

und also 
n, m ,, m  — n, TUh — X2 — • • • — •

Jetzt ist zweierlei nachzuweisen: 1) dass X zur Gruppe H. von 
9, 2) dass x" zur Gruppe G, von 7, gehört. Dadurch ist der auf­
gestellte Satz bewiesen.

X1 bleibt für H, ungeändert, denn 91, 9,, ... 9m thun es.
Bliebe X1 noch bei einer anderen Substitution ungeändert, so 

würde etwa
9+09,+...+ co" -1 Pm = (pit ++09*+...+ co"-1 Pi, 

w"1“1 (•m - + c"-2 (®m-I - J + • • • + (9, - ®,) = 0
folgen. Die letzte Gleichung hätte sonach mit der irreduktiblen Glei­
chung om-1+cm-2—...+0- 1=0
eine und daher alle Wurzeln gemeinsam, d. h. es wäre

P, P,, Pi,=..= Pm Piw
Konstruiert man nun 9, nach früheren Vorschriften als Summe von 

n J
—— Summanden von der Form X. X,P ... mit unbestimmten Expo- m.0
ncnten (§ 31), so kann P1 + (Pi. = P2 + Pi 
nur dann stattfinden, wenn auf beiden Seiten dieselben Summanden 
stehen, da ja sonst eine Beziehung zwischen den konstituiert würde. 
Da ferner 9, nur Summanden enthält, welche von den übrigen 

n!n-m.g verschieden sind, so ist die letzte Gleichung nicht möglich. 

X1 gehört folglich zu H.
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xm bleibt bei den Substitutionen von H und bei t ungeändert. 
Es ist nun ,“1 - LH1 > t- ?

n! n!da die rechte Seite mindestens m-—Substitutionen enthält, m.00 n!welche sämtlich in der Gruppe G1 der Ordnung — enthalten sind. X" 0
bleibt also für die Substitutionen von G1 ungeändert; aber auch nur 
für sie. Denn sonst hätte xm weniger als 0 Werte, und die mte Wur­
zel X1 aus x" weniger als mo Werte, was dem Bewiesenen wider­
spräche.

§ 103. Die Angaben über G1 und H reichen also aus, um die 
Existenz von X1 zu beweisen. Sie sind ferner auch notwendig, wie nun 
gezeigt werden soll.

Es möge eine m.0- wertige Funktion X1 der Gruppe H. bestehen, 
deren mte Potenz nur Q-wertig wird und der Gruppe G. angehört. 
m bedeutet eine Primzahl.

Da die verschiedenen Werte von X1, welche unter dem Einflüsse 
der Substitutionen von G1 entstehen, sich nur durch Einheitswurzeln 
unterscheiden können, weil ihre mten Potenzen einander gleich sind, 
so gehören sie alle zu einer und derselben Gruppe. H, reproduziert 
sich demnach bei der Transformation durch irgend welche Substitu­
tionen von G1, und H, ist eine ausgezeichnete Untergruppe von G.. 
Sind ferner die m Werte von X1, die sich nur durch Einheitswurzeln 
unterscheiden, ,X1, 09Zn « Zn ••• oo" X1,
so giebt es, da alle Xa durch Transformation mit gewissen Substitu­
tionen von G1 aus X entspringen, eine solche Substitution r, welche 
X in 00X1, also OX in 2X1, o2x in 0x1, ... überführt und somit, wie 
bewiesen werden sollte, alle Werte von %1 cyklisch umsetzt.

Lehrsatz X. Damit in der durch die Gruppe H charakte­
risierten Gattung von Funktionen solche vorkommen, deren 
ptePotenz zu der durch G charakterisierten Gattung gehören, 
ist es hinreichend und notwendig, dass H eine ausgezeich­
nete Untergruppe von Gr sei, oder was dasselbe ist, dass die 
zweite Gattung eine ausgezeichnete Untergattung der erste­
ren sei. Dabei werden in Gr Substitutionen vorkommen, welche 
alle in der Gattung von Gr enthaltenen, konjugierten Funk­
tionen der Gattung von H cyklisch vertauschen.

Hieraus lässt sich leicht der Spezialfall herleiten:
Netto, Substitutionentheorie. 8
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Lehrsatz XI. Damit die Primzahlpotenz xP einerp.o-wer- 
tigen Funktion nur o Werte habe, ist es hinreichend und 
notwendig, dass es eine mit der Gruppe H von % vertausch­
bare Substitution r giebt, von welcher erst die pte Potenz in 
H vorkommt.

Endlich liefert eine Erweiterung dieses Satzes folgendes wichtige 
Theorem:

Lehrsatz XII. Besteht für die ReiheG, G,, G,, G,, ... G,
von Gruppen ein solcher Zusammenhang, dass jede vorher­
gehende Ga-1 aus der folgenden Ga durch die Hinzunahme 
einer Substitution t abgeleitet werden kann, welche mit 
Ga vertauschbar ist, und von der erst diepate, eine Primzahl­
potenz, in G_1 enthalten ist, dann und nur dann kann man 
durch Auflösung einer Reihe binomischer Gleichungen der 
Grade p, P, p3, ... pv eine Q.pr.p.> ... pv-wertige zu G, gehö­
rige Funktion aus einer o-wertigen zu G gehörigen ableiten.

§ 104. Bei der Darstellung einer Funktion durch eine andere 
zu derselben Gattung gehörige kamen wir zu rationalen, gebrochenen 
Ausdrücken, in deren Nenner ein Teiler der Diskriminante der dar­
stellenden Funktion stand. Wenn wie bisher die X1 , X2 ) • • • Xn als 
von einander völlig unabhängige Elemente angesehen werden, wird 
die Diskriminante einer beliebigen Funktion 9 von Null verschieden 
sein, da ja ihre verschiedenen konjugierten Ausdrücke verschiedene 
Formen haben. Bestehen jedoch irgend welche Beziehungen zwischen 
den Elementen , so ist es nicht mehr nötig, dass aus einer Ver­
schiedenheit der Formen auch eine Verschiedenheit der Werte folge. 
Es wäre demgemäss, wenn in

f(p) = xn — C1Xn~x + c,x"-2 — ... ± cn
die Koefficienten spezielle Werte erhalten, wohl möglich, dass die 
Diskriminante \4e-G(C1, C2, cn)
Null wird. In diesem Falle wäre 9 ungeeignet zur Darstellung an­
derer Funktionen derselben Gattung. Ja es wäre denkbar, dass alle 
Funktionen einer Gattung dieselbe Eigenschaft besässen. Es ist not­
wendig zu beweisen:

Lehrsatz XIII. Sind nicht zwei der Elemente x einander 
gleich, so giebt es, was auch sonst für Beziehungen unter
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den x bestehen, stets Funktionen in jeder Gattung, deren 
Diskriminante von Null verschieden ist.

Den Beweis könnten wir ähnlich führen, wie jenen im § 30. Es 
ist aber bequemer, die dort erlangten Resultate, dass es unter den 
gemachten Annahmen n!-wertige Funktionen von der Form 

9=0+«,2-«2%,-...- ^nSCn
giebt, hier zu benutzen. Sind nämlich die n\ Werte von 9 von einander 
verschieden, so kann man &o derart wählen, dass sie auch verschiedene 
Moduln haben. Denn setzen wir

92= m—uV— 1 (2 =1,2,...!),
so kann —a' =D —qV— 1
in der Weise angenommen werden, dass alle n! Summen

va -9+a- (w +p) + (uz + q) V- 1 (2=1, 2,..!)
verschiedene Moduln besitzen. Denn aus der Gleichung

(w +p)2 + (uz + qf - (m, +p)2 + (uy + q)2
folgt bei völliger Willkürlichkeit von p und q

ma = m,, u2 = u,,
und man kann z. B. p = qA und q so gross annehmen, dass auch ein 
Spezialwert von q die Bedingungen erfüllt. Die a seien der Grösse 
ihrer Moduln nach geordnet

71, %2, 18, ••• %n; (mod. 2a> mod. 2+1);
nun nehmen wir die ganze Zahl e so gross an, dass man erhält: 

*>*+6+1+2+...+ (2=1, 2, ..., w! —1).
Aus jeder Gleichung von der Form

‘p) va +*+*+...= ve + v, +...
kann mau dann folgern, die Indices a, b, c, ... seien den Indices a, 
B, ... gleich. Wendet man jetzt die r Substitutionen von G auf ve 
an und addiert die Resultate, so ist diese Summe

00-1,+ + v,,‘ + • • • + v,
eine Funktion mit der gewünschten Eigenschaft. Erstens nämlich 
ändert sie sich für G nicht, und zweitens gehören alle Substitutionen, 
welche den Wert von 0 ungeändert lassen, zu G. Das Erstere ist 
klar; das Zweite schliessen wir aus der Folgerung, die sich an eine 
Gleichung von der Form ‘P) knüpfen lässt, o hat o von einander 
verschiedene Werte; 2. ist von 0 verschieden.

8*
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Sechstes Kapitel.
Die Anzahl der Werte ganzer Funktionen.

§ 105. Wir haben bisher nur vereinzelte Sätze über die Existenz 
mehrwertiger Funktionen kennen gelernt. Ein- und zweiwertige Funk­
tionen einerseits (0=1,2); n!- wertige andererseits (o=n!) bilden die 
untere und die obere Grenze für die minder- oder mehrwertigen Funk­
tionen. Ein wichtiges negatives Resultat wurde im dritten Kapitel 
§ 42 abgeleitet, dass nämlich o keinen Wert annehmen kann, der 
nicht n\ teilt. Weiter ist uns noch nichts bekannt. Wir können aber 
leicht durch die Bildung von intransitiven und von imprimitiven Grup­
pen eine Fülle spezieller Resultate erhalten. Nur sind alle diese po­
sitiv, während die negativen, durch welche etwas über die Nichtexistenz 
von Funktionen ausgesagt wird, gerade die interessanten sind.

Die allgemeine Konstruktion der intransitiven Gruppen würde, 
wie in § 90 sich zeigte, ein genaueres Eingehen auf den Isomorphis­
mus in weitestem Sinne fordern. Wir begnügen uns damit, die ein­
fachsten Bildungen anzugeben. Sind n = c . Elemente vor­
handen, und bilden wir aus a derselben eine symmetrische oder alter­
nierende Gruppe, ebenso aus & anderen von denselben eine symmetrische 
oder alternierende Gruppe u. s. w., so erhalten wir durch die Multi­
plikation der Substitutionen dieser einzelnen Gruppen unter einander 
eine intransitive Gruppe des Grades n und der Ordnung

r = e . a! b! c!...,
wo 8=1,2,1,8,... ist, je nachdem man bei der Gruppenbildung 
keine, eine, zwei, drei, ... alternierende und im übrigen nur symme­
trische Gruppen verwendet hat. Es wird dementsprechend

n\
9 g.a!b!c!...

die Anzahl der Werte der zugehörigen Funktionen sein. Ist nur n 
gegeben, so kann man also Funktionen finden, die einem beliebigen 
in der angegebenen Weise gebildeten o genügen. Nehmen wir z. B. 
n=5, so lassen sich aufstellen:

a
u==5;
a=4, b=1;

8=1, p = l; P1= X,C223%4K,.
8=2, 0=2; •=(a,—G2)(,—xa)...(a-G,).
8 1, o 5; 93= X,,, x4.
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a 4, b=li £ = 1
2 ? 0= 10; P4 = (a ~ 32) (a ~ 3a) (a, — 34) («g - a3) (a2 - R,) (as— aca).

a = 3, 6 = 2; £ = 1, 0= 10; Ps = a2 as + 4.
a=3. b=2; £ = 1

2 7 0= 20; 6 = (a, ^2) (a, ag) («2 8)
+ ^4^5-

9, = X, X, X, + X4 — X^.
a= 3, -2; £ = 1

4 ? 0= 40; ®s = (% - G2) («, - «g) (2 - «a) 
+ — Gg-

G/2— 3, b= 1, c= 1; £ = 1, 9 = 20; 99 = X, X, Xg.

Die imprimitiven Gruppen, deren allgemeine Konstruktion oben 
in § 73 angegeben worden ist, geben in gleicher Weise Gelegenheit 
zur Bildung von Gruppen und damit von Funktionen mit gewissen 
Wertanzahlen. Für n = 6 erhielte man z. B., je nachdem man zwei 
Systeme der Imprimitivität von je drei Elementen oder drei Systeme 
von je zwei Elementen annimmt, mehrere Gruppen, deren Kenntnis 
nur von derjenigen aller Gruppen der Grade zwei und drei abhängt.

§ 106. Allgemeine und fundamental wichtige Resultate erhält 
man aber auf diesem Wege nicht. Wir greifen die Untersuchung da­
her von einer anderen Seite an, welche uns zuerst eine Umwandlung 
unserer Frage erlauben wird.

Ist die 0- wertige Funktion 9. mit ihrer Gruppe G. gegeben, so 
bilden wir dieselbe Tabelle, welche wir bereits in § 41 benutzten. 
Diese enthält in 9 Zeilen alle n\ Substitutionen; in der ersten diejenigen, 
welche 9. nicht ändern, in der zweiten diejenigen, welche 9, in 9,
umwandeln u. s. f. Die Tabelle lautet

s,=1, S2, Sg, • Sr; G,"2, S2°2, S,°2, • • ■• Sr O2; G1 • 026s, S,8, Sg°3, • • • s,0g; G • 0g
6,, s,0,, 5 ... G,. G,.

Wir untersuchen die Verteilung der Substitutionen eines bestimm­
ten Typus innerhalb dieser Tabelle.

A) Es giebt n— 1 Transpositionen von der Form (x1Ca); a=2,3v..n. 
Ist also 0<n, und kommt in der Gruppe G1 von 9. keine Transposi­
tion von der Form ^Xa) vor, so sind diese n — 1 Transpositionen auf 
höchstens n—2 Zeilen verteilt; demnach müssen in einer der auf die 
erste folgenden Zeilen mindestens zwei derartige Transpositionen auf­
treten. Es mögen die folgenden sein:
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— (x,Xa), Sg0, (x,36),
dann ergiebt sich, dass eine Kombination beider

(x1 XaXb) = (x, Xa} (x, Xb} = Sa z 02)—1 = Sa 02 01 1 Sß-1 = SaS^ 1 = Sy

in G-y vorkommt. Es muss folglich für o < n in G entweder eine 
Transposition oder eine Cirkularsubstitution dritter Ordnung vorkom­
men, welche ein vorgeschriebenes Element x, enthält. Dasselbe gilt 
für jedes andere X2.

M  )
B) Es giebt —M,—- Substitutionen von der Form (aCs), («- ß 

=1,2,...9). Ist also o< n (n — 1)21 und kommt in der ersten Zeile
der Tabelle keine Transposition (xax^ vor, so treten in irgend einer 
anderen Zeile sicher mindestens zwei auf. Stimmen diese in einem
Elemente überein, wie etwa (xaRs), (xaXy), so erhalten wir, wie soeben 
durch Multiplikation eine in G enthaltene Substitution (XaX,Xy); 
stimmen die beiden Transpositionen in keinem Elemente überein 
(Xaxs), (xyXc), so ergiebt sich durch Kombination eine in G, ent­
haltene Substitution S2—(X„R8)(x,2s). G enthält also jedenfalls eine 
Substitution von nicht mehr als vier Elementen.

C) Es giebt (n—1)(n—2) Substitutionen von der Form (a,xaxs), 
(a ( ß = 2, 3,... n). Ist also o < (n — 1) (n — 2), und kommt in 
keine Substitution der angegebenen Form vor, so erhält man in einer 
anderen Zeile der Tabelle mindestens zwei; eine Kombination derselben 
zeigt, dass Gt Substitutionen von drei, vier oder fünf Elementen ent­
halten wird.

So erhält man eine Reihe von Sätzen, von denen wir einige zu­
sammenstellen:

Lehrsatz I. 1) Ist die Anzahl o der Werte einer Funktion 
nicht grösser als n—1, so enthält die Gruppe der Funktion 
eine Substitution von höchstens drei Elementen, unter denen 
sich ein gegebenes befindet. 2) Ist die Anzahl o der Werte 

9(q  1)
einer Funktion nicht grösser als —2—, so enthält die 
Gruppe der Funktion eine Substitution von höchstens vier 
Elementen. 3) Ist die Anzahl o der Werte einer Funktion

• i , .. 22 (n — 1) (n —2)nicht grosser als Q , so enthält die Gruppe der
Funktion eine Substitution von höchstens sechs Elementen. 
4) Ist die Anzahl der Werte einer Funktion nicht grösser als
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n (n — 1) (n - 2)... (n — k- 1) u- • n—------ -------------- --------- , so enthät die zugehörige Gruppe
eine Substitution von höchstens 2k Elementen. 5) Ist die 
Anzahl der Werte einer Funktion nicht grösser als (n—l)(n—2) 
...(n—k—1), so enthält die zugehörige Gruppe eine Substi­
tution von höchstens 2k— 1 Elementen, unter denen sich ein 

9vorgeschriebenes befindet, so dass also mindestens —---- -
derartige Substitutionen vorhanden sind.

Die Frage nach der Anzahl der Werte mehrwertiger Funktionen 
ist infolge dieser Resultate auf eine andere, nämlich auf die nach der 
Existenz von Gruppen reduziert, welche Substitutionen mit einer ge­
wissen Minimalanzahl von Elementen besitzen.

§ 107. Stellen wir das erste der Resultate unseres Lehrsatzes mit 
früheren Sätzen zusammen, so erhalten wir den Beweis eines wichtigen 
Theorems.

Wir wissen aus dem vierten Kapitel Lehrsatz I), dass die Ord­
nung einer intransitiven Gruppe höchstens (n— 1)1 ist; folglich ist die 
Anzahl der Werte einer Funktion mit intransitiver Gruppe mindestens 
n!.

t---- =%; für eine solche Funktion kann also o nicht kleiner als n{n — 1)!
sein. Aus Lehrsatz XII) desselben Kapitels ersehen wir, dass die Ord- 

/n!2.nung einer imprimitiven Gruppe höchstens 2.() ist; folglich ist\ 2 /
die Anzahl der Werte einer Funktion mit imprimitiver Gruppe min­

destens nl
21212t

' 2’ 2’

diese Zahl ist für n kleiner als n, nämlich

gleich drei; für >4 dagegen ist sie grösser als n. Also kann für 
n > 4 bei einer solchen Funktion 0 nicht kleiner als n sein. Bei pri­
mitiven Gruppen folgt aber aus dem vierten Kapitel Lehrsatz XIII) 
wegen des ersten Resultates unseres Lehrsatzes aus § 106, dass für 
Q<n die Gruppe alternierend oder symmetrisch, 0 also =2 oder =1 
ist. Die imprimitive Gruppe, welche zu n 0=3, r=8 gehört, 
ist uns bekannt; es ist die schon vielfach besprochene. So folgt:

Lehrsatz II. Ist die Anzahl o der Werte einer Funktion 
nicht grösser als n— 1, so ist entweder 0=1 oder =2; die 
Gruppe der Funktion wird also die symmetrische oder die 
alternierende sein. Eine Ausnahme findet nur für n=4, 0=3 
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,=8 statt bei allen den zur Gruppe von • = 3132 + X234 ge­
hörigen Funktionen.

§ 108. Wir wollen denselben Satz noch einmal von einem anderen 
Beweisgründe aus ableiten.*

* L. Kronecker: Monatsber. d. Berl. Akad., 1879, S. 211.

Es sei 9 eine o <a- wertige Funktion, deren Werte wir durch

91 92, P31***  Pe

bezeichnen. Wendet man auf diese Reihe irgend welche Substitutionen 
an, so vertauschen sich lediglich die 0 Werte untereinander, wie wir 
bereits früher sahen. Wendet man insbesondere auf diese Reihe eine 
Substitution der zu 9, gehörigen Gruppe G1 an, so vertauschen sich 
die o Werte derart untereinander, dass P. dabei seinen Platz nicht 

9!verlässt. Alle r= —b(n— 1)! Substitutionen von G. wirken also in0
der Weise, dass sie nur P,, 3, ... P, in andere Stellungen bringen. 
Solcher Stellungen giebt es, da o<n ist, höchstens (o — 1)1 < (n — 2)! 
verschiedene; folglich werden unter den r>(n— 1)! Substitutionen von 
G, mindestens zwei dieselben Änderungen der P2, 93, ... Pe unter 
einander hervorbringen. 0, t seien solche Substitutionen; dann wird 
o.t1 alle p an ihren Plätzen lassen. Es ist also 6.t1 eine von 
der Einheit verschiedene Substitution, welche alle P1, P, ... P, un­
geändert lässt und daher zu den Gruppen G1, G2, ... G, gleichzeitig 
gehört. Nach dem dritten Kapitel Lehrsatz XI) erkennt man hier­
aus die Richtigkeit des zu beweisenden Satzes.

§ 109. Sucht man nun, um zu allgemeineren Fragen zurück­
zukehren, alle Funktionen, deren Wertezahl eine gewisse, vom Grade 
n abhängende obere Grenze nicht überschreitet, so können wir, was 
im vorigen Paragraphen für einen besonderen Fall geleistet wurde, 
gleich allgemein abthun, nämlich die Betrachtung der weniger wich­
tigen intransitiven und imprimitiven Gruppen. Wir gehen dabei auf 
die im vierten Kapitel gegebenen Bildungen zurück.

Für die intransitiven Gruppen haben wir als Maximalordnungen 
erhalten:

1) r=(n— 1)!, wenn (n— 1) Elemente eine transitive, symmetrische 
Gruppe bilden und das letzte Element sich an der Substitutionen­
bildung gar nicht beteiligt. Es wird o = n.
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( 9 _  1 )
2) r — -——, wenn (n — 1) Elemente eine alternierende Gruppe 2

bilden und das letzte Element sich an der Substitutionenbildung gar 
nicht beteiligt. Es wird 0 = 2 n.

3) r=2!(n— 2)!, wenn (n —2) Elemente eine symmetrische 
Gruppe, die beiden anderen eine Transposition bilden und beide Grup- 

... ■< ...I, , i n(—1)pen mit einander multipliziert werden. Es wird 0 = — 9- - -
4:) r = (n — 2)\, wenn entweder (n — 2) Elemente eine alternierende 

Gruppe, die beiden anderen eine Transposition bilden und beide Grup­
pen mit einander multipliziert werden; oder wenn (n — 2) Elemente 
eine symmetrische Gruppe bilden und die beiden anderen sich an der 
Substitutionenbildung nicht beteiligen. Es wird 0=n(n— 1).

So kann man fortfahren.
Für imprimitive Gruppen erhält man:

1) r , wenn man zwei Systeme der Imprimitivität von je
H .— Elementen hat, aus jedem die symmetrische Gruppe bildet, und beide
Z ,HlSysteme auf alle Arten mit einander verbindet. Es wird 0 = 
für n = 4, 6, 8,... wird 0=3, 10, 35,... n!\2’

(n!N3

2) r=3!(), wenn man drei Systeme der Imprimitivität bil- /
det, jedes zu , Elementen, von jedem die symmetrische Gruppe auf- 

stellt und diese drei auf alle möglichen Arten kombiniert. Es wird 
n!

p= —,cg; für n =6,9,12,... erhält man (> = 15,280,5770,...
3!()
( (n N 3
3) r=3(), wenn die obigen drei Systeme der Imprimitivität

nur gemäss der Gruppe r-[1,(y192V8),(91V3V2)] (vergl. § 73) kom-
m!biniert werden. Es wird 0=---- /0103; für =6,9,12, erhält man

p = 30,560,11540,... 3-(3)
Wie man sieht, wachsen die Werte von o in ausserordentlich 

schneller Weise.

§ 110. Wir untersuchen nun im Anschlusse an die Resultate von 
§ 106 die primitiven Gruppen, welche Substitutionen von vier, aber 
keine von nur drei oder zwei Elementen enthalten.
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Eine der vorkommenden Substitutionen von vier Elementen sei 
s = (^a^b) Eine solche muss vorhanden sein, denn aus dem
Vorkommen von 6 = (xaRsyRs) würde durch Quadrierung der auf­
gestellte Typus s folgen.

Es sei s,-(2,2,)(a,2,)
die in der primitiven Gruppe G vorkommende Substitution von vier 
Elementen, welche wir zum Ausgangspunkte wählen. Wir transformie­
ren s, durch alle Substitutionen von G und kommen dadurch nach 
der Methode von § 74 zu einer Reihe von Substitutionen desselben 
Typus, durch welche a1, x2, x3, X4 mit allen übrigen Elementen in 
Verbindung treten. Es sind also in G Substitutionen vorhanden, welche 
s, ähnlich sind, und welche äusser einigen der alten Elemente X1, X2, 
R3, X4 noch neue Elemente X5, Xe, X7, ... enthalten, welche sie mit 
jenen in Verbindung setzen.

Dies ist auf dreierlei Arten möglich, je nachdem ein neues, zwei 
oder drei neue Elemente mit drei, zwei oder einem alten Elemente 
verbunden auftreten. Achtet man darauf, dass es lediglich auf die Art 
der Verbindung der alten mit den neuen Elementen ankommt, nicht 
auf die Benennung derselben, so erkennt man, dass es nur fünf typi­
sche Formen geben kann, nämlich folgende:

1) (a,«2)(ag6), (x,3a) (,2g),
II) (a,3s) (a2 6), (a,05) («g36),

III) (xx,)(Kex7).
Bei der ersten von diesen macht es z. B. keinen Unterschied, ob man 
s ehr eibt (3, «g) (a4 ag), (Ks &a) «g), (3 Ga) (32 Gg) •,
bei der letzten, ob man X1 mit X, 5 X3 ) X, vertauscht u. s. w.

Die erste und die fünfte dieser Möglichkeiten fallen sofort weg, 
da man aus ihnen Schlüsse ziehen kann, welche gegen die Annahmen 
über die Natur unserer Gruppen verstossen. Man findet nämlich, dass (3, C2) (as 34) . (31 32) (Gg R,) = (^3 X405) [(a,G2) (xgG4) . (3,2g) (G631)]2= (,3,32).
nur drei Elemente enthalten, während doch derartige Substitutionen 
in unseren Gruppen nicht vorkommen sollten.

Es bleiben daher nur drei Fälle zurück, welche wir der Reihe 
nach zu untersuchen haben: je nachdem G äusser s, noch eine der drei 
Substitutionen enthält

A) (g,Ca)(,%g),
B) (a,«g)(a26),
C) (x, x,) (x3 xe).
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§ 111. A) Es kommt in der primitiven Gruppe vor
s, (3,32) (3,02), s4—(3,a)(a2"5).

Folglich findet sich in ihr auch
= sS = (3,23,24),

und die Transformierten von s, durch die Potenzen von t kommen in 
G gleichfalls vor

s, = (2 3a) (3,3g) , S2 - (G, 32) (“s ag) 7 sa - (a, 2g) (a2 2,) ,
s, — (a, aa) (X2 «g) , s = (q a2) (^3 aa).

Da t eine Cirkularsubstitution der Primzahlordnung =5 ist, so 
ist nach § 75 die Gruppe Gr des Grades n mindestens (n —4)-fach 
transitiv.

Ist 27, so wird Gr alternierend oder symmetrisch sein. 
Dann existiert also eine Gruppe mit den verlangten Eigen­
schaften nicht.

Denn für >7 ist Gr mindestens dreifach transitiv. Es giebt also 
in G eine Substitution r, welche nicht umstellt, X, durch Xs und 
x3 durch x ersetzt. Transformiert man durch diese die Substitution 
Sg, so entsteht 9-61s,6=(a,00)(G,(a).

Wenn xa zu den Elementen X, , X3 7 x4) x, gehört, dann hat s' 
mit sa nur ein Element gemeinsam. Gehört xa zu den Elementen Rg, 
R9, ..., so hat s' mit jeder der Substitutionen S,, ... S, nur ein 
Element gemeinsam. Beide Annahmen führen auf die im vorigen Pa­
ragraphen besprochene und beseitigte Möglichkeit III).

Es sind, wie man leicht erkennt, für n nur zwei entsprechende, 
aber imprimitive Gruppen vorhanden. Gruppen des Typus A) giebt 
es also höchstens für n oder n = 6.

§ 112. B) In diesem Falle kommen in G vor
ss - («, 32) (as aa), T - (a, Gg) (^2 6)

und folglich auch die Kombination beider
v — sr 1ts = (a, a6) (2 g).

Durch diese drei Substitutionen sind die sechs vorkommenden Ele­
mente X1 7 X2 7 • • • Xe noch nicht transitiv mit einander verbunden, da 
zwischen X3, x4 und x1, x,, xe, e noch kein Zusammenhang besteht. 
Es muss also eine Substitution des Typus (xaRs) (a,x8) in der Gruppe 
vorkommen, welche X1, G2, xe, Xe mit anderen Elementen verbindet. 
Enthielte diese Substitution drei der Elemente ,, X2, x,, Xe und nur 
ein neues, so würde sie mit v drei Elemente gemeinsam haben. Man
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käme also entweder auf den Typus A) oder auf die erste der beiden 
Möglichkeiten von I) in § 110 zurück. Das Eine ist erledigt, das 
Andere beseitigt. Wenn die neue Substitution nur eins der Elemente 
X1, X2, R,, Xe und drei andere enthielte, so träte sie mit v zum Ty­
pus III) aus § 110 zusammen. Auch dies ist zu verwerfen, und es 
bleibt nur übrig, dass zwei der vier Elemente mit zwei neuen verbun­
den vorkommen. Die geforderte Substitution muss also eine der For­
men haben (x,Ra)(«21), (x,Ra)(ag3»), (^^)(^6^),

(xgCa)(3,2.), («2Xa)(3g3»), (x,a) (xga).
Von diesen stehen die erste, dritte, vierte und fünfte zu r, die zweite, 
dritte, fünfte und sechste zu v in der durch C) charakterisierten Ver­
bindung. •

Die Behandlung von B) führt also notwendig auf C), so dass 
alle zu B) gehörigen Gruppen bei der Untersuchung der zu C) ge­
hörigen sich finden müssen. Wir können uns daher auf diese letzten 
beschränken.

§ 113. C) In diesem Falle kommen in der gesuchten Gruppe
0, = («,32) (KgG2), 62=(a,g)(3g36), 0,=0, 16,0,= (,6) (3,06)

vor.
Wir behandeln zuerst den Fall n = 6.
Die Elemente X1, X,, x, sind noch nicht mit x3, X4, xe verbunden. 

Eine Verbindung nach dem Typus (xaXs) (x,x8) mussstattfinden. xa 
möge zu den drei Elementen R1, X2, X, gehören. Wäre xa gleich x^ 
oder gleich Rg, so transformierte man durch , oder , und erhielte 
dann (x.X6)(XcRa), so dass also c=1 vorausgesetzt werden darf. Dann 
sind die möglichen Substitutionen folgende:

(x, Ga ) (xg Gm), (31 Gg) (a ^m); (3, Gg) (x, ^m), m = 3, 4, 6.
S) (3,m) (a„Gp), m, n,p= 3, 4, 6.
7) (31 Gm) (32 ^n), (G1 Cm) («g 3), m, n = 3, 4, 6.

Die drei ersten Substitutionen sind zu verwerfen, da ihre Produkte 
in 01, 02, 3 auf § 110,1) oder auf Substitutionen mit nur drei Ele­
menten führen. Bei der Substitution der zweiten Zeile findet dasselbe
statt. Es bleiben also nur noch übrig, je nach den Werten von m, n: 

( X^) (x^ x^, (a,a) (226), («,«a) (a,6), (a,Cg) (ag24), (a,Cg) (g%6), 
(x,x4) (x,xe).

(a, «a) (2 Ka), (,6) (a2a), (q,e) (224); («,Ra)(a,38), 
(,26) (^5^3)? 

(a,xe) (x,«a).
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Die zweite und vierte Zeile muss ausgeschlossen werden, da ihre 
Substitutionen mit 01, die dritte und sechste, weil ihre Substitutionen 
mit 6^ je drei Elemente gemeinsam haben.

Die erste Zeile steht zu in derselben Beziehung wie die fünfte 
zu 62; wir können uns also ohne Beschränkung mit der Betrachtung 
der ersten allein beschäftigen.

Jede ihrer Substitutionen ruft mit multipliziert die andere her­
vor. Man kommt also zu allen etwa für n=6 vorhandenen Gruppen, 
wenn man , ,, x04 — («1 "s) ("2 3a)
zu 61, O2, , hinzunimmt.

§ 114. Wenn der Grad der Gruppe grösser ist als 6, so können 
in den drei Zeilen a), ß), 7) des vorigen Paragraphen die Indices 
m, n, p auch Werte annehmen, welche grösser sind als 6. Man er­
kennt aber sofort wieder, dass die drei Annahmen von a) jedenfalls 
auf Widersprüche führen. Bei ß) und v) kann man zu Substitutionen 
gelangen, welche die Bedingungen, denen genügt werden soll, nicht 
verletzen. Die Durchführung zeigt, dass, wie dies auch immer ge­
schehe, eine Kombination der erhaltenen Substitutionen zu einer Cir- 
kularsubstitution von sieben Elementen führt.

Folglich ist nach § 75 die Gruppe mindestens (n — 6)-fach transitiv.
Wäre n29, so wäre G mindestens 3-fach transitiv, enthielte also 

eine Substitution, welche x, nicht umsetzte, X, und x, mit einander 
vertauschte. Wendet man diese Substitution auf 01 an, so entsteht

6‘=(«,Ks)(a2Ra),
also, da 6’ mit 6 drei Elemente gemeinsam hat und um der Möglich­
keit A) zu entgehen, xa=X4. Es wird also g' gleich dem Gi des 
vorigen Paragraphen.

Danach ist die Untergruppe, welche 1, X2, ... xe enthält, bereits 
einfach transitiv. Nimmt man dazu die Cirkularsubstitution mit sieben 
Elementen, so erhält man eine zweifach transitive Gruppe und erkennt 
aus § 76, dass G mindestens (n—5)-fach, also für n>9 mindestens 
4-fach transitiv ist. G enthält also ein

r = (,) (x23g) («, • • •)t1o,t=(a,Cg)(«2g),
so dass man auf jeden Fall zum Typus A) gelangt. Für n>9 giebt 
es also keine Gruppen der verlangten Eigenschaften.

Lehrsatz III. Übersteigt der Grad einer Gruppe, welche 
Substitutionen von vier, aber keine von drei oder zwei Ele­
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menten enthält, die Zahl 8, so ist die Gruppe intransitiv 
oder imprimitiv.

Verbindet man hiermit die Resultate der §§ 106 und 109, so 
folgt:

Lehrsatz IV. Ist die Anzahl Q der Werte einer Funktion 
nicht grösser als 1 n (n— 1), so wird dieselbe für n>8 sym­
metrisch in n — 2 Elementen einerseits und in den beiden 
übrigen andrerseits sein; oder es wird für sie Q=2n, und die 
Funktion ist alternierend in (n — 1) Elementen; oder es wird 
Q=n und die Funktion ist symmetrisch in (n— 1) Elementen; 
oder 0 ist = 1, 2, und die Funktion ist symmetrisch respektive 
alternierend in allen n Elementen*

* Cauchy: Journ. de l’Ecole Polytechn. X Cahier; Bertrand: ibid. XXX 
Cahier; Abel: Oeuvres completes I. p. 13 — 21; J. A. Serret: Journ. de l’Ecole 
Polytechn. XXXII Cahier; C. Jordan: Traite etc. p. 67 — 76.

** C. Jordan: Traite etc. p. 664. Note C.

§ 115. Wir schieben jetzt einen Hilfssatz ein, dessen wir zum 
Beweise eines allgemeineren Theorems bedürfen.**

Nach § 75 Lehrsatz XVI) kann eine primitive Gruppe, welche 
die alternierende Gruppe nicht in sich schliesst, keine Cirkularsubsti- 

2 91 tution eines Primzahlgrades enthalten, welcher geringer ist als •
2 9Bedeutet p eine beliebige Primzahl, welche kleiner ist als , und p‘ •

die höchste Potenz von p, welche in n! aufgeht, so ist die Ordnung 
einer primitiven Gruppe G nicht durch p! teilbar. Denn sonst um­
schlösse G eine Untergruppe, welche der Gruppe des Grades n und der 
Ordnung p- ähnlich wäre; diese aber enthält nach der Konstruktion 
eine Cirkularsubstitution des Grades und das müsste demnach mit 
Gr gleichfalls der Fall sein. Daher enthält Q = n\:r den Faktor p 
mindestens einmal. 2 92Was von p bewiesen ist, gilt für jede Primzahl, die < 3 ist, und 
also auch für ihr Produkt. Daher folgt:

Lehrsatz V. Ist die Gruppe einer Funktion, welche mehr 
als zwei Werte besitzt, primitiv, so ist die Anzahl der Werte 
dieser Funktion ein Vielfaches des Produktes aller Prim-

2zahlen, welche kleiner als — 3 sind.
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§ 116. Mit Hilfe dieses Satzes können wir Folgendes zeigen:
Lehrsatz VI. Es bedeute k irgend eine konstante Zahl. 

Die Funktionen von n Elementen, welche in Beziehung auf 
n—k derselben alternierend oder symmetrisch sind, haben 
weniger Werte als diejenigen, welche es nicht sind. Für 
kleine Werte von n lässt der Satz Ausnahmen zu; oberhalb 
einer gewissen, von k abhängigen Grenze für n ist er stets 
richtig.*

* C. Jordan: Trait etc. p. 67.

Ist P eine in n—k Elementen alternierende Funktion, so ist die 
Ordnung der zugehörigen Gruppe ein Vielfaches von (n—k)!, die 
Anzahl o der Werte dieser Funktion daher höchstens gleich

A) 2. n (n — 1) (n — 2) ... (n — k + 1).
Ist 3 eine Funktion, welche weder alternierend noch symmetrisch in 
n — k Elementen ist, so kann sie entweder in Beziehung auf weniger 
als auf n — k Elemente transitiv sein, oder in Beziehung auf n — x 
(K<k); nur darf im letzteren Falle » nicht auch symmetrisch oder 
alternierend in den n — x transitiv verbundenen Elementen werden.

Wir suchen für beide Fälle ein Minimum der Wertezahl von v 
und werden dabei zeigen, dass es für hinreichend grosse n grösser 
ist, als das eben gefundene Maximum A) der Wertezahl von p.

§ 117. Es sei zuerst 3 nach weniger als n — k Elementen tran­
sitiv. Dann ist die Ordnung der zugehörigen Gruppe ein Teiler von

A1!2,!2,!..., wenn 2, - 2, 4- 2, n, (Aa <n — k).
Dieses Produkt wird ein Maximum, wenn eins der ? so gross als 
möglich, nämlich gleich n — k— 1, ein zweites so gross als möglich, 
nämlich gleich k+ 1 angenommen wird. Dabei ist also nur k—1 <n—k, 
n>2h-1 vorausgesetzt. Das Maximum für die Ordnung der Gruppe 
ist infolgedessen , , .8 (n—k—1)!(k+1)!
und das Minimum für die Wertezahl von 3

R n\  n (n — 1) (n — 2) ... (n — 7c)
7 (n—k—1)! (ä + 1)! ~ 1.2.T.. .(k+1)

Man erkennt, dass dieses Minimum B) das Maximum A) übertrifft, 
sobald n>k+2(k-1)!

gesetzt wird. Dies ist sonach die Grenze, oberhalb deren im ersten 
Falle unser Theorem keine Ausnahme mehr aufweisen kann.
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§ 118. Es sei ferner im zweiten Falle 7 nach (n—x), (Kk) 

Elementen transitiv, aber nach diesen Elementen weder alternierend 
noch symmetrisch. Die Gruppe Gr von 3 ist intransitiv, die Substitu­
tionen derselben sind also Produkte aus je zwei anderen, von denen die 
einen, welche 1,0,,... heissen mögen, nur die Elemente X1, X2, ... Xn—» 
transitiv verbinden, während die anderen T1, T2, ... nur die übrigen 
Elemente Xn—,+1, ... xn enthalten.

Die Substitutionen der Gruppe G von 3 haben dann die Produkt- 

6,t,, 62t2, 0,t3, 0aTa, 0ss, •••
wobei ein und dasselbe ö mit mehreren verschiedenen r verbunden 
vorkommen kann. Es ist ohne Schwierigkeit zu erkennen, dass jedes 
6 gleich oft auftritt, so dass die Ordnung der Gruppe G ein Viel­
faches der Ordnung der Gruppe 2 =[01, 02, ... wird.

Wir wollen zeigen, dass 2? weder alternierend noch symmetrisch 
sein kann, da sonst auch G alternierend oder symmetrisch in (n— %) 
Elementen wäre, was der Voraussetzung nach nicht angeht. Wäre 
2 alternierend, so hätte diese Gruppe die Ordnung 1(n—%)!; dies 
übertrifft die Maximalzahl x! der Ordnung von T=[rn r2, ...] von 
x Elementen, sobald n>2k ist. Folglich giebt es in G Substitu­
tionen Ggt8, in denen t=ts, aber a—0s ist; demnach auch 
Substitutionen Gat.(0gt8)—1=0a0s1, welche nur die Elemente X1, 
x,, ... K_, der ersten Art enthalten. Die Gesamtheit derselben bil­
det eine ausgezeichnete Untergruppe H von G\ sie ändert sich nicht 
bei Transformationen von G noch auch bei solchen von 2?, da Ta, Ts, ... 
gar keinen Einfluss auf H ausüben können. H bildet also auch eine 
ausgezeichnete Untergruppe der alternierenden Gruppe 2?, d. h. sie fällt 
mit ihr zusammen (§ 84). H=2 ist demnach eine Untergruppe von 
G^ und • wird gegen die Annahme in — Elementen alternierend.

§ 119. Es ist daher das Maximum für die Ordnung der Gruppe 
G gleich dem Produkte aus x! und der Maximalordnung einer nicht 
alternierenden, transitiven Gruppe von (n — x) Elementen. Diese möge

— heissen. Dann ist das Minimum für die Wertezahl von + 
n\ (n — %)! n (n — 1)I... (n — x + 1)

x! R (n — x) R (n — x) x!

Wir haben jetzt noch R(n—x), die Maximalordnung einer tran­
sitiven, nicht alternierenden Gruppe von (n —x) Elementen oder 
(^2  M) !---- 41, die Minimalzahl für die Werte einer transitiven, nicht alter-R (n — x)

nierenden Funktion von (n — x) Elementen zu bestimmen.
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V 

Ist diese Funktion der (n— x) Elemente imprimitiv, so zeigt 
der Lehrsatz aus § 72, dass die Minimalzahl folgende wird:

‘ 2(/(n—*)]!)2 ‘ " I(n—*)]!
Setzen wir dies in C) ein, so erhalten wir als Minimum für die 
Wertezahl von 

n (n — 1) ... (n — x + 1) (n — x) ... +1)
qIN 1 __________________________ S 2______.

*![(—*)]!

Diese Zahl vergleichen wir mit der Maximalzahl A) und untersuchen, 
ob über einer gewissen Grenze für n der Wert C\) grösser wird als 
A), d. h. ob man erhält

 v N
—Ö- - +1)2 / 

> 4. x! n,% ! n, (n — 1) ... (n — 7 + 1).
Z

Bei wachsendem n wird —— —1<n—k-1; es ist also zu beweisen, dass

(n — k) (n — k — 1) ... (—- —1) > 4. x! —— ! 2-/ Z
wird. Dies ist ersichtlich, sobald man die rechte Seite unter der 
Form schreibt 

(4.21[1-*11)("2* "25-1 ...[-*+1).
Denn jetzt ist der erste Faktor für wachsende n konstant, und das 
Verhältnis der linken Seite zur zweiten Klammer der rechten Seite hat 
zur Grenze n—»22 *.

§120 . Ist endlich die Funktion 7 der (n — x) Elemente primitiv, 
so greifen wir auf den Hilfssatz von § 115 zurück. Es folgt aus ihm, 
dass die Minimalzahl der Werte von 7 das Produkt aus allen Prim­
zahlen wird, welche kleiner als 3 (n—x) sind. Wir wollen dieses 
Produkt durch  , 

P 2("*
bezeichnen. Führen wir es in C) ein, so ergiebt sich 
. p 2 (n — x) n (n — 1) ... (n — x + 1) "2 1 L3 J x!
Netto. Substitutionentheorie. 9
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Es muss nun auch, hier gezeigt werden, dass für hinlänglich
grosse n der Wert A) kleiner ist als C), oder dass

p 2",* > 2 . %! (n —«) (n — % — 1) ... (n — k + 1)

wird. Die rechte Seite wird stark vermehrt, wenn wir statt jedes
n — % — a den ersten Faktor n—x einsetzen. Da k — % derartige Fak­
toren vorhanden sind, so tritt dann (n— x)“-” auf; schreiben wir v 

statt 2 —*, also 3 statt (n—x), so braucht nur bewiesen zu 

werden, dass die Ungleichheit gilt
P(v)>[2.(4)*-*.x1]**-*,

wenn man v wachsen lässt, oder dass

P()>[2.(4)—-*.*1]
wird.

Dies kann man entweder durch wirkliche Ausführung induktiv 
erkennen, oder auch durch Benutzung des Tchebichef’schen Satzes, 
dass zwischen v und 21/ — 2 stets eine Primzahl liegt, falls v 
grösser ist als 3.

Man hat nämlich auf Grund dieses Theorems
P(2v) > vP(y\ 

(2)** = 2k~K.vk~x, 
P{v) , v

(2v)*—* vk~x 22—*

Welchen Wert nun auch immer 
Seite haben mag, man kann t
linke Seite in

der erste Quotient auf der rechten 
stets so gross annehmen, dass die

P(v) ( v Y yk—% \2k—*)P^v} 
(24v)*—%

beliebig gross wird, falls man nur v grösser angenommen hat als 
2k—*. Damit ist dann also der Beweis unseres Satzes vollständig 
geliefert.

Natürlich sind die hierbei erlangten unteren Grenzen bei weitem 
zu hoch; in jedem besonderen Falle ist es möglich, dieselben zu ver­
mindern. Da wir aber bereits die Speziallfälle bis für Q = 1 n (n — 1) 
behandelt haben, so ist es nicht angethan, auf diese Untersuchungen 
weiter einzugehen.
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Siebentes Kapitel.
Untersuchung einiger besonderer Arten von Gruppen.

§ 121. Für unsere Untersuchungen ist es von Wichtigkeit, auf 
die Resultate von §48 zurückzugreifen und einige Folgerungen daraus 
zu ziehen.*

* L. Sylow: Clebsch Ann. V.r584 — 594.

Es sei r==pa,m die Ordnung einer Gruppe G, p eine Primzahl, 
m relativ prim zu p. Wir sahen, dass G eine Gruppe H der Ord­
nung pa enthält. J sei die Maximalgruppe aus G, welche mit H ver- 
tauschbar ist; J enthält H; seine Ordnung ist daher pa.i^ wobei i ein 
Teiler von m und also prim zu p ist.

Äusser den Substitutionen von H enthält J keine, deren 
Ordnung p^ wäre. Ist t eine Substitution von , welche H nicht 
angehört, so wird {H, t} eine Gruppe, deren Ordnung gleich dem 
Produkte der Ordnung von H und dem Exponenten der niedrigsten 
Potenz von t ist, welche in H vorkommt (§ 37). Da {H, t] in J 
enthalten ist, kann dieser Exponent nur ein Teiler von i, also die 
Ordnung von t, welche ein Vielfaches des Exponenten ist, keine Po­
tenz von p sein.

Es ist .=k=1 (mod. p). Wir bilden die zu J gehörige Funk- 0
tion % und diejenigen . Werte derselben, welche unter dem Einflüsse 0
von. G- entstehen:

R) X1,X21X3,.Xk; (k=-.);
Xy möge aus X1 durch Anwendung einer Substitution y von Gr her­
vorgehen. Auf die Reihe R) wenden wir alle Substitutionen von H an. 
Bliebe bei allen z. B. Xa ungeändert, so würde H zur Gruppe a1ew 
von Xe gehören. a1J6c enthält aber an Substitutionen der Ord­
nungen p^ nur diejenigen von 6a~rH<5a^ wie J nur die von H ent­
hält. Es wäre also Höa = H zu setzen; dies widerspricht den 
Annahmen, denn 6a kommt nicht in J vor, während alle Substitu­
tionen, die mit H vertauschbar sind, in J auftreten sollen.

Durch die Substitutionen von H tritt daher X« mit einigen anderen 
% in Verbindung. Die Anzahl der so transitiv verbundenen ist ein 

9*
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Teiler der Ordnung von H, also eine Potenz von p. Wir können somit 
X2, X3, ••• Xk in eine Anzahl von Systemen zusammenfassen, deren 
jedes eine Anzahl pä von Funktionen enthält. Folglich ist

K—1=p.x, m=i(px-1), r — pai (px — 1).
Alle Untergruppen von G, welche die Ordnung pa haben, ent­
stehen aus H durch Transformationen mit Substitutionen 
von G. Wir wenden alle Substitutionen einer solchen Gruppe H' der 
Ordnung pa auf R) an; die px—1 Werte dieser Reihe gruppieren 
sich dann zu einer neuen Anzahl von Systemen, deren jedes eine An­
zahl pa, pb^ pc, ... von Funktionen enthält. Daher ist

px-1 = +pb
Diese Gleichung kann nur befriedigt sein, wenn mindestens einer der
Exponenten a, 6, c, ... gleich 0 wird, d. h. wenn ein System nur eine 
Funktion % enthält. Dies sei Xs; dann ist H‘=s1Hos.

H' ist durch pa. i Transformationen aus H ableitbar.
Denn es ist H‘- o - 1J- 1 - (6,)-1 H( Jo,),
also ist H' durch mindestens pa .i Transformationen zu erhalten.
Wenn ferner 
ist, so wird

H‘=t1Ht*1=0s1Hs 
H-6,+1—I Ht 6,-1 - ( 6,-1)-1 H( 6,-1). 

Ts 1=, t=og.
Es giebt demnach auch nur pai Transformationen dieser Art. 

Hiermit ist bewiesen:
Lehrsatz I. Ist G eine Gruppe, deren Ordnung r durch 

pa^ aber durch keine höhere Potenz der Primzahl p teilbar 
ist, H eine der in G enthaltenen Gruppen der Ordnung pa^ 
J die allgemeinste mit H vertauschbare Untergruppe von G^ 
deren Ordnung wir pa .i nennen, so wird die Ordnung von G 

r =pai (%p + 1).
Jede Untergruppe H' von G^ welche die Ordnung pa besitzt, 
ist eine Transformierte von H. Derartiger Gruppen giebt 
es %p + 1, und jede ist durch pai Transformationen aus H ab­
leitbar.

§ 122. Wir kamen bei der Besprechung des Isomorphismus auf 
transitive Gruppen, bei denen Grad- und Ordnungszahlen einander 
gleich waren. Es zeigten sich mehrere interessante Eigenschaften 
solcher Gruppen. Wir wollen solche Gruppen in den nächsten Pa­
ragraphen als Gruppen S bezeichnen.
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Rechnet man alle einander einstufig isomorphen transitiven Grup­
pen, bei denen dann also die Ordnungszahlen r denselben Wert haben, zu 
einer Klasse von Gruppen, so enthält eine jede dieser Klassen einen 
und auch nur einen Typus einer Gruppe S (§ 90). Die Aufstellung 
aller Typen der Gruppen S des Grades und der Ordnung r liefert 
demnach die Repräsentanten aller zu r gehörigen Klassen und damit 
auch die Anzahl derselben. Diese Aufstellung ist von Wichtigkeit, da 
isomorphe Gruppen dieselben Faktoren der Zusammensetzung haben 
und diese bei der algebraischen Lösung von Gleichungen eine bedeu­
tende Rolle spielen werden.

Einen Typus können wir ganz allgemein aufstellen. Er wird 
durch die Potenzen einer Cirkularsubstitution gebildet. Wir nennen 
eine solche Gruppe S ein cyklische Gruppe und jede Funktion von 
n Veränderlichen, welche unter dem Einflüsse einer cyklischen Gruppe 
des Grades n ungeändert bleibt, eine cyklische Funktion.

Wir wollen uns jetzt auf die Betrachtung cyklischer Funktionen 
vom Primzahlgrade p beschränken. Es sei s=(x1X...Rp), co irgend 
eine primitive pte Wurzel der Einheit undp = (x, - 0 x, —|- o2x, - ... — coP 1xp)P.
Dann ist 9 eine zur Gruppe G=[1,s,s2,...sP-1 gehörige cyklische 
Funktion. Denn 9 wird unter dem Einflüsse von s“ zu
(Xa+1 + 0Xa++2 + . •. + = coaP (xa+1 + 0 Ra+2 + • • ■ + o2-1aa)P

= (x oP 1xp)P = 9
und bleibt also für Gr ungeändert.

Wenn umgekehrt bei unabhängigen xa für irgend eine Substitu- 

tion ( 9=9, 
und daher p  pVP=c8VP
ist, so würde wegen der Unabhängigkeit der x von einander folgen, 
dass durch t «y++100Y in 2,,+1007c8=3,+10/+‘
übergeht, und da cp den Summanden x^y^^ col^+r enthält, muss für 
jedes 7 ty+1=ß-y+1; R,,= 38+1, 34, = 38+2, ...; t=sß
sein; also gehört p zu Gr.

Es ist ersichtlich, dass für r=p die Gruppen G den einzig mög­
lichen Typus S liefern.

§ 123. Wir suchen jetzt alle Typen der Gruppen 9 vom Grade 
und der Ordnung wo q Primzahlen sind, die fürs erste von
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einander verschieden angenommen sein sollen; p möge die grössere 
von beiden sein.

1) Ein Typus, derjenige einer cyklischen Gruppe, ist uns bereits 
bekannt. Er wird durch das Vorkommen einer Substitution der Ord­
nung p. q charakterisiert.

2) Giebt es andere Typen, so kann in diesen keine Substitution 
der Ordnung pq vorkommen, weil dies auf 1) zurückführen würde; es 
sind also nur die Ordnungen p^ q, 1 zu erwarten. Eine Substitution s 
der Ordnung p ist sicher vorhanden; sie und ihre Potenzen bilden in 
S eine Untergruppe H der Ordnung p; gäbe es noch andere derartige 
Untergruppen so würde die Anzahl derselben np — 1 sein, wo 
x>0 wäre; alle diese hätten eine und nur eine Substitution gemein­
sam, nämlich die Einheit; folglich enthielten sie zusammen

(p-1) (px+ 1)+ 1 =p[(p-1)*-1]>p.q
Substitutionen; das geht nicht an, also ist x = 0. Nun liefert H nur 
p Substitutionen; die übrigen sind sämtlich von der Ordnung q; ihre 
Anzahl ist p —p - (^q — 1)p;
also giebt es p Untergruppen der Ordnung q^ und nach dem Lehr­
sätze I) muss demnach

P-dt1, *sq‘
also q ein Teiler von p — 1 sein. Nur in diesem Falle sind neue 
Typen S möglich.

3) Alle Substitutionen der Ordnung q müssen die Gruppe H der 
Ordnungpin sich selbst transformieren. Dies kann so geschehen, dass 
eine Substitution t der Ordnung q dabei eine Substitution s der Ord­
nung p in sich selbst umwandelt. Es sei diese letztere

s = (x,1x,1... &p1) (x,2 x,2... xp2) ... (x,9x,9. .. Xp^.
Nun dürfen in keinem Cyklus von t zwei Elemente mit gleichem 
oberen Index vorkommen. Denn eine passende Potenz von t würde 
diese aufeinander folgen lassen, und diese Potenz gäbe durch Multipli­
kation mit einer Potenz von s eine Substitution, welche, ohne dass 
sie sich auf die Einheit reduzierte, weniger alsp.q Elemente enthielte.

Wir können folglich einen der Cyklen von t gleich
(12/3 zy* Q\‘1 "1 •1 • • • •1 )

setzen, was ja stets durch geeignete Bezeichnung der Elemente oder 
der unteren Indices zu erreichen ist. Dann erkennt man aus
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dass t auf • st- s,
x,a folgen lässt x,a+1, auf xg“ ebenso xga+1,

so dass wir erhalten, wenn die oberen Indices mod. q reduziert werden, 
t - (x,1a,22,8. .. 2,9) (,‘x,2. ..2,%)... (x,‘ap2. .. 3,?), 

st = (x,1x,2. .. x,?8,+113,+22. .. xp"a,+1.
Hier muss jeder obere dem unteren ledex mod. q kongruent, also auch 

p = n (mod. q)
sein, und damit der Cyklus mit dem Elemente ocpn sich schliesst, 
müsste *+1=p+1=1 (mod. q)
sein, was nicht möglich ist. st enthält also alle p.q Elemente in 
einem Cyklus. Wir kommen daher bei der Annahme t~lst = s zum 
Typus 1) der cyklischen Gruppen zurück.

4) Alle Substitutionen der Ordnung q müssen die Gruppe H der 
Ordnung p in sich selbst transformieren. Dies kann zweitens so ge­
schehen, dass eine Substitution t der Ordnung q dabei eine Substitu­
tion s der Ordnung p in sa transformiert. Es sei

s = (x,1x,1. .. xp1) (x,2x,2. .. xp2) ... (x,9x,3. .. Xp1}.
Wir können aus denselben Gründen wie oben einen Cyklus von t 

gleich (x.1x,2x,3... x,?)
setzen. Dann erkennt man aus

dass t auf I st=s"
x^ folgen lässt' Xa+1+1, auf x^ ebenso X2a-1+1, 

auf Ra1 ebenso +1+1, ...,
so dass wir erhalten

t = (x,1x,2. .. x^} ... (Xa-11Xaa+12ad+18. ..Caa-1+13. ..)...
Soll der angedeutete Cyklus mit jenem letzten Gliede Xca9—1+12 ge­
schlossen sein, so ist

a?—1=c-1 (mod.p), a2=1 (mod.p)
zu setzen. Hieraus ersehen wir zuerst, dass q ein Teiler vonp—1 
ist, was wir schon oben fanden; ferner, dass a zum Exponenten q ge­
hören muss und dass es also q—1 Werte a1, a2^...aq—i für a giebt; 
endlich, dass alle diese den Potenzen eines beliebigen unter ihnen 
mod. p kongruent sind. Aus t~1st=sa folgt

t- 2st2—s, t—3st8—g,...;
kommt also die Umwandlung von s durch Transformation mit t in 
eine beliebige Potenz mit dem Exponenten a2 vor, so giebt es auch
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Substitutionen, welche s in die Potenz a1, a, ... a,_ 1 von s umwan- 
deln. Demnach wird die Wahl von a2 ohne Einfluss auf den Typus 
der Gruppe sein, und es giebt, wenn überhaupt einen, so auch nur 
einen Typus, der aus s und t gebildet ist.

Die Potenzen von t, nämlich t1, t2, ... t9- 1, liefern (q—1) ver­
schiedene Substitutionen der Ordnung ferner werden die (q — 1) ersten 
Potenzen aller

s-^+l .t. s^-1 = . . . (8= 2,3,...)
in S vorkommen. Dies giebt zusammen .(—1) Substitutionen der 
Ordnung q\ die Gruppe H der Ordnung p enthält p Substitutionen, 
und so hat man wirklich alle p. q Substitutionen, unter denen keine 
von der Ordnung p. q ist.

Hier haben wir also einen neuen Typus erlangt.

§ 124. Endlich sind noch alle Typen der Gruppen S vom Grade 
p2 aufzusuchen.

1) Ein Typus, derjenige der cyklischen Gruppe, ist uns bereits 
bekannt. Er wird durch das Vorkommen einer Substitution der Ord­
nung p2 charakterisiert.

2) Giebt es andere Typen, so kann in diesen keine Substitution 
der Ordnung p2 vorkommen; es sind folglich nur 2—1 Substitutionen 
der Ordnung p und eine der Ordnung 1 zuzulassen. Es sei s eine 
der Substitutionen von 9, t eine andere, nicht als Potenz von S dar­
stellbare, dann wird 9 durch s und t bestimmt sein. Denn, da erst 
die pte Potenz von t durch s ausdrückbar ist, so sind alle

Satb (a=0, 1,...p— 1; b=0,1,...p—1)
von einander verschieden; folglich ist

&-[s".t] (a,b-0,1,...p-1),
und man hat die Beziehungsreihe

S) ts = s,t6, t2s== ... tp~is = SSP-'tsP-1.

Werden zwei der Exponenten d einander gleich, so ersieht 
man aus , . , ,,,, ,,tas = söt\ t°s=ste (asb, 8e), 
dass

(tas)1. (tbs) = s~llcs = (s^t^1 (s6ts') = t‘.
Da man statt tc auch t setzen kann, so folgt, dass es in 9 ein t 
giebt, welches, durch s transformiert, sich in eine Potenz t‘ von t 
umwandelt.
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Dasselbe findet statt, wenn in der Reihe S) alle Exponenten 
d von einander verschieden sind; denn einer von ihnen wird dann 
gleich 1 werden, da keiner gleich Null sein kann, und aus

tas=ste folgt s- 1tas=tt.
3) Wir können also voraussetzen, dass eine Substitution

t = (q,‘a,1.... x,1) (x,2x22. .. xp2) ... (x,Px,P. .. x,P)
durch die Transformation mit s in eine Potenz t‘ übergeführt wird. 
Den ersten Cyklus von s dürfen wir setzen, wie dies schon im vorigen 
Paragraphen geschah, (x,12,22,8.. a,p).
Ist n=1, so ergiebt sich

 (/1,2 ry. p (1/2 i p\ (1/2 ry p- \N1 W1 • • • •1 ) •2 •2 • • • •2 J • • • \ep •p • • • •p J •}  (1/2,3 (,2 34 \U i \e1 2 •3 •••) \e1 •2 •3 • • • J • • •
,+2 __  (,1,2,3 (,2, 3,. 3 N9 U -- \N1 •z •5 • * • / \1 3 •5 • • • J * • •

Man erhält also die p - 1 Substitutionen
s, t, st, st2, . . . StP~ 1, 

deren (p — 1) erste Potenzen nebst der identischen Substitution 1 die 
Gruppe 9 vollständig bestimmen.

4) Es könnte endlich
s~lts=ta (a=1)

sein. Dann wäre
s = (x11x,2. .. xf) (x^xa + l2xa^^. . . XaP-^^XaP^.. .)...;

damit der zweite Cyklus nach den ersten p Elementen sich schliesst, 
muss sein a2+1=2, ab=1 (mod.p);
das ist aber für a = 1 unmöglich.

Stellen wir die bisherigen Resultate zusammen, so folgt:
Lehrsatz II. Es giebt drei Typen von Gruppen 9, deren 

Grad und Ordnung gleich dem Produkte zweier Primzahlen 
ist; der eine Typus ist derjenige der cyklischen Gruppen.

§ 125. Wir betrachten jetzt eine andere Kategorie von Gruppen, 
solche nämlich, deren Substitutionen entweder kein oder nur ein 
oder alle Elemente ungeändert lassen. Den Grad der Gruppen neh­
men wir gleich der Primzahl p.

Dann ist jede vorkommende Substitution regulär; denn 
enthielte sie nicht in allen ihren Cyklen gleich viele Elemente, so 
würden in einer geeigneten Potenz zwei oder mehrere Elemente zum 
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Wegfall gebracht werden können, ohne dass die Potenz gleich der 
Einheit würde.

Die Substitutionen, welche alle Elemente umsetzen, sind 
cyklisch; denn p ist eine Primzahl. Daraus folgt weiter: Die Grup­
pen sind transitiv; ferner nach § 90: die Anzahl der Substitu­
tionen, welche alle Elemente umsetzen, ist gleich p — 1. Wir 
können also , N• " \e1 •2 •3 • • • •p J
nebst den ersten p — 1 Potenzen als in den gesuchten Gruppen vor­
kommend annehmen.

Es handelt sich daher nur um die Bestimmung derjenigen Sub­
stitutionen, welche p—1 Elemente umsetzen. Es sei t irgend eine 
unter ihnen und +—1st
die Transformierte von s durch t; da diese der ursprünglichen Sub­
stitution ähnlich ist und also, wie diese, alle p Elemente enthält, so 
wird es eine Potenz von s

t 1 s t = sm = (x, R + m G +2m...);
hier muss natürlich statt eines jeden Index sein kleinster positiver Rest 
mod.p genommen werden. Da es lediglich von der Benennung ab­
hängt, welches der Elemente von t nicht umgesetzt wird, so können 
wir annehmen, es sei X,. Dann wird

t = (X2 Xm +1 Rm2 +1 Xm3 +1(Xa+2Xam-1Xam2-1
Es möge nun g eine primitive Wurzel (mod.p) sein, dann sind 

alle Reste der ersten (p — 1) Potenzen von g
G) g\g\9\--9p~\9p~^^ (mod.p)

von einander verschieden, und wir können daher setzen 
m=g (mod.p).

Wir bezeichnen nun t durch dann erkennt man, dass aus u Cyk- 
len von je P—- Elementen besteht; denn jeder der Cyklen von t, 

9
schliesst sich, sobald am+1=a+1,m2 v

P — 1 wird; dies geschieht erst bei %5 u
Besteht ferner eine Substitution t,, welche X1 ungeändert lässt, 

und welche ein jedes Element &a+1 durch xa,gv+x ersetzt, dann ersetzt 
t,“t, jedes &.+1 durch Ga . ,e *+8+1
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Bestimmen wir jetzt &, ß so, dass cu—ßv dem kleinsten gemein­
samen Teiler 0 von u, v (mod.p) kongruent wird, so erhalten wir 

+ — i 8 ‘c °u °y )
wobei dann und tv Potenzen von t werden. So kann man fort­
fahren, bis alle Substitutionen, welche X, ungeändert lassen, als Po­
tenzen einer unter ihnen to und zwar derjenigen dargestellt sind, bei 
welcher g° die niedrigste in der Reihe G) vorkommende Potenz ist, 
welcher eine Substitution t entspricht.

p — 1Mit ta kommen alle - Potenzen von t„ in unserer Gruppe vor. 
Dieselbe ist durch s und t bestimmt und enthält nach g 62 P(P—— 

0
Substitutionen. 0 kann unter den Teilern von p—1 willkürlich ge­
wählt werden.

§ 126. Um eine zu der eben konstruierten Gruppe gehörige Funk­
tion aufzustellen, bilden wir zuerst die zu s gehörige cyklische Funktion% = (x, + 0X, + co2&, + • • • + ooP-1ap)P,
in der 0 eine primitive pte Einheitswurzel bedeutet. Auf », wenden 
wir die Potenzen von ta an und erhalten

%=(,+00,0+1 +c222,0+1 +...+oP-13-1,+1)P
%3 = (x, + 0x,20+1+ 02X2,20+1+ ... + -1-120+1)

Alle v gehören als cyklische Funktionen zu der aus s gebildeten 
Gruppe; für die Substitution ta und deren Potenzen gehen sie in ein­
ander über; jede symmetrische Funktion von

%1, %2, ...
o

wird also für alle Substitutionen der Form satab ungeändert bleiben; 
wählt man unter Einführung einer unbestimmten Grösse v

Fa =(»- v,) (» — v2) ... (» — p-1),
o

so wird Po umgekehrt auch nur für diese Substitutionen seinen Wert 
beibehalten. Vo gehört also zur oben gefundenen Gruppe.

§ 127. Setzen wir 0=1, so wird die Ordnung der Gruppe 
p • (p — 1). Es nimmt t die Form an

= (X2Xg++1Kg2+1 . . . — ;
die Gruppe wird also zweifach transitiv. Wir nennen sie die meta- 
cyklische Gruppe und die zugehörige Funktion P eine meta- 
cyklische Funktion.
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p — 1
Setzen wir 0=2, so wird die Ordnung der Gruppe p-2*  Es 

nimmt t die Form an

* L. Kronecker; vergl. F. Klein: Clebscli Ann. XV, 258.

t = (x, 3+13++ i • •.) (Xa + 1Cag41 Xag++1 • • •).
Die um 1 verminderten Indices in der ersten Klammer sind die qua­
dratischen Reste mod.p; a ist ein beliebiger quadratischer Nichtrest 
mod.p Diese Gruppe heisst die halb-metacyklische Gruppe und 
eine zugehörige Funktion eine halb-metacyklische Funktion."

§ 128. Wir können alle Substitutionen der Gruppen 9 vom Prim­
zahlgrade p, und ebenso diejenigen der in den letzten beiden Para­
graphen behandelten Gruppen in einfacher Weise durch die Angabe 
der Indicesänderungen von X, R,... xp darstellen. Die Substitutionen 
von 9 sind dann durch

sa = \^ g—c (mod.p) (a = 0, 1, 2,...p — 1) 
bestimmt; wir verstehen das Symbol, welches soeben eingeführt wurde, 
so, dass in der Substitution sa jedes Element x, durch xz+a zu er­
setzen, und statt g—c sein kleinster nicht negativer Rest (mod.p) 
einzuführen ist.

Die in den vorigen Paragraphen behandelten Gruppen enthalten 
dann erstens alle Substitutionen Sa, ferner aber auch, wenn wir da­
selbst alle Indices um 1 vermindert denken, diejenigen Substitutionen, 
bei denen jedes Index mit demselben Faktor multipliziert wird, also 
für 2=0, 1,2,. ..p — 1,

0,=lz Ba (mod.p) (B=1,2,3,p—1).
In dem Ausdrucke der Substitutionent=|g ßa—+c (mod.p) (a=0,1,...p—1; ß=1,2,p—1)
sind alle Substitutionen Sa, 6g und deren Kombinationen enthalten. Da 

g ßz—a.g B,2—a=|2 6,2++ |
ist, so folgt, dass die t eine Gruppe des Grades p und der Ordnung 
p(p —1) bilden; diese Gruppe stimmt daher mit der von uns in § 127 
behandelten überein.

Setzt man fest, dass für ß nur die Werte 
p—1.

s=g1°, 92a, g8", --9 a
genommen werden sollen, so wird ßß wieder zu derselben Reihe ge­
hören, und man erhält die Gruppe des Grades p und der Ordnung 

 1
p----- » welche oben besprochen wurde.
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§ 129. Die Betrachtung der linearen gebrochenen Substitu­
tionen (mod.p) führt uns zu Gruppen des Grades +1 und der Ord­
nung (p—1)p (p — 1). Die zu behandelnden Substitutionen haben die
Form cZ—ß 

2—8 (mod.p);2
dabei soll g die Werte 0, 1, 2, ...p—1, CO annehmen; die Elemente 
der Gruppe sind daher Xo, x,, X2, ...Gp-1, G00. Durch die Werte «, 
ß, %, ä wird u bestimmt, aber umgekehrt kann ein u durch verschie­
dene Annahmen von a, ß, 7, 8 gegeben werden; um dies zu vermei­
den oder einzuschränken, benutzen wir die Differenz

3 p, ist sie negativ durch Vßy—c;

D) ad— 8?,
die Determinante von u. Ist sie positiv, so dividieren wir Zähler
und Nenner von C&ß durch y/8_ 7-0
dadurch erreichen wir es, dass für die neuen Koefficienten die Glei­
chung

D) aÖ — ßy=±1 (mod.p)
besteht. Wäre nun für verschiedene Systeme a, ß, Y, d, respektive
1, S1, , a^-\-ß C12HB 

yz—8 Y.2—81 (mod. p),

ß dso würde aus g=O, g=co, g=-•, g=- - - folgen, dass entwedera Y

oder
C1 = C,
&,= — a,

B 
ß,

P, Y=Y, 
—ß, 71=—Y, 8,5° (mod.p)

sein muss. Nehmen wir den Spielraum für &,ß,7, von 0 bis p— 1, 
so können und werden je zwei verschiedene Systeme der Koefficienten 
die gleiche Substitution u geben.

Durch Df) ist angenommen, dass ad — ßy von Null verschieden 
sei; diese Einschränkung ist notwendig, denn unser Symbol kann nur 
dann eine Substitution darstellen, wenn für verschiedene z nicht

az -ß . az± +ß
yg—8 yg—

sein kann. Das wird durch die Annahme c=ßy verhindert.
Ein Index g der Substitution u kann nur dann ungeändert bleiben, 

wenn
E) 722+(8—0)2—ß=0 (mod. q)

ist. Dementsprechend giebt es vier Arten von Substitutionen u:
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a) Bei der ersten sind beide Wurzeln von E) imaginär; dies ge­
schieht, falls

quadratischer Nichtrest (mod. q) ist. Die Substitution setzt dann alle 
Elemente o, X1, X,, ... Xp—1, Xco um.

b) Bei der zweiten Art von Substitutionen fallen beide Wurzeln 
von E) zusammen. Dies geschieht, falls

(0 S\2(—5—)—1=0 (mod.p) (wenn c—ß=—1 ist)\Z/
wird. Die Substitution lässt dann ein Element ungeändert.

c) Bei der dritten Art von Substitutionen sind beide Wurzeln 
von E) reell und von einander verschieden. Dies geschieht, falls

/ + S\ 2(—x—-)—1 (wenn ad— ßy=—1 ist)\Z/
(mod.p) quadratischer Rest ist. Die Substitution lässt dann zwei Ele­
mente ungeändert.

d) Bei der vierten Art von Substitutionen ist die Gleichung E) 
identisch erfüllt. Dies geschieht, falls

7=0, 8=0, a=8 (mod.p)
wird. Die Substitution lässt dann alle Elemente ungeändert.

Endlich bemerken wir noch, dass
. a^ + ß | . a^ + ßj = («&,+ßv,)2-(a8,4 88,) |

2+8 %2+8 (y4++%)2+(8+8,)l
N) (a8—ßy)(0,0,—8,%) =(«0,+ß%)(y8,+88,)

-(«ß+ß)(a+y,)
ist. Jetzt sammeln wir die erhaltenen Resultate:

Wir wählen a nicht =0 (mod.p), ß und y beliebig; dann giebt es zu 
jedem der so erhaltenen (p—l)p2 Systeme zwei Lösungen von D‘), 
von denen aber je zwei nur eine Substitution u geben; also erhält 
man p3—p2 Substitutionen. Wir wählen c=0 (mod.p.), d beliebig; 
dann muss wegen D‘) ß im Bereiche 1, 2, ...p—1 gewählt werden 
und zu jedem der so erlangten Systeme a^ d, ß giebt es gemäss D‘) 
zwei Werte von y. Aber auch hier liefern je zwei Lösungen nur ein 
u; also erhält man p(p—1) Substitutionen. Zusammen hat man dem­
nach p3 — p = (p — 1) p (p — 1) gebrochene lineare Substitutionen. Diese 
bilden wegen M) eine Gruppe. Greift man aus allen Substitutionen 
nur diejenigen heraus, welche dem oberen Zeichen in D‘) entsprechen,
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so erhält man (Pt 1)PP—1) Substitutionen u. Diese bilden wegen 
2

M), N) auch eine Gruppe; sie heisst „die Gruppe der Modular­
gleichungen für p".*

Die Gruppen enthalten nur Substitutionen, welche alle p - 1, oder 
p, oder p— 1, oder überhaupt kein Element umsetzen. Die Substitu­
tionen, welche ein Element ungeändert lassen, bilden eine zweifach 
transitive Gruppe.

Lehrsatz III. Die linearen gebrochenen Substitutionen 
(mod. p) bilden eine Gruppe des Grades p-1 und der Ord­
nung (p—1)p(p—1); diejenigen unter ihnen, deren Deter­
minante quadratischer Rest (mod. p) ist, bilden eine Unter­

gruppe der Ordnung P+-,‘—1, die Gruppe der Modular­
gleichungen für p. Lässt eine Substitution dieser Gruppen 
mehr als zwei Elemente ungeändert, so reduziert sie sich 
auf die Einheit. Die erstere der beiden Gruppen ist drei­
fach transitiv.

§ 130. Wir geben endlich noch die Konstruktion einer Funktion, 
die zu der Gruppe der linearen gebrochenen Substitutionen gehört. 
Wir bilden zunächst nach den Angaben von § 126 eine Funktion 1 
der p Veränderlichen Xo , X, , • • • Rp — 1 , welche für die Gruppe aller

t=|a Bz+a (mod.p.) (a = 0, 1, ... p~ 1; ß = 1, 2, ... p — 1) 
und nur für sie ungeänderi bleibt. Diese Gruppe ist eine Untergruppe 
der Gruppe der gebrochenen linearen Substitutionen, aus der sie durch 
y = 0 hervorgeht. Die Anzahl der Werte von P1, welche durch die 
u hervorgerufen werden, ist gleich (p—1); es mögen diese Werte

apap aps , , 12 2) ••• P1
sein, so dass die Reihe der Pa unter dem Einflüsse dieser Gruppe der 
gebrochenen linearen Substitutionen sich bis auf ihre Folge reprodu­
ziert. Versteht man daher unter P eine unbestimmte Grösse und 
Tiild e+ 2=(P—%)(V—P2)...(P—p+1),
so wird diese Funktion zur Gruppe gehören.

§ 131. Wir wollen uns jetzt noch mit solchen Gruppen beschäf­
tigen, deren Substitutionen unter einander vertauschbar sind.

* Vergl.J.Gierster; Clebsch Ann. 18, p. 319.
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Doch können wir hierbei eine allgemeinere Behandlung eintreten 
lassen, welche die erlangten Resultate vielfach verwendbar macht.*

* L. Kronecker: Monatsber. d. Akad. d. Wissensch. z. Berlin Dezenib. 1870 
p. 881. Das Nachfolgende ist dieser Abhandlung grossenteils wörtlich entnommen.

Es seien 0', 0", 0", ... Elemente in endlicher Anzahl und so be- 
schaffen, dass sich aus je zweien derselben mittels eines bestimmten 
Verfahrens ein drittes ableiten lässt. Demnach soll, wenn das Resultat 
dieses Verfahrens durch f angedeutet wird, für zwei beliebige Ele­
mente 0‘, 0", welche auch mit einander identisch sein können, ein e" 
existieren, welches gleich e") ist. Überdies soll 

f(e,,e")-f(e", e‘),

und aber, sobald e" und e" von einander verschieden sind, auch 
/(e‘, e")—f(e‘, e")

sein. Dies vorausgesetzt, kann die mit f (0r, 0") angedeutete Opera­
tion durch die Multiplikation der Elemente 0‘, 0" ersetzt werden, wenn 
man dabei an Stelle der vollkommenen Gleichheit eine blosse Äqui­
valenz einführt. Macht man von dem üblichen Äquivalenzzeichen 
~ Gebrauch, so wird hiernach die Äquivalenzere"cem
durch die Gleichung

f(0‘, 0")=0"
definiert. Da die Anzahl der Elemente 0, welche mit n bezeichnet 
werden möge, als endlich vorausgesetzt ist, so haben dieselben fol­
gende Eigenschaften:

I) Unter den verschiedenen Potenzen eines Elementes 0 giebt es 
stets solche, die der Einheit äquivalent sind. Die Exponenten aller 
dieser Potenzen sind ganze Vielfache eines derselben, zu welchem das 
betreffende 0 gehört.

II) Gehört irgend ein 0 zum Exponenten v, so gehören auch zu 
jedem Teiler von v gewisse Elemente 0.

III) Wenn die beiden Exponenten o und o, zu denen respektive 
die Elemente 0' und e" gehören, relative Primzahlen sind, so gehört 
das Produkt 9'6" zum Exponenten 0o.

IV) Ist die kleinste Zahl, welche die sämtlichen Exponenten 
als Teiler enthält, zu denen die n Elemente 6 gehören, so giebt es 
auch Elemente, welche zu n. selbst gehören.

Der hier mit n bezeichnete Exponent ist der grösste von allen, 
zu denen die verschiedenen Elemente 0 gehören; zugleich ist n, ein 
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ganzes Vielfaches von jedem dieser Exponenten, und es findet dem­
nach für jedes beliebige 0 die Äquivalenz O" ~ 1 statt.

§ 132. Gehört 0, zum Exponenten n1, so lässt sich der Begriff 
der Äquivalenz dahin erweitern, dass zwei Elemente 6' und 6" als 
„relativ äquivalent“ angesehen werden, wenn für irgend eine ganze 
Zahl 76: 0' e,Cgu

ist. Das Äquivalenzzeichen ~ bleibe für den früheren engeren Begriff 
der Äquivalenz reserviert. Sondert man nun aus sämtlichen Elementen 
0 ein vollständiges System solcher aus, die untereinander nicht relativ 
äquivalent sind, so genügt auch dieses den für das System sämtlicher 
Elemente 0 oben aufgestellten Bedingungen und besitzt daher auch 
alle daraus abgeleiteten Eigenschaften. Es existiert also namentlich 
eine der Zahl n, entsprechende Zahl 2, welche so beschaffen ist, dass 
die n,te Potenz eines jeden 0 dieses neuen Systems relativ äquivalent 
Eins, d. h. ~0.* ist, und es existieren ferner Elemente 0„, für welche 
keine niedrigere als die ngte Potenz relativ äquivalent der Einheit wird. 
Da für jedes Element 0 die Äquivalenz O"~1 stattfindet, und also 
a fortiori O" auch relativ äquivalent Eins ist, so muss nach I) die 
Zahl nr gleich %, oder ein Vielfaches von n, sein. Ist nun

yund erhebt man die Ausdrücke auf beiden Seiten zur Potenz 1, so 
k . "2

erhält man, wenn —= gesetzt wird, die Äquivalenz

aus welcher, da 0, zum Exponenten n gehört, unmittelbar folgt, dass 
m ganz und also k ein Vielfaches von n, sein muss. Es giebt dem­
nach ein Element 02, definiert durch. die Äquivalenz

e,e,m_e, oder e,ce,e,n,-m, 
4 L II 4VI7

dessen n,te Potenz nicht nur relativ, d. h. im weiteren Sinne, sondern 4 17
auch im engeren Sinne der Einheit äquivalent ist, und welches (im 
zweifachen Sinne des Wertes) zum Exponenten n, gehört, da ja die 
Gleichung besteht

ß 72 ~ 0 730 " ni — mT2 ~0,k6, nL "2-  m "2 1.
Indem man nunmehr je zwei Elemente 0', e" als relativ äquivalent 
ansieht, für welche: ,,, ,,‘ 0‘01"02"~0"
ist, gelangt man zu einem dem Elemente 02 entsprechenden 03, wel­
ches zum Exponenten 3 gehört, der gleich n, oder ein Teiler von n,

Netto, Substitutionentheorie. 10 
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ist u. s. f., und man erhält auf diese Weise ein Fundamentalsystem 
von Elementen 01, 0, e,, welches die Eigenschaft hat, dass der
Ausdruck 0,"0,*0,"... (h,=1, 2,...n;)
im Sinne der Äquivalenz sämtliche Elemente 6 und zwar jedes nur 
ein mal darstellt. Dabei sind die Zahlen n1, n,, n3, zu denen 
respektive 01, 0,, 0,; ... gehören, so beschaffen, dass jede derselben 
durch die folgende teilbar oder ihr gleich ist; das Produkt n..n2.n,... 
ist gleich der mit n bezeichneten Anzahl sämtlicher Elemente 6, und 
diese Zahl n enthält demnach keine anderen Primfaktoren als die­
jenigen, welche bereits in der ersten Zahl n. enthalten sind.

§ 133. In unserem Falle müssen die Elemente 6 durch Substi­
tutionen ersetzt werden, die mit einander vertauschbar sind, n, die 
Anzahl der Elemente 6, geht in die Ordnung r der Gruppe über.

Wir haben demnach:

Lehrsatz IV. Sind die Substitutionen einer Gruppe unter­
einander vertauschbar, so giebt es ein Fundamentalsystem 
von Substitutionen S,, S,, S3, ..., welches die Eigenschaft be­
sitzt, dass der Ausdruck

(hi = 1, 2,... r-i)
sämtliche Substitutionen der Gruppe und zwar jede nur ein 
mal darstellt. Dabei sind die Zahlen r, r,, die Ord­
nungen von s,, s2, S3, ... und so beschaffen, dass jede derselben 
durch die folgende teilbar oder ihr gleich ist; das Produkt 
dieser Ordnungen r. r2 ... ist gleich der Ordnung r der Gruppe.

Die Zahl r ist als die Maximalzahl unter den Ordnungen be­
stimmt. Die Substitution S, dagegen nicht; es könnte auch ein s\, 
welches zu rr gehört, an ihre Stelle treten. Je nachdem man dann 
von s, oder von s‘1 ausgeht, könnten sich auch die Werte r2, r3, ... 
ändern. Wir werden zeigen, dass dies nicht der Fall ist.

Alle Substitutionen S«"ss°sys. • •
mit festen Indices bilden eine Untergruppe. Dies ist eine ausgezeich­
nete Untergruppe; denn es ist

(s,"sg°s,‘. • -)“1 Vs/s/... (s^s/s^...) = saasßbsYc...,

da alle Substitutionen unter einander vertauschbar sind. Stellt man
nun die Gruppen Q CI Q b Q C Q b Q C Q C”1 P2°3*‘*2 °2 °3 • ’ •) °3 ’ ’
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auf, so werden die r, r2, r3, ... die Faktoren der Zusammensetzung; 
sie sind also konstant.

Lehrsatz V. Die in der obigen Darstellung auftretenden 
Zahlen r1, r2, r3, ... sind für die Gruppe invariant.

Achtes Kapitel.
Analytische Darstellung der Substitutionen.

Die lineare Gruppe.

§ 134. Wir kamen im letzten Kapitel zu einer neuen, vierten 
Darstellung der Substitutionen, welche darin bestand, dass der ana­
lytische Ausdruck angegeben wurde, demgemäss jeder Index der Reihe 
X1, 22,33, ••• durch die Substitution umgewandelt wird. Geht näm­
lich der Index z in xz durch die Substitution in (2), d. h. xz in R,p(a) 
über, so ist die Substitution s durch die Schreibweise

s = 2 • (2) |
vollkommen bestimmt. Für (2) darf natürlich nicht jede Funktion 
genommen werden; es muss nämlich die Reihe

31, 2, 33, ••• n hi C,(), Gy(2), G,(8), ••• G,(w)
derart übergehen, dass die Indices p(1), p(2),... p(n) bis auf die 
Reihenfolge mit 1, 2, 3, ...n übereinstimmen. Dagegen kann jede 
gegebene Substitution in die verlangte Form umgesetzt werden. Denn 
wenn 9(1)=1, 9(2) =2, ••• P(n)=in
gefordert wird, so konstruieren wir, der Lagrange’schen Interpolations­
formel gemäss, für

F ^z) = (z — (^z — ... (z — n)
die Funktion, welche den Bedingungen genügt, in der Form

F(a) . • F(2) , • F(z>*") "F()(e-1**F((-2***F((-n)
Sie steigt in z bis zum Grade n—1. Es ist klar, dass man der For­
derung durch unendlich viele Formen für p (z) genügen kann.

§ 135. Ist n eine Primzahl p, so kann man einerseits eine Er­
weiterung dadurch eintreten lassen, dass man die Indices 1, 2, 3, ... p 
durch ein beliebiges vollständiges Restsystem (mod. p) ersetzt denkt, 
also auch Indices zulässt, welche den Wertp überschreiten; andrerseits

10*
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kann man jede Form von p(z) ohne Schwierigkeit bis auf den Grad 
p— 1 erniedrigen, da ja gP= g (mod.p) für alle Werte 0, 1, 2, ... 
p — 1 von g gilt.

Speziell wird F(z) = zP — g werden und F' (g) ==pgP-1 —1=—1.
In diesem Falle n = p kann man durch das folgende Theorem die 

Funktionen p(g) charakterisieren, welche geeignet sind, eine Substi­
tution analytisch auszudrücken, bei denen demnach die Werte 9 (0), 
p(1), ... p(p— 1) ein vollständiges Restsystem ausmachen.

Lehrsatz I. Damit z p(z) eine Substitution von p Ele­
menten ausdrücke, ist es notwendig und hinreichend, dass 
p(g) und seine p — 2 ersten Potenzen sich auf denp— 2ten Grad 
reduzieren, nachdem man sie mittels gP=g auf den p— 1ten Grad 
gebracht und alle Vielfachen von p unterdrückt hat.*

* Hermite: Comptes rendus de 1’Academie des Sciences 57.

Es sei p(2)-A+A-+A,2+...+A,-g-I
eine beliebige ganze Funktion mod.p. Wir bilden

[o (2)]m = A.(m) 4- + A^ß2 +... + Ap_^zp~x (mod.p)
und erhalten, da für ein jedes &<p— 1

0a+14+24+..+(p- 1)“ = 0 (mod. p)
ist, den Wert der Summe

s) [o (0)]m + [o (1) ]m +...+[p(p- 1)]m =(p—1) A,- (m) = — Ap  16m) (mod. p).
Wenn nun p() zur Darstellung einer Substitution geeignet ist, 

so dass o(0), p(1), ...9(p—1) ein vollständiges Restsystem (mod.p) 
ergeben, dann können wir schliessen, dass für m<p— 1

A,_,6m)=0 (mod.p)
wird. Dies beweist die Notwendigkeit der aufgestellten Bedingung.

Wenn umgekehrt diese letzte Gleichung für eine gewisse Funk­
tion p(g) erfüllt ist, so ergiebt sich aus der Richtigkeit von S) für 
m=l,2,... (p —2) mittels der Formeln BJ aus § 4

[a—p (0)] [z—p (1)]... [z — • (p — 1)] = gP — az (mod. p).
Da hieraus folgt, dass die Wurzeln von —2=0 ganze Zahlen sind, 
so gilt für jede Wurzel die andere Kongruenz z? — g=0, also gilt 
auch für jede (c—1)g=0. Diese Kongruenz ersten Grades muss für 
p Werte 9(0), .p(p— 1) befriedigt sein. Wäre a nicht gleich 1, 
so wären die Wurzeln gleich Null und die Kongruenz (p— 2)ten Grades
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p(2)= Ao- A,2+...- Ap—^p~ 2=0 (mod. p)
hätte p von einander verschiedene Wurzeln 2=0,1,... (p — 1). Also ist 
[a - 9(0)] [a - • (1)] ..[g-o(p—1)]=2p-2

=e(2-1)(a-2)-[2-(p—1)],
d. h. die Werte 9(0), p(1), ••• p(p—1) stimmen mit den Werten 0, 
1, ..{p— 1) überein. Dies zeigt, dass die aufgestellte Bedingung hin­
reichend dafür ist, dass durch g p(z) eine Substitution dargestellt 
werden kann.

§ 136. Statt durch einen einzigen, können wir die der Substitu­
tion unterworfenen Elemente.x auch durch mehrere Indices kennzeich­
nen. Bei p* Elementen wäre es z. B. möglich, die beiden Indices g,u 
in xZ}U von 0 bis (p — 1) gehen zu lassen. Eine Substitution unter 
diesen p2 Elementen könnte dann durch

s=\^,u q)(p,u\ ^(p^uy, ■
bezeichnet werden, wobei p(z,u), 7(z,u) ähnlichen Bedingungen zu 
unterwerfen sind, wie sie in § 134 besprochen wurden.

Ist n = pk^ so können die Elemente durch(2,=0,1,2,,p 1)
bezeichnet werden; die Substitution s wird dann

s=121,22,-..2 P, (21 ,22,-.. &) 9 P2 (21 ,22,.. &1) , ' • P (, ,22,-.. 21) I 5
wodurch angedeutet werden soll, dass der Index

2; in P:(21,22,...26)
umgesetzt werden muss. Die Funktionen 91, 92, ... 9k müssen der 
Beschränkung unterliegen, dass die pk verschiedenen Systeme 21, g,, 
...2k auch pk verschiedene Systeme P., 92, ... 9a hervorrufen.

Man könnte diese Darstellungsart auch auf den Fall erweitern, 
dass n mehrere von einander verschiedene Primzahlen als Faktoren 
enthält. Hierauf gehen wir jedoch nicht ein, da die Theorie sich 
kompliziert.

§ 137. Die einfachsten analytischen Ausdrücke für Substitutionen 
von n = mk Elementen erhalten wir durch die Substitutionen von der 
linearen Form

1) Sai,a2, . .. ak = | 21, 22, • • • 21 21+01,22+02,..2+a.
Die a sind beliebige ganze Zahlen mod. m; sie können also auf mk 
verschiedene Arten gewählt werden. Ebensoviele Substitutionen dieser 
Form giebt es. Da

2) Sa,,0,...0,-Ss,,8,...8,= Sa,+8,, 0,+8,
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ist, so bilden diese arithmetischen Substitutionen*  eine Gruppe 
der Ordnung und des Grades mk. Diese Gruppe ist transitiv, da man 
die a so wählen kann, dass ein beliebiges Element in ein be­
liebiges andere übergeführt wird. Es muss dazu

* Cauchy: Exercices III, p. 232.

& — § 21, C2 22, • • • C, 21
genommen werden. Es giebt nur eine Substitution der Gruppe, welche 
dies leistet.

Damit eine der arithmetischen Substitutionen ein Element x un­
geändert lasse, muss

&,=0, z==0 (mod. m)
sein. Dann lässt die Substitution alle Elemente ungeändert und re­
duziert sich auf die Einheit. Die Gruppe gehört also zu den im vori­
gen Kapitel behandelten Gruppen 9.

Durch mehrmalige Anwendung der Formel 2) kommt man zu 
SaL, a2, ... ak =S1,0,o.So,1,...oG..So,o,... \Uki

so dass wir die Gruppe durch
3) G={s1,0,...0, So, 1, ... 0) • • • So, 0, ... 1 }

bezeichnen können. Die in die Klammer aufgenommenen Substitutio­
nen sind untereinander vertauschbar. Dasselbe findet daher bei allen 
Substitutionen von Gr statt.

§ 138. Wir suchen die allgemeinste Form der Substitutionen
t=2,,2,..2 9,(2,,.2), 9:(2,,-..21), ... ,

welche mit G vertauschbar sind, für welche daher die Gleichung
t-1sa,,.t=ss,,...

gilt. Es reicht natürlich aus, dass Sa,,... der Reihe nach gleich 
den in 3) angegebenen Substitutionen genommen werde. Es wird 
t 1s1,0, ... o t auf

9a(21,22,...2,) folgen lassen •a(21 + 1, 22, ... 2,);
also muss für A=1,2,3,...k die Beziehungsreihe statthaben:

P2(21-1,2,.. 2*)  = Pa (21, 22,... 2,) 4- az (mod.
Ebenso ergiebt sich für so,i....o7 ••• So,o,...1

P2(21,2,- 1,...24)—02(21, 2,,...2,)+b (mod. m)
92(21,2,..21+ 1) — 9(21, 22,...21)- (mod. m).

Setzt man nun 92(0, 0, 0,. .. 0) so folgt aus diesen Gleichungen 
bei weiterer Reduktion der Indices g auf der, rechten Seite der Kon-



Achtes Kapitel. Analytische Darstellung der Substitutionen etc. 151

gruenzen die Natur der 92 als linearer Funktionen der g mit den kon­
stanten Gliedern 2. Hieraus ist die Form der Funktionen 9 ersicht­
lich.: Es wird

9(21,22,... 2,) =a2,+b2+..+ ca2, + di,
und für t ergiebt sich
t=|2,,2,...2 a,2,+b,2+..+c2,+8,, a,2,+ b,22+..+ c22,+2, ••• ; 
dass umgekehrt alle Substitutionen dieser Form die Gruppe G in sich 
selbst transformieren, ist leicht einzusehen, da t z. B.
Si,o,o,...o in a2,4b,2+..+02+,,-.

a,(2,+1)+b,2+...+c2+8, ...1,
d. h. in die arithmetische Substitution

$1,S2,..§k S "F C1 , 2- 2, • • • Ct'k \ , a^, ... ak

transformiert.
Man kann t durch linksseitige Multiplikation mit

auf die Form
t‘= 21,2,...2 a,2 + b,22 + • • • + ag2, + b,82 + • • • + 221, •. •

. . ., Clk^i ^k^2 ‘ Ck^k \

bringen. Eine solche Substitution möge eine geometrische Sub­
stitution* heissen.

Wir gehen auf eine Untersuchung derselben ein. Bewiesen ist 
bereits:

Lehrsatz II. Alle geometrischen Substitutionen in ihrer 
Verbindung mit den arithmetischen, und nur diese sind mit 
der Gruppe der arithmetischen .Substitutionen vertauschbar.

§ 139. Es handelt sich zuerst um die Entscheidung darüber, ob 
die Konstanten beliebig angenommen werden können. Einer
Beschränkung müssen sie sicher unterworfen werden, da nicht
in dasselbe x umgewandelt werden darf, wie ,,,...6, sobald das 
System g1, g2,...2 nicht in allen Gliedern der Reihe nach mit $, $2, 
...S übereinstimmt. Allgemeiner: wenn ein bestimmtes Wertesystem 
S1, ... §z gegeben ist, dann muss aus

a2,—b,22+ ...+ C, ^k = §, 0,2,-,22- ...+ ,2, = $2, • • • (mod. m)
das System 2, 22, ... 2 ohne Zweideutigkeit berechnet werden können. 
Wir suchen diese Beschränkung analytisch auszudrücken.

* Cauchy: a. a. 0
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Es ist
t=

21,22,0..2: a,2,+b,2,+...+c,2, a,2,+b,2+...+c2,... (mod.m)
4)< t-1=

I +b,2+...+c,26, az21 + b,22 + ... + C22, .. • 
, , , 1(02,04, 
911521***8  2 \a 91* da^ 92" dak 5) 

21,22,
(mod. m),

wenn 21 die Determinante

5)

C1,b1, • • • C
C2,b2,..Ca
Ck, ...

bedeutet.
Aus 4) folgt, dass der grösste gemeinsame Teiler T1 von m und

2 auch — j —, ... 04 teilt. Denn wenn dies nicht der Fall wäre,
0d1 da 0Qk

könnte man $, $2, ... Sz so bestimmen, dass
04 
a. 04 da.

041 
da.

gleich dem grössten gemeinsamen Teiler von 
hätte der Ausdruck

6) 1(45+90+.+94s)
21\0d oa2 oa^ / 

02 02 
0a 0 a, • • wird. Dann

(mod. m)

überhaupt keinen Sinn.
Umgekehrt folgt aus 4), dass der grösste gemeinsame Teiler T2, 

von m und 04, 04, ••• in 2 aufgehen muss: denn wäre dies nicht der 0d da2
Fall, so könnte man nicht so wählen, dass der Wert von
6) relativ prim zu m würde, was doch notwendig gefordert werden 
muss, damit t—1 eine Substitution sei.

Es ist also t, =t2; wir nennen den gemeinsamen Wert r und setzen 
dJ dJ 2A-t ,-*57

Dann wird
I 1 '7) t 1=§1,S2,§ 8 (“ 51+425+- ^k tk) i

S (B,$+8,$ ••• । (mod.m.)
Ferner hat man
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C1, S,
2—1 — (t)*—1 = tk ß, Y, —tkD,

ßk, • • • 7k 
81_D.

Es ist also , weil es mit T einen gemeinsamen Faktor hat, nicht 
prim zu m. Der grösste gemeinsame Teiler von m und d umfasst 
jedenfalls alle in t enthaltenen Primfaktoren; er möge t‘ heissen. 
Dann knüpfen sich an 7) dieselben Schlüsse wie oben an 4). Es wird 
t‘ auch der grösste gemeinsame Teiler von m und &1, &2, ... a*. So 
ergiebt sich

=‘t‘, m=u‘t‘; &2=cat‘, ßz=ß‘2*,..7=yav,t-1- 1(a,5+a,6+...+a,8),
1(8‘,5+8,8+.) (mod.m),

2-1 = (tt‘‘)k-1 = tkt’k = TkT,kD\
«1,81,-71
a 2, ß 25 • • • 7 2

ö‘k—1=Ttt‘D‘.
Es hat also auch d' noch einen gemeinsamen Teiler mit m, der von 
1 verschieden ist, falls dies bei t‘, und also, falls es bei t der Fall 
ist; auch er umfasst alle in t enthaltenen Primfaktoren.

Man kann in dieser Weise ohne Ende weiter schliessen; da aber 
2k—1 eine endliche Zahl ist, so geht dies nicht an, d. h. damit t 
eine Substitution ist, muss t=1, d. h. 2 relativ prim zu m 
sein.

§ 140. Diese Bedingung ist auch hinreichend. Denn die Kon­
gruenzen
a2,+b,22+...+62=§, a22,+b,2+..+48,= 52, ... (mod.m)

führen auf
_021, ,02, . , 02, 021, ,02, . , 04.812= «TT $ — ,6 $k, 224=,, $ — k,...oax 0Ca 0Ck 0b1 0ba

und diese letzteren lassen, wenn 2 und m keinen gemeinsamen Teiler 
haben, eine und auch nur eine Lösung zu, wie man erkennt, wenn 
man 1=g (mod. m) setzt.



154 Erster Abschnitt. Theorie der Substitutionen und der ganzen Funktionen.

Lehrsatz III. Damit der Ausdruck
1=2,,22,...2 a,2,+b2,+..+c2, a,2,+b,2+...-c2*,..|(mod.m.) 
eine (geometrische) Substitution bedeute, ist es notwendig 
und hinreichend, dass

C2,b2,...Ca
Qk, ^k, • • • Ck 

relativ prim zum Modul m sei.

§ 141. Hieraus ist es möglich, die Anzahl r der für den Modul m 
vorhandenen geometrischen Substitutionen zu bestimmen.

Es möge [m, o] die Anzahl der Lösungen der Aufgabe angeben, 
0 Zahlen zu bestimmen, welche kleiner als m und relativ prim zu 
m sind.

Es sei N die Anzahl derjenigen geometrischen Substitutionen 1, 
t, t3, ..., welche den ersten Index g, ungeändert lassen, T, eine Sub­
stitution, welche 2, ersetzt durch dann wer­
den t2, tT2, t,T, ... alle Substitutionen sein, welche dies thun, und 
sie werden sämtlich von einander verschieden sein. Ersetzt T3 den 
Index 21 durcha.8—b.2—...—c.2z, dann werden T3, t,13, t,T3, ... 
alle Substitutionen sein, welche dies thun, und sie werden sämtlich 
von einander verschieden sein u. s. w. Man erhält also alle möglichen 
r Substitutionen, indem man N mit der Anzahl der Substitutionen 
1, T,, T3, ... multipliziert.

Für die Wahl von a, a1, b’i, ... c\; ... besteht die Be­
schränkung, dass die Zahlen eines Systems mit m keinen gemeinsamen 
Teiler haben dürfen. Es giebt demnach [m, 7c] solcher Systeme und 
ebensoviele Substitutionen T1, T2, T3, ... Folglich wird

r=[m, 7c] N.
Die Substitutionen t haben die Form
21,22,...2 21,a,2+b,2+..+c,2*,.a2+b,2+..c,2, (mod.m). 

Da a2, as, ... ak gar nicht in den Wert der Determinante 21 dieser 
Substitution eingehen, so können sie ganz willkürlich, d. h. auf mk~1 
Arten gewählt werden; die 6, ... c unterliegen der Bedingung, dass

b,, • • • C2 |
bk, ...Ck
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relativ prim zu m wird. Ist die Anzahl der hierbei möglichen Sy­
steme r‘, so findet sich (r = [m, k]

Nun hat aber r' dieselbe Bedeutung für eine Substitution von 
(k—1) Indices (mod. m), wie sie r für k Indices besass. Folglich ist 

r = [m, k] mks1 [m, k—1] mk—2.r,
wo r" dieselbe Bedeutung für (7c — 2) Indices besitzt, und so erhält man 
schliesslich

r = [m, 7c] mk~1. [m, k—1] m* —2. ... [m, 2] m. r^— 1).

* Galois: Liouville Journal (1) XI, 1846, p. 410.

Es bezieht sich r"—1 auf einen einzigen Index und ist also = [m, 1]. 
So wird

9) r=[m,k]m-1.[m,k—1]m —2.*
§ 142. Das Symbol [m, 7c] darzustellen, macht wenig Schwierig­

keiten. Wir begnügen uns damit, den einfachen Fall zu behandeln, 
in welchem m eine Primzahl =p wird, da dieser allein in der Folge 
zur Verwendung kommt. Dann wird offenbar

10) [p,0]-p®-1,
da nur die Kombination 0, 0, ... 0 aus den pe Kombinationen aus­
geschlossen zu werden braucht. Mit Hilfe von 10) wird 9)

11) r = (p-  1) pk~1 (pk~1 — 1)p-  2. . .(p2 — 1) p. (p — 1) 
= (^pk — 1) {pk — p} (pk — p2) ... (^pk — pk~ry

* *
*

§ 143. Die Gesamtheit der geometrischen Substitutionen bildet 
eine Gruppe, deren Ordnung durch 9), respektive 11) angegeben wird. 
Diese soll die lineare Gruppe heissen. Soll der Grad derselben be­
sonders hervorgehoben werden, dann sprechen wir von der linearen 
Gruppe des Grades mk.

Man erkennt, dass die lineare Gruppe des Grades mk nur solche 
Substitutionen enthält, welche das Element Ro,o,...0 ungeändert lassen. 
Denn
&2b2+.+62=21, a28,+b,2+...+c2=2,... (mod. m.)
hat für jedes mögliche System a2, 6;, ... ca die Lösung

21=0, 2,=0, ...2,=0 (mod. w).
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Wir werden bei der algebraischen Auflösung der Gleichungen des 
Genaueren mit dieser Gruppe zu thun haben.

Lehrsatz IV. Die Gruppe der geometrischen Substitu­
tionen oder die lineare Gruppe des Grades mk besitzt die in 
9) angegebene Ordnung. Ihre Substitutionen lassen sämt­
lich das Element X0,o,...0 ungeändert. Ihre Substitutionen 
sind mit der Gruppe der arithmetischen Substitutionen ver­
tauschbar.



Zweiter Abschnitt.

Anwendung der Substitutionentheorie auf die 
algebraischen Gleichungen.

Neuntes Kapitel.
Die Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades 

Gruppe einer Gleichung. Resolventen.

§144. Soll die Gleichung zweiten Grades
1) x2—0,8+c,=0

mit Hilfe von Wurzelausziehungen aus bekannten Grössen gelöst 
werden, so kann man diese Aufgabe auch folgendermassen darstellen: 
„Bekannt sind die elementaren symmetrischen Funktionen c, c, der 
Wurzeln 21, X, von 1); es soll aus ihnen die zweiwertige Funktion 

mittels Wurzelausziehungen erlangt werden.“* Nun ist uns bereits 
bekannt (erstes Kapitel § 17, S. 16), dass es eine zweiwertige Funk­
tion giebt, deren Quadrat einwertig, nämlich die Diskriminante wird. 
In unserem Falle erhalten wir

V 2 = (a, 32),
21=(x,— x2)2 = Gi + x2)2 —4x,3,=c2—4c,, 

X, — X2 = Vc2 — 4c.
Da es nur eine einzige Gattung zweiwertiger Funktionen giebt, so 
kann durch die eine, soeben erlangte, jede andere zweiwertige Funk­
tion rational dargestellt werden. Für die linearen zweiwertigen Funk­
tionen ergiebt sich

* Vergl. C. 0. J. Jacobi: Observatiunculae ad theoriam aequationum perti­
nentes. Grelle Journal 14 p. 340.
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“1"1 + C2"2 = 2 ("1 + 32) + 2 (% - 2)

= 2+ 2Ve-4C2,
speziell für % = 1, «2=0; &1=0, &, = 1,

4,= +4V6‘-46, *,-% -4V6,‘-46.
§ 145. Bei der Gleichung dritten Grades

x3—cx2—c3— C,=0
ist die Frage nach der Auflösung nicht die nach der dreiwertigen 
Funktion X1, sondern die nach den drei dreiwertigen Funktionen x,, 
X2, X3; es wird also durch die Lösung der Gleichung auch die 3!-wer­
tige Funktion , .• C1X1 - C2%2 -j- C323
bekannt, und diese liefert dann natürlich auch umgekeh1 t x , x, , x, 
einzeln. Es ist somit durch Wurzelausziehungen der Übergang von 
den einwertigen Funktionen q, c,, c3 zu einer sechswertigen Funktion 
von X1, X2, x3 zu machen.

Zuerst liefert uns die Quadratwurzel aus der Diskriminante
2 = (a, - a2)2 («, - 23)2 («, — ag)2 = - (4c,8 + 27 c,2) + 180 c,,

_l c 2, 2_  A, 3,
die zweiwertige Funktion 12 13

± (q, - «2) («, - R8) (G2 - 38);
alle zweiwertigen Funktionen sind durch sie rational ausdrückbar. Die 
weitere Frage ist nun die, ob es eine mehrwertige Funktion von drei 
Elementen giebt, von der eine Potenz zweiwertig wird. Diese Frage 
ist im dritten Kapitel § 60 bereits erledigt. Die sechswertige Funktion 

, / —14V3N
Ps31 0032 T 0033 (O s- - - - -9— )

liefert, in die dritte Potenz erhoben,
0,8-1(-208+904-276+3V-32)

-1(8,+3/-32).
Ferner wird, wenn 9, durch Vorzeichenänderung der V—3 aus P; ent­
steht, ,

928 =(3,+032 co2xg)8 = 2 — 3 V— 3 21).
Man erhält hierdurch die beiden Ausdrücke3,— - - - - — -31 + co2xa +033= V 2 (S1-3V—34), 3 _ _ _ _ _ _&1—0x,- 02x, =V1(S—3V—32).
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Kombiniert man mit diesen beiden in geeigneter Weise noch
&1 +32-K,= C i

und beachtet die Relation
1+0—02—0,

so ergeben sich die Resultate

a, - 1 + 7,(8,+3/32) + $,(S,-3/32), 
22=3[+c V:(S+3V—34)+02%2(S—3V-34)],
a, - ! [c, + 2 V,(S,+ 3 v—32) +0 V;(S, - 3 v32) ].

Damit ist die Gleichung des dritten Grades gelöst.

§ 146. Bei der Gleichung vierten Grades
x4 — c x3 —cx2-c2—c4=0

kennen wir gleichfalls wieder nur einwertige Funktionen ct, C,, C3, c, 
und sollen die vier vierwertigen Funktionen x1, x2, x,, X4 und also 
auch die vierundzwanzigwertige Funktion

&1 X, —C,2- X3 X3 —
durch successive Wurzelausziehungen berechnen.

Zuerst liefert die Quadratwurzel aus einer in den cn c2, ca, c, 
rationalen ganzen Funktion die zweiwertige Funktion V2. Ferner 
haben wir in § 60 eine Funktion von sechs Werten

o = (x,R, + + co (xR3 + Xg14) — 2 (x,x4 + 22X3)
kennen gelernt, deren dritte Potenz zweiwertig wird und also zur 
Gattung von V 2 gehört. Sie kann daher aus einer zweiwertigen Funk­
tion mit Hilfe einer Kubikwurzel berechnet werden. Mit ihr ist jede 
zu derselben Gattung gehörige Funktion bekannt. Die Gruppe von 9 ist

G - [1 ? (a,2) (x,«a), (« ag) («202), (a,a) (3,68)]; 0=6, r = 4.
Zu derselben Gruppe gehört, und ist demnach durch o rational aus­
druckbar . 2/,2 — (— y 2 (y , । , C 27 T \e1 •2 •3 •4) \"1 •3 I e2 •4) ?
während v, welches durch Quadratwurzelausziehung hieraus erlangt 
wird, zu H-[1,(,42)(0,6)]; 0=12, =2
gehört, b kann demnach auch als bekannt gelten. Endlich werden

x2 = [«i («, ~ &2) + «2 (f, - ^)]2, 0=ß, (, + c2) + B, (, + a,)
rational durch + ausdrückbar sein’, % wird nun eine vierundzwanzig­
wertige Funktion. Durch diese sind alle rationalen Funktionen der 
Wurzeln und speziell die Wurzeln selbst rational darstellbar. Man 
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kann diese erlangen, wenn man z. B. die vier Gleichungen, welche 
sich auf «2=+«,, —01; 6,=-ß,, —ß, beziehen, durch Addition und 
Subtraktion mit einander verbindet.

§ 147. Wollte man die Lösung der Gleichungen fünften Grades 
in ähnlicher Weise zu liefern unternehmen, so würde man nach unse­
ren früheren Untersuchungen nicht über die Aufstellung zweiwertiger 
Funktionen hinauskommen. Denn wir sahen ja (§ 59), dass für mehr 
als vier von einander unabhängige Grössen x,, ... xn keine mehr­
wertige Funktion besteht, von der eine Potenz zweiwertig würde. Bei 
diesem negativen Resultate bleibt es aber fraglich, ob nur ein Mangel 
der Methode die Auflösung der Gleichung verhindert, oder ob die Un­
möglichkeit in der Natur der Sache begründet ist. Es wird sich zeigen, 
dass das letztere der Fall ist; wir werden nämlich die benutzte Me­
thode später zu einer völlig naturgemässen durch den Beweis des 
Satzes erheben, dass jede bei der algebraischen Auflösung einer Glei­
chung auftretende irrationale Funktion der Koefficienten eine rationale 
Funktion der Wurzeln selbst ist; alle Schritte von der gegebenen 
einwertigen bis zu den gesuchten n\ -wertigen Funktionen der Wur­
zeln können demnach durch die Theorie der ganzen rationalen Funk­
tionen der Wurzeln verfolgt werden.

§ 148. Wir wollen uns zunächst noch mit der Präcisierung der 
Fragestellung bei der Auflösung von algebraischen Gleichungen be­
schäftigen.

Es sollen alle Wurzeln der Gleichung nten Grades
1) /(a) - 0

bestimmt werden. Ist eine derselben bekannt, so ist unsere Aufgabe 
nur zum Teil gelöst. Den noch übrigbleibenden Teil können wir 
mit Hilfe des bereits erledigten derart umformen, dass wir nicht mehr 
die übrigen (n— 1) Wurzeln der Gleichung 1) vom nten Grade, sondern 
wiederum alle Wurzeln einer Gleichung (n— 1)ten Grades aufsuchen. 
Das Polynom f(x) ist nämlich, wenn wir die bereits gefundene Wurzel 
mit x1 bezeichnen, durch x—X teilbar. Wir setzen

2) (“) =f w =g-1 - 7,2-2+ %,2-3 -...+,,=0.• •1
Dann ist noch die Lösung von 2) zu bewerkstelligen. Kennt 

man eine Wurzel X, dieser neuen Gleichung, so lässt das noch übrig­
bleibende Problem in derselben Weise eine Umformung zu, indem wir 
zu der Gleichung
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f ()3) L f(x)=x"-2—cx-3—cx"-4—... —c,_2=0 • •2
vom Grade (n—2) übergehen. So kann man fortfahren, bis man zu 
einer Gleichung ersten Grades gelangt.

Man erkennt hierdurch, dass in der Aufgabe, eine Gleichung 
nten Grades zu lösen, eine Reihe von Problemen vereinigt liegt. Man 
kann diese einzelnen Aufgaben aber in eine einzige verwandeln, näm­
lich in die: eine einzige Wurzel einer gewissen Gleichung 
des Grades n\ zu finden.

Sind nämlich X1 , X, , • • • x, , die von einander völlig unabhängigen 
Wurzeln der Gleichung 1), bekannt, so ist mit ihnen auch eine durch 
die willkürlichen Konstanten , &2, ... bestimmte w!-wertige Funk­
tion der Form

4) § «, 3, + &2 3, + • ■ • + a, x,
gegeben. Umgekehrt ist durch die Kenntnis von 5 eine jede Wurzel 
von 1) bekannt, da sich durch die n\-wertige Funktion 5 jede ratio­
nale Funktion von xr, 32, ... xn rational darstellen lässt.

Der Ausdruck von § genügt einer Gleichung
5) (5)-+,*-+... (6-6)(-6)...(-5)=0

vom Grade n!, deren Koefficienten in denjenigen von 1) und in 
«2, ... an ganz sind. Diese Gleichung ist im Gegensätze zu 1) eine 
sehr spezielle; denn ihre Wurzeln sind nicht mehr, wie dies bei 1) 
vorausgesetzt war, von einander unabhängig, sondern eine jede von 
ihnen kann durch jede andere rational dargestellt werden. Die voll­
ständige Lösung von 5) und dann damit auch diejenige von 1) wird 
schon durch eine einzige Wurzel geliefert. Dies folgt daraus, dass, 
in Beziehung auf x^ X2, ... x,, alle Werte 5,, 52, ... 51 zu der Gruppe 1 
gehören.

F‘(5) heisst die Galois’sche Resol ventengleichung von 1), 
5 die Galois’sche Resolvente. Wir werden diese Benennung bald 
erweitern.

§ 149. Wir haben bisher lediglich von allgemeinen Gleichungen 
gesprochen, d. h. von solchen, deren Wurzeln xn von einander
unabhängig sind. Die Betrachtung der Resolventengleichung F($)—0 
führte uns bereits auf spezielle Gleichungen, d. h. auf solche, zwi­
schen deren Wurzeln gewisse Beziehungen bestehen.

W ir wollen nachweisen, dass aus einer Beziehung, die zwischen 
den Wurzeln herrscht, eine solche zwischen den Koefficienten sich er- 
g'iebt.

Netto, Substitutionentheorie. 11
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Ist die zwischen X1 , X, , • • • x n bestehende Beziehung
6) d,(a,, G2, ...Rn)=0,

so mögen die verschiedenen Ausdrücke, welche durch Anwendung 
der Substitutionen unter x 5 X, , , auf 9 entstehen, 91, d,, ... d,
sein. Dann wird das Produkt

wegen seines ersten Faktors verschwinden und wegen seiner symme­
trischen Bildung in den Koefficienten cl} C2, ... Cn von 1) rational 
sein. Wir setzen den Ausdruck gleich BP(c, ... c,^) und erhalten

7) c,...c,)=0
aus 6). Sobald gezeigt ist, dass ‘ nicht identisch, d. b. für jede 
Wahl der c verschwindet, ist unser Satz als richtig erwiesen.

§ 150. Die höchste Potenz, in welcher irgend ein x in d, ein­
geht, sei die ute. Wir setzen:

S’m) Xx^a\n^ = x^ = c', xn=e' (m=1, 2, 3,... u.n! +1), 
wo die a'm, b', c', ... beliebige Grössen bedeuten. Berechnet man 
aus diesen (u.n!— Systemen die c15 C2, ... cn, so wird bei identisch 
verschwindenden <ff die Gleichung 7) gelten; also verschwindet je-V
desmal ein Faktor von / I d, für jedes der (u.n!+ 1) Systeme S‘„). 

i
Da v höchstens =n\ sein kann, so folgt, dass mindestens einer der 
Faktoren a für u—1 Systeme, die sich unter S’m) befinden, gleich 
Null wird. Es sei dies a; wir ordnen diese Funktion nach Potenzen 
von ‘ - 906) (,, ... 2„) . + 9,’“) (a,, ... Xny . x^ -1+ ...
Die Systeme S’m) lassen alle g^a\ g10, ... ungeändert; u—1 von 
ihnen liefern verschiedene 1, durch welche da=0 gemacht wird. 
Wir hätten daher eine Gleichung in C mit u—1 Wurzeln; d. h. die 

g.(®), ... werden für X,=b‘, x^ = c\ ... verschwinden. Hätte man 
ein anderes System

S’m) xx = anm^ x2 = bf\ x^ = c"^ ... xn = (^' (m= 1, 2, ... nl u + 1) 
gewählt, so hätte man dieselben Schlüsse machen können, wäre dabei 
aber vielleicht auf eine andere Funktion ds und die Koefficienten 
g.’P), g:(8), • • • gekommen. Nimmt man jedoch von solchen Systemen 
S’m), S’m), S‘‘m) ... mindestens u.n!—1, so wird man auch min­
destens u—1 mal auf dasselbe 9, und dieselben Koefficienten go(Y),
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... geführt werden. Wir können die Wahl der Systeme so treffen, 
dass alle u.n!—1 in den Werten

8) x,=c‘, x4=d‘, ... Xn=e
übereinstimmen, während die Werte von X, sämtlich von einander 
verschieden sind. Ordnet man dann alle Funktionen go‘7, ... nach
Potenzen von x2, so werden die hierbei auftretenden Koefficienten, 
als Funktionen von X3, ... xn, ungeändert bleiben, während sämtliche 

... für mindestens u—1 verschiedene Werte von , ver­
schwinden. ' Da X, nur in der uten Potenz in die eingehen kann, 
so sind die Koefficienten bereits durch 8) zu Null gemacht. Das 
heisst: Ordnet man alle Funktionen ff» nach Produkten x,ax,0, so ver­
schwinden alle hierbei auftretenden Koefficienten einer der Funktionen 
O für ein beliebig gewähltes System 8). Nimmt man statt 8) ein 
anderes System, so kann die Funktion, deren Koefficienten verschwin­
den, eine andere werden; nimmt man dagegen wieder u.n!—1 solcher 
Systeme, so tritt das Verschwinden mindestens bei einer Funktion 
für mindestens u — 1 System auf u. s. f.

So erkennt man, dass aus dem identischen Verschwinden von 3, 
das eines d also auch das von d, folgen würde. Dies verstösst je­
doch gegen die Annahmen.

§ 151. Umgekehrt lässt sich jede Beziehung, die unter den 
Koefficienten C, C,, ... cn von 1) besteht, in eine solche unter den 
X1, X,, ... xn umsetzen. Denn aus

folgt ®(6,, C, • • • C„) = 0
•(3,+3+..-3,, 3,2,+2,3,+..., xg, ... x„)=0.

‘P ist nicht identisch Null. Denn da es symmetrisch ist, lässt es 
sich auf eine und auch nur auf eine Weise in eine Funktion von C, 
C2, ... cn umwandeln, nämlich in d(c,c, ...cn) (§ 9). Wäre P=0, 
so wäre eine andere Umwandlung möglich, nämlich diejenige in den 
Ausdruck 0. Man hätte also auch d identisch gleich 0 zu setzen.

Es ist daher gleichgiltig, ob wir eine spezielle Gleichung als eine 
solche definieren, zwischen deren Wurzeln, oder als solche, zwischen 
deren Koefficienten eine Beziehung stattfindet. Denn eine jede der 
beiden Eigenschaften zieht die andere als Folge nach sich.

§ 152. Sind mehrere Beziehungen in Form von Gleichungen

(a,, &,, • • ■ x,) ~ 9, d, (x,, X,,... xa) =0, ...
n* 
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unter den Wurzeln gegeben, so kann man diese mit Hilfe unbestimmter 
Koefficienten ß1, ß2, ... in eine einzige verwandeln, nämlich in die 
Gleichung® ■ (3,, a,3,) • ß, + ®, (3, &») ß, + ■ • • = 0.
Denn aus =0 folgen jene einzelnen Gleichungen wieder, da jedes 
9a eine rationale Funktion von @ ist (§ 99).

Dasselbe gilt, wenn mehrere Gleichungen zwischen dn Koefficien­
ten bestehen.

Wir können demgemäss sagen:
Jede spezielle Gleichung kann aus der allgemeinen durch 

Hinzunahme einer einzigen zwischen den Wurzeln ,, 
xn bestehenden Beziehung

©(x,,...x,)=0
abgeleitet werden.

Zu bemerken ist, dass 0 durch jede andere Funktion ersetzt wer­
den kann, welche zur Gattung von 0 gehört. Denn zwischen beiden 
besteht gegenseitige rationale Ausdrückbarkeit. Ferner ist zu be­
merken, dass es gleichgiltig ist, ob man P gleich Null setzt, oder ob 
man es als bekannt ansieht. Demgemäss ist es eine als bekannt 
angesehene Funktionengattung, welche den Spezialcharakter der 
Gleichung bestimmt. Man sagt, dass diese Gattung der Gleichung 
adjungiert sei. Endlich können wir auch diese Anschauung noch 
etwas ändern, indem wir statt der Funktionengattung die zugehörige 
Gruppe einführen. Zu jeder Gleichung gehört eine Gruppe 
derart, dass die zugehörige Funktionengattung als bekannt 
gilt. Eine allgemeine Gleichung ist folglich eine solche, deren Gruppe 
die symmetrische ist; denn lediglich die symmetrischen Funktionen der 
Wurzeln sind bei ihr bekannt.

§ 153. Wir wollen diese Festsetzungen und Anschauungen an 
einem Beispiele erläutern.

Es mögen alle Wurzeln einer irreduktiblen Gleichung f(x)=0 
rationale Funktionen einer einzigen unter ihnen sein:

32 — Pa (x,) , 3g=®s (x), • • • 3,= P, (x1).
Dann erkennt man, dass die beiden Gleichungen 

f(a) - 0 und f [ma ()] = 0 
eine Wurzel gemeinsam haben, nämlich x,; wegen der Irreduktibilität 
von wird die zweite der beiden Gleichungen auch x,,...Rn, also 
die erste auch
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92(32), P2(23),...92(a»),

d. h. allgemein jedes Pa[®p(3,)] (&,8=2,3,.n)
zu Wurzeln haben. Wäre

Pa[®,(q,)]—®;[®,(31)] a,ß, 
so hätten f(x) = 0 und P. (a)  P, (a) = 0
die Wurzel 9,(x,) also eine jede Wurzel der irreduktibeln Gleichung 
f(x)=0 gemein. Dann wäre, was unmöglich ist, Pa(x1)=9(21), d. h. 
es wären zwei Wurzeln von f(x) = 0 einander. gleich. Es muss daher 
die Reihe

R,) 3y, P2 (ay), Ps (ay) ,..9n («y)
mit der Reihe

R2) 3,, 9,(a,),
übereinstimmen, natürlich von der Aufeinanderfolge abgesehen.

Wenn man also eine Substitution auf die Reihe R2) der Wurzeln 
von f(x)=0 ausübt, welche x. in x, überführt, so geht dadurch jedes 
xa in über; die Substitution ist daher durch die Angabe der
einen Folge x1, x, völlig bestimmt. Es giebt in unserem Falle dem­
nach überhaupt nur n Substitutionen, deren Anwendung erlaubt ist; 
denn jede andere würde die über die Wurzeln gemachten Voraussetzun­
gen zerstören. Diese Substitutionen bilden eine Gruppe S (§ 122): 
denn die Transitivität ist vorhanden, wie im folgenden Paragraphen 
gezeigt werden wird, und der Grad wie die Ordnung der Gruppe sind, 
wie eben bewiesen wurde, einander gleich und gleich n.

Diese Gruppe S ist die Gruppe unserer Gleichung.
Denn die Beziehungen, welche unsere Gleichung charakterisieren, 

gehen in
0=ß, [a, — P, (31)] + ß, [x, - Ps (x)T + • • • + ßn [x» ~ •n («)] = 0 

»über. Wandelt man X1 in um, so geht jedes xa in Pa = Pa [9,(x1)] 
über, genau wie bei der Anwendung der Gruppe S.

§ 154. Ohne fürs erste tiefer auf die Theorie der Gruppe einer 
Gleichung einzugehen, können wir doch zwei der wichtigsten Sätze 
bereits hier anführen.

Die Gruppe einer irreduktiblen Gleichung ist transitiv; 
ist die Gruppe einer Gleichung transitiv, so ist die Gleichung 
irreduktibel.

Ist die Gruppe G von
f(a) — (a — x1) (x —x)...(x—Rn)=0
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nicht transitiv, so mögen durch sie nur 1, X2, ... xa mit einander 
verbunden sein; dann wird

• (x) =(x- (x—x)... {X — Xa)
unter der Einwirkung von Gr ungeändert bleiben; P gehört also zur 
Gattung der Gruppe Gr oder es steht unter ihr und ist jedenfalls be­
kannt; die Koefficienten von • sind also durch bekannte Grössen dar­
stellbar , und p()=0
ist ein rationaler Teiler von f(x) = 0.

Ist umgekehrt f(x) reduktibel, so wird ein p(x) der obigen Form 
rational bekannt sein; G enthält dann keine Substitution, welche X1 
in xa+1 umwandelt, da sonst eine bekannte Funktion P(x) nicht für 
alle Substitutionen von G ungeändert bleiben würde. Folglich ist G 
intransitiv.

Beide Sätze zusammengenommen geben das obige Theorem. —
Wir beweisen ferner: Die Ordnung der Gruppe einer irre- 

duktiblen Gleichung vom Grade n, deren Wurzeln rationale 
Funktionen einer einzigen unter ihnen sind, ist gleich n; und 
umgekehrt: wenn die Gruppe einer Gleichung transitiv und 
ihre Ordnung ihrem Grade gleich ist, dann sind alle Wurzeln 
der Gleichung rationale Funktionen einer beliebigen unter 
ihnen.

Der erste Teil dieses Theorems ergiebt sich aus dem in § 153 be­
handelten Beispiele; den zweiten Teil weisen wir folgendermassen nach.

Aus der Transitivität der Gruppe folgt die Irreduktibilität der 
Gleichung.

Spezialisieren wir die vorgelegte Gleichung dadurch, dass wir ihr 
als neue Gattung diejenige adjungieren, welcher x1 angehört, so re­
duziert sich die Gruppe. Sie enthält jetzt nur die Substitutionen, 
welche x, nicht ändern. Die Gruppe ist aber eine Gruppe S (§ 122); 
daher enthält sie nur eine Substitution, die Einheit, welche xt nicht 
ändert (§ 90). Bekannt sind also nach der Adjungierung von X, alle 
zur Gruppe 1 gehörigen oder unter ihr stehenden Funktionen. Spe­
ziell sind x, , X3 ? • • • Xn bekannt, d. h. rational durch x, darstellbar.

Hieraus folgt: Sind alle Wurzeln einer irreduktiblen Glei­
chung rationale Funktionen einer bestimmten Wurzel, so 
sind sie auch rationale Funktionen jeder beliebigen Wurzel.

§ 155. Im Falle einer allgemeinen Gleichung f(x) = 0 ist die 
zugehörige Galois’sehe Resolventengleichung F(5)=0 des Grades n\ 
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irreduktibel. Es sind nämlich bei einer allgemeinen Gleichung nur 
die symmetrischen Funktionen der n Wurzeln 31, 32, ... xn bekannt; 
andererseits wird erst das Produkt der nl Ausdrücke (5 — 52) sym- 
metrisch.

Da jedes 5z durch jedes andere rational ausdrückbar ist, so wird 
die Gruppe von F(5)=0 Grad- und Ordnungszahl gleich haben, d. h. 
gleich n! Um die Gruppe zu finden, schreiben wir alle Werte §,, , 8, • • • 5n
auf, wenden auf diese Reihe sämtliche Substitutionen von 21, 21.. 
x, an und fassen die entstehenden Umsetzungen als Substitutionen 
unter den Elementen ; auf. Da jede Substitution unter den x jeden 
Wert der n!-wertigen Funktion § umsetzt, so gehört die Gruppe der 5 
zu den Gruppen 9. Die Gruppe der x und die der $ sind einander 
einstufig isomorph (§ 89). Als Beispiel wählen wir ein schon früher 
benutztes, welches durch die Gleichung dritten Grades geliefert wird; 
die Gruppen Gr und I von f(x) = 0 und F(5)=0 sind

G=[1, (x, x,) , (x, x,) 5 (x, x3) , (a, x, xa) 5 (x, 2) ] ,
I - [1, (5,59) (5,54) (5556), (5,56) (5256) (554), (5,52) (5355) (5456) , 

(51 54 56) (5, 5s 56) , (5, 56 5a) (5z 56 53)].
Anders gestalten sich die Verhältnisse bei speziellen Gleichungen.

Setzen wir wieder
4) 5=0,3,—2+...- CCn^ny

so ist diese Funktion zwar nach wie vor n\-wertig; allein da nur die 
r Substitutionen der speziellen zur vorliegenden irreduktiblen Glei­
chung gehörigen Gruppe Gr in Anwendung gebracht werden dürfen, 
so besitzt für unsere Betrachtungen $ auch nur r Werte. Sind diese

9) 5,, 5,. 5,
so wird

10) F(5)-(-,)(5-6)...(5-5)-5-B,5-+..-0
die Galois’sehe Resolvente der speziellen Gleichung. Ihre Gruppe 
r wird wie oben gefunden. Es ist eine Gruppe des Grades und der 
Ordnung r. Sie ist einstufig isomorph zu G.

Kennt man eine Wurzel $, von 10), so reduziert sich (vergl. § 154) 
die Gruppe I auf die identische Substitution 1. Dieser entspricht in 
der isomorphen Gruppe G dieselbe Substitution 1; alle Funktionen der 
speziellen Gleichung sind daher durch eine Wurzel 51=021-..-CnK, 
rational ausdrückbar. Es spielt also § hier dieselbe Rolle, wie bei den 
allgemeinen Gleichungen.
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Bezeichnen wir durch 5 einen der n\ Werte von 5, welche in 
der Reihe 9) nicht Vorkommen, so kann man mit demselben Rechte 
und aus denselben Gründen wie oben unter dem Einflüsse der Gruppe 
G die r Werte

9') 5,, 5,
entstehen lassen, und dann

10') F'r (5) 8,) (5 - 8.)ro = 0
als Galois’sehe Resolvente ansehen. F,(5) und F,(5) gehören, als 
Funktionen von x., x, ... xn betrachtet, in der That zu derselben 
Gruppe, nämlich zu G. Die Gruppe I‘ von 10') ist eine Gruppe N; 
sie ist einstufig isomorph zu G^ also auch zu I. Hieraus folgt nach 
dem Lehrsätze XXV ) § 90, dass r und I von gleichem Typus sind und 
sich nur durch die Bezeichnung von einander unterscheiden können.

Beide Funktionen F,(5) und F'r(^) sind Teiler der im allgemei­
nen Falle auftretenden Galois’sehen Resolvente

5) F(5)-(-6)(-6)...(-E)
Wir erkennen daraus, dass bei allen speziellen Gleichungen die 

Funktion F(^) reduktibel wird. Ist die spezielle Gleichung durch die 
Gattung der Gruppe G von der Ordnung r charakterisiert, so zerfällt n!
5) in 0 = , Faktoren desselben Grades r. Dabei ist es gleichgiltig, 
welcher der Faktoren als Resolvente der besonderen Gleichung an­
gesehen wird.

Man erkennt, dass der Übergang von f(a)=0 zu F,(8)==0 iden­
tisch mit demjenigen von der Gruppe G zu der entsprechenden iso­
morphen Gruppe r ist, deren Grad- gleich ihrer Ordnungszahl wird.

§ 156. Den Ausdruck Resolvente können wir, allgemeiner als 
bisher, für eine jede mehrwertige Funktion verwenden, deren Elemente 
die Wurzeln der vorliegenden Gleichung f(x)=0 sind. Eine o-wer- 
tige Funktion p( x, 7 X, 5 • • • • Xn) ist insofern als eine Resolvente oder 
als eine resolvierende Funktion anzusehen, als durch die Auf­
lösung einer Resol ventengleichung des Grades 0 das Problem der 
Lösung von f(x)=0 vereinfacht wird. So hatten wir z. B. bei den 
Gleichungen vierten Grades folgendes System von Resolventen be­
nutzt (§ 146):

1) die zweiwertige Funktion V2= ( — x2) (x. — x,) ... (x, — x,), 
2) die sechswertige Funktion P = (x,X, + X,34) + 0 (x,x, + X,X4)+ co2(x,G4-x,x3),
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3) die zwölfwertige Funktion 7=(xx—x1,)(xR,—x,x,),
4) die vierundzwanzigwertige Funktion x—R (x.—x) - (x,—x,).

Anfänglich hatte die Gruppe der Gleichung die Ordnung 24;' nach der 
Lösung der quadratischen Gleichung, deren Wurzel die zweiwertige 
Funktion V2 war, reduzierte sich die allgemeine, symmetrische auf 
die alternierende Gruppe von der Ordnung 12. Eine Kubikwurzelauszie­
hung führte uns auf die Gruppe G (§ 146) der Ordnung 4; eine Quadrat­
wurzelausziehung auf die Gruppe H der Ordnung 2, und endlich 
kamen wir zur Gruppe 1 und damit zur definitiven Lösung der Glei­
chung, für welche die Benutzung von 0 nicht nötig gewesen wäre.

Dass hierbei die Lösung einer Gleichung des Grades q die Gruppe 
auf den oten Teil der Substitutionen reduzierte, ist nicht auf beliebige 
Resolventen zu übertragen. Wir werden später sehen, dass dies bei 
den biquadratischen Gleichungen und der oben gewählten Resolventen- 
folge nur daher kam, weil die Gattung einer jeden vorhergehenden 
Resolvente eine ausgezeichnete Untergattung (§ 101) derjenigen der 
folgenden Resolvente war.

Ist eine 0- wertige Resolvente p(x1,X,...xn) gegeben, so hängt 
dieselbe von einer Resolventengleichung oten Grades

11) .±_Aq^0

ab. Um die zu dieser Gleichung gehörige Gruppe zu finden, schlagen 
wir dasselbe Verfahren ein, welches wir schon im vorigen Paragraphen 
benutzten.Esmögen 9,,%,,. Re
die Werte sein, welche aus 9, entstehen, falls man auf diesen Wert 
alle Substitutionen der Gruppe G von f(x)=0, anwendet. Jede Sub­
stitution von G wird die 0 Werte 9 unter einander vertauschen; da­
durch erhält man verschiedene Komplexe, welche, als Substitutionen 
unter den P aufgefasst, die zu 11) gehörige Gruppe konstituieren. Die­
selbe ist isomorph zu G; sie ist ferner transitiv, da es in G Substi­
tutionen geben wird, welche 9, in jedes andere Q: umwandeln. Ist 
die Gruppe von 9 eine ausgezeichnete Untergruppe von G^ so gehört 
sie auch zu 92, 93, ... 9,. Diese Werte sind somit durch P. rational 
ausdrückbar. Also kommen wir nach § 154 auf eine Gruppe 9.

§ 157. Man könnte versuchen, durch passend gewählte Resolven­
ten die Reduktion und womöglich die Auflösung von 5) F(^) = Q der 
Resolventengleichung des Grades n\ zu bewirken.* Trotzdem auf die-

Dies versuchte Lagrange, Mem. d. Akad. d. W. zu Berlin; Band III, 
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sem Wege das gewünschte Ziel nicht zu erreichen ist, wie überhaupt 
auf keinem Wege, aus Gründen, die sich erst später entwickeln lassen, 
so sollen die betreffenden Untersuchungen doch in Kürze durchgeführt 
werden, weil sie für das bisher Besprochene passende Beispiele liefern. 

Wir gehen wieder von der Gleichung
’ 1) f(2)—0
des Grades n aus. Es sei n eine zusammengesetzte Zahl, p einer ihrer 
Primzahlteiler und n = m.p. Dann teilen wir die n = m.p Wurzeln 
in p Systeme von je m ganz nach Belieben gewählten Wurzeln, bilden 
die Summen der in jedem Systeme vorkommenden Wurzeln und be­
nutzen diese zur Resolventenbildung:

Xo = Xo +- ++G2p +...+KIp,
X. =X1 +Kp+1 ++X2p+1+...+Rm—1p+1,
Xp—1=X,—1+ 32p—14 sp1+ • • • + Xmp—1.

Dann bleibt die Gesamtheit der Xo, X,, ... Xp—1 ungeändert, wenn 
wir nur solche Substitutionen ausführen, welche lediglich die in einem 
und demselben Xa vorkommenden X2 unter sich vertauschen. Wir er­
halten hierfür also eine intransitive Gruppe der Ordnung (m!)P. Die 
symmetrischen Funktionen von Xo, X,, ... bleiben ferner für 
die p\ unter den Xa möglichen Substitutionen ungeändert, infolge­
dessen auch für die entsprechende imprimitive, isomorphe Gruppe der 
R2 von der Ordnung p! bei welcher die X2 jedes einzelnen Systems 
gleichzeitig ein System der Imprimitivität bilden. Diese symmetrischen 

n!Funktionen haben also p = Werte, und sie gehören somit alsv pl^n^ ‘ °n!Wurzeln einer Gleichung des Grades p = , , . an. Kennen wir eine ° Y p\(m^
Wurzel Yo derselben, z. B. die, welche zu Xo, X1, ... Xp_1 gehört, 
so kann man alle symmetrischen Funktionen dieser p Grössen rational 
darstellen; denn alle symmetrischen Funktionen von Xo, X,...Xp—1 
gehören zu derselben Gruppe. Wir sehen Yo jetzt als bekannt an.

Als weitere Resolventen bilden wir unter Benutzung einer primi­
tiven Wurzel co der Gleichung 2P — 1 = 0 die cyklischen Funktionen

. e, — (X, ff- o X, +...+ op 1 X,_1)p ,
e, = (X ff- co^X, ff-... ff- 02(p-DX,_1)P,

Op—1 = (Xo ff- co^ X, + ... ff- co(p-^X^.
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Dann bleiben alle Oa ungeändert für die n arithmetischen Substitu­
tionen unter den X, welche jeden Index um dieselbe Zahl vermehren, 
und auch nur für diese Substitutionen (§ 137). Die symmetrischen 
Funktionen der 6 bleiben ferner für diejenigen Substitutionen ungeän­
dert, welche alle Indices mit einer und derselben Zahl multiplizieren 
(§ 126). Die Gruppe einer beliebigen symmetrischen Funktion von 01, 
02, ...Op—1 hat also die Ordnung (—1); eine solche symmetrische 
Funktion der 0« ist demnach aus den symmetrischen Funktionen der 
Xo, X,, ... Xp_1, und folglich auch aus Y durch eine Gleichung des 

!Grades —7—-— =(2—2)! ableitbar; auch von einer solchen Glei- p. (19 - 1) 1
chung ist nur die Kenntnis einer einzigen Wurzel 2 notwendig, um 
alle symmetrischen Funktionen der zugehörigen p — 1 Grössen Oa ra­
tional darstellen zu können.

Durch 2 sind somit z. B. die elementaren symmetrischen Funk- 
tionen 6,+6,+.. +6,_1- AW,

0,0,+0,0+...+ 0p —20p—1= R, (2o),
ausdrückbar; durch Auflösung der Gleichung (p—1)ten Grades

e"-‘ - R, (e) . e--2 + R, . ep-" - ... - 0
kommt man auf die Werte e, 02, ... Op_1. Doch ist auch hier nur 
eine einzige Wurzel der Gleichung nötig, da alle Wurzeln zu der­
selben Gattung gehören und daher rational durch eine beliebige unter 
ihnen ausdrückbar sind.

Die Ausziehung der pten Wurzel aus 0, giebt 

X+0X,+02X,+...+ cr-I xX,-, = f0r
Weil nun alle V 0,, V 0,, ... zu derselben Gruppe der xa von der Ord­
nung (m!)P gehören, wie Ve, so werden alle jene pten Wurzeln durch 
diese eine rational darstellbar sein. Man erhält demnach, wenn wir 
Ve=u setzen und unter S,, S,, ... gewisse rationale Funktionen ver­
stehen, die Gleichungen:

X,+X,+X,+..+ X,1= s, (yo),
Xo + 00 X, + co2 X, + ... + ooP-1 X,- = ,
Xo + co2X, +0"X,+..+ co22-1X,-=S,(u),
Xo + o2-IX, + w20-1X, 4-... + a-1'X,- - s,_ (Wo).

Durch einfache lineare Kombinationen ergeben sich
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X, - , [s, +1,+S,+.+ s,- 1],
X, = — [S, 4- o-1. + o-‘ s, +...+ o-"+18,-1],

Um also bis zu den Resolventen Xo, X,, ... Xp—1 vorzudringen, 
braucht man nur zu kennen:

y
1) eine Wurzel Vo einer Gleichung des Grades p!(m!)pi
2) eine Wurzel Zo einer Gleichung des Grades (p — 2)!, deren 

Koefficienten rational in Yo darstellbar sind;
3) eine Wurzel 0, einer Gleichung des Grades (p— 1), deren 

Kofficienten rational in 2. darstellbar sind;
4) eine pte Wurzel uo aus der Grösse 0.

Das Produkt der Grade dieser Gleichungen 
n! n!

OP 2" 1P
stimmt mit der Anzahl der Werte überein, welche eine lineare Kombi­
nation der Xo, X,, ... bei Vertauschungen der X2 untereinander an­
nehmen kann.

§ 158. Wäre n=p, so würde die erste der vier Gleichungen 
vom ersten Grade werden; sie fiele weg, und die Xa stimmten mit den 
Wurzeln xa überein.

Unter diesen Umständen ist die Lösung der Gleichung identisch 
mit derjenigen von 2), 3), 4). Der Grad von 2), nämlich (n- 
übersteigt den Wert von n, sobald diese Zahl grösser wird als 4.

Wäre n = (m>1), so würden mit
Xo — Ro + Xp + X2p + . . . + 1)p

zugleich alle symmetrischen Funktionen der m Wurzeln
R0, ap, • * * X(m—1)p

bekannt sein, da sie sämtlich zur Gruppe von Xo gehören.
Für wobei px einen Primzahlteiler von m bedeutet,

könnte man dieselbe Operation der Einteilung
} o = Co + Cp.p + 32p, v+...
Y1 = Xp fi- X(p, +1)p- X(2p, +1)pH...

wiederholen, und man käme durch ähnliche Gleichungen, wie die oben 
benutzten es waren, und durch deren Auflösung zu spezielleren Re­
solventen Y, Y,, ... Wäre m = p13 so hätte man durch diesen zwei­
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ten Prozess p, Wurzeln der vorgelegten Gleichung erlangt. Ist m>1.
so kann man in derselben Weise fortfahren.

§ 159. Durch dieses Verfahren von Lagrange ist zwar eine 
Vereinfachung in das Problem der Lösung der Resolventengleichung 
des Grades n\ gebracht, aber es ist weder ersichtlich, ob dasselbe die 
möglichste Reduktion des Problems giebt, noch inwieweit diese Me­
thode bei den Gleichungen höherer Grade verwendbar ist.

Für die Gleichungen der ersten vier Grade führt sie direkt zur
Lösung.

So bleiben bei den Gleichungen dritten Grades nur die Probleme
3) und 4) bestehen. Bei den Gleichungen vierten Grades liefert 1)

4!
2!(21)2den Grad = 3; 2) den Grad 1; ebenso 3) den Grad 1; endlich

4) den Grad 2. Damit sind die Resolventen

Xo Xo — X2 5 X, X1 — X3
bekannt. Sind alle Wurzeln der Resolventengleichung dritten Grades 
bekannt, so sind auch

X’o =2.431, X‘, = xg + X3, 
X‘=X-x,, X‘,=X—x,

6!gegeben. Für 2=6; m =2 hätte man den Grad /9 ,2 = 102. (o.)
6!bei der Gleichung 1), für w = 6: m = 2, 2 = 3 den Grad 0,3 = 15.

Hier, wie schon bei 9=5, kommt man zu Gleichungen von höherem 
als dem vorgelegten Grade.

Zehntes Kapitel.
Die Kreisteilungsgleichungen.

§ IGO. Die Gleichung, welcher eine primitive pte Einheitswurzel 0 
genügt (wo wie überall unter p eine Primzahl verstanden werden soll), 
führt den Namen „Kreisteilungsgleichung“; sie hat die Form

op -— 1
) 1) —1 —a21 +xP2 + ... 4- a2+ x + 1 = 0.
Dann sind sämtliche Wurzeln von 1) die folgenden

2) co, co2, co3, ... ooP-1.
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Wir beweisen, dass die linke Seite von 1) nicht als ein Produkt von 
zwei ganzen Funktionen pp(x), 7(x) mit ganzzahligen Koefficienten 
dargestellt werden kann. Denn wäre dies der Fall, so ergäbe sich 
für =1
und einer der beiden ganzzahligen Faktoren z. B. p(1) müsste daher 
gleich —1 sein. Da ferner 9 (x) = 0 mit 1) mindestens eine Wurzel 
gemeinsam hat, so wird

• (0,) . • (0,3) . • (co^) ... • (0,2-1) = 0
sein, wobei 0, eine beliebige der Wurzeln 2) bedeutet, und

p (x) . p (x2) . p (x3) ... p (xP—1) — 0
hat also alle Grössen 2) zu Wurzeln; folglich ist die linke Seite 
dieser Gleichung durch die von 1) teilbar: es entsteht

3) o(x)(a2) ... p(x2-1)=F(x).(2-1+x0-2+...+2+1), 
wobei man unter F(x) eine ganze Funktion mit ganzzahligen Koef­
ficienten zu verstehen hat. Aus 3) wird für x

p (1)»-1 =p . F (1).
Es müsste also schliesslich p(1)P- 1, welches den Wert Eins hat, 
durch p teilbar sein, was nicht möglich ist. Demnach ist 1) nicht 
reduktibel.

Lehrsatz I. Die Kreisteilungsgleichung für die Primzahl p 
qp— 1
-------- --  = OOP-2 - p—1 —...-x-1=0R—1 

ist irreduktibel.
§ 161. Es sei nun g eine primitive Wurzel (mod. p), dann kann 

die Reihe 2) der Wurzeln der Kreisteilungsgleichung dargestellt wer­
den als

4) 0”, a9', w9\ ... 00”-1.
Da 1) irreduktibel ist, so ist die zugehörige Gruppe transitiv; es 
giebt also eine Substitution, welche co9 in o9" umwandelt. Dadurch geht 

co9“ in (coo)g“ = cog®+1
über; die betreffende Substitution ist infolgedessen

S = (co9 CO9' CO9 ' . . . Ü)yp ” ').
Die p—1 Potenzen von s bilden die Gruppe von 1). Denn sie kom­
men in dieser Gruppe vor, und andrerseits hat diese nach § 154 nur 
p—1 Substitutionen.
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Wir stellen jetzt die cyklische Resolvente auf 
(0—c 000 + a2 c0* +...+ o®” “ )P- 1, 

in welcher a eine primitive Wurzel der Gleichung

bedeuten soll. Nach unsern Auseinandersetzungen über cyklische Funk­
tionen wird gemäss § 122 diese Resolvente für s und seine Potenzen, 
also für die Gruppe der Gleichung ungeändert bleiben. Es ist diese 
Resolvente demnach durch die Koefficienten von 1) und durch a ra­
tional darstellbar.

Wir bezeichnen ihren Wert durch T und haben somit p—1
5) 0—a00+a2o9+..-aP-1c”=VT.

Diese (p — l)te Wurzel aus 11 ist eine möglichst vielwertige Funktion 
der Wurzeln 2); sie ist nämlich (p—1)-wertig, da sie für alle Sub­
stitutionen der Gruppe ihren Wert ändert. Ebensoviele Werte hat 
wegen der Vieldeutigkeit des Wurzelzeichens die rechte Seite.p—I

Durch VI ist jede andere Funktion der Wurzeln rational dar­
stellbar. Dies ergiebt sich aus der allgemeinen Theorie; wir wollen 
es aber hier in unserem besonderen Falle nochmals ableiten. Es bleibt 
für die Gruppe der Kreisteilungsgleichungen

6) (0 + a2c? + 2200* + • • •) (0+09+ a2o?+ ..1- 2
ungeändert, da der Einfluss von s diese Funktion in
(04 a^-co^ 220014 ...) (00 aw'jl + c2c‘4 .. .)P- 1- 2

= o2 (co 9 + c2 co 91 + a22 co 93 ++ ...) .ap-t-x (07 aco9'1 a2 CO93 . .y-1-’-
= (o + alco9 + a2208+ ...) (0—09- a2co9' + .. .)p- 1—2,

d. h. in sich selbst überführt. Dies thun dann auch die Potenzen von 
s; also gehört die Gruppe von 1) zu der aufgestellten Funktion 6). 
Bezeichnen wir daher diesen, durch a und die Koefficienten von 1) 
rational ausdrückbaren Wert 6) mit T2, dann erhält man für 2=1, 
2, ...p — 2 die Reihe von Gleichungen p—100— 09 —a2c/* aP-c” =VT,

r p—1co —c2c —a4c8* = ~ y
1

co - a 'p 2o9—c2(P-200-...-cCp—2)2c9P 2= p—2
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Verbindet man mit diesem Systeme die unmittelbar aus 1) folgende
Beziehung CO + 09- 082- . . . — 3=— 1,
so erhält mau durch geeignete lineare Kombinationen

1 F P—1 m p — c 7 p~i  -
0 -p11+/T+77,++ VI,” 3 >
cL ,1, P —1 7 P—1 rp p — 1 --1+«-* VT—a2 72 VT2—..+cP+2 -P2VTp—2 , - -1 1 -
o_1,D—1

- p 1 I P 1 rn p — 1 --1+o2 V7+a7 VT,+.+c2*t

Es ist ersichtlich, wie eine Änderung der Wurzel a oder der Be-
p—1

deutung von VI1 nur eine Vertauschung der Werte co untereinander 
hervorruft.

Lehrsatz II. Um die Kreisteilungsgleichung für die Prim­
zahl p aufzulösen, hat man eine primitive Wurzel der Glei­
chung gP-1— 1=0 zu bestimmen, und aus einer hiernach ra­
tional darstellbaren Grösse die (p— l)te Wurzel zu ziehen. 
Die Kreisteilungsgleichung ist also auf zwei binomische 
Gleichungen des Grades (p—1) reduzierbar.

§ 162. Die zweite der angegebenen Operationen kann man noch 
weiter vereinfachen. Es wird 7 im allgemeinen complex und von der 
Form . ...

-1 = O \cos -1 sin 7)
sein. Führt man jetzt folgenden Ausdruck ein 

= (o-1 + o—1 0—9- a~2 co~92 . .)p—1,
so wird er, da 0 und o-1, « und c1 conjugierte Wurzeln sind, der 
conjugierte Ausdruck zu T werden; man hat demnach

T .6=0 (cos 9 — i sin 9) . 0 (cos 9 — i sin $)-o.
Ferner lässt sich, genau wie im vorigen Paragraphen, nachweisen, dassp—1

VT 6,=(0- co0- a2co9' ...) (o- 1+ a~lco~ 9— a2o-9- ...) 
zur Gruppe der Kreisteilungsgleichung gehört, und also rational durch 
« und die Koefficienten von 1) darstellbar ist. Es sei

dann wird, falls man o2 für den Radikanden einsetzt:
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p—1
Vo=U.

Man erhält demnach für ein beliebiges ganzzahliges k
P-! 2— / 9 ^kn .9 +2k*)VT = V U \ cos------- — i Sin —-—— •r \ p — 1 p— 1 /

Da sowohl U wie 9 bekannt sind, so hat man:
Lehrsatz III. Um die Kreisteilungsgleichung aufzulösen, 

hat man eine primitive Wurzel der Gleichung gP—1—1=0 zu 
bestimmen, einen Winkel, welcher dann konstruiert werden 
kann, in (p — 1) gleiche Teile zu teilen und aus einer be­
kannten Grösse die Quadratwurzel zu ziehen.

Diese bekannte Grösse, U nämlich, lässt sich leicht berechnen. 
Es ist

U=(o —+ac0 ++c2c0 +...+«P—2002-3). (o-1+a-1o—0+c-2o-9+ •. • + cP+2c—g2- ).
Wir führen die Multiplikation derart durch, dass wir zuerst je zwei 
an entsprechenden Stellen der beiden Klammern befindliche Sum­
manden mit einander multiplizieren. Das Resultat ist 

1+1+1+...+1 — p — 1.
Dann multiplizieren wir jedes Glied der ersten Klammer mit 
dem rechts benachbarten seines entsprechenden Gliedes in der zweiten 
Klammer, a~ 2—1c-g2; die Summe der Produkte ist

c—1 (0—9++1 + —0+9+ o—g+g
Multiplizieren wir weiter jedes a^co^ der ersten Klammer mit dem 
a—2—20—9*- der zweiten Klammer und fahren nach derselben Me­
thode fort, bis das Produkt U erlangt ist, so ergeben sich dabei die 
folgenden Unterprodukte, deren Summe zu bilden sein wird:

a-1 (o—9+1 + —+9 0—9+9+—2 (0—0*+14 00—0*+0- o—0+0*4 ..a—8 (0—0*+14 o—g*+0+ o- 9*+0*+

Nun ist oo—9°+1 eine von 1 verschiedene pte Einheitswurzel co,; denn 
es könnte nur dann ,c—°+‘= 1
sein, wenn — g°—1=0, g°=1 (mod.p), also 8=0 oder gleich p — 1 
wäre. Wir können- daher die Klammer der ten Zeile durch

co, + c, + c0,g” ...4 -2 = —- -  -1 — 1 = — 101 — 1
ersetzen und erhalten

Netto, Substitutionentheorie. 12
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U-(p-1)- (0—1+ c2+...+ c 7+2) = (p — 1) — (— 1)-p.
Es folgt also:

Lehrsatz IV. Die Grösse, aus welcher nach der Vorschrift 
von Lehrsatz III) die Quadratwurzel zu ziehen ist, hat den 
W ert p.

§ 163. Durch das bisher besprochene Verfahren erhielt man, 
weil die Resolvente 5) (p—1)-wertig war, sofort die vollständige 
Lösung der Kreisteilungsgleichung. Mit Hilfe von minderwertigen 
Resolventen kann man die Lösung auf ihre einfachsten Bestandteile 
reduzieren.

Es sei pi ein Primzahlteiler von p— 1, und Pi-cp^p— 1. Dann 
bilde man z , ,(0 - &,09- .. H a/ 2co9 )P!,
worin eine primitive Wurzel der Gleichung

gP—1=0
bedeutet. Da an von einander verschieden sind, während
die folgenden Potenzen von &1 wieder dieselben Werte annehmen, 
so können die höheren Potenzen &,P+1, ... ,P-2 durch jene niederen 
ersetzt werden, und wenn man

o. —c + gj<jPl +c002P +...-c0‘-1)P,o, =c0 —c0P+1 —02+1—...- -12+1,
Pp- = co®Pl + + co® +...+ co®P%1 

setzt, so wird man die obige Resolvente schreiben können:
(Po +0,•+&,2®2+..+ —19p-1) P.

Es kann jetzt durch die früher benutzte Methode bewiesen wer­
den, dass diese Resolvente sich beim Einsetzen von co9 für 0 nicht 
ändert, dass sie also zur Gruppe der Gleichung 1) gehört und dem­
nach rational durch & und die Koefficienten von 1) darstellbar ist. 
Wir bezeichnen ihren Wert mit U^Pl) und erhaltenP,Po +49,+ &2 ®e+..+ -1®p-1=V
Setzt man dann, wieder genau wie oben,

(Po + a,‘9 + c,220, + • • • + a,(P-1)29,,-1) .
(9—+&P—q29+...- «,Pi—1Pp, —1)P-1-2= U:"P,

so findet sich, dass rational bekannt, und dass
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1 r P,___ U (a) _______ •]•o=, -1+VU,6+1VU,0+..,P1 — -1 -
1 r PL_ _  U,(p,) Pi._ _ _  "]

P=—1+0-1 VU,(+0,-2 1g V +• • • ’P1 — •1 —

wird. Diese einzelnen Funktionen bleiben für die Einsetzung von o02 
statt 0 also für die Potenzen

sP, s2p, s^p^ ... s%P 
ungeändert. Man erkennt:

Lehrsatz V. Die p-wertigen Resolventen Po, 9,, ... Pp,—1 
der Kreisteilungsgleichung gehören zu der aus den Potenzen 
von sPI gebildeten Gruppe. Man kann sie durch Aufsuchung 
einer primitiven Wurzel von gP—1=0 und Ausziehung einer 
p.ten Wurzel aus einer dann rational bekannten Grösse be­
stimmen.

Ist p2 ein zweiter Primzahlteiler von p — 1, und p — 1 =P. . p . q2, 
so ist die Resolvente

( + a2 + + ... + a,a-1co‘n.-1PI)p,
in welcher &g eine primitive p,te Einheitswurzel bedeutet, auf die Form 

(%o + (2%+ «22%2 + •.. 4- 
reduzierbar, wo unter

%=0+ co0PP + G)^PiP2 + . . . ,
X, - co0P + + + co0P CP+1+...,

verstanden werden muss. Man erkennt, dass diese Resolvente für den 
Übergang von 0 zu co9P, also für die Substitutionen sPi, s^p^ ... un­
geändert bleibt und daher durch 9 rational darstellbar ist, wenn man 

als gegeben ansieht. Setzt man(z + ,2% + «,2*%2 +.)(+ «,% + c,2x + • • .)2-1-2 = U^,
so ist auch U(P2) rational in 9, und es wird

1 r p\___  77 (ä) p\_______ n% - p, L- Po + VU,6" + V," +-
1 r p\--- I(p) p\_ _ iZ=p,_-P+ «g1 + &g2 U, V U,""

Lehrsatz VI. Die p.p-wertigen Resolventen Xo, X1, ... 
Z der Kreisteilungsgleichung gehören der durch die Po­
tenzen von sPPa bestimmten Gruppe an. Man kann sie durch 

12* 
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die Aufsuchung einer primitiven Wurzel von gP2— 1 = 0 und 
die Ausziehung einer p,ten Wurzel aus einer durch Po und diese 
primitive Wurzel rational bekannten Grösse bestimmen.

§ 164. Da dieses Verfahren sich fortsetzen lässt, so folgt:

Lehrsatz VII. Ist p—1=P.P.p3..., so braucht man, um 
die Kreisteilungsgleichung für die Primzahl p aufzulösen, 
nur je eine primitive Wurzel von

2P1—1,=0, 2P:—1=0, 2P:—1=0,...
zu kennen, und hat dann der Reihe nach eine pte, p.^^ p.^^ ... 
Wurzel aus je einem Ausdrucke auszuziehen, welcher durch 
die vorhergehenden bekannten Grössen rational ausdrück­
bar ist.

Mit Po sind gleichzeitig P1, P2, ... Pp,- 1 bekannt, da alle diese 
Funktionen zu derselben Gruppe gehören; ebenso kennt man die Koef- 
ficienten von

7)
(a — 0)(a— o®P) (a — co®2”) ... (a — co®"" PP) = 0,
( — co«7) (x — c002.+1) (a — c002p+1) ... ( — co"- "P+‘) = 0,

Demgemäss zerfällt 1) nach der Durchführung des im Lehrsatz V) an­
gegebenen Verfahrens in p1 Faktoren 7). Da die zu einer jeden die­
ser neuen Gleichungen gehörige Gruppe in den betreffenden Wurzeln 
transitiv ist, so sind alle Faktoren 7) wiederum irreduktibel, so lange 
äusser den Koefficienten von 1) nur P. als bekannt angesehen wird.

Nach der Durchführung des im Lehrsätze VI) angegebenen Ver­
fahrens is %0 bekannt. Da sämtliche Werte dieser Funktion zu einer 
und derselben Gruppe gehören, so sind sie auch sämtlich durch Xo 
darstellbar. Ebenso sind die Koefficienten von

8)
(a — co ) (a — cooPP) (a — co®PP) ... (x — co®" = o,
(a - co^) (a - cooP.P+1) (x - CO^^+1) ...(x- ) - o,

bekannt; jede der Gleichungen 7) wird also jetzt reduktibel und zer­
fällt inp, Faktoren 8), welche wiederum in dem durch Xo bestimmten 
Gebiete irreduktibel bleiben. In dieser Weise kann man fortfahren, 
bis man zu Gleichungen ersten Grades gelangt.

§ 165. Ein Spezialfall ist von besonderem Interesse; derjenige 
nämlich, für welchen alle Primfaktoren von p— 1 gleich 2 sind.



Zehntes Kapitel. Die Kreisteilungsgleichungen. 181

Lehrsatz VIII. Ist 2m-1 eine Primzahl p, so kann man die 
zu p gehörige Kreisteilungsgleichung mit Hilfe einer Reihe 
von m quadratischen Gleichungen auflösen. Das reguläre 
p=2"—1Eck ist in diesem Falle mit Hilfe von Zirkel und 
Lineal konstruierbar.

Es wird nämlich eine Wurzel der Kreisteilungsgleichung 
2x..2n , , 2x ..2* 0=-—1si —» daher 0-=- - - - - - - - - 2 sm —»
P P P P

o  00—1 = 2 COS 27 :P2m..demgemäss ist der Winkel — mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Damit 2m - 1 eine Primzahl sei, muss m = 2" werden. Denn wäre m=2u.m1, wo m. eine ungerade Zahl ist, so würde
2m —1= (22") + 1

durch 22 — 1 teilbar sein, da für eine ungerade Zahl m,om, _L 1-—— am—1 — am^~2 + am—3 - ... + 1C- 1
wird. Für

u
findet man auch wirklich Primzahlen, nämlich 

p=3, 5,17,257,65537;
für diese sind daher die entsprechenden p-Ecke konstruierbar. Für 
u=5 wird 2254 1 = 4294967297 = 641.6700417,
so dass es ungewiss bleibt, ob die Form 22" unendlich viele Prim­
zahlen liefert*

§ 166. Wir wollen für =5 und p=17 die betreffenden Kon­
struktionen wirklich durchführen.

Für p=5 wählen wir die primitive Wurzel g=2 und erhalten 
g°-1, g1=2, g2=4, g9=3 (mod. 5).

* Vergl. Gauss: Disquisit. arithm. § 362. Die dort ausgesprochene Behaup­
tung, Fermat habe gemeint, alle Zahlen 22‘+1 seien Primzahlen, ist von Herrn 
R. Baltzer, Crelle’s Journal 87, p. 172, berichtigt. — Bekannt sind als zerlegbar noch 
22 ++ 1 und 22 +1; ersteres ist durch 114689, letzteres durch 167772161 teilbar. 
Beide Resultate hat Herr J.Pervouchine, das zweite unabhängig von ihm auch 
Herr E. Lucas gefunden.
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Demgemäss ist
Po = 0 + o4, 9,=02+ 03,
Po+9=-1, PoP,=Po+®,=- 1, 2+0-1=0, 

_1-y5 —1_y5
Po 9 ’ 91 9

Da die Abänderung der Wurzel 0 in 02 lediglich 9 und 9. mit ein­
ander vertauscht, so ist die Wahl des Vorzeichens bei Po beliebig. 
Setzt man dagegen fest, dass 2n . . 2n

0 = cos K Sen K
sein soll, so wird

, 2 n 9 । , in 4 IPo=0-G*=2cos g-) 9=0-- 0r = 2 cos g)

also 9.>O, 9.<0, und dann ergeben sich die Vorzeichen so, wie sie 
oben angenommen wurden. Weiter ist

Xo=0, %=0"; %2 = a\ Xs=03;
Xo+X=Po, Xo-X=1,x2—Px+1=0,

—1+75+iV10+27/5 , _1+75_V10-275 Xo—0---------4-- ------ , Xs0"= -------- 4------ I-
Die Wahl des Vorzeichens von i 
geschah so, dass der imaginäre 
Teil von o positiv, der von 04 
negativ wird.

Zur Konstruktion des regu­
lären Fünfecks reicht die Kennt­
nis der Resolvente A,=2 cos ~ 5 aus.

Es sei um 0 ein Kreis mit
/ dem Radius 1 geschlagen; auf 

/ dem horizontalen Radius OA werde 
die Tangente errichtet und auf ihr 
AE= ^-AO = ^ gemacht. Dann 
ist f__  I/gOE=V1+1=°.Z
Macht man dann EF=EO, so 
wird



Zehntes Kapitel. Die Kreisteilungsgleichungen. 183

A F - EO - EA = V°,1 = Qo, 

AF=2cos^- 
5

Halbiert man endlich AF in G, zieht GrHJ // OA und dann
9, 2 TT

wird HOC = GOJ = sein, weil cosHOC =-AG = cosist. H. 5 7 5
C, J sind daher drei aufeinander folgende Ecken eines regulären 
Fünfeckes.

§ 167. Für =17 ist g=6 eine primitive Wurzel. Sie liefert:
go, 9\ 9\ 9\ 9\ 9\ 9\ 9\ 9W, 9U, g1?, 9^ 9^ 9X\ 9^\

1, 6, 2, 12, 4, 7, 8, 14, 16, 11, 15, 5, 13, 10, 9, 3, 1;
=0—02+04—08 4 co16 + 0015 + 013 + 009, 

9,= 6 0012 +o7+ co14 + co11 + 05 + 0010 + 08;
Po+9=-1.

Um Po. 91 zu linden, multiplizieren wir in der Art, dass wir zuerst 
je zwei untereinander stehende Glieder multiplizieren; die Summe wird 
9; dann multiplizieren wir jedes Glied von Po mit demjenigen von 9, 
welches unter dem Nachbargliede zur Rechten steht; wir erhalten 9.. 
Fahren wir in derselben Weise fort, so ergiebt sich

Po Q=®+P+P++Po+P+®+P++®=4(9o+ 91) = - 4.
Es ist also , . .9oTP=-1, To-Ti = +9-4=0, 

- 1 + y/1 7 - 1 - y/17To - - - - - - 2- - - - ’ P1 - - - - - - - 2- - - ‘
wo das Vorzeichen beliebig ist, wenn die Wahl der Wurzel co noch 
aussteht. Wenn jedoch• 2n , . . 2

co = cos 17' sin 17

angenommen wird, so ergiebt sich zur Bestimmung der Vorzeichens: 

= (go^ + c014) + (co5 + co12) + (co6 4- co11) 4- (co7 4“ co10)
F 6% 10* 12% 14x- 2 cos 17 4- cos 17 4- cos 17 4- cos 17 

6x 7* 5* 3- „
- 2 Los 17 — cos TT - cos 17 ~cos TT J < 0

und dann sind die Zeichen so zu wählen, wie es oben geschehen ist.
Ferner hat man
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Xo = co —04- co16 co13,
X2 = co6 + CO7 + CO11 + co10,
Xo—X1=P0,
XoX =XsX-XoX2=- 1, x2—9x—1 =0, 

1/902—4V 4 ’

X1= 02 — 08- co15 - co9;
X3 = co12 + co14 + co5 4- co3;
X2+Xs—®;
X2%s=X+Xs+X2+X=—1; 
x2-Px-1=0;

। 1/0,244X2» X3- 2 ± V 4. . *y ,_9o_M) 1 2-
Die Verteilung der Vorzeichen ist auch hier leicht zu bestimmen. 
Man hat

%=( 4- w16) 4- (co“ 4- 18) = 2 (cos 7 4- cos 87) > 0,
% = (co6 + co11) 4- (co7 4- co10) - 2 (cos 127 4- cos 147) < 0.

Danach wird

Zerlegen wir weiter, indem wir uns auf Xo beschränken,

•=0- co16, = o)4- co13,

*,0,-%-2+V+1,
#2—X*+x=0,

A Ci 2 8aDa nun •o = 2 cos 17' •2 cos 17' also ob ist, so erhält man

1,-2+y2-z, 1,-2-1/2‘-x.4V. 4V

Diese Resultate reichen für die Konstruktion des regulären Sieb­
zehnecks aus. Es sei um 0 mit dem Radius 1 ein Kreis geschlagen; 
auf dem horizontalen Radius OA werde eine Tangente errichtet und 
auf ihr AE=104=1 gemacht; dann ist:

OE-V1+1-‘47
Ist ferner EF = EF' so wird
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Macht man

so wird F'H'^F'O,
/ 2

AH = AF+F0-^ + y^ + 1=.^

AH'~-AF’+F'0=^ + V/P +1-x.
AF halbieren wir in so dass man erhält

AY=1X.
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Jetzt machen wir AS=1 und schlagen einen Halbkreis um H'S als 
Durchmesser; dieser treffe die Verlängerung von OA in K; demnach folgt AK^AS.AH'^^
Nehmen wir nun LK=AY und dann KL=^ LM=^ LN^ indem wir 
um L mit LK einen Kreis schlagen, so erhalten wir

ANAAM^2KL^2AY=X. = ^-Y^, AN. AM = AK2 = AS .AH' =X=1.1.
Die grössere der beiden Strecken AN, AM ist gleich o, also können 
wir setzen 9AM=%=2cos 17
Ist P die Mitte von AM und QP/ AO, 01)1 AO, so werden Q, D 
zwei aufeinander folgende Ecken des gesuchten regulären Siebzehn­
ecks sein.

§ 168. Wir wollen jetzt, unter der Voraussetzung p>2, den 
Fall P,=2 behandeln. Ist g eine primitive Wurzel, so wird

9=0- co0* + co®’ co^1’ ”,
9,=09- c®‘ + c?* agP ”,

Po + ® = - 1.
Um auch Po9 zu bilden, verfahren wir bei der Multiplikation nach 
der in den beiden vorigen Paragraphen verwendeten Methode. Es wird

P.9, = [o‘+1 + co0*+g" + •.. + gj^-2 +o"-*]+ [o?*+1- c0?*+0* + ...Pcog +^“3]

Hier sind die Exponenten, welche in einer Klammer auftreten,
g2a+1+1, 2(2+1+1), gA(92a+1+1), ...

entweder sämtlich quadratische Reste, falls der erste es ist; oder 
sämtlich quadratische Nichtreste, falls der erste es ist; oder sämtlich 
gleich Null, falls der erste Null ist. Im ersten Falle ist der Wert der

pentsprechenden Klammer q)0, im zweiten 91, im dritten — —1 I, 2 ■ F olg-
lieh wird ! ! P~ 1PoP1- m1 • Po + m2 • P + m3 2

P -- 1+ m2 + m3 = -g ,
wenn durch die Zahlen m1, m2, m, angegeben wird, wie oft die ein­
zelnen Fälle eintreten.
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Istg2«+1—1=0 (mod. p), so wird 2(2a-1)=p—1; es muss 
also P,- eine ungerade Zahl sein; dann und nur dann kann der dritte 

2—3 Fall eintreten und zwar auch nur einmal, nämlich für a=-—-— 4Daher ist _1
m, für ein gerades , 2

m, - 1 für ein ungerades Pg- •
Da Po.9. rational und ganz in den Koefficienten der Kreisteilungs­
gleichung 1) ist, so wird der Wert dieses Produkts eine ganze Zahl 
sein. Sonach können wir setzen

p — 1PoP - ms 2 = n = ~ n (9o + P),
wo n eine ganze Zahl ist. Dann liefert S)

(m, + n) Po + (ma + n) P, = 0.
In dieser Gleichung kann man alle vorkommenden Potenzen von co auf 
solche reduzieren, deren Exponenten kleiner als p sind; dann kann 
man durch co dividieren und erhält dadurch eine Gleichung, welche 
höchstens bis zum Grade p—2 aufsteigt, und trotzdem mit der irre- 
duktiblen Gleichung 1) vom (p—1)ten Grade die Wurzel co gemein­
sam hat. Sie muss also identisch erfüllt sein, d. h. es ist

m1 =m2=— n-
Folglich wird man für die gesuchten Werte m,, m, und P..9 erhalten: 

p—1 p—1 . ,p—1"1 s™2s —4 ‘ Po•P1s----- 4 für em gerades 9 ’
p—3 P~ 1 p — 3 p-1 z... . , p— 1m = m2 = 4 ’ PoP- 2-----4 = —4 für ein ungerades —2

PoP= + l-(-l) 2p—------ A— ------- ,

(9 - P0) (9 “ 91)=p2—p-

Po=
wobei freilich über das der Quadratwurzel zu erteilende Vorzeichen 
nichts bekannt ist. -
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§ 169. Wir betrachten jetzt die beiden Gleichungen
20=(a— 0 ) (x — co-9'2) (x — co®) ... (x — co’” )=0, 
2, = (x — co®) (x — 009") (x — 009") ... (x — 2)=0,

deren Koefficienten bei der Umwandlung von 0 in 092 ungeändert 
bleiben, weil dadurch die Wurzeln nicht geändert werden. Berechnet 
man somit irgend einen der Koefficienten, und erhält man bei der 
Ausführung der dazu nötigen Multiplikationen einen Summanden von 
der Form mc", so muss derselbe Koefficient auch mo"g, mo%8, ... 
als Summanden enthalten, folglich m9o oder m91, jenachdem a ein 
quadratischer Rest oder Nichtrest mod.p ist. Demnach wird jeder 
Koefficient von der Form /- - - p— 1— .

, „ a+bV(—1)2.p 
m Po + m P1 =- - - - -——-- - - -2

werden und also wird durch Einführung dieser Ausdrücke als Koeffi­
cienten /----- —-, —x+yV(-13.p
wo unter X, Y ganze, ganzzahlige Funktionen von x verstanden sind. 
2, erhält man aus go durch Umwandlung von 0 in co9, oder von Po in 
9., also durch Änderung des Vorzeichens der Quadratwurzel; so ent­
steht der Ausdruck )--------- -—, x-yV(-1.p”15- - - - - - - 2- - - - - - -
und daraus „ .P—1

^-1 X2—(—1)2p.Y2 =- - - - T =- - - - - - ’0 1 x—1 4
und man hat das Resultat:

Lehrsatz IX. Es ist
/op i \ p—14(— — )=4(xP-1-xP-2+...—x—1)=X2—(—1) 2 p.Y2,

wo X und Y ganze, ganzzahlige Funktionen von x bedeuten.*

* Die reichhaltige zu diesem Kapitel gehörige Litteratur findet sich in: 
P. Bachmann, die Lehre von der Kreisteilung u. s. w., Leipzig, Teubner 1872. 
Wir sind der dort gewählten Darstellung in diesem Kapitel zum Teil gefolgt. Die 
beiden Figuren sind jenem Werke entnommen.
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Elftes Kapitel.
Die Abel’schen Gleichungen.

§ 170. Die Kreisteilungsgleichung hat die Eigentümlichkeit, dass 
jede ihrer Wurzeln eine rationale Funktion jeder andern ist. Wir 
wenden uns jetzt zur Behandlung derjenigen irreduktiblen Gleichun­
gen, bei denen eine Wurzel x eine rationale Funktion O(x1) einer 
anderen Wurzel % der Gleichung ist. Es ist ersichtlich, dass diese 
Gleichungen die Kreisteilungsgleichungen als speziellen Fall umfassen.

Es sei
1) f(z) = 0

die gegebene irreduktible Gleichung; zwischen zweien ihrer Wurzeln 
x,, x bestehe die Beziehung

2) «,=e(a,),
wo wir unter 0 eine rationale Funktion verstehen. Dann ist 

fW-o, newiro,
so dass die irreduktible Gleichung 1) mit der Gleichung

3) /Te()1-0
eine Wurzel gemeinsam hat. 3) wird daher für alle Wurzeln von 1) 
befriedigt werden; speziell wird x1 = O(x1) eine Wurzel von 3) sein. Aus /(0[0(0,)1)-0
folgt dann weiter, dass 6 [0(^)1 eine Wurzel von 1) ist. Deshalb, ist 
diese Grösse auch eine Wurzel von 3) und daher 0{0[0(x1)]} eine 
solche von 1) u. s. w. Führen wir nun folgende Bezeichnungen ein:e[e(2)]=e2(); e[e3(2)]=82[e(2)]=0(w),
so erkennen wir, dass alle Glieder der unendlichen Reihe 

ÖW, 62(2,),
Wurzeln der Gleichung 1) sind. Da diese aber nur eine endliche An­
zahl von Wurzeln besitzt, so ergiebt sich durch eine vielfach benutzte 
Schlussweise, dass es in unserer Reihe eine Funktion O"(x,) geben 
wird, welche dem Anfangswerte X1 gleich ist, während alle ihr vor­
hergehenden Funktionen

e(a,), e‘(2), ... e"-‘(a)
von einander verschieden sind. Diese ersten m Werte reproduzieren 
sich dann bei der Fortsetzung der Reihe, so dass z. B. nur die Glieder
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X1 = 6" (21) = 62 " (31)
den Anfangswert annehmen, und dass für k<m nur
wird. 6*(2,)-6***(2,)-e*"+*(,)-..

Giebt es ausserhalb des so erlangten Systems von m Wurzeln 
noch andere, welche der Gleichung 1) genügen, so sei X, eine solche. 
Auch diese befriedigt 3), also ist O(x2) eine Wurzel von 1) u. s. f. 
Wir finden daher hier eine Reihe von u von einander verschiedenen 
Wurzeln

«2, Ö(^2), 6‘(«2), ... 6" («2).
Da die Gleichungen

4) e"(y)y=0, e"(e)—z=0
mit der irreduktiblen Gleichung 1) je eine Wurzel y=X1, 2=X, ge­
meinsam haben, so haben sie alle gemein mit ihr; die erste der Glei­
chungen 4) wird also durch x, befriedigt, die zweite durch X1. Folg­
lich ist m ein Vielfaches von u und u ein Vielfaches von m, d. h. es 
ist m=u.

Ferner sind alle Wurzeln der zweiten Reihe von denen der ersten 
Reihe verschieden. Denn aus der Annahme

e° (32) = 0" (q1) (a, b < m)
würde durch Anwendung der Operation O"7° folgen

d. h. es würde x, in der ersten Reihe vorkommen, was unseren An­
nahmen entgegen ist.

Sollte es äusser den 2 m so erhaltenen Wurzeln noch eine andere 
23 geben, so wiederholen sich dieselben Schlussfolgerungen. Man 
erhält:

Lehrsatz I. Wenn eine Wurzel einer irreduktiblen Glei­
chung f(x)=0 eine rationale Funktion einer anderen ist, so 
verteilen sich die Wurzeln in v Reihen zu je m Wurzeln der­
art, dass die Tabelle

5) &g, 0 (62), 02(62), ••• e"1(),
. a,, e(a,), 82(2,), ... e"-‘(a,)

entsteht. Hier ist für a = l, 2, 3, ... v
e" M - Ga

und der Grad der Gleichung f(x)=0 ist m.v.
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Hiernach können wir die Gruppe der Gleichung 1) bestimmen. 
Uber die Vertauschungen von X1, X, ... x, unter einander ist durch 
die blosse Angabe, dass eine Wurzel eine rationale Funktion einer 
anderen sei, noch nichts vorgeschrieben. Es ist also jede Substitu­
tion unter X1 , X2 7 • • • x, erlaubt. Ersetzt man aber X1 durch R2, so 
geht die ganze erste Reihe von 5) in die zweite über u. s. f. Die 
Gruppe von 1) ist also imprimitiv. Sie hat v Systeme der Impri- 
mitivität zu je m Elementen. Die Vertauschungen der v Systeme 
unter einander sind willkürlich. Setzt man dagegen für xa ein 62(xa), 
so geht O‘(x ) in O"t‘(Xa) über. Innerhalb eines einzelnen Systems 
sind also nur m Substitutionen möglich. Die Ordnung der Gruppe 
von 1) ist also r = vlmr.

Lehrsatz II. Die Gruppe der Gleichung 1) ist imprimitiv-, 
sie enthält v Systeme der Imprimitivität, die den einzelnen 
Zeilen von 5) entsprechen. Die Ordnung der Gruppe ist 

r = v! m‘.
§ 171. Wir stellen jetzt folgende Resolventen auf:

•,-2,+e (a,) + e® (a,) +...+ em-1 (,), 
•=G,+e +02(22)+...+ e"-1 (a,),

—2,+6 + 62 («,) +...+en-1 (a,).
Wendet man auf P, irgend eine derjenigen Substitutionen der Gruppe 
von 1) an, welche die Systeme der Imprimitivität ungeändert lässt, 
so bleibt auch 9 ungeändert-, wendet man eine Substitution an, welche 
z. B. X, in 02(xa) überführt, so geht zugleich damit

e(a,) in 82+1(3), e2(,) in 64+2 («a), ...
und demnach in Pa über. Es ist also 91 eine v- wertige Funktion, 
und 91, 9,, ... 9, sind ihre verschiedenen Werte. Die zu 9, gehörige 
Gruppe besteht aus den mr Substitutionen, welche die einzelnen Systeme 
nicht ändern, kombiniert mit denjenigen, welche die zu P,, 9,, ... op, 
gehörigen Systeme unter einander vertauschen; ihre Ordnung ist also (v — 1)! mv.

Jede symmetrische Funktion der 9 ist in den Koefficienten von 
1) rational darstellbar. Man hat also als bekannt anzusehen

S,()=9+®2+.+®,,
S, (9.92) =9.9+993—...- P,=19,,

und somit sind die Koefficienten der Gleichung vten Grades
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6) o’—S.p’ 1 + S2.9" 2—.±8,=0,
von welcher o., P,, ... o, abhängen, bekannt. Ohne weitere speziali­
sierende Voraussetzungen über x,, X2, ... xr lässt sich von dieser Glei­
chung nichts Besonderes aussagen. Wir sehen:

Lehrsatz III. Die Resolvente9,-2,+e («,) + e2 W +..+e-1 fe)
hängt von einer Gleichung vten Grades ab, deren Koefficienten 
rational durch diejenigen der Gleichung f(x)=0 ausdrück­
bar sind.

§ 172. Nehmen wir an, auf irgend eine Weise wäre 91 uns be­
kannt geworden, dann kann die Rechnung genau nach der im vorigen 
Kapitel verwendeten Methode weiter geführt werden. Wir bilden, wie 
dort, eine cyklische FunktionT, - (w,) + 202 («,)+...+ g"-le"-1 (a,)]", 
wobei co eine primitive Wurzel der binomischen Gleichung gm—1=0
sein soll. Ersetzt man in T, die Wurzel 31 durch 0(a,), so geht 1\ in[0 (,) +c02 (^) +...+ co"—zem-1 (a,) +

= G)m [0 (a,) +02 (a,) + ... + co"-20m-1 (q,) 4- co"-1a,]" = T
über. T bleibt also für alle Substitutionen ungeändert, die 9 nicht 
ändern, und daher hat man T als rationale Funktion von P1 anzu­
sehen.

Wir betrachten ferner den Ausdruck(G, + c2e (a,) + 2202 (^) +..).(,+ce (^) + o2e2 (x,) +. •
dann weist sich auch dieser als zur Gruppe von P1 gehörig und dem­
nach als durch o. rational ausdrückbar aus. Wir setzen ihn gleich 
T; und findena, + e (a,) + 02 (a,) + ... + 6”-1 fe) = fr,

G,—ce (%) 4- 202 (a,) +...+ oo"-10"-1 (a,) =VT,,T m,--+ c2e (x,) + c402 w+... + co2m—2O"1 (x,) - 72 VT,,-1
Lineare Kombinationen dieser Gleichungen geben die Wurzelwerte

a, - 1 o,+f r + 7 77,+.+ T‘ VT,m=1,
e(,)=1+01,+T77,+...+ cm- Ty- V7,m-i,v l1 l1 -i
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Lehrsatz IV. Sind
82(G,), ... em- ‘(G,)

die m Wurzeln einer Gleichung mten Grades, wobei O(x) eine 
rationale Funktion bedeutet, für welche O"(x1)=X, ist, so 
kann man diese Gleichung auflösen, indem man eine primi­
tive Wurzel von zm—1=0 bestimmt, und aus einer bekann­
ten Grösse die mte Wurzel zieht.

Lehrsatz V. Sind zwei Wurzeln einer irreduktiblen Glei­
chung eines Primzahlgrades so mit einander verbunden, 
dass die eine von ihnen als rationale Funktion der anderen 
darstellbar ist, so kann die Gleichung algebraisch gelöst 
werden. •

Denn man hat m.v=p und m>1; folglich ist m=p und v=1.
Falls alle in f(x) und in 0(x) vorkommenden Grössen reell sind, 

kann man hier weitere Reduktionen eintreten lassen, welche sich auf 
die Ausziehung der mten Wurzel beziehen. Man kann

1,=(a,+c0 (x,) + o2 02 (x,) + • •= 0 (cos $ + i sin 9)
durch die Koefficienten von f, 9, P und durch co darstellen. Das 
Auftreten von i=V—1 kann unter unseren Voraussetzungen nur von 
co herrühren, so dass

Tm_x =(a,+ c10 (a,) 4- oo-202 (a,) ++...)m=0 (cos $—i sin 9)
und das Produkt der beiden conjugierten GrössenT,.T-,=c2
wird. Andrerseits ist die mte Wurzel aus diesem ProdukteVT. Tm—1=(+00(3)+020*(3,)+..)(a+010(31)+0-202(2,)+...)
für die Substitution von O(x1) statt x unveränderlich und also durch 
bekannte Grössen rational darstellbar; es sei der Wert dieser mten 
Wurzel gleich U. Dann wird

m,— 2  Vo=U 
und m,-, 2,—( 9—2kn . . $—2kaNV 1 = V U I cos------- — - i sm--------- )•v m m/

Lehrsatz VI. Die zweite der im Lehrsatz IV) angegebenen 
Operationen kann, falls alle in f(x) und O(x) vorkommenden 
Grössen reell sind, durch die Ausziehung einer Quadrat­
wurzel aus einer bekannten Grösse und durch die Teilung 
eines bekannten Winkels in m gleiche Teile ersetzt werden.

Netto, Substitutionentheorie. 13
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§ 173. Ist die im Lehrsätze IV) angegebene Zahl m eine zu­
sammengesetzte Zahl, so kann man speziellere Resolventen zur Lösung 
verwenden. Ist wo mt ein beliebiger Teiler von m sein
mag, so setzen wir1,-G,+ 0-. (x,) + («,) + ... + (^),=e («,) + 0"“+1W + 62", +' fc) +... + 0(" ‘ "",+1 (a,),

= e",-1 (a,) + e2"-1 (a,) 4- em-1 («;) + ...+ (x,),
und betrachten die Resolvente[x, + a, 6 (a,) +a,202 (^) +.,. + a,"-1 e"-‘
in welcher &, eine primitive m.te Einheitswurzel bedeutet. Diese Re­
solvente ist gleich

(», +a,0+a,2*+..+ a,"I -1 ;
sie bleibt bei der Einsetzung von 0(x1) statt x1, durch welche die 
p,, cyklisch verschoben werden, ungeändert und ist also
durch a± und bekannte Grössen rational darstellbar; wir setzen diesen 
Ausdruck gleich U.(m) und erhalten m0,+4*+«,2*4+..+ a,",-1vm, = V ü^m'\
Nimmt man dann, wieder genau wie oben,
(v, + 0,21, + + ... + (w, + a,%, + + ..=
so findet sich, dass U2‘"1) rational bekannt, und dass 

 1 r __ um m,__  4
1, =,•,+ VU, + Um, VU,6m)2 +..., / ‘°1 I— ‘ 1 I1 r __  UM m,___  4  

» P—a1V U,‘m) + «r2 12m VU,‘m,)2 + ■ • • , ‘01- I— C1 
• •••••*••••••••• • • • • • 

wird.
Lehrsatz VII. Die m-wertige Resolvente 1 kann erlangt 

werden, indem man eine primitive Wurzel von — 1=0 auf­
sucht und aus einer bekannten Grösse die mte Wurzel zieht.

Da dieses Verfahren sich fortsetzen lässt, so folgt:
Lehrsatz VIII. Sind, unter 6 eine rationale Funktion ver- 

standen, «,, 9^), e2(2,), ... em-‘(,) re"()-2,

die Wurzeln einer Gleichung mten Grades, so braucht man, 
wenn m=m.m.m3... ist, zur Auflösung dieser Gleichung 
nur je eine primitive Wurzel von
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",—1=0, gm,—1=0, gm,—1=0,...
zu kennen, und hat dann der Reihe nach eine m„te, 
Wurzel aus je'einem Ausdrucke auszuziehen, welcher durch 
die vorherig bekannten Grössen rational ausdrückbar ist.

§ 174. Wir können die Lösung noch auf eine andere Art be­
werkstelligen.

Es sei m = m . m2 ... mw = m .n=m%,=...= m no • dann kann 
man, wie gezeigt ist, folgende Gleichungen aufstellen:

91 («)= 0, mit den Wurzeln 2,, e"(a,), e2m(G), ••• e6",—I)m,(,),
A ) deren Koefficienten rationale Funktionen einer Resolvente 

X=R-O"(a1)+... sind; %i die Wurzel einer Gleichung . m,ten Grades h, (x) = 0.
92(2)=0, mit den Wurzeln a,, e"-(g,), e2m-(x,), ... e,-1)m-(x,),

A,) deren Koefficienten rationale Funktionen einer Resolvente 
X2=x,+ e"(x)-... sind; X2 ist die Wurzel einer Gleichung 

. m,ten Grades h, (x) = 0.

gs (a)=0, mit den W urzeln a,, emu (a,) ,e2me (G,)e(ng- 1) mg (x,), 
A ) deren Koefficienten rationale Funktionen einer Resolvente 

Xe=G,+e""(x)+... sind; X ist die Wurzel einer Gleichung
. meten Grades he (x) = 0.

Wählen wir nun m1, m,, ... ma so, dass sie zu einander relativ prim 
sind, dann haben

9i («) = 0, 9a («) - 0, ... gM () = 0
nur die eine Wurzel X mit einander gemeinsam. Diese kann also 
mittels der Methode des grössten gemeinsamen Teilers rational durch 
die Koefficienten von 91, g2, ... d. h. durch die Koefficienten von 
f(x) und durch X1, X2, ... X ausgedrückt werden.

Die Auflösung von f(x)=0 hängt sonach von der Kenntnis je 
einer Wurzel der Gleichungen

h, (2)-0, 1, (2) - 0, ... (x) - 0
der Grade m,, m2, ... mM ab. Hat man 

m .... p^^
Wo P1, P2, ... Pm die verschiedenen Primfaktoren von m bezeichnen, 
so ist

"1 = Pi", m2 = 22", • • • mu = pMau}
zu wählen. Falls für eine der Gleichungen h2(x)=0 der Exponent 
Cz grösser als 1 wird, muss man zur früheren Methode der Lösung 
zurückgreifen, um ein Xa zu bestimmen.

13*
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§ 175. Um für die soeben behandelten Gleichungen ein Beispiel 
zu bilden, nehmen wir 

 e(a)_ &,2+ß  ca+ß
+di yx-8

und bezeichnen weiter
A2, &,x B, 3,0 &,x — ß, pm, am + ßm 72—0,’/° 7ma+0,

Da aber auch
0'« ()  &n-1(&,C + B,) + ßm—l (,2+ di)

Ym — i («i 2 + 8,) + dm_ 1(%104 dt)
ist, so ergiebt die Vergleichung beider Ausdrücke

= C Cm — 1 H Y1 ßm— 1, ßm = S1 Cm — 1 H1 ßm — 1,
Ym = C Ym—1 H Y1 —1, = B1 Ym — 1 + di dTO_ i.

Aus ihnen kann man sofort die Gleichungen erlangen
7 ) «m ßm^m. = ( , B, Y1) — 1 — 1 ßm— 17m — 1)

= (1 ßl Y1)2 — 2 m — 2 ßm—27m—2) = • • •
= (a d — ß v)m.

Wir suchen jetzt die Bedingungen dafür auf, dass
e" (a) = x

wird. Zuerst bereiten wir jedoch durch Division mit
  

Va—ßy respektive yßy—ad,
’ jenachdem aS — ßy positiv oder negativ ist, die Koefficienten so zu, dass

8) a—ßy=±1
wird. Null kann die Grösse ad — ßy nicht sein, weil sonst

%6-8-;
würde. Ferner berechnen wir diejenigen Werte a‘, x", welche durch 
0 ungeändert bleiben, bei denen also

ax + ß
C =-----yx — d 

yx^ + (d — a) x — ß = 0

ist. Es findet sich, jenachdem ad — ßy=—1 oder = —1 ist,  
, a — d //a-82, „ a~ d //0+8\2—,”-2 +]/ 2) +1’ 7“ = 2 - V (2) +1

und daher  
 - ± a+8 - y/(“t8)1*- N. yx — a _2 y \ 2 / J
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A) Wir setzen voraus, dass x‘ von x‘ verschieden, also N nicht 
gleich Eins sei. Dann wird

0(x)—x‘  A x — x‘ 02(x)—2 _A2 a—’
6 (x) — x" x — a"‘ 02 («) —x" x — x" ’e"(a)-a Am g-2, em (x) — x" x — x" ‘

Nm = 1 ist daher notwendige Bedingung dafür, dass Omx = x wird; diese
Bedingung ist auch hinreichend, denn aus ihr folgt

em (x)  x
nF   oFF n,F   Ap'F• • e e

und, da x' von x" verschieden ist, auch
em (a) = x.

Die Bedingung Nm = 1 oder
, ( Ta + 8 //0- 8 V _,72m 1(±1_"2-V(2)F1 =1

kann durch komplexe oder durch reelle Werte der Klammer erfüllt 
werden.

Im ersteren Falle werden die oberen Vorzeichen gelten; ausser­
dem wird (C—S\22 )<1
sein, so dass wir setzen können

a + 8 An- TT-  = COS -------52
 / Ax . . 2Ama . . 2AmN m = I cos------ ? s^n — ) = cos----------- ? s^n-------- •\ u U/ u ft

Es muss sonach, wenn A, ft keinen gemeinsamen Teiler haben, u=m 

sein; d. h. es wird c—An9) — = cos — ?2 m
wo A eine beliebige zu m teilerfremde ganze Zahl ist. Ist also 9) er­
füllt, so wird aus der Reihe x, O(x), O2(x),..die Funktion ßm(x) die 
erste sein, welche den Anfangs wert x liefert.

Wenn die Klammer reell ist, so kann sie nur die Werte — 1, - 1 
annehmen, falls eine ihrer Potenzen gleich Eins werden soll. Die An­
nahme N=—1 würde auf x‘=x" führen, was ausgeschlossen ist. Die 
Annahme N= — 1 lieferta—+8-0, 2+ßy=1,
02(x)=x, was wegen m = 2 mit der Bedingung 9) übereinstimmt.
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B) Es ist nur noch x‘ = a‘" zu betrachten. Hierfür erhält man
& + 2
2 ) #1=0;

folglich muss das obere Vorzeichen gelten und es wird:
I) &—=±2. II) «—ßy=-1.

Diese beiden Voraussetzungen ergeben leicht:

62(2)= 
es (x) =

(2 a + 1) x + 2 ß 
2ya+(2841)‘ 
(3+2)3+ 3ß 
370+(3842)‘
[m a + (m — 1)] x 4- m ß 
myx- [m d + (m — 1)]

Soll nun em(x)=x sein, so würde aus der Gleichsetzung folgen 
y224 (8—a)a-ß=0,

d. h. es müsste schon 0 (x) = x sein. Ausserdem erkennt man, dass die 
O" sich mit wachsendem m asymptotisch dem Werte nähern

Ao, («+1)2—ß. ya+(8+1)
Es hat sich somit gezeigt, dass

2 TT/a-[-d = 2cos-—, aö — ßy=lm
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür sind, dass 

em («)
die erste der Funktionen Q'u (x) wird, welche den Wert x wieder an- 
nimmt. Dabei muss A relativ prim zu m sein. Für m=-2 fällt die 
zweite Bedingung fort.

§ 176. Wir haben in § 171 die Gleichung vteu Grades 6) auf­
gestellt, welcher

9=2,+0 («,) + 02 M + • • • + e"-1 Mi9,=x,+e (x2) + 02 M + • • • + e"-1 M,

als Wurzeln zugehören. Diese Gleichung ist ohne besondere weitere 
Voraussetzungen eine allgemeine und daher, wie wir später sehen 
werden, nicht lösbar. Wenn diese Gleichung 6) jedoch dieselben 
Eigenschaften hätte, wie 1) sie besass, so würde die in den ersten 
Paragraphen dieses Kapitels angegebene Methode, durch welche wir 
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von 1) auf 6) gelangten, in ihrer Verwendung auf 6) eine neue Re­
duktion dieser Gleichung hervorrufen.

Die erste Eigentümlichkeit von 1) bestand in ihrer Irreduktibili- 
tat. Wir zeigen:

Lehrsatz IX. Die Gleichung, welche P1, 92, ... Q, zu Wur­
zeln hat, ist irreduktibel.

Wäre dies nicht der Fall, sö wäre die Gruppe von
6) pp” — s, . 1 + S, tpr~2 —... + Sr = Q

intransitiv. Die transitive, imprimitive Gruppe von 1) besteht aus 
Substitutionen von der symbolischen Form

t^6a.sr^s2^...svyv^
wobei 6a nur die P, P2, ... p, versetzt, wobei ferner

Sa == 0 (a) 62M ■ • • e"-‘ W]
ist und der Ausdruck der Substitution t im Sinne von § 73 aufzufassen 
ist. Die 6 (nicht mehr symbolisch genommen) bilden die Gruppe 
von 6); wäre sie intransitiv, so würde wegen der Form von t dasselbe 
mit der Gruppe von 1) stattfinden, d. h. es wäre gegen die Voraus­
setzung 1) reduktibel nach § 154.

§ 177. Die zweite Eigentümlichkeit von 1) bestand darin, dass 
eine ihrer Wurzeln x‘1 durch eine andere X1 rational ausdrückbar war. 
Daraus folgte, dass für x1=0(x1).

a,, e(«,), B2(), ••• em-1(a,)
ebenfalls Wurzeln von 1) werden, und dass wegena, - e" («,) = em-1 (,)
auch x, rational durch x‘ ausdrückbar wird.

Es wäre nun eine scharfumgrenzte, berechtigte Aufgabe, unter den 
x solche weitere Beziehungen aufzusuchen und festzusetzen, dass auch 
bei 6) eine Wurzel 9, rational in 9. darstellbar wird, und die Glei- chung gilt: %=!(%)•
Die allgemeinen Bedingungen hierfür sind aber wohl nicht. in über- 
sichtliche Form zu bringen.

Wir behandeln daher statt der allgemeinen Frage nur denjenigen 
Spezialfall, in welchem aus einer rationalen Beziehung, die zwischen 
cpa und 9s besteht, auch eine solche zwischen xa und Rg folgt, d. h. 
es soll

R) Rs = Rat. (xa) aus 9s = Rat. (9a) 
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sich ergeben. Dieser Fall kann völlig erledigt werden. Notwendig 
ist aber die in R) enthaltene Voraussetzung nicht. Dies zeige folgen­
des Beispiel. Es seien

n r ry •17 2) • • • "5 7
n, \ x, , \ x, , \ 02 () = x0(x1)=—O(x,)=—2—,.0(x,)=—-— X1 — 1 2 — 1 b ^5—1

die Wurzeln einer Gleichung zehnten Grades; dann wird

=% + o M - 12, •,-,+()- 62, ••1 JL •2 L
Setzen wir nun fest, dass

। 9 T X2 1 9,0 T / .—9-2 — + 2 cos— 1)O 0
wird, so ist den geforderten Bedingungen genügt; zwischen den Grössen 
91; 92 besteht die Beziehung 9, = Rat.91, aber aus dieser Beziehung 
zwischen 91 und 9, kann keine rationale Beziehung = Rat. x. ab­
geleitet werden.

Wir nehmen also R) als giltig an. Da nun
P2—T(9,)

sein soll, so erlaubt dies einen Rückschluss auf
«g - 0, («,);

es gelten demnach für 1) die beiden Beziehungen
a,=0 (x1), 32=0, (w) 5

also wird, da 6) dieselben Verhältnisse aufweisen soll,

Daraus folgt dann wieder x  e (x )
u. s. w.; d. h. alle Wurzeln von 1) sind rationale Funktionen einer 
unter ihnen; nur dann kann bei 6) das Gleiche stattfinden. Demnach 
haben wir zu setzen:

Ai) a1=0(1), R, = 0,(«,), 3 =0,(1), ••• &,= 0,— 1(3,),
Bi) P2—T(9), Ps=T(9.), P—T(),®,=T,-2(9,).

Die Existenz der Beziehungen A.) ist für die Erfüllung der Forde­
rungen Bi) notwendig, aber noch nicht hinreichend. Damit

P2=T (9.)
sei, muss 9 bei der Anwendung der Substitutionen ungeändert blei­
ben, welche 91 nicht ändern, also bei der Einsetzung von O(x.) statt 
xv Wir haben
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Jede symmetrische Funktion der Grössen O(x2), 02(X2), ... ist durch P, rational ausdrückbar und umgekehrt; bleibt daher 9, bei der Ein­
setzung von O(x1) statt X1 ungeändert, so findet dies bei jeder sym­
metrischen Funktion S der m Grössen X2, O(x2), ••• statt. Es ist 
demnachS[e, W, 00. («,), 020. W, • ■ ■] - S[e,e(c,), 00.0fe), 826,8 w, ••
Insbesondere müssen die Koefficienten der Gleichung, welche die Wurzeln 

e.W, 00. W, e-6, W,... e"-8,(,)
hat, mit den entsprechenden derjenigen Gleichung übereinstimmen, 
der die Wurzeln

e,0(a,), ee,e(2,), e2e,0(«,),...e"-le,e(a,)
zugehören. Beide Reihen stimmen daher in ihren Elementen überein,undeswird e,e(,)-e"-8,()
werden. Dies ist notwendig, damit 9,=t(p1) sei; es ist hierfür auch 
hinreichend. Denn unter dieser Voraussetzung wird e,e(0,)+ee,9(2,)+02e,e(0,)4...=@60,(6,)+04,+10,(0,)+.1+04,—10,(2,)= öl W +00, (a) + 020, (2,)+..= ®a, 
so dass P2 wirklich bei der Substitution von 6^) statt X, ungeändert 
bleibt. Da mit P3, P4, ... 9, dasselbe stattfindet, so erhalten wir die 
Reihe von Bedingungen
Ä2) 6,e(c,)-@*8,(,), Ö26(^) = 0^02(^), e,e(«,)=6*0,(2,) ... 

und wissen, dass die Erfüllung von AJ und A2) notwendig und hin­
reichend dafür ist, dass die Gleichungen B.) auftreten.

Damit ist die Frage aber noch nicht abgeschlossen, denn die 
Gleichung 6) soll, um die Reduktion bis zu Ende zuzulassen, dieselben 
Spezialitäten besitzen wie 1). Wir müssen also A2) in eine neue For­
derungsreihe für 6) übertragen:

B2) T,T(9,)=tT (91), T2T(9)=t®T(),.;
somit werden den Wurzeln x1, 21, ... von 1) neue Bedingungen auf­
erlegt werden müssen. Es istP = t (^i) -2+0 (%) +...=e, +00, (^x) + ...,

Ps —T (91) = «s + ö (aa) +... — 8,(3,) 4- 6 0, (^) +...
Verwandelt man also in dem Ausdrucke

91=01-6 (^) 4- 02(x1) 4-...
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X, in 0 (x1), so geht 9. in t(91), und verwandelt man X, in O,(31), so 
geht 9. in t,(91) über. Führt man dies in den beiden obigen Glei­
chungen durch, so entstehtt, t (•,) = e,e, (g,) +00,0, (®j) + e20,0, (»]) + ...,

= tt (•1) = fli’W + 00,2(x1) + 020,2(a,) + ■ • • >
tß, (91) - 0,8, (x,) + 6 V' («1) + 020,8 W+• ■ ■,

(9,) - 8,8 0, («,) + 0 6/. 8, («,) + 6’0/' 02 (2,) +...
Infolge von B2) muss also sein

e, öi (^i) +06,e, (2,) 6,P 6, (c,) + 0 6,", 6, («,) +...
Wir werden die Gleichheit der einzelnen Glieder links und rechts 
nachweisen. Unter S verstehen wir eine beliebige symmetrische Funk­
tion von m Grössen und setzen:

%2=S[x2,0(x2), 02(x2),...]=S[0,(21),00,(a1),...],
Va = S [s , 0 (Ca) , 02W S [02 (21), 0 02 (31)

Dann gehören und 9. zu derselben Gruppe; ebenso , und P, zu 
einer und derselben und auch 73 und 93. Da aber P,, 93 rational in 
o, sind und umgekehrt, wie sich aus dem ersten Teile dieses Para­
graphen für die Grössen X1 und x‘1 ergab (S. 199), so werden P1, P2, 
P, zu derselben Gruppe gehören; folglich ist dies auch bei 7, 2, 73 
der Fall, und wir erhalten die Gleichungen, in denen das Argument 
x, unterdrückt ist, %=0(1), %a= 0,(%),

% = x M, •=V (00 = % (%) =XP, (0i), •,=x (9s).
Verwandelt man in der Gleichung

%s = ^i (w,) = % M —XT (9,)
X, in x, und damit P. in P2 = T(91), in , = 0 (1), so entsteht00,0(w,)=x[KT(,)].
Ebenso erhält man durch geeignete Substitutionen

coß0,(w,)=x[t®E(9.)],
so dass aus der Gleichheit der rechten Seiten dieser beiden letzten 
Gleichungen, welche gemäss B2) bestehen soll, der Schluss zu ziehen 
ist, dass , , G1 (%1)
sein wird. Geht man auf die Bedeutung der co zurück, so folgt, dass

s[e, 0i W, 0 02 0i W, 02 02 0i W,... en-I e, 0i
= S[0,80,(2,),00,80,(3,),020,80,(x), ... e"—10,80,(x,)] 
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ist. Nimmt man für S die elementaren symmetrischen Funktionen, 
so folgt auch genau wie oben die Übereinstimmung der Elementen- 
reihe e,0,(«,), ee,0,(a,), 620,0, (w,), ... em-1e,e,(a,) 
mit 00,P8,(a,), 820,80,(2), ..6"18,80,(«), 
abgesehen von der Aufeinanderfolge. Insbesondere erhält man 

8,0,(m,)-er8,*0,(a,).
Diese Bedingung reicht für die in B2) geforderte Gleichung

aus, denn man hat E,t(9i)=t(P)
,t(9,)= e, 0,(2,)+0 e, e, t®t(9) = + 820,68,(4,) + ...

Es sind also die Gleichungen
A3) 6,8,(2,)—er-8,2-8,(«), 6,0,(a)—er8,*8,(,), ...

notwendig und hinreichend, um die Gleichungen B2) nach sich zu ziehen.
Die Übertragung der durch A3) für die Wurzeln von 1) aus­

gesprochenen Eigenschaften auf die Wurzeln von 6) giebt zu einer 
neuen Forderungsreihe Anlass

Ba) TT, (9) = T*,°T2 (•,), T3" (9,) - t*t,°Ta (91), ...
und an diese knüpft sich das weitere Raisonnement in derselben Weise 
an, wie oben an B2). Die Ableitungen und die Resultate wiederholen 
sich und man sieht:

Lehrsatz X. Damit die Gleichung 6), von welcher die Resol- 
vente 91 abhängt, dieselben Wurzelbeziehungen besitze und 
also dieselben Reduktionen erlaube, wie die ursprüngliche 
Gleichung 1), ist es hinreichend [und unter der Voraussetzung R) 
auch notwendig], dass man für die Wurzeln von 1) habe:

Ai) R,, 0(«,),
As) 0,0(31)= 0"0,(x), 0,0(&,)=0*0,(a), ...,Aa) 6,0,(41)=0*0,*0,(4,), 6,0,(«,)—0*8,"0,(a,), ...

§ 178. Wir stellen die Gruppe einer so definierten Gleichung her.
Da die Gleichung 1) irreduktibel ist, so wird die Gruppe der­

selben transitiv sein. Da alle ihre Wurzeln durch eine unter ihnen 
rational darstellbar sind, so ist ihr Grad gleich ihrer Ordnung (§ 154).

Wegen der Transit!vität giebt es Substitutionen
s, welche in O(x,), 0,(x1), O,(x,), ...

umwandeln. Dann werden die Produkte
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s,.s, S2-s, S2-8,, Sg.8,, •••5 •••
das Element in

6,9(*1), 6,0(6,),...; 0,0, (2,), 0,9, («,), ...
und die Produktes®§,, s®82, s®*s,"82, s*s,*8,.;...
werden dasselbe Element X. in8" 8,(2,), 6**0,*9,(2,), 8**6,"8,(6),.;...
umsetzen; wegen der Bedingungen A2), A3), ... üben also
s,s und s®S,, s,s und s®2S,...; s,s, und s®as,V2S,, s,s, und sßasYas,... 
auf X1 denselben Einfluss aus. Bei den Gruppen 9, mit denen wir es 
hier zu thun haben, bestimmt die Umsetzung eines Elementes bereits 
die gesamte Substitution (§ 90); daher istA2) s,s=ss,, S2s=s082, ...As) S28,— s*8,782, S,S,= s%8,788, ...
Umgekehrt kann man aus der Transitivität schliessen, dass die Glei­
chung irreduktibel sei; aus dem Umstande, dass ihr Grad ihrer Ord­
nung gleich ist, folgt die Eigenschaft der rationalen Darstellbarkeit 
aller Wurzeln durch eine einzige; aus den Beziehungen A2), 43), ... 
lassen sich die Beziehungen A2), A3) ableiten.

Als Beispiele für solche Gruppen mögen folgende beiden dienen:
I) s = (x0 a, &2 X^ Xq X^, s, = (Xq x^) (a, C1) (Ka R6) (x3 x^;

zwischen diesen Substitutionen herrscht die Beziehung
s,s=s3s.

II) Es sei p eine Primzahl, a gehöre zum Exponenten r (mod.p); 
dann geben

S, = (a , 0, X1 X1 , p — 1) (X2 , 0, C2,15 • • • X2 , p — 1) • • • (ar, 0, xr, 1, • • • Xr, p — 1),

S, = (X1,0, R2,0 5 • • • Gr, o) (X , 1 , G2 3,, a 1) • • •. . . (X1 , p — 1, X2, (p — 1) a, • • • Xr^ (p  i) ar 1)

eine Gruppe von der verlangten Beschaffenheit. Es wird nämlich
S,S die Wurzel xm^n in Xm+1,an-1,
S1"‘S2 » „ Xm,n » Rm—1,an—ax,

umwandeln. Bestimmt man demnach &1 durch die Kongruenz 
ac,=1 (mod.p), 

so ist
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§ 179. Wir stellen jetzt folgende Definition auf:*

* C. Jordan: Traite etc., § 402.
** Abel: Oeuvres completes, I, Nr. XI; p. 114 —140.

Definition. Sind alle Wurzeln einer Gleichung rationale 
Funktionen einer einzigen x., und sind die rationalen Be­
ziehungen derart, dass, wenn, 0, (x); 0,(31),..0,-1 (31)
die n Wurzeln bedeuten, dann die Gleichungen0a0,(x,) = 0,0a (x,)
bestehen, so heisst die Gleichung eine „Abel’sche Gleichung“.

Es folgt nun weiter:
Lehrsatz XI. Abel’sche Gleichungen sind algebraisch auf­

lösbar.**
Wie wir sehen, bilden die Abel’schen Gleichungen, abgesehen 

von der im vorigen Lehrsätze X) vorausgesetzten Irreduktibilität, 
einen Spezialfall der dort behandelten Gleichungen. Sobald daher 
nachgewiesen ist, dass jeder irreduktible Faktor einer Abel'- 
sehen Gleichung, gleich Null gesetzt, wiederum eine Abel'- 
sehe Gleichung liefert, haben wir die Richtigkeit des neuen Lehr­
satzes dargethan. Es seien fi(«), f(«)
zwei irreduktible Faktoren des Polynoms der vorgelegten Abel’schen 
Gleichung; der erste möge, gleich Null gesetzt,R) G,, 0,(3,), 0,(3,), ••• e,-1(x,)
als Wurzeln besitzen, während 9(x1) eine Wurzel des zweiten sei. 
Dann liefert der erste von beiden Faktoren, gleich Null gesetzt, sicher 
eine irreduktible Abel’sche Gleichung. Nun habenf.(c)-0, f,[9(«)]-0
eine Wurzel gemeinsam, nämlich x1; folglich hatf(x) auch zu WurzelnR) 9(«,), 9[8,(c,)],
und diese gehen, wenn man die Gleichungen der Voraussetzung an­
wendet, inR") 9(2,), e,[9(,)], e,[9(,)1,..e,-1[9(a,)]
über. Alle diese Wurzeln sind demnach rationale Funktionen der einen 
9(x1). Für diese gilt ferner, ebenfalls nach den Gleichungen der Vor- aussetzung e.e, [9 —e,9 [e. («,)]  e,8. [9 («,)].
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Es ist nur noch, zu zeigen, dass die Elemente der Reihe R) auch alle 
Wurzeln von f2(2)=0 erschöpfen. Jedenfalls bleibt eine symmetrische 
Funktion der Elemente von R‘) oder R) für alle Substitutionen un­
geändert, welche die symmetrischen Funktionen der Elemente von R) 
nicht ändern. Die ersteren Funktionen sind also durch eine der letz­
teren rational darstellbar. Mit den Koefficienten von f1 (x) sind dem­
nach auch die von

10) {a—9(2,)} {a—0,[9(a,)]) ••• {a—e,-1[(a,)]1=0
bekannt. Da f(x) irreduktibel ist, so liefert 10) wirklich alle Wurzeln 
vonf(x)=0; diese sind also sämtlich in R) enthalten. Ob 10) irreduk- 
Übel ist, kann wegen der Unbestimmtheit von 9 nicht behauptet werden.

Es zerfällt also die Abel’sche Gleichung in irreduktible Abel’- 
sehe Gleichungen, deren Grade sämtlich gleich demjenigen oder Teiler 
desjenigen Grades sind, der zur Gleichung f1(x1)=0 gehört.

§ 180. Aus der Definition Abel’scher Gleichungen und den Re­
sultaten von § 178 folgt, dass die Substitutionen s, s15 S, ..., einer 
irreduktiblen Abel’schen Gleichung eine transitive Gruppe von gegen­
einander vertauschbaren Substitutionen bilden, und dass umgekehrt 
durch eine transitive Gruppe mit vertauschbaren Substitutionen eine 
irreduktible Abel'sche Gleichung charakterisiert wird.

Ersichtlich ist ferner, dass, wenn G die Gruppe einer irreduktiblen 
Abel’schen Gleichung ist, und wenn r derart isomorph zu G an­
genommen wird, dass jeder Substitution von G nur eine Substitution 
von F entspricht, dass dann auch r die Gruppe einer Abel’schen 
Gleichung werden wird. Denn entsprechen die Substitutionen sa, ss 
von G den Substitutionen 6s von I, so werden

SaS^ und s^sa und 6ß6a
einander entsprechen. Da ferner saSß = s^sa ist, und da zu jedem s nur 
ein 6 gehört, so wird - - -° ’ O«°sF°s°a
Folglich ist r die Gruppe einer Abel’schen Gleichung.

§ 181. Das System sämtlicher Wurzeln einer Abel’schen Glei­
chung erfüllt die Voraussetzungen, welche in den Untersuchungen von 
§§ 131 — 133 gemacht wurden.

Man kann sie daher in folgendes System bringen:
e," e,*0," ... e,"a (^) (,-0,1,2,..n-1),

n1n2n3 ...n=n,
worin jede Wurzel ein, aber auch nur ein Mal dargestellt wird. Die 
Zahlen n,, ... sind so beschaffen, dass eine jede derselben durch 
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die folgende teilbar oder ihr gleich wird, und dass es die kleinsten 
sind, welche respektive

e," (x,) = x, > 0," (x)=R,, • • • 0," (x,) = x,
liefern. Bezeichnet man diejenige Substitution der Gruppe unserer 
Abel’schen Gleichung,1 welche x in Oa(x1) umwandelt, durch sa, so 
ist sa eine eindeutig bestimmte Substitution. Es können dann die 
Substitutionen der Gruppe gleichfalls in ein System gebracht werden 

(h,=0, 1? 1),n,n2n3 .. .nk = n^
wo jede Substitution ein und auch nur ein Mal dargestellt wird und, 
entsprechend den Eigenschaften der 0, auch

s,",=1, s,"=1,...s,"*=1
sein muss. Die Zahlen n1, n2, ... nk sind dieselben, welche oben bei 
den 0 auftraten.

Wir nehmen nun, um eine Resolvente zu bilden, 

(,=0,1,...n,-1), 
h2 , h3 , •• • hz

und stellen eine cyklische Funktion auf, in welcher 01 eine primitive 
n.te Einheitswurzel bedeuten soll,
% (a,) = [v, (,) + w, («,) + 0,‘0,2v, (2,) + • • • + ,"-10,"-’, (2,)]",. 
Dann bleibt X1(a1) für die Gruppe der Gleichung ungeändert. Denn 
für die Substitutionen der Untergruppe

Gg) G2= {s2, S3, ••• S2}
ändert sich »1(x) nicht; für die Potenzen von S, geht »1(x1) respek-

tive in 6,0,(2,), 8,80,(2,), ••• e,"-1v,()
über, was auf den Wert von X keinen Einfluss hat. Folglich ist X 
durch die Koefficienten der gegebenen Abel’schen Gleichung und 
durch 0, rational darstellbar. ist demgemäss nach Lehrsatz IV) 
als Wurzel einer „einfachsten“ Abel’schen Gleichung darstellbar. Mit 
w sind alle Funktionen bekannt, die zu der Untergruppe G, von G 
gehören.

Setzt man weiter

ha,-. h
und bildet man die cyklische Resolvente

%1,2(,)=
[, 2 (x,) + 0,0,*1, 2 (a,) + 0,20,2+1,2 (a,)
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in welcher 0, eine primitive ngte Einheitswurzel bedeuten soll, dann 
bleibt die Funktion X1,2 für die Gruppe G, ungeändert, und ist also 
rational durch v darstellbar. Denn für die Substitution der Gruppe

Gg) Gs =(s,S4,... Sa }
bleibt 71,2 ungeändert und die Potenzen von s, rufen nur die Werte 

0,11,2, 0,21,2, ...
hervor. Man kommt daher durch die Anwendung des Lehrsatzes IV) 
von % auf %1,2 durch die Auflösung einer „einfachsten“ Abel’schen 
Gleichung des Grades A2.

Allgemein können wir, wenn

»,2,..,- 2 e, + 1+1 • • • e, («,)hy—1. ■ •
und, unter Einführung der primitiven n,ten Einheitswurzel co,,, 

X1,2,..,=[v, 2,...,+0,0,11,2,...,+ 0,20,21, 2,..+...+ 0,",-1 0,"y- 1», 2,...v]"y
gesetzt wird, die Berechnung von 71,2,...v auf diejenige einer ähnlich 
gebildeten Funktion —1,2, ... ,=1 - 2 0vlv . . . hy ■ • •
mit Hilfe einer solchen „einfachsten“ Abel'schen Gleichung zurück­
führen, wie sie im Lehrsatz IV) definiert werden.

Man erkennt daher durch die Fortsetzung dieses Verfahrens:

Lehrsatz XI. Ordnen sich die n Wurzeln einer Abel’schen 
Gleichung in das System

e,"0,**...0,*(2,)  (h,=0, 1, 2, ... ni-C)

* L. Kronecker: Berl. Ber. Nachtrag z. Dezemberheft 1877, p. 846 — 851.

n1.92.%2-..n,=n,
so kann man die Lösung derselben durch diejenige von k 
„einfachsten“ Abel’schen Gleichungen von den Graden
1 • 1 , n, 5 n, 5 n, , ' •  Mz*bewirken*  ‘ 3’

§ 181. Die Behandlung irreduktibler Abel’scher Gleichungen kann 
noch nach einer anderen Methode durchgeführt werden, zu deren Aus­
einandersetzung wir jetzt übergehen:

Lehrsatz XII. Die Lösung einer irreduktiblen Abel’schen
Gleichung vom Grade n = ..., wo D1, ... die verschie-
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denen Primzahlteiler von n bedeuten, kann auf die von irre- 
duktiblen Abel’schen Gleichungen der Grade p.%,, 22%2, ... re­
duziert werden.

Den Beweis*  knüpfen wir an die Betrachtungen der Gruppen­
eigenschaften; der Einfachheit halber nehmen wir an.

* C. Jordan: Traite etc. §§ 405 — 407. 
Netto, Substitutionentheorie.

Da auch die Ordnung der Gruppe r = n ist, so ist die Ordnung 
jeder ihrer Substitutionen ein Teiler von n, also von der Form p.“p,“2; 
eine jede Substitution kann demnach aus einer Kombination ihrer 
22"2ten Potenz (welche die Ordnung p.° hat) und ihrer p.“ten Potenz 
(welche die Ordnung p2^ hat) zusammengesetzt werden. Folglich er­
hält man alle Substitutionen der Gruppe G, wenn man alle diejenigen 

t‘, 4, t... t,
deren Ordnung eine Potenz von 21 ist, mit allen denjenigen 

+1/ +11 +11 +11•1) • 2? • 3, • • • Ur
kombiniert, deren Ordnung eine Potenz von p2 ist. Alle Substitutionen 
von G haben somit, da alle t unter einander vertauschbar sind, die 
Form

Die Ordnung des Produkts in der ersten Klammer ist eine Potenz 
von 21. Denn es wird

t!p®, ... - (t tß'. .)p." = 1
werden, so dass die Ordnung der Klammergrösse ein Teiler von p^ 
ist. Zwei Substitutionen

und
sind von einander verschieden, wenn nicht die beiden Klammern ent­
sprechend gleich sind. Denn aus der angenommenen Gleichheit folgt 

(ea ( t, .. -)-1 - (e f'.. .)I (e! d”...),
und da die Ordnung der linken Seite ein Teiler von p^^ die der 
rechten Seite ein Teiler von p2a^ ist, so muss dieser Teiler gleich 1 
sein; daraus folgt das Behauptete.

Die Anzahl der Substitutionen s ist gleich n = p^p^. Da nun 
die Substitutionen t‘ eine Gruppe bilden und da jede Substitution der 
Gruppe als Ordnung p^ hat, so wird die Ordnung der Gruppe selbst 
p," zu setzen sein (§ 43). Ebenso wird die Ordnung der aus den 
t" gebildeten Gruppe gleich p^. Dann folgt aus

14
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n = p.“12,°2 = p1m1222, 
dass = m2 = a2 ist.

Es sei nun p eine zur Gruppe der t" gehörige Funktion; dann 
hat sie Werte und hängt von einer Gleichung des Grades prai ab, 
deren Gruppe durch die t' gebildet wird oder, wenn man will, durch 
eine aus den Werten von 9 als Elementen gebildeten Gruppe, welche 
der Gruppe der t' isomorph ist (vergl. §§ 156 und 180). Diese Glei­
chung ist demnach eine Abel’sche.

Ebenso hängt die zur Gruppe der t' gehörige Funktion 3 von 
einer Abel'schen Gleichung des Grades p^ ab.

Denkt man sich g und 7 berechnet, so wird 
x=c‘o+ß‘v

zur Gruppe 1 gehören. Durch % sind also alle rationalen Wurzel- 
funktionen rational darstellbar; speziell sind es die Wurzeln selbst. 
Damit ist der Satz bewiesen.

§ 182. Lehrsatz XIII. Die Auflösung einer irreduktibeln 
Abel’schen Gleichung vom Grade pa kann auf die Lösung 
einer Reihe Abel’scher Gleichungen zurückgeführt werden, 
deren Gruppen nur Substitutionen der Ordnung p und der 
Ordnung 1 enthalten.

Es sei Gr die Gruppe einer solchen Gleichung. Die Ordnung 
einer jeden Substitution von Gr ist eine Potenz von p. Es möge pl 
die Ordnung derjenigen Substitutionen sein, deren Ordnung ein Maxi­
mum ist. Dann bilden diejenigen Substitutionen von Gr^ deren Ord­
nung nur bis p2-1 aufsteigt, eine Gruppe H. Denn, wenn t, t, zwei 
von diesen Substitutionen sind, so wird wegen der Vertauschbarkeit 

(tt)2-1=t,p-1tp-1= 1
werden, so dass tt dieselbe Eigenschaft besitzt, wie t und t2 einzeln.

Es möge jetzt p eine zu H gehörige Funktion sein; wenn pa die 
Ordnung von H ist, wird 9 eine pa~a-wertige Funktion sein und 
demnach von einer Gleichung des Grades pa~a abhängen. Wendet 
man auf 9 eine Substitution T von G an, die nicht auch in H ent­
halten ist, so wird 9 hierfür nur p Werte annehmen, weil tP in H 
vorkommt. Die Substitutionen unter den Werten von 9, welche durch 
G entstehen und welche eine zu G einstufig isomorphe Gruppe bilden 
(§ 156), haben deshalb sämtlich die Ordnung p. Man kann, wie im 
vorigen Paragraphen, aus dem Isomorphismus den Schluss ziehen, dass 
die Gleichung, zu der 9 gehört, eine Abel’sche Gleichung ist, denn 
ihre Gruppe ist die soeben konstruierte, die zwischen den 90 besteht.
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Kennt man 9, so reduziert sich die Gruppe Gr der gegebenen 
Abel’schen Gleichung auf H. Wir bezeichnen mit H. die Gruppe der­

jenigen Substitutionen von H, deren Ordnung den Grad p2—2 nicht 
überschreitet, mit 9. eine zugehörige Funktion, und erkennen dann 
wieder, dass 9, aus 9 durch eine Abel’sche Gleichung vom Grade 
pa~“ gefunden werden kann, deren Gruppe nur Substitutionen von 
der Ordnung p enthält u. s. f.

§ 183. Lehrsatz XIV. Die Auflösung einer irreduktiblen 
Abel’schen Gleichung vom Grade pa, deren Gruppe nur Sub­
stitutionen der Ordnung p und der Ordnung 1 enthält, lässt 
sich auf diejenige von & irreduktiblen Abel’schen Glei­
chungen des Grades p zurückführen.

Obgleich dieser Satz, als Spezialfall des in § 180 abgeleiteten, 
schon bewiesen ist, wollen wir ihn dennoch mit Hilfe der zuletzt be­
nutzten Methode nochmals verifizieren.

Sei S eine Substitution der Gruppe G der vorgelegten Abel’schen 
Gleichung; dann ist die Ordnung von s, gleich p^ ferner sei s, eine 
nicht unter S,, s,2, 1 enthaltene neue Substitution von G.
Dann ist S,.S,= S.S,; demnach enthält die aus s, und s, gebildete 
Gruppe H,={s, S,) höchstens p2 Substitutionen. Sie enthält auch 
wirklich so viele, falls aus die Gleichheiten a=, b = ß
sich ergeben. Wäre s,"s=s,"s,®, so wäre auch s,ß—b=sa—«. Für 
jedes von 0 verschiedene ß—b kann man eine Zahl m so bestimmen, 

m(8—b)=1 (mod. p.)
wird. Man erhält dahers, = s2m^~b^ = s,m(a—a).
Dies ist unmöglich. Also musste ß = b und a — a sein.

Ist a>2, so sei S3 eine nicht unter den p2 Substitutionen der 
Form sPsJ enthaltene neue Substitution. Da s.s,=s,s,, S,s,=s,s,, 
so enthält Ha={s1, s2, S,} höchstens n3 Substitutionen. Sie enthält 
auch wirklich so viele, falls aus s2bs3c = s./die Gleichheitena b = ß, c = y sich ergeben. Es würde aus jener Gleichung folgen 
s37~c = Sia~tts2~^ u. s. w. ganz wie oben.

Geht man in dieser Art weiter fort, so erkennt man, dass alle 
pa Substitutionen in die Forms,2s,2 ... sa}^ (a,=0, 1, ... p - 1)
gebracht werden können, wobei eine jede ein und auch nur ein Mal 
auftritt (vergl. § 180). Wählt man nun zu Resolventen

14*
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Pa (x , X2 , ... xn) zu
Pa — 1 (x, , X, , • • • Xn) „

P1 (X1 5 32, • ’ • 3n) zu H 1 — { S2 , 3,...}
gehörig, so hängt jede derselben von einer Abel’schen Gleichung des 
Grades p ab. Die Wurzeln der gegebenen Gleichung des Grades pa 
sind durch 9,P,...Pe rational darstellbar, da zu

1=ß,•+ß,9+..+ ßaPa
die Gruppe 1 gehört (vergl. § 174).

§ 184. Die pa Wurzeln einer derartigen Gleichung können durchGz, ,6,..Eu (22 —0, 1, 2,p 1)
bezeichnet werden. Es sei X;,d,...die Wurzel, welche s^182^ ... s^a 
auf xZ1}^_..Za folgen lässt. Dann wird

s,5 s," ... sa’a . s,S s,6 ... sja = s,° +$ s,4+5 ... s^a +§a
(wegen der linken Seite) auf X,,,2,,...20 diejenige Wurzel folgen lassen, 
durch welche s,s1. ... safc die Wurzel c ersetzt; wegen der rechten 
Seite ist dies X;+E,,+E,...+E; folglich ersetzt die beliebige Sub­
stitution s,S s, ... saia das beliebige Element

durch 24+6,6+6.+,
d. h. man erhält in der analytischen Darstellungsweise der Substitu­
tionens,2s,*...saa=121,22,..a 2,+k,,22+k2,..2+ka (mod.p).

Die Gruppe einer Abel’schen Gleichung vom Grade pa, 
deren Substitutionen sämtlich die Ordnung p besitzen, wird 
durch die arithmetischen Substitutionen des Grades pa 
(mod.p) gebildet.

§ 185. Wir wollen endlich den Übergang von den Untersuchungen 
dieses Kapitels zu den spezielleren Fragen des vorhergehenden machen.

Wir verstehen unter n eine beliebige ganze Zahl und unter a 
2

den Quotienten —, dann genügen bekanntlich die n Grössen
cosa^ cos2a1 cos3a^ ... cosna

einer Gleichung, deren Koefficienten rationale Zahlen sind. Diese 
Gleichung lautet:

C) xn — !na"-2+1 "-",3 xn—^_ ...= 0.
Setzen wir x = cosa, so wird für ein beliebiges ganzes m7 • •
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cos ma = O (cos a),
wobei 6 eine ganze Funktion bezeichnet. Versteht man ebenso unter 
Oleosa) den Wert cosrn^i, so erhält man, wenn man in der vorigen 
Gleichung mra statt des Argumentes a einsetzt, die Gleichung

cos (m .m,a)=0 (cos m, a)=00, cos a.
Ebenso findet man, wenn in 0, cos a = cos m a das Argument a durch 
ma ersetzt wird, das Resultat

cos (m. .ma) = 0, (cos ma) = 016 cos a.
Folglich findet für die Wurzeln von C) die Beziehung statt, dass alle 
durch eine einzige unter ihnen rational ausdrückbar sind und dass

Oi 6 (x,) —00 (x1) («, = cos a)
wird. Die Gleichung 0) ist also eine Abel’sche Gleichung. Daher 
kann man 2%

cos a = cos —•1 n
algebraisch bestimmen. Wir haben hier ein Beispiel für § 179.

§ 186. Es sei jetzt n eine ungerade Primzahl n=2v-1, dann 
werden die Wurzeln der Gleichung C) folgende sein:

cos 2 T
2,-1’

4m
COS —---, » ’ • • cos2 v 4-1

4va201’ cos2x.
Da hier die letzte Wurzel = 1 ist, so ist die Gleichung C) durch x— 1 
teilbar. Die anderen Wurzeln werden einander paarweise gleich, nämlich

2ma (2v—1—m)2
cos ,-- TA = cos ----o ~ i i -------2 v fi- 1 2v + 1

Folglich kann man eine Gleichung mit rationalen Koefficienten aus C) 
ableiten, deren Wurzeln die folgenden sein werden:

4x 2 v %
cos ö--- TA ’ cos 9--- TA ’ * ‘ ’ cos -'2—1 2v-l 2v + l

Diese Gleichung hat die Form
CJ ,a-1- (v- 1)a"—2- 1(»- 2)a—5+1 —— 9—3 a‘-4 

. (v — 3) (v — 4) „
1 N___ / k____ / /ytV- 3  . - ()I 32 1.2 " U

Wir führen nun folgende Bezeichnung ein:
2cos a——— = cos a = x;2 v 4~ 1

dann hat man nach dem Obigen
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2mcos -—, =0(2) = cos m a,2 v + 1
so dass der Gleichung C1) auch durch die Wurzeln

ö2H, ...
genügt wird. Da für jeden Wert von a die Beziehung herrscht

cos ma = 0 (cos a),
so folgt hieraus der Reihe nach

02 (cos a) === cos m2 a, 08 (cos a) = cos m3 a, ...
O" (cos a) = cos mua, ...

und die Wurzeln a, O(x), 02(x),... treten unter der Form auf
cosa, cosma, cosm2a, cosmza^ ... cosm^a^ ...

Verstehen wir nun unter g irgend eine primitive Wurzel mod. (2v—1), 
so werden die v Glieder der Reihe

R.) cosa, cosga, cosg2a, ... cosgv~l.a
von einander verschieden sein. Denn aus der Gleichung 

cos gaa = cosg^ a, aß, 
in welcher a und ß kleiner als v sind, würde folgen 

gaa = +g^a-\- 2kx, 
2m

und wenn man für a seinen Wert ——einsetzt, 2 v + 1
ga=-±gts + lz(2v-]-V), 

g®g=g®(g ®+1)-k(2v+1).
Dividieren wir diese Gleichung durch und multiplizieren mit g®—ß— 1, 
so finden wir hieraus die Kongruenz

g2^— P—1 mod. (2v + l).
Weil jedoch 2(c—ß)<2v ist, so ist diese Kongruenz unmöglich. In­
folgedessen muss cosgaa von cosg^a verschieden sein.

Ferner ist cosgva = cos a-,
denn man hat g2‘—1=(g‘—1)(g‘—1) gleich einem Vielfachen von 
2 v + 1; also ist einer der beiden Faktoren durch die Primzahl 2v-1 
teilbar und für eins der beiden Vorzeichen gilt die Gleichung 

g‘=±1+1(2n+1),
und somit ergiebt sich auch die Beziehung

cos gv a = cos [± 1 —k . (2 v — 1)] <2 = cos (±a + 2 nk) = cos a. 
Hieraus erkennt man, dass die v Wurzeln der Gleichung C,) durch 
die Reihe RJ oder durch
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«, e(), 82(), ...e-’(a)
geliefert werden, während 0‘(x)=x wird. Die Gleichung CJ ist also 
algebraisch lösbar. Wir haben hier ein Beispiel für § 172.

Setzt .man v=n,.%....n0, so kann man den Kreisumfang in 
2 v + 1 gleiche Teile teilen durch die Lösung von c Gleichungen der 
Grade n,, n2, ... nM. Sind n,, ng, ... nM zu einander prim, so sind die 
Koefficienten dieser Gleichungen rationale Zahlen (§ 173).

Ist v = 2a, so erhält man den Satz über die Konstruktion regu­
lärer Polygone, mit Hilfe von Zirkel und Lineal.

Zwölftes Kapitel.
Gleichungen, bei denen rationale Beziehungen 

zwischen drei Wurzeln bestehen.
§ 187. Nach der Behandlung einiger Gleichungen, bei denen 

alle Wurzeln rationale Funktionen einer einzigen sind, liegt es nahe, 
solche Gleichungen zu untersuchen, bei denen alle Wurzeln rationale 
Funktionen von zweien unter ihnen sind. Wir betrachten nur irre- 
duktible Gleichungen dieser Art. Es sei38 =9 (1, a2), 3,= 94(21, &2), ••• 2,= Qn(a1, «2);
dann wird eine Substitution, welche die beiden Elemente X1, X, un­
geändert lässt, überhaupt kein Element ändern.

Ist sa eine beliebige Substitution der Gruppe der Gleichung, und 
s’a eine andere, welche X1, x, in derselben Weise versetzt, wie sa es 
thut, so wird s‘a.sa1 weder X, noch X, bewegen, also gleich 1 sein; 
d. h. es wird s'a = sa.

Sind S, S2, ... sr alle Substitutionen der Gruppe G, so können 
wir eine Tabelle entwerfen, in deren erster Zeile

s,, S2, Sg, • ■ • Sr
stehen. Nun giebt es n(n— 1) verschiedene Möglichkeiten der Um­
setzung von X1 9 X, unter den n Elementen X, 5 X2 7 • • • xn. Ist eine 
dieser Umsetzungen in jener ersten Zeile noch nicht vertreten, d. h. ist 
Y<n(n— 1), so sei t eine beliebige Substitution, welche diese neue 
Umsetzung hervorruft. Dann werden

2S1 t2S2; 2S3,... ta Sr
Umsetzungen von 31, X2 liefern, die sämtlich von einander verschieden 
sind und von denen keine auch der ersten Zeile angehört. Ist 2. r
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noch <n(n—1), so giebt es eine neue Umsetzung von a., x, die in 
keiner der beiden Zeilen vorkommt. Wir bilden eine beliebige Sub­
stitution t3, welche diese Umsetzung liefert, und konstruieren

t3S2, hS3l ••• tzSr

als dritte Zeile unserer Tabelle u. s. w., bis alle n(n— 1) Möglichkeiten 
erschöpft sind. Daraus sieht man:

Lehrsatz I. Die Ordnung der Gruppe einer irreduktiblen 
Gleichung nten Grades, bei der alle Wurzeln durch zwei unter 
ihnen rational darstellbar sind, ist ein Teiler von n(n—1).

§188. Wir fügen zu den bisherigen Annahmen über unsere Glei­
chung

1) f(G) = 0

noch die hinzu, dass ihr Grad gleich einer Primzahl sein soll.
Definition. Eine irreduktible Gleichung eines Primzahl­

grades, deren Wurzeln sämtlich durch zwei unter ihnen ratio­
nal ausdrückbar sind, heisst eine Galois’sche Gleichung.*

* Ev. Galois: Oeuvres mathematiques, herausgegeben von Liouville im 
11. Bande des Journal de mathematiques pures et appliquees, 1846; p. 381 —444.

Es sei p der Grad von dann wird die Ordnung der Gruppe 
ein Teiler von p(p— 1) sein. Da f(x) = Q irreduktibel ist, so ist G., 
die Gruppe von 1), transitiv; deshalb ist ihre Ordnung durch p teilbar, 
und Gr enthält (§ 48) eine Substitution der Ordnung p. Es sei dies s. 
Käme äusser den Potenzen von s in G noch eine Substitution t der 
Ordnung p vor, so würden alle s01^ von einander verschieden sein. 
Denn aus sats_satb
würde folgen . ,° sat=tbs/P;
und wenn man, was stets möglich ist, r durch die Kongruenz 

r(b—ß)=1 (mod. p) (B i b)
bestimmt, so folgt aus der vorigen Gleichung durch Erhebung in die 

-rte Potenz t=s(a—a)r.
Es wäre also, was ausgeschlossen werden muss, t eine Potenz von s. 
Demnach bildeten die s®tß bereits p2 von einander verschiedene Sub­
stitutionen, während die Ordnung von Gr nur ein Teiler von p^p — 1) 
sein sollte. Es können also in Gr äusser den Potenzen von s keine 
Substitutionen der Ordnung p vorkommen.

Wir untersuchen, ob Gr noch andere Substitutionen enthält, welche 
alle Elemente umsetzen. Transformiert man eine Substitution pter 
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Ordnung s durch irgend eine Substitution 6 von G, so wird s sich in 
eine seiner Potenzen umwandeln müssen; es wird also

o—1so= s2.
Angenommen, es führt 0 das Element X, in xa über, dann wird 6 
das Element x, in x3 in Xa+22, ... in Xa-(—12 überführen. 
Dabei bleibt aber in o das Element für welches

y=c—(y—1)2 (mod.p),
„=4—1 (mod.p)A — L

wird, ungeändert. Es könnte also höchstens für 2=1 ein G existieren, 
welches alle Elemente umsetzt. Hierfür wäre dann RX1 in Xa; X2 in 
Ra_1, X, in xa+2, ... übergeführt. Daher erhielte man

= (X1 Xa X2 a—1Xsa—2...Xna — (n—•••
Der erste Cyklus schliesst sich nach xnu — (n— 1), wenn 

(n—1)a—n=n(a—1)-=1 (mod.p), 
n = — 1 =p — 1 (mod. p)

ist. G würde somit eine cyklische Substitution der Ordnung p werden, 
und das ist nicht möglich, wenn es nicht eine Potenz von s wird. 
Es folgt daher, dass es äusser

s, s2, s3, ... s?-1 ,
keine Substitution in G giebt, die alle Elemente umsetzt; demnach 
giebt es in Gr auch keine Substitution, äusser der Einheit, welche mehr 
als ein Element ungeändert lässt (§ 63). Wir sehen also:

Lehrsatz II. Die Gruppe einer Galois’schen Gleichung 
enthält äusser der Substitution 1 nur noch p— 1 Substitu­
tionen der Ordnung p und Substitutionen, welche —1 Ele­
mente umsetzen.

Diese Gruppe haben wir in den §§ 125flgg. studiert. Die dort 
erlangten Resultate können wir uns hier zu Nutze machen.

§ 189. Es sei eine Substitution p^x Ordnung in G 
s=(x,X,X,...Xp);

wir bilden die Resolvente
P, = (x, + cCa, + c2ax, + ... + c(p—1)ax,)P,

in welcher co eine primitive p^ Einheits Wurzel bedeutet; 9, bleibt für 
s und seine Potenzen, also für eine Gruppe der Ordnung p ungeändert. 
Ist die Ordnung der Gruppe der vorgelegten Galois’schen Gleichung
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p — 1 2 — 1p, so hat P1 gerades Werte (§43), welche sämtlich zu der­

selben Gruppe gehören (§ 126), so dassP,= X2(91), Ps=Xs(91), P,1=X»1(91) 
o o

wird. Da ferner die Substitutionen, die zwischen 91, 9,, ... bestehen, 
mit einander vertauschbar sind (§ 128), so ist auch

Za X9(91)=Xs ZaW-
Die Gleichung —— Grades, von welcher P abhängt, ist demnach 

eine Abel’sche. Ist diese gelöst, so hängen R1, X,, ... xp von einer 
zweiten Abel'schen Gleichung des Grades p ab, deren Koefficienten 
rational in P, sind und deren Gruppe aus den Potenzen von s besteht.

Lehrsatz III. Die Auflösung einer Galois’schen Gleichung, 
p — 1' deren Gruppe die Ordnung p—— besitzt, kann auf diejenige 

zweier Abel’schen Gleichungen der Grade p und P- redu­
ziert werden. Ist -—1 eine zusammengesetzte Zahl, so kann 6 ° ’
die letztere Gleichung in andere Abel’sche Gleichungen nie­
derer Grade zerfällt werden.

§ 190. Als einfachstes Beispiel einer Galois’schen Gleichung 
bietet sich die binomische Gleichung des Primzahlgrades p

xp — A = Q

dar, falls die reelle pte Wurzel des absoluten Wertes der reellen Grösse 
A nicht demjenigen Bereiche angehört, dessen Grössen wir als ratio­
nal ansehen.

Die Wurzeln dieser Gleichung sind, falls . eine derselben be­
deutet, ,, 0x,, c2x,, ... oP- 1a, (oP=1).
Dann ist der Quotient zweier Wurzeln gleich einer Potenz der pri­
mitiven p^ Einheitswurzel a. Eine passend gewählte Potenz die­
ses Quotienten ist gleich 0 selbst. Es ist also, wen zwei Wurzeln 
Xg, gegeben sind, jede dritte durch

d. h. rational durch X8 und X, darstellbar.
Sobald sich demnach die Irreduktibilität der Gleichung 

p — A = 0
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nachweisen lässt, ist dargelegt, dass sie zum Geschlechte der Galois’- 
sehen Gleichungen gehört.

Wäre das Gleichungspolynom zerlegbar 
aP—A=P(3).P(x)...,

so könnten, da p eine Primzahl ist, die sämtlichen einzelnen Faktoren 
nur dann von gleichem Grade sein, wenn dieser Grad gleich 1 wird; 
dann wären aber alle Wurzeln rational. Diese Möglichkeit ist also 
zu verwerfen.

Es sei daher P1(x) von höherem Grade als P2(x). Die Wur­
zeln von .() seien d, a, c, ...,2,,

Pa(3) „
Dann wird der letzte Koefficient in jedem der Polynome o., o, re-
spektive ±0a.=±c62,»,

+ a" xa‘...=—c0 a,", "1 2 "2
im Rationalitätsgebiete rational sein, also auch ihr Quotient

—0‘m, m>0.
Da p eine Primzahl ist, so ist es möglich, eine ganze Zahl u so zu 
bestimmen, dass die Kongruenz

mu=1 (mod.p)
oder die Gleichung

mu = vp + 1
befriedigt wird. Daher wird

(± x,mo")“ =±2,‘P+104*=±A‘,c*t=± A’a 
rational und also x‘ selbst. Aus der Zerlegbarkeit unserer Gleichung 
würde somit die Rationalität einer Wurzel folgen. Diese ist aber sicher 
nicht vorhanden.

Die Gruppe der Gleichung ist von der Ordnung p (p — 1). Denn 
lässt man eine Wurzel 31 ungeändert, so kann eine andere 8,0 in 
jede der übrigen 3,0, 3,02, ,03, ... x,oP-1, also in p— 1 Wurzeln 
übergeführt werden. Hier ist somit die Zahl 6 des vorigen Paragraphen 
gleich 1 zu setzen.

Lehrsatz IV. Die binomische Gleichung
P—A=0, 

bei welcher A nicht die vollkommene Potenz einer dem Ra­
tionalitätsbereiche angehörigen Grösse ist, gehört zu den 
Galois sehen Gleichungen. Ihre Gruppe hat die Ordnung 
p(p—1).
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§ 191. Anmerkung. Es fehlen uns fürs erste noch die Mittel, 
um den dritten Lehrsatz umzukehren. Es kann daher erst im näch­
sten Kapitel mit algebraischen Hilfsmitteln und wird dann später noch 
einmal bei der gruppen-theoretischen Behandlung auflösbarer Gleichun­
gen gezeigt werden, dass jede Gleichung eines Primzahlgrades, welche 
irreduktibel und auflösbar ist, eine Galois’sche oder eine Abel’sche 
Gleichung sein muss. Bevor wir aber zu solchen allgemeinen Be­
trachtungen übergehen, wollen wir noch einen Spezialfall betrachten, 
bei dem rationale Beziehungen zwischen drei und drei Wurzeln einer 
Gleichung bestehen.

§ 192. Wir sagen von einer Gleichung, sie besitze Tripel- 
Charakter, oder wir nennen sie auch kurz eine Tripelgleichung,  
wenn ihre Wurzeln zu Tripeln X, derart angeordnet werden

*

* Noether: Math. Ann. XV, p. 89.

können, dass zwei Elemente eines Tripels durch eine rationale Bezie­
hung eindeutig das dritte Element bestimmen, also xa und Rg das 
Element Xy, ebenso xa und xY das Element x^ und endlich Xs und xy 
das Element xa.

Die Gleichungen dritten Grades sind Tripelgleichungen, da 
ist. 2,+22+*=

Von Gleichungen höherer Grade können ferner Gleichungen sieben­
ten Grades Tripelcharakter besitzen. Hier ist z B. folgende Anordnung 
der sieben Wurzeln X1, X2, ... x7 möglich:
o,. . ry.y. ry o ry*"1) •2) 03) •1) 04) —5) °12 16) —7) •22 047 —6) "2) —5) "7) —37 "42 7*

M (M _  1)Ist n der Grad der Gleichung, so kann man —- Kombinationen2xa, Xß von je zwei Wurzeln bilden. Zu jeder von diesen gehört eine 
dritte Wurzel x7, also ein Tripel. Jedes dieser Tripel kommt drei­
mal vor, jenachdem man als anfängliche Kombination zweier Wur-

1 • J T1 11  1 n (n 1) — • i*zeln “a, "s; “a, Kyi “s, “y nimmt. Es giebt also — 6—~ Tripel. 
Da dieser Bruch eine ganze Zahl bedeuten muss, so wird nur für 
Qi = 6 m + 1, n=6m-3 ein Tripelcharakter existieren können, n=6 in 
ist auszuschliessen, da n ungerade sein muss, wie man erkennt, wenn 
man X1 mit allen übrigen Elementen kombiniert, die sich demnach 
zu je zwei und zwei anordnen.

Es bleibe dahingestellt, ob es für jedes n=6m-1, %=6m—3 
Tripelsysteme giebt.
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Da man leicht ein Verfahren aufstellen kann, aus einem Tripel­
systeme von n Elementen ein solches von 2 n — 1 Elementen abzulei- 
ten, und aus zwei Tripelsystemen der Grade n1, %2 ein solches vom 
Grade ^.n^, so folgt aus der Existenz des Systems für n z. B. die 
für n—7,15,31,.. 9, 19, 39,...; 21,43,..hierdurch sind aber nicht 
alle Systeme erschöpft; so existieren Systeme für =13 u. s. f.

§ 193. Wir wollen ein Verfahren auseinandersetzen, aus zwei 
Tripelsystemen der Grade n, , 9, ein drittes vom Grade n.n2 zu bil­
den. Die Indices des ersten Systemes mögen durch a, b, c, ..., die 
des zweiten durch &, ß, y, ... bezeichnet werden.

Die Tripel deuten wir durch die Angabe der entsprechenden Ele­
menten-Indices an. So mag das erste System die Tripel besitzen

TJ a, b, c; a, d, e; b, g; ...
ferner seien die des zweiten charakterisiert durch

T,) &,ß,7; ,,8;
Die Elemente des kombinierten Systems seien Xac, xa^ xbaj ... 

Wir bilden folgendermassen ein Tripelsystem für dieselben. Zuerst 
schieben wir hinter jedes Element von T,) das Element a; dadurch 

9 (9 _  1)
entstehen 6 - Tripel der Elemente mit doppelten Indices.

Ferner schieben wir ß, dann Y, darauf und so jeden der n, 
Indices des zweiten Systems hinter jeden Index jedes Tripels T1). Da­

n, (n ~ 1)
6

durch entstehen jedesmal und im ganzen

n, (n ~ 1)ng- 6

Tripel unter den Elementen xaa^ xa^ xaVi ... xba^ Cos, ... Alle diese 
sind von einander verschieden; es sind:

(aa^ ba^ ca^ aa, da^ ea] ba^ da, ga- ... 
aß, bß, cß-, aß, dß, eß- bß, dß, gß-, ...

"8/ «7, by, cy; ay, dy, ey; by, dy, •••

Ferner schieben wir jeden Index des ersten Systems vor jeden in 
T2) auftretenden Index; dadurch erhalten wir

n, (n. — 1)", 6

Tripel unter denselben n.9, Elementen, die durch je zwei Indices be­
stimmt sind. Auch diese sind unter sich und von denen aus T3) ver­
schieden; sie sind in folgender Tabelle enthalten:
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Tl,
a«, aß, ay, 
ba, bß, by, 
ca, cß, cy,

aa, ad, äs', 
ba, bd, be\ 
ca, cd, cs',

aa, a^, ay-, 
ba, b^, by, 
ca, ct„ er]',

Endlich kombinieren wir je ein Tripel von T1) mit einem Tripel 
von T2) derart, dass hinter jedes der drei Elemente eines Tripels aus 
Tx) je ein Element eines Tripels aus T2) tritt. Es kann dies, falls 
die beiden Tripel einmal festgelegt sind, auf sechs wesentlich von ein­
ander verschiedene Arten geschehen, z. B. mit b, d, e und a, $, n so: 

ba, d^, gy, ba, dg, g^, b^, da, gy, b^, dg, ga- bg, da, g$;
bg, d^, ga.

Man erhält demnach aus T1), T) als Zahl solcher Kombinationen 

  e n, (n, - 1) . n, (ng - 1)  n n n,n,—n,—n+1,
6 6 12 6

Auch sie sind unter sich und von denjenigen, welche in T3) und T"3) 
vorkommen, verschieden.

Alle diese nehmen wir in folgende Tabelle auf:
aa, bß, cy, aa, by, cß-, aß, ba, cy, ... ay, bß, ca-,

m ) aa, bd, cs- aa, bs, cd-, ad, ba, es-, ... as, bd, ca-,
3 aa, dß, ey, aa, dy, eß-, aß, da, ey, ... ay, dß, ca-,

Wir haben demnach jetzt zwischen den n, . n2 Elementen
a» s, Y» • • • j &, ^bß^ ^byj • • •; •••

aufgestellt eine Anzahl von
n, (n, —1) M, (M, — 1) , n, n, n, n9 (n, 9, — 1)n2 — e - 7 + n -6-- 2 + n,R2 -- ---6-- — = -12 6-- 1

von einander verschiedener Tripel. Folglich bilden die drei Tabellen 
T3) eins der für nx. n2 Elemente möglichen Tripelsysteme.

§ 194. Um die zu einer Tripelgleichung gehörige Gruppe G zu 
finden, braucht man nur zu bedenken, dass die Substitutionen der­
selben den Tripel Charakter der Gleichung nicht zerstören dürfen; die 
Gruppe G enthält also alle und nur diejenigen Substitutionen, welche 
das Tripelsystem in sich selbst umwandeln. Ist etwa T) aus § 193 
das Tripelsystem der Gleichung, und versteht man unter dem Symbol 

(p, q, r)
eine allgemeine symmetrische Funktion der drei Elemente xv, xq, xr, 
so wird
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eine zur Gattung der Gruppe gehörige Funktion sein. Die Gruppe G 
enthält alle Substitutionen, welche 9 nicht ändern, p ist daher ra­
tional bekannt; es ist die Gattung von 9 der Gleichung mit Tripel­
charakter adjungiert.

Von dieser Gruppe sind einige allgemeine Eigenschaften ersichtlich:
1) Jede Substitution der Gruppe, welche zwei beliebige Elemente 

ungeändert lässt, lässt auch ein drittes ungeändert; dasjenige nämlich, 
welches mit jenen beiden zu demselben Tripel gehört. Ein solches 
Element wollen wir das jenen beiden conjugierte nennen.

Daher kann die Gruppe einer Tripelgleichung höchstens zweifach 
transitiv sein: denn sobald der Ort für zwei Elemente bestimmt ist, 
darf ihr konjugiertes Element nicht willkürlich umgesetzt werden.

2) Lässt eine Substitution m Elemente ungeändert, so lässt sie 
noch a andere ungeändert, wo m— von der Form 6k—1, 6k—3 
sein muss, a kann natürlich auch =0 sein. Denn diejenigen Tripel, 
welche zwei der m Elemente enthalten, enthalten auch ein drittes; 
die festen Elemente bilden somit ein Tripelsystem.

3) Kommen in der Gruppe Substitutionen s', s", ... vor, welche 
genau m Elemente orr r•17 •2) "3 )‘°* •m
ungeändert lassen, und andere Substitutionen t", welche äusser 
diesen Elementen noch andere, also z. B.X1, X2, ... &m, x m +1, • • • xm + a
ungeändert lassen, so ist a mindestens gleich m—1. Denn t‘ kann 
keinen der Tripel ändern, welche zu den Kombinationen zweiter Klasse

C2%m+1, 3 Cm — i, ••• Xmm—1
gehören. Die zu diesen Kombinationen gehörigen konjugierten Ele­
mente sind sämtlich von einander verschieden; also lässt t' mindestens 
2m- 1 Elemente ungeändert.

4) Bedeuten xa^ xb, xc die drei Elemente eines Tripels, so lässt 
jede Substitution, welche die Folge xaxbxG enthält, auf xc wieder xa 
folgen, d. h. sie enthält den Cyklus (xaxbxc).

Lässt eine Substitution das Element xa ungeändert, während sie 
auf xb folgen lässt xc^ so muss sie auf xc wiederum xb folgen lassen, 
d. h. sie enthält die Transposition (x;xc).

5) Die zu dem Tripelsystem T3) aus § 193 gehörige Gruppe enthält 
eine Untergruppe, welche nur die zweiten Indices, und eine andere,
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welche nur die ersten Indices vertauscht. Jene lässt den Komplex 
T‘3), diese den Komplex T"3) ungeändert.

9(9_  1)6) Da die Tripelgleichung eine — e—- wertige Resolvente hat, 
nämlich diejenige, welche oben mit *

(p, q, r)
bezeichnet wurde, so werden alle ihre Werte durch die Auflösung 

einer Gleichung vom Grade — --- - gefunden. Die Ordnung der Gruppe
dieser Gleichung ist also

1 /n (n — 1) \
6 \ 6 /

Ist (p, q, r) bekannt, so folgen Xp, X, xr daraus durch eine Glei­
chung (x—Rp)(a—R)(a—R,)=0, welche die Substitutionen

1 , (Xp Cq Xr) , (ap X, , (Xp X) 1 &,) , (xq x,)
zur Gruppe hat. Alle Wurzeln werden nach der Lösung dieser durch 
quadratische Gleichungen bestimmt. Denn wenn xp bekannt ist, so 
wird die Gleichung

(x — xp) (x — x1) (x — x,) = 0
nach Adjungierung der Wurzel xp zerfallen. Solcher Gleichungen 
giebt es noch (n — 3) : 2. Die Tripelgleichung hat also eine Gruppe, 
deren Ordnung ein Teiler wird von

§ 195. Wir legen jetzt bei den Bildungen von § 193 die beiden 
Tripelsysteme TJ und T2) von je drei Elementen, von denen auch nur 
die Indices angegeben werden sollen

b) (0,1,2) und T2) (0,1,2)
zu Grunde. Aus ihrer Kombination entsteht

T'3) (00, 10, 20), (01, 11, 21), (02, 12, 22),
T"s) (00, 01, 02), (10, 11, 12), (20, 21, 22),
rpu I i (00, 11, 22), (00, 12, 21), (01, 10, 22),
- 37 ( (01, 12, 20), (02, 10, 21), (02, 11, 20).

Behalten wir die doppelten Indices bei und kombinieren wir diese 
neue Gruppe T3) wiederum mit T2), so entsteht ein Tripelsystem 
von 27 Elementen, welche durch je drei Indices charakterisiert sind

000, 001, 002, 010, 011, 012, ... 220, 221, 222.
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Bezeichnen wir ein solches Element durch p qr, so ist es leicht, die 
Bedingung dafür aufzustellen, dass

T4) p'q'r', p"q"r")
ein Tripel wird. Denn für p, q^ p', q'^ p", q" gelten, wie man sieht, 
die Beziehungen

p +p1-V p"^q~\~ qf + q"=-^ (mod. 3),
damit die Kombination , , ,, ...(PI, P’I, P )
ein Tripel in dem Systeme der 9 Elemente werde. Nach § 193 ist 
nun in T) entweder (rr‘r‘)=(012) oder r=r‘=r". Ferner ist nach 
§ 193 (pq, pLq\ p"q") entweder ein Tripel in T3) oder pp’p", 
q=q=q; also wird auch bei T4) die notwendige und hinreichende 
Bedingung für die Tripeleigenschaft die sein, dass die Kongruenzen 
stattfinden

B) pp'p"^q-{-q'+ q"'^rr'r"'=() (mod. 3).

Offenbar kann man in genau derselben Weise zu 3.27 Elementen 
übergehen. Wir bleiben hier stehen, weil die allgemeinen Entwicke­
lungen für n dieselben sind, die Schreibweise aber unübersicht­
lich wird.

Die zu dem Tripelsystem T4) von 27 Elementen gehörige Gruppe 
enthält alle und nur diejenigen Substitutionen, welche die Gesamtheit 
der Tripel in sich selbst umwandelt. Dahin gehören sicher die Sub­
stitutionen von der Forms=lp, q, r ap+bq-}-cr + a, a'p + b'q+c'r-\-a\ a"p+b"q+c”r+a"
Dieses Symbol sagt aus, dass die Indices p^ q^ r respektive durch 

ap-]-bq + er + a, a'p+ b'q +c'r + a'a”p + b"q + c"r + a"
ersetzt werden sollen (vergl. § 136). Führt man nun diese Ausdrücke 
in B) ein, so werden auch die neuen Kongruenzen, als lineare Kom­
binationen der alten, erfüllt sein.

Umgekehrt kann jede Substitution, die das Tripelsystem ungeän­
dert lässt, durch geeignete Wahl der a, b, c, a\ b\ ... in der Form 
von s erhalten werden. Denn ist t eine der Tripelgruppe zugehörige 
Substitution, welche das Element (000) in (ao',an) um wandelt, und ist

S1=\P, q, r p+&, q + ^\ r + a'^,
so wird ta=t*1s,1 zur Gruppe gehören und (000) ungeändert lassen.

Wenn ta nun (001) in (cc‘c") umwandelt, wo die drei c nicht 
sämtlich Null sein können, da (000) ungeändert bleibt, und man setzt 
mit willkürlichen a, a\ a"] b^ b', b"

Netto, Substitutionentheorie. 15
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s,=lp, q, r + + a’p-\-b'q + c'r^ a"p—b‘q—c‘r,
so wird s, auf (000) und (001) folgen lassen (000) respektive [cc'c"). 
Daher wird t,=t+1s1 die beiden Elemente (000) und (001) un­
geändert lassen.

Wenn ts ferner (010) in (dd'd"') umändert, so wählen wir mit 
willkürlichen e, e‘, e" die Substitution

s,=p, q, r ep-¥dq, e'p-\-d'q, e"p-[-d"q + r\ 
welche (000) und (001) ungeändert und auf (010) folgen lässt (dd‘d"). 
Daher wird t=t+1s,-1 die Elemente (000), (001), (010) ungeän­
dert lassen.

Wenn endlich t4 auf (100) folgen lässt (gg‘g"), so bilden wir 

s4=lp, q, r 9P, g'p + q, g"p + r |;
dann lässt s, die Elemente (000), (001), (010) ungeändert, während 
auf (100) folgt {gg'g"\

Daher wird t,=t+1s1=t.(s,1s1s,1s41) die vier Elemente 
(000), (001), (010), (100)

nicht ändern, dabei aber zur Gruppe des Tripelsystems gehören.
Wir behaupten jetzt, dass man t, und infolgedessen setzen 

könne 1 — 84838281
Es wird nämlich, da t, die beiden Elemente (000), (001) nicht 

umstellt, auch ihr konjugiertes Element (002) an seinem Platze bleiben. 
Da t5 ausserdem (010) nicht verändert, so lässt es nach § 194, 3) 
mindestens 7 Elemente unberührt. Diese haben, wie (000), (001), 
(010) die Form (Oqr). Es giebt jedoch nur 9 derartige Elemente 
und ausserdem existiert eine Substitution, welche alle diese ungeändert 
lässt und gleichwohl der Tripelgruppe angehört, nämlich

T=lp, q, r ^P, q, r.
Liesse t, nun 7 oder 8 Elemente und nicht jene 9 sämtlich ungeändert, 
so müsste es nach § 194, 3) mindestens 2.7—1 oder 2.84-1 Ele­
mente (Qqr) ungeändert lassen. Das ist nicht möglich; demnach lässt 
t, alle 9 Elemente der Form (Oqr) unberührt. Endlich versetzt t, 
auch (100) nicht; folglich lässt es mindestens 2.94-1 Elemente un­
geändert. Blieben mehr als 2.9 aber weniger als 3.9 an ihren Plätzen, 
z. B. 2.94-« («>1, <9), so träte, da es eine Substitution t 
giebt, welche alle 3.9 Elemente ungeändert lässt, derselbe Wider­
spruch gegen § 194, 3) auf, wie oben. Also ist t, = 1.
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Es bilden demgemäss alle und nur die Substitutionen 
von der Form
s~\p, q, r a’p—b’q-c’r—c’, a" p-[-b"q-]-c" r-]-a" \

(mod. 3)
die Gruppe G des Tripelsystems. Damit dieses Symbol eine 
Substitution darstelle, ist es nach § 140 notwendig und hinreichend, 
dass die Determinante

a, b, c 
a\ b‘, c' 
a", b", c"

(mod. 3)

von Null verschieden sei; und nach § 142 giebt es 33(33—1) (33—3) 
(33 — 32) Substitutionen. Diese Zahl giebt deswegen die Ordnung der 
Tripelgruppe der 27 Elemente an.

§ 196. Um die allgemeinen Verhältnisse übersehen zu können, 
ohne durch unübersichtliche Schreibweise gestört zu werden, nehmen 
wir n und setzen

s =
21, &2, 28, 24 ..,a2,+b2+c,2+d2+a,1

(mod. 3).
Ist die Bedingung, dass

a,, b,, C,, d
2)

C3,
b2, ba, Ca, 

Cs,
da 
d, (mod. 3) -

a4, b,, c4, d^
nicht kongruent Null sei, gewahrt, so stellen die Substitutionen der 
Form s alle und nur die Substitutionen der hier betrachteten Tripel­
gruppe Gr von 34 Elementen dar. Es giebt

r = 34 (34 - 1) (34  31) (34 - 32) (34 - 33)

solcher Substitutionen; r ist die Ordnung der Gruppe G.
Wir heben aus ihr diejenige Untergruppe H heraus, für welche 

d,=d

ist. Dann darf d zwei Werte 1, 2 annehmen: d., d9, do und a., ... aA • 7 X 1 4 7 • 17 4
je drei; die übrigen Elemente müssen die Bedingung, dass

C1, G 
a2, b, Ca 

b3, C3
(mod. 3)

15*
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inkongruent Null sei, erfüllen. Die Anzahl der Substitutionen dieser 
Untergruppe H ist somit 2.37 (38 — 1) (38 — 3) (38 — 32).

Ist 9. eine zu dieser Gruppe H gehörige Funktion, so ist die 
Anzahl ihrer Werte nach § 43 gleich dem Quotienten aus der Ord­
nung der Tripelgruppe Gr und derjenigen der Untergruppe H, d. h. 
also gleich 34(34—1)(34—3)(34— 32)(34—33) 34-l

2.37(33-l)(33- 3)(33-32) 2

Wir werden im vierzehnten Kapitel sehen, dass die Auffindung dieser 
Werte von der Lösung einer Gleichung abhängt, deren Gruppe die 
allgemeinste ausgezeichnete, in H enthaltene Untergruppe von Gr ist. 
Diese suchen wir auf.

Die Form der Substitutionen von H. ist

t,=|2,,22,28,24 a,2,+b,22+028+d,2+«,,.
a,8,-b,2+c2,+d,2+as,dz-Cal (mod. 3);

ihre charakteristische Eigenschaft, dass die Transformierte von t durch 
eine beliebige Substitution von Gr dieselbe Form wie t besitzt.

Wir wählen für die Transformation von t
1=12,, 22,28, 24 2,, 62,23,24 2, i,

die Substitution u1 wird dabei
u 1=12,, 22,23,24 2,,22,28,24+2/

und das Produkt u~ tu führt 24 in
(a, — d, — d)2,+ b, 22 +c2+(d+ d,) &4+«,+ &,

über. Da dies die Form d‘g4—d haben muss, so folgt
a,=d—d, b,=0, c,= 0.

Ebenso findet man durch entsprechende Transformationen 
ag=0, b,=d+d2, c=0, 
a,=0, b, = 0, ca = d+dg,

so dass die Form der Substitutionen von H. nur sein kann

t=|2,,22,28,2, (d+ d,) 21 ++ d, 24+ &, 1 • • ■, (d+ da) 28 + d,24+ ^3, d24+c4.
Transformieren wir jetzt durch v, wo

v=|2,,22,23,24 2,, 22, 23, 24 2, 22 I 5

v 1=12,22,23,24 2,,22,2,,24+2+&l,
so findet sich dx = Q, d,=0; ähnliche Transformationen liefern d,=0, 
so dass die Form der Substitutionen von H sich reduziert auf

t, = 21,22,23,24 dz, + &, dz, fi- &2, dz + &,, dz, + &a । (mod. 3).
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Um zu zeigen, dass diese letzte Form auch, hinreichend ist, transfor­
mieren wir t3 durch w, wobei
w—1=2,,2,,23,24 a‘ 2,—b’ 2,+c 23+d‘z—o’,..., a“)2,—b(4)2+...+a(4.
Danach wird die inverse Substitution w selbst lauten:

1 (2 , , dd \
W *11221 ”3 3 *4 2 \ (21 C ) + all (”2 C )+-),

1 (2 7 , ,2 , Nakv" •ta “ ""**)*
Wendet man nun wt1 transformierend auf t, an und bildet also 

w—1t,13, so geht z. B. 24 der Reihe nach über in a4,—b4)g—... 
— a®, dann in a“)(d2, — — b(“)(d2, endlich in

aa[1244+..+1a1904+.]+..
Ordnet man nach 21, Z2, 83, ..., so werden wegen der Determinanten­
eigenschaften die Koefficienten von &1, 22, 2,, d. h.

.0 21 ,7021 , «<4) +J(« +..
\ O O 0 O

021 ,021,“+5+..
d 021 021a(4)- - - - - - L b(4) da”' + dV”

verschwinden, während der Koefficient von 24 gleich d wird. Das 
Gleiche gilt von 2,, &2, 23. H enthält also die 2.34 Substitutionen 
der Form

Die Untersuchungen des vierzehnten Kapitels führen, wie schon 
erwähnt, zu den Resultaten: Alle Werte von P. hängen von einer 

34_1
Gleichung des Grades —-— ab, deren Gruppe die Ordnung

1‘-,- 3ßh-l C 2.33" -326 - 3 -36.80.26.8
besitzt. Ist dieselbe gelöst, so reduziert sich die Gruppe der 
Tripelgleichung auf die Gruppe H1, welche aus den Substi­
tutionen der Form

ta 21,22,23,24 d^-^ ++ , dz^ + &a, d2, + ^31 ds^ + &a | (mod. 3) 
gebildet ist. Ihre Ordnung r ist gleich 2.34.

Aus H1 bilden wir behufs weiterer Reduktion eine Untergruppe J, 
welche alle Substitutionen der Form t, enthält, bei denen ,=0 ist. 
Es sei P2 eine zu J gehörige Substitution. Ist P, bekannt, so re­
duziert sich die Gruppe H auf die allgemeinste ausgezeichnete Unter­
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gruppe von H., welche in J enthalten ist. Diese Gruppe heisse H,; 
wir wollen dieselbe zu bestimmen suchen.

Die Substitutionen T dieser Gruppe müssen die Form haben
T, = 21,22,23,24 d &, ++ c1, d 22 ++ eg, d 2a + a 3, d 24 •

Nehmen wir ts in der obigen Form, so wird

sl= 21,22,28,84
und setzt 24

a (e, «), (a, «2), a (28 as)) (e, a)
nacheinander in

d24+C4, dd‘2, +C4, d‘(24 — «4)+«4
um; damit das letztere keine Konstante habe, muss d' = i sein. Dies 
ist auch ausreichend, und daher besteht H, aus allen Substitutionen 
der F orm T2 =12,, 22, 22,% 2,+ 0, 2,+«, 2,+a3, &a I 
und ist von der Ordnung 33.

9, kann aus 91 durch Auflösung einer Gleichung abgelei­
tet werden, deren Ordnung

,"-,-2;3‘-2.3
‘2 •

ist. Dadurch reduziert sich die Gruppe H. von 9, auf die 
Gruppe H,, welche aus den Substitutionen von der Form

T2 81,22,28,24 &1+01, &2+«2, 23++c, 241 
besteht. Ihre Ordnung r, ist gleich 33.

In gleicher Weise kann man aus H, eine Untergruppe K durch 
diejenigen Substitutionen bilden, in denen &g gleich Null ist. Es sei 
9s eine zu K gehörige Funktion. Ist P3 bekannt, so reduziert sich 
die Gruppe Ha auf die allgemeinste ausgezeichnete Untergruppe H, 
von H,, welche in K enthalten ist. Man erkennt ohne Schwierig­
keit, dass H-IKH=K,
dass also HZ = K ist. Dann nimmt man weiter eine Untergruppe L 
von Hs, in der &2=0 ist u. s. w. Demnach ergiebt sich:

Bestimmt man der Reihe nach zu den Gruppen 
bestehend aus T8—121,22,28,24 2,+(,22+0,28,21,Ha, » » T4=12, 22,28,24 2,+ «, 22, 23, 241

die Funktionen 93, P4, so kann man von 9, zu 9, und von Q, 
zu P4 durch die Lösung je einer Gleichung gelangen, deren 
Gruppe die Ordnung 3 besitzt. Von 94 endlich kommt man 
zur vollständigen Lösung der Tripelgleichung wieder durch 
eine Gleichung, deren Gruppe von der Ordnung 3 ist.
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§ 197. Statt von der Gruppe von 9, hätten wir mit demselben 
Erfolge von derjenigen einer anderen Funktion ausgehen können, 
deren Substitutionen die Form

6 = 21,22,23, 24 a,21+b,2202s+d24++G, b222+C22s+d224C2, 
C,28 + d,24 + Ca, d,24 + C4 |

haben. Die Methode des vorigen Paragraphen zeigt, dass die um­
fassendste ausgezeichnete Untergruppe der Tripelgruppe G, deren Sub­
stitutionen von der Form o sind, mit der Gruppe H1 des vorigen Pa­
ragraphen identisch ist. Eine solche Funktion lässt sich leicht 
bilden. Es giebt in T3) drei Tripel, welche zusammen alle neun Ele­
mente enthalten:

As) (00, 10, 20), (01, 11, 21), (02, 12, 22).
Schiebt man bei der Bildung von TJ hinter jedes dieser Tripelelemente 
0, 1, 2, so erhält man 9 Tripel, welche zusammen alle 27 Elemente 
enthalten:

A4)
(000, 100, 200), 
(001, 101, 201), 
(002, 102, 202),

(010, 110, 210), 
(011, 111, 211), 
(012, 112, 212),

(020, 120, 220), 
(021, 121, 221), 
(022, 122, 222).

Die gleiche Bildung führt bei n auf 27 Tripel Aö), welche zu­
sammen alle 81 Elemente enthalten.

Wir verstehen jetzt, wie oben, unter (p, q, r) eine symmetrische 
Funktion der eingeschlossenen Elemente; dann lässt sich beweisen, 
dass jede symmetrische Funktion, welche (bei n jene 27 Tripel 
A5) zu Elementen hat, zur Gruppe der 0 gehört, z. B.:

^ = (0000, 1000, 2000)+ ... + (0220, 1220, 2220)
+ (0001, 1001, 2001)+ ... + (0221, 1221, 2221) 
+ (0002, 1002, 2002)+ ... + (0222, 1222, 2222).

In der That wird jedes <5 die Gesamtheit der Tripel einer Zeile, weil sie 
den gleichen letzten Index haben, in die Gesamtheit der Tripel einer 
anderen Zeile, bei denen ja dasselbe stattfindet, überführen. Ist durch 
die Angabe von 24 und d,24 - &, die Reihenfolge dieser Umwandlungen 
bekannt, so darf für die einzelne Zeile &4 als konstant angesehen wer­
den, und, statt den aufgestellten Satz zu beweisen, brauchen wir nur 
zu zeigen, dass die aus A4) gebildete symmetrische Funktion

%3 = (000, 100, 200)+ ... + (020, 120, 220) 
+ (001, 101, 201)+ ... + (021, 121, 221) 
+ (002, 102, 202)+ ... + (022, 122, 222) 

zu der Gruppe der ‘ gehört, welche die Form haben



232 Zweiter Abschnitt. Anwendung der Substitutionentheorie.

0 21,22,28 a,2,+b,262s+c1, b,22+C22+c2, C32s++csl 
(a1=0+d,24, c2=Ca+d224, c‘s=g+ d,22).

Dies ist dieselbe Frage für drei Indices, welche oben für vier zu be­
weisen war. Dieselbe Reduktion gilt auch hier; so kommt man auf 
zwei und auf einen Index und dabei ist die Richtigkeit ersichtlich.

Sind alle Werte von 71 bekannt, so reduziert sich die Tripel­
gruppe auf die durch die Substitutionen t, gebildete Gruppe H der 
Ordnung 2.34 (§ 196). Wir bestimmen die Anzahl der Werte von 71. 
Transformiert man durch irgend eine Substitution von G, so wird 
das Resultat die Eigenschaft von , teilen, alle 34 Elemente in 27 
Tripeln zu enthalten. Die Gruppe der 0 enthält, weil a1, b2, Cs, 
nur =1,2 (mod. 3) sein dürfen, während man die übrigen zehn Kon­
stanten willkürlich annehmen kann, 24.310 Substitutionen; da die Ord­
nung von Gr gleich
34 (34 - 1) (34 - 3) (34 - 32) (34 - 33) - 310 (34 - 1) (33 - 1) (32 - 1) (3 - 1) 
ist, so hat 7, (36=1(38=1/32=1)6=1 - 40 13 4
Werte, während P. deren nur 40 besass. Es verdient bemerkt zu 
werden, dass die Gleichungen für » und für 91, trotzdem die eine 
vom Grade 40.13.4, die andere nur vom Grade 40 ist, durch ihre 
vollständige Auflösung die Tripelgruppe auf dieselbe ausgezeichnete 
Untergruppe H. reduzieren. Den Grund hiervon haben wir schon 
oben angedeutet; später werden wir die einschlagenden Verhältnisse 
genauer betrachten.

Wir gehen von diesen allgemeinen Untersuchungen zu dem Spezial­
falle n der eine vollständige algebraische Auflösung zulässt, über.

§ 198. Für neun Elemente giebt es nur ein Tripelsystem, wie 
die wirkliche Bildung sofort zeigt.

Man kann folglich unser bisher behandeltes System für n als 
das allgemeine ansehen.

Hierbei werden die beiden Funktionen P. und 71 gleichwertig 
und zwar wird die Anzahl dieser Werte gleich 4. Es hat 7 die Form 

^ = (00, 10, 20)+ (01, 11, 21)+ (02, 12, 22)
und die übrigen drei Werte dieser Funktion sind die folgenden:

v,=(00, 01, 02)+ (10, 11, 12)+ (20, 21, 22),*3= (00, 12, 21) + (02, 11, 20) + (01, 10, 22),1.= (00, 11, 22)+ (01, 12, 20) + (02, 10, 21).
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Diese vier Werte können durch die vollständige Auflösung einer Glei- 
chung des vierten Grades erlangt werden. Wir wollen annehmen, 
dass diese Lösung bewerkstelligt ist und die Funktionalwerte v1, %2, 
73, 74 bekannt sind. Wir haben nun zu setzen

%={2—[00, 10, 20]}{2—[01, 11, 21]/(2—[02, 12, 22]}, 
%2={g—[00, 01, 02]} {g—[10, 11, 12]} {^ — [20, 21, 22]},

[00, 10, 20] = (u - Coo) (u - 3, 0) (u - R20),
[01, 11, 21] — (u Go) (u G11) (u 21) 5 • • • 
[00 , 01, 02]=(u-G0)(u-G)(u—G02), 
[10, 11, 12] — (u (zt X,1) (u 12), •••

Dann ist %1 rational durch 7,, X2 rational durch u. s. w. darstellbar. 
Es werden X1, X2, ... ganze Funktionen vom dritten Grade in 8; setzt 
man dieselben gleich Null und löst die entstehenden Gleichungen%=0, . Xa=0,
so erhält man ihre Wurzeln; diese sind Funktionen dritten Grades 
in u. An Substitutionen, welche z. B. [00, 10, 20] ungeändert lassen, 
giebt es nur diejenigen drei, welche die Tripelelemente 00, 10, 20 
untereinander umsetzen. Nach der Lösung der beiden Gleichungen, 
von denen die eine die andere g liefert, wird die Gleichung neun­
ten Grades reduktibel. Sie zerfällt in drei Faktoren dritten Grades, 
welche, wie die Gruppe H (§ 196) zeigt, Abel’sche Gleichungen liefern.

Die Berechnung der Wurzeln knüpft man besser an die Auflösung 
der beiden Gleichungen dritten Grades%=0, X2=0,
von denen die erste die Werte von

1) (u - ^oo) (u —.310) (w “ G20) ,
2) (u - Co) (u - 21) (u - «21),
3) (u ^02) (u «12) (u' 322) 5

und die zweite diejenigen von
4) (u - 200) (u - a01) (u - 202),
5) (u—20)(u—1)(u—12),
6) (u - a20) (u - 21) (u - 22).

Die Koefficienten dieser sechs Ausdrücke sind rational bekannt. Be­
stimmt man jetzt die grössten gemeinsamen Teiler von 1), 2), 3) mit 
4), 5), 6), so erhält man alle neun Wurzeln

00, X10, X20 als gemeinsame Teiler von 1) mit respektive 4), 5), 6), 
«o, a,, «g » » » „ 2) „ „ 4), 5), 6),
C02, 312, X22 » „ „ „ 3) „ „ 4), 5), 6).
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Lehrsatz V. Die Tripelgleichung neunten Gracies ist alge­
braisch lösbar. Nach der Auflösung einer Gleichung vierten 
und einer Gleichung dritten Grades zerfällt sie in drei ra­
tionale Faktoren dritten Grades, welche sämtlich Abel’sche 
Gleichungen sind. Die neun Wurzeln können durch die Auf­
lösung einer Gleichung vierten und zweier Gleichungen drit­
ten Grades gefunden werden.

§ 199. In enger Verbindung mit diesem steht das folgende 
Theorem:

Lehrsatz VI. Wenn eine irreduktible Gleichung neunten 
Grades so beschaffen ist, dass drei ihrer Wurzeln in einer 
durch die folgenden drei Gleichungen ausgedrückten Bezie­
hung stehen

2=0 (a, i 22) = e (a2, 3,), q — e («a, Ga) = 0 (Ks, G2), 
22= 0(3, as),

in welchen 6 eine rationale Funktion ihrer beiden Argumente 
bedeutet, so ist diese Gleichung algebraisch auflösbar.

Wir betrachten die Gruppe der betreffenden Gleichung. Sie ist 
transitiv: sie ersetzt die drei Wurzeln ac, , x, , x, durch drei andere, / X / 2 7 • 7
zwischen denen dieselben Beziehungen stattfinden, wie zwischen x., 
X2, xg. Die neuen Wurzeln mögen c1, x‘2, x‘3 sein.

Stimmen die beiden Systeme in zwei Wurzeln überein, dann auch 
in der dritten; denn aus X1 1 x 1 , X, — X , folgt

a’g = e (a,, a‘2) =0(1, 2) = 3a,
und wären x‘3, X3 nicht der Ausdruck für dieselbe Wurzel, so wäre 
die Gleichung, da sie gleiche Wurzeln besässe, nicht irreduktibel.

Ist X, eine von X1, X2, X3 verschiedene Wurzel, so giebt es Sub­
stitutionen, welche X1 in 34 überführen; bleibt dabei keine der Wur­
zeln ungeändert, so erhält man ein neues System x4, Xg, Xe; bleibt 
dagegen eine Wurzel, z. B. x,, ungeändert, so erhält man als neues 
System X2, x4, .C. Geht man in derselben Weise weiter, indem man 
die möglichen Wirkungen der Substitutionen untersucht, so erkennt 
man, dass alle Wurzeln sich in das Tripelsystem von neun Elementen 
einfügen, und dass die Gruppe der Gleichung daher eine Untergruppe 
der im vorigen Paragraphen besprochenen Gleichung ist. Sie ist also 
algebraisch lösbar (vergl. das fünfzehnte Kapitel).

Es ist bekannt*, dass die neun Inflexionspunkte, welche eine 
ebene Kurve dritter Ordnung besitzt, zu je drei und drei auf geraden

* 0. Hesse: Crelle’s Journal XXVIII, S. 68; XXXIV, S. 191. - Salmon: Crelle’s 
Journal XXXIX, S. 365.
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Linien liegen. Derartiger Linien giebt es zwölf, von denen je vier 
durch, jeden Inflexionspunkt gehen. Je drei der Inflexionspunkte bil­
den also ein derartiges Tripel; sodass durch zwei Elemente desselben, 
die beliebig gewählt werden können, das dritte Element bestimmt 
ist. Die Abscissen oder die Ordinaten der neun Inflexionspunkte sind 
demnach die Wurzeln einer Gleichung neunten Grades mit Tripel­
charakter, und die Gleichung ist algebraisch lösbar. Die Gleichung 
steht daher unter dem Geschlechte der in § 198 behandelten. Wir 
können sie aber auch in Beziehung zu den eben besprochenen setzen.

Es Kann nämlich auch bewiesen werden, dass, wenn • 3, • x, / / L / 2 / • 
die Abscissen oder die Ordinaten dreier konjugierter Inflexionspunkte 
sind, dann as - e (a, , R2) 9 a, = 0 («2 5 &a) J 22=0 (as , a,)
wird. Hierin bedeutet 6 eine rationale in ihren beiden Argumenten 
symmetrische Funktion. Die Beweise für diese Eigentümlichkeiten 
übergehen wir, da dieselben fernliegenden Gebieten angehören.

Dreizehntes Kapitel.
Über die algebraische Auflösung der Gleichungen.

§ 200. In den letzten Kapiteln sind verschiedene Gleichungen 
behandelt worden, die infolge charakteristischer Beziehungen ihrer Wur­
zeln zu einander eine Anwendung der Theorie der Substitutionen er­
möglichten. Jene Beziehungen waren von vornherein gegeben, und 
dieser Umstand ermöglichte unsere Schlüsse.

Bei allgemeinen Fragen dieser Art macht sich aber ein Zweifel 
geltend, der, wie schon früher angedeutet wurde, zuerst beseitigt wer­
den muss, wenn eine Verwendung der Substitutionentheorie bei all­
gemeinen algebraischen Fragen gestattet werden soll. Die Theorie 
der Substitutionen knüpft lediglich an rationale Funktionen der 
Gleichungswurzeln an: treten daher bei der algebraischen Auflösung 
von algebraischen Gleichungen irrationale Funktionen der Wur­
zeln auf, so befinden wir uns auf einem Gebiete, in dem von Substi­
tutionen überhaupt keine Rede mehr sein kann. Die Entscheidung 
der hierdurch aufgeworfenen prinzipiellen Frage kann natürlich nur 
auf algebraischem Wege möglich sein; die Anwendung der Substitu­
tionentheorie würde eine petitio principii einschliessen. Es kann da­
her, um nur einen speziellen Fall hervorzuheben, ein Beweis für die 
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Unauflösbarkeit allgemeiner Gleichungen von höherem als dem vierten 
Grade durch rein Substitutionen-theoretische Argumente nie geliefert 
werden.

§ 201. Bei algebraischen Fragen ist vorerst das Gebiet fest­
zustellen, innerhalb dessen die zugehörigen Grössen als rational an­
gesehen werden sollen.

Wir nehmen an, dass alle rationalen Funktionen gewisser ge­
gebener Grössen R, N‘, ... mit ganzzahligen Koefficienten den
Rationalitätsbereich (N, N‘, R‘, ...) konstruieren.*  Führt man 
unter irgend welchen Elementen dieses Bereiches die Operationen der 
Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division, oder der Erhebung 
eines der Elemente in eine ganzzahlige Potenz aus, so wird das Re­
sultat noch demselben Rationalitätsbereiche angehören.

* L. Kronecker: Berl. Ber. 1879, S. 205flgg.; vergl. auch: arithm. Theorie d.
algebr. Grössen.

Die Ausziehung von Wurzeln wird im allgemeinen solche Resultate 
geben, welche ausserhalb des Rationalitätsbereiches liegen. Wir kön­
nen uns bei der Ausziehung von Wurzeln auf die Anwendung von 
Primzahlen als Wurzelexponenten beschränken, da eine m.nie Wurzel 
durch die mte Wurzel aus einer nten ersetzt werden kann.

Alle diejenigen Funktionen von R‘, 91", 91'", ..., welche nur durch 
ein- oder mehrfache Wurzelausziehungen aus den rationalen Funktionen 
erlangt werden können, fasst man unter den Begriff von algebrai­
schen Funktionen zusammen, die zum Bereiche (91', A‘, 91"', ...) 
gehören. Der erste Schritt von den rationalen zu den algebraischen 
Funktionen besteht demnach in der Ausziehung einer Wurzel mit 
Primzahlexponenten aus einer rationalen, ganzen oder gebrochenen 
Funktion Fv (91', 91",...). Die erhaltene Grösse sei V,, so dass 

vP»-F,(R, 91"',...)
wird. Wir wollen unseren Rationalitätsbereich jetzt dadurch erweitern, 
dass wir ihm die Grösse V, zuordnen, adjungieren. Wir erhalten 
demnach von jetzt ab (V,; N‘, 91", 91'", ...) als Rationalitätsbereich, 
d. h. es gelten uns alle ganzen oder gebrochenen Funktionen von V,, 
R‘, 91", 91'", ... als rational. Dieser Bereich umfasst den früheren. 
Mit dieser Erweiterung geht eine Erweiterung der Reduktibilität Hand 
in Hand. Wenn z. B. in xP—p(R‘,R,R‘,...) die ganze Funktion 
9 so bestimmt ist, dass sie keine vollkommene p.te Potenz bildet, so 
ist im Bereiche (91', 91", 91'", ...) die Differenz xn — p irreduktibel; 
nimmt man dagegen V,‘ =9, so ist in dem Bereiche (V,; 91', 91", 91'",...)
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die Differenz x"— 9 zerlegbar, da sie den rationalen Faktor x— V, 
besitzt.

Den neuen Bereich können wir durch Ausziehung einer zweiten 
Wurzel mit Primzahlexponenten verlassen; wir bilden eine beliebige 
rationale Funktion F,=1(V,; R, R",...) und bezeichnen die p,—1te 
Wurzel mit V,_ 1, so dass also

wird. V, ist nicht notwendig in F,—1 enthalten, nur darf F,L 1 nicht 
in V,‘—1 oder V,_1 im Rationalitätsbereich (V,;N,N,...) enthalten 
sein. Adjungieren wir jetzt V,—1, so erhalten wir einen erweiterten 
Rationalitätsbereich, nämlich (V,_1, V,; N, N‘, ...). Ähnlich bilden
wir weiter v,,-2=F,L,(V,_I,V;R‘,R",R",...), 

v,,-F,-s(V,_,, v,-, V,; R‘, 31",...),

Ff -T,(V,,V,..V,; 3t', 91",..);
dabei bedeuten die F1, F2, ... F,_2 rationale Funktionen der ein­
geklammerten Grössen, die p., P,...p,—2 Primzahlen.

Ist also ein algebraischer Ausdruck vorgelegt, so kann man den­
selben nach dem angeführten Schema darstellen, indem man ihn genau 
so behandelt, wie man einen solchen, der nur Zahlengrössen enthält, 
bei der Ausrechnung behandeln würde.

§ 202. Die F können, wenn es nötig oder praktisch erscheinen 
sollte, derart umgeformt werden, dass sie in Vo+1, V-2, ... V, ganz 
und nur in den N‘, A‘, 31'", ... gebrochen sind. Hätte man z. B.

p  G,+G,V+G,v2+1+..,“ H+H,V+1+H,V1+..‘
wobei alle Go, G1, ...; H1, ... rational in Va+2, Va+3, ••• V,;
R, R", 31'", ... sind, so möge mit 0-1 eine primitive Pa-1te Ein- 
heitswurzel bezeichnet werden. Dann ist

Pa-+1 1
P) [+1021+ ,21024,+...]

2=0
ganz und symmetrisch in den Wurzeln vonF2#+‘=F1(V.+2, • • • V,; • • •)
und daher rational und ganz in den Koefficienten dieser Gleichung, 
d. h. in Fa+l und rational in Ho, H, H,, ..., d. h. in Va+2, ... V,; 
31', 31", 31'", ... Daraus folgt, dass das Produkt P) eine rationale 
Funktion von Va+2, ... V,; 31', 31", 31'", ... wird. Ferner wird
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Pa—11
P,) II[H+H,Va+1021+H,v2,022,+...

2 = 1

ganz in Va+1, rational in V+2, ... V,; R‘, R", .und da es sym- 
metrisch in den Wurzeln von

Pa-1 _ 1—-- — =xPe-11- ^«4-1-2 —...-x-1=0
‘ JL

ist, so fallen aus P1) die Potenzen von 00+1 heraus. Erweitert man 
daher den Ausdruck von Fa mit P1), so erhält man für den Nenner 
eine rationale Funktion von Va+2, Va+3, ... V,; R, R", ..., mit wel­
cher man in die einzelnen Summanden des Zählers hineindividieren 
kann. Dadurch erhält man die UmwandlungF.=J+ J, Va+l + J, Va + 1

worin alle Koefficienten Jo, rationale Funktionen von V.+2, 
Va+3, ••• Vv; N‘, ... sind. Sollten in dieser Reihe höhere als die 
(Pa1—1)te Potenzen von Va+1 vorkommen, so kann man dieselben 
mittels der Definitionsgleichung für Va1 wegen

12+‘-P.+1, v* ‘-F.V., ‘**-+1.2+1,..  
entfernen, so dass

* Abel, Oeuvres compl.II, 196, hat den Satz zuerst ausgesprochen; Herr
L. Kronecker hat ihn in seiner vollen Bedeutung (Berl. Ber. 1879, S. 206) hingestellt.

F=J,+J,V1+JV*+,+...+J,/-,V24+
gesetzt werden kann. In zweiter Linie werden jetzt die einzelnen 
Koefficienten J ebenso umgeformt; sie können in Va2 gebrochen sein; 
durch geeignete Erweiterung ihrer Bruchform wird jedes der J in eine 
rationale Funktion von V+3, ... V,; R‘, R", ... und in eine ganze 
bis zur (pa-2—1)ten Potenz aufsteigende ganze Funktion von Va+2 
umgewandelt u. s. w.

Man kann die so erhaltenen Ausdrücke noch derart umgestalten, 
dass der Koefficient, welcher zur ersten Potenz der letzteingeführten al­
gebraischen Irrationalität gehört, gleich der Einheit wird. Um den Be­
weis hierfür zu geben, muss aber zunächst ein Hilfssatz abgeleitet 
werden, welcher auch bei der Untersuchung der Form der Wurzeln, die 
auflösbaren Gleichungen eigentümlich ist, vielfache Verwendung fin­
den wird.*

§ 203. Lehrsatz I. Sind f, fi, F rationale Funk­
tionen innerhalb eines bestimmten Rationalitätsbereiches, 
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so folgt aus dem gleichzeitigen Bestehen der beiden Glei­
chungen

A) f+f,w+f,w2+..+f,-w-1=0,

B) wp-F =0,
entweder, dass eine der Wurzeln von B) demselben Rationa­
litätsbereich angehört, wie fo, 4, ••• fp—r’i F, oder dass f=0, 
f,=0, ... ,1=0 ist.

Der grösste gemeinsame Teiler der Polynome in A) und B) wird 
als Koefficienten der höchsten Potenz von w die Einheit besitzen; er 
h eisse Po + 9.1 + 92w2 4 • • • + P,—1w"-1 4- wv.
Dieser wird, gleich Null gesetzt, v Wurzeln von B) liefern; bezeichnet 
man daher eine von ihnen mit 1, und eine primitive pte Einheits Wurzel 
mit Op, so sind alle diese v Wurzeln in der Form

W,, oop“w,, opßw,, Op‘w1, ...
darstellbar. Po ist, abgesehen vom Vorzeichen, ihr Produkt

Po=±w,‘c,°.
Da p eine Primzahl ist, so können wir zwei Zahlen u, v finden, für
welche
und also

pu—VV= 1
d = puö 4~ vv

wird. Trägt man diesen Wert von 8 ein, so wird

± Pu = wp G)pP ‘J = wp apv 0 ° = (w, 0)pv °)",
(± P0) • = (w, c0,® dy—p u = w, 0,® 8. W-P" = w, 0,‘ ä. F- 

w, copJ = Fu. (+ Po);

eine Wurzel ,0’B) gehört also dem festgelegten Rationalitäts­
bereiche an.

Dies tritt nur dann nicht ein, wenn ein grösster gemeinsamer
Teiler nicht vorhanden ist, trotzdem aber A), B) gleichzeitig bestehen,
wenn also 
wird.

f=0,f=0,...fp—1=0
§ 204. Wir wollen von diesem Satze für die angedeutete Re­

duktion (§ 202, Schluss) vonF-J,+1,V+1+J,V+..+J,.1V2++1 1
Gebrauch machen. Ist J, irgend einer der Koefficienten J,, J,, ... 
welcher nicht verschwindet, so nehmen wir
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A) Wa+1—J,V*+1=0,
B,) V2t1-F+1=0,

und setzen als Rationalitätsbereich
(Va+2, Va++3, ... Vo; R‘, R", Wa + 1)

fest. Dann ist zufolge des obigen Satzes entweder Wa1=0, J,=0 oder
C,) Va+l-R(Wa+1, V+2, ... v,; R‘,

Die erste der beiden Annahmen steht im Widerspruch zu den Voraus­
setzungen. Es muss daher die zweite gütig sein; folglich kenn man 
in den Ausdruck von F statt Va+1 die Funktion Wa4+1 einführen, 
welche so beschaffen ist, dass (Va+1, V.+2, ... K; 91', 81", ...) und 
(Wa+1, U+2, ... U; M‘, SR", ...) denselben Rationalitätsbereich 
konstituieren, wie aus A,) und C,) folgt. Es wird zudem

W2++1=J,a+1V244+1—01(Va+2, V.s,...v,; W, SR",...),
so dass, wenn man an Stelle von B,) diese Definitionsgleichung in 
die Reihe der Irrationalitäten einführt, die Werte Va, v_, ... v 
nicht geändert werden, und man setzen kann

F-J+ Wa+1 + L, w2+1 +L,w2,+...+ L,_, WPa+1-I. ’ - • T1 L C 5 L
Die Bestimmung der Koefficienten geschieht durch

Ist jetzt %=QPa+1-A (A<Pa+1)
wo QaPa-1 
so wird

das grösste inx? enthaltene Vielfache von bedeutet,W2+1=(J2F2*1)V2+1,
J, v21 = w2,=L, w2Ä+l

Da die Reste von
*%, 2%, 3%, ... (Pa+1— 1)% (mod.pa+1)

sämtlich unter einander verschieden sind, so liefert diese Methode völ­
lig eindeutige Bestimmungen für die L.

§ 205. Wir gehen jetzt zu der Form der Wurzeln algebraisch 
auflösbarer Gleichungen über. Gegeben sei die Gleichung

1) /()=0,
welche algebraisch auflösbar sein soll. Es heisst dies: von dem Ra­
tionalitätsbereiche (R‘, R", A", ...) aus, in welchem sich jedenfalls 
die Koefficienten der Gleichung 1) befinden, kann man durch alge­
braische Operationen, also durch Addition und Subtraktion, Multi­
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plikation und Division, Potenzieren und Radizieren mit Primzahl­
exponenten, die aber nur in endlicher Zahl zur Anwendung’ kommen, 
zu den Wurzeln von f(x)=0 gelangen. Eine dieser Wurzeln ist 
daher durch ein Schema darstellbar:v”=F,(R‘, R", R", ...),

V,n,=F,-(V,; R‘, R", ...), 

v,,-2=F_2(V,_, v,; R‘, R",
v?=F(V,, N‘, W", 9",..);

wo die Go, G1, ... G-p—i ganze Funktionen von V,, V3, ... V, und 
rationale Funktionen von A‘, R", R‘, ... sind. G, kann gleich Eins 
angenommen werden (§ 204).

Durch Potenzieren und durch Reduktion der Potenzen von V,, 
welche einen Exponenten >p,—1 haben, kann man für jedes v zu4 = G82 + G? + G" V,2+...+ a,- v?-1
gelangen. Setzt man diese Werte für &o, xo2, ... xo" in 1) ein, so 
entsteht

A) f(20)=H+H,V+H,V,++H,-V?-1-0,
und andrerseits ist die Definitionsgleichung von V,

B) V-R(V,,,..)-0.
Wendet man auf A), B) den Lehrsatz I) an, so treten zwei Möglich­
keiten auf: entweder ist eine Wurzel von B) rational in dem Rationa­
litätsbereiche (F2, V,, ... V,; 31', R", ...), oder es sindH,=0, H,-0, H,=0, ...
Beide Fälle können wirklich auftreten: im ersten Falle kann dann 
aber das Schema, mittels dessen man zu x0 gelangt, dadurch verein­
einfacht werden, dass man die GleichungV-F,(V,,
einfach unterdrückt und nur die piten Einheitswurzeln zum Ratio­
nalitätsbereiche hinzunimmt.

§ 206.
Grades

Als Beispiel für diesen Fall diene die Gleichung dritten
f()=x3—3ax—2b=0.

Es ist 2=76+7—+- y/72 - as.
Diesen algebraischen Ausdruck kann man folgendermassen
tisieren

schema-
Netto, Substitutionentheorie. Iß
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V,2=b2—a8,
V,3=b+V,,V,3=b—Va;
Eo-V#V

Dann wird der Ausdruck von f(x0) folgender sein/(0)=-aV+(V,‘-a)V,+V,.V,‘-0;
vergleicht man dies mit 3 , .‘1‘ (0 ‘s) = •
und bestimmt V1 aus den beiden letzten Gleichungen, so erhält man

_a(b+ 5) - a2V,+ (_V)v,2' a2+(b+Va)Va-aV2 ’
so dass also V1 bereits in dem Rationalitätsgebiete (V,, V,; a, b) 
enthalten ist. Macht man nun zuerst V1 ganz in V, nach der Methode 
von § 202, so ergiebt sich wegen
[a2+(b++V,)V,a-av,2c2] [a2+(6+V)V,o2-av,2c] - 26 (6+K0 ((-+7,3),[a+(b+V)V,-av,2] [26(6+V,(a++V,3)] -[26(+V,)13,[a (+)—(+(-,),‘] [2b(b+V,) (a+V3)1 = 4ab” (b + V) V,3,
wo ra eine primitive dritte Einheitswurzel bedeutet,

„ 4ab2(b_v,)v,2 aV,2"t4b(+V1+0,
Entfernt man V3 aus dem Nenner durch Erweiterung mit b—V3, so 
wird 7v_b—Vsv2‘1 ,,2 O i

L_yX  V 4- - 13 V 2 "0 ‘ 2 I 2 ‘ 2 •O
§ 207. Wir kehren zu den Betrachtungen von § 205 zurück und 

untersuchen den zweiten möglichen Fall. Inf(0)-H+HV+A,V,+...+E,-V?- 
seien H—o, H,=o, H,=o, ... H,-,=0.
Denken wir uns die Ausdrücke&,=G+G,V,0,*+G,V,20,2+...G,-V,p-1o,(-I)-
gebildet, in welchen c, eine primitive Wurzel der Einheit sein soll, 
so folge

a - 4” + G? V + G?V,2o3* +..+G„-1 V," -1 (,6» -!*, 
=H+H V,o, + H, V,20,2 +... + H,_V,p-10,(m,-1)*.
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Unseren Voraussetzungen nach ist auch dieser Ausdruck =0, d. h. X, ist gleichfalls eine Wurzel von = O für *=0,
Im Beispiele der Gleichungen dritten Gradesa8 — 3ax —26=0

werden demnach, wenn wir durch die Wurzelform

G-v,+bVv,2O
die erste der beiden Möglichkeiten beseitigen, 

L_yx,=V0——23V,2o2, C1) — V R,=V,o2+-g3V,2oO
die beiden anderen Wurzeln werden.

§ 208. Es sei nun, was nach § 204 erlaubt ist, G,=1 gesetzt, 
dann findet man durch lineare Kombination der p Gleichungen für «o, 31 Gp,—i&, = G + G,V, + G,V,2+ •.. 4-a, = Go 4- G ,V, «i 4- G,V,20,2+...+ G,-V,2-lo,P-1,
T,,-1=G+ G, V, w,P -1+G,V,26,2(-1+.+G,,-1 V,p -10,(» - 1,

. 2,—1
GV=V=,2x]0,-*.P1 k=0

Die Irrationalität V ist demnach eine lineare Funktion der Wurzeln x, 
K1, ••• Kp,—1, sobald man die Einheitswurzel co, dem Rationalitäts­
bereiche zuordnet.

§ 209. Denkt man sich in dem Ausdrucke

alle Permutationen der die Gleichung f(x)—0 befriedigenden Wurzeln 
gemacht, so ist das Produkt aller dieser Ausdrücke eine ganze Funk­
tion von y, deren Koefficienten symmetrische Funktionen der x und 
daher rationale Funktionen der N, 91", 91'", ... sind.

Bezeichnet man diese Funktion mit • (y), so besitzt die Gleichung 
• (?/) = o

die Wurzel
16*
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1
yo=( 2 x,00,-*)"= V,P - I(V, V,,.. V,; N, W",Ml1 k=o /

-Lo+LV+ 2++
wo wir Lr wieder gleich Eins setzen dürfen. Man kann auf p(y)=0 
mit der Wurzel yQ dasselbe Verfahren anwenden, welches in den 
§§ 205, 207 auf f(3)=0 mit der Wurzel x. angewendet wurde. Das 
Resultat wird sein, dass entweder V, in der Reihe V,, V,_1, ... V,, 

2, I i getilgt werden kann, oder, wenn man sich die Reihe bereits
in dieser Weise geläutert denkt, dass

1 21
V, - - 2 y^rk-2

wird, wo wir unter 02 eine primitive p,te Wurzel verstehen. Jedes 
der Yk entsteht aus yn durch gewisse Substitutionen unter den a., 3,, 
-.Xn—1; also ist V2 eine ganze rationale Funktion von Wurzeln von 
f(a)—0, falls man die Grössen 0,, 0, zum Rationalitätsbereiche hin­
zunimmt.

In der dargelegten Weise fährt man fort und gelangt zu dem 
Resultate:

Lehrsatz II. Die einer auflösbaren Gleichung f(x)=0 ge­
nügende explicite algebraische Funktion X. ist als ganze 
Funktion einer Reihe von Grössen

V,, V,, V,, ••• v,-I, v,
darstellbar, deren Koefficienten rationale Funktionen der 
Grössen N‘, N‘, ... sind; die Grössen Vz sind einerseits ganze 
Funktionen von Wurzeln der Gleichung f(x)=0 und von Wur­
zeln der Einheit; andererseits werden sie durch eine Kette 
von Gleichungen

V2w =^(^ + 1,^+2,... v,; R, Ji", R", . . .)
bestimmt. In diesen Gleichungen sind p,, p,, ...pr Primzahlen; 
F1, F2, ••• F, sind ganze Funktionen der eingeklammerten V 
und rationale Funktionen der Grössen R, N‘, ..., welche den 
Rationalitätsbereich konstituieren.

§ 210. Dieser Satz gewährt die Möglichkeit der Verwendung von 
Substitutionen-theoretischen Betrachtungen bei algebraischen Unter­
suchungen; er liefert den Beweis für den Fundamentalsatz:

Lehrsatz III. Die allgemeinen Gleichungen von höherem 
als dem vierten Grade sind nicht algebraisch auflösbar.
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In der That, wären die n Grössen X1, X2,...Xn, welche im Falle 
der allgemeinen Gleichung von einander unabhängig sind, algebraisch 
durch die R‘, R‘, R"‘, ... darstellbar, die wir als mit den Koeffi- 
cienten der Gleichung zusammenfallend annehmen können, so würde 
die zuerst einzuführende Irrationalität Vr die p,te Wurzel aus einer 
rationalen Funktion der R‘, R", N", ... sein. Bedenken wir, dass V, 
eine rationale Funktion der Wurzeln ist, so zeigt sich, dass V,, als 
eine pr- wertige rationale Funktion von R1 , X2 , * • * Xn , deren p^e Potenz 
symmetrisch wird, mit der Quadratwurzel aus der Diskriminante zu­
sammenfallen und pr = 2 sein muss (§ 57). Adjungieren wir diese Funk­
tion V,=V2 dem Rationalitätsbereiche, so umfasst dasselbe alle ein- 
und alle zweiwertigen Funktionen der Wurzeln. Will man einen wei­
teren Schritt zur Lösung der Gleichung thun, was notwendig ist, wenn 
n>2 angenommen wird, so müsste eine rationale Funktion V,—1 der 
Wurzeln existieren, welche 2 .pv—x-wertig, deren p,— 1te Potenz da­
gegen zweiwertig ist. Eine solche Funktion giebt es aber für >4 
nicht (§ 59); folglich lässt sich das Verfahren, welches zu den Wur­
zeln führen könnte, nicht weiter fortsetzen. Die allgemeinen Glei­
chungen von höherem als dem vierten Grade sind daher algebraisch 
nicht lösbar.

§211 . Wir kehren zu der Form der Wurzel einer auflösbaren 
Gleichung

2o —G+V+G2V*H+ Gp—1VP1
zurück. Wir sahen bereits, dass die Einsetzung von

V, co," statt V

auf neue Wurzeln der Gleichung führt. Diesen Satz kann man ver­
allgemeinern. Wir setzen dabei voraus, dass das Schema, welches 
auf Xo führt, schon nach Möglichkeit reduziert sei, so dass nicht etwa 
ein Va bereits im Rationalitätsbereiche von (Va+1, Va-2, ... V,; N, 
N‘, R‘, ...) enthalten sei. Dann zeigen wir:

Lehrsatz IV. Multipliziert man in dem Ausdrucke von Xo 
irgendwelche der Grössen V1, V,, Vs, ... beliebig mit ent- 
sprechenden p.ten, paten, Ps ten Wurzeln der Einheit 0,*, 022, 
so wird das Resultat wiederum eine Wurzel der Gleichung 
f(x)=0 sein, welcher Xo genügt.

Für V1 ist dies, wie soeben bemerkt wurde, bereits bewiesen.
Bildet man
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k—o k=0
=+«‘2%+ «p,- 1 V" ,

so wird dies ein Teiler von f(x) sein; V ist in diesem Ausdrucke ver­
schwunden; die «o, &, ... enthalten x, Vs, V4, ... V,; 31', 31", ... Nimmt 
man (3; V2, V3, ... V,; 31', 31", ...) als Rationalitätsbereich, so giebt 
es innerhalb desselben Grössen a'o, c‘1, ..., welche die Gleichung er­
füllen

Ai) /(2; 31', a,V,+ «,V,2+ •••) («0+ d, v,+ d,V,2+ •••)•
Setzt man diese Gleichung in die Form

A,) b+b,V,+ b,V,2++b,V2‘-0
um und nimmt die Definitionsgleichung

B) %,..1)=0
zu Hilfe, so zeigt der erste Lehrsatz dieses Kapitels: entweder ist einer 
der Werte von V, rational in (x, Vs, V4, ... V,; oder es werden 

b0 = 0, b, - 0, 0,-0,... b,-1 - 0.
Die erste Möglichkeit muss ausgeschlossen werden; denn da V, wegen 
B) die unbestimmte Grösse x nicht enthält, so müsste es rational in 
(V3, V4, ■ • • V,; N‘, • • •) sein; und dies widerspricht den Festsetzungen 
über unser System der V.

Es tritt also der zweite Fall ein; d. h. A2) ist identisch für jedes 
V, erfüllt. Man kann daher V, mit 0," in A2) oder in AJ multipli­
zieren. Es ist demnach

Ao)
- («o + «1 V, 00,“ + «2 V,2o,2 + • • •) (« o + « V + a‘2 V,2 ^2k

und wie g,—1
k=0

so wird auch
«o + «i V, o,* +«V,2,2+.- f (; V, c,*, V,, ...)

ein Faktor von f(x;R,R,...) im Rationalitätsbereiche (x;V,, V3,... 
werden. Diesen letzten Faktor hätten wir erhalten, 

wenn wir bei Xo statt V2 überall in Go, G1, G2, ... eingesetzt hätten 
V2c,*; benennt man den so entstehenden Wert für den Augenblick x.“, 

so ist auch (a— x.") ein Faktor von f(x) im Rationalitätsbereiche 
(x; V1, V2, ... V,; 31', 31",...), d. h. die vorgenommene Änderung hat uns 
eine neue Wurzel xo" geliefert. Im ganzen erhalten wir so p..p, 
Wurzeln von f(x)=0.
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Wir bilden nun weiter
Pa—1
II f (a; V, co,*, V,,...)=ß++ß,V++ßV2+...+ ßp.-1 VsP1;
k=0

dies ist im Ration alitäts bereiche (x;V3,V4, ...) ein Teiler von f(x); 
also giebt es in ihm auch Grössen ß‘0, ß‘1, ß‘2, welche die Glei­
chung

A‘,) /(c;%,%",.)-(8+B,V+B,V,+..)(8.+P,V+B,V+.) 

befriedigen. Setzt man diese Gleichung in die Form
A‘,) 6+6V+6V++6-V, 1-0

um und nimmt die Definitionsgleichung
B,) V-F(VV;%,.)-0

zu Hilfe, so zeigt der erste Lehrsatz dieses Kapitels: entweder ist 
einer der Werte von Vs rational in (x; V4, V5, oder
es sind n n n nCo — 0, C — 0, 2 — 0, ... Cpa— i o.
Die erste Möglichkeit muss ausgeschlossen werden; denn da V3 wegen 
B'2) die unbestimmte Grösse 3 nicht enthalten kann, so müsste es 
rational in (V4..!V,;W,..) sein; und dies widerspricht den Fest­
setzungen über unser System der V.

Es tritt somit der zweite Fall ein; A‘2) wird identisch durch jedes 
V, erfüllt, also auch durch V,o,k; dies letztere findet bei A\) gleich­

falls statt, da die Umwandlung von V3 in V,03* bei A\) auf A‘2) nur 
derart wirkt, dass bei ungeänderten Co, C1, ... zu den Potenzen von Vs 
noch Potenzen von 03 treten. Es ist demnach

A'o) '

- (Bo + ft V,0," + ft V20s2 +.)(B+ P‘ Va0," + 82Vs20s2* +..•); 
und wie

Pi—i
+++..=(; V,o,, Vs, )-f(a; Vs, 

so wird auch
8, + 8, v, co, + s, v,2 0,2k 0,*, • • •)

ein Faktor von f(x;N,N,...) im Rationalitätsbereiche (V3,...V,;
R, 3t",...) werden.

Wären wir bei der Produktbildung fi(x), f(x) statt von 2— Xo 
von dem Faktor x ' x0 ausgegangen, der erhalten wird, wenn man in 
X statt V3 einsetzt V,c,%, so wäre in dem zugehörigen fi (x) jede Spur 
von V. und dann in jede Spur von V geschwunden; das zu­
gehörige f(x) wäre daher identisch mit dem obigen
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f (a; V,0,*, • • •)
gewesen. Da dies ein Faktor von ist, so ist x.") eine Wurzel 
von f(x)=0.

Diese Beweismethode lässt sich bis zu Ende fortsetzen.
§ 212. Hierbei ist noch dreierlei nachzuholen, was, um den Be­

weisgang im vorigen Paragraphen nicht zu unterbrechen, für diese 
Stelle aufgespart wurde.

Zuerst ist es notig zu zeigen, dass z. B. mit f, (x; Vg, ...) auch 
das Produkt p,—1

k=0
ein Teiler von f wird. Dies steht fest, sobald die Irreduktibilität von 
f in dem Rationalitätsbereiche (V3, V4, ...; R‘, R", ...) bewiesen ist. 
Gesetzt, es wäre f(x) reduktibel und 9,(x; V3, ...) einer seiner irreduk- 
tiblen Faktoren. Dann haben

Pa V3,...)-0und /.(a;V,,V.)-0
bei richtiger Wahl des irreduktiblen Faktors 9, eine Wurzel und die 
linken Seiten daher im Rationalitätsgebiete (V,, V3, ...) einen Faktor 
gemeinsam. Setzen wir nun als bereits bekannt voraus, dass in 
diesem Gebiete irreduktibel ist, so wird 4 ein Teiler von 9, sein, 
d. h. es wird

P.(«; V,, • • •) - f («; Va, V,, • • •) w,(; V,, V,, • ••)•
Nach der Methode des vorigen Paragraphen findet man, dass auchf,(2; V, o,*,
ein Teiler von 9, ist; also, da fi irreduktibel sein sollte, dass

2,—1
Pa (; =lIf (x; V,...).x(a;V3,.. •).*=o

Das widerspricht dem Unstande, dass der Grad von P, kleiner als der 
von f, ist.

Die Funktion f ist also im Bereiche (V3, V4, ...) rational, wenn 
es fi in (V2,V3,...) ist. So kann der Beweis bis auf die offenbar 
irreduktiblen Faktoren X— xa zurückgedrängt werden.

§ 213. Ferner ist zu beachten, dass bei den Produktbildungen, 
z. B. bei

R=0
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äusser Va, welches notwendig in Wegfall kommen muss, auch noch 
andere V, z. B. Vs, V4, verschwinden können; ja es wäre nicht einmal 
notwendig, dass diese gleichzeitig verschwindenden V unmittelbar dem 
V2 vorhergehen müssen. Wie dem auch sei, verschwindet z. B. V, 

gleichzeitig mit V, in dem Produkte f, so heisst dies: es kommt im 
Produkte nur V4Pe, V42P, ••• vor; da diese Potenzen sich durch Über­
führung von V4 in V,c,k nicht ändern, so ist demnach

R,—1 ä—i
w, Vs, Va,k=0 k = 0

wir sehen, dass diese Umwandlung von V zu demselben Komplex 
von Wurzeln führt, den schon

2,—1IIf(x;V,0,*,V,V,...)=0
lieferte. k-0

§214. Endlich ist zu erwähnen, dass die Art dei I roduktbildung 
ebensowenig wie die Anordnung der V,, V,—1, ... V1 eine notwendig 
vorgeschriebene ist. Wenn z. B. in

2-+,+,,’+...+,--
der Ausdruck V1 ein anderes V mit höherem Exponenten Va nicht 
enthält, wo dann dieses allein in Go, G1, ... Gp_1 auftritt, dann kann 
man auch 20=H+HVa+HVa++H-1VP*/
setzen, und die erste Produktbildung in Beziehung auf

V V . V m 2 V (,Pa—1
durchführen. Der Gang der Beweise in den vorigen Paragraphen wird 
hierdurch gar nicht beeinflusst. Wir wollen ein V, oder ein Va, wel­
ches in der angegebenen Art in einem algebraischen Ausdrucke vor­
kommt, ein äusseres Wurzelzeichen nennen, im Gegensätze zu den 
übrigen, welche innere Wurzeln sind.

§ 215. Nun fassen wir die Resultate der bisherigen Untersuchun­
gen zusammen.

Lehrsatz V. Bildet man aus p, Faktoren (x—X,), welche 
so gewählt sind, dass das niedrigste äussere V, von xo in 
ihrem Produkte wegfällt, wobei gleichzeitig V,, Vm,_1
mit V1 verschwinden mögen, das Produkt

2,—1
m,>2,k=0
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dann aus denpm, Faktoren f(x; • • •) ein Produkt, in wel­
chem Vm, verschwindet, und auch Vm+1, ... VmLi noch ver­
schwinden mögen: Pm, 1

f (a; Vm,, ...)= II f (x; V m, (onilm, > m, + 1,k=0
und fährt in dieser Weise fort, so erhält man, wenn alle 
Wurzelzeichen V,, durch die Produktbildungen be­
seitigt sind, eine Funktion des Grades n

f(a;%,*,.),
welche, gleich Null gesetzt, Ro zur Wurzel hat. Der Grad 
von ist gleich n-p.ppw,...,

d. h. gleich dem Produkt der niedrigsten äusseren in xo, fi, 
auftretenden Wurzelexponenten. Jedes fa ist im Ra­

tionalitätsbereich (Vm,Vmg+,,V,,...; R‘,R", R", ...) irreduktibel.
Lehrsatz VI. Ist eine irreduktible Gleichung vom Prim- 

zah 1 grade p algebraisch auflösbar, so wird der äussere Wur­
zelexponent gleich dem Grade p der Gleichung; äusser ihm 
giebt es keinen weiteren äusseren Exponenten; es wird das 
Gleichungspolynom folgendes sein:

g—1f(a) =l(G V, oo,k+G, +...+G,_ V,p—1c,k(-1).k=0
Lehrsatz VII. Treten in dem Ausdrucke von Xo mehrere 

äussere Wurzelzeichen auf, so kommt das Produkt aller zu­
gehörigen Exponenten als Faktor in n vor.

Denn in — 3,) kann ein V nur dann verschwinden, wenn
alle seine Werte V, Vo, Vo2, ... symmetrisch darin auftreten; bei 
einem äusseren V kommt dies nur vor, wenn wirklich die entsprechen­
den Faktoren für dieses V gebildet werden. Denn wenn V1, Va zwei 
äussere Wurzelzeichen sind, so wird man

G0= G+ G,V,+ G,V,2+...+ G,-vP-‘ 
=H+HV+ H, V.2+.+ H»a-1 V’e

setzen können. Enthielte nun das Produkt

kein Va mehr, so würde es nach § 212 mit dem Produkte
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/ / - (H. + H, vM + H, v2co2k + ...)]
k=0Pg 1= II - (G0+ G® V, + G, v,2 +.. .)Jk=0

übereinstimmen. Da sämtliche Faktoren beider Ausdrücke in x linear 
sind, so folgt aus dieser Übereinstimmung auch die der Faktoren, 
d. h. es wird z. B.

, G, + G, V, c0,* + G, v,20,21 +...=G+ G, v, + G® V,2 +...
oder

A) r+nV+nV2+.+r-V-1=0.
Verbindet man hiermit die Definitionsgleichung von V., nämlichB) V”-F(V,,V,..V,;%,.)-0,
so würde nach dem ersten Lehrsätze entweder folgen, dass V. eine 
rationale Funktion von V,, V3, ... N, N", ... ist, und das ist un­
möglich, oder dass

G-GS, G,«-G,
wird. Da nun G^f aus Gy entsteht, indem man Va mit einem w« 
multipliziert, so folgt durch Potenzieren mit P. leicht, es müsse

Gy = KyV^
sein, wo KY kein Va mehr enthält, und ferner müsse pa^= 1\ werden. 
Dann wird2-K+K(V,V.)+K(V,V.)+.+K,-(V,V.)»-I.
Da Va ein äusseres Wurzelzeichen ist, kann man die Anordnung der 
V so treffen, dass c wird; demnach ist es möglich, auf V, so­
gleich V1 . V, folgen zu lassen, indem man als Definitionsgleichung

einführt. Solche Reduktionen können wir aber als von vornherein 
durchgeführt annehmen. Im Produkte P) kann daher Va nicht ver­
schwinden.

§ 216. Wir untersuchen jetzt die Änderungen, denen X. unter­
liegt, wenn man zu den Wurzeln V2, Vs, ... Vm,_ 1, welche bei der 
ersten Produktbildung wegfallen, irgendwelche entsprechenden p,ten, 
P3ten, ...Dm,- ten Einheitswurzeln als Faktoren hinzufügt. Es mögen

Vm,_1, ••• V,, v,; Go, G,, ••• G,, 
hierdurch in ‘m—1, Vm—1, ... 21 V1i 903 gY, -9p—1
übergehen und also
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in 4,-,+,+,,+...+,-*-’
0=go +0,+ 92 o,2 +.+ g,-0,"-1

Da nach § 213 hierbei die Gesamtheit der Wurzeln Xo, X1, ... Xp,—1 
ungeändert bleibt, so wird das aus 5, durch Einführung von v1, 00,V1, 
0,2•, ••• gewonnene System von Wurzeln $0, 51, 5,, ... Sp,_ 1 mit 

jenem übereinstimmen. Wir können daher setzen
9+1, +9,0,2 +.=G+V,c, +G,V,20,2
9o—v,0, + g,0,20,2+ • • ■ = G. + I,o‘ + G, V,2c‘2 +•••,
9 + 00,2 + 9, ,2 0,4++=G+ Vi co"" + G, V,‘o"+..,

wobei c, o‘, co, ... bis auf die Reihenfolge mit den Einheitswurzeln 
0,, 0,2, 00,3, • • • übereinstimmen. Durch Addition dieser Gleichungen 
erhält man ,

9 - Go 5
es bleibt daher Go von allen in V2, Va, ... Vm,—1 ausgeführten Wert­
änderungen unberührt, d. h. Go ist rationale Funktion von Vm,, Vw+1,... R, R", .. allein. Im Falle von irreduktiblen Primzahlgleichungen, 
in denen Vm,, ... V, nicht vorkommt, ist also Go rational im ursprüng­
lichen Rationalitätsbereiche (R‘, R", N", ...).

Weiter erhält man die Gleichung
p,.V,=G.(1+0,-1+0,-2+...)- v, (01- o? co,-1 + co" co,- 2+...)

+ G, V,2 (c,2 + c/2 o,-1 + o‘ ‘ 00, 2+.) +..................................
In dieser verschwindet der erste Summand der rechten Seite. Wir 
schreiben dieselbe Gleichung mit abkürzenden Bezeichnungen folgender­
massen

a) 0, — &, V, -J- &, v,2 + &, V, + • • •
Die p.te Potenz derselben wird, wenn wir die Definitionsgleichungen 
berücksichtigen, folgende werden

v,p, - F, (0,, vm,_1; v., V •) = [S, v, + s, V,2 + ' •=4+ 4,+ A2 ,2+ • • •
Nimmt man hierzu

V”-F(V,,V,,...V,;%,.)-0,
so folgt aus dem ersten Lehrsatz, dass entweder

Fx rational in V2, V2; V3, V3; ... Vm—1, Vm,—1; Vm,; •••
ist, oder dass

vP—A,, A,=o, A,=0,...A,L1=0
wird.
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Wir betrachten die erste Möglichkeit. Bei der rationalen Dar­
stellung von V1 durch V2, V, V3, v3, ... können nicht alle V2, Vg, ... 
fortfallen, da sonst V rational in Va, V3, ... Vm,, ... wäre, was nicht 
angeht. Es wird demnach in& _R(V,, V,, • • • v,; W, 1,, v,; • • •)
ein äusseres Va und ein äusseres Vs Vorkommen (c,ß<m1). Im Ra­
tionalitätsbereiche ( Vm,,' + .. Er? R, R", • • •) ist Ro eine W urzel der
irreduktiblen Gleichung

f(x; Vm, 5

2, —1
..)=l(a—2)=0 k=0

vom Primzahlgrade 21. Da Xo aber zwei äussere Wurzelzeichen Va, Vs 
enthält, so ist dies nicht möglich (Lehrsatz VII). Die erste Annahme 
muss folglich verworfen werden.

Wir haben demnach anzunehmen, dass
A,=v,P,, A,—0, A,—0, A, =0, ... VLL 7 4 4• /

sei. Zu der Gleichung
Ao = 0,P

gelangte man durch Potenzierung von a). Dies ist nur möglich, wenn 
die rechte Seite von a) ein Monom in Beziehung auf V1 ist. Daher 
hat a) die Form

v,=8,G2V2
und daraus erhält man5—9- SaG2 Vi+ff, (92G. 13)2 +=Go—G Vi 01 + ß2 Vi’o’+...
Der erste Lehrsatz zeigt, dass die Glieder mit gleichen Exponenten links 
und rechts einander gleich sein müssen; speziell wird2,G,V,2-G,V,20,,8, = 0,2,a") v, = 0,2Ga V,2

Lehrsatz VIII. Die Umwandlung von V, F3, ... Vm,_1 in
V,c3, V,o3, ... führt VP in ein (G, vi)" über.

§ 217. Die durch a") ausgesprochene Umwandlung führt GaVi 
über in gav,“=ga(0,2G2 K/)“ = 9a o,2 » 6? V1
Ist jetzt

2= 9a.Pt + (0 < Ra <
so wird GaV“ in G2,V1" übergeführt werden, wo Aa durch die Kon­
gruenz
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Ra=A. (mod.pj
bestimmt ist. Dieses Resultat weist darauf hin, eine primitive Wurzel 
g (mod. p.) einzuführen und zu setzen

V,-R,, G,V,= R,,
Dann wird die Reihe p - AMos b1, 2) hp— 2
mit der Reihe 2 vp_1‘12 —2 1 1 ? —s ' 1 5 • • • “P — 1′1
übereinstimmen, und wir erhalten

&o = Ho +R+R+R++...+ R,g.
Die von uns betrachtete Wertänderung a") der V,, Va, ... Vm,_ hat 
dann den Effekt

in
umzuwandeln, wo x durch die Kongruenz definiert ist

g2=x (modjjJ,
und c—x, wenn es grösser als p.—2 sein sollte, durch seinen kleinsten 
nicht negativen Rest mod. (p. — 1) zu ersetzen ist. Hält man dies 
fest, so kann man sagen, dass der Reihe nach durch a")

I) <, RP, ... RP;—2
in

II) R?, ^,...^.-2
übergeführt werden.

Die «-malige Anwendung derselben Wertänderungen ruft aus I)
III) R^, R^+„ Rl^, ... R2++»-, 

hervor.
Existiert eine andere Wurzeländerung, durch welche Ry‘ in R+u 

umgewandelt wird, so führt diese I) durch ß-malige Anwendung in
IV) R^„, RP1+1, ... R),+„-,

über.
Wendet man endlich die erste Operation «-mal und die zweite 

/3-mal an, so gelangt man von I) zu

V) . Ra • + s ii, Ra y. + s u ++ 1, R&*+8u+2, ... R*+Bu+p—2«
In der Reihe I) sei nun R1 dasjenige Glied, welches unter den durch 
Wurzeländerungen von F3, V3, ... Vm,_1 aus R^' ableitbaren den 
kleinsten Index hat; Rf* sei ein anderes, durch eine Wurzeländerung 
aus R^ ableitbares.

Dann kann man durch «-malige Anwendung der Operation, welche 
zu Ry.1, und durch ß-malige der Operation, welche zu R^' führte, auf
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R22+%,
kommen. Bestimmt man a und ß derart, dass

x—ßu=v
den grössten gemeinsamen Teiler von % und u giebt, so erkennt man, 
dass v=x, also u ein Vielfaches von % ist. Alle von R aus erreich­
baren Terme von I) sind also

( .- - 1)*
Der letzte Term bestimmt sich durch die Bemerkung, dass eine noch­
malige Anwendung derselben Operation von ihm zum ersten Term 
zurückführen muss. Wir sehen somit:

Lehrsatz IX. Die Anzahl der Werte, welche 
RZ - V^'

dadurch annehmen kann, dass die Grössen V2, V3,...Vm,—1 
mit willkürlichen p,ten, pzten, ...Pm,_xten Einheitswurzeln 2, 
03, ... com,_1 multipliziert werden, ist ein Teiler von p,— 1. 
Diese Anzahl ist gleich dem Grade der Gleichungo(V")-0,
deren Koefficienten rational in Vmn Vm ... sind. Es giebt 
eine Art der Umwandlung von V2, V3, ... Vm,_1, durch deren 
wiederholte Anwendung auf Ff1 diese Grösse in alle ihre 
Werte übergeführt werden kann.

§ 218. Die Formel c") aus § 216 zeigte, wie bei einer gewissen 
Umwandlung von V,, F3, ... Vm,_1 der Term V1 sich verhält. Er 
geht in

a") v, = o‘ Ga V,2
über. Daraus kann man erkennen, in welche der Wurzeln Xo, 1, ... p—1 
hierbei Co verwandelt wird. Wir haben nämlich&=G+V,+G,V,2+G,V,8+...

x, = G. + V, 0, + G, V,20,2 + G, V,30,3 4-...2,=G+ V 0,2 + Ga V,2 o,4 +G,V,3,6+..
Diese Werte werden durch cc"') in diejenigen derselben Reihe um­

gewandelt, in denen die Glieder
o^^G^W d,6,2G,V,2, ...

vorkommen. Wäre z. B. ,,G1"01" == C01°",
so würde durch a") der Wert xa in Re umgewandelt werden.
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§ 219. Wir untersuchen nun folgende Fälle:
I) Gesetzt, zwei Wurzeln Xa und xg blieben bei der vorgenom­

menen Änderung ungeändert; dann wäre nach dem vorigen Paragraphen 
co,®. 0‘,2 = c,a2, c,P. 0,2 = c,® 2, 

und daraus würde sich ergeben
(a—ß)2=(a—B) (mod.p,),

2=1,
0’1 = 1.

Es würde also in a") keine Einheits Wurzel auftreten und mit Ka, x, 
bliebe jede andere Wurzel ungeändert.

■ II) Gesetzt, eine Wurzel Xa bliebe ungeändert, während xa+1 in Rs übergehen soll. Dann hätte man
00,“.0,2=c,"2, 0,«+1o,2= 0,82;

hieraus folgt° 0,= 0,‘P-®)2,
oder nach Gauss’scher Bezeichnung

A=se (mod.p.).
Ginge nun Xy über in xs, so wäre

co/. 12 = 00,°2,
also , ...0Vc,“2“= 0,°2,

=(—«)- (mod.p,),
.=(ß -- «)(v—c)—a (mod. p),

so dass Cy in (—0(-0+u übergeht.
III) Gesetzt endlich, keine Wurzel bliebe ungeändert und dabei 

ginge in &y und Xa in über. Dann hätte man
(a = 0, 1,c0,8o12 = 0,"2, c,°w‘,2 = co/^

und es folgte aus den letzten beiden Gleichungen
(8 — 7) a (8 - s) (mod. p,), 

, —ß / .*Fg, (mod.p,);

aus der ersten Gleichung ergiebt sich weiter, dass

(«—7)R nicht =c—ß (mod.p,), (a-v)(8-8) „ =(a—ß)(e-z) (mod.p,)
cc(e-y-d + ß) » =rd~ße (mod.p,) (« = 0, 1, 2, ... p, - 1). 
Dies letztere ist nur möglich, wenn gleichzeitig
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8=7—— ß, y nicht ==ßa (mod. p1);
die zweite dieser Bedingungen ist infolge der ersten von selbst be­
friedigt. Denn es ist

86=ß2—(740)8+78—(8-7)(B—8) nicht 0 (mod.p.).
Lehrsatz X. Nimmt man in dem Ausdrucke für Ro irgend­

welche Umwandlungen von V2, V3,... Vm,_ 1 vor, welche derart 
beschaffen sind, dass zwei der Wurzeln R0;;21, ... Xp,_ 1 sich 
nicht ändern, so bleiben sie sämtlich ungeändert; wenn nur 
xa ungeändert bleibt, während Xo+1 in Rp übergeht, so ver­
wandelt sich jedes Xy in K(—a) (y— a) + a;
wenn keine der Wurzeln ungeändert bleibt und dabei xu in 
Xyj übergeht, dann verwandelt sich jedes

Xy in Xy^^ — a-

§ 220. Eine wichtige Anwendung hiervon auf irreduktible auf­
lösbare Gleichungen vom Primzahlgrade ist folgende: Es besteht kein 
Vw,, Vn,+1,... mehr; alle Umwandlungen, welche aus Änderungen 

von V,, V,, ... U,(1 —i entstehen, sind gewissen Substitutionen unter 
den Wurzeln Xo, X, ... Rp_ 1 äquivalent; umgekehrt kann jede Sub­
stitution, welche unter den Wurzeln möglich ist, durch solche Um­
wandlungen von V2, V3, ... Vn,_ i erreicht werden. Denn diese bieten 
die einzige Möglichkeit zu Vertauschungen der Wurzeln untereinander. 
Hieraus folgt, dass die Substitutionen der Gruppe Gr der Gleichung- 
alle Wurzeln ungeändert lassen, sobald zwei Wurzeln ungeändert 
bleiben, dass sie also entweder alle p. Elemente umsetzen, oder p,—1 
oder gar keins. Im ersten Falle nehmen die Substitutionen die Ge­
stalt an , , , । . , .S=l? Y-P-C-Y ?-% (mod. p 1),
im zweiten Falle die Gestalt

t= Y (S — a) (y — a) a | = y Ry—u (mod. p,).
Wir gelangen also damit zu der Gruppe der Galois’schen Gleichungen.

Lehrsatz XI. Jede irreduktible auflösbare Gleichung eines 
Primzahlgrades ist eine Galois’sche Gleichung (im weiteren 
Sinne, so dass auch Abel’sche Gleichungen darunter verstanden sind).

Netto, Substitutionentheorie. 17
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Vierzehntes Kapitel.
Die Gruppe einer algebraischen Gleichung.

§ 221. Wir sahen bereits im neunten Kapitel § 152, dass jede 
spezielle Gleichung durch eine einzige zwischen ihren Koefficienten 
oder zwischen ihren Wurzeln stattfindende Beziehung völlig charak­
terisiert werden könne. Es sei etwa für f(x) — 0 diese Beziehung

• (G , Xg , • . . Xn) = 0.
Dann zeigte sich ebendaselbst, dass nicht eigentlich die Funktion, 
sondern dass die Gattung derselben das Charakteristische ist; dem­
nach kann die zur Gattung gehörige Gruppe G vollkommen die Funk­
tion 9 vertreten. Unter den Wurzeln der Gleichung sind nur die zur 
Gruppe G gehörigen Substitutionen möglich. Es wurde der Haupt­
satz bewiesen, welcher charakteristisch für die Gruppe ist:

Lehrsatz I. Alle im Rationalitätsbereiche von f(x)=0 ra­
tional darstellbaren ganzen Funktionen der Wurzeln dieser 
Gleichung bleiben für die Gruppe G der Gleichung ungeän­
dert, d. h. sie gehören zu ihrer Gattung oder stehen unter 
ihr; und umgekehrt lassen sich alle für die Substitutionen 
der Gruppe G ungeändert bleibenden Funktionen rational 
ausdrücken.

Wir werden wegen des genauen Zusammenhanges, der zwischen 
einer Gleichung und ihrer Gruppe besteht, die Ausdrücke „transitiv“, 
„primitiv und imprimitiv“, „einfach und zusammengesetzt“ von den 
Gruppen auf Gleichungen übertragen. Es sollen also Gleichungen 
transitiv, primitiv oder imprimitiv, einfach oder zusammengesetzt 
heissen, wenn ihre Gruppen die entsprechenden Eigenschaften besitzen; 
umgekehrt werden wir die Benennung „auflösbar“, welche der Theorie 
der Gleichungen entnommen ist, auf die Gruppen übertragen und von 
auflösbaren Gruppen als von solchen sprechen, deren Gleichung eine 
auflösbare ist. Da aber zu einer Gruppe unendlich viele Gleichungen 
gehören, so wird diese Einführung zu ihrer Rechtfertigung des Satzes 
bedürfen, dass die Auflösung aller zu derselben Gruppe gehörigen 
Gleichungen durch die einer einzigen unter ihnen gegeben wird. Dieser 
Satz wird später in der That bewiesen werden (Lehrsatz V).

Zuerst wollen wir versuchen, die Eigenschaften der Gruppen in 
äquivalente algebraische Eigenschaften der Gleichungen zu übertragen.
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Wir wissen bereits aus § 154:
Lehrsatz II. Ist eine Gleichung irreduktibel, so ist ihre 

Gruppe transitiv und umgekehrt: ist die Gruppe einer Glei­
chung transitiv, so ist die Gleichung irreduktibel.

§ 222. Um die Frage zu beantworten, wie sich die Imprimitivität 
der Gruppe als Eigenschaft der Gleichung aus weist, erinnern wir an 
die Behandlung derjenigen Gleichungen, welche irreduktibel sind, und 
bei denen eine Wurzel eine rationale Funktion einer andern ist. Die 
Gleichung vom Grade m. v zerlegte sich in v Gleichungen vom Grade 
m, deren Koefficienten rational durch die Wurzeln einer Gleichung 
vten Grades sich ausdrücken liessen (§ 170). Zu einem ähnlichen Re­
sultate werden wir hier gelangen.

Angenommen, die Gruppe G der Gleichung f(x) = 0 sei impri- 
mitiv; dann können die Wurzeln derselben in v Systeme von je m 
Wurzeln geteilt werden

1,1, X1,2, -..R1 , m, 2, i, X2,2, • • • 2, m 5 * ■ ■ X,,1, X, ,2, • • • X,, m (y • m — n)
derart, dass jede Substitution der Gruppe, welche eine Wurzel eines 
Systems in eine solche eines anderen umwandelt, alle Elemente des 
ersteren in alle des zweiten überführt. Wir betrachten jetzt als Resol- 
vente eine beliebige symmetrische Funktion aller der Wurzeln, welche 
im ersten System enthalten sind,

1) V S (X1 ,1, 3,,2, ... R, ni),
und wenden, um die Anzahl ihrer Werte kennen zu lernen, auf S 
alle Substitutionen von G an. Da die Gruppe G imprimitiv ist, so 
gehen alle Elemente 1,1, 21,2, ... X1,m entweder nur in sich selber, 
oder gleichzeitig in die eines anderen Systems über; es giebt also 
nur noch (y — 1) Werte von y, nämlich

V2 = S (&2,1, X2 ,2, • • • Xg , ni) ,
2) 11^ S (as, 1, 33,2, • • • 3s, ni),

yv S (3,, 1, 3,, 2, • • • 3s,, m)*
Folglich hängt y von einer Gleichung yten Grades ab

3) p(y)—0,
deren Koefficienten für alle Substitutionen von G ungeändert bleiben 
und daher nach Lehrsatz 1) rational bekannt sind. Ist p (y) = 0 gelöst, 
d. h. sind alle ihre Wurzeln V1, y2, ... yr bekannt, so kennt man auch 
alle symmetrischen Funktionen, welche aus den Wurzeln der einzelnen

17*
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Systeme gebildet werden können. Bezeichnet man insbesondere die 
elementaren symmetrischen Funktionen von Ra,1, Xa,2, ... xa,n mit 

so wird S, (ya) ’ S (ya) ’ ” ’ ’
4) a" - S, (ya) a" -14+S, W a"-‘ — ... ± S, (ya) = 0

die Gleichung, von welcher die Grössen xa,i, xa,2, ... xa^n abhängen. 
Daher entsteht f(x)=0 durch die Elimination von y aus 3) und 4) 
und es wird

f() - JI [aw - s, (y) am-i 4- s, aw-2_ ...+ Sm (ya)'\ _ 0.
«=1

Geht man umgekehrt von diesem letzteren Ausdrucke, dem Eli­
minationsresultat von y aus 3) und 4) aus, so ist die zu f(x)=0 
gehörige Gruppe imprimitiv, falls 3) und 4) als irreduktibel voraus­
gesetzt werden. Denn wir bilden zuerst eine symmetrische Funktion 
der Wurzeln von 4); diese ist rational in ya. Wir können sie daher, 
unter F eine rationale Funktion verstehend, gleich F^y^) setzen. Ferner 
bilden wir das Produkt

5) [u - F (v)] [u - F (v.)] ...[«- F (.)]
für alle Wurzeln von 4). Dieses Produkt ist dann rational bekannt; 
denn seine Koefficienten sind symmetrisch in Y1, y21...yv und also 
rational durch die Koefficienten von 3) ausdrückbar. Nach dem ersten 
Lehrsätze bleibt 5) somit für alle Substitutionen der Gruppe ungeändert; 
die Gruppe muss infolgedessen die symmetrischen Funktionen von 
X«,1, ,2, ••• n in die symmetrischen Funktionen eines anderen 
Systems umwandeln, d. h. imprimitiv sein.

Lehrsatz III. Die Gruppe einer Gleichung vom Grade 
n=mv, welche durch Elimination von y aus den beiden irre- 
duktiblen Gleichungen

3) •(y)=y-A,1+..=0,
4) xm~ s,(y)a"-1 +S()a"-2-...+S(v)-0

entsteht, ist imprimitiv; und umgekehrt ist jede Gleichung, 
deren Gruppe imprimitiv ist, das Resultat einer derartigen 
Elimination.

§ 223. Die Eigenschaften einer Gleichung, deren Gruppe zu­
sammengesetzt ist, treten nicht in so übersichtlicher Weise heraus, 
wie dies bei der Transitivität oder bei der Imprimitivität der Gruppe 
der Fall ist. Man kann jedoch das Problem der Gleichungslösung 
durch ein anderes, ihm äquivalentes ersetzen, bei dem auch die 
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Eigenschaft der Zusammensetzung oder der' Einfachheit ihrer Gruppe 
leicht übersehbare Einwirkung auf die Gleichung selbst haben.

Wir brauchen nämlich an die Stelle der allgemeinen Gleichung
6) f(a)—0

nur diejenige zu setzen, welche ihre Galois’sche Resolvente liefert
7) F()-0,

um das Gewünschte zu erhalten. F(§) ist irreduktibel.
Wir wollen deshalb Zuerst diese letztere Gleichung und ihre 

Eigenschaften einer genaueren Untersuchung unterziehen.
Ist eine allgemeine Gleichung 6) gegeben, so existiert eine lineare 

mit Hilfe von n unbestimmten Parametern gebildete Funktion der 
Wurzeln von 6)

8) 5 =0,2,- a,R, &nC,,
welche n\ Werte besitzt, so dass jede Substitution der zu 6) gehörigen 
symmetrischen Gruppe Gr von X1, x,, ... xn einen anderen Wert 

6, $
hervorruft. Diese durch G hervorgerufenen Umsetzungen zwischen 
51, 52, ... 5n! bilden eine Gruppe unter den n\ Elementen §, welche 
wir mit r bezeichnen wollen. I ist einstufig isomorph zu G; es ist 
die Gruppe von 7). I hat die Eigenschaft, dass ihre Ordnung ihrem 
Grade gleich ist, was entweder aus ihrer Bildung oder auch daraus 
geschlossen werden kann, dass alle § durch jedes beliebige unter 
ihnen rational darstellbar sind. Die Gleichung 7), welche identisch mit

7’) (5—5)(5—5) ... (5—51) =0
ist, bedarf deshalb zu ihrer vollkommenen Lösung nur einer einzigen 
Wurzel.

Die Lösung von 7) ist äquivalent mit derjenigen von 6).
Es fragt sich, wie sich diese Verhältnisse modifizieren, wenn man 

von der allgemeinen Gleichung 6) zu einer speziellen übergeht. Eine 
jede solche wird durch die Hinzunahme einer einzigen Relation unter 
den Wurzeln

9) p (x1, X, Rn) — o
charakterisiert. 9 mag zur Gruppe G der Ordnung r gehören. Dann
dürfen unter den Wurzeln nur diejenigen Substitutionen angewendet 
werden, welche zu G gehören. Denn wenn eine Substitution gestattet
wäre, welche 9 in 90' (x1, ... X,)=0
änderte, wo p‘ von 9) verschieden ist, so wären auch alle Funktionen von
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a(p(x^ X2, ... Ka)+ßp‘(31, 32, ... Xn)
rational bekannt. Der hierdurch bestimmte Rationalitätsbereich wäre 
umfassender als der durch 9) gegebene. Folglich würde 9) nicht alle 
Beziehungen, die zwischen den Wurzeln bestehen, in sich schliessen.

Man kann nun auf zweierlei Arten zu der Resolvente unserer be­
sonderen Gleichung kommen. Entweder man geht von

8) 51 =0,0,+0232+..+«,3,
aus, wendet auf 5 alle r Substitutionen von G an, erhält5,, &,, Br
und bildet die Resolvente pten Grades

10) F(5)-(5-5)(-6)...(-E)-0;
oder man geht von dem fertigen Ausdrucke für F(5) aus, der unter 
0, 7’) aufgestellt war, beachtet, dass derselbe reduktibel wird, wenn 
man 9) adjungiert, und dass 1(5) einer seiner irreduktiblen Teiler 
wird. Die übrigen Teiler werden, ebenso wie F.(5) vom Grade r; 
sie unterscheiden sich nur durch die Konstanten a von einander. Jeder 
entsteht durch die Multiplikation aller Faktoren (—§a), welche durch 
die Anwendung der Gruppe Gr aus einem einzigen unter ihnen ent­
stehen. Die Gruppe vonF1(5)=0, als Gruppe unter den § aufgefasst, 
ist vom Grade und der Ordnung r; sie ist einstufig isomorph zu der 
Gruppe G des Grades n und der Ordnung r, welche zu p gehört.

Die Gruppen aller Faktoren F(5), ... von F(^) sind daher nur 
durch die Bezeichnung von einander unterschieden.

Lehrsatz IV. Ist eine spezielle Gleichung f(x)=0 durch 
die Gattung von

9) 9(3,,%2,..3n)=0
charakterisiert, deren Gruppe G die Ordnung r hat, so zer­
fällt die allgemeine Galois’sche Resolvente in o = " Faktoren

1°) 4 F,(5)—0,

deren jeder als Galois’sche Resolvente der speziellen Glei­
chung gelten ann. Alle Wurzeln von 10) sind rationale 
Funktionen jeder einzelnen; durch diese können alle Wurzeln 
von f(a)=0 ausgedrückt werden. Der Übergang von f(x)—0 
zu F1(5)=0 ist identisch mit demjenigen von G zu der ein­
stufig isomorphen Gruppe 9 (§ 122).

Da bei der Bildung von 10) nur die Gruppe, nicht die spezielle 
Natur von 9) entscheidend ist, so gehört dieselbe Resolvente zu allen
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Gleichungen, welche durch Funktionen derselben Gattung charakteri­
siert sind. Ist eine von diesen gelöst, so ist X1 , X2 , • • Xn und damit 
5 bekannt; also ist 10) gelöst und damit jede andere derartige Glei­
chung. Wir erhalten also den Beweis für den in § 221 ausgesproche­
nen Satz:

Lehrsatz V. Sind zwei Gleichungenf(2)=0, f(x)=0 durch 
Wurzelbeziehungen 9,=0 respektive 9,=0 charakterisiert, 
welche zu derselben Gattung gehören, so zieht die Auflösung 
der einen diejenige der anderen nach sich.

§ 224. Wir haben in früheren Kapiteln Fälle behandelt, bei 
denen in der That derartige Wurzelbeziehungen entweder direkt ge­
geben oder leicht aus der gestellten Aufgabe herauszulesen waren. 
Häufig liegt die Sache aber so, dass nicht direkt eine bekannte Funk­
tion v(x,...Rn) zur Adjungierung vorliegt, sondern dass 7 implicit, 
als Wurzel einer Gleichung, auftritt, welche als auflösbar angesehen 
wird. So ist z. B. bei dem Problem der algebraischen Auflösung von 
Gleichungen die Hilfsgleichung von der einfachen Form

y” - A(x,,...2,)=0;
hierbei wird y als bekannt angesehen, d. h. wir erweitern den 
Rationalitätsbereich von f()=0 derart, dass wir eine jede rationale 
Funktion der Wurzeln ihm adjungieren, sobald eine Potenz dieser 
Funktion dem Bereiche angehört. Von einer wirklichen Lösung der 
Gleichung ist nicht die Rede.

Es erscheint angemessen, dass, wenn man eine irreduktible 
Hilfsgleichung als auflösbar ansieht, nicht eine Wurzel 3) derselben zu 
f(x)=0 adjungiert wird, sondern dass dies mit sämtlichen Wurzeln 
der Hilfsgleichung geschieht. Dies sind die verschiedenen Werte, welche 
v(x,,... Xn) = 7, im Rationalitätsbereiche von f(x) = 0 annimmt. Denn 
um die Hilfsgleichung zu finden, der als Wurzel genügt, wenden 
wir auf v alle r Substitutionen der Gruppe von G an und erhalten 
z. B. m von einander verschiedene Werte

11) •1, %2, %3, ••• •m
Die symmetrischen Funktionen derselben sind im Rationalitätsbereiche 
von f(x)=0 bekannt; also auch die Koefficienten der Gleichung

12) g (w) = (w — v,) (w—v)... (w — vw) = 0,
und 12) ist die gesuchte Hilfsgleichung, deren Lösung als bekannt 
angesehen wird.

Nun ist die durch die Gruppe G respektive eine zu G gehörige 
Funktion P (x,... Xm) charakterisierte Gleichung f(x) = 0 gegeben.
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Ihr adjungieren wir alle Wurzeln von 12), oder, was dieselben Dienste 
leistet, die eine lineare Kombination jener m Wurzeln

x=0% +(2%2-...- &, vm.
Es fragt sich, wie daraufhin die Gruppe von f(x)=0 sich ge­

staltet.
Die adjungierte Funktionengattung war vorher Q; jetzt ist sie

9+x=P+0%+«,%-..+ c„ v».
Die Gruppe war vorher G; jetzt ist es diejenige Untergruppe von G, 
welche gleichzeitig auch in den Gruppen von 1, , ... wm enthalten
ist. Wir bezeichnen diese Gruppen von 2, ... m der Reihe 
nach mit I y gH1» 2, ••• Hm
Die grösste diesen m Gruppen gemeinsame Untergruppe sei K. Dann 
gehört K zur Funktion X.

Wendet man nun auf die Reihe der v,, 7,, ... »m die Substitu­
tionen von Gan, so reproduziert sich die Reihe bis auf ihre Anord­
nung; denn v1, ... am sind ja alle und nur diejenigen Werte, die aus 

durch Anwendung von G hervorgehen; also reproduziert sich auch 
die Reihe der H1, H,, ... Hm bei Transformationen mit Substitutionen 
von G, und deshalb ändert sich K nicht, .wenn man es durch G trans­
formiert. Man hat also die Gleichung

Mit r bezeichnen wir weiter diejenige Untergruppe von G^ welche in 
K enthalten ist; sie gehört demnach zu 9 — X; sie charakterisiert die 
Gattung, welche zu f(x)=0 nach der Adjunktion sämtlicher Wurzeln 
von 12) gehört. Wie K, so ist auch I mit G vertauschbar; 
r ist eine ausgezeichnete Untergruppe von G und zwar die 
umfassendste unter denjenigen, welche gleichzeitig in 
enthalten sind.

Hieraus ist noch zu schliessen, dass G eine zusammengesetzte 
Gruppe ist; doch findet dies nur statt, wenn sich r nicht auf die Ein­
heit reduziert; denn eine ausgezeichnete Untergruppe, die gleich 1 ist, 
deutet noch nicht auf die Zusammensetzung einer Gruppe hin.

Andererseits erkennen wir, dass, wenn G einfach ist, I sich un­
bedingt gleich der Einheit ergeben wird; dann reduziert sich die Gruppe 
von f()=0 durch die Lösung von 12) auf 1, d. h. es sind nach der 
Lösung von 12) alle Wurzeln von f(x)=0 bekannt, oder auch: durch 
die Lösung von 12) wird f(x) = 0 gleichfalls gelöst. Dies liefert fol­
genden Satz:
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Lehrsatz VI. Ist eine beliebige Gleichung f(x)=0 mit der 
Gruppe G gegeben und adjungiert man ihr sämtliche Wurzeln 

11)
einer irreduktiblen Gleichung mten Grades

12) y (») — v — Aipm~ 1+...=0,
deren Koefficienten rational im Rationalitätsbereiche von 
f(x) und deren Wurzeln rationale Funktionen von X1, x,, ... xn 
sind, so reduziert sich G auf die höchste ausgezeichnete 
Untergruppe I‘ von G, welche 7, v, ... wm ungeändert lässt. 
Ist G eine einfache Gruppe, so wird I= 1. Nur wenn G zu­
sammengesetzt ist, kann man durch Auflösung einer Hilfs­
gleichung die Gruppe auf eine von der Einheit verschiedene 
Untergruppe reduzieren und damit die Resolventengleichung 
in nicht lineare Faktoren zerlegen (vergl. § 196).

§ 225. Wir verweilen einen Augenblick bei diesen Resultaten. 
Ist die allgemeine Gleichung nten Grades = Q vorgelegt, so hat
die zugehörige Gruppe G die Ordnung r = nl und die Galois’sche Re­
solventengleichung den Grad n! Die Gruppe ist zusammengesetzt; 
die einzige ausgezeichnete Untergruppe ist die alternierende (§ 84). 
Nimmt man als Resolvente

w,-V2,
wo 2 wie gewöhnlich die Diskriminante von f(a^) bedeutet, dann wird 
die Resolventengleichung

12’) v2—2=o
und I wird die alternierende Gruppe. Nach Adjungierung der beiden 
Wurzeln von 12') zerfällt die vorher irreduktible Galois’sche Resol­
ventengleichung in zwei gleichberechtigte Faktoren des Grades 1n!, 
und die Resolvente .5 - C1 K1 "2 32 Cn xn
lässt jetzt nur noch Substitutionen zu, welche V21 nicht ändern und 
also der alternierenden Gruppe angehören.

Für n>4 ist die alternierende Gruppe einfach. Gesetzt, es gäbe 
eine m-wertige Resolvente a, so hängen die Werte v,, der­
selben von der Lösung einer Gleichung mten Grades ab. Durch die 
Adjungierung derselben, oder auch durch diejenige von 

x=6,*++ß,*+.+ ßmvm
reduziert sich nach dem Lehrsätze VI) die Gruppe der Gleichung auf 
die identische Substitution 1. (Dies ist auch daraus ersichtlich, dass 
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1 die einzige Substitution ist, welche in den Gruppen von 11, •2, ... 
•m gleichzeitig auftritt.) Die Gleichung f(x)=0 ist demnach gelöst; 
denn es sind alle Funktionen bekannt, welche zur Gruppe 1 gehören 
oder unter ihr stehen. Unsere Untersuchungen aus dem sechsten Ka­
pitel zeigen jedoch, dass hierbei eine Erniedrigung des Grades der 
aufzulösenden Gleichung nicht erzielt werden kann, da für n>4 die 
Anzahl m der Werte von 7, wenn sie 2 übertrifft, grösser oder gleich 
n ist. Im letzteren Falle wird für n-6 stets » in (n—1) Elementen 
symmetrisch werden, so dass wir direkt =X1 setzen und die Resol- 
ventengleichung mit der ursprünglichen f(a)=0 identifizieren können.

Lehrsatz VII. Die allgemeine Gleichung nten Grades (>4) 
wird durch die Lösung einer beliebigen Resolventengleichun g 
von höherem als dem zweiten Grade gelöst. Es giebt jedoch 
keine Resolventengleichungen, deren Grad grösser als 2 und 
kleiner als n wäre. Ist n = 6, so giebt es auch keine von der 
Gleichung f(x)=0 wesentlich verschiedene Resolventenglei­
chungen nten Grades; bei n giebt es eine solche..

Es möge ferner noch ein Resultat früherer Untersuchungen in 
die Form unserer jetzigen Anschauungen gekleidet werden:

Lehrsatz VIII. Die allgemeine Gleichung fünften Grades 
besitzt eine Resolventengleichung sechsten Grades.

§ 226. Wir kehren nach den beiläufigen Resultaten des vorigen 
Paragraphen auf den Lehrsatz VI) zurück und wenden uns zur Unter­
suchung der Gruppe der Gleichung

12) g (w) =(»- v,) (» — v,) ■ • • (» — vu) - 0,
deren Wurzeln 7,, 32, ... m sämtlich der Gleichung f(a)=0 adjun- 
giert wurden.

Die Ordnung der Gruppe von 12) finden wir am einfachsten durch 
die Bemerkung, dass dieselbe gleich dem Grade der irreduktiblen Glei­
chung ist, welcher 0=%%- 2%, + • • • + Ymm
als Wurzel genüge leistet. Fassen wir co als Funktion von 31, 2, ... 
x, auf, so stellt sich K als die Gruppe von co heraus; I ist die um­
fassendste Untergruppe, welche K und G gemeinsam haben. Um also 
alle Werte zu erhalten, welche co im Rationalitätsbereiche von f(x)=0 
anzunehmen im stände ist, muss man G auf co in Anwendung bringen; 
die Anzahl der verschiedenen Werte ist sodann gleich dem Quotienten 

raus den Ordnungen r von G und t' von I; wir setzen V=:
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Man erkennt daraus, dass, wenn die Gruppe G einfach, I also 

von der Ordnung ?‘ = 1 ist, die Ordnung v der Gruppe einer beliebi­
gen Resolventengleichung mit derjenigen von f(x) =0 wiederum über­
einstimmt, so dass also keinerlei Vereinfachung dadurch hervorgerufen 
wird.

Zur Gruppe von 12) selbst kommen wir durch die Überlegung, 
dass sie alle und nur solche Substitutionen unter den » enthält, welche 
die Natur von f(x)=0 nicht ändern; wendet man daher auf

1 1) , %a , 3s , • • • vm
die Substitutionen von G an und fasst die Umstellungen der v als 
Substitutionen zwischen diesen Elementen auf, so bilden diese Sub­
stitutionen die Gruppe. Es sind jedoch nicht alle r so erhaltenen 

- Substitutionen von einander verschieden; denn jede Substitution, die 
zu I gehört, lässt alle Elemente an ihren Stellen. Auch hieraus 

folgt wieder die Ordnung der Gruppe von 12) gleich v=,- Ebenso 

erkennt man, dass diese Gruppe /-stufig isomorph zur Gruppe von 
f(x) = 0 ist.

Lehrsatz IX. Ist G, die Gruppe von f(a)=0 von der Ord­
nung ?; besitzt dieselbe eine ausgezeichnete Untergruppe r 
von der Ordnung r‘; reduziert sich ferner G auf F, nachdem 
der Gleichung f(x)=0 sämtliche Wurzeln 11) von

12) 9()=0
adjungiert sind, dann ist die Ordnung der Gruppe dieser 

letzteren Gleichung v=, und die Gruppe ist zu derjenigen 
von f(x)=0 /-stufig isomorph.

Wir können der Gleichung 12) einen ganz speziellen Charakter 
durch passende Wahl der Resolvente verleihen.

Wir wählen als Resolvente eine zur ausgezeichneten Untergruppe F 
gehörige Funktion x. Dann hängt % von einer Gleichung des Grades 

rV-, ab, deren Wurzeln sämtlich durch eine einzige unter ihnen ra­
tional ausdrückbar sind, denn X, X2, ... gehören sämtlich zu der­
selben Gruppe I (§ 101 Lehrsatz IX). Die Gruppe von 12) wird da­
durch zu einer Gruppe S gemacht, denn die Gruppe von 12) ist 
transitiv, weil g() irreduktibel ist. Wir erhalten somit:

Lehrsatz X. Ist G, die Gruppe der Gleichung — 0 von 
der Ordnung r; besitzt Gr eine ausgezeichnete Untergruppe F 
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der Ordnung r‘; ist ferner Xi eine zu I gehörige Funktion der 
Wurzeln 1, x2, ... xn von f(x)=0, so kann man eine irreduk- 
tible Gleichung

n (%) - x‘ “ A, z1 +A,x-2-..=0
2vom Grade v = -, aufstellen, deren Wurzeln sämtlich ratio- ?

nale Funktionen einer einzigen unter ihnen sind, und welche 
so beschaffen ist, dass die Adjungierung einer ihrer Wurzeln 
zu f(x)=0 die Gruppe G auf I reduziert.

§ 227. Lehrsatz XI. Ist l' eine ausgezeichnete Maximal­
untergruppe von G, so ist die Gruppe von h(x)=0 eine tran­
sitive, einfache Gruppe; und umgekehrt: ist I keine umfas­
sendste ausgezeichnete Untergruppe von G^ dann ist die 
Gruppe von h(x)=0 zusammengesetzt.

Wir bezeichnen die Gruppe von h(x)=0 durch G'^ ihre Ordnung 
ist v=* Wir nehmen an, G1 besitze eine ausgezeichnete Unter­
gruppe r', deren Ordnung r' sein möge. Nach dem Lehrsätze IX) ist 
G' zu G /-stufig isomorph. Aus den auf S. 98 §,88 abgeleiteten 
Sätzen folgt, dass diejenige Untergruppe J von G^ welche der Gruppe r' 
entspricht, eine ausgezeichnete Untergruppe von G sein und dass sie 
die Ordnung v‘. r' haben wird. J ist also wie I ausgezeichnete Unter­
gruppe von G; die Ordnungen beider sind v'.r\ respektive r‘. Wir 
zeigen, dass F in J enthalten ist. Dies folgt einfach aus der Bildung 
von G' (§ 226), der zufolge die Substitution 1 von G' allen den Substi­
tutionen von G entspricht, welche die Reihe 11) unangetastet lassen: 
r in G entspricht also der einen Substitution 1 in G'. Daher ist J 
umfassender als F; denn es entspricht der Gruppe I in G'. Ist also 
G' zusammengesetzt, so ist Fnicht ausgezeichnete Maximaluntergruppe 
von G.

In gleicher Weise wird durch Eigenschaften isomorpher Gruppen 
die Umkehrung des Satzes bewiesen.

§ 228. Wir beachten weiter, dass mit jeder Reduktion der Gruppe 
eine Zerfällung der Galois’schen Resolventengleichung Hand in Hand 
geht (Lehrsatz IV), während eine Zerfällung der Gleichung f(a)=0 
nicht einzutreten braucht.

Hiernach gelangen wir zu folgendem zusammenfassenden Theoreme:
Lehrsatz XII. Ist die Gruppe G einer Gleichung f(a)=0 

zusammengesetzt, und ist
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G, G1, G2, ••• G,, 1
eine zu G gehörige Reihe der Zusammensetzung, so dass jede 
der Gruppen G1, G2, ... G,, 1 eine ausgezeichnete Maximal­
untergruppe der vorhergehenden Gruppe der Reihe ist; sind 
ferner die Ordnungen der einzelnen Gruppen

r> ‘1, ‘2, ••• ‘v, 1;
so kann man das Problem der Auflösung von f(a)=0 in fol­
gender Weise reduzieren: Man hat der Reihe nach je eine 
Gleichung des Grades

zu lösen, deren Koefficienten in dem durch die Lösung der 
vorhergehenden bestimmten Rationalitätsgebiete rational 
sind. Diese Gleichungen sind irreduktibel, einfach und so 
beschaffen, dass alle Wurzeln einer jeden Gleichung durch 
eine beliebige Wurzel derselben rational darstellbar sind. 
Die Ordnungen -der Gruppen dieser Gleichungen sind re­
spektive r r r r,_-1, -2, ... , r,.‘1 2 ‘3 Ty
Hierbei wird die Galois sehe Resolventengleichung, welche 
ursprünglich irreduktibel und vom Grade r war, der Reihe 
nach in T T T T

‘1 ‘2 ‘s Ty
Faktoren zerlegt. Nach der letzten Operation ist also f(x)=0 
vollkommen gelöst.

§ 229. Die Zusammensetzung der Gruppe G einer Gleichung 
f(a)=0 äussert sich, wie wir sehen, bei der Zerfällung der Galois’schen 
Resolventengleichung. Wir verweilen für einen Augenblick bei der 
Frage, wann eine Zerfällung des vorgelegten Gleichungspolynoms 
f(x) selbst eintritt? Es ist leicht ersichtlich, dass beim Übergange 
von Ga zu Ga+1 in der Reihe der Zusammensetzung von G dann und 
nur dann eine Zerlegung eintreten wird, wenn Ga+1 nicht mehr alle 
die Elemente transitiv verbindet, welche durch Ga transitiv verbunden 
sind. § 79, S. 86 klärt uns über die hierbei eintretenden Verhältnisse 
auf: Ga ist imprimitiv in Hinsicht auf die transitiv verbundenen Ele­
mente, welche bei Ga^^ intransitiv auseinander treten.

Gehen wir von G aus, so ist f(x)=0 irreduktibel; so bleibe es 
beim Fortschreiten zu G^ G^ ... Ga bis für Ga+l Intransitivität, also



270 Zweiter Abschnitt. Anwendung der Substitutionentheorie.

nach § 79 für Ga Imprimitivität eintritt. Dann zerfällt f(x) in so 
viele Faktoren, als intransitive Systeme von Elementen hervorgerufen 
werden. Es treten (wieder nach § 79) in Ga+1 gleichfalls alle 
Elemente auf. Wir ordnen jetzt die Substitutionen von Ga in eine 
Tabelle ein, wobei wir die Systeme der Intransitivität von Ga-1 berück­
sichtigen. Es mögen u solcher Systeme bestehen, so dass f(x) in 
u Faktoren zerlegt wird. Dann schreiben wir in die erste Zeile der 
Tabelle alle und nur diejenigen Substitutionen von welche die 
Elemente des ersten Systems der Intransitivität nicht in Elemente 
anderer Systeme überführen. Die Substitutionen dieser Zeile bilden 
eine Gruppe, welche Ga+1 als Untergruppe enthält; ihre Ordnung ist 
demnach Die zweite Zeile enthalte alle die Substitutionen
von Ga, welche auf das erste das zweite System der Intransitivität fol­
gen lassen; ihre Anzahl ist gleichfalls x.ra + i. Solcher Zeilen giebt 
es u; in ihnen stehen alle Substitutionen von Ga] folglich ist

1 r
U.K.Ta+1 = ^'a; u== -----------’% Ta+1

d. h. die Anzahl der Faktoren u, in welche f(x) zerfällt, ist 
yein Teiler der Anzahl —— der Faktoren, in welche gleich- Ta+1zeitig die Galois’sche Resolventengleichung zerfällt. Das ent­

sprechende geschieht offenbar bei jeder späteren Zerfällung.

§ 230. Bisher haben wir der gegebenen Gleichung f(a)=0 alle 
Wurzeln einer anderen Gleichung g()=0 oder h(x)=0 adjungiert, 
deren Wurzeln rationale Funktionen von x1, x,, ... waren. 
Dies scheint eine starke Einschränkung zu sein. Wir wollen daher 
jetzt der Gleichung f(x)=0 alle Wurzeln einer irreduktiblen Gleichung

13) R(2)—0
adjungieren, von der wir nur wissen, dass sich ihre Koefficienten im 
Rationalitätsbereiche von f(x)=0 befinden. Wir nehmen an, dass 
durch die Adjungierung die Gruppe G der Gleichung f (a) = 0 reduziert, 
die Resolventengleichung also in Faktoren zerlegt werde. Hieraus 
suchen wir über die Natur von 13) ins klare zu kommen.

Dieselbe Gruppenreduktion, wie sie durch Adjungierung der Wur­
zeln von 13) erreicht wird, können wir durch die Adjungierung einer 
rationalen Funktion 31(x1, x2, ... xn) der Wurzeln von f(x)=0 er­
reichen. Denn reduziert sich G auf H, so braucht man nur 3 als 
zur Gattung von H gehörig anzunehmen. 31 ist demnach nach der 
Lösung von 13) rational bekannt, so dass wir setzen können
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% (X1 , 32, • • • Xn) — V1 (21 , 22, • • • — u,-
Die Gleichung, welche liefert, ist somit identisch mit derjenigen, 
welche ilf1 liefert. Sie sei

14) l(u) = Q.
Alle Werte, welche w im Rationalitätsbereiche annehmen kann, wer­
den durch die Wurzeln von 14) geliefert; alle diese sind aber gleich­
zeitig Werte von P1, d. h. sie werden nach der Lösung von 13) be­
kannt. Also sind die Werte von 7, welche als Wurzeln von 14) 
auftreten, sämtlich der Gleichung f(x)=0 zu adjungieren. H ist 
daher eine ausgezeichnete Untergruppe von G.

Lehrsatz XIII. Die Einwirkung, welche die Adjungierung 
aller Wurzeln einer beliebigen Gleichung 13) auf die Reduk­
tion der Gruppe G vonf(x)=0 ausübt, kann durch diejenige 
aller Wurzeln einer Gleichung 14) ersetzt werden, welche 
durch rationale Funktionen N1, x,, ... xn befriedigt wird.

Wir befinden uns also, trotz unserer Loslösung von scheinbaren 
Beschränkungen, durchaus innerhalb der früher besprochenen Verhält­
nisse, bei denen zur Adjungierung nur rationale Funktionen der Wur­
zeln zugelassen wurden.

§ 231. Hiernach lässt sich umgekehrt auch die Einwirkung be­
stimmen, welche die Lösung von f(x)=0 auf k (z) = 0 hat, falls durch 
die Lösung von k () == 0 eine Reduktion bei f (x).= 0 eintritt. Durch 
die Lösung von f(x)=0 wird 7 bekannt, damit auch ‘1, und 14) 
ist gelöst. Denn 14) ist so beschaffen, dass die Adjungierung aller 
Wurzeln dieselbe Gruppe H hervorruft, wie die Adjungierung einer ein- 

. zigen Wurzel w zu f(x)=0, und folglich sind alle Wurzeln von (14) 
rational durch 7 darstellbar. Dasselbe gilt, wenn man die 1(21,2, ...) 
als Wurzeln ansieht, so dass ‘P1, ... zu derselben Gruppe der Ele­
mente g gehören, und dass diese Gruppe der Ordnung v eine aus­
gezeichnete Untergruppe der Gruppe von k(2) ist.

Lehrsatz XIV. Sindf(a)=0, 1(2)—0
zwei Gleichungen, deren Koefficienten demselben Rationa­
litätsbereiche angehören und welche so beschaffen sind, dass 
durch die Lösung der zweiten und die Adjungierung aller 
ihrer Wurzeln zur ersteren die Gruppe von f(x)=0 auf eine 
in ihr enthaltene ausgezeichnete Untergruppe von v mal ge­
ringerer Ordnung reduziert wird, so wird auch umgekehrt 
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durch die Lösung der ersten die Gruppe der zweiten auf den 
vten Teil ihrer Substitutionen reduziert. Die Gruppe von 
f(x)=0, wie die von k(g)=0, ist zusammengesetzt, und v ist 
ein Zahlenfaktor der Komposition. Diejenigen rationalen 
Funktionen einer der beiden Gleichungen, durch welche die 
Reduktion ihrer Gruppe in derselben Art bewirkt werden 
kann, wie durch die Lösung der anderen Gleichung, sind ra­
tional durch die Wurzeln derselben darstellbar.

Es kann, wie man sieht, die Gruppe von f(x)=0 auch durch 
die Auflösung einer Gleichung k(2)=0 reduziert werden, trotzdem die 
Wurzeln derselben keine rationale Funktionen von 1, X , • • • x n sind; 
es muss eben nur rationale Funktionen von 21,2,... zm geben, welche 
rationalen Funktionen von X1, X2, ... xn gleich sind.

Aus dem vorigen Lehrsätze folgen unmittelbar die Corollare:
Zusatz I. Wenn die Gruppe G der Gleichung f(x)=0 ein­

fach ist, kann sie nur mit Hilfe von Gleichungen aufgelöst 
werden, bei denen die Ordnung der Gruppen Vielfache der 
Ordnung von G sind.

Denn da Gr auf 1 reduziert wird, so ist das v im Lehrsatz XIV) 
gleich der Ordnung von G zu setzen.

Zusatz II. Wenn die Gruppe G von f(x)=0 durch die Auf­
lösung einer einfachen Gleichung k(2)=0 reduziert wird, 
dann sind z,, g,, rationale Funktionen der Wurzeln von f(a)-0.

Denn in diesem Falle ist v gleich der Ordnung der Gruppe von 
k (g) = 0; diese wird nach der Reduktion gleich 1, also ist

‘ | = &, 2, + &, ++ • • • ++ «m 2 UL = , (31 , 3, 5 ' • • 3n)
zu setzen; ist die Galois’sche Resolvente von k(2)=0.

§ 232. Ebensowenig wie durch die Adjungierung der Wurzeln 
einer neuen Gleichung k(2)=0 zu f(x)=0 eine Erweiterung gegen­
über der Adjungierung rationaler Funktionen der Gleichungswurzeln 
selbst erzielt werden kann, ebensowenig findet dies statt, wenn die 
Wurzeln beider Gleichungen in einen und denselben rationalen Aus­
druck eingehen. Wir werden beweisen:

Lehrsatz XV. Sind f(«)=0, i(S)-0
zwei irreduktible Gleichungen, deren Wurzeln durch ratio­
nale Beziehungen
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P (« ,K2,-.3n; 21, &2,, &m) — 0
mit einander Zusammenhängen, so können alle diese aus 
einer einzigen von der Form•(a, «2,..,)—x(2,,8,. ..2m)
abgeleitet werden, in welcher die Wurzeln beider Gleichungen 
getrennt auftreten.

Bezeichnen wir nämlich mit 5, § die bezüglichen Galois’schen Re- 
solventen und mit F(5)-o, K(-0

die irreduktiblen Resolventengleichungen, welche zu %(2)=0
gehören, so werden die Grade r, r' von F, K gleich den Ordnungen 
der Gruppen sein.

Jetzt kann man 31, C2, ... xn rational durch g und 2,, 2,, ... 
rational durch § ausdrücken und erhält dadurch

P (a,, ag,... 3n; 2,,2,. • • 2,) — ® (5, $)=0.
Der Ausdruck • kann mit Hilfe von F=0 und K—0 so reduziert 
werden, dass sein Grad in § höchstens gleich r— 1, in § höchstens 
gleich /—1 wird. Wir setzen dies als geschehen voraus. Dann haben 
die Gleichungen.ä ®(5,5)-0, W) = o
eine Wurzel gemeinsam. Folglich kann, wenn man § zum Rationa­
litätsbereiche zieht, die Resolvente F(5) nicht mehr irreduktibel sein, 
weil sonst die irreduktible Gleichung ken Grades mit einer Gleichung, 
die höchstens bis zum r—1ten Grade aufsteigt, eine Wurzel gemein­
sam hätte; ausgenommen ist dabei der Fall, dass d($,6) identisch 
Null wird.

Tritt dies nicht ein, so wird durch die Adjungierung aller Wur­
zeln von k(2)=0 oder durch die von $, die Resolvente von f()—0 
zerlegt; also befinden wir uns in der Lage der vorigen Paragraphen; 
durch Adjungierung einer Funktion x von . a, können wir die­
selbe Reduktion erreichen und es wird

Existieren mehrere derartige Beziehungen, so können alle aus derselben 
Gleichung abgeleitet werden. Diese lässt sich leicht finden, wenn man 
eine Funktion x so wählt, dass alle anderen unter der ihr angehören­
den Gattung enthalten sind.

Wenn dagegen •(5,5)=0 identisch gleich Null ist, so folgt 
daraus, dass die Koefficienten des nach 5 geordneten Polynoms d(E,g), 
d. h. Funktionen von der Form X, (0 oder

Netto, Substitutionentheorie. 18
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X2 (21, &g, • • Zm) — 0

sind. Ebenso müssen dann auch Funktionen von der Form 1(5) oder

v,(x1, 2, ••• 3,)=0
werden, wenn man (5, 0 nach Potenzen von $ anordnet.

Diese Gleichungen können in der That 9=0 machen; dadurch 
wird aber nur eine scheinbare, keine wirkliche Abhängigkeit der Wur- 
zeln von f(x)=0, k(2)=0 konstituiert; x,=0 wird zur Gruppe von 
k («) = 0 j , (21,...) =0 zur Gruppe von f(x) = 0 gehören.

Fünfzehntes Kapitel.
Algebraisch auflösbare Gleichungen.

§ 233. Wir haben in § 228 folgendes Theorem aufgestellt: Wenn 
die Gruppe G der Gleichung f(x) = 0 folgende Reihe der Zusammen­
setzung liefert:

1) G, G, G,, ... G,, 1
und die Ordnungen der einzelnen Gruppen bezüglich

r, G, 12, ••• r,, 1
sind, so kann man die Auflösung von f(x)=0 durch diejenige einer 
Reihe von einfachen, irreduktibien Gleichungen der Grade • 

bewirken, deren erste eine zur Gattung G1 gehörige Funktion liefert, 
während die Koefficienten der Gattung G angehören, deren zweite eine 
zur Gattung G, gehörige Funktion liefert, während ihre Koefficienten 
der Gattung G1 angehören u. s. w. Alle diese Gleichungen

%=0, %=0,%=0, %+1-0
haben die Eigenschaft, dass die Wurzeln einer jeden durch eine be­
liebige unter denselben rational dargestellt werden können, so dass die 
Ordnung ihrer Gruppe dem Grade derselben gleich, d. h. dass die 
Gruppe vom Typus 9 (§ 122) wird.

Wir wollen untersuchen, wann alle diese Gleichungen 
x=0 binomische Gleichungen von der Primzahlordnung pz wer­
den und also die Form X2=2P2—H=0



Fünfzehntes Kapitel. Algebraisch auflösbare Gleichungen. 275

annehmen, wobei Hi in den zur Gattung G2—1 gehörigen Grössen ra­
tional ist. Mit anderen Worten: wir wollen die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafür aufsuchen, dass f(a)=0 
algebraisch lösbar ist.

Notwendig ist es für die Erfüllung der aufgestellten Forderungen,
• p p

dass die Faktoren der Zusammensetzung —) -1; 2, ••• sämtlich Prim- ‘1 ‘2 ‘s
zahlen p, p,, ps, ... seien; denn diese Quotienten geben die Grade 
der Gleichungen 21=0, X2=0, X3=0, ••• an.

Hinreichend ist dies gleichfalls. Dies wurde bereits in §§ 102 und 
103, Lehrsatz X) und XII) dargethan. Nicht etwa, dass jede zu 
Gi gehörige Funktion, in die p2te Potenz erhoben, eine zu Gz 1 ge­
hörige Funktion giebt, sondern es lässt sich eine Funktion finden, 
für welche dies der Fall ist, sobald jene Bedingung erfüllt ist.

Wir haben daher den Satz:
Lehrsatz I. Damit die algebraische Gleichung f(x)=0 

durch Wurzelausziehungen auflösbar sei, ist es notwendig 
und hinreichend, dass die Faktoren der Zusammensetzung 
ihrer Gruppe sämtlich Primzahlen sind.

§ 234. Mit Hilfe von Lehrsatz XIII), § 103 können wir dem 
soeben erhaltenen Satz eine andere Ausdrucksform geben:

Lehrsatz II. Damit die algebraische Gleichung f(x)=0 
durch Wurzelbeziehungen auflösbar sei, ist es notwendig 
und hinreichend, dass man ihre Gruppe durch eine Reihe 
von Substitutionen 1, 1, t2, 3,...,, ty+1
herstellen könne, welche folgende beiden Eigenschaften be­
sitzen: 1) die Substitutionen der Gruppe Gi ={ 1, t, t, ... ti— 1, ti] 
sind untereinander bis auf Substitutionen der Gruppe Gi — i 

vertauschbar; 2) die niedrigste Potenz von 
ti, welche in Gi—i vorkommt, hat zum Exponenten eine Prim­
zahl (vergl. auch § 83, Lehrsatz XIX).

§ 235. Ferner ermöglichen es die Untersuchungen von § 85, den 
ersten Lehrsatz in einer neuen, dritten Form auszusprechen. Wir 
sahen nämlich dort: Stimmt die zu G gehörige Hauptreihe

2) G, H, J, Ä, ... 1
nicht mit der Reihe der Zusammensetzung überein, so kann aus jener 
ersteren 2) die letztere 1) durch Einschiebung neuer Gruppen, z. B. von 

18*
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3) H", ...
zwischen H und J u. s. f. abgeleitet werden. Dann sind die F aktoren 
der Zusammensetzung, welche zum Übergange von H zu von H' 
zu H‘, ... von H®zu J gehören, einander sämtlich gleich. Sind 
demnach nicht alle zu 1) gehörigen Faktoren der Zusammensetzung 
einander gleich, so hat G eine Hauptreihe der Zusammensetzung 2). 
Wir sahen ferner (§ 86 S. 96): stets wenn die zum Übergange von H,

H‘, ... zur jedesmalig folgenden Gruppe gehörigen Faktoren der 
Zusammensetzung Primzahlen sind (die einander nach dem soeben Be­
sprochenen natürlich gleich werden), und nur, wenn dies der Fall ist, 
sind die Substitutionen von H untereinander bis auf Substitutionen 
von J vertauschbar. Daraus folgt:

Lehrsatz III. Damit die algebraische Gleichung f()=0 
durch Wurzelausziehungen auflösbar sei, ist es notwendig 
und hinreichend, dass ihre Hauptreihe der Zusammen­
setzung

2)

folgende Eigenschaft besitze: die Substitutionen jeder Gruppe 
sind bis auf Substitutionen der nächstfolgenden Gruppe mit 
einander vertauschbar.

Die Substitutionen der letzten Gruppe der Hauptreihe, welche der 
Einheit vorhergeht, sind daher untereinander vertauschbar.

§ 236. Bevor wir in der Theorie weiter gehen, wollen wir einige 
Anwendungen der bisher abgeleiteten Sätze geben:

Lehrsatz IV. Ist eine Gruppe F einstufig isomorph zu 
einer auflösbaren Gruppe G, so ist auch I eine auflösbare 
Gruppe.

Nach S. 98 stimmen die Faktoren der Zusammensetzung von G 
mit denen von F überein. Daher folgt unser jetziges Theorem un­
mittelbar aus dem ersten Lehrsatz.

Lehrsatz V. Ist eine Gruppe F mehrstufig isomorph zu 
der auflösbaren Gruppe G; entspricht ferner der Substitu­
tion 1 von G die Untergruppe 2 von I; ist endlich auch 2 
eine auflösbare Gruppe, so wird F gleichfalls auflösbar sein.

Die Faktoren der Zusammensetzung von F bestehen nach S. 98 
aus denen von G und denen von 2. Die Anwendung von Lehrsatz I) 
zeigt demnach die Richtigkeit unseres Theorems.
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Lehrsatz VI. Ist eine Gruppe G auflösbar, so sind es auch 
alle ihre Untergruppen.

Wir setzen wie gewöhnlich
$ = + «, 32 + . . ■ ++ C^n Gn i

wenden auf 5 die Substitutionen von Gr an, erhalten 51, 52, ... §r und 
bilden (8) -(-$)(-6).(- 5.) - 0.
Es ist charakteristisch für die Auflösbarkeit von Gr und dass man mit 
Hilfe von Wurzelausziehungen g(^) in lineare Faktoren zerlegen kann.

Ist nun H von der Ordnung ri eine Untergruppe von Gr und liefert 
diese bei ihrer Anwendung auf 5 die Werte $1; $2, ... §r,, so sind 
diese sämtlich unter $, $2, ... 5r enthalten; folglich ist

1(5)-(6-6)(-6).(6-5)
ein Teiler von Daher lässt sich auch h(5) mit Hilfe von Wurzel­
ausziehungen in lineare Faktoren zerlegen, d. h. es ist H eine auflös­
bare Gruppe.

Man hätte den Beweis auch dadurch führen können, dass man 
zeigt, alle Faktoren der Zusammensetzung von H kämen unter denen 
von Gr vor.

Lehrsatz VII. Ist die Ordnung einer Gruppe G die Potenz 
einer Primzahl so ist die Gruppe eine auflösbare.

Die Gruppe G ist von gleichem Typus mit einer Untergruppe 
derjenigen, welche denselben Grad n besitzt wie G und als Ordnung 
die höchste Potenz p^ welche n! teilt (vergl. §§ 49 und 39). Dass 
diese letztere aber auflösbar ist, folgt aus ihrer Bildung (§ 39), bei 
welcher sich herausstellt, dass alle ihre Faktoren der Zusammen­
setzung gleich der Primzahl p werden. Nach dem vorigen Satze ist 
also auch G auflösbar.

Lehrsatz VIII. Ist die Ordnung einer Gruppe G einer al­
gebraischen Gleichung f(oc) = Qr=P“.p.®.pa‘.p...,
wobeip,p,p3,... von einander verschiedene Primzahlen sind, 
und a t

A >P2Ps‘-P4 • • •, P2PPs‘-P4-, A PP • • • 
ist, dann ist die Gleichung durch Wurzeln auflösbar*

* L. Sylow: Math. Ann. V, S. 589.

Wir benutzen das Theorem von S. 132, § 121. Wir setzen r ^p^. q, 
wo dann p± > q wird. G enthält mindestens eine Untergruppe H der 
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Ordnung p,“; bezeichnen wir durch (xp1—1) die Anzahl aller in G 
enthaltenen Untergruppen der Ordnung^“, und durch die Ord­
nung der Maximaluntergruppe von G, welche mit H vertauschbar ist, 
so wird r=p®.i(xp,-1). Da r=p,".q und q<py ist, so muss 
K=0 und r^p^.i gesetzt werden, d. h. G selbst ist mit H vertausch­
bar. Durch die Lösung einer Hilfsgleichung des Grades 7, deren 
Gruppe die Ordnung q besitzt, kommt man daher zu einer Funktion, 
welche der Gattung H angehört, und die Gruppe G reduziert sich auf 
H (§ 226, Lehrsatz X). Die letztere Gruppe ist nach dem vorigen 
Lehrsätze lösbar. Wenn also die Hilfsgleichung lösbar ist, so ist es 
auch f(x) = 0 selbst.

Die Ordnung der Hilfsgleichung q=p,®.pa‘.p°... giebt zu den­
selben Schlüssen Veranlassung, da dieselben Voraussetzungen gelten 
wie vorher. Ihre Auflösbarkeit folgt deswegen aus der einer neuen 
Hilfsgleichung mit einer Gruppe der Ordnung u. s. w.

§ 237. Wir kehren zu den allgemeinen Untersuchungen von § 235 
zurück.

Beim Übergange von G zu Gr zerfällt die Galois;sche Resolventen-
Z • ••gleichung in =P1 Faktoren; beim Übergänge von Gt zu G zer-

fällt jeder dieser vorher irreduktiblen Faktoren in — = p2 neue Fak- 
toren u. s. w.

Da f(x) anfangs irreduktibel, schliesslich aber in lineare Faktoren 
zerlegt ist, so wird nach § 229 ein oder mehrere Male eine Zerfällung 
von f(x) oder von einem seiner bereits vorhandenen rational bekann­
ten Faktoren zugleich mit der Zerfällung der Galois’schen Resolventen- 
gleichung oder deren bereits rational bekannten Faktoren eintreten. 
Die Anzahl der Faktoren bei der Zerfällung von f(x), welche natür­
lich grösser als 1 wird, muss nach § 229 ein Teiler der Anzahl der 
Faktoren sein, welche bei der Zerfällung der Resolventengleichung 
auftreten. Diese letztere Anzahl ist bei auflösbaren Gleichungen stets 
eine Primzahl P,P;p, also findet dasselbe bei f(x)=0 statt. 
Das heisst: Alle Primfaktoren des Grades n der auflösbaren
Gleichung f(x)=0 sind Faktoren der Zusammensetzung der 
Gruppe G und zwar jeder mindestens so oft, als er in n als 
Faktor vorkommt.*

* Um einem naheliegenden Irrtume vorzubeugen, sei erwähnt, dass, wenn 
beim Vordringen von G aus bis zu Gz das Polynom f(x) in rationale Faktoren 
zerfällt, deren einerf‘(x)ist, dieser Faktor nicht zur Gruppe Gz zu gehören braucht.
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Wir wollen nun annehmen, dass n nicht die Potenz einer Prim­
zahl sei, dass n also von einander verschiedene Primzahlen zu Fak­
toren hat. Dann kommen auch unter den Faktoren der Zusammen­
setzung der Reihe von Gr verschiedene Primzahlen vor, und daher 
besitzt Gr nach § 85 Zusatz I) eine Hauptreihe. Diese sei

2) G, H, J, K, ... M, 1.

In einer der zu Gr gehörigen Reihen der Zusammensetzung mögen zwi­
schen H und J noch

3) H‘, H", ...

aufzunehmen sein. Da n mindestens zwei von einander verschiedene 
Primzahlen zu Faktoren hat, so muss mindestens zwei mal beim 
Übergange von einer Gruppe der Reihe der Zusammensetzung zur fol­
genden in Faktoren zerfallen. Da die Anzahl der Faktoren mit dem 
Faktor der Zusammensetzung übereinstimmt, und da dieser bei den 
Zwischengruppen 3) sich nicht ändert, so können nicht beide Zer- 
fällungen innerhalb desselben Überganges von einem Gliede H der 
Hauptreihe zum nächstfolgenden Gliede J derselben eintreten. Be­
sonders hervorzuheben ist, dass nicht alle Zerfällungen von f(x) inner­
halb des Überganges von der letzten Gruppe M bis zu 1, also inner­
halb der auf M folgenden Gruppen der Reihe der Zusammensetzung

M‘, M", M", ... Mo-D, 1
stattfinden können. Mindestens eine der Zerfällungen muss sich früher 
vollzogen haben. Die erste derselben finde z. B. statt beim Übergange 
von H' zu H". Dann folgt aus § 229, dass H' imprimitiv ist in den­
jenigen Elementen, welche sie transitiv verbindet, und dass H‘ diese 
transitiv verbundenen Elemente in einzelne Systeme der Intransitivität 
zerteilt hat und nur diejenigen weiterhin mit einander transitiv ver­
binden kann, welche demselben System der Imprimitivität von H' an- 
gehören. Diese Intransitivität pflanzt sich dann auf alle späteren ent­
haltenen Gruppen H‘, ... H(" und ebenso auf das nächste Glied J 
der Hauptreihe fort, welches der Voraussetzung zufolge von 1 ver­
schieden ist.

J möge die Wurzeln in die intransitiven Systeme 
i , r n i it (m) (m) (»0X1 , 22 , -..Ci; R1, 22, -..2;.-; X1,X2,.. Xi

Er kann auch unter der zu G2 gehörigen Gattung stehen. Die Anzahl der Werte Tvon f {x} ist folglich nicht notwendig gleich ,,; sie kann auch ein Vielfaches 

dieses Quotienten sein; und das Produkt f(x).f‘(x)... aller Werte von f‘(a) 
ist nicht notwendig gleich f(a); es kann auch eine Potenz dieses Polynoms sein. 
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zerlegen; diese mögen so wenig umfangreich als möglich gewählt sein. 
Dann wird jetzt der Ausdruckü W =(a- x) (x — x2)... (x — a,)
ein rational bekannter Faktor von f(x) sein, welcher keine rational be­
kannten Teiler mehr enthält. Da wegen der Eigenschaften der Grup­
pen der Hauptreihe Ic

tr eGr=e

ist, so gehören alle Werte von f(x) zu derselben Gruppe J; sie sind 
also mit f(x) gleichzeitig bekannt. Äusser f‘(x) kennen wir noch 
als Werte dieses Ausdrucks

fx (a) - — al’) (« — 4') ...(aa/), () =(a- a") (w — a") a"),f?m) (x) = (x —c() (x — o,)) ... (x —
Existierte äusser diesen noch ein neuer, so würde derselbe mit einem 
f‘«)(x) Wurzeln gemeinsam haben. Somit liesse sich f•)(x) und also 
noch f() in rationale Faktoren zerlegen, was den Annahmen wider-Ybspricht. Folglich hat f(a) auch nur m= . Werte und hängt somit 
von der Lösung einer Gleichung des Grades m ab. Ist diese Glei­
chung mten Grades

4) ()-(-1)(-/!)...(-/")-o, ■
so entsteht durch Elimination von y aus 4) und aus

5) f («) - a‘ — v, (/)a‘-1 + v, (/) wobei 1,()=2+*+0+..+*,
%, () = xx2 + aas 4- 44 +...4 4-i4,

ist, so dass 1, 3, ... rational durch ausdrückbar sind. Da f(x) 
das Eliminationsresultat von 4) und 5) ist, so wird nach § 222 die 
Gruppe von f(a) imprimitiv sein.

Das ganze Gewicht der durchgeführten Schlüsse beruht auf dem 
Umstande, dass J der Hauptreihe von Gr angehört, und dass also 
Gr~1JGr = J ist. Nur daraus war der Schluss zu ziehen, dass alle 
im Rationalitätsgebiete von f(x) vorhandenen Werte von f(x) bekannt 
sind. Es wird sich dies besonders deutlich an einem sofort zu be­
handelnden Beispiele herausstellen.
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Lehrsatz IX. Ist der Grad n einer algebraischen, irreduk- 
tiblen, auflösbaren Gleichung durch zwei von einander ver­
schiedene Primzahlen teilbar, so kann man n stets in zwei 
F aktoren n= i.m derart zerlegen, dass die gegebene Gleichung 
f\x) = Q in m neue zerfälltn(a)-0, f(c)-0,..."()-0,
welche sämtlich vom Grade i sind und deren Koefficienten 
aus den rational bekannten Grössen durch die Auflösung 
einer Gleichung des Grades m abgeleitet werden können.*  
Die Gruppe der Gleichung = O ist imprimitiv.

* Abel: Oeuvres completes II, p. 191.

Wir wollen hiermit die Auflösung der allgemeinen Gleichung 
vierten Grades vergleichen, auf welche, da, 4—22 ist, die obigen 
Schlüsse nicht anwendbar sind. Es zeigt sich sofort, dass beide 
für die Zerlegung des Polynoms in lineare Faktoren notwendigen Zer- 
fällungen erst innerhalb des Bereiches der letzten Gruppe der Haupt- 
reihe M, M‘, M", ... 1 vorkommen. Die Reihe der Gleichung besteht 
aus den folgenden Gruppen:

1) die symmetrische Gruppe;
2) die alternierende Gruppe;3) [1, (a, 32) (««.), (a, 2a) («, 32), (g, 32) (g, a3)];
4) [1, oder 4') [1, (3,3) (3201)];

oder 4") [1,(a,0,)(a,33)];
5) die Gruppe 1.

Die Hauptreihe wird aus den Gruppen 1), 2), 3), 5) gebildet. Der 
Übergang von 3) zu 4) und von 4) zu 5) liefert jedesmal den Prim­
faktor 2. Die Gruppe 4) ist die erste intransitive. Bei ihr tritt ein 
Zerfallen von f(x) in zwei Faktoren (a—c,)(x—x,) und (a—x)(x—x,) 
ein. Da aber 4) nicht zur Hauptreihe gehört, so sind nicht alle 
sechs Werte von (a—x)(x—R) bekannt; hätte man die Gruppe 4') 
gewählt, so wäre man auf (x — x,) (x — x3) und (x—x,)(x—x.) ge­
kommen u. s. f. Das Produkt dieser sechs Werte liefert die dritte 
Potenz von f(a)=(a—G)(a-C)(—x)(-x,). Man kann also 
zwar in ein Produkt aus zwei Faktoren zweiten Grades zerlegen; 
aber die Koefficienten eines jeden solchen Produktes sind nicht von 
einer Gleichung des Grades 4=2, sondern von einer solchen des 
Grades 6 abhängig.
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Betrachten wir ferner die irreduktiblen auflösbaren Gleichungen 
sechsten Grades, so folgt, dass es für sie zwei verschiedene Arten 
giebt, jenachdem man y aus

a2—f()a+f(y)=0, y—cy2+cy—c,=0
oder aus a3 - /i W a2 + f (y)« - f (y) y2 - C y+6=0
eliminiert, so dass jede auflösbare, irreduktible Gleichung sechsten 
Grades einer dieser beiden Arten angehört.

§ 238. Wir können nach den Resultaten unserer Untersuchungen 
die einschränkende Voraussetzung machen, dass der Grad der betrach­
teten Gleichung f(x)=0 die Potenz einer Primzahl sei; denn andern­
falls können wir die Gleichung als Eliminationsresultat behandeln 
und dadurch die Frage vereinfachen. Weiter können wir voraussetzen, 
dass eine derartige Zerlegung, wie sie im vorigen Lehrsätze angegeben 
war, bei unserer Gleichung des Grades 7/ nicht vorkomme, da sonst 
eine gleiche Vereinfachung möglich wäre. Dies erreichen wir durch 
die Annahme, dass die Gruppe der Gleichung primitiv sein soll. Dann 
sind beide Möglichkeiten abgeschnitten.

Unter solcher Annahme gehen wir zur Untersuchung der Gruppe 
über.

Der Grad der Gleichung sei p2; die Hauptreihe der Zusammen­
setzung ihrer Gruppe

2) G, H, J, K, ... M, 1.
Geht man von G über H, , ... bis M, so kann bis dorthin 

noch keine Zerlegung des Polynoms f(x) stattgefunden haben; denn 
sonst könnten, die Schlüsse des vorigen Paragraphen in Anwendung 
gebracht werden, und diese würden zeigen, dass G imprimitiv ist. Durch 
den Übergang von G bis zu M wird die Gleichung f(a) = 0 zur Auf­
lösung „vorbereitet“, aber f(x) wird noch nicht in Faktoren zerfällt. 
Die A Zerfällungen der Gleichung des Grades p2 treten demnach beim 
Übergang von der letzten Gruppe der Hauptreihe bis zur Einheit auf, 

dh bei M, M‘, M", M", ... Mo-I, 1;
es muss demnach x>2 sein. Die Anwendung von § 85 Zusatz IV) 
(S. 95) ergiebt, dass alle Substitutionen von M unter einander vertausch­
bar sind. Die durch die Gattung M charakterisierte Gleichung ist so­
nach eine AbeFsche Gleichung des Grades p” (§ 180). Nach den 
Schlüssen von § 85 gehört zu jedem Übergänge innerhalb der letzten 
Reihe der Faktor p der Zusammensetzung, so dass die Ordnung von



Fünfzehntes Kapitel, Algebraisch auflösbare Gleichungen. 283

M gleich p” zu setzen ist. Ferner kann M erhalten werden, wenn 
man eine Anzahl von % Gruppen mit einander vereinigt, welche nur 
die Einheit als gemeinsame Substitution besitzen, einander ähnlich 
sind und p zur Ordnung haben. Es mögen dies sein:

u"-", u?-", M9-, ... m$EP
Aus diesen Eigenschaften ist ersichtlich, dass jede dieser Gruppen aus 
den Potenzen einer Substitution der Ordnung p gebildet ist:

S) 81) S2, • ■ • 8—1,
und dass wegen der Vertauschbarkeit der Gruppen (vergl. S. 96 oben) 
auch säs,=s‘sa («,8=0,1,.*—1)
sein muss. Jede Substitution von M kann demnach durch

S S1 S2..-S,—1
ausgedrückt werden. Wegen der Vertauschbarkeit der s unter ein­
ander ist

(? s" s... s-)”=sPs"”s” 1.

Jede Substitution der Gruppe M ist von der Ordnung p. Un­
sere Abel’sche Gleichung gehört infolgedessen zur Kategorie derjeni­
gen, welche in § 183 behandelt wurden. Ebenda (§ 184) sind auch ihre 
Substitutionen analytisch dargestellt worden. Es ergab sich folgende 
Form der Darstellung für dieselben

t=21,22,..2, 21+0,,2-«,.2,+ «, (mod.p).
Schon das vollkommen gleichmässige Auftreten aller Indices
zeigt, dass bei den Reduktionen von M bis zu 1 genau % Zerfällungen 
des Polynoms f(a) eintreten werden, wie sich dies auch dann er­
kennen lässt, wenn man etwa

M‘—2,,22,88,-..2, 2,,22+«,2+,.2,+c, (mod.p),
M =|2,,22,28,..2, 21, 22, 2+«3, ... &,— a, (mod.p),

setzt. Daher ist x = 4. Man erhält demnach als erstes Resultat:

Lehrsatz X. Die letzte Gruppe der Hauptreihe einer pri­
mitiven, auflösbaren Gleichung des Grades p” besteht aus 
den p” arithmetischen Substitutionen

t=21,82,...2, 21—&1,&—«...2,—a, (mod.p).
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Die Wurzeln der Gleichung werden dabei dargestellt durch 
(22 ...p-).

Da G, die Gruppe der Gleichung mit M vertauschbar ist, so folgt 
aus § 138, dass G aus der Kombination von arithmetischen und geo­
metrischen Substitutionen bestehen wird. Es folgt damit als weiteres 
Resultat:

Lehrsatz XI. Die Gruppe G jeder auflösbaren, primitiven 
Gleichung des Grades p” besteht aus der Gruppe der arith­
metischen Substitutionen des Grades p” kombiniert mit geo­
metrischen Substitutionen desselben Grades

1=2,,22,...2, a,2,+b,2+..+c2,, a221+b,22+..+ c22,, ... (mod.p).
§ 239. Bevor wir in den allgemeineren Untersuchungen fortfahren, 

betrachten wir die Fälle *=1,2, trotzdem der erstere bereits früher 
besprochen und erledigt ist.

Wir betrachten zuerst die auflösbaren, primitiven Gleichungen 
des Primzahlgrades p. Das Wort „primitiv“ können wir dabei aber 
unterdrücken, da die Imprimitivität eine Einteilung der Wurzeln in 
Systeme von gleichvielen Elementen fordern würde, welche ja hier 
unmöglich ist.

Die Gruppe der allgemeinsten auflösbaren Gleichung muss mit
G=|g ag—c (a=1,2,...p-1;0=0,1,...p—1) (mod.p) 

zusammenfallen oder in ihr enthalten sein. Wir beweisen das erstere 
dadurch, dass wir die Gruppe der Zusammensetzung von Gr aus bis M 
konstruieren und zeigen, dass alle Faktoren der Zusammensetzung, 
welche dabei auftreten, Primzahlen sind. Wir zerlegen p— in seine 
Primfaktoren p — 1=q.q... und bilden die Untergruppe

p — 1H=| a,q1.2—R1 (a1= 1, 2, 1=0, 1, ...p —1),
d1ebenso die Untergruppe

J= g ,,.2+«, (a,=1,2,...2;«=0,1,...p—1),
71 12

und fahren so fort. Dann gehören H, J, ... der Hauptreihe von G an. 
Denn es ist z. B.

G-1JG=J.
Setzt man nämlich

t=g az—, so folgt t—1= 0 (g—c),
a
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g 1 (a—a)a ; g W2 .Z—C2• 2 an - &
a,Qq2.2- &2 Q q2 R—CHC2g a

so dass die Transformation einer Substitution aus J durch eine be­
liebige Substitution aus G wiederum zu einer Substitution aus J 
führt. Offenbar stimmt hier die Hauptreihe mit der Reihe der Zu­
sammensetzung überein; alle Faktoren der Zusammensetzung Q1,q2, ... 
sind Primzahlen. Damit ist der Nachweis vollendet.

Lässt eine Substitution von G zwei Wurzeln xyi Rs ungeändert, 
so lässt dieselbe alle Wurzeln ungeändert. Denn aus y=ay—«, 
ä — a ö — a folgt unzweideutig a = 1, a — 0 und die Substitution wird 
zu der identischen 1 = g Z.

Lässt eine Substitution von G eine Wurzel X, ungeändert und 
führt sie &y+1 in X8 über, so geht jedes Xe in K(ö—y(-y)+7 über. 
Denn aus y^ay d = a (y ff-1) — a folgt unzweideutig a — d — y, 
c=z(y—8-1) und die betreffende Substitution erhält die Form 

| z (d — y) z ff- y (/ — d ff-1) |.
• Lässt eine Substitution von Gr keine Wurzel ungeändert und wan­

delt sie xY in X8 um, so geht x, in x,+8_y über. Denn nur dann 
kann für keinen Wert von y die Kongruenz y ay ff- a stattfinden, 
wenn a=1 ist. Soll dabei y-1 in d übergehen, so muss =y- 
sein; dies ergiebt a = 8 — y und für g die arithmetische Substitution 
g n ff- 8 — y |.

Dies sind genau dieselben Resultate, welche uns früher die alge­
braische Methode lieferte.

Lehrsatz XII. Die allgemeinen auflösbaren Gleichungen 
vom Primzahlgrade p sind die Galois’schen Gleichungen. 
Ihre Gruppe hat die Ordnung p(p— 1); sie wird aus den Sub­
stitutionen der Form ,

s=g az.— (a = 1, 2,... p — 1; a = 0, 1,.. .p — 1) (mod.p) 
gebildet. Ihre Faktoren der Zusammensetzung sind alle 
Primzahlteiler von (p— 1), jeder so oft genommen, als er in 
(p—1) als Faktor eingeht, und ausserdemp selbst.

§ 240. Wir gehen zu den allgemeinsten auflösbaren Gleichungen 
des Grades p2 mit primitiver Gruppe über. Zu Grunde liegen die 
arithmetischen Substitutionen

t—81,8 2,01,22- «1 (mod.p), 
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welche die letzte Gruppe M der Hauptreihe bilden. Um weiter zu 
der vorhergehenden Gruppe L der Reihe zu gehen, müsste man eine 
Substitution von folgenden Eigenschaften bestimmen: ihre Form ist

8=81,82 a,-b,22, a22,-b,8, (mod.p);
die niedrigste Potenz derselben, welche in M vorkommt und also die 
Form t besitzt, muss eine Primzahl zum Exponenten haben. Da nun 
alle Potenzen von s wiederum dieselbe Form besitzen, wie s selbst, so 
muss die Potenz gleich 21,2, 2,,2,1-1 werden, d. h. die Ordnung 
der Substitution s muss eine Primzahl werden.

Durch diese und ähnliche Prinzipien gelangt man zu den nach­
stehenden Resultaten,*  auf deren Ableitung wir nicht näher eingehen:

* C. Jordan: Liouville, Journal de Mathern. (2) XIII, p. 111 — 135.

Lehrsatz XIII. Von allgemeinen auflösbaren, primitiven 
Gleichungen des Gracies p~ giebt es drei verschiedene Typen.

Der erste Typus ist durch eine Gruppe der Ordnung 
2.p‘(p— 1)2 charakterisiert, deren Substitutionen aus den fol­
genden abgeleitet sind:

21,2, 2,++«, 22+0 («,, «,—0, 1} 2, --  1), , , X21,2 Q,21, C222 (a,, 02—1,2,3,. — 1), ‘i 2, «2 22 ,2,.
Die zum zweiten Typus gehörigen Gruppen haben die 

Ordnung 2p2(p‘— 1) und ihre Substitutionen entstehen aus 
der Kombination der folgenden:

12,5 &, 2, + «? 22+« («, ,«2=0, 1, 2,... p — 1),
|2,,8 az,++bez,,b2+as,l (a,b—0,1,..p—1;nurnichta,b=0), ; &1,22 R1, 221;
e ist ein beliebiger quadratischer Rest mod.p.

Der dritte Typus besitzt Gruppen von der Ordnung 
24p2(p— 1). Die Form der konstituierenden Substitutionen 
ist verschieden, jenachdem p = 1 oder p = 3 (mod. 4) wird. 
Tritt das erstere ein, so kommen zu den beiden Substitu­
tionen: 2,,22 2 + C, 22 + 2 I («j «2 = 0, 1, 2,... p 1),2,, 22 az,, azl (a=1,2,3,...p — 1)

noch folgende vier, bei denen i eine Wurzel der Kongruenz 
i2=— 1 (mod.p) bedeutet:
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2,,2, iz,, izal, 21,22 i22, igl,
21,2, 21 iz,, 21 + iz, I , 121,22 21482, 21 22 : •

Istp 3 (mod. 4), so kommen zu jenen beiden noch folgende 
vier, bei denen s, t die Kongruenz s2—t2=— 1 (mod. p) be­
friedigen:

2,,2, &2, 2,1, 21,2, s&,+t2, tz, s21,
| 2, , 82 — (14st)2+ (s — t2) 22 , (t 4“ s*) 2, +(st s 0 "2 I ? 
|2,,2, s2,+(1-t)22, (t 1)2,—8221.

Für =3 sind der erste und der zweite Typus, für =5 
ist der zweite Typus nicht allgemein. Sie treten dabei als 
Spezialfälle des dritten auf, welcher stets allgemein ist.

§ 241. Wir kehren zu allgemeineren Betrachtungen zurück.
Genau wie im vorigen Paragraphen bei p2, so können wir auch 

allgemein den Schluss auf diejenigen Substitutionen machen, welche 
der Gruppe L angehören, wo L die der Gruppe M in der Reihe der 
Zusammensetzung vorangehende Gruppe ist. I wird gebildet, wenn 
man zu den Substitutionen

t=2,,22,...2, 81+01,8-G2,..2+cg (mod. p)
von MM noch eine Substitutiona2+b,8+..+c2, «,2,—b,2+..-c8,,.. (mod.p) 
hinzunimmt, bei der eine Primzahlpotenz die erste ist, die in die 
Form t tritt. Da alle Potenzen von s dieselbe Form wie s haben, so 
muss jene Potenz, die auch als Substitution t erscheint, gleich der 
Einheit werden; also erhalten wir die Bedingung, es müsse s eine 
Primzahl als Ordnung besitzen. Ferner darf die Gruppe L= {t, s} nicht 
imprimitiv werden.

S 242. Aus der Form der für G überhaupt möglichen Substitu­
tionen erkennt man:

Lehrsatz XIV. Alle Substitutionen, mit Ausnahme der 
Einheit, welche der Gruppe

M 21,22,.. 2, 21 + «, Z2 + «g, • • • Z, + &, I
angehören, setzen alle Wurzeln der Gleichung um.

Umkehren lässt sich dieser Satz, wie es bei x möglich war, im 
allgemeinen Falle nicht. Denn das Element xg,,2,,...2, bleibt für 

8=2,,22,..2, a,2,+b,2,+..+c,2+c,, a,2+b,2,+...+c2,+«2,... 
nur ungeändert, falls die % Kongruenzen (mod.p)
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(a,—1)2,+ ,2,+...- C, 2, + «i - o
a22+(ba — 1)2+...+ c,2,+ «,=0
a,2+ b,2+...- (c, — 1)2,+0,=0

(mod. p)

befriedigt sind; sobald daher die Determinante

a, 1,b,, . cxD- ag, b,—1, .. . C2 = 0 (mod. p)
ax, b,, .c,—1

ist, lassen sich X1, «g, .. &, so wählen, dass das System S) für kein 
System g1, ... 2, befriedigt wird.

Wir betrachten jetzt alle Substitutionen unserer Gruppe G, welche 
ein Element ungeändert lassen. Da die Elemente sich nur durch ihre 
Benennung von einander unterscheiden, so können wir 0,0,...0 als das 
feste Element ansehen. Dann sind die Substitutionen, welche dieses 
Element nicht umsetzen,
I = 2,,22,...2, a,2,+b,2+..c,,, az2,+b,2+ ...+ C, z,, ....

Auf diese reduziert sich die Gruppe, falls man R0,0,...0 der Gleichung 
adjungiert. Da alle Substitutionen von Gr erhalten werden, wenn man 
zu denen von I die konstanten Grössen von &1, hinzufügt, und 
da die Wahl der a auf p” Arten möglich ist, so erkennt man, dass 
durch Adjungierung einer einzigen Wurzel Gr auf den p”ten Teil seiner 
Substitutionen reduziert wird.

§ 243. Wir wollen ferner annehmen, dass eine Substitution der 
Gruppe (x—1) Elemente ungeändert lasse. Dann ist das
System S) des vorigen Paragraphen für (x—1) Wertsystem von &1,21 g,=, 2,=9,...2,—60 (a=0,1,2,...*)
erfüllt. Wir wollen jetzt aber nicht die Koefficienten a, b, ... c; « der 
Substitution, sondern die Werte $”), 8,) als gegeben ansehen
und die Substitution zu bestimmen suchen. Ist dann die Lösungs­
determinante

E=
$1, $2, ••• §z, 1
ti, ... 5k, 1
Mz) 2(z) Hx)912 32 ? • • • 3, ? 1

nicht kongruent 0 (mod. p)^ so giebt es für die x Systeme T1), T2), 
... T,) von je (x - 1) Kongruenzen mit den Unbekannten a, b, ...; &



Fünfzehntes Kapitel. Algebraisch auflösbare Gleichungen. 289

T,) (a, — 1)60+ ,50+...+ c,++«, -0,
T,) a,5+(,-1)5+..+ 520+4=0, (_o 12 „)
T) a^?+ 6,62+..+(61)52+a,=0
nur je eine Lösung, nämlich entsprechend

L1) a,=1, b=0,...c=0; &,=0,
La) ag — 9, b, = 1, ... — 0; &, — 0,
Lx) a,=0, b,—0,...c=1; a,=0,

und diese Lösungen liefern vereint die identische Substitution L
Wir nennen nun ein System von (x—1) Wurzeln unserer 

Gleichung, für welche E=0 (mod.p) ist, ein System konju­
gierter Wurzeln.

Dann folgt der Satz:
Lehrsatz XV. Wenn eine Substitution einer primitiven 

auflösbaren Gruppe vom Grade p* beschaffen ist, dass sie 
(x—1) Wurzeln ungeändert lässt, welche kein konjugiertes 
System bilden, so reduziert sie sich auf die identische Sub­
stitution 1.

Adjungiert man daher der Gleichung (x—1) solcher Wurzeln, so 
reduziert sich die Gruppe G der Gleichung auf diejenigen Substitu­
tionen, welche die (x— 1) Wurzeln ungeändert lassen, d. h. auf die Sub­
stitution 1. Dadurch ist die Gleichung gelöst.

Lehrsatz XVI. Alle Wurzeln einer auflösbaren primitiven 
Gleichung des Grades p* sind durch (x—1) unter ihnen ra­
tional darstellbar, falls dieselben kein konjugiertes System 
bilden.

Setzen wir, was erlaubt ist, da es durch Änderung der Indices- 
bezeichnung erlangt werden kann, die eine der Wurzeln gleich Ro,o,...0, 
so wird die Determinante

€1, $2,
—E=

t(*e) E(*) g(*) 31? 32 2***3
Sollen die Wurzeln kein konjugiertes System bilden, so darf E nicht 
=0 (mod.p) sein. Die Anzahl r der Wurzelsysteme, welche dieser Be­
dingung genügt, ist in den §§ 140—142 (S. 154, 155) bestimmt. Wir 
fanden ,=(p_1)(p*_p)(p-_p?) ..(p*_p*- 1).

Netto, Substitutionentheorie. 19
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Lehrsatz XVII. Zu jeder Wurzel lassen sich

(p” — i) (p* -10 • • • (p* - p*-')
Systeme von x Wurzeln derart bestimmen, dass die (x-1) 
Wurzeln kein konjugiertes System bilden und also im stände 
sind, jede andere Wurzel rational darzustellen. Das System 
der (x— Wurzeln

^o,o,o,...o5 N1,0,0,...0, Xo, i, o,... o ) ^o,o,o,...i
ist zur rationalen Darstellung aller Wurzeln geeignet.

Diese Resultate werfen ein neues Licht auf unsere früheren Unter­
suchungen über Tripelgleichungen, speziell auf die Lösung der Hesse’- 
sehen Gleichung neunten Grades (vergl. §8 198, 199). Man erkennt, 
dass wir in gleicher Weise auflösbare Quadrupelgleichungen vom 
Grade p3 konstruieren könnten u. s. f.
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