

PODRĘCZNIK ALGEBRY


DLA UCZNIÓW KLAS WYŻSZYCH GIMNAZYÓW I SZKÓŁ REALNYCH W GALICYI.





CZĘŚĆ DRUGA.


ROZDZIAŁ PIERWSZY.

PODNOSZENIE DO POTĘGI.

PODNOSZENIE DO POTĘGI WOGÓLE.


1.    W części I (art. 47—49) wprowadziliśmy już działanie: podnoszenie do potęgi i określiliśmy, jakiego znaku jest potęga liczby dodatnej i liczby ujemnej. Widzieliśmy nadto, że (art. 68)

Wprowadziliśmy tu na oznaczenie wzorów liczby ujęte w nawiasy (niekiedy w tymże celu używa się liter w nawiasach), co nam ułatwi powoływanie się później na te wzory.

2.    Przy m całkowitem i dodatnem podnieśmy do potęgi m-tej liczbę, którą przedstawia iloczyn dwu lub więcej czynników, np. iloczyn abcde.

(abcde)m = a.b.c.d.e . a.b.c.d.e . a.b.c.d.e . . . (m razy), albo (abcde)m = a. a. a. . . . b.b.b. . . . c.c.c. . . . d.d.d. . . . e.e.e. . . .

Po prawej stronie zamiast iloczynu m czynników a pisząc am, i t. d., mamy (abcde)m = am bm cm dm em .

Taksamo możemy okazać, że wogóle, gdy mamy podnieść do potęgi iloczyn n czynników, które nazwijmy a1, a2, a3, . . . , an, to

(a1 a2 a3 . . . an)m = a1m a2m a3m . . . anm                     (3)

t. j. potęga iloczynu jest równa iloczynowi takich samych potęg oddzielnych czynników.


3.    Przypuśćmy, że w równości (3) wszystkie n liczb al, a2, a3, . . . , an są tą samą liczbą i nazwijmy ją a, t. j. niech a1 = a3 = a3 = ... = an = a. Wtedy po lewej stronie powyższej równości mieć będziemy (an)m, po prawej zaś am am am . . . am = am+m+m+∙∙∙+m = am∙n ; przeto

(an)m = amn,                                (4)

t. j. aby potęgę podnieść do pewnej potęgi, należy podstawę danej potęgi wziąć z wykładnikiem, równym iloczynowi obu wykładników.

Ponieważ (an)m = amn, (am)n = anm, zaś mn = nm, przeto (an)m = (am)n, tak iż

amn = (am)n = (an)m.

Taksamo można okazać, że np.

amnp = (amn)p = [(am)n]p = (amp)n = i t. d.

Gdy mamy iloczyn afbgch podnieść do potęgi m-tej, to według wzorów (3) i (4) mamy

(afbgch)m = (af)m . (bg)m . (ch)m = afmbgmchm, t. j. aby iloczyn dwu lub więcej potęg podnieść do pewnej potęgi, należy przez wykładnik tej potęgi pomnożyć wykładnik każdego z czynników iloczynu.


4.    Jeżeli mamy ułamek podnieść do potęgi m-tej, to
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t. j. aby ułamek podmesc do potęgi, należy tak jego licznik, jak i mianownik podnieść do tejże potęgi.

Wzory (1), (2), (3), (4) i (5) są wzorami zasadniczemi w nauce o podnoszeniu do potęgi.


5.    Wiemy (I, art. 144, δ), iż możemy, mając m jakichkolwiek proporcyj  a1 : b1 = a2 : b2, α1 : β1 = α2 : β2, . . . , A1 : B1 = A2 : B2,






ROZDZIAŁ CZWARTY.

RÓWNANIE STOPNIA DRUGIEGO Z JEDNĄ NIEWIADOMĄ.

ROZWIĄZANIA RÓWNANIA STOPNIA DRUGIEGO.


88.    Gdy mamy równanie stopnia 2-go z jedną niewiadomą, którą nazwijmy x, to w niem mogą być tylko wyrazy zawierające x2, wyrazy zawierające x1 i wyrazy nie zawierające x. Jeżeli wszystkie wyrazy przeniesiemy na jednę np. lewą stronę równania i sumę algebraiczną czynników, przez które x2 jest mnożone, nazwiemy a, sumę algebraiczną czynników, przez które x1 jest mnożone nazwiemy b, sumę zaś algebraiczną wyrazów, nie zawierających x, nazwiemy c, to każde równanie stopnia 2-go z jedną niewiadomą będzie kształtu

ax2 + bx + c = 0.         (1)

Dopóki każda z liter a, b i c może przedstawiać liczbę dowolną, kształt ten nazywamy kształtem ogólnym równania stopnia 2-go z jedną niewiadomą. Jeżeli zaś choćby jedna z nich nie może przedstawiać dowolnie obranej liczby, np. gdy mamy ax2 + bx + (a — b) = 0, to wtedy o takich równaniach kształtu (1) mówimy, iż one są w kształcie zwyczajnym.

W równaniu (1) nazywamy a spółczynnikiem drugiej potęgi niewiadomej, b spółczynnikiem pierwszej potęgi niewiadomej, zaś c wyrazem wiadomym równania. Ponieważ równanie (1) możemy napisać ax2 + bx1 + cx0 = 0, przeto a, b i c nazywamy ogólnie spółczynnikami równania.

W równaniu stopnia 2-go (1) każda z liczb b i c może być równa zeru, a zaś zerem być nie może, gdyż wówczas nie byłoby ono równaniem stopnia 2-go. Jeżeli tak b jak i c są różne od zera, to równanie (1) jest równaniem zupełnem; jeżeli zaś c = 0, lub jeżeli b = 0, lub nakoniec jeżeli b = c = 0, to mamy równania niezupełne, odpowiednio:

ax2 + bx = 0, ax2 + c = 0, ax2 = 0.


89.    a. Gdy ax2 + bx = 0, czyli x(ax + b) = 0, to iloczyn po stronie lewej może być równy zeru tylko wtedy, kiedy albo x = 0, alboteż ax + b = 0; w ostatnim razie jest x = —b/a. A więc równaniu  ax2 + bx = 0 czyni za

dość tak wartość x = 0, jak i wartość x = —b/a. Widzimy więc, że to równanie ma dwa rozwiązania; nazwijmy je x1 i x2. Zestawiając równanie i pierwiastki, mamy

ax2 + bx = 0;  x1 = 0, x2 = —b/a.              (2)
[image: ]

γ. Równanie niezupełne ax2 = 0 jest szczególnym przypadkiem równania (2), jeżeli w niem b = 0, alboteż szczególnym przypadkiem równania (3), jeżeli w niem c = 0. W obu razach z wyrażeń odpowiednio (2) i (3) pierwiastków tych równań otrzymujemy x1 = 0 i x2 = 0. Chociaż więc równaniu ax2 = 0 czyni jedynie zadość wartość x = 0, to jednak mówimy, albo, że ono ma dwa pierwiastki równe sobie x1 = x2 = 0, alboteż, że ono ma pierwiastek podwójny, x1 = x2 = 0. Jest więc

ax2 = 0; x1 = 0, x2 = 0                      (4)


90.    Mając równanie zupełne ax2 + bx + c = 0, pomnóżmy obie jego strony przez 4a; mieć będziemy 4a2x2 + 4abx + 4ac = 0. Pierwsze dwa wyrazy po stronie lewej są dwoma wyrazami kwadratu dwumianu 2ax + b, gdyż (2ax + b)2 = 4a2x2 + 4abx + b2. Zatem 4a2x2 + 4abx = (2ax + b)2 — b2; pisząc to w naszem równaniu, będziemy mieli

(2ax + b)2 — (b2 — 4ac) = 0.            (5)

Postępując podobnie jak w art. poprzednim pod β., możemy to równanie napisać

(2ax + b — √b2 — 4ac)(2ax + b + √b2 — 4ac) = 0;
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rozumiejąc, że z dwu znaków przed pierwiastkiem kwadratowym jeden odpowiada jednemu, drugi zaś pozostałemu pierwiastkowi naszego równania. Ze wzorów (6) przy c = 0 wprost wypadają wzory (2), przy 6 = 0 wzory (3), zaś przy b = 0 i c = 0 wzory (4).


91.    We wzorach (6), tak w x1, jak i w x2, mamy pod znakiem pierwiastka kwadratowego wyrażenie b2 — 4ac. Ponieważ a, b i c mogą być jakiekolwiek, przeto albo b2 — 4ac > 0, albo b2 — 4ac = 0, alboteż b2 — 4ac < 0. Przy b2 — 4ac > 0 jest √b2 — 4ac liczbą rzeczywistą, wskutek czego tak x1 jak i x2 mają wartości rzeczywiste, różne od siebie. — Wówczas po stronie lewej równania (5) mamy w drugim nawiasie liczbę dodatną, którą mamy odjąć od (2ax + b)2; przy x rzeczy wistem ów kwadrat jest także liczbą dodatną.

Przy b2 — 4ac = 0 jest √b2 — 4ac = 0, wskutek czego x1 = x2 = —b/2a, t. j. równanie (1) ma podwójny pierwiastek rzeczywisty. — Wówczas według (5) równanie (1) może być sprowadzone do kształtu (2ax + b)2 = 0, t. j. w tym razie lewą stronę równania (1) można przedstawić jako kwadrat dwumianu. 

Otrzymać to możemy wprost, kładąc w (1) c = b2/4a.

Nakoniec przy b2 — 4ac < 0 jest √b2—4ac liczbą urojoną, wskutek czego tak x1 jak i x2 są liczbami zespolonemi. — Wówczas po lewej stronie równania (5) mamy w drugim nawiasie liczbę ujemną, a więc —(b2 — 4ac) jest liczbą dodatną, którą mamy dodać do (2ax + b). Przy x rzeczywistem ów kwadrat byłby także liczbą dodatną, a suma dwu liczb dodatnych nie może być równa zeru. Tylko więc dlatego, że w tym razie x nie jest liczbą rzeczywistą, ten kwadrat nie jest liczbą dodatną i równość (5) zachodzić może. — Tak w x1 jak i w x2 zamiast √b2—4ac pisząc √—(4ac—b2) czyli i √4ac—b2. mamy
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Widzimy więc, że te pierwiastki przedstawiają parę liczb zespolonych sprzężonych z sobą. W przypadku b = 0, oba pierwiastki są urojone i różnią się od siebie tylko znakiem.

Według wzoru ogólnego (7), o pierwiastkach równania (1) powiemy: pierwiastek równania stopnia 2-go z jedną niewiadomą jest równy sumie algebraicznej spółczynnika pierwszej potęgi niewiadomej, wziętego ze znakiem zmienionym, i poprzedzonego znakiem lub — pierwiastka kwadratowego z różnicy między kwadratem tegoż spółczynnika, a poczwórnym iloczynem spółczynnika drugiej potęgi niewiadomej i wyrazu wiadomego, podzielonej przez podwojony spółczynnik drugiej potęgi niewiadomej. Np.
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Pierwiastki jego moglibyśmy wprost wyprowadzić ze wzoru (7), albo dzieląc licznik i mianownik ułamka przez a i wprowadzając powyższe oznaczenia, alboteż, kładąc w nim a = 1 i pisząc p zamiast b, zaś q zamiast c. Wyprowadzimy tu jednak owe wyrażenia pierwiastków w sposób podobny do użytego w art. 90-ym.
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ROZDZIAŁ PIĄTY.

RÓWNANIA STOPNI WYŻSZYCH, ROZWIĄZALNE ZAPOMOCĄ RÓWNANIA STOPNIA DRUGIEGO Z JEDNĄ NIEWIADOMĄ.

PRZYPADKI NAJPROSTSZE.


114.    Podobnie, jak równaniu ax2 + bx = 0 czyni zadość wartość x = 0 i wartość będąca pierwiastkiem równania stopnia 1-go ax + b = 0, tak równaniu ax3 + bx2 + cx = 0, czyli x (ax2 + bx + c) = 0, czynią zadość wartości: x = 0 i dwa pierwiastki równania stopnia 2-go ax2 + bx + c = 0, równaniu ax4 + bx3 + cx2 = 0, czyli x2(ax2 + bx + c) = 0, czynią zadość wartości: x = 0, która jest pierwiastkiem podwójnym, i dwa pierwiastki równania stopnia 2-go ax2 + bx + c =0, i t. d. —

Równanie x4 + 2ax3 + a2x2 — b2 = 0 czyli (x2 + ax + b)(x2 + ax — b) = 0 ma cztery pierwiastki, z których dwa są pierwiastkami równania x2 + ax + b = O, dwa zaś pierwiastkami równania x2 + ax — b = 0.

Równanie x4 + (2a — b2)x2 + a2 = 0, które możemy tak przedstawić: (x2 + a)2 — b2x2 = 0, ma cztery pierwiastki, z których dwa są pierwiastkami równania x2 + bx + a = 0, dwa zaś pierwiastkami równania x2 — bx + a = 0.

Równanie x4 + 2ax3 + (α2 — b2)x2 — 2bcx — c2, które możemy tak przedstawić: (x2 + ax)2 — (bx + c)2 = 0, ma cztery pierwiastki, z których dwa są pierwiastkami równania x2 + (a + b)x + c = 0, dwa zaś pierwiastkami równania x2 + (a — b)x — c = 0. —

Jeżeli, mając równanie ax3+ bx2 + c + d = 0,            (1)

dostrzeżemy, iż czyni mu zadość wartość x = α, tak iż aα3 + bα2 + cα + d = 0,            (2)

to równanie (1) możemy zastąpić przez równoznaczne z niem, powstałe wskutek odjęcia równości (2) od równania (1) stronami odpowiedniemi, a(x3 — α3) + b(x2 — α2) + c(x — α) = 0, czyli (x — α)[ax2 + (aα + b)x + aα2 + bα + c] = 0.

Albo więc x — α = 0, alboteż ax2 + (aα + b)x + aα2 + bα + c = 0, tak iż pierwiastkami równania (1) są: wartość i pierwiastki równania ax2 + (aα + b)x + aα2 + bα + c = 0.


Np. zauważywszy, że równaniu x3 — x2 — 15x — 9 = 0 czyni zadość wartość x = —3, możemy je tak przedstawić: (x + 3)(x2—4x—3)=0; a więc x1 = —3, x2 = 2+√7, x3 = 2—√7.




RÓWNANIA DWUMIENNE.





115.    Jeżeli równanie daje się sprowadzić do kształtu aym = b, gdzie m jest liczbą całkowitą i dodatną, to nazywamy je równaniem dwumiennem (binomische, reine G.).

Podzieliwszy obie strony tego równania przez a i kładąc b/a = c, sprowadzamy równanie dwumienne do kształtu

Jeżeli znajdziemy pierwiastki równania (3), to, mnożąc je przez liczbę dodatną d, otrzymamy pierwiastki równania (2), czyli równania (1). Zadanie więc polega na znalezieniu pierwiastków równania (3).

Przy m=2 widzieliśmy już (art. 62, 65), iż:

x2 — 1 = 0,   x1 = +1, x2 = —1;   a2 + 1 = 0, x1 = +i, x2 = —i.


116.    Lewą stronę równania x3 — 1 = 0, możemy uważać za różnicę sześcianów liczb x i +1; a więc (art. 13, α) mamy (x — 1)(x2 + x + 1) = 0. Albo więc pierwszy, alboteż drugi czynnik jest równy zeru; nazwawszy w pierwszym razie pierwiastek x1, pierwiastki zaś w drugim razie x2 i x3, mamy
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Są to pierwiastki sześcienne algebraiczne z +1. Łatwo sprawdzić, że «2=«s, x32 = x2, a oczywiście x23 = x33 = x13 = +1.

Gdy w równaniu x3 + 1 = 0 przyjmiemy x = —ξ, to dojdziemy do równania ξ3 — 1 = 0; pierwiastki więc ostatniego równania, pomnożone przez —1, dadzą pierwiastki równania x3 + 1 = 0. A zatem
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Są to pierwiastki sześcienne algebraiczne z —1, i znowu x22 = x3, x32 = x2. 

Np. algebraiczne ∛64 są: 4, —2 + 2i√3, —2 — 2i√3 ; algebraiczne ∛—64 są: —4, 2 — 2 i√3, 2 + 2i√3. Zauważmy, że tu, wyciągając pierwiastki z liczb rzeczywistych, po raz pierwszy otrzymujemy liczby zespolone. To więc, cośmy powiedzieli o działaniach odwrotnych w art. 71-ym, możemy teraz uzupełnić, zaznaczając, iż wyciąganie pierwiastka wprowadza nie tylko liczby rzeczywiste niewymierne pierwiastkowe i liczby urojone, ale także liczby zespolone.


117.    Lewą stronę równania x4 — 1 = 0 możemy uważać za różnicę kwadratów, tak iż mamy (x2 — 1) (x2 + 1) =0. Z przyrównania oddzielnych czynników do zera, otrzymamy równania, których pierwiastki już wypisaliśmy w art. 115-ym. A więc

x4 — 1 = 0; x1 = +1, x2 = —1, x3 = +i, x4 = —i.

Są to pierwiastki stopnia 4-go algebraiczne z + 1.

Do lewej strony równania x4 + 1 = 0 dodajmy 2x2 — 2x2; będziemy mieli (x2 + 1)2 — 2x2 = 0, czyli (x2 + x√2 + 1)(x2 — x√2 + 1) = 0. Rozwiązawszy równania, powstałe z przyrównania czynników do zera, znajdziemy pierwiastki równania
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Są to pierwiastki stopnia 4-go algebraiczne z —1.

118.    Równanie x6 — 1 = 0, czyli (x3 — 1) (x3 + 1) = 0 ma pierwiastki, będące pierwiastkami równań x3 — 1 = 0 i x3 + 1 = 0 wypisanemi już powyżej w art. 116-ym, które więc razem uważane, przedstawiają pierwiastki stopnia 6-go algebraiczne z +1.

Gdy w równaniu x6 + 1 = 0 przyjmiemy x = ξi, to, ponieważ i6 = i2 = —1, równanie przejdzie na ξ6 — 1 = 0, tak iż z pierwiastków równania x6 — 1 = 0, mnożąc je przez i otrzymamy pierwiastki stopnia 6-go algebraiczne z — 1.
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119.    Równanie x8 — 1 = 0 możemy napisać w kszałcie (x4 — 1)(x4 + 1) = 0. Przeto pierwiastkami stopnia 8-go algebraicznemi z +1 są wszystkie pierwiastki, wypisane w art. 117-ym.

Równanie x12 — 1 = 0, możemy napisać w kształcie (x6 — 1)(x6 + 1) = 0. Przeto pierwiastkami stopnia 12-go algebraicznemi z +1 są pierwiastki, wypisane w art. 116-ym i 118-ym.

RÓWNANIA TRÓJMIENNE.


120.    Jeżeli równanie daje się sprowadzić do kształtu ax2m + bxm + c = 0,                            (1)

gdzie m jest liczbą całkowitą i dodatną, to nazywamy je równaniem trójmiennem (trinomische G.).

Jeżeli nazwiemy xm = y, to równanie (1) możemy tak napisać: ay2+ by + c = 0.


Gdy znajdziemy pierwiastki tego równania, nazwijmy te pierwiastki y1 i y2, dla znalezienia pierwiastków równania (1) wypadnie rozwiązać dwa równania dwumienne
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121.    W przypadku, kiedy m = 2, równanie (1) staje się równaniem ax4 + bx2 + c = 0.                          (2)

W tem równaniu mamy kwadrat niewiadomej, oraz kwadrat kwadratu niewiadomej; dlatego równanie (2) nazywa się równaniem dwukwadratowem (biquadratische G.). Rozwiązując je względem x2, znajdujemy
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122.    Przy pomocy równań trójmiennych można rozwiązać niektóre z równań dwumiennych.

Równanie x8 + 1 = 0 możemy zastąpić przez równanie (x4 + 1)2 — 2x4 = O, czyli (x4 + x2√2 + 1)(x4 — x2√2 +1) = 0, skąd otrzymujemy pierwiastki stopnia 8-g0 algebraiczne z —1 (możnaby je przekształcić: nor. art. 102)
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Podobnie równanie dwumιenne x12 +1  = 0, możemy zastąpić przez równanie (x6 + x8√2 + 1)(x6 — x3√2 + 1) = 0. Kładąc (art. 116) ½(—1 + i√3) = α możemy pierwiastki stopnia 12-go algebraiczne z —1 tak przedstawić:
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Moglibyśmy tą drogą dojść do rozwiązań równań x16 + 1 = 0, x24 + 1 = 0, i t. d., wogóle równań (3) art. 115-go przy m = 2q, lub m = 3.2q.

123.    Uogólniając równanie trójmienne, weźmy równanie





a(αx2p + βxp + γ)2m + (αx2p + βxp + γ)m +c = 0.

Przyjmijmy (αx2p + βp + γ)m = y. Po znalezieniu pierwiastków y1 i y2 równania ay2+ by + c = 0, a następnie wszystkich algebraicznych m√y1 i wszystkich algebraicznych m√y2, wypadnie rozwiązać 2m równań trójmiennych

αx2p + βxp + γ = m√y1  i  αx2p + βxp + γ = m√y2.



Np. (x2 — 6x — 5)4 —5(x2 —6x — 5)2+ 4 = 0;

y2 — 5y + 4 = 0, y1 = 4, y 2= 1;

x2 — 6x — 5 = 2, x1 = 7, x2= —1; x2 — 6x — 5= —2, x3 = 3 + 2√3, x4 = 3 — 2√3; x2 — 6x — 5 = 1, x5 = 3 + √15, x6 = 3—√15; x2 — 6x — 5 = —1, x7 = 3 + √13, x8 = 3—√13 
RÓWNANIA WZAJEMNE.

124.    Jeżeli wszystkie pierwiastki równania są takiemi liczbami, iż, wypisawszy ich odwrotności, otrzymujemy te same liczby, które tylko w innym po sobie porządku następować mogą, to równanie nazywamy równaniem, wzajemnem (reciproke G.). Z tego określenia wynika, że, jeżeli pewna wartość niewiadomej czyni takiemu równaniu zadość, to czyni mu również zadość odwrotność owej wartości.

Aby wykryć kształty ogólne takich równań, weźmy równanie jakiegokolwiek stopnia — naprzód stopnia nieparzystego. Np.

x5 + a1x4 + a2x8 + a3x2 + a4x + a5 = 0.             (1)

Jeżeli temu równaniu czyni zadość pewna wartość x, to według określenia czyni mu również zadość odpowiednia liczba —. A więc możemy w tem równaniu zamiast x napisać 1/x. Czyniąc to i mnożąc następnie obie strony równania przez x5 (jest x od zera różne, gdyż nie może być x = ∞), mieć będziemy l + a1x + a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5x5 = 0.

Aby w tem równaniu spółczynnik najwyższej potęgi niewiadomej był + 1, jak w równaniu (1), podzielmy obie strony przez a5; pisząc nadto wyrazy w porządku odwrotnym, będziemy mieli

x5 + (a4/a5)x4 + (a3/a5)x3 + (a2/a5)x2 + (a1/a5)x + 1/a5 = 0.              (2)

Przypuszczając, że równanie (1) jest wzajemne, przekształciliśmy je na równanie (2); w tem więc przypuszczeniu równania (1) i (2) nie tylko są równoznaczne z sobą, ale są tem samem równaniem, gdyż spółczynniki najwyższych potęg niewiadomej są sobie równe. Są przeto równe sobie w tych równaniach spółczynniki każdej innej potęgi niewiadomej, t. j. mamy


a4/a5 = a1, a3/a5 = a2, a2/a5 = a3, a1/a5 = a4, 1/a5 = a5.

Z ostatniego związku wypada a⅖ = 1, a więc albo a5 = 1, alboteż a5 = —1. Jest więc w równaniu (1) albo a5 = +1, a4 = a1, a3 = a2, alboteż a5 = —1, a4 = —a1, a3 = a2. Przyjmijmy a1 = p, a2 = q, wówczas równanie(1) jest wzajemne w przypadku, gdy jest ono jednego z dwu kształtów

x5+ px4 + qx3 +qx2+ px + 1 = 0, x5 + px4 + qx3 — qx2 — px — 1 = 0.    (3)

Taksamo rozumując w przypadku równania stopnia parzystego, dojdziemy do podobnych wyników, lecz w razie, kiedy wyraz wiadomy jest — 1, spółczynnik wyrazu środkowego jest równy zeru; tak więc równania wzajemne stopnia np. 6-go są kształtu

x6+ px5 + qx4+ rx3+ qx2+ px + 1 = 0, x6 + px5 + qx4 — qx2 — px — 1 =0. (4)

Równania dwumienne (3) art. 115-go są szczególnym przypadkiem równań wzajemnych.

125.    Równania wzajemne stopnia 2-go są
[image: ]

Równania wzajemne stopnia 3-go są

x3 + px2 + px + 1 = 0, x3 + px2 — px — 1 = 0.              (6)


Pierwsze możemy napisać

x3 + 1 + px(x + 1) = 0, czyli (art. 13γ) (x + 1)[x2 + (p — 1)x + 1]=0 ;

albo więc x + 1 = 0, skąd jeden pierwiastek jest —1, alboteż x2 + (p — 1)x + 1 = 0. To zaś równanie jest kształtu pierwszego z równań (5). Drugie z równań (6) możemy napisać

(x — 1) [x2+ (p + 1)x + 1]=0,


t. j. sprowadzić je do równania x — 1 = 0 i równania x2 + (p + 1)x + 1 = 0 takiego kształtu, jak pierwsze z równań (5).

Równania wzajemne stopnia 4-go są

x4 + px3 + qx2 + px + 1 =0,  x4 + px3 — px — 1 = 0.           (7)

Podzieliwszy obie strony pierwszego z tych równań przez x2, możemy je napisać w kształcie x2 + 1/x2 + p(x + 1/x) + q = 0. Kładąc x + 1/x = z, wskutek czego x2 + 1/x2 = z2 — 2, zastąpimy poprzednie równanie przez równanie

z2 + pz + q —2=0,

którego pierwiastki nazwijmy z1 i z2. Następnie zaś w równaniu x + 1/x = z, czyli w równaniu x2 — zx + 1 = 0, kładąc zamiast z kolejno z1 i z2 i rozwiązując odpowiednie dwa równania wzajemne stopnia 2-go, kształtu pierwszego z równań (5), znajdziemy rozwiązania pierwszego z równań (7). — Drugie z równań (7) możemy przedstawić w kształcie

(x2 — 1)[x2 + px + 1] = 0,

tak iż jego pierwiastkami są pierwiastki obu równań (5).

Z równań wzajemnych (3), stopnia 5-go, pierwsze możemy tak przedstawić

x5 + 1 + px(x3 + 1) + qx2(x + 1) = 0, czyli       (x + 1)[x4 + (p — 1)x8 + (q — p + 1)x2 + (p — 1)x + 1] = 0;

sprowadza się więc ono do równania «4-1 = 0 i do równania takiego kształtu, jak pierwsze z równań (7). — Drugie zaś z równań (3) możemy przedstawić w kształcie

x5 — 1+ px (x3 — 1) + qx2(x — 1)=0,

czyli (x — 1)[x4 + (p + 1)x3 + (p — q + 1)x2 + (p + 1)x + 1]= 0;

sprowadza się więc ono znowu do równania x — 1 = 0 i równania takiego kształtu, jak pierwsze z równań (7).

Z równań wzajemnych (4) stopnia 6-go możemy tu rozwiązać drugie, przedstawiając je w kształcie

x6 —1 + px(x4 — 1) + qx2(x2 — 1) = 0,

czyli        (x2 — 1)[x4 + px3 + (q + 1)x2 + px + 1]=0,

gdyż ono sprowadza się do równania x2 — 1 = 0 i równania takiego kształtu, jak pierwsze z równań (7).


126.    Równanie dwumienne xb — 1 = 0 sprowadza się do dwu równań, jednego x — 1 = 0, skąd x = 1, drugiego x4 + x3 + x2+ x +1 = 0, takiego kształtu, jak 

pierwsze z równań (7), a którego pierwiastki są x = —1 ± √5/4 ± i √10 ± 2√514, gdzie przy każdym z dwu znaków przed ostatnim składnikiem należy w liczniku pod pierwiastkiem wziąć każdy z dwu znaków. Te więc 4 liczby i poprzednia +1 są pierwiastkami stopnia 5-go algebraicznemi z +1.

Teraz możemy rozwiązać równania:

x5 + 1 = 0, (x = —ξ); x10 — 1 = 0, x10 + 1 = 0, (x =ξi); x20 — 1 = 0; x20 + 1 = 0, 
czyli (x10 + 1)2 — 2x10 = 0; i t. d.;main-98.jpg
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741. +\B+Vi0 742, Zamiast Vot watait nows niewiadoma; +8, +1i V0.

43, \/___} 2
3*Va
746. +1, +iVBE 747. £V2, wiVZ. 748 48
750.28em. 751 1ém lub 4VET m. 762\ 2(a'4 1)+ V(@@ +
58 0em. 64 L\ 2VE — 2. 765 Niecha > Var4 o0+ 2V — Ia(a— by
atb 56 17em. 757, § Va4 b1 £ 2Va% 48 758 aVf. 759, thhom lub I3em.
760. —1,84V3. 761. —1, —2, —}. 762 —1, —5 —j 768. —2+VA.
764.1, 2+V3. 765.1, 4, |. 766. —1+4VE. 767.1,1, —3+2V3.
768. 4(1—v6 +V=10—2v5 ), 1(1+vE +\—10:2V5 ).
769. {(VE—1+V2—2avE ), 1 (—v5 —1tVa+2avs ). 770. p(5%V2T);
H=1+VEB). 771 (—1+vE +Voava), 1(—1—va+Vavs)
778 —1, — 1, }(1+iVB. 778.2,—2,}, 774.2,},—2+V3. .1,
A(=54iVII). 776. +1, §(3+VE) 7. +1, —24V 778. +1, } (3 + 2iVI0).
799. £1, §(—9:Vi7). 1780, +1, 4(7+VT3). 81 —1, +3, p(—12iVE).
782. —1, 1,1, }(—11+3V13). 783. —1, —2+V3 1,1 784 +1,1, }(8+VB)
85. +1, 1, }(—1+iVE). 786. —1, }VZ (+1+4). 787 —1,—2, — 1 (1+¢VIB)
788.1,1,1, +i. 789, +1, —1 +i 790, 1, } (1 + VB £\2+2V5),

744, +\242V5  745. 1, 16, §(17 £69:VBB).
20 749. 12em, lub 16 em.
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boku jest _"_( 1 +Vmo bh)
2 oh

stawy gornej — 4 + ;V @R 688, Kwadrat o boku bp. 089, Réwmoramienny.

686. Gdy krawgd# szescianu a, to bok pod-
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588.0,1. 589. 1, §. 540. —2%, —B. 541.2, -2 542 V2, V2. 548 2

544. —-27. 545 —13. 546.2. 547.3. 548 2. 549.5. 550.4 551 4

B52—559. Rownania niemozliwe.  560. Vab, —Vab.  B6L Vab, —Vab. B562. a, —
s

563. Po podniesieniu obu stron do szescianu wylaezyé z dwu wyrazéw Va'—at
i uwzglednié réwnanic pierwotne; 0, 0. 564. —a+Vab, —a—Vab. ' BG5. Postapié po-

dobnie, jak przy rozwiazywaniu zad. 563-go; 0 566.a. B67.b. 568, Vab.

569 . BW.5. BTl o B2 -%\/ 578588, Sprawdzié, rozwigzu-

< o b*—2ac . Babe—b* bi—4abtc+ 2a%c*

jac otrzymane réwnania. 589, @) ~ T, f) SEE, y) IESCEEEEE,
i 4able s 2a’c? —dr % = o

) ’774“'; o S RgRE v 591 Sprawdsit, rozwigzawszy rowmania.

592—605. Otrzymane liczby podstawi¢ w zadania. 610. 8V 2. 611, VI0. 612. 2Vi0, 2.

614. 5V2 iV—6.  615. a)\/7\'2 B ive; y4; 3 2ve.

616. 2+2V3 617. 6+2V2, 4+4V2. 618. 7+V6, —3—V6.

619. 6—V2,V2. 620.2+(3VB —31VE). 621 3+i(VZ+V3).

623.770 91; —77 i —91. 62440 i 20. 625 15, 45 i 135; 125, —175 i 245.

626. 6 lub —6.  627. Suma kwadratow wyrazéw rednich jest réZnica migdzy kwadra-
)

613.

tem sumy tych wyrazéw a podwojonym iloczynem wyrazéw skrajnych; & (a+ Ve
lub 3(a—Ve—7). 62822 1 150; —150 i —22.  629. 159 i 234

630. 28 lub —28.  631. —ia(l —v5) lub —Ja(l+VB). 632.15kg. 633. 810%g.
634 13 7l, 1t 2. 635. 8mpo 15 2L 636 96.  637. 10 zZL  638. 15 i 18, Dla~
czego inna odpowiedZ (1083 i 106%) jest bezwarunkowo niemozliwa? 639 9-u. 640. Tlos¢
0s6b jest od 0 rna; 26 lub 4. 641 160%g i 120Zg. 642, 200. 643. 21. 644, Pier-
wsza 140, druga 120. 645, 3:5. 646, W ciagu 3 godz i w ciagu b godz.  647. 5
648. 10 Al 649. A z 360022, Bz 320022  650. 240 kg. kawy, 330 kg. cukru.  651. 207,
652. Ofmioro.  653. 4%. 65%. 7% i 6%, 635. 41%. 636. 6%,  657. Po dziewieciu

miesigeach. 658, Albo po 15%, albo po 20%. 659. Po ~¢ sekundach.

9
sekundach.  661. 50 sekund. 662. Jeden

i
e
9

9

w odleglosci b4, drugi w odleglosci 675 promicni ziemskich od &rodka ziemi.
663. A 11/m, B 10%m. 664 5km. 665 Idaca do A 36, albo 9 godz., do B 33, albo
6 godz.  666. Odleglosé punkiu spotkania si¢ od A 17} mili.  667. B 4&m, A 6 km.
668, W ciagu 182 sek. i w ciagu 70sek.  669. 34 ack. po owej chwili lub 9% przed nig.
10; Por LB M EVEmN) -y, a(nk W VBRR) “gr) B 11 1ub, 566 sak:

wi—n.m + md) 2t —n.m + m¥) :
672, Zewngtrznie po 9 143} sek., wewnelrznie po 11 i po 123} ek, od chwili wyjécia

2 poczatkowego pololenia. 673, \/g@ + VATIG). 6 (g e— v
675. 16cm i 2hom.  676. 3, 4 i 5. 677 25-hokéw. 678 }a (VB +1).

679. 4 (p—a+ Vo't 2ap—p?) i } (p—a—Vaii2ap—p».  680. 1, 11. 681 Sau-
kane kola moga praypadaé po jednej, lub po drugicj stronie danej rednicy. Wiel-

9)-

kosci promieni kil wewnelrznych sa: — (ria) + V27 (5 a), kil zas zewnetranych:
rta+ V2r(ria), gdzie jednoczesnie nalezy braé albo znaki géme, albotei dolne.

682. 6, 121 16m. 683 Odleglosé plaszezyzny od $rodka kuli jest (V2 —1).

684. Plaszczyzny sy oddalone od Srodka kuli o r (V2 —1).

685. Gdy pole podstawy dolnej nazwiemy b (jest =3a?V3), to wyraenie szukanego






main-137.jpg
86'8, !ogi=3]0g§~{ logh, «=0487322. 364. 096186, 865. 3:03027.  866. 111739,
367. 0695871, 368. 075342, 369. 2207, 370. 1:32139, 371. 3:00000.

312, 161119, 313, 2417-17. 374, 100. 375, 189478. 376, 207843. 377 20231,
378. 160767, 879, z=8, y="T. 380. 0-2821. 381. 0620357, 382. 57°17'45"".
383. 115149 m*. 384, 4948, 385 0-9938¢ 386. «) 1:72062dm i 708583 dm;
£) 108385dm i b 03087 dm?, 887. 5093°10%, 1081.10°. 388. 309021, 389. 192380 .
390. 3201°23. 391. 1056363. 392. 7m®. 393. 146:183. 394. v=47030. 895. 17°1535.
896 4 897 0069815. 898, 5. ggy \Bcralogi=bloga ., logle—be)—bloga

e Toga—logb loga— logh

101. 34 1%¢ ogi' 402. 3. 403. 035521, 404 —1p,. 405, —0:87204.
406.1-22756. 407. 6:99983. 408. 1. 409. 2=6, y=10. 410. z=y=2.
00 oar ool cain Ty 44, z=ti}, y=§ih - 4

420. a"—" 0. 421 0,—a 498, 1,—1.

424,

425, 4, —i.  426. = 427, —i, — —i.

3
0

428.

132,
435,
48 3,3 44}, )
49, 144, 1—i.

463, 141V 2, t—1V 2
456. —3+V 2, —3—v 2. 457. 14}V
459. 2+iV'2, 2V 2. 460. —5+1vV 2,
462, }V3+2, }V3 468. 3V 5+4i, 3V
465. 2V3 +V0, 2V3—V5. 466. ;1V3 +1VE, V3 —1V2.

467. 2V3 +iV D, 2V3 —iVB. . 468. }VB +1iV2, } HV2.

169. —3V3 +3V30, —3V3 —1V30. 470.3VEI+3V3, §V2I—3V3 .

471 2+3)/1646V2, 2—1V16+6VE. 4721, —1. 478.2 13, 474 1, 45
475, 1 +§0Val £ &, 1 —3bVal . 476. Sa+3iVal1D?, fatBiValiit.

7. 1,1 478 -i, —%. 479, Jﬂ, =

429, SVE, —SvE. 480.0,0. 481.0,0.

2
430 4,4 435,24 436.3, —p
41. —16, 3
ur g, —
4i. 4
455. §+4V B, 4 —1V D -
1—BVI5 458 —1+V§,-1—iV -
—b5—iV2. 461 3V5+4 3V 54
—4i. 461 1V/3 +2i V3

437. 1, 5.

481, 10a—9b, W 482. 0, 0. 483.0, b 484.8 12.
487. 6,3. 488.3,2  489. V6, —V6. 490.7, —;.
493. 3, —3. 494 6+8i, 6—8i. 49. }(1+:iV3), 1 (1—
497.3,2. 49813, 0. 499. 2, —p.  B00. 2, —634.
503.3 4 504 3,1 505.1,0. 506.2 1. 507.2 1.
B09. V2, —V2. 510.V3, —V3. 511.2 1. 512.2,1. 513. 4+ V10, 4—VI0.
514. 1+ V8, 1—V8. 515 4£1+}V201, 41—3V201.  516. —§+4iV23, —}—}iV23.
517. 4, 5. 518.5, 6. 519. 1+iV2, 1—iV 2. 520. a,—a. 521. Va'+ 0%, —Va' 40"

£ i
522. b, —2a—b. 528, V~ S -_V e
524. —a + Vai—ab+ 0%, —a—Va'—ab+ 5% .,2:) —b+Val +5%, —b—Va'+b'. 526. aya.
527. b4+ Va0, b—Vai+ 0% 528. la+ »\no Z5do— ,5\/744

ac—bd—V(a*-

486. 28, —3.
492. 3, —5.

—84.

ac—hd+ V(@

520, —a+Vab —a—Vab.  580. s .
581.8,1. 5822 1 583 4,3 534.2 1 585.3 6. 536 2 2 5370, 1.
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unaatka Np \/a" =
25. Wedlug (4) i (()) mamy

"l'l?l‘fvamnap -2 \/Tm \ t “"V“T’-
Taka liczbe, jak tu a", przez ktéra ma byé pomnozony pierwiastek, nazy-
wamy spétczynnikiem pierwiastka. Taksamo

V& 5=\ 5\ @b e — ab \@be.





main-27.jpg
\,12 \/’37 \/12 18=\8.27=6;
\/324n‘b Vzwbu\%z 243(a') 5° =6ah.
24. Jezeli we wzorze (4) jest @, = a,=...=a,=a", to po lewej stronie

mie¢ bedziemy \/la™, po prawej za$ bedzie n czynnikow \a"—a, a wiec
po prawej bedzie %, tak iz mamy \/a™ = a" =a™, lub, nazwawszy mn=p,
e 2
@ =a", (6)





main-30.jpg
27. Jezeli we wzorze () jest a,=a,=...=a,=a, to mamy

(Va)=Va, ®





main-29.jpg
b\ @b e =\@br @b e =\a o \[@be =\[a e,
t. j. moéna spélezynnil pierwiastka wnieié pod 2nak pierwiastka jako czynnik,
po podniesieniu go do potegi wskazanej przez wyktadnik pierwiastka.

26. Jezeli z obu stron rownosci @ — Va b wyciagniemy pierwiastek m-tego

slopnia, to mie¢ bedziemy wedlug (4) Va = ~ [+ \/ -V, skad

Ve : @

b






main-32.jpg
Taksamo \/\"/;= \‘5 >

Jest wige takze WE: \/\?’

Podobnie

\/\‘—/\%=\/E="Q';:V\E=n. a

29. Wedlug wzoréw (2), 9) i (10)

Ve ~\/—v) \/vw e,

tak iz \T:\/a"' i \/a —\’ e, (65





main-31.jpg
(Vat) = Viay = V. ®

28. Wedlug wzorow (2) i (9) mamy vi;“7=a, (v&:)”= VF; przeto
takze jest a = (Vz?")‘. Wyciagajac za$ z obu stron tej réwnosci pierwia-
s‘tek stopnia n-lego, mamy \'/? :{/n'aT, czyli, po zastosowaniu wzoru (8),

(\/E) . Wyciagnawszy z obu stron ostatniej rownosci pierwiastek sto-
pnia m-tego, mamy

N 10)





main-34.jpg
- O R g Ji i e
dziemy \/Zn.:\/’ﬁ, cayli wedlug (7)
1 / %
:
\/" = \/’z \bn

Vg. A wiee ze wseysthich wyra-

wykladnik tej proporeyi jest
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Ve . Vo =

Ve v

\/a v
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(Ve . Va) = (V) (Vo). .. (Vo) = -
prawa wicc strona rownosci (4) przedstawm istotnie V:F—,‘. Tak np.

\/172 Vssz7 W\FV’7 2.2.3=12;
7 Vl2a.27.(a') 5 —=15a%b. .
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G- sV Vo e S
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e tayta;+ ... +an

n
\/a1a2a3 e s =





main-128.jpg
584 4+iVB, 4—iV3. 585. V243, V2—3. 586. —V3+Vb, —VB—V5.
B87. —V2 + /B, —V2—iVD.  588. —V3 +iV7, —V3 —iV7.
589. Znale#é «) sume kwadratdw, ) sumg szeicianéw, ) sume czwartych poleg,
3) sume odwrotnoei czwarlych poteg pierwiastkéw réwnania az? +be +e=0,
590. Majae dany spolezynnik p, réwnania #*+pz+q=0, i dang réinice kwadratéw
pierwiastkow d, znaleié q.
(Awr, 100). 591. Nie rozwiazujge réwnai: a) #—92420=0, [) #*—172+66=0,
Y) #'—820+925=0, 3) 2*—43s+890=0, ¢) 2b2*—262+6=0, {) 2*—3=0,
7) @*—bz—36=0, 9) o*+8s—84 9 #1492 %) 9204182
) 2+ 144 45 p) @'+ 1624 56=0, W) #*+192+88=0, o) 4¢'+24¢+35 0,
%) 2*—dr +13=0, p) 2'—62+25=0, o) 922~122+5=0, 1) 2?4420 4.7=0, ¢) 2?62+ 14=0,
4) #+22V2 +5=0, 0 kaddem wnies¢, czy ma pierwiastki rzeczywiste, ezytes zespolone.
Jedeli rzeczywiste, to jakiego sa one znaku? W razie, kiedy sa roinego znaku, kéry pier-
wiastek ma wartosé bezwzgledna wigksza ?
(Amr. 101). 592. o, +x,=1b, #z,
=306. 595, z,—

598. 7, + =2, may= WS

594. =, 3w, =4 596, 2—a,~13, a,0,=30.

597. B98. 2, +2,=7, 2+ 2,?=25. BID. z,+ay=11, 2,2+
600. =, doo o =34 601 z—2,=b, r +a,)=T73. 602 x,+a,=
603, 5, 4%+, 604. #,—r,=1, 2, 605. 2,2,

(Axe. 102). 606. Vai+ v6oo. 607. \11—3v8. 608 10022409

610. Vi+3v=7+ Vi—8V=7. 611 \3+Vs +\3—v5 .

612, Viis2vio = \11i—2vio. 618, V75 V=i + V7—V=i5. 614 \i1+5V—
< i

+\/ 115V V~3. 615, Korsystajae 2 ego, o Var = Vv’ni, prackszialcié nastepujace wy-

rdeniA K)V1++.v7+V1 BVT; 5)V1+a.\'7~V1 s-w

o Vo7 oV + ooV o\ mea s GV E— Ve — GoaVE .
616, 2 —(7+3V3)n + 16+ 12VE =0, 617, 23— (10 + 6VE)o + 40+ 32VE =0,
620, zﬁ_u+3“TWE

618, o'—do—27—10V6 =0. 619, #*—62+6VE—2=0,
621, o* 6+ 14+ 2V6 =0, i
622, Sprawdzi¢, Ze réwnanie \/2a—Vie
#=ba?—2aVT +1.

= Ve—ba"+2a+aV2 ma pierwiastek





main-131.jpg
(Arr, 116).  716. =*— 125 7. 2°+512=0. 8. (#*—-5)(xz +20)=bz(bz—1).

54 = = 1 1
9. @6 +4VE) =22VB(2—2VE). 0. it
: @ P 122 =t
oL Py i e e Py g ey s | Py s
e 9 B 7 i nd 1 EEEoT
(Awr. 117). 722, 2 — 4096=0. 3. 2+ 2401=0. U 1 4o F
725. @ (0° +1727— 2892 —4918) = 1722w — 17) — 17 = (259 5 4,’!1,3) -
$ z
5 et 95
P 1 T —10a 59

(Aur, 118). 728. 2° — 262144 = 0. 729, o* + 2985984 = 0,
; é‘rﬁﬁi 780. 2® + 27=282%.  T3L #*—102°=459. 732 2°—972'+1296=0.
7 2t + 42 4 6 2 =160. 3L (¢ + B)! + (1 + B) + (2 — 3= HI1.
Vo (Awn 121). 735, o' — 13224+ 86 6. 244 70t — 144=0. 737 2t +41 224 400=0.
738, o' — 33274270 =0, 789. @' —42'+1=0. 740 o' —6a'+1=0.
3 = e o = 1+ 1—a

ML ot —62'—1=0. M2 2aVy —8Va'=20. U - Ti4ioor

Znalezé pierwiastki réwna wymiernych, do kidrych dochodzimy z czterech nastepu-
jacych nSwn!nn:

1 ‘ ‘
W =1 s
z—Vi—w wiVi-ao 5. Vo + VIT

‘ A A

i e s e Sy
8. Vi+2z+Vi— 747. V17 +122 + V17122






main-130.jpg
(Arr. 114). 706. 2*—ba?— 42 +20=0. 707. 2®—8a'+ 192 —12=0.
708, 2* — 6+ 2%+ 242 -20=0. 709. 2*—7*+ 112 +72—12=0.
710. 2'—42* —3a?+ 162 — 4 = 1. ' — 4o’ + 4o+ 360 —117=0.

IR P Y e e 3. VA s 9212 —Val—8z 12






main-127.jpg
L5 11
2+z)’ 4+az) 6+4da 7+aa-,)’ 13 + 4
508. 2 = :
1+« b5+8z)  9+ka PV 5+ 3 7+ 4
5—382)"_ 9—ba 5—42)’ 11 —10a z2—2 2=
(4—az n=a Sl et ss S biee
241 2@—1)
Sl e el L e i
dnt9—a nz+5. bn+6—2z 5 (a—1)z+6
Ky e e S U b s e
" 1 it 3+2* 2a+5b+5x a+b Ba—b+20
W A e o ey Ty S P e
z+83a—b_4a—3b 2a—b+z_ o9, 20t 7h—ba_ 8 aidb—Ba
o—B8b+a 46—Ba 2b—a—2n 20+ 7a+bz 7 bidat:
@+aE+D)@+d | o, 20tb—c o 4+3b
E—a)@—b)z—0 “Bb+2+z b detdbta
3a—z_ 4a+3b 3z—a sw—atl) | (@—2a@—a—b)_

e T et )
1

527 2"*")— Bee e

509.

511.

514, 2+8_22+5 z—1 B+l

521.

528.

2o \Ba—a) " Be—20—4a
btV

a2 wia-b_ b—do

SL U e e et e e )

(Avr. 99). BB V2ri+7=z+2.

538, VB:—B——V:—K:I. 584 Vo—1=2—1.  535. Vi

22:—\/@"4—4:—‘/5. 587 VI0+3a

540. 22— Vet3+6=0. Bl 4v2—z—av5_2¢,_v5+2z.
542. 2V6—dw +V3—2z = VII—6s. B48. Vo+7=o0+1. 544, 20 4+Vot8+5=0.
545, do—Vat3-c—5. 546, ot Vat2=2. \547. \a+14Vb(e-
548. 2V3r—2—3Vo+2+2=0. B549. V2 6+ Voté=VBz+9.
550. 3z+4+Vo @+ 1)=9. BB5L. Vet 12+Vz =2V2z+1.
——V7—3z.  BB3. VZe—2Va—1=2Vw+2.

555, V22 — V3. =4. 556, \/:c—\/:v—i‘l—V2z+1

Ba. © 558, V2o Votl=VEail B9, Vet 2—VBs=VeiTd]

3 B B
B62. Vatz+ Va—z=\2a. B68. Vata+ Va—w=2Va.

3o 3
565. Vo + Vate=Va+8a.

564. ~V95—8:
/566, Va-+0—2= + V9a-+—10z =2Va + 4 —2a.

567. Va+9b— 102 + Va+495 — 50z =2V2a+b—3-
9a+b—62 + V9b+a+ 6z =2Via+h

570 Vz—1 _ V:

L] G2
—\/p t=—2Vie+2 e

2%
SV EET 7\/-:4 —3. B72. az—1 uz+14
L~ Vz+Va—z Va—Va—=z awt+1 az—1
© (Amr. 99). Wypisaé rownania, ktorych pierwiastki 573. 8, 9. 574. 15,16,
575. 23, 30. 576, 5, —12. 577. —9, —13. B578. —16, —2.  B79. 2+3i, 2—3i.

B80.5+7i,6-7i. 581. -84, —8+4. §82. 14V5,1—V3. 583.-3+V7, —8—V7.
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am+ b 25*

= =a"‘"+a’"“b+a”"b’+...+ab“’+b”"+m.





main-136.jpg
= =
av @b+ P—v/al

180. 1+v/ 2.

181 }(V 2 —2V 6 +v10). 182 vI5—v10+2V3 —3V 2.
183, ryry (323V/ 5 —84v/ 30+ 203V 2 —94v/ 15+8Y 10—153V/ 6 + 447 — 77V 3).

8L 4 - 18546, 1864 187 1 188 64 . 189, a(:Li) 190. (3-a)®.

1913 192 3. 193 (c”‘,i+ b). 196 & 1% 3. 196, 197. 93,
198, ke rb! 199 9. 200. 1. 201. 9. 202. 7. 203. § 204. o
D 2001 2009 2027 s 2
205, E;”";’. Przy sprawdzeniu przyjmujemy 20>5>a. 206, §5. 207 ap.
=

2098 210.2. 211 2 Podstawiwszy w dane réwnanie i po podniesieniu
obu stron rownosci, majacej wyrazy tylko dodatne, do kwadratu dojdziemy do tozsamo-
i) 212 —2. 231 2042 215 216 i 217. Rownania niemodliwe.

6, y=25. Baslly=1. MWe=y=1

555, Tkiad rdbinah mISHOLNA
. 4ot Ta—Gabl + 205, 2L, § Ny A
. 0t 2abt b 237
. 7804 241. 26:
406, 2.1
. 1:6. 268 3
257. 0:97467 i 097468, 259, 359136 i $52157.

260, O0SSSSL i 0088882, 261 3% i 3 iz 263 11 i 114

264 14} i 141 265 sg; i6lg 266233023 267 3% i3 268 1041105
269. 3a2b’—2cd*. —2a+1. 271 2a*—3ab+8% 272, 2a? + dab—3b%.

273, 2a’—Bab + 401, STA. 4 Bah Bal208, 5. tbatdat L 206, 56, 2. 6.
2i8. 83 219 112, 280.101. 281 401. 282 444 283, 763. 284 80!
285, 905 296, 1357. 2S7. 2061 266, 3003 289, 11111. 290, 20102 291, 3
22, 096. 0698. 204 1856 205, 3375, 296. 0015625, 297. 103828
208, 95.  299.59.  300. 1415 301 125 i 196, 302 257 i 208,

303, 0:807 i 0°308. 304 (431 i 0-4432. 305. 33322 i 33323, 306. 0:2080010-20801.
. 4530654 i 4530605, 308. 3 i3 3092124, B810. 4 i 4p. 1L 212
31220, 125 813 41 idy B4 23pi 2 B15.23i2. 316 13 i1g
317 abedt 918 dat 60704495 319. @—Bad0 V1 hab —8ae P 4s

320, a¥—at—a¥+ai. 32U dat95. 322 8la? 1108475} 14dated 4 19244 8% 4 25608
393 atatd-t—-o-t 32 2a8—3atsdiosl 325 s (aPodb). 326 ot 2pii3d.
327, ad(a™—1). 338 a3—biied  320.4) 65 B)4i; ) 15, —2; ) — B+
§ —10; %) —96. 330, ot +at+yh 4y 3L ) —E—1iV/B, —L+ 1B BL Y
00,0, B2 o) mrEily ), ki), sy bify e, UG,

B) 2+ Byt 2i(ay + Br), @'yt + P 2i(ey—Fn). 333 —500+200. 336. 176233,
338, 141873, 339 120117.  340. 125006, 341 0595786,

343, 344017, 344, 0319707, . 126521 346, 64501

347, 027895, 318, 155207, 349, 160 350. 1395 351, 161807,

352 200018,  353. 244389, 85 1.  355. 355777, - 356. 00106205  357. 53:6738.
358, 0:267147.  359. 000000170508.  360. 3:60525. - 361. 124208  362. 0:83566.

467

244, 16736."3267
9. 0:003205.
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(Amr. 127). 798, wVosT =10, 799, 4="-5=414=65636.  $00. 3.2:=4 V9.

SOL. soes—2 = 0177828, 802, 4t +ovs — 159015, 803, Vo '*V
sot1

804 3.4ri0=4. 3%, Mgoa 100002109 2° =516 ] _ 4 06, (100002) (0% ~s1087] ~ 1,
(2n+ 1)loet=in-s— 4 808, V2.3% + 3—V3= 1 1 809, V2 £ 14+V28 7 =6.

1
10. (P —B(3)H=—2p. 811 V2 =37, 812 eqer=3

=10.
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(Arr. 125). 760. »* —32* —32+1=0. 61 2+ (2t 4 2+ 1=0.
2. 5o° + 812°+ 8o+ 5=0. 763, a*+ Ba? 1=0. %4 o*—5at+52—1=0.
765, 2* — a2ty Pr—1=0. 766. @ + 3%+ 42?4 B2 +1=0.
767. 2+ 4o® — 1022+ 42 +1=0. 768. o' —a*+2?—2+1=0. 769. 2*+ 22" —22% 4 22+ 1=0.
70, 2' — 42° — 32 — 42 +1=0. L 2422 +22+1=0
T2 ot 422 +2+1=0. T8 2*—Wa'+1=0. 74 o*+3e*—8a"+i2+1=0.
T%5. 62— 723420 —T2 4+ 6=0. 776 o' — 3’ + Bu—1=0,
T ot 4o —de —1=0. T8 ' — a8+ g2 —1=0. 709 2t43e'—tz—1=0.
780. 82! — 723+ 72 —8=0. T8L «*+22'+32%+3224224+1=0.
782. #° + 1024 —112° — 112 + 102 4+ 1= 0. 83 #*+3 42 —42° +824+1=0.
T8 25— do'+ 3004 B — dwt1=0. 5. 28— P —attl 86, o5+t b o4 1=0.
W 20+ 3zt 4 Wt Yot 4Bt 1=0. 788, 28— Bat 4 dad —dot + Ba—1=0.
9. ' tat—z—1=0. 790. 2 —3z'+3z—1=0.
L. 28— o' — 4o+ 42t do —1=0. 792 o8 —Bad 4 Ta? — Tt +bo—1=0.
W93 2t —athat—1=0. T 20—+ Yat—Yali P —1=0
795, o — Pt 1zt — 11004 W —1=0.
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ODPOWIEDZI.

3. dab(a'—a®b—ab3 +59. 4. )=F). 5. 1_11:' 6. a)=f). 7. 4a%? — (a5 — L.
10. @3—Bpt 1L g @a—2) 14, 1841449, 1. 152399025,
16, 780811249, 17. 412252416, 19. 3466383376, 20. 43046721,
21. 214358881, 22, B
20, 380, 0. Pk 45, 2498846203, 46. 8754552981, 47. 1371700960631 48, 531441,
49, 2085084 50. 184217728, 51 ‘285794769 5. S7AISIG. B3, S0BA04BI.

9
5 B). G104 59, 7ot +6s Dot tAat 134 20 1. 60, 2;;%. sl
1 1 < i LA
62. g 63. Py 6L a'—1470. 65, 27a’+a+ o Tara
totn
66. ﬂf. 68.1.2.3.4.5.6.7. 70. 3%.5.7. 71 21.3. .72, 7. 6abitds.
S

s

76. 4a%%id®. 77 6(a*—0%).  Sl1. 2abc*V3ac. 82 2a%p tV kaborrt .
< s s

83, (a—20)VBab. 84 144V20. 85. 242V3.  86. 12V03. 8T gt

B 6 s . s
88. %\/bTm 89. 12, 90. beVa. 9L ac?VaVEL. 92 3V7.V2. 93.V6.V2000
- g

5 s
94, 2VBT. 9. 24\/ 96. 2V12. 98. a*ble.

s

104 \/i.
%3

tod

n B e
99. a%iVoe.  100. @’ 101 Vab. 102, V%
»

3 > =
106. \/;b, 107. 482, 108, V Z B
112, #=3V3. 113 z=a%, y=ai®. (Te liczby starofytni nazywali 2-ma
4redniemi proporcyonalnemi dwu szesciandw). 114 §) Zob. w czesci I zadanie 302,
117. 9337m?% 119 14V30. 120, 2(abVe + acV2b+beV3a). 121 (5a+ BVa+b)Va—b

122. 0. 123. (a+108)\ab. 124 (a+2b+3¢)\mn . 125. 5Vab. 126. 4\?’E4
127. 4(2V3—V6). 128 }(4V2+V3)V3—= 131 14—6V5. 182 72—32V5.

133 ab(a+b+1)+2ab(Vab—Va—V8). 134 1—2VI5. 135. 21—6V5 +6V7--2\35.
136, —59.  137. 135—53\5 +49V7 —18V35. 138. 50.  139. 142t  140. 145

141, 5 M2 arttbete M3 pieglt. M4 o—y M5 —(21+3VE4+3V3).

s
146. 2(m+bdy) 1;7. 148.3(2\/'§~\?;)A 149. a—b.

150. 30 + 12 V3+18\,/z—24\/2 151, dab—(a+b—cf. 153, 7—3\5. 154. Va+Vaz.

. 0 2 A
R e i T
155. \‘u-'ub+\/b’. 156, a-+ VT + Va4 Vatr s b, 157, Vo rie Nz

Vab
159, 2(\/Ez—i)- 160, —2(*+1)@e—1). 161 §(2V3 43V +v50).

4a(a—1) avbtedt b¢a+c+cVu+A+\/(a+b)(a+c)(b+c)‘
a . ab+ac+be

162,

166, (Przekatna kwadratu danego; cigeiwa stycznoei

2—1). 167. 5 (17+v193). 168. V7.
—V3). 171 3(9 +4vV' 3 +6v 5 —v/15).
—V 7. 1B VBV E VT 174, 3 V15,

. B
175, 27v3—9vV 3 +3v3—1.

. 4 A .
R A e A R e e O

e

4a*V2a La‘\/db+2u\/648u’b‘+6ab+36\/72a‘b’ +"¥G\/9b'
Bai—9t
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). Niech m>0, n<0 i n=—v. Wtedy
o' =a".a" =a--% %:a"“ — Y et

B). Niech m<<0, n>0 i m =—p. Wtedy

3 @
=P = @ g = ) — g |
at at

7). Niech nakoniec m <0, n<0 im=—p, n=—v. Wtedy

1

T n“_a".a" akr+y

2). Gdy mamy a":a", to nalezy rozwazyé podobne przypadki.
v

@ = at.a- — ) g Y= g V) g,

=Y = gV g

1
g g g
=g gt r=g~

@Vh =gV —gn
3). Gdy m <0 i m=—p, to

1

'(alu.-~-a.)"—(a,a.~-a.)-"=(a =

=a;ta;t ... a7t =aPa}l... ar.
4). Gdy mamy (a*)", to nalezy rozwaZy¢ podobne, jak poprzednio pod

1) i 2), trzy przypadki.
a@). (@)= (@) _( ) (a“)" 1“ YR gV — g

e
7 (@)= (@) t= (a‘)_”= T %=ﬂvp:a(—n(—p) —a™ .
(a‘v a'P
5). Gdy mamy (1)' to, kiedy m<0 i m=—p, jest
LB S ek e
( ) ( ) _a F TR Tl T
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(Awr. 15 i 16). 60. (TZ——a—ubz"y')_l, 61. ("—*") %

PRy Y5l

1
o=

62. (1+a)-7. (1—a)— ( A, )4(1_“)'", 68. (a'+25)-% 64, (@—yat)t.

1+a
% P A
85. (Bata—y. 06, T T

.5.6.7.8.9.10) -

(Awr. 20). 67. V1400 = V(2*.3.5). 68. v7.(L2.3. &
3 i v
69. VEa' 0 =v/(2a%6 ). 70. V843908625, 71. V248832, 72, vI2Balipw .
(Awr. 22). 78. Inaczej rozwiazaé zadania od 67-go do 72-go.
(Axr. 23) 74.V8. 1/2 viz. \/17 75. ¢3achsa'v' ¢izaabcvd‘»
5
76. v/8a%c. t/lba‘b’d“ ‘/ St 7. \/ 3(a*+2ab+ 7). ‘/4(m’——3ab+b’) Vis(u'—b’)
(bxn. 24). 78, Tnacaej rouwigzac zadania od 67-go do 72, od 73-go do 77-go.

956 a® pimH c8 Baib? 1 Batbi—br.

3 X
(Arr. 25). 81. V12a%b%c%  82. \/32;% Gt 83, v/59719680.
.

B
84. V/3a% — 244t 1720 — 960t 148" 85. V85034928 86, V0432

(Awx. 26).

Vavtioan VT B0

3 s
(Arr. 28 i29). 90. \/‘\/m;ui 91. \/ g, 92, \/‘/ L

s
¥ | S R i . 0, N S i
V V16552000, 94. \/«/ SB128406016 . 95, |/ 20736 v T58GETIIRE .
s s
s e . L
’ 3a\ [T 8\ s
se.F % \/ 7 \/“ g-;_,\/__.__\/,,x,,
2va.\/\/? N 55 Va—z 5a \ 2m
e
atic . Vatus . 99 vas. . I

. 102
Vs v a% V5w

5 5
a10

-
Tou: Keale o iiop 1B, i0s MR VS ViR

100. Va*tied'. t/abc"d’ \/a"b’cd" 101,

B -5
Vatingt Ve ‘/ @5 Valld

\/ 3796875

111. 8:*=125:27.

=
-2,
@t yi+ei=1.

(Awr, 31). 112. 3: ¥ %, gdy yio=bia. 114. Gdy srednie
arytmetyczna, geometryezna i harmoniczna liczb dodatnych @ i b nazwiemy odpowiednio

371_ oF LL
(Axr. 30). 109. e e RO :‘“
2t
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(Arr. 9). 1. (z+2y—3 2, [n-+-(3+4a-+n+aa!-ﬂ+6.w-+-)]{
3. (a%+a% —ab? — 0% — (6" —a%h +ab*— BN,
4. 0) (@489 (+d0 ) £[(0—Bed+(c —dad] +[(@? — BY) (et~ d¥) — dabed]

z < (1+ﬂb)[1+ab¢-(n+b7] a+b)[¢+b+(l+ub)z]
ST [+eb s 9]’
1tab+(atb)z \

6. %) (ap+bq + er+da)? + (ag—bp + co—dr)? + (ar—cp + dq — ba) + (as—dp+br— eg)*;

B) @+ B+ 4d)(pt+ e,

7. (a+b+¢)(atb—oc)(a+o—b)(b+c—a).

8. Okazad, Ze, jeleli a+d+c+d=A, atd—e—d=B, a—b+c—d=C, a—b—et+d=D,
to: @) (AT+B*+C2+D?) = 4(a?+ 8 +c*+d%); f) w razie, kiedy ab(a?+5)=cd (c?+a¥), jest
AB(A? + B%) = CD(C*+ D).

9, Okaza¢, Ze, jeeli A=br+oq+ap, B=ertagtdp, C=ar+bg+cp. to
A? 4+ B+ C'—AB—AC—BC = (a* + * + ¢ — ab — ac— bc) (p*+ q*+ r*— pg — pr— qs).

10. Jezeli w tréjmianie az®+2bry+cy? przyjmiemy z=ok+fn, y=vi+21 i w otrzy-
manem wyraZeniu spolezynniki €, &7, %! nazwiemy odpowiednio A, 2B, C, to jaki jest
wykladnik stosunku (A C— B%): (ac—8%)?

11, (a+5+32)+ (a—b+42) —(b—a+ba)? = Da?+ 20 —2ab.

(#+y+2)2— (22+2y+1)*+8(z+y)*+2¢ + y—6 =0

(2+2y+1)1+ e +y+1)!—b(@+y)*+ 2z +1){y+2) — 24 = 0

(Amr. 10). 13.789%  14. 13571 15 12345" 16, 27943%  17. 20304
18. 30009%  19. 588762  20.9%. 21. 11% 22, 7% 28. Wypisaé odrazu kwadraty
liezb: 11, 111,..., 111111111, 24. 00123+  25. 0°0623%  26. 1001%.  27. 1331%
28. ()", 20.1—(3)".  80. (%)
B1. (Tab—3bef. 82, (a%—1ad)’, 38, (Ta%'c—Bab

Bab+5bY. 85, (bat—T7zy—9y)%  86. (a*+Ba%+3adt—20%)

87. (Jo—4y+ 12 88. Okazad, Ze, jedeli B=01+bo+e* i C=ble+0c%, to
4B'—27C2 = (b—e)*(20*+bbe+26)* i 4B*—27C*>0. 89. Przy zaloZeniach tych samych,
0 W zad. 9-em, okazaé, #e A*+B'+C'—3ABC = (a*+5°+¢c> —B abe) (p*+*+r'—Bpgr).

(Awr. 12). 40. 24% 41 4% 42, 96%. 48. 112  44. 308%  45. 1357°.
46. 2061%. 47 11111°% 48, 3", 49, 12  50. 27 5L 11% 52 206%

B3. 2007%. B4 o) (30)%; B (7139
TR g Mg At
(Axr, 15). 88, @) i 6) A—E 30 e ",':b, - el
1+a _ 1+a‘ a“’z“ 820%™ . 248a¥a's 4826y
B ) 1+. b m e L e e 2oy P T gam gyt
m«-%-#-szw . usav’z'+32 y" g, ) Bl Bl
Batwi 2yt ErEE 2a—1° ¥ “2a%i=1’

Gham—1  Glaitel

T R e :
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(Awr. 38). 119. V120 +v270 +v2430.  120. V4a%% +v/Balbe® +v/12ab%*.

121. 8V —0+2Va*—a% + BavVa—b. 122, 2‘/‘@4-3\;@-#\;@—\;3?0—2\;@-
128. Via%+v/ 2 ab® —(a—5%)Vab.  124. iv’fni&i—ivar—"\/W.
125. svab—z\/ac~wbc—(4«5:-3\/..54\/00) (4\/M—9\/be+\/ab)

126, 2810+ 6001 +\/2—~;§+2\/,§ 127, 6/27—4v/G + 6/ T5—28V3.

128. 3\/6—2:—,—(\/——\/;—_3-)—(\/6—%—8\/—6-— ﬁ), 129. (a4+v3)" -

180. (a—v/3)".  181. 3—v/ 182. 3—v5)% 188, (aV5 +8Va—Vab)™
184. (VB—VB+V7)(V3—V5—VT7). 185 B—VB+V7)"

186. (V3 +vB5 +V7)(V3 +V5—v7)(1—2v15). 187. B—vBE +V 7)™

188. (2V30—3y 5 +5vV3)(2V2 +v3—V5). 189, (1+z‘+z‘/§)(l+r‘—z‘/§)

140, (429 (12047 D) (Leat—ev'3). | 141, "”"4“') (_ ,’1_‘””-‘“)
s (- (-5

o

143. (P +) (2 +9)V 7 -H/q)(\/p +\/q)(\’P + ‘/q)(\/p +t/q)(\/p~\/7) 5
Sataian S ey

W (e o) s (e i) Wl vy )

145 (VI +VE+W3)(VE—vVE—v3).

146. (a‘/z +3Y y)(u/z +d\/y)+(¢\/z—b‘/y)(t\/z—d\’y)

147. \/v BV7T \/vzaw 7 +V —7V.,\/2+7 s (Ve —ayp)svs o)

149. \/a+b+z\ﬁ Va+b-2\/a6 yhis, 150. (2\/2—«»3\/2—4\/2-»5\/—)6\/'
151 (W+\F+\F)(\F+\'=—V‘)(\”wu\fb—\ﬂ(\/‘»rw—\f)

152. Sprawdzic, Ze, jeleli V2+\/b +V2V V5 =a, to a*+3a—4=0,
153. (42-85\/3-18V/b + 15V15):(6-5V/3). 154 (vu+z\/¢-g\/az—2\/’) (vz—zv’)

155: (a+b):(\;7+\;7). 156. (a\’a —b\ 2 ) (\/ a—\/ b)

157. (\/? \/7+\/F+V7:7+\./ a+ l) ' (Vn' +\’n +1).

158. (g\ﬁ_._“!__ig\ a4 1B ) : (&7_
Vaies VF
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Viah*+4ab’d < a’d*~ ... = 2ab*+ ad*~4b’c—2bc
+4a’*
4athid*+a’dt
sda'h'd*sa’d
~ —16ab’c—8ab'cd’ +16b°¢*
+16ab%. 8ab%ed’+16b
 —8ab’c—4abed’+ 16h'c*+ 4h%?
+8ab’c phabed” 16b'c? 14bc*
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Via'’d*+4a’h* +-a’d*—8ab’ed*—16ab c—8ab’c—babed ™+ 16b°c*+16bc*+-4bc*.
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(Anr. 89). 416, 307+ 112=0. 417.42—25=0. 418 2*+25=0.
419. 427 +9=0.  420. @+ 0+ @+ b+ (a+b—2P—(@+ a® + I +(a+ b)) = 0.
421 (@4 oz 48— @+ aw—0)P=0. 422 (do*+ o+ 1) —@a+ ) — (1o —3) =0.
428, (24+2)'+ @+ '@ — 2+ — 1) — 4 (a4 4 281)=0. 424, 20> + 1P —4(e+1)?
425, 2+ 2+ @+ —@—2 —@E—1=0.  426. (az+ '+ (av—o —de?=
427. (az + 0 + (az— o) 428. (az + b} + (a—ba) = a? + B 4 .
429, 24z + ) + (a—202)'=0.  430. (2 + aw + ) —(a* + ez — B —daba = 0.

431, (az +b)?— (bo +a)* + )=0.

(Axr. 90, 91, 92). 432 152+ 82 +1=0. 433, sz=+291+35:0.:{,-’, -Z
434, 62'—192+15=0. 485 4a*—110+6=0. 436, 22—52—3=0. /1
437. 2062+ 5=0. 438 2*—110+18=0. 439. 2? +172+30=0.
40. 2 + 190+ 60=0. 441, 2"+ 132—48=0. 442 2?—T72—78=0.
443, 92— 92+ 2=0. 444 62'—bz+1=0. 445 252+ 2o+ 4=0.
446. 2427 + 102+ 1=0. 447 1622+ 162—5=0. 448 Bba?—z—
449. 0*—2242=0. 450 22 —4x 4 13=0.2110451 o' — 4z + 3 =0,
452, 407+ 260 +37=0.  458. 1607 —262 +7=0. 454 B2+ 6o—
455 o*—37+1=0. 456. 22+ 62+7=0. 457. 2:—32+8=0.
458,307+ 62 +10=0.  459. 2'— 4o +6=0,  460. 2*+ 102+ 27=0.
461. 22— 6V5+29=0. 462 4o?—42V3 —13=0. 463. 22—62V5 +61 =0
464, 4o — 42V +19=0. 465. 2?—4a.V3 +7=0.  466. 822 —82V3 +5=0.
467 2'—4aV3 417 =0. 468, 827823 +7=0. |469. 2*VB + 4o —2VB =0
470. V3B —22V7 + V3 471. 2*V2 —42V2 —3=0.
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