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Przyczynek do teoryi [funkcyi rozwiqzujqcej réwnania
catkowe Fredholma. — Ein Beitrag zur Theorie der
Resolvente der Fredholm’schen Integralgleichungen.

Mémoire

de M. 4. HOBORSKI,

présenté, dans la séance du 8 Octobre 1917, par M. 8. Zaremba m. e,

§ 1. Es sei eine Fredholm’'sche Integralgleichung:

M) 7@) =2 [ Key) /)y = 9(@)
vorgelegt, wo K (zy), g(x) stetige Funktionen ihrer Argumente vor-

stellen. Mit R (z,y,4) bezeichnen wir die Resolvente von (1), die
den Gleichungen:

@) @(xyz)_K(xy):sz(xt) Rty ) dt:/zf@(xu) K(ty) dt

B  Ryd)— Ky = A—u) f R(wtd) Rty ) dt

geniigt. Es sei 4, ein m-facher Pol der Resolvente und es sei:

@  Reyh= O Pe) g O

+ 3 A — 1) vi(ay),

i=0
wo die Reihe rechts in einem Kreise um /4, mit nicht verschwin-
dendem Radius konvergiert.
1%
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Ich habe bewiesen (siehe: Archiv der Mathematik und Physik,
Bd. 25, Heft 2, Seite 200), daB ¢, (xy) auch im Falle m >>1 nicht
identisch verschwinden darf. Der Beweis dieses Satzes stiitzte sich
auf eine Gleichung (Gl. 6, a. a. O.), iiber die ich die Vermutung
aussprach, dal sie neu ist. Unlingst fand ich beim Durchlesen der
Arbeit vom Plemelj: Zur Theorie der Fredholm’schen Funktional-
gleichung (Monatshefte fir Mathematik und Physik, Bd. 15, 1904),
daB jene Gleichung ein Spezialfall einer von Plemelj gefundenen
(a. a. O., Seite 114, Gl. 46) ist?!).

Der Beweis des Satzes, daB die Funktion ¢, (zy) nicht identisch
verschwindet, lift sich auch so fithren: Ist 4, eine m,-fache Null-
stelle der ,Determinante“ D (Z), so ist, wie bekannt,

() ~/‘(p1 (xx)de = — m, ;

da 4, ein Pol der Resolvente S(xy4) ist, so ist m, > 1, also von
Null verschieden, folglich muB nach (5) ¢,(zy)==0 sein. Wir er-
halten aus (D) sogar mehr. Es ist:

@, (xx)==0 fir a<Ca< b

Im folgenden Paragraphen der vorliegenden Arbeit wird ein etwas
allgemeinerer Satz bewiesen, ndmlich, dal keine der Funktionen
@1 (2y), @3 (xy),. .., Pu(ry) identisch verschwinden darf.

Ich beweise noch, dalf auch keine der Funktionen u,(zxy) iden-
tisch verschwinden kann, wenn die Resolvente S(xy4) wenigstens
eine vom Pole 4, verschiedene singuliire Stelle im Endlichen besitzt.

In § 3 wird gezeigt, wie man eine singulire Stelle 4, weg-
schaffen kann, falls das Residuum ¢, (zy) von 4, bekannt ist.

In § 4 werden Ausdriicke fiir die Funktionen g, (zy), @, (xy),..,
@.(2y) aufgestellt, falls der Hauptteil des Kernes K(zy) fiir 2, be-
kannt ist. In diesen Ausdriicken kommen Funktionen g*(y) vor,

1) Bei dieser Gelegenheit mischte ieh noch folgendes erwithnen: Herr Platrier
hat unter anderen zwei interessante Sitze (s. Journal von Liouville, 1913) bewiesen;
seinen Beweis stiitzt er auf einen Grenziibergang zur unendlichen Determinante;
diesen Beweis habe ich daraof (s. Archiv der Math. u. Physik, Bd. 23) einfacher
gefiihrt, Der erste der zwei Sitze von Platrier befindet sich schon in der oben
zitierten Arbeit von Plemelj (a a. O, S. 105).
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deren lineare Unabhingigkeit in § D bewiesen wird. In § 6 be-
weisen wir eine Relation zwischen jenen Funktionen, und in § 7
wird gezeigt, dafl unendlich viele Bedingungen, denen die Funktio-
nen ,(xy) geniigen miissen, sich auf eine endliche Anzahl. von
Gleichungen zuriickfiihren lassen. Zuletzt wird in § 8 der Fall
besprochen, in welchem /4, einen einfachen Pol der Resolvente
RK(zya) bildet.

§ 2. Setzen wir die Resolvente {(zy4) in der Form (4) in die
Gleichung (3), so erhalten wir die bekannten Relationen:

6)  Ppior(wy) = —f% (@t) @, (ty) dt fir 2<<p+4qg<Km—+1;
) f(p,-(xt) Gulidl =0 for' mt2< it k<2m;

®) St g.ina=o

07 727
1

DO

fiir i

(9) Srwtwya=0 ’

(_10) Yptretr (TY) szff(xt) Y, (ty)dt fir p,¢=0,1,2,...

Setzen wir in der Gleichung (6) p = m — k, wo k eine der Zahlen
0,1,... m — 1 bedeutet und ¢g=~Fk - 1, so erhalten wir

Pulen) = — [ Pus(@t) palty) at;

da aber ¢, (zy) nicht identisch Null ist, so folgt daraus, dal ¢, ,(ty)
auch nicht identisch verschwinden kann.

Wir erhalten also folgenden Satz:

Satz I. Keine der Funktionen ¢,(xy), @:(xy),... p.(xy) ver-
schwindet identisch.

Nehmen wir an, daB eine positive, ganze Zahl ¢, existiert, fiir
welche 1, (zy) identisch verschwindet; setzen wir hierauf in der
Gleichung (10) ¢=g¢, und p=0,1,2,..., so erhalten wir, daB
auch w,(zy) fiir i > ¢, identisch verschwindet; infolgedessen ist
in der Gleichung (4) die Summe:
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(11) By i—d) = F' (23— 1) wi(zy)

i=0

ein Polynom in 4, woraus folgt, daB die Resolvente R(xy4) im
Endlichen einen einzigen Pol 4, besitzt.
Wir erhalten somit folgenden

Satz IL Besitzt die Resolvente &(zy4) im Endlichen wenigstens
einen Pol, der vom Pole 4, verschieden ist, so ist keine der Funk-
. tionen w,(2y) fir ¢ =0,1,2,... identisch Null.

§ 3. Wir beweisen jetzt folgenden
Satz III. Die Resolvente R'(xy4) der Fredholm’schen Integral-

' gleichung mit dem Kerne K'(zy) = K(zy) + q)lg—;}{—)- Istie A =4
0

regulir und es ist

(12) K@yt =Peni— )+ 3 (1250 (14 7).

i=2

Um den Satz zu beweisen, setzen wir in der Gleichung (2) fiir
RK(xyA) den Wert (4) und erhalten leicht folgende Relationen:

18 pley)=1, / Koty puty) dt =14, / #.(wt) K(ty) dt
(14)  gon) =4 [Kat) gty dt 4 [Kat) goutty)at | ¢

(15)  goy)=1o [ 9ot) Kty dt+- [ pun(ot) Kty at | S

(1) Bt — &) — Kag) =2 Kot Bt d — 2 di+

+ [ K@t gut) dt = 2 [ Biat,d— 2) K(ty) dt + [ pu(at) Kiey) .

Der Beweis des Satzes III wird augenscheinlich geliefert sein,
falls wir die Gleichung:

1) Rzyl) — By =4 f K (xct) S (ty 2) dt
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verifizieren, was eine leichte Rechnung erfordert, wenn wir die
Gleichungen (2), (4) und die aus den Relationen (13) und (14) folgende

18) [ K@t pty) dt= "Lg‘:_y) i q&i%f@ Fo o (=1 %(_%)
F=1;2".=m)
beriicksichtigen.

Auf Grund des Satzes III sind wir imstande, einen Kern zu finden,
dessen Resolvente aufler 4, dieselben im Endlichen gelegenen sin-
guldren Stellen besitzt, wie die des Kernes K(z,y).

§ 4. Nun werden wir einfache Ausdriicke fiir

@1(@y), Po(zy),. ", Pul2y)
bestimmen.

Bezeichnen wir mit k(xy) den Hauptteil des Kernes K(zy) fiir
den singuliren Wert 4,. Es ist bekannt, dall %(xy) folgende Form
besitzt :

19 - k(ry) = Yn(@) oly)

wo die Funktionen 7, (), 7,(2),..., 7, () linear voneinander unab-
hingig sind; dasselbe gilt fiir die Funktionen 6,(y), 05(¥),.. ., 0.(¥%);
die Zahl m, hat dieselbe Bedeutung, wie in § 1. Es ist weiter bekannt,
daB der Hauptkern k(zy) in eine Summe von p kanonischen Ker-
nen ky(zy), ks(zy), ..., k(xy) zerlegt werden kann:

(20) k@y) = Y k(xy),

i=1
wo p der Ungleichung
(21) ISpssm

geniigt und der Anzahl linear voneinander unabh#ngiger Funda-
mentalfunktionen ¢(z), d. h. Funktionen von der Eigenschaft:

(22) (%) — 4 f K(wy) o(y) dy =0

gleich ist. Setzen wir:
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B6) = — 4 Y (—1)* a(y)

Buly) = — 4 Y (—1)* afy)

ﬂq;(.‘/) . '%0 Oy (!/)

Batily) = — 4 X (— 1" 0,1, y)

i=]

(23) Basslt) = — 4 Y (— )™ 0,14(4)

i=2

ﬁqz(y) T ’?’0 Oy (?/)

99 9~

By () =—4 2 (D %y y14(9)

B, 0)=— 0, (y),

wo die Zahlen ¢, den kanonischen Kernen entsprechen und auch

(24) ISa<e<... <ga<g=m
ist. Wie bekannt, kann man die Funktionen (), 6,(y) so wihlen,
daf folgende Gleichungen zutreffen:

b

@)  fuEbd=

0. furcd =k

o fur i GBE=12.,m)

Fiir @,(xy) erhilt man folgende Form:

(26) o:1(@y) = 3 n(2) B(y) -

i=]
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Um fiir die Funktion @y(ry) einen analogen Ausdruck zu er-
halten, setzen wir'in der Gleichung (6):

ek e S

und erhalten die Relation:

@ een=—[eanetd,

die auf Grund der Gleichung (26) auch so geschrieben werden kann:

my b
(28) wley) =— 3 6.0) - [ gulat) m(o) ar.
i=1 a
Um die Integrale rechterhand zu bestimmen, setzen wir

R(zyd) = Gy, 2— &) + P@,9, 4 — 4o)

und daraus erhilt man

@) [ et f@ad=[g6)clyi—1)d,
. (n=1a,2,...m)
da nach (9) und (11):

f(p,,(xt) sB(t% Z—ZO) dt =—0¢

Wenn wir in (29) 4 — O setzen, so erhalten wir:

- 30) S oot Kty dt= [ gt bty
-(x=12,...m)

Aus (14) fiir x = 1 erhilt man dann:

Pi(@y) — 4o f @y (xt) K(ty) dt = f py(2t) K (ty) di 5

hieraus und aus (30) folgt:
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wiles)— o [ oty k(e dt = [ .ot kty) e,

wenn wir in dieser Gleichung die Ausdriicke (19) und (26) ein-
setzen und die Relationen (25) beriicksichtigen, so erhalten wir:

30 [806) + Aol = 3 o) f s at) (0 dt

i=1 i=1

da die Funktionen o,(y) voneinander linear unabhangig sind, so
miissen folgende Gleichungen bestehen:

f%(a?t) m(t)dt =0, fq)t(xt) 7y(t) dt = Ay ()

f(pz(x t) n,(t)l dt = — Ay (%) + 4o w3 (). . . . ..

a1

S oty m® at = (102 I (— 1) ma)
LR O

f Po(@t) 7,4 o(t) dt = 2y 70,4, (2)

=g, 11

f Pa(ot) malt) dt = (— 1yt y F(— 1), 0d0) -

i=1

Wenn wir jetzt die Gleichungen (31) in (28) einsetzen, so erhalten wir

— @u@y) = Bo(¥) &u (@) F- Bus) [— A (@) + o m(@)] + ... +

| Bu05) (— DRl (o) = 2y @) +- .- - (= Tty 0)]

- Bursls) Ay Tts@) - - - -+ A Bun®) (— 1)t A7 g1 (@) —
Ay By s (@) e (— Dt ()]

Wir setzen
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B =86); i=12...,m
pPy) =0
BPY) = — A [BP(@) — B @) + -« -+ (=1 (¥)]
Py)=— 24 [87@) — 8@ + . . . 4 (=)= (y)]
B () = — 4 BP(y)
(32) Ba(y) =0 '
Bira(y) = — 40 (B2 (y) — Bks(y) + 5 e e ﬂ“)(?/)

B ) = — 4 ()

ﬂf;,,_,+1 (y)

ﬁfEZ (y) o lo B (9) -

Infolgedessen kionnen wir schreiben :

rwy) = Y m(@) B (y)
(33) i
AENESD XIOY X0

Wir setzen weiter:

IOy =) = ... =" (y) =0
B (y) = — 4o [B (y) — B8a(y) + - + (=1)*"7 B2 (y)]
B () = — 4o [BRa(y) — Bs(y) 4+ - 4 (1) Q%))
B (y) = — 4085 (y)
) =P =...=Py=0
ﬁ(iﬂil(y) = — L [B2%i1y) — Bue®) +- -+
T o e a4l )

B (y) = — 4o B (y)
und behaupten, daf |

(84
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: mo—x+41
(35) gay) = ¥ (@) B () (x=1,2,...m)
. i=1
1st.

Fiir x =1, und » =2 ist die Formel (35) bewiesen, da sie in
diesen Fillen mit den schon bewiesenen Formeln (33) zasammen-
fallt. Um den Beweis mittels voller Induktion™ fithren zu konnen,
berechnen wir die Integrale:

: : e e AT
fﬂgz)(t)nj(t) dt {x;1:2:...n10

Zu diesem Zwecke setzen wir in (6) p =2, ¢ =1 und erhalten

we)+ [ ol pilty) dt =0

oder
mo—1 mp—1 my

2' () B + 3 Y ma) B0 () f B (1) (8 dt = 0,

i=1 %=1

woraus, da die Funktlonen m(x) ... @, (c) linear unabhingig sind,.
folgt:

@b A+ A f B0 70 dt = 0.

%=1

(e=1,2,...m;—1)
Nehmen wir an, dal die Zahl i 41 der Ungleichung:

(36) Qh—l+1<1’+ lggh (h‘= 1,2,...p; ¢,=0)
geniigt. Hieraus konnen wir statt (35bis) folgendes schreiben:

ap—i
— 4 ¥ (1" )+ Zﬂm(y f B9 (0) () db = 0
l=1
da auf Grund der Formeln (23) leicht zu beweisen ist, daB die

Funktionen B(y),. .., B2 (y) linear voneinander unubhiingig sind,
so folgt aus der letzten Gleichung, daf:

o 0 fiir %:1,2,...i
37 f B (1) m(6) dt = | = (—1)=12, fir n=i-1, i 2,00y
a = 0ftr =g,
(i=1,2,.,.m0—~1)
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wenn die Zahl i der Ungleichung (36) gentigt. Aullerdem ist
(38) S amd=o

firt=1,0 10,1, . .., qa+1i0=132.0... . m,.

Nehmen wir jetzt an, daB die Gleichung (35) fiir einen spe-
ziellen Wert der Zahl »(x=1,2,....,m—1) richtig ist. Hieraus
und aus (6) folgt:

P (2y) = — f Po(at) @, (ty) dt =

mg—1 my—x+1

=— 23 3@ 80 f 80, (6) m(t) d.

g1 jeul

Mit Riicksicht auf (37) und (38) kann dies auch so geschrieben
werden:

g -1 mo—x+1
o) =— 3 n(s) 3 ey f (0) fe) dt —
j=1
mo—x+-1

=m0 3 ) f Bhlt) m(0) dt —

%=1 my—x%+1

s 2‘%(:0 5@—1 Y) f a(t) my(t) dt —
i=qy41 j=1
my—x-+41
— m(@) X B, 0) f D0) 70 dt —
Jj=1
©omy -z
B 2 n(a B2, +(9) f (1) mt)
|=qp 1+
:—anjﬂu,,_] Yy (=1 2y —
i=1 j=i41

) X0 ) (1 e =

i=grt1 =it
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a—xt+1
L N o) de S Bs). (1 —
i=1 J=i1

= 3 (@) B00) + ... = J'mi@) BEI)

i=1 i=1

- und somit ist die Formel als richtig bewiesen.

Es ist also folgender Satz als wahr anzusehen:

Satz IV. Sind die Funktionen B*(y) durch die Gleichungen (32)
und (34) erklirt, so trifft die Relation (35) zu.

§ 5. Wir beweisen jetzt folgenden Satz:

Satz V. Die Funktionen:

(89)  BL(Y); BLaY)seers BLY), BELAY)ywrs BLY)5 BELLY) ey B ,._1+x, o B%(Y)
sind fiir jeden konstanten Wert von %, wo x eine der Zahlen
Tedos o m

bedeutet, linear voneinander unabhingig.
Ist in der Reihe (39) die Zahl x grofier als die Differenz ¢,—q,_, ,
so fehlen in ihr die Glieder ?):

ﬂg,,_1+n(y) IBG;,_ +%+l(y) r i 713(“)( )
Wie bekannt, geniigt die Zahl m der Bedingung:

m = Maximum (¢;,¢s — 1y -y Q= Qu-1y--+yMg— p_1) -
Fr den Beweis des Satzes V berechnet man zuerst die Integrale:

» i:l,?,...,mo
/.ﬂ,(")(t) 7(t) dt e ==l 2.0 0 om

¢ J=1L2,..,m

Eine tibrigens elementare Rechnung und die volle Induktion liefern
uns folgenden Satz:
Satz VI Es ist:

b
—1 firi=7=1,2.....m
. 0(8) it dt = A ln i e
fﬁﬁ()”:() 0 furidgsii=1,2,...,m

1) Dies gilt auch fiir den Beweis des Satzes IV.

@
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Ist x 2> 2 und zugleich

qh—1+n<i</qh7 (h=112v-"'p540=°)

so ist
k Ofﬁrj=1,2,...,i—lo
f BR(E) mft) dt = | (— 1)~ LAY fur i <K< g,
« 0 fﬁl‘ an <.I < My

Ist x> 2 und zugleich
P << aa + %, h=1,2,...,p)

so ist
b
fﬂﬁ”)(t)nj(t)dt=0 fir 302, . 5m

Jetzt beweisen wir den Satz V. Fiir x =1 ist uns der Satz schon
bekannt; nehmen wir also » —>2 an; es sei also

(40) 3 Py =0,

hml d=g, 4%

wo ¢, Konstante bedeuten. Die Identitit (40) multiplizieren wir mit
7, 4+x(¥), Wo I eine der Zahlen 1,2,...,p bedeutet, und integrie-
ren in den Grenzen a,b. Aus dem Satze VI erhalten wir sogleich:

€ it =0, (=180
da 4, von Null verschieden ist; dadurch kann die Identitat (40)
etwas vereinfacht werden:

9 W

(40 bis) 2‘2‘ ¢ fP(y) =0.

heml fmg,  4xt1

Wir multiplizieren dies mit 7,

«_+x1(y) und integrieren und erhal-
ten wieder

Cor_ytat1 = 0

u. 5. w. Man erhilt, daB alle Zahlen ¢, der Identitit (40) gleich Null
sind, womit der Satz V bewiesen erscheint.
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§ 6. Wir beweisen noch einen Satz, der fiir das folgende néotig
sein wird.

Wir wollen n#mlich die Funktionen g*(y) fir x=2,...,m
durch die Funktionen 8(y) (j = 1,2,... m,) ausdriicken. Es kann
dies jetzt auf folgende Weise geschehen. Aus (6) erhilt man, daB:

@, (xy) = — f Pu(xt) ¢i(ty) dt

ist, und setzt man hierin die Ausdriicke (33) und (35), so folgt:

—es p Gt
@ =—3 ¥n@ 2 ) f 0 (6) (9 dt =
il h=1 =g, _ 1+1 j=itx—1
p G—xtl
= 3 Y@ 0 B0,
h=1 j=gu g1 j=itr—1

wenn man, wie wir es eben getan haben, noch den Satz VI an-
wendet. Da die Funktionen ,(%),..., n, (z) voneinander linear un-
abhiingig sind, so erhalten wir folgenden Satz:

Satz VII. Geniigt der Index i der Ungleichung:

(41) pat1ISiKop—x2+1,

S0 1st

(42) B () = (— D A ) ARG 3
J=ity—1

zugleich soll auch die Ungleichung:

(43) 22 < 9 — 9na
erfiillt sein.

§ 7. Wir wenden uns zur Untersuchung der Gleichungen (8)
und. (9). Wenn wir in (8) zuerst j =0, n =1 setzen und die For-
mel (33). berﬁcksichtigen, so erhalten wir zuerst, dab

ﬂ("(w f Wolat) m(t) dt = 0

|=]

ist; da aber die Funktionen ﬁ&”'(y) (t=1,2,.:wm,) (Satz V) von-
einander linear unabhingig sind, so folgt, dab: :
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(44) f wolet) () dt = 0 et

ist. Aber aus (44) und (35) folgt, daB auch

(45) Sehetni=0  w=t3..m

ist. Wenn wir in (9) j =0, » = 1 setzen und wieder die Formel (33)
beriicksichtigen, so erhalten wir, da die Funktionen x,(z),..., 7, (%)
voneinander linear unabhingig sind, folgende Gleichungen:

(46) [rovea=0. =13 ,m

Wenn wir jetzt die Formeln (23) und (32) heranziehen, so erhal-

ten wir zuerst, daf
b

(47) S oty witn at=o
fiir i = ¢,, qy,... ¢, ist, nachher, daB die Gleichung (47) auch fiir
i=¢,—1, ¢g—1,...,9,—1 richtig ist, und auf dem Wege voller
Induktion, daB (47) fir i =1,2,...m, besteht.

Aus (8) und (9) folgen also die Gleichungen (44) und (47),
aber auch umgekehrt, wenn wir die Relationen (10) und (35) noch
heranziehen. Aus (10) und (44) folgt nimlich:

S vraen )ty = [ f v, viity) @) dyat =

=f¢p(xt)dt(f¢0(ty) 7 (y) dy):O, (»=0,1,2...)

und daraus folgt schon (8) infolge voun (3D).
Aus (47) folgt (46) und daraus infolge von (42) auch:

/ B () Yo(ty) dt = O
und aus (35) auch g
(48) fq),‘(xt) Yolty)dt =0.
2 A

A. Hoborski. 2
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Aus (10) und (48) erhilt man weiter

S otatyvottgydt= [ [ gty ots) w,(rg) dt dv =

= [ ar  [penwina) =0, p=o1.)

und somit haben wir die Relationen (9) erhalten und folgendes
bewiesen :

Satz VIII. Die Gleichungen (8) und (9) sind folgenden Rela-
tionen von endlicher Anzahl #quivalent:

f Baed) 7D dbnil f o(t) Walty) dt =0 .
: (i:!,?,..?,mo)

§ 8. Nehmen wir an, daB 4, ein einfacher Pol der Resolvente
ist; es mufd also @,(xzy) identisch Null sein; aus (33) und aus der
linearen Unabhingigkeit der Funktionen =, (),..., 7, () folgt, daf
die Koeffizienten

ﬂf”(]/) =0 ) DA 0 g

sind; es ist also:

BP(y) =0, fP(y) =0,..., P =0, flaly) =0,...,0.(y) = 0,...
. '(11,),_1 () =0, {3§L).,+2(?/) = 0y B 05

was wieder:

- 0(y) =0, o4(y) =0,...,0,(y) =0, 0,.(»)=0,...,0,(y) =0,...

0, W=0,0,_ 4 =0,...,0,(=0

ergibt; es besteht also jeder kanonische Kern aus einem Produkt
n(x) o(y) und zugleich ist p — m,. Umgekehrt, ist p = m, fiir die
singulire Stelle 4,, so ist 4, ein einfacher Pol der Resolvente
K(zyA); denn im Falle p = m, ist der Hauptteil k(xy) des Kernes
K(xy) in eine Summe von p kanonischen Kernen zerlegbar, von
denen jeder aus einem Produkte der Form 7m(x) o(y) besteht; die
Resolvente eines kanonischen Kernes von dieser Form ist gleich
der Funktion:



~ und auf Grund eines bekannten Satzes tiber 6rthogonale Kerne folgt
sogleich, daB auch R(zy4) die Stelle 2, zum einfachen Pol hat.

krakau, im S'eptember 1917.
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