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Wyznaczenie pewnej funkcyi rozwiqzujqcej réwnanie fal
kulistych. — Herstellung einer Resolvente fiir die Kugel-
wellengleichung.

Mémoire
de M. A. HOBORSKI,

présenté, dans la séance du 2 Mars 1914, par M. S. Zaremba m. c.

§ 1. Herr Zaremba hat unlingst in einer Arbeit?), in der er
sich mit einer gemischten Randwertaufgabe der partiellen Differen-
tialgleichung der Kugelwellen beschiftigt, fiir jedes ganzzahlige n,
wo n >3 ist, eine Funktion R, definiert und ihre Existenz be-
wiesen; die Funktion %, gestattet, die Losung der erwihnten Rand-
wertaufgabe, falls solche existiert, éinfach auszudriicken.

Herr Zaremba hat mich in einem Privatgesprich darauf auf-
merksam gemacht, daff man in einem Spezialfalle — um einen sol-
chen handelte es sich mir eben — die von Herrn Volterra aufge-
stellte Spiegelungsmethode ?) dahin verallgemeinern kann, um die
Funktion R, resp. eine etwas einfachere Funktion, die wir mit i
bezeichnen wollen, zu konstruieren; die letztere vermag in diesem
Spezialfalle die Funktion 9, zu ersetzen.

Diesem Spezialfalle und der Definition der Funktion i sind fol-
gende Zeilen gewidmet.

§ 2. Der Inhalt dieser Arbeit ist folgender: § 3 definiert den
speziellen vierdimensionalen Raum, fiir welchen die erwiihnte Funktion
R konstruiert wird; diesen Raum kinnte man eine vierdimensionale,

) 8. Zaremba: Sur une classe de problémes mixtes relatifs & I'équation des
ondes sphériques. Bulletin de I’Académie des Sciences de Cracovie, 1913.
?2) V. Volterra: Lecons sur Iintégration etc., professées & Stockholm, 1906,
Seite 53,
1#
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rechteckige, parallelepipedische Rohre nennen. § 4 und § b befassen
sich mit einer Spiegelungsmethode, § 6 bis § 8 enthalten geometri-
sche Sitze iiber spezielle Raumkegel; §§ 9 und 10 sind der Kon-
struktion der Funktion i und den Beweisen einiger ihrer Eigen-
schaften gewidmet; § 11 erortert kurz die Konstruktion der Funk-
tion NR,.

Ich behalte mir fiir eine demntiichst erscheinende Arbeit die An-
wendung der Funktion 9 auf eine Randwertaufgabe vor.

§ 3. Wir beschiiftigen uns in dieser Arbeit mit einem speziellen
vierdimensionalen Raume, den wir jetzt definieren wollen.

Mit D* bezeichnen wir folgenden endlichen dreidimensionalen
Raum: die Koordinaten (z, y, z2) der Punkte dieses Raumes sollen
den Ungleichungen:

1) 1z e, |YISSb, |2/<Se

geniigen, wo «, b, ¢ drei positive Zahlen bedeuten. Mit jedem
System (z, y, 2), das den Bedingungen (1) geniigt, verbinden wir
alle reellen Werte fiir eine vierte Variable #; die Gesamtheit aller
Punkte M (z, y, 2, t) im vierdimensionalen Raume bestimmt ein
Zylindroid (D,); jeder Punkt dieses Zylindroids besitzt Koordinaten
(z, y, 2, t), fiir welche die Bedingungen:

@) s s TR P A

bestehen und fiir welche ¢ eine beliebige reelle Zahl bedeutet.
Folgende dreidimensionalen Riume:

() e=—a, |y <b, [2/<0
(2) =z=a, |yI<bh, 2/ <e
) (=) xga, Y= =iby i BT
) |z|<a, y=2a, AR
' (&) [2]<a,  y[<b, e=—p,
(Ze) 7 <a, ¥y <0, & =10y

wobei ¢ alle reellen Werte annehmen soll, bilden die Begrenzung des
Zylindroids (D,).

Zugleich fiihren wir einige Hilfsbegriffe ein.

Unter einem Raumkegel K mit dem Scheitel im Punkte M’
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(@', y', 2, t') verstehen wir alle Punkte (», y, 2, t), deren Koordi-
naten der Gleichung:

(B PWly =) 4ot P—(§ —#Y=0

geniigen; wir sagen auch: der Punkt (x, y, 2, t) liegt auf dem
Raumkegel K. Die Gesamtheit dieser Punkte des Raumkegels (K )
fiir die

It resp. t=1t

ist, nennen wir die untere resp. obere Schale des Raumkegels (K).
Von den Punkten der unteren resp. der oberen Schale des Raumke-
gels (K) kommen natiirlich hier nur solche in Betracht, die zugleich
dem Zylindroid (/),) angehoren.

Es bedeute ¢/ eine beliebige reelle Zahl, wo #’ kleiner als #
ist; & soll eine der Begrenzungen (3) des Zylindroids (/),) sein. Wir
sagen: die untere Schale des Raumkegels (K) habe mit ¥ in be-
zug auf den dreidimensionalen Raum f=1#" gemeinsame Punkte,
wenn es Punkte der unteren Schale gibt, die zugleich Punkte des
Raumes ¥ sind, fiir die ¢ >#" ist.

Es sei ¢ > #; wir sagen: die obere Schale des Raumkegels (K)
habe mit X in bezug auf den Raum ¢=1#" gemeinsame Punkte,
wenn es Punkte der oberen Schale gibt, die zugleich Punkte des
Raumes ¥ sind und fiir die ¢ <C#"” ist. Folgender Satz ist evident:
Hat die untere Schale des Raumkegels (K) mit X gemeinsame
Punkte in bezug auf den Raum ¢ =1¢", wo ¢’ <# ist, so hat seine
obere Schale mit 3 gemeinsame Punkte in bezug auf den Raum
t==¢" und umgekehrt, wenn #’ - ¢’ = 2¢' ist.

Unter inneren Punkten des Raumkegels (£) verstehen wir alle
Punkte des vierdimensionalen Raumes (z, y, 2, ¢), deren Koordinaten
der Ungleichung:

@—2)+ @ —g P+ —2) — (— 1 L0

geniigen; wenn zugleich ¢ < ¢ ist, so sagen wir: der Punkt (z, y, 2, ¢)
liegt im Innern der unteren Schale des Raumkegels (K); ist aber
t > t', so sagen wir: der Punkt (x, y, 2, f) liegt im Innern seiner
oberen Schale.

Vom Punkte (z, y, 2, t), fiir den die Ungleichung:
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@— o)+ =Pt e — ) — () >0

besteht, sagen wir, er liege auflerhalb des Raumkegels (K). Wir be-
weisen jetzt folgenden Satz: Hat die untere Schale des Raumkegels
K mit den Begrenzungen (3) keine gemeinsamen Punkte in bezug
auf den Raum #’, wo #” < # ist, und besteht wenigstens eine der
Ungleichungen:

Telessar gl ST s,
so liegen alle Punkte (z, y, 2, ¢) des Zylindroids (1),), fiir welche
< <<
ist, wo #”" der Gleichung:
¢t =2¢

geniigt, aullerhalb des Raumkegels K.
Wir behaupten also, daf, wenn die Bedingungen des Satzes er-
fillt sind, auch

@=2)r24(g—y)r+@E—2)p2—FE—t)2>0
st fiir alle
T Y Sh s USSESSE”

(daff ¢ > ¢’ ist, ist leicht zu erkennen). Nehmen wir an, dafl es
einen Punkt (2. ¥, 2o, ;) gibt, fiir den die Ungleichungen:

RS ey e R R
(@ (@ — 22 (o —y 2+ (2 — 22— (t—t)2<<O

lzy | << a

bestehen; wir diirfen
b5l
annehmen. Wir finden jetzt die Zahl £, von folgender Eigenschaft:

(8) (@ — @) 4 (Yo — Y2 + (8 — @) — (b — ¥')’ =0,

L
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es ist also #,<{t,, also auch

<ty < 1.
Setzen wir jetzt
2=+ (@ — )1,
) y=y+w—9)7
Y z2=2" -4 (3 — ) 7,
t=t+(t — 1)1
Die Punkte (,y, 2, t), deren Koordinaten den Gleichungen (y)
geniigen, wo 7 eine beliebige, reelle Zahl bedeutet, liegen alle auf
dem Raumkegel K.
Der Punkt (z,, 4, 29, t,) liegt auf keiner der Begrenzungen (3),
weil sonst eine der Voraussetzungen des Satzes nicht erfiillt wiire.
Wir erhalten:
=t W Yl bete—a e i il i) min
L=l oy ey Feitas fitnide Sl
Es sei
2 4@ —2)r<e fir 0SSy <TKL, 7 <1,
Y+ G—y)Sh fir ISy, ST, 7 <,
24 (g — ) 7| << fir OSp<e<KL, 7 < 1L

~Alle drei Zahlen #,, 7,, 7; konnen nicht Null sein, denn wenigstens
eine der Ungleichungen:

|#|>a, |y'|>b, [Z[>¢
soll erfiillt sein; es soll sein:
&+ (@, — 22| >a fir 0Se<<yy, falls O <9y ist,

Y+ G—y)r[>b fir 0SSty falls 0< 7y ist,
|24 (g — )2 >c¢ fir 0Ce <<y, falls O <y ist.

Von den drei Zahlen %, 5,, 7, bestimmen wir die griofte; es sei
z. B. 7, die grofite; andere Fille erledigen sich #hnlich.



188
Wir bestimmen jetzt 7, so, daf

(2 —2) %=

ist; es ist also
N ST < 1,
also auch 7, <{7,, 5, <C7,; infolgedessen ist
& (1 — @) | Sty Y A (o —¥) % | b3

es liegt also der Punkt P:

&'+ @—2") 7o, Y+ (Yo—-¥') %o, &(20—2") Ty t(to—1) T,

des Raumkegels K auf einer der Begrenzungen (3); es ist aber

Uty <t (o — )T < s

die Existenz des Punktes F widerspricht der Voraussetzung des
Satzes. Der Satz ist also bewiesen.

§ 4. Jetzt wollen wir die angesagte Spiegelungsmethode definieren.

Es bedeute M, (q, o, 20, t,) einen beliebigen Punkt des unbe-
grenzten vierdimensionalen Raumes.

Wenn & eine der Variablen z,y, 2 und « entsprechend eine
der Zahlen —a, a, — b, b, — ¢, ¢ bedeutet, so kann die Gleichung

© §=a
eine der Begrenzungen:
)5) 2y Sy s 2 5,

bestimmen; bezeichnen wir diese Begrenzung, die die Gleichung (4) be-
sitzt, mit 3. Den Punkt M mit den Koordinaten x,, y,, 2;, f, nennen
wir das Spiegelbild oder kurz das Bild des Punktes J, in bezug
auf 3, wenn das System (,, ¥,, 2,) mit einem der folgenden Systeme:

1) 2 =20 ——0y7 Y1r="o, i
2) &Ly = %y, h1r=2a—y,, 2 =2

3) pilgdurgole. aesifyies 9 2 =2a—2
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zusammentfillt, je nachdem & die Variable z resp. y oder z be-
deutet.

Folgender Satz ist klar:

Satz 1. Es bezeichne 2 einen der Réume (3), M, und M, einen
Punkt und sein Bild in bezug auf X; hat die untere Schale des
Raumkegels vom Scheitel 3/, mit ¥ gemeinsame Punkte in bezug
auf den Raum ¢=1#, wo #' < ¢, ist, so sind diese Punkte zugleich
die gemeinsamen Punkte des Raumes X und des Raumkegels vom
Scheitel M, in bezug auf denselben Raum ¢=—+¢.

Wir kénnen vom Beweise absehen.

§ 5. Es bedeute M, (x,, vy, 2, t,) einen Punkt, dessen drei erste
Koordinaten folgende Bedingungen:

(6) (2 | <@y |y <by [oo) <e

erfiillen; wir spiegeln ihn in bezug auf jede der Begrenzungen (3);
auf diese Weise erhalten wir sechs Punkte, die wir Bilder erster
Ordnung nennen wollen. Die Bilder der Bilder erster Ordnung in
bezug auf jede der Begrenzungen (3), die mit dem Punkte M, nicht
zusammentfallen, wollen wir Bilder zweiter Ordnung nennen. Uber-
haupt verstehen wir unter Bildern (x - 1) Ordnung die Bilder der
Bilder #** Ordnung in bezug auf jede der Begrenzungen (3), die
mit den Bildern (x —1)*" Ordnung nicht zusammenfallen; % be-
deutet eine ganze Zahl:

=2,

Bedeutet j eine beliebige ganze und positive Zahl, so beweist man
auf Grund der vollstindigen Induktion, daf alle Bilder ;j*" Ordnung
folgende Koordinaten besitzen:

2am ++ (— 1" xy, 20—+ (— 1) yo, 2cp+(— 12y, &

wo m, n, p ganze Zahlen sind, deren absolute Betrige der Glei-
chung:

(M m|+4n|+(p|=] (i=1,238..)

geniigen. Wenn die drei Zahlen m, n, p der Gleichung (7) geniigen,
so nennen wir sie ein Losungssystem der Gleichung (7). Wir wollen
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jetzt die Anzahl der Losungssysteme von (7) berechnen. Es sei (5)
die Menge aller Liosungssysteme von (7) in absoluten Zahlen; ist
(4, u, ») ein Element von (S) [also 4>0, £ >0, »>0, und
A+ u—+v=j], so setzen wir zu (S) alle Systeme (—2, u, »),
wenn A== 0 ist; wir erhalten eine Menge (S’), die (S) als Unter-
menge besitzt 1).

Die Menge (S) besteht aus §(j -+ 1) (j - 2) Elementen und (j-}-1)
Elemente haben 4 =0; es enthilt also (8') 2.3(+1)(j+2) —
—(j+1)=(j + 1) Elemente. ;

Ist jetzt (4, w/, ») ein Element von (8’), so setzen wir (4/,
— w/, ¥') hinzu, wenn @' == 0 ist, und erhalten eine Menge (S”),
die (S’) als Untermenge besitzt. Die Menge (S) hat (j 4 1) Ele-
mente, die an zweiter Stelle Null besitzen. Von diesen Elementen
wurde nur eines nicht dubliert, infolgedessen hat die Menge (S’) nur
(2j 4+ 1) Elemente, die Null an zweiter Stelle besitzen; daraus folgt,
daf (S") aus

20+1P—@+1)=22+2j+1

Elementen besteht. Ist (4", u”, ") ein Element von (S”), so setzen
wir das Element (4", u”, — »") hinzu, wenn »” 5= 0 ist, und auf
diese Weise erhalten wir eine Menge (S), die (S) als Unter-
menge enthilt. Die Menge (S) hat (j -+ 1) Elemente, die eine Null
an dritter Stelle haben; von diesen wurde nur eines [némlich das
Element (0, j, 0)] nicht dubliert, folglich gibt es (2j -} 1) Elemente
in (8’), die eine Null an dritter Stelle haben; da aber die Elemente
(7, 0, 0), (—j, 0, 0) in (S’) nicht dubliert wurden, so enthilt (S*)
nur 4; Elemente, die eine Null an dritter Stelle besitzen. Daraus
folgt unmittelbar, dafl (S”) aus

222+ 2j 1) —4j = 4j2 42

Elementen besteht. Da weiter jedes Losungssystem von (7) zu (S")
gehort und einmal in (S”’) gezihlt wurde, so ist die Anzahl der
Losungssysteme von (7), also auch die Anzahl der Bilder j** Ord-
nung (j=1, 2, 3,...) gleich 42 2.

§ 6. Jetzt wihlen wir den Punkt 3/, des vorigen § und seine Bilder

1) Wir sagen kurz: das System (4, u, ») ist dubliert worden (4 :’:0).
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zu Scheiteln von Raumkegeln. Wir werden beweisen, dal es nur
eine endliche Anzahl von diesen Raumkegeln gibt, deren untere
Schalen mit wenigstens einer der Begrenzungen (3) gemeinsame
Punkte in bezug auf den Raum #=¢' besitzen, wo # < ¢, ist. DaB
dies wirklich eintritt, ist in einem Falle ersichtlich, nimlich wenn
die untere Schale des Raumkegels K© vom Scheitel M, mit keiner
der Begrenzungen (3) gemeinsame Punkte in bezug auf den Raum
t =t’ hat. Fiir den allgemeinen Fall liBt sich folgender Satz be-
weisen:

Satz II. Wenn die reellen Zahlen (z;, #,, 2,, ¢,) wenigstens eines
der drei folgenden Bedingungssysteme:

19 |z +a|>h—1t, &—a|>h—t, |#]>a
B LB, [y — b | hiah )

30) 21"]"6 >t1_‘t27 le—c?>t1—t27 Izl|>c

erfiillen, wo #, <¢; ist, so hat die untere Schale des Raumkegels
K, vom Scheitel (z,, y,, 2, f;) mit keinem der Riume (3) gemein-
same Punkte in bezug auf den Raum 7 —=+#,.

Wir beweisen den Satz in dem Falle, in welchem wenigstens
das Bedingungssystem 1°) zutrifft; der Beweis fiir die iibrigen Fille
gestaltet sich ganz @hnlich.

Zuerst zeigen wir, daB der Raumkegel K:

@—2) 4+ Y —y)+r—2)=(¢—1)>

weder mit 3, noch mit 3, gemeinsame Punkte hat. Fiir die ge-
meinsamen Punkte von K, und 3, resp. 3; erhalten wir infolge
von 1°)

C—t)p=(ta—a)+H—nl+(E—2)>lH—"05)"
und daraus:
(t—1t5) (¢t — 2t 4 £,) > 05
da aber ¢ << t,, also auch ¢ < 2¢, — ¢, ist, da ja & << ¢, ist, so folgt:

t 1,
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womit unsere letztere Behauptung bewiesen ist. Aber auch mit kei-
nem der Riume I,;, 3,, 5, 3, hat der Raumkegel K, gemeinsame
Punkte. :
Wir beweisen dies fiir X, und 3,, der Beweis fiir 3, und 3
ist ganz #hnlich.

Wenn wenigstens einer der Réume X, und 2, mit dem Raum-
kegel K, gemeinsame Punkte hat, so existiert wenigstens ein Zahlen-
system (z, y, 2, #), das den Bedingungen geniigt:

(@) @2 )+ =2 = — )",
#) g
(¥) ri<a, [2|<<e, |y|=0b.

Aus (8) erhilt man:

t—h)P<<(h—1),

also 1st
(x o 1"1)2 SE—4H) (¢ ~Ri R gy @),

Daraus folgt entweder

(0) —a<xw<a-t2z
oder
(¢) a+t20 <z —a

und zugleich entweder

© a<lx< 2z —a
oder
() 2z, —a<x < a.

Da die Ungleichungen (¢) und (£) mit der Ungleichung (y) un-
vereinbar sind, so wird von den Fallen (4, {), (d, %), (¢, §), (¢, 1)
nur der zweite Fall zu untersuchen sein; dieser aber ergibt die Un-
gleichung: :

| <a,
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die dem vorausgesetzten Bedingungssystem 1°) widerspricht. Wir
konnen also den Satz IT als bewiesen betrachten.

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir die am Anfang dieses § ge-
stellte Frage beantworten.

Bezeichnen wir nun mit [l] eine solche, nichtnegative, ganze

3

Zahl, die der Ungleichung

<t<li+

geniigt, wo j dieselbe Bedeutung hat, wie im vorigen §.
Wenigstens eine der Zahlen

jm|, |n|, |p]

ist nicht kleiner, als die Zahl [;], wenn

|m|4|n|4|pl=]j
ist; wenn wir mit
Z

xm. n pl ?/m, iy P m, n, pJ tO

die Koordinaten der Bilder des Punktes M, bezeichnen, so ersieht
man, dal wenigstens eine der Ungleichungen:

NI A Ty Rl R e A B e e

zatrifft und man zu gegebener positiver Zahl ¢, — ¢ eine positive,
ganze Zahl N so finden kann, daf fiir alle

i=N
entsprechend wenigstens eine der folgenden Doppelbedingungen:
1) ’ xm,n,pia‘>t0_t’

2) : [ Ynn ok 0| >0 —F
3) Buiiasp Ol > lo—1
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zutrifft 1); daher haben auf Grund des Satzes IT die unteren Schalen
der Raumkegel vom Scheitel

(.’I"m, nops ym, ny P zm. n P tO)

|+ [n]+1p| =N

fiir

mit keinem der Riume (3) gemeinsame Punkte in bezug auf den
Raum ¢ =¢, wo # <, ist und eine konstante Zahl bedeutet.
~ Die Menge dieser Raumkegel, deren untere Schale mit wenig-
stens einem der Rdume (3) gemeinsame Punkte in bezug auf den
Raum ¢=1# hat, ist gewil endlich, kann aber auch leer sein.

Bezeichnen wir diese Menge mit (9); sie hiingt von # ab.

§ 7. Wir wenden uns jetzt dem genaueren Studium der soeben
definierten Menge () zu.

Mit K© bhezeichnen wir den Raumkegel, dessen Scheitel im
Punkte M, liegt. Es ist klar, daB die Menge (M) dann und nur
dann leer ist, wenn die untere Schale des Raumkegels K mit kei-
ner der Begrenzungen (3) gemeinsame Punkte in bezug auf den
Raum ¢ =1# hat. Nehmen wir an, dafi die Menge () fiir ein ge-
wisses ¢ nicht leer ist.

Jeder Raumkegel, dessen Scheitel ein Bild j*" Ordnung (j > 1)
ist, wird als Raumkegel j* Ordnung bezeichnet. Da die Menge (9t)
endlich und nicht leer ist, so existiert eine ganze, positive Zahl k,
von der Beschaffenheit, dafi die Menge (9) wenigstens einen Raum-
kegel %,'**" Ordnung und keinen von hoherer Ordnung als %, enthélt.
Da es nun ferner klar ist, daB die Menge () keinen Raumkegel
7% Ordnung besitzt, wenn sie keinen Raumkegel " Ordnung ent-
hilt, wo j > i ist, so existiert in der nicht leeren Menge () we-
nigstens ein Raumkegel erster Ordnung und iiberhaupt jeder Ord-
nung ¢, wo

lscisshs

Wir fithren noch eine bequeme Ausdrucksweise ein. Es sei K®
ein Raumkegel £'" Ordnung, der zur Menge (IN) gehort; er besitze
in bezug auf den Raum #=# mit wenigstens einer der Begren-
zungen (3), — nennen wir sie Y—, gemeinsame. Punkte, die alle

1) so daf die Bedingungen des Satzes IT erfiillt sind.
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zugleich auf keinem Raumkegel niederer Ordnung liegen (es muf
also k& < k, sein); es sei M® der Scheitel dieses Raumkegels K®
und M® das Bild des Punktes M® in bezug auf 3; mit K*+V
bezeichnen wir den Raumkegel, dessen Scheitel im Punkte M®*+
liegt. Es ist leicht einzusehen, dafl der Raumkegel K®*+) von
(k- 1) Ordnung ist und auch zu (M) gehort.

Wir sagen kurz: der Raumkegel K**) wird durch den Raum-
kegel K™ bestimmt; ebenso sagen wir, daff jeder Raumkegel erster
Ordnung durch den Raumkegel K© bestimmt wird.

Es ist weiter klar, daf jeder Raumkegel der Menge (It) durch
wenigstens einen Raumkegel von um eine Einheit niederer Ordnung
oder durch K bestimmt wird.

§ 8. Wir beweisen noch drei Sitze, von denen wir spiter Ge-
brauch machen werden.

Mit X bezeichnen wir einen der Riume (3) und mit K einen
Raumkegel der Menge (M), der mit 3 in bezug auf den Raum ¢ — ¢
gemeinsame Punkte hat; die Menge der gemeinsamen Punkte von
K und I bezeichnen wir mit (H).

Eine leichte Rechnung zeigt, dall es nur zwei Raumkegel (ném-
lich K und noch einen) gibt, die mit 3 dieselbe Menge (H) von
Punkten in bezug auf den Raum ¢=1# gemeinsam haben.

Es ist auch sehr leicht, folgenden Satz zu beweisen:

Satz III. M bezeichne einen Punkt des Zylindroids (D),), dessen
Koordinaten (z, y, 2, t) sind; er liege innerhalb der unteren Schale
eines Raumkegels K™ von £ Ordnung, der zu () gehort; es
ist also ¢ < #,; dieser Raumkegel sei durch den Raumkegel K*-V
bestimmt, der fiir &> 1 wieder zu (O) gehort; wir behaupten, daf
M auch im Innern der unteren Schale von K*% liegt.

Zum Beweise nehmen wir zuerst £ =1 an. Der Scheitel des
Raumkegels K@ befinde sich im Punkte M,, der eines der Bilder
erster Ordnung des Punktes 3/, ist. Um einen der moglichen Fille
zu fixieren, nehmen wir an, dal die Begrenzung, in bezug auf
welche M, das Bild von M, ist, 3, sei; der Punkt M, hat also die
Koordinaten:

— 2a— &y, Yoy o5 o3

die iibrigen Fille werden #hnlich erledigt. Wir setzen also voraus,
dafl folgende Ungleichungen:
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() @+ 2a420 4+ — )+ (2 —2)* < (¢ — 4)*
®) e, YIS 2l YSSt <t
bestehen, und behaupten, dafi daraus

) @—2)+(— )+ —2)<(t—1)
folgt. In der Tat setzen wir:

@) @E+2a+2)+G—p?+e—2)=t—=4)?,

© (@ —2) + (¥ — %) + & — 20)* = (fa — 4)?,
(C) <<ty Lty

Soleche Zahlen ¢, #, existieren ganz gewil.
Aus (a) und () folgt

() (t — b0 < (t—t)%
aus (0) und (g):
(th — ) — (s — 1) =4 (@ + a) (w0 +a) =0,

also ist

() (ts —t) << (t; — b))%

aus (&), () und (') folgt schlieBlich (y), was zu beweisen war.

Der Fall £ > 1 ist nicht minder einfach.

Um den dritten Satz, den wir in diesem § aussprechen, kurz
auszudriicken, bezeichnen wir mit (') die Menge, welche man
dadurch erhilt, dafl man der Menge (9) den Raumkegel K© zuzihlt.

Satz IV. Wenn der Punkt M, dessen Koordinaten (z, y, 2, f)
sind, wo # <{#<(t, ist, auf einer der Begrenzungen (3) des Zy-
lindroids (D,) liegt, so gibt es immer in der Menge (') eine ge-
rade Anzahl von Raumkegeln, innerhalb deren unteren Schalen der

Punkt M liegt!).

In der Tat sind nur folgende Fille moglich: der Punkt M, von

dem im Satze IV die Rede ist,

1) Diese gerade Zahl kann Null sein.
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1) kann entweder innerhalb keiner unteren Schale der Raum-
kegel von (M), kann aber auf K@ und auf einem Raumkegel
erster Ordnung liegen, oder

2) er liegt auf einer ganz gewil geraden Anzahl von Raumkegeln
von (M) und innerhalb » (wo n Z>1) unterer Schalen von Raum-
kegeln von (M), oder

3) er liegt auf keinem Raumkegel der Menge (Ii') und zugleich
innerhalb von z (n>1) unteren Schalen der Raumkegel von ().

Der erste Fall steht mit dem Satze IV im Einklang.

Im zweiten und dritten Falle ist die Zahl » gerade auf Grund
des Satzes III: es lassen sich nimlich diese Raumkegel von (M),
innerhalb deren der Punkt 1/ liegt, paarweise zusammenstellen und
zwel nicht identische Paare haben kein Element gemeinsam.

Nachdem wir alle nitigen Hilfssiitze aufgestellt haben, bemerken
wir noch, daff wir zu jedem Hilfssatz noch einen Zusatz hinzufiigen
kionnen, ndmlich einen entsprechenden Satz iiber die oberen Schalen
der Raumkegel; wir sehen hier davon ab, werden aber im folgen-
den von solchen Sitzen Gebrauch machen diirfen.

§ 9. Jetzt wenden wir uns der Konstruktion der Funktion R
zu, die wir im § 1 erwihnt haben. Wir bezeichnen sie mit R (M,
M,), da sie von Koordinaten zweier Punkte:

M, (o Yo, 205 to),
M, (2, Y15 21y b

die im Zylindroid (D,) liegen, abhiingen soll; explicite wird sie nur
von sieben Variablen
Tos Yos 203 15 Y15 215 by — o

abhiéngen. Es soll

(8) (2| < ay |yo| <<k, |2]<c

sein.

Fiir alle Punkte 1/, des Zylindroids, die nicht innerhalb voh
K© liegen, aber mit M, nicht zusammenfallen, setzen wir

9) R (M,, M;) = 0.

A. Hoborski. 2
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Wenn M, innerhalb von K@ liegt, so bestimmen wir die Menge
(M) aller Raumkegel, deren obere resp. untere Schalen mit we-
nigstens einer der Begrenzungen (3) gemeinsame Punkte in bezug
auf den Raum ¢=+¢ haben; die Menge () ist endlich, wie wir
wissen, und nach einem friitheren Satze liegt der Punkt M, auler-
halb eines jeden Raumkegels. die wir im § 6 betrachten und die
zu (M) nicht gehoren. Liegt der Punkt 3/, auch auBerhalb der
Raumkegel von (9), so setzen wir:

h —to—t70

T fir £, < &,

_7'0
47‘”0

E){ (L‘]o 11[)— I

fir & > ¢,

L1y = V (@ — o) 4 (41 — %0)* (21 — 29)® ist.
Liegt aber der Punkt 3/, innerhalb von Raumkegeln:
KUK D, 1 8 e

die alle zu (M) gehiren, so setzen wir:

(10) R (M,, M) =2'sk B,
k=0
WO

t, — i, P & ik
| : 47‘597:—/{_ g fiir tl = t()

(k=0,1,2...,n

ctove ek YR RO

l byl
4nr,

0<ro= V("/ xo) _f“ (.7/ cuy y())z + 2_‘0)2;
0<rn=V(w— a2+ —y®F+ @& —2®)2 Ek=1,2...,n

ist und 2®, 4, 2, ¢, die Koordinaten des Scheitels des Raumkegels
K® sind; es ist hier g =1, & bezeichnet die Zahl -1 oder
— 1, je nachdem der Raumkegel K® von gerader oder ungerader
Ordnung ist.
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Von nun an wollen wir M statt M, und (z, y, 2, t) statt (z,, y,,
2y, t;) schreiben.

Die auf diese Weise definierte Funktion R (M,, M) hat folgende
Eigenschaften:

1) Die zur ¢ Achse parallele Gerade

(11) L= oo W= Hop %580

(12) R (M, M) — Lo

bleibt endlich und ist eine stetige Funktion des Punktes M.

2) Fiir alle Punkte M, die auf K und auf den Raumkegeln
von (M), nicht aber auf den Geraden (11) liegen, haben die ersten
Ableitungen der Funktion 9 nach x,y,2,¢ endliche Spriinge, sonst
sind sie aufler den Punkten von (11) stetig und besitzen stetige Ab-
leitungen, die der Gleichung:

A an o, R R AR
(13) Y TRURY L LS T 3B T
[ ¢ !/
geniigen.

3) Fiir alle Punkte M der Réume (3) ist

R (M,, M)=0.

Der Beweis dieser Eigenschaften ist einfach.

Was die erste Eigenschaft anbetrifft, so braucht nur die Be-
hauptung der Stetigkeit der Funktion R fiir alle Punkte M, die
nicht auf den Geraden (11) liegen, einen Beweis.

Zu diesem Zwecke definieren wir eine unendliche Folge stetiger
Funktionen. Alle Raumkegel, die den Punkt 1/, und seine Bilder
als Scheitel besitzen, bilden eine abzithlbare Menge, deren Elemente
wir mit:

FOT N R [ A R

bezeichnen wollen, wo K statt K@ geschrieben wurde. Mit /(M)
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bezeichnen wir eine Funktion, die folgendermaBen definiert wird:
Fiir alle Punkte M, die auBerhalb von K; liegen, soll

/(M) =
sein; fiir alle anderen Punkte M (z, y, 2. t) des Raumes soll:

t— i+

rE oy i :
(14) Ji(M) = R (=0, 180 )

oMyl -

o fir ¢ > ¢,

sein, wo

ist und (2, %, 2, £,) d1e Koordinaten des Scheitels von K, sind.
Wir sehen daraus, daB die Funktion f, (M) iiberall stetig ist, eine
Ausnahme hievon bilden die Punkte der Geraden (Z,):

1‘:1“. ‘.[/:_'ll/‘._ 2 =2z;.

Von diesen Geraden (L)) liegt nur (L ) im Zylindroid (D,), folg-
lich ist jede der Funktionen

L GM ) o L3 BN

im ganzen Zylindroid (D),) stetig.
Da die Funktion R (M,, M) fiir alle z. y. 2, t, die den Unglei-

chungen

e, |y b, (2], E KIS, (B <)

gentigen, wo %, ¢, beliebige reelle Zahlen sind. eine homogene, li-
neare Kombination mit numerischen Koeffizienten (- 1, — 1) von
einer endlichen Anzahl der Funktionen f; (M) ist, so ist 3 (M,
M) eine stetige Funktion fiir alle Punkte M des Zylindroids (D,)
mit Ausnahme der Punkte der Geraden (Ij)?).

1) Diesen einfachen und eleganten Beweis verdanke ich dem freundlichen Ent-
gegenkommen des Herrn Zaremba; der von mir gefundene war liinger und nicht
so einfach, und deshalb habe ich ihn hier unterdriickt.
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Wenden wir uns jetzt dem Beweise der zweiten Eigenschaft von
N (M,, M) zu. Eine leichte Rechnung iiberzeugt uns davon, daf die
Funktion f; (M) unstetige Ableitungen nur Lkings K, besitzt, daff
diese Ableitungen lings K, endliche Spriinge besitzen und dal sie
sonst im Zylindroid (/),) stetig sind, ausgenommen die Funktion
Jo (M), fiir welche noch die Punkte von (L,) zu Unstetigkeitspunkten
gehoren. Auflerdem bemerken wir, daff aufierhalb der Unstetigkeits-
punkte der ersten Ableitungen jede der Funktionen £ (M) der
Gleichung:

2 2 £
éLf_F _i_i7,,i* Eaté (1=0,1, 2,...)

0 x2 dyr T 922

geniigt.

Was die dritte Eigenschaft anbetriftt, so besitzt sie die Funk-
tion 9 (M,. M) augenscheinlich infolge ihrer Definition fiir alle
Punkte M der Begrenzung (3), die nicht innerhalb von K© liegen.
Liegt der Punkt M auf einer der Begrenzungen (3), — nennen wir sie
23—, und innerhalb von K©, so bestimmen wir entsprechend die im
§ D definierte Menge (M) und auf Grund des Satzes IV wissen
wir, dafl M innerhalb einer geraden Anzahl von Raumkegeln der
Menge (M) liegt; diese Raumkegel lassen sich in Paare von beson-
derer Eigenschaft zusammenstellen. Es seien K, und K, zwei Raum-
kegel eines dieser Paare; es mufl einer, z. B. K,, durch K, bestimmt
sein (§ D); wenn (x,, y,, 2, t,) resp. (zy, y,, 25, &) die Koordinaten
der Scheitel von K, resp. K, sind und

0<n == ai b= e~ an
0<<r,= V ( — a,)? :'" (y —¥)2 1+ (2 — )%

Ak g o P X

drr,

t,_ tO et r;
47 r

=
lll

(i=1, 2)

vt

ist, so ist fiir alle Punkte M (z, y, 2, ¢) von 3

ry =1y, hy=hy;



aber wir wissen auch, daff die Ordnung des Raumkegels K, um

eine Kinheit grofler ist, als die des Raumkegels K,, es ist also

(Gleichung 10), wenn wir die vorherigen Bezeichnungen behalten:
L4

&y + & hy,=0

fiir alle Punkte M von 3. Damit haben wir auch die dritte Eigen-
schaft bewiesen.

§ 10. Wir beweisen zuletzt eine tiir den zweiten Teil der Arbeit
besonders wichtige Eigenschaft der Funktion 9t (M,, M). Wir wissen,
dafi ihre ersten Ableitungen lings der Raumkegel, von denen im
§ 6 die Rede ist. unstetig sind, aber wir werden jetzt zeigen, dafl
ihre konormale Ableitung lings eines Raumkegels in den Punkten,
die weder auf anderen Raumkegeln noch auf (L,) liegen, stetig ist.

Zu diesem Zwecke geniigt es, die konormale Ableitung der im
vorigen § definierten Funktion /£, (M) zu untersuchen. Es ist evi-
dent, dafl die konormale Ableitung der Funktion f, (M, M) im Zy-
lindroid (D,) lings des Raumkegels K, wo j =i ist, stetig ist; fir
+ =0 miissen noch die gemeinsamen Punkte von (L,) und K; aus-
geschlossen werden.

Untersuchen wir jetzt die konormale Ableitung von f; (M) lings
des Raumkegels K; in einem Punkte 4 von K, [fir i=0 soll
der betrachtete Punkt auf (I,) nicht liegen]. Bedeutet » die irgend-
wie gerichtete Normale zu X, im Punkte A4 und #,., n,, ny. n, ihre
Richtungskosinusse, so ist

m=A@—ax), =24y —y), ns=4(z—=2), ng=— A(t —t,);

um die konormale Ableitung von f; (M) zu berechnen, bestimmen
wir die Grenze des Ausdruckes:

of of. af, o1, ;
(LD)s 54 LT; (x — x)+ 3; (y —y)+ DJ; (z—=2)+ QJ; (t — t(,):l.

wenn der Punkt (z, y, 2, ¢) sich dem Punkte 4 nihert lings der
Normale n. Liegt der Punkt (x.y,2,%) auBerhalb von K, so ist
der Ausdruck (15), also auch seine Grenze gleich Null. Liegt der
Punkt (x, y, 2, t) im Innern von K,, so miissen wir

£



4m D 11 <

t— 1t a
’4%*}7‘ —1 fur t > tO

£ (M) = |

setzen und eine leichte Rechnung beweist, dall der Ausdruck (15)
und seine Grenze wieder gleich Null sind, da 4 endlich bleibt. Da-
mit haben wir unsere Behauptung bewiesen.

§ 11. Es geniigen jetzt nur einige Worte, um die Konstruktion
der Funktionen 9, des Herrn Zaremba, von denen im § 1 die
Rede war, zu erliutern.

Es soll # eine ganze und positive Zahl, M, (x, ¥, 2, ¢,) einen
Punkt, wie im § 9, M (x y 2 t) einen beliebigen Punkt des Zylin-
droids (D,) bedeuten.

Liegt der Punkt M nicht innerhalb von K© [§ 9], so setzen wir

R, (M,, M) = 0;

liegt er innerhalb von K, so existiert. wie wir es wissen, eine
endliche Anzahl von den im § 6 definierten Raumkegeln, innerhalb
deren er liegt; es seien

Kk K

eben alle Raumkegel des § 6. innerhalb deren der Punkt M liegt;
wir setzen

N, (M,, M) =2£,. g
i=0

wo
(t—t + P
atipas
dmr, et
T

(et Ti)2"_l
— fir b =1
I 47y, el

0<r=)1 @—z)PF(y—9y)lf+G—2)" (=012..., m)

ist; es bedeutet &, die Zahl 1, ¢ fiir i=1, 2,..., m die Zahl }-1
oder — 1, je nachdem der Raumkegel K, von gerader oder unge-
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rader Ordnung ist; (; y, 2 f,) sind die Koordinaten des Scheitels °
von K,.

Es ist leicht einzusehen, daf die Funktionen N, folgende Eigen-
schaften besitzen, wenn nur » > 2 ist:

1) Die Funktion %, (M,, M) ist fiir alle Punkte M des Zylin-
droids (D,) erklirt, mit Ausnahme der Punkte der Geraden (L):

Sti==oy . Y7 Ygs. 2 ==20)

diese Gerade ist fiir 9, singulir, aber so, daff die Differenz

eine stetige Funktion von J/ ist, deren Ableitungen zweiter Ordnung
iiberall in (D),) beschrinkt bleiben.

2) Fiir jeden Punkt M des Zylindroids (D,), der nicht auf L,
liegt, besitzt R, stetige Ableitungen zweiter Ordnung, die der Glei-
chung:

‘ 2R, | 1R, | 2R, 2R,

9t Tgr T T A

geniigen.
3) Fiir jeden Punkt M der Begrenzungen (3) ist

R, (M,, M) = 0.
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