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O mnożeniu szeregôw nieskończonych. — Über die Mul
tiplikation der unendlichen Reihen.

Mémoire
de M. ALFRED ROSENBLATT,

présenté, dans la séance du 1 Décembre 1913, par M. S. Zaremba m. c.

Cauchy1) bewies, daß, wenn die beiden Reihen (1) absolut 
konvergieren, auch die Produktreihe (2) absolut konvergiert und 
daß ihre Summe C dem Produkte der Summen A und B der beiden 
Reihen (1) gleich ist, d. h. man hat die Gleichheit

(3) C=A.B.

Es wurde dann von Herrn Mertens2) der wichtige Satz be
wiesen, daß es zur Konvergenz der Produktreihe ausreicht, wenn

1) Analyse algébrique.
2) Crelle’s Journal, Bd. 79 (1875).

1*
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nur eine der beiden als konvergent vorausgesetzten Reihen (1) auch 
absolut konvergiert und daß alsdann wieder die Gleichheit (3) 
gilt. Daß die Konvergenz aller drei Reihen (1) und (2) die Gleich
heit (3) nach sich zieht, ist schon von Abel in seiner berühmten 
Abhandlung 1) gezeigt worden.

Wenn keine der beiden als konvergent vorausgesetzten Reihen 
(1) absolut konvergiert, dann können in bezug auf die Produktreihe 
(2) verschiedene Fälle eintreten. Dieselbe kann absolut konvergieren, 
bedingt konvergieren, oder divergieren. Diesbezügliche Untersuchun
gen wurden von Pringsheim2), Voss3) und Cajori4) ange
stellt, und man kam dabei zu dem interessanten Ergebnis, daß die 
Produktreihe konvergieren kann, wenn eine und sogar wenn beide 
Reihen (1) divergieren: ja die Produktreihe kann dann sogar abso
lut konvergieren.

2. Als dann die Theorie der Summabilität von divergenten Rei
hen in den letzten Jahren des verflossenen Jahrhunderts begründet 
wurde, wurde natürlich die Frage aufgeworfen, was aus der vor
ausgesetzten Summabilität der Reihen (1) in bezug auf die Summa
bilität der Produktreihe (2) gefolgert werden kann. Je nachdem die 
eine oder die andere Methode der Summierung divergenter Reihen 
angewendet wird, erhält man verschiedene Resultate. Wir wollen 
im folgenden ausschließlich diejenige Summierungsmethode betrach
ten, die von Cesàro5) in die Wissenschaft eingeführt worden ist. 
Cesàro definiert auf rekurrente Weise die Partialsummen 0ter, 
lter, .. . rter Ordnung der Reihe

1) Untersuchungen über die Reihe etc. Crelle’s Journal Bd. 1 (1826).
2) Die Multiplikation bedingt konvergenter Reihen. Mathematische Annalen 

Bd. 21 (1883). Über die Anwendung der Cauchy’schen Multiplikationsregel auf 
bedingt konvergente oder divergente Reihen. Transactions of the American Ma
thematical Society. Bd. 2 (1901).

3) Über die Multiplikation bedingt konvergenter Reihen. Mathematische An
nalen. Bd. 24 (1884).

4) Multiplication of semi-conyergent séries. American Journal of Mathematics. 
Bd. 15 (1893). Divergent and conditionally convergent sériés whose product is 
absolutely convergent. Transactions of the American Mathematical Society. Bd. 2 
(1901). The application of the fundamental laws of algebra to the multiplication 
of infinite séries. Bulletin of the American Mathematical Society Ser. 2. Bd. 8 
(1902).

5) Sur la multiplication des séries. Bulletin des Sciences Mathématiques, Sér. 2, 
T. 14 (1890).



nach steigenden Potenzen von x. Eine ähnliche Definition der Summe 
einer divergenten Reihe ist schon vor Cesàro von Hölder1) an

1) Grenzwerte von Reihen an der Konvergenzgrenze. Mathematische Annalen 
Bd. 20.
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gegeben worden, und es hat sich gezeigt, daß die Hö1der’schen 
Grenzwerte mit den Cesaro’schen identisch sind.

Cesàro bewies nun den wichtigen Satz, daß, wenn die beiden 
Reihen (1) von der rten, respektive von der sten Ordnung summabel 
sind, die Produktreihe (2) in diesem Fall von der r + s + lten Ord
nung summabel ist. In der Tat hat man zunächst, wenn mit A(r) 
B(r), C(r) die nten Partialsummen der drei Reihen (1) und (2) bezeich
net werden
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wobei die ganze positive, von n unabhängige Zahl m dadurch be
stimmt wird, daß die Ausdrücke

in denen A(r),B(s) die Cesàro’schen Summen der Reihen (1) be
deuten, um weniger als ε verschieden sein sollen. Dann kann man 
die mittlere der in (9) rechts auftretenden Summen in der Gestalt 
schreiben.



absolut kleiner als eine endliche Größe für alle n sind. Für r= —1, 
s= —1 folgt als Spezialfall der Satz von Hardy1), daß zwei Rei
hen (1), die konvergieren und deren Koeffizienten die Bedingungen 
erfüllen!

eine konvergente Produktreihe besitzen, und daß auch die Gleich

1) The multiplication of conditionally convergent sériés. Proceedings of the 
London Mathematical Society. Ser. 2, Vol. 6, 1908. On the multiplication of con
ditionally convergent sériés. Ebenda Ser. 2, Vol. 10, 1912. Siehe ferner die neue 
Arbeit von Hardy und Littlewood: Contributions to the arithmetic theory of 
séries. Ebda. Ser. 2, Vol. II, 1913.
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heit (3) gilt, während zwei konvergente Reihen, deren keine abso
lut konvergiert, im allgemeinen eine von der ersten Ordnung sum
mable Produktreihe besitzen.

Hardy’s Satz läßt sich leicht folgendermaßen beweisen:
Wir betrachten die nte Teilsumme der Reihe (2): 

strebt mit wachsendem n wegen der Voraussetzungen (15) sicher 
gegen Null, da man hat

und der rechte Ausdruck mit 1 / n gegen Null strebt. 
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Die erste Summe und ebenso die zweite teilen wir in zwei 
Teile, indem wir eine ganze Zahl m zwischen 1/2n und n einschal
ten, die mit n ins Unendliche wächst, deren Verhältnis zu n gegen 
Null strebt und die wir noch weiter unten näher präzisieren. Wir 
haben also
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Dabei streben die Größen εt mit wachsendem n gegen Null, in
dem sie sämtlich absolut kleiner als ε sind. Ebenso hat man

Dabei streben ε1 und ε2 gegen Null, daher streben auch S'1 und 
S'3 gegen Null.

Jetzt haben wir noch die beiden Teilsummen S'2 und S'4 zu be
trachten.

Nun hat man offenbar
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A. Rosenblatt. 2
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1) Siehe z. B. Nielsen: Handbuch der Theorie der Gammafunktion. 1906.
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oder in Worten den Satz:
Sind die beiden Reihen (1) summierbar von den Ordnungen 

r + 1 und s+ 1, dann ist die Produktreihe (3) mit r + s + 2tem 
Cesàro’schem Mittelwertverfahren summierbar, sobald die beiden 
Ungleichungen (14) erfüllt sind.

6. Der soeben bewiesene Satz läßt sich unschwer auch auf sum
mierbare Reihen von beliebiger, nicht nur ganzzahliger Ordnung 
ausdehnen, wie sie von Knopp1) und Chapman2) betrachtet 
wurden. Ohne uns dabei aufzuhalten, wollen wir den Satz von 
Hardy in anderer Weise verallgemeinern. Hardy selbst hat in 
der ersten der angeführten Arbeiten den folgenden Satz bewiesen:

Bedeutet Ψ(n) irgend eine Funktion von der Gestalt

1) Grenzwerte von Reihen bei Annäherung an die Konvergenzgrenze. Disser
tation, Berlin 1907.

2)On  non-integral Orders of summability of sériés and intégrais. Proceedings 
of the London Mathematical Society. Ser. 2, Vol. 8.
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dann zieht die Konvergenz der beiden Reihen (1) die Konvergenz 
der Produktreihe nach sich.

Diesen Satz wollen wir dahin verallgemeinern, daß wir zeigen: 
Die Produktreihe konvergiert, wenn die beiden Bedingungen er
füllt sind
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gegen Null strebt, dann verschwindet auch diese letzte Summe S4 
mit 1/n Dasselbe ist offenbar nach dem vorher Gesagten auch der 

Fall, wenn α1 = 1 ist. Übrigens ist noch zu bemerken, daß die In
tegrale, deren untere Grenze 1 war, sinnlos sein können, daß dann 
aber natürlich diese untere Grenze durch eine beliebig große feste 
positive Zahl ersetzt werden kann.

Somit haben wir den folgenden Satz:
Die Produktreihe (2) ist sicher dann konvergent und gleich 

dem Produkte der beiden Reihen (1), wenn deren Koeffizienten die 
Bedingungen (51) erfüllen.

9. Der soeben bewiesene Satz läßt sich genau so auf summier- 
bare Reihen verallgemeinern, wie es mit dem Satze von Hardy 
der Fall war. Andererseits lassen sich die bewiesenen Sätze auch 
noch in mannigfaltiger Weise verallgemeinern. Verallgemeinerungen 
seiner Sätze hat Herr Hardy publiziert indem er statt der Multi
plikation nach Cauchy’s Regel die allgemeinere Dirichlet’sche 
Multiplikation betrachtet. Eine andere Art der Verallgemeinerung 
der Sätze über die Multiplikation der Reihen hat Herr Fékete2) 
betrachtet, der den Begriff der absolut summierbaren Reihen ein
führt und die Sätze von Cauchy und Mertens verallgemeinert, 
indem er statt absolut konvergenter, absolut summierbare Reihen 
betrachtet.

Interessanter als diese Verallgemeinerungen ist die Frage, ob 
sich der Satz von Hardy dahin erweitern läßt, daß man statt der 
Bedingungen (15) allgemeinere Bedingungen einführt, und ob es 
sich ebenso auch mit den Bedingungen (51) verhält. Hardy hat 
die Frage betrachtet, ob es genügt vorauszusetzen, daß die Koeffi
zienten an, b n die Bedingungen erfüllen

1) In den beiden letzten der drei zitierten Abhandlungen.
2) A széttartó végtelen sorok elméletéhez (ungarisch), Mathematikai ès ter- 

inészettudomànyi értesitö. Budapest. 1911.
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wenn zwar beide Zahlen a. ß kleiner als 1 sind, wenn aber die
selben der Einheit genügend nahe sind. Diese Frage ist verneinend 
zu beantworten, da zu jedem Zahlenpaare a, ß, das die Unglei
chungen a < 1, ß <1 erfüllt, zwei konvergente Reihen gefunden 
werden können, deren Produktreihe divergiert.

Dagegen bleibt die Frage offen, ob es nicht genügt vorauszu
setzen, daß die Koeffizienten an, bn von der Größenordnung 

(69) 

beide sein können, wobei Ψ (n) die vorher erklärte Funktion ist 
und andererseits, ob es nicht genügt vorauszusetzen, daß nur eine 
der Zahlen a, ß gleich Eins ist, während die andere kleiner als 
Eins sein kann. Noch allgemeiner ist es a priori möglich, daß zu

gleich die Koeffizienten an von der Größenordnung 1/nα sind, wo 

a < 1 ist, und die Koeffizienten bn die Größenordnung (69) besit
zen, während die Produktreihe konvergiert.
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