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O pewnym szeregu wielomianów, którego suma 
przedstawiać może, przy odpowiedniem uporząd

kowaniu składników, dowolną funkcyą ciągłą
przez

W. Sierpińskiego.

Rzecz przedstawiona przez czł. S. Zarembę na posiedz. Wydz. mat.-przyr. w dniu 
5-ym Lutego 1912 r.

W pracy niniejszej pragnę dowieść, że można zbudować 
szereg nieskończony wielomianów całkowitych

P1 (x) +  P2 (x) + p3 (x) + ...  

posiadający następującą własność:
Mając dowolną, daną funkcyę ƒ(x), ciągłą w prze

dziale (0,1), można wskazać taką zmianę samego 
tylko porządku składników wypisanego szeregu, 
przez którą wynikałby z niego szereg, mający w ca
łym przedziale (0,1) jako sumę funkcyę ƒ(x).

Umówimy się co do następującego znakowania. Jeżeli un(m) 
jest danym ciągiem podwójnym, to oznaczać będziemy przez symbol

szereg:

u1/  + u1// + u2/ + u1/// + u2// + u3/ + u1//// + u2// /• • • ,
otrzymany z ciągu un(m) za pomocą tak zw. metody przekątnych. 
Należy go odróżniać od szeregu

u1/ + (u1// + u2/) + (u1/// + u2// + u3/) + ...
1*
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Lemmat I. Niech oznacza ciąg podwójny taki, iż każdy z szeregów 

jest zbieżny. Połóżmy dla m = 1, 2, 3,...

(3) u1(m) + u2(m)  + ... + un(m) = sn(m)

i załóżmy, że przy wszelkiem m zachodzi nierówność 

(4)...             sn(m) ≤ gm dla n = 1,2, 3,...,

przyczem szereg

jest zbieżny. Powiadam, że szereg

jest zbieżny oraz że

Dowód. Wobec zakładanej zbieżności szeregu (5) możemy dla 
danej liczby dodatniej ε wyznaczyć taki wskaźnik p, iżby było

(7) • • • gp+i + gp+2  + gp+3 ... < ε/3

Obrawszy p. możemy dalej, dla każdego wskaźnika m. wobec zbie
żności szeregu (2), wyznaczyć taką liczbę naturalną ν(m) (zależną 
od ε , p oraz m), iżby dla 

(8) . . . n ≥ ν(m) , było: sn(m)  -  s (m)  <  ε/3p  

Oznaczmy przez vx ϰ-ty składnik szeregu (1) i połóżmy

(9) . . . ν1 + v2 + ... + vx = σx.
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Ponieważ każdy wyraz ciągu podwójnego un(m) jest pewnym skład
nikiem szeregu

więc możemy wyznaczyć taki wskaźnik q, iżby w sumie        σq

zawarte były wszystkie składniki każdej z sum: 
sv/ , sv//, ... 
sv(p)(p).  

Wszystkie te składniki będą zawarte tembardziej w sumie

σϰ przy wszelkiem ϰ > q.

Z definicyi szeregu (1) wynika natychmiast, że możemy położyć 
przy wszelkiem ϰ:

(10)... σϰ= sn// + sn/// /  + ... + sn(r) (r)

gdzie r jest pewną liczbą naturalną (zależną od ϰ), zaś

n/, n//, ... n(r)

pewnymi (zależnymi od z) wskaźnikami.
Dla ϰ > q będzie, jak łatwo widzieć:

r ≥  p oraz n' ≥ ν/,       n" ≥  ν//, ... n(p) ≥ ν(p),

zatem, w myśl (8):
£ 

sn(m)(m)  - s(m)< ε/3p dla m = 1,2,... p.

Ztąd, kładąc

otrzymujemy:

Wobec (2), (3) i (4) znajdujemy natychmiast: 

s(m) ≤ gm,
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1) Dowód elementarny tego twierdzenia ogłosiłem w XXII-gim tomie Prac 
matematyczno-fizycznych.

zkąd wnosimy o zbieżności szeregu 

s' + s" + s'" + ... = S

i o nierówności 

(12) ... Sp — S ≤ gp+1 + gp+2 + ...  < ε/3

w myśl (7).
Wobec (4) mamy też

Nierówności (11), (12) i (13) dają, wobec (10), natychmiast.

σϰ— S < ε, dla ϰ > q, 

zkąd, wobec (9), otrzymujemy w jednej chwili

Dowiedliśmy więc prawdziwości naszego lemmatu.

Lemmat II. Każdą funkcyę f(x) ciągłą w prze
dziale (0,1), można w tym przedziale rozwinąć nabez- 
względnie zbieżny szereg samych różnych wielomia
nów całkowitych o wymiernych współczynnikach.

Dowód. Niech ε oznacza dowolną daną liczbę dodatnią, p — 
dowolny dany wskaźnik.

W myśl twierdzenia Weierstrass’a dla 1) danej funkcyi 
f(x), ciągłej w przedziale (0,1), możemy wyznaczyć wielomian 
całkowity

spełniający nierówność:
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Dla każdej z liczb rzeczywistych

Ai (i = 0, 1, 2, ... ϰ) 

wyznaczmy odpowiednią liczbę wymierną taką iżby było

Wyznaczmy dalej wskaźnik n większy jednocześnie od p i od ϰ, 
       

oraz liczbę naturalną m > 2ϰ +4/ε . Będziemy dla 0 ≤ x≤l mieli      

oraz, wobec (14) i (16):

Kładąc

będziemy, wobec (17) i (18), mieli:

zkąd, wobec (15):

(19) ...                             ƒ(x) - Q(x) 

w całym przedziale (0, 1).
Można więc do danej liczby dodatniej ε i danego wskaźnika p 

zawsze dobrać wielomian Q (x) o wymiernych współczynnikach, 
stopnia n>p, spełniający w całym przedziale (0,1) nierówność (19).

Przyjmijmy ε = 1 i wyznaczmy, jak wyżej, wielomian Q1(x) 

stopnia n1 >1. Przyjmijmy dalej ε =1/22 - i wyznaczmy wielomian

Q2(x) stopnia n2 > n1. Połóżmy dalej ε = 1/32 i wyznaczmy wielo

mian Q3(x) stopnia n3 > n2 itd.
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Qx(x) będzie oczywiście przy wszelkiem ϰ wielomianem 
sto pnia nϰ o wymiernych współczynnikach, spełniającym 

nierówność (20)... ƒ(x) - Qϰ(x) < 1/ϰ2, dla 0≤ x≤l,zaś 

liczby naturalne nϰ będą tworzyły ciąg stale rosnący.
Połóżmy

(21) φ1(x) = Q1 (x) oraz φϰ(x) = Qϰ(x) — Qx_1 (x) dla ϰ>l.φϰ(x) 

będzie oczywiście przy wszelkiem  ϰ wielomianem stopnia nϰ o 
wymiernych współczynnikach, a że φϰ(x) 

 = [Qϰ(x) - ƒ(x)] + [ƒ(x) - Qϰ-1 

(x)], więc, w myśl (20), będzie w całym przedziale (0,1), dla ϰ>l:

Dowodzi to bezwzględnej zbieżności szeregu

φ1(x) + φ2(x) + φ3(x) + ..., 

ktorego sumą w całym przedziale (0, 1) jest, w myśl (21) i (20), 
funkcyą f(x) zaś składnikami są wielomiany całkowite o wymier
nych współczynnikach i stale rosnących stopniach. Udowodniliśmy 
więc nasz lemmat.

Przechodzimy obecnie do dowodu samego twierdzenia, będą
cego przedmiotem niniejszej pracy.

Wszystkie wielomiany całkowite o wymiernych współczynni
kach tworzą, jak wiadomo, zbiór przeliczalny. Można je więc usta
wić w pewien ciąg nieskończony IIm(x).

Przy danem m, zbiór wszystkich wartości, jakie przybiera 
w przedziale (0,1) wielomian. IIm(x) jest oczywiście ograniczony 
z dołu i z góry. Możemy więc do każdego danego wskaźnika m do
brać liczbę wymierną γm, spełniającą nierówności:

(22) ... ym > 1 oraz  IIm (x) < ym, dla 0 ≤ x ≤ 1.

Połóżmy:
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będzie to oczywiście wielomian całkowity o wymiernych współ
czynnikach.

Oznaczmy przez Pϰ(x) ϰ-ty składnik szeregu 

Powiadam, że szereg nieskończony wielomianów całkowitych o wy
miernych współczynnikach

(25) . . . P1(x) + P2(x) + P3(x) + ...

spełniać będzie żądane warunki.
Dowód. Niech f(x) oznacza dowolną daną funkcyę, ciągłą 

w przedziale (0, 1). Rozwińmy ją w tym przedziale, w myśl lem- 
matu II-go, na bezwzględnie zbieżny szereg samych różnych wie
lomianów całkowitych o wymiernych współczynnikach

(26) ... f(x) = φ1(x) + φ2(x) + φ3(x) + ... 

Ponieważ w ciągu IIm(x) są zawarte, jak zakładamy, wszystkie 
wielomiany całkowite o wymiernych współczynnikach, więc każdy 
ze składników φϰ(x) znajdzie się w tym ciągu. Oznaczmy przez 
mx numer wielomianu φϰ(x) w ciągu IIm(x). Będzie

IImx(x) =φϰ(x), 

przyczem ciąg mϰ będzie zawierał same różne wyrazy, gdyż szereg 
(26) składa się z samych różnych składników. Będziemy też mieli:

(27) .... f(x) = IIm1(x) + IIm2(x) + IIm3(x) + ...,

Oznaczmy przez (K) zbiór wszystkich liczb

mϰ (ϰ = 1, 2, 3,. ..).

Z dowodu znanego twierdzenia Riemann a wynika natychmiast 
że, jeżeli A oznacza dowolną daną liczbę rzeczywistą, to można 
tak zmienić porządek składników szeregu

iżby sumą powstałego przez to szeregu

a2 + a2 + a3 + ...
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była liczba A i żeby przytem wszystkie sumy cząstkowe tego 
ostatniego szeregu nie przenosiły bezwzględnie liczby A +1.

Opierając się na powyższej uwadze, budować będziemy pe
wien ciąg nieskończony szeregów

rozróżniając dwa przypadki:
1) m oznacza jednę z liczb zbioru (K).
W tym przypadku wyznaczymy szereg (29), różniący się co

najwyżej porządkiem składników od szeregu (28) i taki, iżby było

przy wszelkim wskaźniku ν.
2) m oznacza wskaźnik, nie należący do zbioru (K).
W tym przypadku wyznaczymy szereg (29), różniący się co

naj wyżej porządkiem składników od szeregu (28) i taki, iżby było

przy wszelkim wskaźniku ν:
Wyznaczywszy w ten sposób ciąg podwójny połóżmy an(m), 

Przy wszelkiem danem m szereg (29) różni się conajwyżej po
rządkiem składników od szeregu (28), zatem szereg

różnić się będzie przy wszelkiem danem m conajwyżej porządkiem 
składników od szeregu
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Ztąd łatwy wniosek, że szereg

różnić się będzie conajwyżej porządkiem składników od szeregu 
(24), czyli od szeregu (25).

Obliczymy teraz sumę szeregu (33).
Połóżmy przy danem x, należącem do przedziału (0,1):

Um,n(x) = un(m).

Rozróźnimy znowu dwa przypadki:
1) m jest jedną z liczb zbioru (K).
W myśl (32), (30) i (22) będziemy tu mieli przy wszelkiem v:

zatem przy wszelkiem z:

dla v = 1, 2, 3, ...
2) m oznacza wskaźnik, nie należący do zbioru (K). 
W myśl (32), (31) i (22) będziemy tu mieli:

Połóżmy (przy danem x): 

9mx = IImx(x) + 1/2mx, dla ϰ = 1, 2, 3,..., 

oraz

gm = 1/2m

jeżeli m oznacza wskaźnik, nie należący do zbioru (K). Będzie 
w myśl (34) i (35) w obu przypadkach:
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dla v = 1, 2, 3, ... 
Szereg

jest, jak łatwo widzieć, zbieżny, gdyż zbieżny jest każdy z szeregów

ostatni - wobec zbieżności bezwzględnej szeregu (26). 
Szeregi

są wszystkie zbieżne: mamy bowiem dla m należących do zbioru 
(K), w myśl (32) i (30):

czyli

s(mϰ) = IImx (x)    dla ϰ = 1, 2, 3,...

oraz, dla wskaźników m. nie należących do zbioru (K). w myśl 
(32) i (31):

Jesteśmy więc w warunkach lemmatu I-go. Stosując go, otrzyma
my w jednej chwili, wobec zbieżności bezwzględnej szeregu (27):
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Dowiedliśmy więc, że przy wszelkiem x, należącem do przedziału 
(0, 1), mamy:

przyczem szereg, stojący po lewej stronie, conajwyżej porządkiem 
składników różni się od szeregu (25).

Twierdzenie nasze udowodniliśmy więc w zupełności.












