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NAKŁADEM AKADEMII UMIEJĘTNOŚCI.

SKŁAD GŁÓWNY W KSIĘGARNI SPÓŁKI WYDAWNICZEJ POLSKIEJ.

1898.

NOWSZE WYDAWNICTWA

AKADEMII UMIEJĘTNOŚCI

WYDZIAŁU MATEMATYCZNO-PRZYRODNICZEGO.

Pamiętnik Akademii Umiejętności. Wydział matematyczno-przyrodniczy. Tom XVIII. 4°, str. 243, z 27. tablicami i licznemi rycinami w tekście. Cena 5 złr.

Rozprawy Akademii Umiejętności. Wydział matematyczno-przyrodniczy. Serya II. tom X, ogólnego zbioru tom XXX, 1896, w 8° dużej, str. 403, z 12 tablicami i 22 rycinami w tekście. Cena 6 złr.

E. Bandrowski: O utlenieniu parafenilenodwuaminu, Iex. 8° str. 13. Cena 20 ct — O świeceniu podczas krystalizacyi, lex. 8-o, str. 8. Cena 10 ct.

A. Beck: O zmianach ciśnienia krwi w żyłach. lex. 8°, str. 40, z 20 rycinami w tekście. Cena 70 ct.

— Pomiary pobudliwości różnych miejsc nerwu za pomocą rozbrojeń kondensatora. lex. 8-o, str. 13. Cena 20 ct.

A. Beck i N. Cybulski: Dalsze badania zjawisk elektrycznych w korze mózgowej, lex. 8-o, str. 84, z tablicą i 17 rycinami w tekście. Cena 1 złr.

L. Birkenmajer: Marcin Bylica z Olkusza oraz narzędzia astronomiczne, które zapisał Uniwersytetowi Jagiellońskiemu w roku 1493, z 12 rycinami w tekście lex. 8° str. 163. Cena 1 fl. 50 ct.

— Wyznaczenie długości wahadła sekundowego w Krakowie, oraz dwóch innych miejscowościach W. Księstwa Krakowskiego, Iex. 8-o, str. 68. Cena 80 ct — O wpływie temperatury na ruch zegarów, a zwłaszcza chronometrów, lex 8-o, str. 36. Cena 50 ct.

Cybulski i Zanietowski: Dalsze doświadczenia z kondensatorami: Zależność pobudzenia nerwów od energii rozbrojenia. lex. 8° str. 5. Cena 10 ct.

B. Dębski: Obudowie i mechanizmie ruchów liści u marantowatych. lex. 8-o, str. 109, z dwiema tablicami. Cena 1 złr. 25 ct.

S. Dickstein: O rozwiązaniu kongruencyi zn — ayn =0 (mod M) lex. 8° str. 5. Cena 10 ct.

— Hoene Wroński, jego życie i dzieła, lex. 8-o, str. 368. Z portretem Wrońskiego i podobizną jego pisma. Cena 4 str.

— Wiadomość o korespondencyi Kochańskiego z Leibnicem, lex 8-o, str. 9 Cena 10 ct.

B. Eichler i M. Raciborski: Nowe gatunki zielenic. 8° str. 11 z tablicą. Cena 20 ct.

B. Eichler i R. Gutwiński: De nonnullis speciebus algarum novarum, lex. 8° str. 17, z 2 tablicami. Cena 40 ct.

T. Estreicher: Zachowanie się chlorowcowodorów w nizkich temperaturach, lex. 8-o, str. 6. Cena 10 ct.

— O ciśnieniach nasycenia tlenu, lex. 8-o, str. 18. Cena 25 ct.

E. Godlewski: O nitryfikacyi amoniaku i źródłach węgla podczas żywienia się fermentów nitryfikacyjnych, lex. 8-o, str. 53, z dwiema rycinami w tekście. Cena 60 ct.

W. Gosiewski: O przekształceniu najprawdopodobniejszem ciała materyalnego. lex. 8°, str. 13. Cena 20 ct.

J. Grzybowski: Otwornice czerwonych iłów z Wadowic, lex. 8-o, str. 48, z czterema tablicami. Cena 80 ct.

J. Talko-Hryncewicz: Zarysy lecznictwa ludowego na Rusi południowej, lex. 8° str. 461. Cena 3 złr.

E. Janczewski: Cladosporium herbarum i jego najpospolitsze na zbożu towarzysze, lex. 8°, str. 45 z 4 tablicami. Cena 1 złr.

— Zawilce. Część III. Iex. 8°, str 20, z tablicą. Cena 40 ct. — Część IV. z dwiema tablicami, str. 26. Cena 50 ct.
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Osobne odbicie z Tomu XXXV. Rozpraw Wydziału matematyczno-przyrodniczego Akademii Umiejętności w Krakowie.

W Krakowie, 1S98. — Drukarnia Uniwersytetu Jagiellońskiego, pod zarządem J. Filipowskiego.

O wpływie ruchu na zmiany stanu skupienia.

Przez

Władysława Natansona.

Rzecz przedstawiona na posiedzeniach Wydziału matematyczno-przyrodniczego z dnia 8 marca i 25 kwietnia 1898 roku. 

Uważajmy układ „doskonale niejednolity“; będziemy tak nazywali układ, złożony z pewnej liczby ciał, np. (jak przypuszczać będziemy) z dwóch ciał, które, same przez się będąc jednolite i nie mieszając się nigdy ze sobą, mogą swobodnie przeobrażać się w siebie: pierwsze na drugie i nawzajem drugie na pierwsze. Będziemy przypuszczali, że układ znajduje się w ruchu; ażeby ruch ten określić ogólnie, załóżmy, że każdemu nieskończenie małemu elementowi w obu ciałach przysługują składowe prędkości, które są skończonemi i ciągłemi, zresztą zaś dowolnemi funkcyami spółrzędnych i czasu. Będziemy się posługiwali niekiedy hypotezami, które tylko w przypadku ciał płynnych mogą być ściśle spełnione; będziemy wówczas nazywali „płynami“ ciała uważanego układu.

Widzimy przedewszystkiem, że badanie zjawisk ruchu w tak określonym układzie nie stanowi już, właściwie mówiąc, przedmiotu Nauki Mechaniki (gdzie przez Mechanikę rozumiemy również np. Hydrodynamikę); nie mamy podstawy do stanowczego a priori twierdzenia, że prawa ruchu zwyczajne (np. równania hydrodynamiczne) stosują się bez zmiany do niniejszego przypadku. Widzimy powtóre, że zadanie znalezienia praw, według których w tym razie odbywa się „reakcya“ między ciałami (t. j. zmiana stanu skupienia lub wogóle zamiana jednego ciała na drugie), wykracza znowu zupełnie poza ramy Nauki Termodynamiki klasycznej.

Wydaje nam się, że zasada t. zw. „termokinetyczna“, której poświęciliśmy dwie dawniejsze rozprawy1), zastosowana do wyłożonego tu zagadnienia, pozwala odpowiedzieć na obadwa pytania, które ono, jak widzieliśmy, pociąga za sobą. Temu zastosowaniu poświęcamy uwagi niniejsze. Zauważmy już tutaj na wstępie, że p. Gibbs 2), a zwłaszcza p. Duhem 3), zajmowali się niejednokrotnie zagadnieniami, które znajdują się w mniej lub bardziej blizkim związku z naszem zadaniem. Za obowiązek poczytujemy sobie zaznaczyć, jak znakomite prace tych uczonych ułatwiły nam istotnie rozwiązanie naszego zadania.
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1) Rozprawy Wydziału mat.-przyr. Akademii Umiejętności, tom XXX, str. 309; tom XXXIV, str. 67.

2) Transactions of the Connecticut Academy of Sc. and Arts, Vol. III, p. 203, (1874-78).

3) Annales Scient. de l’Ecole Normale Sup. (3), Vol. X, p. 183 (1893). Travaux et Memoires des Facultes de Lille, I, Nr. 5, p. 2 (1891); III, Nr. 11, p. 20 (1893).
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lodu, ktéry nurza sig w nim czedcia swej powierzchni. Léd ma byé
w spoczynku, ruch wody ma byé, praypusémy, ruchem ,trwalym¢, za-
tem potencyal predkodei nie moe zawieraé czasu wyrainie. Zwracamy
uwage na dwa punkty, M i M, ktére wybieramy w sposéb nastepu-
jacy. Pierwszy punkt, M, wybieramy na swobodnej powierzehni wody,
w odleglosei od lodu, ktéra, biorsc bezwzglednie, nie jest znaczna, je-
dnak zarazem dostatecznio jest wielka, azeby wolno bylo zaniedbad zu-
pelnie, w punkeie M, wplyw sil adhezyjnych, czynnych na granicy ze-
tknieia pomigdzy lodem a wods. Punkt drugi, M, obieramy na po-
wierzehni swobodnej lodu, réwnie# niezbyt daleko od granioy zetkniecia
2z woda. Poniewaz tedy punkty M i M leda we wzajemnem bezposre-
dniem sasiedatwie, przeto mozemy zaniedbad réinicg wartodei potencya-
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b @ p) =K@ p)+ g =0 ®)

Owét, jedli o i o' omacraja wartodci entropii jednostki masy wody
i lodu, obliczone na 0° C. i ciénienie atmosferyczne normalne, tedy
mam:






main-27.jpg
(10a)
(10b)
(10¢)
(11a)
(11b)
(110)

(12a)
(12b)
(12¢)
(138)
(13b)
(13¢)

o (I+mN+nM) —p,+pl+a =
(UN+md +nL) — p,+pm+f =
(@ +mL+nK) —p,+pnty =
o UT+m' N+n' M) —p' +pl —a =
o (N 4m'T+n' L) — p',+p'm'—f =
o (M 4m' Lin' K)—p' Ap'n' —y =

e
0

S Eol'S ool &

o (E+W+T+0) l4p (T+mN+nM) — p+pl+c = 0
p (B+W4+T+C)m+tp (IN+mJ+nL)—p,+pm+x = 0
¢ (B+W+T+C)ntp(M+mL+nK)—p,+pn+) =0
& (B+W+T'+O) ¢ (T +m' N 4w’ M) — pApl — = 0
& B+ WV AT+ 0w+ N b m " b’ L) —p'y+p'm —
¢ (BT + O n'+p' C M +m' L'+n' K') —p' A p'n’ —)

Poréwnajmy te réwnania z réwnaniami: (4), (6) oraz z réwnaniami ana-
logicznemi, napisanemi dla drugiego plynu; otrzymamy:

(14a)
(14b)
(14e)
(16a)
(16b)
(160)

—puto =03 —p.—a = 03
—p,+8 =03 —p,—B=0;
—0by =05 =Py =0
—pte =05 —pe—e=0;
—pytx =05 —p—x =05
—pAX = 0; —p. =2 =0

A zatem mamy w kazdym punkeie powierzehni E:

a8)

Pam—psi  Py=—hi  p=—P

(15a)
(15b)
(15¢)
(178)
(17b)
(17¢)

podobnie jak dawniej; lecz obecnie cisnienia te nie sa juz (wogdle mé-
wige) skierowane normalnie do elementu, na ktéry dzialaja. Ciénienia,
dziatajace na elementy dS i dS' mie sa réwniez, wogile mowige, skie-
rowane do nich normalnie w obeenym przypadku.

§ 11. Zakoriezymy ninicjsza prace praykladem, kidry postuzy za

ilustracye poprzedniej ogélnej teoryi. Wyobruzmy sobie na otwartem
powietrzu plyngey strumieii wody ; przypuiémy, i% oplywa on kawatek
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(6) k(3 po) — k (B, po) = — (3—D) o3
(7) B (3, po) — & (B, po) = — (F—) a".

Z réwnan (6), (7), (4) i (b) otrzymujemy:

2
® ¥—9=2L,

gdzie L jest cieplem topliwosei lodu w 0° C. i pod cisnieniem normal-
nem. Stad si¢ okazuje, ze, jesli np. ¢ wynosi 1 metr na sekunde, tedy
¥—3, wynosi okolo 1/,50° C., zatem & wynosi okolo 1/,00,° C. nad
0° C. Gdyby przewodnictwo wody bylo nadzwyczajnie znaczne, gdyby
zatem cieplo, jakie wytwarza si¢ skutkiem tarcia, dostarczane natych-
miast topigeym si¢ elementom lodu, bylo obracane na potrzeby tej
reakeyi, tedy w przypadku, jaki wyobrazilimy sobie, sama przez sie
musialaby zapanowywaé temperatura okolo 1/550,° C. nad zerem w cze-
dciach wody i lodu, sgsiadujacych z powierzchnia graniczna. Poniewaz,
dzigki tarciu, cieplo ustawicznie si¢ wytwarza, przeto proces topienia sie
nie méglby ustawaé; temperatura okolo 1/500,° C. nad zerem nie jest
wiee bynajmniej wlasciwg temperatura réwnowagi. Jest to tylko tem-
peratura réwnowagi czesciowej; mianowicie jedna czesé skladowa
reakeyi, czesé od wracalna, dochodzi tam do réwnowagi.
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czywistych stosunkéw, wyobraZmy sobie nastepujace fikeyjne. Pray-
pusémy, ze odbieramy kazdemu elementowi, za pomocy stosownych
zbiornikéw, takie weigZ ilodci ciepla, jakie wytwarzaja si¢ w nim dzia-
laniem tarcia; przypusémy, Ze zapobiegamy tym sposobem wszelkim
zmianom temperatury ). Jednoezesuie doprowadzamy elementom, biors-
cym udzial w ,veakeyi®, ilosci ciepla, réwne poprzednim, czerpiae je
% tych samych fikeyjnyeh zbiornikéw.

Wyobrazmy sobie, ze poznaliSmy w kazdym punkcie pierwszego
plynu (@, y. 2) panujace tam ,érednie“ ciénienie; oznacamy je przez p.
Oznaczmy dalej przez

Do Py Py P = Poyp Pz = Prny Poy = Pz

zwykle tak oznaczane skladowe ci$nienia. Przypuszezamy, Ze dla skom-
pensowania ilosci ciepla, powstajacej w pierwszym plynie skutkiem prze-
sunigé 3w, Jy, 8z, potrzeba jest pochlonigeia (rozumianego algebraicznie)
iloei ciepla:

SSS drdﬂﬂ{(r*pg) 2o T (P—Pw) ~~+(p P-.)
v
993; «sy) (é}gz 998:) P,y(é}&y 98:)} (1)

WyraZenie (11) otrzymujemy przez naturalne uogélnienie wielkosei, wy-
liczonej przez Sir G. G. Stokesa i spokrewnionej blizko z ,funkcys
dysypacyjng“ Lorda Rayleigh. MozZemy przeksatalcié je w sposéb na-
stepujacy:

(o dyas{ [22— (P42 = Y] et
14
[. (91?,- 9p,. 3w | 917,.)] -+

+[2- -55’;'+9""+3”")] )
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W powyzszym rachunku unikali$my z umystu wprowadzania zmien-
nych p i ¢ jako niczalesnych; zatem widzimy, Ze z pomigdzy warun-
kéw, wyliczonych wyiej w § 6-ym, mosemy obecnie opuscié dwa pierw-
sze i poddaé przesunicoia da, 8y, Sz jedynie trzeciemu, co wezynimy
w sposdb, objadniony w powolanym paragrafie. Waranki zas, obowia-
aujace pracsunieeia Da, Dy, Dz, praenicsiemy bes zmiany z § 6.go na
obecne zadanie, do ktérego stosuja sig podobnie, jak stosowaly sig do
poprzedniego prostszego.

§ 10. Zbierajac wyniki § 9-go, otrzymujemy réwnanie naste-
pujace:

4
J‘dt{—sssdzdylhp( sw+9 3 + s )
% v

+ SS dS p E(IDz-+mDy+nDs) + SS dE p B(IDx+mDy+nDz)
8

14

Sssdzdydz’ '(£3x+ Y v+ q,8 )
v

+ SS d8' ¢ B (Dol 4w/ Dy +u'D&) + SS dX ¢ E (D2 +m' Dy’ +n'De!
8 z

g Ssszi.zdy,izp(wsz+agsy+ %)
4

8 o { (T+-mN+nd) 3z + (IN+md+nL)dy + (M+mL+nK) 3z}

+
wi=

+ \\ dE ¢ { (I+mN+nM) 2 + (IN+mJ+nL) 8y + (IM-+mL+nK) 8z )

M=

o4 SS d8p G (IDo+mDy+nDz) + SS % ¢ G (IDw+mDy+nDz)
8 2 4
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SSHSW. )3 + (p,—pm) y + (p.—pm) 32}
5

Sdz{ (p—pl) 3 + (p,—pm) 8y + (p.—pn) 32}

M

(12)

Wprowadzamy teraz wielkosé T, ktorg okreslamy za pomoca réwnaii:

.. +§p,! I

(13a) ()
5 9Py= 3?... 9?.,- 91‘
(13b) e + Py’
e | Wy | ar

(13¢) 91;+ oy | P p b )

majaeych sig stosowad do kazdego punktu objetosei V. Czynimy tym
sposobem pewne zalozenie, ktre jednak, jak sie okaie, lyczy si¢ jak
najdeiélej z hypotezq istnienia potencyalu predkosei (§ 2). Calka obje-
oiciowa, znajdujaca sie w powyiszym wzorze (12), praybiera wéw-
czas postad

(14) S‘S’ded 1y de {9(0 Dy +"(Gy Dy, H“.?,Dx }

stad zaé, zaréwno jak z ksstalta pozostalych wyrazéw wzorn (12),
wnosimy, Ze czedé nieodwracalnego wyrazu §'Q, jaka (w pierwszym
plynie) odpowiada wirtualnej reakeyi, jest réwna

= SS 8 p (@—T) (IDz-+mDy+nDz) — SS d%p (G—T) (IDw+mDy+nDs)
F i3

d8{(p.—pl) Dz + (p,—pm) Dy + (p.—pn) Dz}

m&

as) SS 4% {(p.—pD Dz + (p—pm) Dy + (p.~pm) D).

Pozostale w 3'Q wyrazy, tyezace si¢ drugiego plynu, obliczamy w spo-
s6b, do przytoczonego podobny.
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e SS d8'¢ WV (I D/ -mi Dy +n' D) + SS a2 W (LD + m' Dy + w'De)
8 z

+SSS"”’W‘P{9(G "Mﬁ“‘"y D i 70 I)x}

SS a8 (pa—pD) 3 + (p,—pm) ¥y + (p—p) 32 }

8
SSJ“ { (p.—p) 3z + (p,—pm) By + (p.—pn) 3z}
2

2y SS 8 p (G —T) (Do+mDy+nDs) — SS dZp (G —T) (D+mDy+nDs)
8 55

—

Sfis((? —pl) Dz + (p,—pm) Dy + (p.—pm) Dz}

'ﬁf((p. 1) Dz + (p,—pm) Dy + (p.—pn) Dz} -

mgm

E'(G @ —T)

7

(@1

Dl pdld ey, 3@ =T i)

+Sssdz‘dy ity

a8 {(pu—p) 3 + (¢, —p'm) 3y + (p.—p'w) 3¢}

v i

S AZ{(p—pT) 3 + (¢, —p'm) 8y + (. —pw) 87 )
= SSJS' & (@) (I Dat +mi Dy +n' D) — Sde ' (@'—1") (U Dat+m' Dy’ +' D)
8 z

113((? —p'1) Da' +(p',—p'm') Dy’ + (p',—p'n') Dz}

dE((p'.—p'l) Dz’ + (p',—p'm") Dy + (¢'.—p'n’) D2}

Mm m&
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8¢ { (U-+mN+nM) Da + (N+mJ+nL) Dy + (M+mL+nK) Dz}

+

b

AZp{ UL+ mN+n) Do + (N+mJ-+nL) Dy + (M-+mL+nK) Dz}

ME=R

g S,SWS & dy' de' ‘;f Bt ‘27@, Sy g 5)
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to znacsy, wobee réwnai (4), iz mamy (calke réwnai ruchu):
E+YV4TI4C=0. )

Na powierzchni §' otrzymujemy réwnania ze wszech miar podobne; po-
miedzy innemi otrzymujemy zwiazek

E+WV'+I'+0 =0, ®

sawierajacy stala C te sama, jaka w réwnaniu (7) sic zajduje. Z ré-
whait (7) i (8) wynika tedy zaleénosé

E-E+Y—-V'+4T-I" = 0. 9

Réwnanie (9) stanowi postaé najogélniejsza, jaka moe praybraé twier-
dzenie, sprowadzajace sig, w awyklym przypadku spoczynku, do klasy-
cznego warunku [(26), § 8] réwnowagi termodynamicznej.

Jesli praypuscimy, # tarcie w plynach znika, otrzymamy wartosé

_P[;TF

na wielkosci 7, J oraz K; wielkosei L, M, N staja sig réwne zeru.
A zatem réwnanie (5) sprowadza sig do dawniejszego zwigzku

of
aqe
i

(por. § 8), tak iz wolno podstawiaé wielkosé f+p/p za wielkosé G, jak
udowodniligmy w paragrafie powolanym. Z drugiej strony, widzimy bez-
poérednio, 7e wiclkodé I sprowadza sig wéwezas do @. Tym sposobem
réwnanie obecne (9) sprowadza si¢ wéwezas do réwnania (25), § 83
obecne rozumowania zawieraja w sobie rozumowanic dawniejsze, jako
przypadek  szezegdlny. Podnosimy jeszeze okolicznodé, iz wielkosé
f+plp jest oczywiscie t. zw. ,potencyalem termodynamicznym zupel-
nym¢ (pod cignieniem stalem), obliczonym na jednostke masy plynu
uwazanego.

7 réwnania (1) wynikaja jeszcze nastepujace réwnania, stosujgce
sie do dowolnego miejsca powierzehni E:
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+ (o ey 4+ 8 By =3 + 1 0-32 )

¥

i SS a8 p C (1D +mDy+nDz) + \\ dE o C (IDz+mDy+nDz)

8

M=

dX o C (I Da' +m' Dy’ + n' D)

i, SS d8' ¢ O Dz’ +m' Dy +n'De) + 5
S z
)+ e Do) + 2 (By—Dy) +2(Ds—D)} | = 0.
z
Wynikajs stad nastgpujace wnioski. Wazedzie w objatosei ¥ musza by6
spelnione réwnania

3E | Y ar g
(2a) bt e gy =0 itd,

ktére moemy przepisaé w postaci dobrze znanej

du e
(38) e e X+ 2=

o B _ g
T 3 + e =0 itd,

podobnie jak to uezyniliémy z réwnaniami (16) w § 8-ym. Wazedzie
w objetodei ¥ musza byé spelnione réwnania analogicsne. Na powierz-
chni 8 zachodza w kazdym punkcie zwiazki:

(4a) p (I+mN+nd) + pl = 05
(4b) p IN+mJ+nL) + pm = 03
(4e) ¢ (M+-mL+4nK)+ pn = 0;

sa to réwnania (7) z § 9-go. Otrzymujemy z nich latwo

®) o (B14-m*J 40K+ 2mnL+42nlM+2ImN) +p = 0.
W kaidym punkeie powierzchni § mamy dalej

(6a) p (B+W+D+O) 1+ p ((I+mN+ndM) + pl = 0;
(6b) ¢ (B+W+T+0)m +p (N+mJ+nl) +pm = 0;
(6e) o (B+W4T40)n + p ((M+mL+nK) +pn = 0;
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Zmiang tej energii, wynikajacy ze zjawiska ,reakeyi w ukladzie, utwo-
rzymy wedlug wzoru (5) w § 2-gim i dodamy do wyrazenia powyz-
szego. Podobnie postapimy wzgledem plynu drugiego. Co sig wige ty-
czy zmian energii kinetycznej ukladu, nie wymaga w obeenym rachunku
przeksatatcen istotnych.

Tnaczej maja sig rzeczy 7o zmiang energii swobodnej; musimy za-
stapié tu zalozenia § 3-go przez znacznie ogélniejsze. Zrzekamy sig obe-
enie twierdzenia, jakoby istniata funkeya /; zalezna od gestosei ¢ i od
temperatury, ktéra wyrazalaby jednostkows energie swobodna; jakoby
istniata analogiczna fankeya f'; nie przypuszezamy nmawet, Ze istnieje
skoficzona energia swobodna I calkowitego ukladu. Poprzestajemy na
zalozeniu, e czgié nieskoficzenio malej wielkodei 3F, jaka odpowiada
dzialaniu czynnikéw ,mechanicznyeh, ma postaé nastepujaca:

SSSdzdyd.P{I?’ il ‘”ﬁ +K,&+
4
o a1 2]

w pierwszem ciele ukladu. Oznaczamy tu praez I, J, K, L, M, N pe-
wne funkeye spélrzgdnych i czasu, kidryoh wyznaczeniem zajmiemy sig
péimiej. Z teoryi cial ciaglych znane sy dobrze zasady, z ktérych wy-
_nika, Ze ksztalt, tu przez nas przyjety, jest dostatecznie ogélny; mo-
glibyémy go zastosowaé nietylko do ciat plynnych lepkich, lecz réwnies
np. do stalych sprezystych. Napiszmy, zamiast (2), co nastgpuje:

Sghdydz{(é’pl QPIV é’pM)s+

(apzv SPJ+95‘L) v

)

d8 o { (T+mN+nM) Sz + (IN+mJ+nL) 8y + (IM+mL+nK) 3z }

|

8

@) — \ 4= { (TmN+ndl) 32 + AN+ mT+nL) Sy + (M mLtnK) Bz ).

=
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kowe. Stosujac podobniez réwnania (23) i (24) do obranego punktu,
bodziemy w nim mieli dla ¢, % i % wartosci, w (23) i (24) jednakowe.
Otrzymamy zatem

Pa=—psi Py=—0i F.=—pi
2 réwnaih za$ (19) i (22) wynika, Ze te ciénienia sy wywierane nor-
malnie.

Z réwnania (14) i z analogieznego réwnania, tyozacego sig ciala
drugiego, wynika:

R G At L] @5)
Wielkodci B, W, f, p oraz p w tem réwnaniu tycza sic dowolnego
punktu na powierzchni S, natomiast wielkodei &, W', £, p" i ¢ tycza
sie dowolnego punktu na powierzehni §. Mozemy uwazaé réwnanie
(26) za nogdlnienie klasycznego warunku réwnowagi termodynamicznej
w ukladzie, ktéry znajduje si¢ w spoczynku. Istotnie, jesli zalozymy

E=0, E'=0 i rastosujemy réwnanie (25) do dowolnego punktu po-
wierzehni £ (udowodnimy zas latwo, Ze to wolno uczynié), tedy bedzie
T o

i otrzymamy
1
f=r+p(5-5) =0, @0)

¢o jest wladnie owym termodynamicznym warankiem réwnowagi w ukla-
dzie ,doskonale niejednolitym®.

§ 9. Sprobujmy uogélnié teraz metode rozumowania w taki spo-
s6b, azeby weiggnaé w jego obreb tarcie i inne okolicznosci, zwiazane
2 tarciem. Podstaws, rachunkéw pozostaje réwnanie (I), w § 1-ym. Za-
chownjac bez zmiany wszystkie zalozenia i wszystkie oznaczenia, pray-
jete w § 2-im, powiadamy, Zo moZemy wyrazié w sposéh mastepujacy
smiang wirtualng, energii kinetyeznej, w plynie pierwszym, wynikajaca

% dzialania czynnikéw ,mechanicanych®:

i3 g‘ssshdydzp( Cr sy+9"s,)
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W\ deayas a3 — SSSszydgG(th-{» by + 523 )
L 14

® 485 G @otmdyrn) — ([ax @ @o-tmdynde).
5 x

Kierujae si kztaltem tego wyrazu, jakotez postacia pozostalych wyra-
26w we wazorze (3), znajdujemy, jako wartodé wspomnianej drugiej
cagdei waryacyi, co nastepuje:

= SS 8 p G ((Da+m Dy-nDz) — SS d%¢ G (IDw+mDy+nDz)
=

8¢ { (T+mN+nM) D + IN+mJ+nL) Dy+(IM+mL+nK) D’y
8

©) —S a3 { (T+mN+nM) Dz + (N+mJ+nL) Dy + (M+mL+nK) Ds).

Pozostale wyrazy w nieskoficzenie malej 3F, tyczace sig plynu dru-
giego, obliczamy w sposob analogiczny.

Praca wirtualna, ktéra wykonywaja nad pierwszym plynem badé
ciénienia zewngtrzne, bads tes sily zewngtrzne, dzialajace z odleglode,
wynosi, wedlug hypotez i ozaczeis, przyjetych w § 4-ym,

SS a8 { p. (3z+Dz) + p, By+Dy) + p. Bz+D2) }
8

2, Sé.s ok e g

109 + SS d8 3V (IDa-+mDy+nD2) + SS S ¢ ¥ (IDz+mDy+nDe).
] 5

(Fus i)

Wyrazenie podobne stosuje sig do plynu drugiego.

Rozwaimy teraz postaé nicodwracalnego wyraza Q. W plynach
lepkich skutkiom ruchu wytwarza sio cieplo. Daigki przewodnictwu,
cioplo to bedzie praenikalo do elementéw, biorgeych udzint w ,reakeyi¢
i bodzie sie tam zuzywalo ma potrzeby tej reakcyi. Zamiast tych rze-
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Lecz wiemy skadingd 1), ze w plynie lepkim ta sama wielkosé wynosi:

~(Waraen (G2 4+ +5) ®
v
lub jeszeze
+SSSszydz( 23s 2 8/+9p8z)
v

+ SS dS p (Bo+mdy+ndz) + SS dE p (B +mdy+ndz). (5)
8 z

Jedli wige wyrazenia (3) i (5) maja byé tes same, tedy powinnismy
mieé zwiazki nastepujace: w objetosei V'

I QPN %My _3p _ 6

SR ) i Pl )

%N | 8T %L 3 oG
s o ST TR (65)

M, L, %KY _ 3 oG
e i )

na powierzehni zas § i X:

— p ((I+mN+ndl) = pl; (7a)
— p ((N4-mJ+nL) = pm; (7b)
— o ((M+mL4nK) = pn; (7c)

réwnania (7) sy zreszta nastepstwem réwnan poprzedzajacych (6). Li-
tera G' w réwnaniach (6) ma znaczenie, ustalone wyzej, w § 8-ym.

Przechodzimy do obliczenia drugiej czesci ilosci S F' (weia w pierw-
szym plynie), mianowicie tej, ktéra zalesy od ,reakeyi“, moiliwej
w ukladzie. Zauwaimy przedewszystkiem, ge catke objetodciowa, znaj-
dujacg sie w powyiszem wyrazeniu (3), mozna napisaé, wedlug réwnai
(6), w sposéb nastepujacy:
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§ 1. Oznacamy przez 1' calkowity kinetyczng energie ukladu;
przez I oznaczmy calkowity swobodng energie uktadu, jesli taka wiel-
kosé bedzie wogdle istniata. Bedziemy przypuszezali, Zze temperatura jest
jednakowa we wszystkich punktach ukladu; o czem pézniej bedziemy
mieli sposobnosé wigeej powiedzieé. Udzielamy zmian nieskonczenie
malych wirtualnych zmiennym niezaleznym, wyznaczajacym stan ukladu;
przypusémy, ze zachodza wéwezas zmiany 87" i 3F w wartodeiach
energij poprzednio wspommianych. Przypusémy powtére, ze wszystkie
sily zewnetrzne, jakie dzialaja na uklad, wykonywajs woéwezas prace
dW; przypusémy nareszcie, e uklad przytem pochlania ilodé ciepla,
wynoszacg 0'Q, w sposéh nieod wracalny. UwaZajmy pewien okres
czasu, od ¢=¢, do ¢=¢. Niechaj wolno bedzie uwazaé, w tych grani-
cach, ilosci nieskofiezenie mate 37 8F, W i §'Q za funkcye czasu,
mogace ulegaé rézniczkowaniu. Powiadamy, Ze dla kazdej przemiany
wirtualnej, jaka moZna osiagna¢ w ukladzie przez udzielanic zmian
zmiennym niezaleZznym, zachodzi réwnanie

4
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§ 2. Niechaj bedzie V objetosé, zajmowana przez pierwsze ciato
ukladu; niechaj bedzie V' objetodé, zajmowana przez drugie. Oznaczmy
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ich rowniez nie ulegaja zmianie. A zatem energia kinetyczna pierwszego
ciata doznaje wéwezas zmiany

SSS da dy de p (Wu+o50-+wdw) I
14

co moemy napisaé, rozumiejac praez d/dt operator

3

Al T uhd
sttt s
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moZemy zatem wyrazié wielkosé (2) w sposéh nastepujaey:

%{—S‘S’Sdzdycﬁ o5 +S§,Sdzdyday(—§iaz+g; Sy ggs.)

3 SS 0 g h-pmby-+199) + () €5  (ha-4-mby b }
5 X

i SSS o dydo B 1 SSSdzdydzE (ji.sz +,§; s '5% %)
14

N

+{Jase E(18z+n13y+n85)+ss 30 B Bafmdy pads),  (8)
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jeicli oznaczymy praea 1, m, n dostawy kierunkowe normalnej zewnetrznej
wyprowadzonej do powierzelni S, lub X, w miejseu elementu dS, lub d¥.
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przez S powierzchnie, ktdra odgranicza objetosé ¥V od zewnetrznego
éwiata, przez S podobnies powierzchnig, ktéra V' odgranicza od ze-
whgtrz, przez £ nareszeie oznaczmy powierzehnig, wzdluz ktérej sty-
kaju sie Vi 7. Rozcinamy masy obu cial na elementy nieskoiczenie
male,  ktérymi obchodzimy sig tak, jak gdybysmy mogli kazdy ros-
poznaé indywidualnie; uwaZamy np. objotosé divdy da elementu za zmienna,
natomiast jego mase, dodydzg, 7 stala. Praypusimy, 2o u, v, w sy
skladowe predkodei elementu dzdydzp w pierwszem ciele, u' zaf, o'
i w skladowe predkoei elementu dof dy' d='¢ w drugiem; suma

3 (o g dog ot 43 ([ e dy @ (oo
14

wyraza przeto calkowity energie kinetyczna ukladu,
Praypusémy, %o podezas uwasanej wirtnalnej przemiany w ukla-
duie skiadowe predkoci u, v, 1w oraz w, v, w zmieninjy sie 0:

Bu, 3o, duo; du, B, du.
Elementy obu ciat doznajs jednoczeénie pewnych praesunieé. Oznaczmy

przez

ot e

sktadowe  przesunied, jakich elementy doznaja pod wplywem czynnikéw
natury ;mechanicznejé, jakoto: cisnienia i inne sily zewnetrzne,
whasna elementéw bezwladnosé i t. d. Przez

Dz, Dy, Dz; D, Dy, Dzt

zmaczmy natomiast skladowe praesunieé, wynikajacych z prayczyny
sreakeyi¥, t i 2 prayeayny zmiany stanu skupienia, lub, moéwiac
ogolniej: zamiany jednego ciala w ukladzie na drugie. Obliczmy zmiang
energii kinetyeznej, jaka nastapi skutkiem lgeznego dzialania wszystkich
tych zmian. Zadanie to rozwigzemy w przypuszezeniu, 7e zaréwno w je-
dnem ciele jak w drugiem istnicje potencyal predkosci K-
dziemy zatem

NSl ol
ka4 EAl
3. P
s s

gdzie zresata fankeye ¢ i o' mogy zawieraé czas w sposéb wyrazny.

Przypusémy na chwile, Ze jedynie tylko ,meclianiezne® ezynniki

dialaja w ukladzie. Nie zmienia si¢ wowezas liczba elementéw, masy
1





main-8.jpg
S§,S dzdydxpg:s,a

e Ss 8¢ (Da-mDy-F-nDe)— SS d%p £ (DatmDy+nDs). (@)
5 B

Do drugiego ciata stosuje sig wyraz podobny.

§ 4. Znajdimy prace zewnetrzna, wykonywana w ukladzie w prze-
mianie wirtualnej. Nicchaj p,, p,, p. ozmaczaja skladowe ciénienia ze-
wnetrznego calkowitego, jakie jest wywierane na element dS; p., p/,, p/.
niechaj oznaczaja podobnie skladowe ciénienia zewnetrznego catkowi-
tego, ktdre do dS' jest praylozone. Wirtualna praca ciéniefi zewnetrz-
nych wynosi:

(145 p. G- D)+, Oy D)+ p. 34 D2) |
S

+ a5 |y a0+, 0040+ 05400 ) )
S

Opréez ciénieri, moga byé ezynne w ukladzie sily innego typu, zdolne
do wykonywania pracy. Praypusémy, 2o kaidy element dzdydzp ulega
dziatanin sity, ktorej skladowe wynosza

dudydep X, dedyde;Y, dedyds;Z

i e sila ta ma potencyal V. O elementach plynu drugiego uczynimy
zalozenie podobne. A zatem piszemy:

¥ ar v
2 i oK e e

W M o
Xn_—.?;' Y-_—Aay, Z‘,—rs»z,

w tych réwnaniach ¥ i W' maja byé funkeyami identycznemi co do
natury, wige W' jost, krétko méwiae, réwnowaine ilosei ‘¥ (@, ¥, #).
Gdyby jedyna prremians wirtualna w ukladzie byla ta, jaka wyraia
sig praez waryacye d, dy, 32, 3, 3y, 3%, tedy sity typu X, ¥, Z
mialyby w niej do wykonania prace
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Powyiszy wyraz (4) stanowi pierwszg dopiero czesé calkowite]
zmiany energii kinetycznej pierwszego ciala w ukladzie. Azeby zmiane
te calkowicie obliczyé, musimy dolgezyé do wyrazu (4) czesé druga,
wynikajaea z mozliwej w ukladzie ,reakeyi“. Przez owa ,reakeye® nie
zmienia si¢ oczywidcie energia kinetyczna elementéw, ktére w niej nie
biora udzialu; ma ona jedynic ten skutek, Ze pewna liczba elemeniéw
zostaje zabrana jednemu ciatu i dolczona do drugiego. Zjawisko za-
tem, ktére nazywamy ,reakeya“, musi poeiagaé za soba nastepujaca
zmiang w energii kinetycznej ciala pierwszego:

j; {SS Sp 9 (De+mDy+nDe) + SS % o9 (1Dt mDy-FnDz) }
s

s
Bty SSdS o E (D8 L Dy taDe) 1. SSdE o B (IDa+mDy+nDs).
K B

Zmiang energii kinetycznej plynu drugiego obliczamy w sposéb po-
dobny.

§ 3. Zajmiemy sie teraz obliczeniem nieskofczenie malej wiel-
koiei 3K, Uczyiimy z poczatku zaloenie, #e ciala naszego wkiadu sg
plynami doskonalymi (swobodnymi od tarcia); bedziemy starali si¢ na-
stepnie uogdlnié rozmmowania, azeby i uklady, rozpraszajace euergie,
zostaly przez nie objete. Zaldzmy, Ze energia swobodna I istuieje
i Ze wynosi

b ¥ SSS dmdyd:pf+sss sl dy' de' ' f,
V ¥

gdzie energie swobodne jednostkowe f i /' maja byé funkeyami ge-
stoci p, waglednie ¢, w danym punkeie plynu, oraz temperatury. Zulo-
senie podobne réwna sig oczywideie pewnej hypotezie, ktéra jednak wy-
daje si¢ usprawiedliwiona w obeenym przypadku 1),

Na mocy nezyvionyeh zalozefi udowadniamy latwo, wzorem rozu-
mowania, ktérem postuzylismy sig w § 2im, Ze zmiana wirtualna
catkowita energii - swobodnej wynosi, w ciele pierwszem, co na-

stgpuje:
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Zo wagledu na mozliwa w ukladzie reakeye nalezy tu dodué

@) SS d8 W (IDo+mDy+nDe) + SS Ao W (IDz+mDy +-nDz),
8§ s

jak to widzimy latwo ma zasadzic rozumowania, podobnego do odpo-
wiednich rozumowaii poprzednich. Wizystko, co tu powiedzielismy, mo-
Zemy 2 drobnemi zmianami powtérzyé o ciele drugiem.

§ 5. Prayjelimy wyZej, tymezasowo, zalozenie, wedlug ktérego
plyny ukladu maja byé swobodne od tarcia wewnegtrznego.
Ueczyiimy teraz dalsza hypoteze, Ze mianowicie plyny wazdliz powierz-
chni zetknicein (£) praylegaja do siebie tak, iz dlizganie si¢ jednego po
drugim jest wylaczone. Hypoteza ta jest nam potrzebna do zupelnego
rozwigzania zadania. Prayjawszy ja, uwalniamy sic od koniecznodci roz-
wazania tarcia wzajemnego pomiedzy plynami, czynnego w powierzchni
zetkniecia.

§ 6. Skladowe przesunie¢ dz, 8y, 3z, 82/, 8y, 32’ nie sa calkiem
dowolne; sq one poddane nastgpujacym warunkom: 1) nie mogy zmicnié
calkowite] masy pierwszego plynu; 2) nie moga zmienié podobnies masy
drugiego; 3) nie mogy pociggaé za soby &lizgania sig wzdtuz powiers-
chni zetknieein £, Oznaczmy przez B pewna #