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Słowo wstępne.

Trzydziesto-pięcio letnie doświadczenia w nauczaniu geometrii wykreślnej w szkołach realnych, w Politechnice lwowskiej, w Szkole Przemysłowej i w Akademii Górniczej w Krakowie przekonały ranie, że dodatni wynik przyswojenia studentom tego przedmiotu zależy od opanowania przez nich początków a więc zasad i podstawowych zagadnień.

To abecadło geometrii wykreślnej musi stać się umysłową własnością studentów w zupełności zanim przystąpią do zgłębienia dalszych działów, a więc powierzchni oraz ich zastosowań technicznych.

W niniejszym skrypcie te zasady i związki są przedstawione w metodach rzutów cechowanych i rzutów Monge’a z dokładnością, w której nie szczędziłem ani wykładu ani rysunków. Ta dokładność powinna uczynić materiał nauki dostępnym i jasnym dla studentów, pragnących nawet w drodze samokształcenia posiąść tę wiedzę i sprawność konstrukcyjną, jako niezbędną dla techników lub też przygotować się do egzaminów wstępnych w akademickich szkołach technicznych.

Poza tą zawodowo-techniczną wartością geometrii wykreślnej wspomnę także i o duchowych korzyściach tej nauki. Otóż geometria wykreślna apelując ustawicznie do wyobraźni rozwija ją a równocześnie wyrabia bystrość i przenikliwość kombinacego rozumu oraz zdolność do projektowania i tworzenia w przestrzeni. Te władze i przymioty umysłu są konieczne dla przyszłych inżynierów.
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Cel i metody

Celem geometrii wykreślnej jest :

A/. Utwór geometryczny przestrzenny i związki geometryczne trójwymiarowe przedstawić na utworze dwuwymiarowym czyli wykreślić je na płaszczyźnie.

B/. Zagadnienia dotyczące utworów geometrycznych i ich związków w przestrzeni rozwiązać rysunkiem a więc na płaszczyźnie.

Zagadnienia takie odnoszą się do kształtów, wielkości i położeń utworów geometrycznych określonej części przestrzeni.

Sposoby, których geometria wykreślna używa do osiągnięcia celu są takie, iż z rysunków można odtworzyć i zbudować rzeczone utwory geometryczne w ich kształtach, wymiarach, związkach wzajemnych i położeniach w przestrzeni.

Te sposoby nazywamy metodami geometrii wykreślnej. Metody posługują się pewnymi umowami odpowiadającymi faktom widzenia.

Przyjmijmy, że w przestrzeni istnieje punkt A. Umówmy się, iż z tego punktu płynie promień ku płaszczyźnie rysunku. Miejsce, gdzie ten promień dotknie płaszczyzny jest również punktem.

Ten punkt zowiemy rzutem punktu A przyjętego w przestrzeni i oznaczamy taką samą literą lecz z dodaniem kreseczki po prawej stronie u góry a więc przez A’.

Ponieważ każdy utwór geometryczny jest zbiorem punktów, przeto prowadząc z nich takie promienie rzucające, otrzymamy na płaszczyźnie rysunku zbiór punktów stanowiący rzut utworu. Płaszczyzna rysunku stanie się płaszczyzną rzutów lub krócej: rzutnią.

Sam utwór może być nawet bardzo złożoną bryłą, zaś bryła może być geometrycznym kształtem przedmiotu technicznego. Ten przedmiot techniczny albo istnieje, n.p. nasyp ziemny, most, budynek, szyb, maszyna albo jest dopiero w pomyśle jako zamierzenie techniczne /projekt/.

Spójrzmy na pogląd 1. Jest to obrazek, mający nam tylko uzmysłowić powstawanie rzutu prostokątnego, gdy danym jest utwór.
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Na tym poglądzie przyjęliśmy, iż w przestrzeni istnieje bryła geometryczna /ostrosłup/. Z wierzchołków A, B, C... poprowadzone są promienie rzucające pod kątem prostym do płaszczyzny rzutów. Te promienie uderzyły o nią w rzutach A’,B’,C’... Łącząc rzuty w porządku takim jak na bryle otrzymujemy jej rzut prostokątny. Odcinki A', B’, A'W'... są tu rzutami krawędzi bryły zaś między nimi są rzuty odpowiednich ścian ostrosłupa. Przy tym tworzeniu się rzutu prostokątnego promienie rzutowe A A’, B B', C C’... są do siebie równoległe.
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Odmienny od prostokątnego sposób rzutów przedstawia pogląd 2. Na nim promienie rzucające utworu zbiegają się w punkcie 0 podobnie jak promienie widzenia odbierane są przez źrenicę. Te promienie spotykają na swej drodze płaszczyznę rzutów(rys) i tworzą na niej obraz utworu, który zowiemy rzutem środkowym lub perspektywą.

W wykładzie niniejszym ograniczymy się tylko do przedstawienia dwóch metod rzutów prostokątnych a więc takich, gdzie promienie rzucające prostopadłe do płaszczyzny rzutów są tym samym równoległe względem siebie.




RZUTY CECHOWANE.

Najprostszą z metod rzutów prostopadłych jest metoda rzutów cechowanych, zwana także metodą poziomów liczbowych.

Umawiamy się, iż w przestrzeni istnieją płaszczyzny poziome tak liczne, jak nam potrzeba na różnych wysokościach i głębokościach. Jedną z tych płaszczyzn, która odgranicza wysokości od głębokości utożsamiamy z płaszczyzną naszego rysunku i jej położenie oznaczymy przez 0 /zero/ jednostek długości /metrów/.



[image: ]




Ta płaszczyzna stanie się tym samym płaszczyną porównania dla wzniesień i zagłębień innych płaszczyzn poziomych. Nazwijmy ją poziomem zerowym. Przyjąwszy teraz jednostkę metryczną, możemy każdą z płaszczyzn poziomych określić liczbowo co do wartości jej wzniesienia lub zagłębienia w stosunku do poziomu zerowego.

Tak określone płaszczyzny poziome nazywamy warstwami. Wartości liczbowe ich wzniesień są cechami dodatnimi zaś wartości zagłębień są cechami ujemnymi. W1, W2, W3 oznacza więc /na pogl.3./ warstwy wzniesione na 1, 2, i 3 jednostki długości, zaś W-1, W-2, W-3warstwy odpowiednio zagłębione.




Warstwy położone między poziomami o cechach liczb całkowitych będą miały cechy liczb dziesiętnych a więc n.p. W2.6, W-1.76.

Niechaj na warstwie n.p. 4 będzie danym punki A. Prowadzimy z niego promień rzucający prostopadły do warstw i określamy miejsce jego spłynięcia na poziom zerowy. To miejsce jest rzutem punktu danego. Oznaczamy je przez A’ i dopisujemy cechę 4 czem powiadamy, iż punkt dany w przestrzeni znajduje się pionowo nad jego rzutem na warstwie o wzniesieniu 4 jednostki.

Podobnie wyznaczamy rzut punktu B będącego pod poziomem w głębokości 3 jednostki przez B’-3.

Jeżeli zaś punkt 0 znajduje się właśnie na poziomie zerowym to on sam schodzi się ze swoim rzutem. Oznaczamy go przez Co.
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Opuśćmy teraz pogląd 3 i spójrzmy na rysunek określony jako rzutorys 1. Widzimy tu tylko rzuty owych trzech punktów danych poprzednio A, B, C. Poziom zerowy zeszedł się z płaszczyzną stronnicy, lub gdy rysujemy, to z płaszczyzną rysunku. Warstwy wyższe i leżący na warstwie 4 punkt A należy sobie pomyśleć jako istniejące w przestrzeni nad stronnicą lub rysunkiem, zaś warstwy zagłębione i leżący na 3 z nich punkt B jako położone pod stronnicą /rysunkiem/. Rysunek 1 jest więc wykonanym w metodzie rzutów cechowanych, jest rzutorysem.




Odtąd musimy się przyzwyczaić do tego, że będziemy rozważali i badali utwory geometryczne, ale będziemy rysowali tylko ich rzuty. I odwrotnie, patrząc na rzuty, będziemy sobie wyobrażali utwory geometryczne położone w przestrzeni. Znając związki zachodzące wśród utworów wykreślimy rzuty tych związków na rzutorysach. I odwrotnie : z rzutów związków będziemy badali i poznawali rzeczywiste związki w przestrzeni.




Skala rzutorysu /podziałka zmniejszenia/

Metoda rzutów cechowanych nadaje się przede wszystkim do przedstawiania utworów o dużej rozciągłości wzdłuż i wszerz, a małej stosunkowo wysokości, czy głębokości. W praktyce technicznej tego rodzaju utworami są kształty terenów a więc góry i doliny, pokłady minerałów, nasypy i wykopy ziemne, budowy fortyfikacyjne i t.d. Ponieważ nie rozporządzamy tak wielkimi papierami rysunkowymi, by w rzutorysach zachować ich właściwe wymiary, przeto stosujemy zmniejszenia wedle umówionej skali, t.zn., zmniejszamy wszystkie rozciągłości w pewnym umówionym stosunku. Ten stosunek wyrażamy w postaci ułamka, którego licznikiem jest jedność a mianownikiem liczba zmniejszenia n.

Jeżeli D jest właściwą długością w utworze, a d zmniejszoną długością rzutu to zachodzi proporcja :

d∕D =   1∕n

            z której otrzymujemy wzory :

1/ dla długości rzutu ...... d = D∕n ;   2/ dla długości utworu...

 

D = dn ;   3/ dla liczby zmniejszenia /wartości skali/... n = D∕d

Wartości 1/n dobieramy wedle potrzeby technicznej. I tak :



Dla zmniejszeń w budownictwie : 1∕20 , 1∕50 , 1∕100 . 

Dla zmniejszeń w budowach ziemnych: 1∕200 , 1∕500 , 1∕1000 .

Dla parcel gruntowych i planów miast: 1∕2000 , 1∕50001 , 1∕100001 .

Dla terenów przedstawionych na mapach wojskowych: 1∕20000 , 1∕25000 ,

1∕100000 , 1∕300000 .

Dalsze zmniejszenia, gdzie n wynosi miliony, stosujemy w mapach całych krajów i części świata.

Przykład 1. Niechaj rzeczywistą odległością poziomą dwóch punktów A i B będzie 24 metry. Obliczyć rzut tej odległości na rzutorysie wykonanym w skali 1∕500 .

Stosując wzór 1/ otrzymamy d = 24∕500 . Zmieniwszy metry na milimetry

mamy długość rzutową d = 48 mm.

Przykład 2. Na rzutorysie terenu poziomego w skali 1 : 2000 zmierzono rzut krawędzi parceli wynoszący 28 mm. Jaka jest rzeczywista długość tej krawędzi ?

Stosując wzór 2/ otrzymamy D = 2000 . 28 mm = 56 000 mm = 58 m .

Przykład 3. Długość frontu projektowanej budowy wynosi 30 m. Jaką skalę rzutorysu należy zastosować aby tę długość przedstawić za pomocą odcinka rzutowego równego 60 cm?

Stosując wzór 3/ n = D∕d = 3000∕60 = 50. Naleźy w rzutorysie zastosować skalę 1∕50 .

Skale graficzne.

Pragnąc uniknąć rachunków, kreślimy pod rzutorysem podziałkę zmniejszenia zwaną skalą graficzną. Jest to zwykle pozioma, podwójna linia prosta, na której odcięliśmy jednostki zmniejszone odpowiadające jednostkom właściwych wymiarów.

Niechaj jednostką właściwych rozciągłości będzie 1 metr. Stosując w rzutorysie zmniejszenie 1∕n = 1∕100 otrzymamy dla skali jednostkę graficzną 1 cm. Rysujemy podwójną linię prostą A B, na której od punktu A zna

czymy pewną ilość centymetrów. Na lewo od punktu A odmierzamy dodatkowo 1 cm, który dzielimy na 10 mm znacząc je odwrotnie do kierunku A B. Ten odcinek A B tworzy teraz podskalę, która będzie służyła do odmierzania ułamków metra, gdyż 1 mm podskali równa się 0.1 m.

Mając skalę graficzną i podskalę możemy rozwiązać dwa rodzaje zadań.

Po pierwsze. Mając daną długość utworu n.p. 3.4 m, znaleść jej rzut. Stawiamy na skali w punkcie 3 prawy koniec cyrkla i otwieramy go dotąd, aż lewy koniec będzie umiejscowiony na podskali w punkcie 4 na lewo od A. To otwarcie cyrkla jest długością odpowiedniego rzutu, którą przenosimy na rzutorys.

Po drugie. Mając długość rzutu chcemy obliczyć długość właściwą w utworze. Długością rzutu otwieramy cyrkiel i stawiamy jego prawy koniec dokładnie w takim punkcie metrowym podziałki, aby lewy koniec cyrkla wypadł w punkcie A. Ta możliwość zachodzi tylko wówczas, gdy długość rzutu odpowiada całkowita liczba metrów właściwej rozciągłości w utworze. Gdy to nie zachodzi, wówczas lewy koniec cyrkla oprze się o jakiś punkt w zakresie podskali. Tę odczytaną wartość na podskali / począwszy od A w lewo/ dodajemy do liczby całych metrów. Widzimy tu celowość dzielenia podskali w kierunku odwrotnym do wzrostu skali.

Gdy punkt cyrkla na podskali nie wypada na kreskę podziałki lecz poza nią to wzrokiem możemy ocenić wartość owego przesunięcia licząc w lewo od kreski. Przy długości n.p. 4.62 m prawy koniec cyrkla wypada na punkt 4 skali zaś lewy poza 6 podskali. Przesunięcie poza 6 ocenimy okiem jako mające wartość dwóch dziesiętnych odstępu między kreskami podskali.
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Rzut prostej.

Niech będzie daną w przestrzeni / pogl.4./ prosta wyznaczona przez dwa punkty na niej leżące A3 i B5. Prowadząc z tych punktów promienie rzucające otrzymamy na poziomie zerowym ich rzuty A’3 i B'5. Łącząc te rzuty otrzymujemy rzut cechowany prostej AB. Ten rzut przedstawia rzutorys 2.



[image: ]



[image: ]




Jeżeli prosta Jest poziomą to jest tym samym równoległą do poziomu zerowego, Wszystkie jej punkty są równoodległe od tegoż, Mają więc równe cechy, Przyjmując na niej dwa punkty C4 i D4 wyznaczymy jej rzut łącząc rzuty C’4 i D’4 /rzut.2./.

Jeżeli prosta 1 jest pionową, a tym samym prostopadłą do poziomu zerowego, to wszystkie jej punkty rzucają się po tym samym promieniu rzucającym. Jej rzut jest więc punktem w miejscu, gdzie ów wspólny promień rzucający spłynął na poziom zerowy, Taki rzut znaczymy jako punkt bez cechy pisząc obok literę 1’, którą oznaczyliśmy prostą daną /rzut.2./.

Kład prostej.

Obierzmy na prostej /pogl.5./ kilka punktów A, B, C, D, E i prowadźmy z nich promienie rzucające, by wyznaczyć rzut prostej. Te promienie rzucające możemy prowadzić w tak zagęszczonym następstwie, że one utworzą płaszczyznę mieszczącą w sobie daną prostą i jej rzut. Jest to płaszczyzna pionowa i zowie się płaszczyzną rzucającą Z. Rzut prostej stanowi krawędź płaszczyzny rzucającej z poziomem zerowym.
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Umawiamy się, że tą płaszczyznę rzucającą obrócimy około krawędzi. Obrót ten wykonajmy o 90°, Wówczas płaszczyzna rzucająca położy się na poziomie zerowym, a prosta A B C... znajdzie się w kładzie. Ten kład oznaczamy, biorąc w nawias poszczególne litery punktów.

Wykonując kład, użyliśmy rzutu prostej /krawędzi/ jako osi obrotu, podczas którego poszczególne punkty zakreśliły łuki 90o. Promieniami łuków obrotu są promienie rzucające każdego z punktów. Te promienie rzucające przedstawiają się w kładzie jako promienieprostopadłe do osi obrotu, czyli do rzutu prostej. Wszystkie punkty wzniesione położyły się po jednej stronie /w tym wypadku po prawej stronie osi obrotu/ lecz tym samym punkt zagłębiony A-2 musiał się znaleść w kładzie po stronie przeciwnej. Punkt Bo będący na osi obrotu nie zmieni w kładzie swego miejsca, albowiem jego promień rzucający równy promieniowi obrotu wynosił 0.
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Dotyczący rzutorys 3 przedstawia wynik owego obrotu i kładu. Łatwo zauważyć, że mogliśmy otrzymać kład prostej wyznaczając i łącząc kłady tylko dwóch jej punktów.

Nachylenie prostej.

Niechaj będzie daną prosta G3H7 i jej rzut G’3H'7 /pogl.6./. Spostrzegamy, iż pomiędzy prostymi GH i GJ powstał kąt α równy kątowi nachylenia prostej do jej rzutu. Ten kąt jest miarą nachylenia prostej GH do poziomu.




Spad i moduł prostej.

Przy danym nachyleniu prostej GH trójkąt prostokątny GHJ ma kąt stały = = α bez względu na odległość punktów G i H. Stosunek obu przyprostokątni HJ i i GH jest więc stałym. Otóż HJ mierzy różnicę wzniesień punktu G i H zaś GJ jest różnicą poziomą ich odległości. Widzimy więc, że dla danej prostej stosunek różnicy wzniesień dwóch jej punktów do ich odległości poziomej jest ilością stałą. Oznaczamy ją przez s i nazwijmy spadem prostej.
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Jeżeli różnica wzniesień wynosi w jednostek długości zaś odległość pozioma = m takich jednostek to :

s = w∕m = tgα ;

Gdy cechy punktów G i H różnią się o jednostkę długości to:

s = 1∕m  = tg α ;

Odwrotność tych wartości daje wzory:

1∕s = m = cotg α ;

Tę wartość m określoną wówczas gdy różnica wzniesień dwu punktów równa się jednostce, nazywamy modułem prostej.




Moduł prostej jest więc odległością poziomą dwóch punktów, których cechy różnią się o jednostkę.

Moduł jest odwrotnością spadu. Wynika z tego, że przy wzroście spadu moduł maleje, gdy zaś spad prostej maleje to moduł rośnie.




Rozważmy niektóre przypadki,

Wiemy z trygonometrii, że tg 45° = 1 a więc s = 1∕m = tg 45o = 1

z czego s = m, co znaczy, iż na prostej nachylonej pod kątem 45o spad równa się modułowi.

Dla kątów mniejszych od 45° wartości funkcyj tg są mniejsze od jednostki. Więc 1∕m ‹ 1 co zachodzi wówczas, gdy m ›1. A więc: gdy proste mają nachylenia kątów ostrych między 0° a 45°, to ich moduły są większe od jednostki.

Przy równoległości prostej do poziomu kąt α = 0o , jego tg równa się 0, a więc 1∕m = 0. To zachodzi wówczas, gdy m jest wartością nieskończenie wielką.

Zatem: Prosta pozioma ma moduł nieskończenie wielki.

Dla nachyleń prostych pod kątami między 45° a 90°, tangensy kątów są większe od jednostki. Wówczas 1∕m ›1 co spełnia się gdy m jest mniejsze o jednostki. 

Dla kąta = α = 60° tg 60° = √3  zaś m = 1∕√3 = 1∕1.732" . 

Rozważmy przypadek prostej pionowej czyli prostopadłej do poziomu. Wówczas kąt α = 90o, jego tg = ∞ a więc1∕m = ∞ . To spełnia się wówczas gdy m = 0. 

Zatem: Prosta pionowa ma moduł równy 0.

Rozwiążmy obecnie kilka zasadniczych zagadnień dotyczących prostej i punktów na niej leżących.




1/. Wyznaczyć cechę punktu na prostej.
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Dany jest rzut M’ punktu M leżącego na prostej A2B4. Należy wyznaczyć jego cechę /rzut.4./. Mając rzut prostej i na niej rzut M’ bez cechy, wyznaczamy kłady punktów A i B na poziomie zerowym rysując z A’ i B' kłady promieni prostopadle do rzutu prostej i odcinając na nich wzięte ze skali jednostki długości w takiej ilości, Jak cechy wskazują. Otrzymawszy kład prostej /A//B/ kreślimy z M’ kład promienia, który przecina kład prostej w miejscu /M/. Mierzymy cyrklem długość M' /M/ i przenosząc cyrkiel na skalę, wyznaczamy na skali wartość tej długości. Ta wartość stanowi cechę punktu M. W przybliżeniu mogliśmy także tę cechę wyznaczyć prowadząc z/M/ w kładzie prostą /M/N równoległą do rzutu A’B' i określając wartość punktu N na kładzie promienia B’/B/.




2/. Wyznaczyć miejsce punktu na prostej.
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Znaną jest cecha n.p. /3.4/ punktu D leżącego na prostej A2B5. Należy wyznaczyć jego miejsce na danej prostej /rzut.5./.

Kładziemy prostą A B na poziom zerowy. Odmierzamy wartość 3.4 na skali i odcinamy ją na dłuższym promieniu B’/B/. Z punktu odcięcia N prowadzimy prostą równoległą do rzutu prostej. Przecina ona kład prostej w punkcie D, z którego wykreślony promień wyznacza rzut D' o wartości danej cechy.

3/ Zestopniować prostą, której dwa punkty są dane.

Jeżeli dane dwa punkty mają cechy o liczbach całkowitych /rzut.6./, czyli mają cechy okrągłe n.p. A3B7 to dzieląc odcinek A’B’ rzutu miedzy nimi na tyle części ile wskazuje różnica cech, /tutaj 7 - 3 = 4/, otrzymamy cechy rosnące stopniowo o jednostki, a więc 3,4, 5, ... Wiemy, że odcinek rzutu między dwoma sąsiednimi punktami różniącymi się o jednostkę wzniesienia zowie się modułem prostej. Tę czynność dzielenia rzutu na części stanowiące moduły nazywamy stopniowaniem prostej.




Ślad prostej.
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Rozważając rzut prostej w kierunku cech malejących dochodzimy do punktu mającego cechę 0. Jest to punkt leżący na poziomie zerowym. Dalszo punkty poza nim w tymże kierunku mogą mieć cechy tylko ujemne, gdyż są już pod poziomem zerowym. Dochodzimy do wniosku, że w punkcie 0 prosta przebija poziom zerowy. Punkt ten będący równocześnie tamże w rzucie i w kładzie zowiemy śladem prostej oznaczając go przez Po.




Jeżeli mamy zestopniować prostą daną dwoma punktami o cechach niecałkowitych n.p. A2.3 B5.7 rysujemy kład tej prostej odmierzając odcinki wzniesień 2.3 i 5.7 ze skali /rzut.7./. Kład ten przedłużamy aż do przecięcia się z rzutem wyznaczając w ten sposób ślad Po. Biorąc teraz ze skali jednostkę wzniesienia odcinamy ją na kładach promieni rzucających A'/A/ i B’/B/. Prosta łącząca odcinki jest kładem warstwicy o wartości 1 i przecina kład prostej w punkcie /1/, którego rzut 1' wyznacza z punktem Po moduł prostej.




4/ Dane są rzuty dwóch punktów A i B /rzut.7./. Należy wyznaczyć odległość tych punktów w przestrzeni.
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Odległość dwóch punktów jest rzeczywistą długością odcinka między nimi w przestrzeni. Wyznaczamy kłady punktów A i B. Wziąwszy w cyrkiel długość /A//B/ przenosimy ją na skalę i obliczamy wymiar w jednostkach długości /metrach/.




5/. Na prostej począwszy od danego punktu odmierzyć żądany odcinek /rzut .8./.

Niechaj prosta będzie daną dwoma punktami A8.5 B4.2 . Od punktu C między nimi miejmy do odmierzenia odcinek C D równy n.p. 3 m. Kładziemy prostą wraz z punktem C na poziomie zerowym. Na skali odmierzamy cyrklem 3 m i odcinamy na kładzie począwszy od /C/. Ponieważ odcięcie może nastąpić z obu stron punktu C, przeto otrzymujemy dwa wyniki: /C//D/ i /C//E/. Wyznaczamy rzuty D’ i E’ i obliczamy ich cechy.
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6/. Dany jest rzut prostej. Znaleść jej kąt nachylenia do poziomu.

Jeżeli prosta jest zestopniowaną, to wystarcza w jednym z jej punktów wystawić kład promienia rzucającego i odciąć na nim 1,2, lub 3 jednostki wzniesienia wzięte ze skali. Ich punkt końcowy należy połączyć z rzutem punktu odległym o tą samą ilość modułów od rzutu punktu, z którego poprowadzono kład promienia /rzut.9./.

Na rzutorysie 9 wystawiono kład promienia rzucającego z punktu A'9 i odcięto na nim cztery metry wzięte ze skali. Punkt końcowy A został połączony z rzutem punktu o cesze mniejszej o 4 od cechy 9, a więc z rzutem B'5 . Kąt α przy B'5 jest szukanym kątem nachylenia.




7/ Przez punkt dany poprowadzić prostą o żądanym spadzie i oznaczonym kierunku /rzut.10./.
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Niechaj rzut 1’ oznacza kierunek o spadzie ku strzałce zaś A’7 dany punkt. Spad prostej żądanej niech równa się 2 : 5. Rysujemy przez rzut A' prostą równoległą do kierunku. Należy wyznaczyć jej moduł. Wiemy, iż moduł jest odwrotnością spadu. A więc m = 5/2 = 2°5. Odmierzamy na skali tę długość i stopniujemy nią rzut prostej począwszy od A, oznaczając cechy liczbami malejącymi zgodnie ze strzałką kierunku.




Dwie proste.

Dwie proste mogą zajmować względem siebie trojakie położenie : A/ przecinania, B/ równoległości, C/ zwichrzenia.

Dwie proste przecinające się.

Takie proste mają punkt przecięcia, który musi być wspólnym dla obu czyli musi leżeć równocześnie na jednej i drugiej prostej. Tym samym jego cecha musi mieć wartość, która wynika ze stopniowania jednej i drugiej prostej. Rzut tego punktu leży w przecięciu się rzutów obu prostych. Śledząc stopniowanie pierwszej prostej określamy cechę tego punktu. Rozważając następnie cechy drugiej prostej, wyznaczamy ze względu na nią wartość cechy tegoż punktu. Jeżeli otrzymamy dla obu cech tę samą liczbę, wówczas proste przecinają się. Gdy zaś te cechy są różne, to proste nie przecinają się, lecz są położone w przestrzeni mimo siebie, co określamy zwichrzeniem.

Rzutorys 11 przedstawia dwie proste przecinające się w punkcie E5 , którego cecha wynika jako wspólne następstwo cech obu prostych.

Rzutorys 12 przedstawia dwie proste zwichrzone. Widzimy, iż przecinanie się rzutów następuje dla pierwszej prostej w punkcie E o wzniesieniu 6 lecz dla drugiej prostej w ten sam rzut padający punkt F ma cechę 11. Obie proste mijają się w przestrzeni a pionowa różnica ich wzniesień w punktach mijania E i F wynosi 11 - 6 a więc 5 metrów.
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Proste o punkcie przecięcia poza obrębem rzutorysu /rzut.13./.
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Niech będą dane dwie proste l i m  o których przypuszczamy, że przecinają się lecz w punkcie będącym poza granicami rzutorysu. Jeżeli przecinają się, to tworzą między sobą pole kąta, które jest płaskim. Na takim polu leżące inne proste muszą się również przecinać lub być równoległymi. Połączmy ze sobą punkty 8 jednej prostej i 4 drugiej prostej oraz 9 drugiej i 4 pierwszej. Stopniując owe pomocnicze proste przekonywujemy się, że przecinają się w punkcie E. Wynika z tego, że i dane proste l i m leżące na tym samym polu płaskim przecinają się. Można również poznać, że łącząc na prostych cechy o równych wartościach, a więc 1 z 1, 2 z 2 i 3 z 3 otrzymujemy rzuty prostych równoległych.

Te proste są warstwicami powstałymi z przecięcia się pola prostych z poziomami /warstwami/ o cechach 1, 2, 3 ... metry.

Przypadek wspólnego rzutu dwóch prostych przecinających się. /rzut.14./.

Przypadek ten zachodzi, gdy proste leżą w tej samej płaszczyźnie rzucającej. Chcąc wyznaczyć punkt przecięcia, kładziemy obie proste na poziom zerowy. Wyznaczamy cechę punktu powstałego w przecięciu się ich kładów odnosząc długość jego promienia rzucającego na skalę. Rzut przecięcia jest na wspólnym rzucie prostych.

Dwie proste równoległe.

Umawiamy się, że uważamy dwie proste równoległe za przecinające się w punkcie nieskończenie odległym. Ponieważ rzut tego punktu leży na poziomie zerowym również w nieskończenie wielkiej odległości, przeto dążące do niego rzuty prostych muszą być równoległymi względem siebie.
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Kąty, które obie proste równoległe tworzą z poziomem, mają ramiona do siebie równoległe, gdyż utworzone są z prostych i ich rzutów. Te kąty są także zwrócone w tym samym kierunku a więc są równe. Wynika z tąd, że takie proste mają równe spady. Równość spadów powoduje równość modułów a ten sam kierunek sprawia, iż cechy muszą wzrastać zgodnie. Dochodzimy więc do wniosku, że dla równoległości prostych spełniają się trzy warunki :

I. Rzuty są równoległe względem siebie. II Moduły są równe. III Cechy wzrastają zgodnie.

Na rzutorysie 15 jest rozwiązane zadanie : Dany jest rzut prostej l i rzut leżącego poza nią punktu El0 . Przesunąć przez punkt E prostą równoległą do l.


Prowadzimy rzut m’ równolegle do rzutu l’ i począwszy od E'lo stopniujemy go modułem rzutu l znacząc cechy liczbami malejącymi względnie rosnącymi zgodnie z cechami prostej danej.
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  Jeżeli rzutorys 16 przedstawia istotnie rzuty dwóch prostych równoległych l i m, to łącząc ich cechy o równych wartościach otrzymujemy rzuty prostych 3’3, 4’4’, 5'5’ względem siebie równoległe a rzutorys przedstawia szereg równoległoboków. Proste 3’3’, 4’4’, 5’5’ ... są bowiem rzutami warstwie, wedle których poziomy 3, 4, 5... przecięły pole danych prostych l i m.

Proste zwichrzone.

Z rozważań dotyczących prostych przecinających się doszliśmy do wniosku, że gdy przecinanie się rzutów następuje w miejscu, które jako punkt na obu prostych ma różne cechy, to proste takie nie przecinają się w przestrzeni lecz są względem siebie zwichrzone.




Również zwichrzonymi są proste, których rzuty są równoległe lecz moduły różne /rzut.17./.
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Rzut.18 przedstawia także proste zwichrzone. Rzuty ich są wprawdzie równoległe, moduły równe, lecz stopniowanie jest niezgodne.




Rzutorys 19 przedstawia również proste zwichrzone. Jedna z nich jest nachyloną do poziomu, zaś druga, której rzut jest punktem, ma kierunek pionowy.
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Płaszczyzna.

Niech będzie daną płaszczyzna I nachylona do poziomu /pogl.7./.Szereg warstw poczynając od poziomu zerowego przecina tę płaszczyznę wedle prostych poziomych 0, 1, 2, 3 ... zwanych warstwicami. Wyznaczywszy rzuty 0, 1’, 2’... tych warstwie na poziomie zerowym otrzymujemy rzut płaszczyzny I'. Ponieważ warstwice powstają jako proste przecięć warstw równoległych z płaszczyzną daną, przeto warstwice są względem siebie równoległe, a ich rzuty są także równoległe.




Pomiędzy warstwicami znajduje się jedna oznaczona przez zero. Jest to prosta przecięcia się danej płaszczyzny z poziomem zerowym. Tym samym leży ona na poziomie zerowym schodząc się ze swoim rzutem. Warstwicę tę nazywamy śladem płaszczyzny danej. Łatwo wywnioskować, że ślad jest warstwicą graniczną pomiędzy warstwicami wzniesionymi nad poziom zerowy i warstwicami pod tym poziomem zagłębionymi.

Rzutorys 20 przedstawia rzut płaszczyzny I przedstawiony rzutami jej warstwie.
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Linia spadu.

Płaszczyzna jest miejscem geometrycznym nieskończenie wielkiej ilości linii prostych. Wśród nich poznaliśmy właśnie warstwicę, jako układ prostych poziomych. Obecnie rozważmy układ prostych, które równoległe między sobą, a leżąc na płaszczyźnie, przecinają warstwicę pod kątami prostymi. Każda z takich prostych tworzy z poziomem zerowym kąt równy temu, jaki z nim tworzy płaszczyzna dana. Tangens takiego kąta zowiemy spadem. Dlatego takie proste nazywamy liniami spadu i pragnąc je na pierwszy rzut oka odróżnić od innych prostych płaszczyzny, kreślimy ich rzuty podwójnym rysem, przy czym rys grubszy uważamy za rozważaną linię spadu. Pogląd 8 przedstawia jedną taką linię spadu na płaszczyźnie przeciętą warstwicami i jej rzut na poziomie zerowym.
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Poprzednio zauważyliśmy, iż warstwicę są równoległe do swych rzutów. Otóż kąty proste, które linia spadu tworzy z warstwicami rzucają się również na poziom jako kąty proste, między rzutami warstwie i linii spadu. Bowiem ramiona tych kątów utworzone przez warstwice i ich rzuty są do siebie równoległe, zaś ramiona drugie, które tworzą linię spadu i jej rzut leżą w płaszczyźnie rzucającej prostopadłej do poziomu, a tym samym do warstwie i ich rzutów. Skoro tangens kąta linii spadu >z poziomem wyznacza spad tak linii spadu jak i płaszczyzny, to zestopniowany rzut linii spadu między cechami o różnicy jednostki wzniesienia przedstawia moduł tej linii, a tym samym i moduł płaszczyzny.

W następstwie tego, rozważanie linii spadu prowadzi do tych samych wyników co rozważanie samej płaszczyzny, czyli, że wyznaczając rzut stopniowany linii spadu, wyznaczamy tym samym rzut płaszczyzny. Dlatego to w rzutach cechowanych zamiast rysować rzuty warstwie płaszczyzny, jak to czyniliśmy na rzutorysie 20, rysujemy jedynie zestopniowany rzut jej linii spadu. /rzut.21/.
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Szczególne położenie płaszczyzny.

Powyższe rozważania dotyczą płaszczyzn zamykających z poziomem kąty dwu-płaszczyznowe ostre. Jeżeli płaszczyzna dana Jest poziomą, to jest jedną z warstw a jej wzniesienie oznacza punkt w przestrzeni o dotyczącej cesze n.p. W4.6 . Płaszczyzna taka ma spad równy 0, a moduł nieskończenie wielki.

Jeżeli płaszczyzna dana Z jest pionową, to jej spad jest ilością nieskończenie wielką /tg α = tg 90° = ∞ /, a moduł jest równy zeru.
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Taką płaszczyznę przedstawiamy za pomocą jej śladu. W ten ślad padają rzuty wszystkich innych warstwie, /rzut.22./. Linie spadu rzucają się również w ten ślad jako punkty, gdyż są pionami.




Cecha punktu leżącego na płaszczyźnie.

Niech będzie daną /rzut.23./płaszczyzna I za pomocą rzutu linii spadu s' oraz rzut A’ punktu na tej płaszczyźnie. Należy wyznaczyć nieznaną cechę tego punktu.
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Przesuwamy przez A’ rzut w’ warstwicy, o której wiemy, że jest prostopadłą do linii spadu. W przecięciu rzutu warstwicy z rzutem linii spadu wyznaczamy cechę warstwicy. Ta cecha jest również cechą punktu A albowiem on leżąc na warstwicy ma to samo wzniesienie. Wyznaczenie cechy warstwicy może nastąpić wedle oceny wzroku lub też dokładniej za pomocą kładu. Kładziemy na poziom ten odcinek linii spadu w zakresie którego jako modułu rzut warstwicy przeciął rzut linii spadu. Na rysunku jest to moduł 2’, 3'. Z punktów więc 2' i 3' odcinamy wzięte ze skali dwie i trzy jednostki wzniesienia. Otrzymane punkty w kładzie /2//3/ połączone dają kład odcinka linii spadu. Na tym kładzie wyznaczamy kład punktu B warstwicy, której cechy szukamy. Otrzymawszy /B/ ujmujemy w cyrkiel B’/B/ i mierzymy wartość tego wzniesienia na skali. Ta wartość równa się cesze punktu A.

Dany jest A5 jako punkt w przstrzeni i płaszczyzna I. Zbadać jakie jest położenie punktu A wobec tej płaszczyzny./rzut.24./.

Punkt może zajmować trojakie położenie wobec płaszczyzny : 1/ leżeć na niej, 2/ znajdować się niżej, 3/ znajdować się wyżej. Przeprowadźmy przez A’5 rzut warstwicy 5' i zbadajmy położenie tej warstwicy wobec linii spadu.
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Miejsce, gdzie rzut linii spadu spotyka się z rzutem warstwicy 5 ma dla linii spadu wartość niższą ; w naszym przypadku = 3.5. Jest to wystarczającym dowodem, iż punkt A znajduje się nad płaszczyzną. Gdyby punkt A przy tym samym rzucie miał wartość mniejszą niż 3.5 byłby pod płaszczyzną.

Zestopniować prostą 1 leżącą na płaszczyźnie , mając dany jej rzut /rzut.25/.

Jeżeli prosta leży na płaszczyźnie, to ją przecinają inne proste leżące na tej płaszczyźnie. Takimi prostymi są warstwice płaszczyzny, które przecinają prostą w punktach mających cechy warstwie. Obierając dwie warstwice o cechach okrągłych /tu 2 i 3/ a różniących się o jednostkę, wyznaczamy moduł prostej i tym modułem ją stopniujemy.

Odwracając to postępowanie możemy sformułować warunek należenia prostej do płaszczyzny w ten sposób :

Prosta leży na płaszczyźnie, jeżeli dwa jej punkty mają wspólne cechy z dwiema warstwicami płaszczyzny.
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Może zachodzie przypadek, że prosta leżąca na płaszczyźnie jest równoległą do jej warstwie o cechych okrągłych. Wówczas ta prosta jest warstwicą o cesze będącej liczbą dziesiętną, którą wyznaczymy, obliczając cechę punktu przecięcia się jej z linią spadu. Wartość tego punktu przypadającego w zakresie modułu linii spadu możemy ocenić wzrokiem lub też wyznaczyć ściślej za pomocą kładu, postępując wedle sposobu jak w rzutorysie 23.

Wielokąt na płaszczyźnie.

Jeżeli proste leżące na płaszczyźnie stanowią boki wielokąta /rzut.26./ to jest oczywistem, że warstwice płaszczyzny muszą te boki zestopniować wedle swoich cech. Wierzchołki tego wielokąta mają wartości wynikające z tego stopniowania.
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Wyznaczenie płaszczyzny
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Dane są w przestrzeni proste i punkty. Szukamy płaszczyzny przez nie przechodzącej. Do wyznaczenia płaszczyzny są potrzebne i wystarczające dane :

I.Dwie proste przecinające się.

II. Dwie proste równoległe.

III. Trzy punkty nie leżące na jednej prostej.

IV. Prosta i punkt poza prostą.

Rozwiąźmy przypadek I. Dane są rzuty a’i b’ dwóch prostych przecinających się w punkcie A5.4 /Rzutorys 27./. Łącząc ich cechy okrągłe o równych wartościach otrzymujemy rzuty warstwie. Rysując /gdziekolwiek/ prostą o dwóch rysach prostopadle do rzutów warstwie otrzymujemy rzut linii spadu zestopniowany przez warstwice. Tą linią spadu jest wyznaczona szukana płaszczyzna. W przypadku II, gdy należy przesunąć płaszczyznę przez dwie proste równoległe c i d postępujemy w taki sam sposób./rzutorys 28/.

Przypadek III. Dane są nie leżące na jednej prostej punkty A3.5, B4.8 , i C7.5 należy przesunąć przez nie płaszczyznę /rzutorys 29/.

Wyznaczamy proste AC i BC przecinające się w punkcie C i stopniujemy je. W tym przypadku ze względu na liczby dziesiętne /3.5/ i /7.5/ należy znaleźć połowę modułu przez podzielenie rzutu między A i C na 4 części /7.5 - 3.5 = 4/ i społowienie jednej części. Wyznaczywszy w ten sposób cechy okrągłe prostej A C znajdźmy na niej punkt D o wartości 4.8 między 4 i 5. Ten punkt mający równą cechę z punktem B wyznacza warstwicę 4.8 do której przez cechy okrągłe prostej A C kreślimy warstwice równoległe. Te warstwice stopniują prostą A B i linię spadu.

Przypadek IV. Dany jest zestopniowany rzut prostej d’ i poza nią punkt E'5.3 . Ten przypadek można sprowadzić do przypadku I lub II kreśląc przez punkt E, prostą przecinającą się z prostą d lub też prostą równoległą do prostej d.
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Rzutorys 30 przedstawia najkrótsze rozwiązanie za pomocą warstwicy przez punkt E przecinającej prostą d. W tym celu na prostej d pomiędzy cechami 5 i 6 wyznaczamy punkt F. o cesze 5.3 równej wzniesienia punktu B.
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Te dwie cechy dają warstwicę 5.3. Prowadząc przez okrągłe cechy prostej d warstwice dalsze wykreślimy stopniowaną przez nie linię spadu®

Płaszczyzny można także wyznaczyć, gdy daną jest jej warstwica i kąt, który płaszczyzna ma tworzyć z poziomem.

Niech będzie daną /rzut.31/warstwica w'3 i kąt dwuścienny △ = 30°. Gdy mamy daną warstwicę, to można rysować rzut linii spadu i jej punkt 3. Uważając teraz rzut linii spadu za ślad płaszczyzny rzucającej, w której jest pion 3. wyznaczamy kład tej płaszczyzny i wzniesienia 3 na poziom zerowy. W tejże płaszczyźnie rzucającej znajdują się ramiona szukanego kąta △ . Jednym z tych ramion jest rzut linii spadu, drugie przechodzi przez /3/ i te wykreślamy, otrzymując kład kąta △ i jego wierzchołek na rzucie linii spadu. Wykreślenie drugiego ramienia nie przedstawia trudności, gdyż przy /3/ istnieje kąt dopełniający 90° - △ = 60o . Wierzchołek kąta △ pada w punkt zerowy linii spadu, a tym samym wyznacza ślad żądanej płaszczyzny. Stopniujemy więc linię spadu bądź przez podział na trzy części odcinka 0 3’, bądź też przez wykreślenie w kładzie warstwic 1 i 2.


Zadanie to dopuszcza drugie rozwiązanie. Stanowi je płaszczyzna przesunięta w drugą stronę przez warstwicę 3. Płaszczyzna taka jest symetralną względem poprzednio znalezionej.
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Przecięcie płaszczyzn.

Dwie płaszczyzny I i II przecinają się z sobą wedle prostej, która leży równocześnie na jednej i na drugiej płaszczyźnie. Tę prostą zowiemy krawędzią. Z własności krawędzi należenia do obu płaszczyzn wynika, iż jej cechy muszą być zgodne z cechami warstwie obu płaszczyzn. Wobec tego krawędź jest miejscem geometrycznym przecinania się równowartościowych warstwie obu płaszczyzn, a punkty przecięcia się tych warstwie leżąc na krawędzi, stopniują krawędź. Pogląd 9. przedstawia dwie płaszczyzny I i II nachylone do poziomu, których warstwice 1 i 1,2 i 2 , 3 i 3 przecinają się w punktach krawędzi. To samo przedstawia w rzutach rzutorys 32.

Można również wyznaczyć krawędź, gdy płaszczyzny dane są za pomocą prostych, przez które przechodzą.

Niech płaszczyzna X będzie daną dwiema prostymi przecinającymi się a i b, zaś płaszczyznę II niech wyznaczają dwie proste równoległe c i d /rzutorys 33/. Wykreślamy warstwice 3, 4 i 5 w obu parach prostych. Ich przecięcia dają nam punkty 3,4 i 5 wyznaczające krawędź k i stopniujące ją zarazem.

Krawędź płaszczyzn danych za pomocą śladu i kąta z poziomem /rzutorys 34/. Płaszczyzna I niech będzie daną śladem 0 A a jej kąt nachylenia do poziomu niech wynosi 45°. Płaszczyzna II ma ślad 0 B i kąt 60o . Wyrysujmy dla każdej płaszczyzny rzut jej linii spadu. Kierunki tych linii spadu są znane, lecz moduły należy wyznaczyć. Wyobraźmy sobie płaszczyzny rzucające przesunięte przez te linie spadu i położone na poziomie zerowym.
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W tych położonych płaszczyznach rzucających możemy teraz zbudować dane kąty nachyleń, kreśląc z wierzchołków A i B ich drugie ramiona, gdyż pierwsze ramiona zchodzą się z rzutami linii spadu. Mając te kąty, mamy tym samym w kładach linie spadu, gdyż one zchodzą się z drugimi ramionami kątów. Odmierzamy teraz ze skali pion równy n.p. dwom jednostkom i wykreślamy go w kładach płaszczyzn rzucających.
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Te piony wyznaczają nam kłady punktów /l/ /2/ przez które przechodzą kłady warstwie /v//l/, /v//2/ oraz /w//1/ i /w/2/ . Kłady warstwic przecinają się z kładami linii spadu w punktach /C//D//E//F/. Te punkty rzucamy na rzuty linii spadu i wyznaczamy rzuty warstwie 1 i 2 u obu płaszczyzn. Szukana krawędź przechodzi przez punkt 0 przecięcia się śladu i przez punkty 1 i 2 przecięcia się warstwic.
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Krawędź w przypadkach szczególnych położeń płaszczyzn. Gdy jedna z płaszczyzn jest równoległą do poziomu, a druga nachyloną, to przecinają się one wedle prostej poziomej, która jest warstwicą na wysokości danej płaszczyzny poziomej. Jako warstwica ma kierunek prostopadły do linii spadu drugiej płaszczyzny.

Gdy jedna z płaszczyzn jest pionową, to jest tym samym rzucającą. Rzuca więc krawędź swój ślad, zaś warstwice drugiej /nachylonej/ płaszczyzny stopniują tę krawędź /rzutorys 35./. Zatem na rzutorysie prosta k jest śladem płaszczyzny rzucającej a zarazem rzutem jej krawędzi przecięcia z płaszczyzną nachyloną.




Krawędź płaszczyzn o warstwicach równoległych.

Może zachodzić przypadek, iż dwie płaszczyzny I i II mają takie położenie w przestrzeni, że ich warstwice są równoległe,takim razie ich krawędź jest także prostą równoległą do warstwie. Znamy więc jej kierunek lecz nie znamy miejsca w przestrzeni.
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1/ sposób /rzut.36./: przecinamy obie płaszczyzny I i II płaszczyzną III rzucającą, a zarazem prostopadłą do warstwic /równoległą do linii spadu/ i wyznaczamy kład krawędzi /l/ i /m/ wedle których ona przecina płaszczyzny I i II. Te kłady przecinają się w punkcie K, który jako wspólny dla płaszczyzn I i II musi leżeć na ich szukanej krawędzi k. Wzniesienie tego punktu wyznaczamy, mając je w kładzie jako odcinek J/K/ i odnosząc na skalę. Ponieważ kierunek krawędzi jest znany, przeto rysujemy jej rzut k’ i oznaczamy cechą równą wzniesieniu J/K/.
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2/ sposób : /rzut.37./.Przecinamy obie płaszczyzny I i II płaszczyzną III pomocniczą, a tak dobraną, by jej warstwice przecinały się w zakresie rzutorysu z warstwicami płaszczyzn I i II. Tak wyznaczamy dwie krawędzie pomocnicze l i m wedle których płaszczyzna III przecina płaszczyzny I i II. Te krawędzie jako proste, leżące odpowiednio na płaszczyznach I i III oraz II i III przecinają się z sobą w punkcie K należącym do wszystkich trzech płaszczyzn. Przez ten punkt musi więc przechodzić szukana krawędź płaszczyzn I i II jako prosta równoległa do ich warstwie i mająca cechę punktu K.




Punkt przecięcia się trzech płaszczyzn. W przykładzie poprzednim wyznaczyliśmy taki punkt K jako pomocniczy.

Jeżeli dane są trzy dowolne płaszczyzny I, II, III /rzut.38./ to tworzą one naroże trójścienne, którego wierzchołkiem jest szukany punkt N. Przez ten wspólny punki przechodzą trzy krawędzie l, m i n jako proste przecięcia trzech par płaszczyzn, to jest I z II, I z III, II z III. Cecha tego punktu daje się obliczyć jako zgodny wynik zestopniowania każdej z trzech krawędzi.
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Może zajść przypadek, że trzy dane płaszczyzny I,II i III przecinają się parami wedle trzech krawędzi k, l, m do siebie równoległych.




Wówczas /rzutorys 39./ wspólny punkt N tych krawędzi, a zarazem płaszczyzn znajduje się w nieskończenie wielkiej odległości na kierunku krawędzi. Przestrzeń zamknięta między takimi płaszczyznami tworzy prazmat.



Równoległość prostych i płaszczyzn.


Dwie płaszczyzny równoległe do siebie mają linie spadu wzajemnie równoległe. Z tego wynika, że mają moduły równe i wzrosty cech w jednym kierunku /pogląd 10/ /rzutorys 40/.
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Jeżeli daną jest płaszczyzna i punkt A w przestrzeni, to przez punkt A można przeprowadzić tylko jedną płaszczyznę równoległą do danej.

Niech będzie daną płaszczyzna I swoją linię spadu s i punkt A7 nie leżący na płaszczyźnie I /rzutorys 41/. Prowadzimy przez A7 warstwicę 7 i prostopadle do niej linię spadu, którą począwszy od punktu B7 stopniujemy modułem linii s i znaczymy cechy zgodnie z ich wzrostem na linii s.
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Jeżeli płaszczyzna I jest daną dwiema prostymi, przecinającymi się, to przez punkt dany w przestrzeni prowadzimy dwie proste odpowiednio równoległe do danych. Te proste wyznaczają płaszczyznę równoległą do płaszczyzny I.

Niechaj będą dane w przestrzeni dwie proste zwichrzone a i b /rzutorys 42./. Należy przez prostą b przeprowadzić płaszczyznę równoległą do prostej a.

Płaszczyzna jest równoległą do prostej danej, jeżeli przechodzi przez prostą równoległą do prostej dąnej. Z tego twierdzenia wynika rozwiązanie: Na prostej b obieramy punkt C i przez niego prowadzimy prostą c równoległą do prostej a, stopniując ją modułem prostej a i zgodnie ze wzrostem cech. Teraz wyznaczamy warstwicę prostych b i c i linię spadu.


Płaszczyzna równoległa do dwóch prostych zwichrzonych.




Niech będą dane w przestrzeni dwie proste zwichrzone a i b oraz punkt C nie leżący na żadnym z nich /rzutorys 43./ chciejmy przez punkt C12 przeprowadzić płaszczyznę równoległą do obu prostych zwichrzonych.        




Płaszczyzna jest równoległą do prostej danej, jeżeli przechodzi przez proste równoległe do prostych danych. Przesuwamy więc przez punkt C12 proste c i d odpowiednio równoległe do prostych a i b. Łącząc ich punkty mające równe cechy otrzymujemy warstwice. Prowadzimy następnie linię spadu w kierunku prostopadłym do warstwic. Te warstwice wyznaczają na niej punkty o odpowiednich cechach. Dwie sąsiednie cechy różniące się o jednostkę są cechami punktów skrajnych modułu, którym stopniujemy linię spadu.
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Punkt przecięcia prostej z płaszczyzną.

Prosta albo leży na płaszczyźnie albo tę płaszczyznę przecina, to znaczy, że ma z nią tylko jeden punkt wspólny. Zowiemy go punktem przecięcia lub przebicia płaszczyzny przez prostą.

Mówiąc o rzucie i stopniowaniu prostej poznaliśmy już taki punkt mający cechę 0, w którym prosta przebija poziom zerowy. Nazwaliśmy go śladem prostej. Obecnie uogólniamy to zagadnienie, szukając punktu przebicia prostej czyli jej śladu na dowolnej płaszczyźnie.

Jeżeli dana płaszczyzna jest poziomą, czyli warstwą o cesze okrągłej to prosta dana przecina ją w punkcie o tej samej cesze. Do tego punktu dochodzimy stopniowaniem prostej.




Jeżeli dana płaszczyzna jest rzucającą, to punkt przecięcia rzuca się w ślad tej płaszczyzny. Cechę jego wyznaczamy oceniając przeciętą część między sąsiednimi cechami prostej.

Rozważmy teraz położenie ogólne w którym dana płaszczyzna i dana prosta są nachylone do poziomu. Skoro punkt przecięcia jest jedynym punktem wspólnym dla płaszczyzny i prostej w takim razie musi leżeć na takiej krawędzi płaszczyzny, która się przecina z daną prostą. Wynika z tego, iż przez prostą należy przesunąć pomocniczą płaszczyznę, która przecina się z daną płaszczyzną wedle krawędzi.

Takich pomocniczych płaszczyzn jest nieskończenie wiele. Wybierzemy z pomiędzy nich taką, której warstwice przecinają się w zakresie rzutorysu z warstwicami danej płaszczyzny.
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Na rzutorysie 44 daną jest płaszczyzna I i przebijająca prosta a. Przez punkty prostej a przesunięte są warstwice pomocniczej płaszczyzny II. Obie płaszczyzny I i II przecinają się wzdłuż krawędzi k która przecina prostą a w szukanym punkcie przebicia A. Ten punkt rozdziela prostą a na część widoczną, która wznosi się nad płaszcznę I i na część niewidoczną będącą pod płaszczyzną. Część widoczna, przedstawiona rysem ciągłym, ma cechy wyższe niż będące pod nią warstwice płaszczyzny I.

Niechaj będzie danym wielokąt. A,B,C,D i E i prosta a, której punktu przebicia z wielokątem szukamy. Wszyst




kie wierzchołki wielokąta mamy dane w rzucie / rzut.45./ lecz tylko trzy z nich to jest A, B i E mają określone wzniesienia, ponieważ pierwsze trzy punkty już wyznaczają płaszczyznę wielokąta, przeto cechy punktów C i D dadzą się określić.
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W tym celu stopniujemy prostą BE i znajdujemy na niej punkt F0 . Ten połączony z punktem Ao wyznacza ślad płaszczyzny, równolegle do której przez punkt E1 kreślimy warstwicę 1. Obie warstwice 0 i 1 wystarczają dla wykreślenia linii spadu i wyznaczają na niej moduł płaszczyzny wielokąta, którym linię spadu stopniujemy. Prowadząc teraz przez punkty G i D proste równoległe do warstwie o cechach okrągłych możemy określić wartości ich przecięć z linią spadu, a tym samym cechy punktów C i D.

Przez zestopniowaną prostą a przesuwamy teraz płaszczyznę pomocniczą II i wyznaczamy jej krawędź przecięcia k z płaszczyzną wielokąta. Ta krawędź przecina prostą a w punkcie K przebicia prostej a z płaszczyzną I.




Mogą teraz zajść trzy wypadki : 1/ punkt K jest poza wielokątem. t.zn., iż prosta a mija wielokąt. 2/ Punkt K jest na obwodzie wielokąta. Wówczas prosta a dotyka tegoż. 3/ Punkt K jest na polu wielokąta. Ten trzeci wypadek zachodzi na rzutorysie ; Prosta a wielokąt przebija. Z położenia wielokąta wobec prostej rozdzielonej punktem przebicia A poznajemy, iż lewa część prostej mająca wyższe cechy niż lewa część wielokąta wznosi się nad nim i jest dla patrzącego widoczna.




Przecięcie wielokąta z wielokątem / rzut.46./
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Na płaszczyźnie I leży czworokąt A1 B2 C4 D3 zaś na płaszczyźnie II leży trójkąt E F1 G6. Należy wykreślić ich linię przecięcia.

Wyznaczamy krawędź płaszczyzn I i II. Przecina ona bok B C czworokąta w punkcie H, który jest miejscem przebicia tego boku z płaszczyzną trójkąta. Ta krawędź przecina również bok E G trójkąta w punkcie I który jest miejscem przebicia tego boku z płaszczyzną czworokąta. Odcinek H I wspólny obu figurom stanowi linię przecięcia się danych figur. Ponieważ żadna figura nie przecina nawskroś drugiej, lecz jedna zazębia się z drugą przeto w takim przypadku położeń mówimy o przecinaniu niezupełnym. Widoczność, względnie niewidoczność poszczególnych boków roztrzygamy na podstawie rozważań położenia i wartości cech w obu figurach.
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Wyznaczenie punktu przecięcia prostej z płaszczyną za pomocą kładu /rzut.47/.

Sposób ten jest wygodny, gdy rzut a’ prostej przecinającej jest równoległy do rzutu s’ linii spadu płaszczyzny I. Przesuwamy przez prostą a płaszczyznę rzucającą Z, której ślad Z' schodzi się z rzutem a' prostej. Wyznaczamy kład /k/ krawędzi, wedle której ta płaszczyzna rzucająca przecina się z płaszczyzną daną. Ten kład zchodzi się z kładem linii spadu s. Następnie wykreślamy kład prostej a i otrzymujemy w kładzie punkt przebicia G, którego rzut jest na rzucie prostej a.



Wykreślenie prostej spełniającej trzy warunki położenia.


Dane są swymi rzutami następujące trzy utwory : punkt A prosta a i płaszczyzna I. /rzut.48./. Należy wyznaczyć prostą b która ma przejść przez punkt A, przeciąć prostą a i być równoległą do płaszczyzny I,
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1/ Sposób: jeżeli prosta ma być równoległą do płaszczyzny I i przejść przez punkt A to musi leżeć na płaszczyźnie przesuniętej przez A równolegle do płaszczyzny I. Taką jest płaszczyzna II. Ta płaszczyzna przecina prostą daną a w punkcie B, który znajdujemy prowadząc przez prostą a płaszczyznę pomocniczą III i wyznaczając krawędź k płaszczyzn II i III. Łączymy teraz punkty A i B. Prosta łącząca A i B jest wynikiem spełniającym dane trzy warunki.
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Sposób 2/. /rzut.49./. Prosta szukana musi leżeć na płaszczyźnie II przesuniętej przez punkt A5 i prostą Najłatwiej znajdujemy taką płaszczyznę prowadząc przez A5 i punkt 5 prostej warstwicy 5 a przez inne punkty prostej a dalsze warstwice do A5',5 równoległe. Przesuwamy teraz przez punkt A płaszczyznę III równoległą do danej płaszczyzny I. Krawędź k płaszczyzn II i III jest żądaną prostą.



Prostopadłość prostych i płaszczyzn.

Dwie proste prostopadłe do siebie nie mają w ogólności rzutów do siebie prostopadłych. Kąt prosty, który one tworzą, ma bowiem ramiona nachylone względem poziomu. Rzut tych ramion na poziom może przedstawiać zależnie od nachylenia prostej różne kąty począwszy od 0o aż do 180°.

Zbadamy teraz wypadek, gdy z dwóch prostych prostopadłych do siebie a i b danych w przestrzeni jedna jest zarazem równoległą do płaszczyzny rzutów. Powiadamy, że rzuty takich prostych są do siebie prostopadłe /pogl.11./

Niechaj dwie proste prostopadłe do siebie a i b tworzą kąt prosty o wierzchołku A i niechaj ramię a tego kąta będzie równoległe do poziomu, podczas gdy ramię b nie jest równoległe. Otóż a' A’ b' przedstawia rzut tego kąta na poziom zerowy.


Mamy udowodnić, że a’ A’ i b’ przedstawia kąt prosty.




Ramię a równoległe do poziomu jest prostopadłe do promienia A A’. Lecz ramię to jest również prostopadłe do ramienia b przeto jest prostopadłe do płaszczyzny bb' AA’ rzucającej na poziom ramię b. Zważmy także, iż ramię a będąc równoległym do poziomu, jest równoległym do swego rzutu a’ więc ten rzut a’ jest również prostopadłym do płaszczyzny rzucającej bb' AA’. Lecz w tej płaszczyźnie rzucającej leży b’, z czego wynika, że ramię a’ jest prostopadłe do ramienia b’ czyli, że kąt a' A’ b' jest kątem prostym. Udowodniliśmy więc twierdzenie :

Rzuty dwóch prostopadłych są względem siebie prostopadłe gdy przynajmniej jedna z tych prostych jest równoległą do płaszczyzny rzutów. Z tego twierdzenia zrobimy częsty użytek w zagadnieniach dotyczących prostopadłości.
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Rozumie się, że gdy obie prostopadłe są zarazem równoległe do płaszczyzny rzutów, to ich rzuty są do siebie prostopadłe. Wszak płaszczyzna prostych i płaszczyzna rzutów są wówczas do siebie równoległe.




Prosta prostopadła do płaszczyzny.

Gdy prosta dana w przestrzeni jest prostopadłą do pewnej płaszczyzny, to jest prostopadłą do wszystkich prostych tej płaszczyzny, bez względu na to, czy się z nimi przecina, czy nie® Jest ona bowiem prostopadłą do pęku prostych płaszczyzny, które przechodzą przez jej punkt przebicia z płaszczyzną. Każda zaś prosta płaszczyzny jest równoległą do pewnej prostej tego pęku. Wiemy, że na płaszczyźnie istnieją warstwice jako układ prostych poziomych do siebie równoległych. Dana prosta prostopadła do płaszczyzny jest więc prostopadłą do tych warstwie. Skoro zaś one są poziome, to każda z nich przedstawia wraz z daną prostą kąt prosty o ramienia równoległym do poziomu. Otóż zgodnie z poprzednim twierdzeniem, musi rzut prostej prostopadłej być prostopadłym do rzutów warstwie.

Przedstawiając płaszczyznę za pomocą jednej z jej linii spadu wiemy, iż rzut tej linii jest także prostopadłym do rzutu warstwie. Wynika z tego, że rzut prostej prostopadłej jest równoległym do rzutu linii spadu. Jeżeli zaś przez linię spadu i przez prostą prostopadłą a do płaszczyzny pomyślimy sobie przesuniętą płaszczyznę rzucającą, to rzut prostej prostopadłej padnie w rzut linii spadu, gdyż oba te rzuty padną w ślad płaszczyzny rzucającej.

Na poglądzie 12 prosta a jest prostopadłą do płaszczyzny I a tym samym do jej linii spadu s przesuniętej przez punkt przebicia A prostej z płaszczyzną. Ponieważ proste a i s leżą w płaszczyźnie rzucającej, przeto ich rzuty a’ s’ padają na siebie w poziomie zerowym. Łatwo jednak wyobrazić sobie przyjęcie linii spadu na prawo lub lewo od wyrysowanej, by rzuty s’ a' okazały się równoległe.

Zapytajmy obecnie, w jakim stosunku jest moduł prostej prostopadłej a do modułu płaszczyzny czyli do modułu jej linii spadu.

Spójrzmy na trójkąt prostokątny powstający z dwóch przyprostokątni, którymi są prosta prostopadła a i linia spadu s oraz z przeciwprostokątni na której są również moduły : m linii spadu i n prostej prostopadłej.




Widzimy, że warstwice 1, 2 rozdzielają ten trójkąt tworząc trójkąty podobne. Jednym z nich jest trójkąt szczytowy 2A2, którego podstawa składa się z modułów m i n a wysokość równa się jednostce wzniesienia.
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Z planimetrii wiemy, iż wysokość w trójkącie prostokątnym jest średnią geometryczną dla obu odcinków przeciw-prostokątni. Tutaj więc mamy : mn = l2 z czego m = 1/n i n = 1/m co powiada, że moduł prostej prostopadłej do płaszczyzny jest odwrotnością modułu linii spadu tej płaszczyzny i odwrotnie. Liczbowo, jeżeli m = 2 to n = 1/2, jeżeli m = 2/3 to n = 3/2, jeżeli m = 0.4 to n =10/4= =2.2 i t.d.

Zbadajmy teraz kierunki wzrostu cech przy punktach prostej i punktach linii spadu. Spójrzmy na ich rzuty zchodzące się naprzeciw prostokątni a’s'. Widzimy, że cechy prostej rosną w kierunku od lewej ku prawej, zaś cechy linii spadu rosną w kierunku od prawej ku lewej.




W ten sposób dochodzimy do trzech twierdzeń, które jako warunki konstrukcji spełniają się w rzutach cechowanych, gdy mamy dane prostą i płaszczyznę wzajemnie prostopadłe :

1/ Rzut prostej i rzut linii spadu płaszczyzny są do siebie równoległe /względnie padają na siebie/.

2/ Moduły prostej i linii spadu są wzajemnie odwrotnościami.

3/ Wartości cech na rzutach punktów prostej i rzutach linii spadu rosną w kierunkach przeciwnych.
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Graficzne wyznaczanie modułu dla prostej prostopadłej do płaszczyzny gdy moduł linii spadu płaszczyzny jest dany lub odwrotnie. /rzut.50/.

Kreślimy podstawę c trójkąta prostokątnego i jego wysokość w. Od podstawy wysokości odcinamy jedną lub wygodniej, bo dokładniej, dwie lub cztery jednostki wzniesienia /skala musi być daną./ Na podstawie od początku wysokości w jedną stronę /na rzutorysie w prawo/ odcinamy znane nam moduły linii spadu /czy prostej prostopadłej/ w takiej ilości, w jakiej przyjęliśmy jednostki wzniesienia. Krańcowy punkt łączymy ze szczytem wzniesienia na wysokości. Do tej prostej łączącej b kreślimy w szczycie wzniesień prostą prostopadłą a , która przecina podstawę po drugiej stronie w krańcowym punkcie szukanych modułów prostej /czy linii spadu/. Ten odcinek modułów szukanych dzielimy na tę samą ilość części ile wzięto modułów danych. Jedna część tego podziału jest szukanym modułem prostej prostopadłej czy też linii spadu. Im większy trójkąt wypada tym dokładniej można wyznaczyć szukany moduł. Dlatego wskazanym jest budować go z kilku i to parzystych / 2 lub 4 lub 8/ jednostek wysokości, by móc również na parzystą ilość dzielić odcinek modułów szukanych. Trójkąt prostokątny można budować na boku rzutorysu lub też odrazu na rzucie danej linii spadu /czy prostej prostopadłej/ stosując się do jej modułu. Odcinek modułów znalezionych stopniujemy w kierunku przeciwnym do wzrostu cech modułów danych przy czym rzut najwyższego punktu wzniesienia jest wspólnie ważnym dla modułów danych i znalezionych. Łatwo pojąć, że w wyrysowanym trójkącie prostokątnym obie przyprostokątnie b i a są kładami linii spadu i prostej prostopadłej.
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Zagadnienie 1/. Z punktu w przestrzeni poprowadzić prostą prostopadłą do płaszczyzny danej, /rzut. 51./.

Niech będzie danym punkt A5 i płaszczyzna I swą linią spadu. Przez A5' prowadzimy rzut prostej równolegle do rzutu linii spadu. Należy znaleźć moduł prostopadłości i zestopniować ten rzut. Zbudujmy na boku trójkąt prostokątny o wysokości n.p.2 jednostek zmierzonych na skali. Na podstawie trójkąta od początku 2’ wysokości odmierzymy dwa moduły linii spadu i punkt końcowy P połączmy z wierzchołkiem. W tym wierzchołku /2/ wyrysujemy prostą prostopadłą do poprzedniej przyprostokątni. Ta przecina podstawę trójkąta w punkcie końcowym 0. Dzieląc teraz odcinek 2’0 podstawy na dwie części otrzymujemy moduł prostej prostopadłej. Odcinamy go na rzucie prostej począwszy od danego punktu A5 i nawiązując do cechy 5 znaczymy dalsze cechy w kierunku przeciwnym do wzrostu cech na linii spadu.




Zagadnienie 2/. Przez punkt w przestrzeni przesunąć płaszczyznę prosto padłą do prostej danej./rzut.52./.
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Mając prostą a zestopniowaną i punkt B8 w przestrzeni poprowadzimy przez niego rzut warstwicy 8 prostopadle do rzutu prostej a . Wiedząc, że te warstwica będzie należała do szukanej płaszczyzny, poprowadzimy gdziekolwiek rzut linii spadu prostopadle do rzutu warstwicy, a tym samym równolegle do rzutu danej prostej. Należy znaleźć moduł prostopadłości dla tej linii spadu. Potrzebny trójkąt prostokątny możemy tak zbudować, by jego podstawa schodziły się z rzutem prostej danej. Wysokość niech wychodzi z punktu n.p.4, odmierzmy na wysokości 4 jednostki wzięte ze skali i punkt wierzchołka 4 połączmy z punktem 0 prostej  a.




Po tak otrzymanej prostokątni wyrysujemy w wierzchołku 4 prostopadłą przecinającą podstawę trójkąta w punkcie 0. Odcinek 4 0 podzielmy na 4 części otrzymujemy moduły prostopadłości, które przenosimy na rzut linii spadu odmierzając je od warstwicy 8. Punkty uzyskane znaczymy nawiązując do 8 cechymi malejącymi w kierunku przeciwnym zmniejszaniu się cech na prostej a.

Tak samo rozwiązuje się powyższe zagadnienie jeżeli punkt B8 danym jest nie w przestrzeni lecz na prostej a. Wówczas punkt B jest punktem przebicia prostej a z żądaną płaszczyzną prostopadłą do prostej a. Mówimy także iż jest spodkiem prostej a na płaszczyźnie prostopadłej.

Zagadnienie 3/. Z punktu w przestrzeni poprowadzić prostą prostopadłą do prostej danej i przecinającą się z nią.

Zagadnienia tego nie można rozwiązać bezpośrednio, lecz trzeba użyć konstrukcji pomocniczej. Mianowicie : przeprowadzamy przez punkt w przestrzeni płaszczyznę prostopadłą do danej prostej. /Zagadnienie poprzednie/. Ta płaszczyzna jest miejscem geometrycznym całego pęku prostych prostopadłych do danej prostej w przestrzeni, a przechodzącej przez punkt dany. W tym pęku musimy znaleźć tę Jedyną prostą, która przecina się z prostą daną. W tym celu wyznaczamy punkt przebicia prostej danej z pomocniczą płaszczyzną prostopadłą.Ten punkt przebicia łączymy z punktem danym. Prosta łącząca jest rozwiązaniem zagadnienia. /rzut.53./.
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Na rzutorysie 53 są dane A1 jako punkt w przestrzeni i prosta B0 zestopniowana. Postępując tak samo jak w rzutorysie 52 wyznaczamy pomocniczą płaszczyznę I prostopadłą do prostej b i przechodzącą przez punkt A. Następnie znajdujemy punkt przebicia B prostej b z płaszczyzną I. W tym celu tak jak na rzutorysie 44 przesuwamy przez prostą b płaszczyznę dowolną II i wyznaczamy krawądź k płaszczyzn I i II. Rozwiązaniem jest prosta A B. Leży ona na płaszczyźnie prostopadłej I a tym samym na wartwice tejże płaszczyzny wyznaczają jej moduł i cechy nawiązane do cech punktów A i B. W zagadnieniu tym mogą zachodzić położenia szczególne danej prostej b . Jeżeli ona jest pionową, to szukana prosta będzie poziomą o tym samym wzniesieniu co punkt dany.

Jeżeli zaś dana prosta b jest poziomą to szukana prostopadła leży w płaszczyźnie rzucającej przesuniętej przez punkt dany prostopadle do prostej b , zaś punkt B ma cechę prostej b.

Zagadnienie 4/. Dana jest prosta w przestrzeni a i płaszczyzna I. Przesunąć przez prostą a płaszczyznę II prostopadłą do płaszczyzny I . /rzut.54/.

Płaszczyzna jest prostopadłą do danej płaszczyzny, jeżeli przechodzi przez prostą prostopadłą do płaszczyzny. Z tego twierdzenia udowodnionego w nauce stereometrii wynika rozwiązanie.

Na prostej danej a obieramy punkt A i z niego kreślimy rzut prostej b, prostopadłą do płaszczyzny I.




która ma być prostopadłą do płaszczyzny I . Narysowany rzut b’ jest równoległy do rzutu linii spadu i należy go zestopniować modułem prostopadłości. Trójkąt prostokątny możemy oprzeć o dany rzut linii spadu płaszczyzny Io i uzyskawszy moduł prostopadłości P 0 stpniujemy nim prostą b’ dając jej cechy odwrotnie rosnące wobec cech płaszczyzny I. Obie proste a i b jako proste przecinające się w punkcie A wyznaczają rządaną płaszczyznę II. Łącząc punkty o równych cechach na tych dwóch prostych uzyskujemy najpierw jej warstwice 0, 1, 2, 3, a następnie kreślimy linię spadu II.

Zagadnienie powyższe może brzmieć również : Dana jest płaszczyzna I i prosta a na niej leżąca. Przesunąć przez prostą a płaszczyznę
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Konstrukcja pozostaje ta sama. Prosta dana a staje się zarazem krawędzią przecięcia się płaszczyzny danej z płaszczyzną znalezioną.

Zagadnienie 5/. Na płaszczyźnie I dany jest punkt A4 zaś w przestrzeni daną jest prosta b. Przeprowadzić przez punkt A taką prostą, która leżąc na płaszczyźnie I jest prostopadłą do danej prostej b.
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Miejscem geometrycznym wszystkich prostych prostopadłych do prostej b, a przechodzących przez A jest płaszczyzna prostopadła do prostej b przechodząca przez punkt A. Taką jest płaszczyzna II. /rzut.55/. o rzucie linii spadu równoległym do rzutu prostej b i module prostopadłości P 0 znalezionym na trójkącie prostokątnym /narysowanym z boku/. Moduł P 0 jest odwrotnością modułu prostej b. Stopniujemy nim rzut linii spadu płaszczyzny II począwszy od warstwicy 4 punktu danego A4. Otrzymanym punktom dajemy cechy malejące 3’ 2’ w tym kierunku, w którym na prostej b’ cechy 0,2’, 4’, 6' , rosną, a więc odwrotnie. Na tej płaszczyźnie II musi leżeć żądana prosta przechodząca przez A. Równocześnie musi ona leżeć na danej płaszczyźnie I. Zatem jest ona krawędzią płaszczyzn I i II powstałą z przecięcia się równych warstwic tych płaszczyzn. Tę krawędź oznaczono w rzutorysie przez k.




Należy zauważyć, że proste b i k prostopadle do siebie nie przecinają się jednak lecz są względem siebie zwichrzone. Mamy tu do czynienia z prostopadłością w przestrzeni. Otóż obie proste są prostopadłe w przestrzeni jeżeli jedna z nich leży na płaszczyźnie prostopadłej do drugiej prostej.




Można jeszcze zapytać w jaki sposób poznać prostopadłość dwóch płaszczyzn względem siebie, skoro w położeniach ogólnych ani ich warstwice, ani ich linie spadu nie są do siebie prostopadłe. Odpowiadamy : Dwie płaszczyzny są względem siebie prostopadłe, jeżeli na jednej z nich leży prosta prostopadła do drugiej płaszczyzny./rzut.54./.

Obroty i kłady.

Niechaj utwór geometryczny obraca się około linii prostej jako osi obrotu. Wówczas każdy punkt utworu zakreśla koło leżące w płaszczyźnie prostopadłej do osi obrotu, która przebija płaszczyznę obrotu w środku koła. Koło ma promień równy odległości obracającego sie punktu od osi. Gdy obracają się równocześnie dwa punkty, to tym samym obraca się prosta wyznaczona tymi punktami. Podobnie obraca się płaszczyzna, jeżeli obracają się trzy punkty, które ją wyznaczają.

Obrót może być zupełny, gdy punkty utworu zakreślają pełne koła lub też o pewien kąt albo do określonego położenia n.p. do równoległości względem poziomu.

1/. Obrót prostej około osi pionowej.

Niech będzie daną prosta a zestopniowana i pionowa oś obrotu z, oraz kierunek obrotu w prawo /rzut.56./. Należy obrócić prostą o kąt równy 90° i wyznaczyć jej rzut po obrocie.
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Każdy punkt prostej zakreśla ćwierć obwodu koła poziomego o promieniu równym odległości tegoż punktu od osi obrotu. Wśród tych kół jest jedno o promieniu najmniejszym . Ten promień leży w płaszczyźnie rzucającej prostopadłej do rzutu prostej i przechodzącej przez oś obrotu. To najmniejsze koło i jego promień stykają się z prostą w punkcie A. Ta styczność nie zmienia się podczas obrotu. Wystarczy zatem wykreślić drugie położenie promienia Az po obrocie o 90°, by wyrysować następnie nowy rzut prostej stycznej do owego koła w punkcie obróconym A. Inne punkty prostej n.p. 0 lub 5 obrócą się do położeń 01 i 51.




2/ Obrót płaszczyzny około osi pionowej.

Daną jest płaszczyzna wyznaczona rzutami warstwie i rzutem linii spadu oraz pionowa oś obrotu z. Należy obrócić płaszczyznę o kąt równy 60° /rzut.57./.




Każda z warstwic płaszczyzny zakreśla łuk równy 60°. Łuk ten ma promień równy odległości warstwicy od osi obrotu. Spad płaszczyzny a tym samym jej moduł pozostaną niezmienne.
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Kłady.

Najczęściej zachodzi potrzeba wykonywania obrotów około warstwie, a więc osi poziomych o takie kąty, aby utwory legły na poziomie. Wówczas przedstawiają się one w kształtach istotnych, a ich wymiary, po powiększeniu wymaganym przez skalę, są rzeczywiste. Takie nowe położenia nazywamy kładami.

Kład punktu będącego na płaszczyźnie nachylonej.

Niechaj na płaszczyźnie nachylonej do poziomu pod kątem △ /pogl.13./ będzie danym punkt A o rzucie A' na poziomie P. Chciejmy wykonać kład tego punktu na poziom P.
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Osią obrotu jest warstwica 0, wedle której płaszczyzna I przecina się z poziomem P. Promieniem obrotu jest odcinek 0A ętanowiący odległość punktu A od osi obrotu. Środkiem obrotu jest punkt 0. Zakreślamy promieniem 0A łuk ł aż do przecięcia się z poziomem, to otrzymujemy punkt A w kładzie oznaczonym przez /A/.

Rozważmy teraz związki zachodzące pomiędzy długościami wyznaczającymi kład.

Otóż mamy do czynienia z trójkątem prostokątnym OAA’. Jedną przyprostokątną jest promień rzucający AA’ równy wzniesieniu punktu A nad poziom P. Drugą przyprostokątnią jest odległość rzutu A' od środka obrotu 0. Gdy są dane te dwie przyprostokątnie można zawsze wyznaczyć odcinek 0/A/ równy przeciwprostokątni 0A. Otrzymujemy więc sposób wykonywania kładu punktu na poziom. Sposób ten jest budową trójkąta prostokątnego z dwóch jego części składowych. Wiemy z nauki planimetrii, że mogą być cztery przypadki takiej budowy, wynikające z 4 przypadków przystawania trójkątów prostokątnych.




W przypadku szukania kładu punktu rozchodzi się o budowę przeciwprostokątni gdy dane są obie przyprostokątnie. Należy więc z rzutu punktu A’ poprowadzić prostą prostopadłą do osi obrotu i wyznaczyć punkt przecięcia 0. Odcinek OA będzie pierwszą przyprostokątnią. W rzucie A’ należy zbudować drugą przyprostokątnię równą wzniesieniu punktu A nad poziomem. Jest to długość dana cechą punktu A gdy poziom jest zerowy. Jeżeli poziom ma inną cechę niż zero, to długość AA’ jest różnicą pomiędzy cechą punktu A, a cechą poziomu. Dla tych dwóch przyprostokątni rysujemy przeciwprostokątnię /rzut.58/ która odcięta od środka obrotu 0 na ciągu pierwszej przyprostokątni wyznacza kład punktu/A/. Jasnym jest , że odcinki dane i szukany zależą od kąta △ który jest kątem nachylenia płaszczyzny punktu A do poziomu.
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Jeżeli łuk obrotu zwrócimy w przeciwną stronę /rzut.59/. to otrzymamy kład [A] na przeciwnym ciągu prostej 0A'.

Kątem obrotu będzie wówczas kąt spełniający /180° - △ /.

Sposób ten ma zastosowanie częste, gdyż rozchodzi się o to, aby kład figury nie gmatwał się z jej rzutem.

Kład płaszczyzny.

Płaszczyzna I nachylona do poziomu pod kątem △ niech będzie daną rzutem linii spadu s' i rzutami warstwic. Chcemy wykonać jej kład na poziom o wartości 3/rzut.60./.

Osią obrotu będzie warstwica 3. Obieramy punkt o innej wartości n.p. 5 leżący na linii spadu. Kładziemy go na poziom 3. Odległość rzutu 5’ od 3' stanowi pierwszą przyprostokątnię, która pada w rzut /ciąg grubszy/linii spadu. Druga przyprostokątnia jest wzniesieniem punktu 5 nad poziomem 3, a więc jej długość wzięta ze skali wynosi 5 - 3 = 2 jednostki. Budujemy tę drugą przyprostokątnię w punkcie 5' prostopadle do rzutu linii spadu i odcinamy na niej dwie jednostki otrzymując punkt 51. Środkiem obrotu jest punkt 3’ na osi obrotu. Łącząc 51 z 3' otrzymujemy przeciwprostokątnię będącą promieniem obrotu. Zakreśliwszy łuk promieniem 3’5, otrzymujemy na ciągu linii spadu kłady /5/ a także po stronie przeciwległej przy obrocie o 180° - △. Obieramy ten drugi punkt jako wygodniejszy dla dalszej konstrukcji, przy czym zważmy, że ciąg linii spadu jest już nie tylko w rzucie lecz i w kładzie i zwróćmy uwagę na ciąg tego kładu narysowany na prawo od osi obrotu 3.
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Wyznaczyliśmy tu kład punktu [5] przez który przechodzi kład warstwicy 5. Chcąc mieć kłady innych warstwic społówmy odcinek 3,/5/, otrzymamy punkt [4] dla kładu warstwicy 4. W odległościach równych odcinkowi [4] [5] są kłady dalszych warstwie, a więc warstwicy 6,7 i t.d. a tym samym mamy wyznaczony kład płaszczyzny przy obrocie o kąt 180° - △ .

Niechaj na tej samej płaszczyźnie będzie danym punkt A55. Rzut jego leży oczywiście na rzucie warstwicy 5.5'. Wiemy, iż kład Jego będzie na prostej prostopadłej do osi obrotu, którą rysujemy. Należy wyznaczyć kład warstwicy 5.5. Możemy ją wprost wyznaczyć między kładami warstwic 5 i 6, połowiąc odleg. między [5] i [6] lecz możemy ją także wykreślić łukiem obrotu kątów △ i 180° - △ . Otóż rzut warstwicy 5.5’ przecina się z przeciwprostokątnią 3.51 w punkcie B5.5. Przez ten punkt przechodzi łuk obrotu wyznaczający na kładzie linii spadu równocześnie dwa kłady warstwic 5.5. Mianowicie kład /5.5/ nowstaje przy obrocie o kąt A zaś kład [5.5] powstaje przy obrocie o 180° - △ . W przecięciu się kładów tych warstwic z ciągiem przyprostokątni poprowadzonej z A’ prostopadle do osi obrotu otrzymujemy kład /A/ i także po drugiej stronie obrotu kład [A].




Kład trójkąta.

Niechaj będzie danym rzut trójkąta o wierzchołkach A5, B2 , C1.6 leżącego na płaszczyźnie nachylonej. Wyznaczając kład tej płaszczyzny, wyznaczymy równocześnie kład trójkąta /rzut.61./.

Obracamy płaszczyznę tak aby padła na poziom zerowy. Osią obrotu jest ślad płaszczyzny /warstwica 0/. Środkiem obrotu jest punkt 0 na linii spadu. Dla wyznaczenia promienia obrotu budujemy trójkąt prostokątny. Wystarczy, jeżeli na rzucie warstwicy 1 odetniemy jednostkę wzniesienia wziętą ze skali i połączymy jej punkt końcowy I ze środkiem obrotu 0. Otrzymujemy trójkącik prostokątny /zacieniowany/ o przyprostokątniach 0l' i 1’I gdzie przeciwprostokątnia 0/1/ jest promieniem obrotu wyznaczającym w punkcie /1/ kład warstwicy 1. Odcinek 0/1/ na kładzie linii spadu jest odległością warstwic w kładzie. Tą odległością dzielimy kład linii spadu /s/ otrzymując punkty /2/ i /5/ skąd wychodzą kłady warstwic mieszczących w sobie kłady /B/ i /A/ wierzchołków trójkąta. Znajdziemy te punkty kreśląc z A’ i B’ promienie prostopadłe do osi obrotu. Pozostaje do wyznaczenia kład punktu C leżącego na warstwicy 1.6. Rzut tej warstwicy,przecina przeciwprostokątnię trójkącika obrotu w punkcie II, który obrócony łukiem o promieniu 0 II wyznacza na kładzie linii spadu kład /1.6/. skąd kreślimy kład warstwicy 1.6 i wyznaczamy /C/. Łącząc/A/ z /B/ i /C/ mamy kład trójkąta.




Powinowactwo rzutu i kładu. /rzut. 61./
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Pomiędzy rzutem trójkąta i jego kładem zachodzi pewien związek linijny uwarunkowany osią obrotu i równoległością prostych łączących rzuty i kłady tych samych punktów.

Oś obrotu o, jako krawędź płaszczyzny trójkąta i poziomu na który pada kład, jest jedyną prostą wspólną dla tej płaszczyzny i tego poziomu. Tym samym jest ona miejscem geometrycznym punktów będących w rzucie i kładzie. Przedłużając do przecięcia się z nią rzuty boków trójkąta otrzymujemy punkty P, Q, R będące równocześnie rzutami i kładami. Skoro one są kładami na prostych AB, AC, i BC to muszą przechodzić przez nie kłady tych prostych. Otrzymujemy więc pierwszą własność dla figur rzutu i kładu :




Prosta w rzucie i kładzie ma jeden punkt będący rzutem i kładem na osi obrotu.

Zważmy także, iż proste A’/A/ i B’/B/ i C’/C/ łączące rzut i kład punktu są równoległe względem siebie czyli mają ten sam kierunek. To jest drugą własnością rzutu i kładu.

Te dwie własności stanowią związek zwany powinowactwem.

W powinowactwie zatem :

1/ rzut i kład tej samej prostej przecinają się w jednym punkcie na osi obrotu.

2/ odpowiednie punkty rzutu i kładu leżą na prostych do siebie równoległych. Można powiedzieć, że mając ten sam kierunek, przechodzą przez jeden punkt w nieskończenie wielkiej odległości.

Oś obrotu zowiemy osią powinowactwa.

Kierunek prostych równoległych jest kierunkiem powinowactwa. Na nim w nieskończenie wielkiej odległości jest środek powinowactwa.

Rozważając teraz rzut i kład trójkąta na rzutorysie 61.widzimy, że wystarczy wyznaczyć jeden punkt nap. A w kładzie za pomocą wykreślenia kładu warstwicy 5. Dalsze punkty i proste kładu można znaleść przy pomocy powinowactwa, łącząc punkty P i Q z kładem /A/. Mając także n.p. punkt /B/ można wyznaczyć punkt /C/ za pomocą prostej /B/ — /R/ będącej w związku powinowactwa z rzutem B’C’R .

Podniesienie płaszczyzny z kładu.

Odwrotnym zagadnieniem, jak wyznaczenie kładu, jest wykreślenie rzutu płaszczyzny, gdy dany jej kład. Nazywamy to podniesieniem płaszczyzny z kładu, bowiem z położenia na poziomie przenosimy w przestrzeń jej punkty i proste.
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Niechaj /rzut.62./.kład płaszczyzny będzie danym kładami dwóch warstwie O i /1/. Przyjmując warstwicę O jako oś obrotu zamierzamy podnieść z kładu warstwicę 1 i wyznaczyć jej rzut po podniesieniu. Kreślimy kład linii spadu / s/ i jej rzut s’ będący dalszym ciągiem kładu. Na tym kładzie /s/ wystąpiła teraz odległość 0/1/ obu warstwic. Jest ona przeciwprostokątnią trójkąta prostokątnego obrotu. Do budowy tegoż trójkąta potrzeba jeszcze jednej części składowej to jest przyprostokątni. Będzie nią wzniesienie warstwicy 1 nad poziomem zerowym. To wzniesienie równe jednostce odmierzamy ze skali i odcinamy na osi obrotu jako długość 0I. Prowadzimy przez punkt I promień prostopadły do osi obrotu. Jest on w swej długości miejscem geometrycznym dla krańca przyprostokątni. 1. Obecnie przeciwprostokątnią 0/1/ zakreślamy z 0 łuk ł który przecina ów promień w dwóch punktach. Ij i I . Te punkty połączone z punktem 0 wyznaczają dwa trójkąty prostokątne obrotu. Jeden odpowiada obrotowi warstwicy 1 o kąt △ a drugi o kąt 180°- △ Przez te punkty I1 i I2 przechodzą w obu wypadkach rzuty warstwicy I. Z tych rzutów wybieramy wygodniejszy nam dla dalszej konstrukcji. Jeżeli chcemy uniknąć nakrywania się figur rzutu i kładu, to wybieramy rzut warstwicy dla obrotu o kąt 180° - △ padający po drugiej stronie osi obrotu, a więc przechodzący przez punkt I2. Odległość 1’0 rzutu warstwicy 1 od osi obrotu zmierzona na rzucie linii spadu jest modułem płaszczyzny podniesionej z kładu. Stopniując nim rzut linii spadu możemy wykreślić dowolnie wiele rzutów warstwie podniesionej płaszczyzny.

Zważmy, że gdyby odległość warstwie 0/1/ a więc długość przeciwprostokątni obrotu była równą jednostce wzniesienia to łuk obrotu ł zetknął by się z przeciwprostokątnią 01 na osi obrotu, czyli byłby kąt obrotu △ równy 90°.

Ten wypadek zachodzi, gdy w kładzie mamy daną płaszczyznę rzucającą dla której oś obrotu jest rzutem wszystkich jej warstwie, a moduł = 0.

Gdyby wreszcie odległość warstwie 0/1/ była mniejszą od jednostki to mielibyśmy do zbudowania trójkąt prostokątny o przeciwprostokątni mniejszej od przyprostokątni. Taki trójkąt nie istnieje. A zatem nie istnieje płaszczyzną, w której rzeczywista odległość warstwie byłaby krótsza, niż odległość ich wzniesień.

Podniesienie punktu z kładu.

Niech będzie danym kład punktu A4 na kładzie warstwicy 4 oraz warstwica 0 jako oś obrotu /rzut.63./. Mamy wyznaczyć rzut punktu A gdy on znajdzie się w przestrzeni po obrocie warstwicy 4 około warstwicy 0. Rysujemy przez /A/ promień prostopadły do tej warstwicy. Przecina on oś obrotu w punkcie 0, który jest środkiem obrotu. Wyobraźmy sobie płaszczyznę rzucającą, która przechodzi przez promień /A/0, to w niej leżeć będzie łuk obrotu punktu A. Tę płaszczyznę połóżmy na płaszczyźnie rysunku, aby ten łuk wykreślić. Jego promieniem jest odległość 0/A/ będąca przeciwprostokątnią trójkąta kładu. Jego przyprostokątnią będzie przyszłe wzniesienie punktu A wyznaczone cechą 4. Biorąc ze skali cztery jednostki długości odmierzamy je na osi obrotu począwszy od punktu 0 i przez punkt końcowy IV kreślimy promień prostopadły do osi obrotu. Wiemy, że ten promień jest miejscem geometrycznym krańca przyprostokątni wzniesienia. Następnie z punktu 0 kreślimy łuk promieniem przeciwprostokątni 0/A/ Ten łuk przecina promień prostopadły w punktach IV1' i IV2’ przez które przechodzą ramiona kątów 0IV1 i 0IV2 powstałych przez obroty o kąt A włględnie o 180° - △ . Przez te punkty kreślimy rzuty warstwic 4'. Przecinają one promień 0/A/ względnie jego przedłużenie w rzutach A’ i A1’ punktu A podniesionego przez obrót na wysokość 4. Z tych dwóch wyników wybieramy jeden wygodniejszy nam ze względu na dalszą konstrukcję.
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Rzut kwadratu z jego kładu.
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Niech będzie danym kład kwadratu A0,5 B1 C3.5 D3 na kładzie nachylonej płaszczyzny /rzut. 64./. Mamy wyznaczyć jego rzut po podniesieniu płaszczyzny.

Podniesienia płaszczyzny dokonamy za pomocą obrotu około jej śladu 0. Odmierzamy na tym śladzie począwszy od punktu 0 pewną ilość jednostek wzniesienia /na rzutorysie 3 jednostki/ i prowadzimy przez punkt końcowy 3 prostą prostopadłą do osi obrotu. Przeciwprostokątnią trójkąta obrotu jest odległość kładu wartwicy /3/ od osi obrotu. Nią, jako promieniem z punktu 0 zakreślamy łuk, który po obrocie /o kąt rozwarty 180° -△/ przecina prostą prostopadłą w punkcie III. Przez ten punkt przechodzi rzut warstwicy 3’ który przecina rzut linii spadu w punkcie 3'. Mając przeciwprostokątnię 0 III, dzielimy ją łukami 0/2/ i 0/1/ na trzy równe części, zaś przez punkty podziału I1 i II1 prowadzimy rzuty warstwic 2’ i 1’. Tym samym dokonaliśmy podniesienia płaszczyzny i wyznaczyliśmy rzuty podniesionych warstwic.

Przystępujemy do wykreślenia rzutu kwadratu. Dwa z jego wierzchołków to jest B1 i D3 oraz środek E2 leżą na warstwicach 1, 3 i 2 i wyznaczamy ich rzuty za pomocą promieni /1/1', /3/3' i /2/2’ prostopadłych do osi obrotu.




Łącząc rzuty tych punktów otrzymujemy rzut przekątni D E B.

W dalszym ciągu będzie nam pomocny związek powinowactwa między kładem, a rzutem kwadratu. I tak : kład przekątni D E B i jej rzut D’E’B’ mają wspólny punkt P na osi powinowactwa. Kierunek tegoż powinowactwa jest wyznaczony promieniami prostopadłymi do osi obrotu. Kład drugiej przekątni C E A przecina się z osią powinowactwa w punkcie Q, skąd wychodzi jej rzut A'E’C’. Podobnie kłady boków /A//B/ i /C//B/ przecinają oś powinowactwa w punktach R i S skąd wychodzą ich rzuty R'B' i S’B' wyznaczając rzuty wierzchołków A’ i C'.

Zważmy także, iż kwadrat jest równoległobokiem. Rzut jego musi być również równoległobokiem gdyż proste równoległe w przestrzeni /a więc i w kładzie/ mają rzuty równoległe. Tej równoległości nie zmieniają równoczesne obroty prostych równoległych.




Rzut koła z jego kładu. /rzut.65./.
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Mając dany kład płaszczyzny i na niej kład koła o środku /O/2.5  i punkcie obwodu  /A/4 wyznaczamy sposobem poznanym przeciwprostokątnię obrotu OT i rzuty warstwic. Aby wyznaczyć rzut środka /0/ koła z jego kładu wykreślamy kład jego warstwicy I 0 II. Odległością tej warstwicy od środka obrotu zakreślamy łuk ł, który przecina przeciwprostokątnię obrotu w punkcie 01. Przez ten punkt przechodzi rzut warstwicy 0’ , na którym leży rzut środka koła 0' i wierzchołki jego średnicy I' i II'. Punkty A, B, C, D mają swe rzuty na rzutach warstwic l’ i 4'. Dalsze punkty rzutu koła wyznaczamy przy pomocy powinowactwa. Połączmy w kładzie punkty I i III. Prosta łącząca przecina oś powinowactwa w punkcie P przez który przechodzi jej rzut PI’. Na tym rzucie leży III’. Odcinek O'III' jest rzutem promienia koła. Na jego przedłużeniu jest w tej samej odległości od 0’ rzut IV’ jako rzut punktu końcowego średnicy III’ 0’ IV’.

Jako rzut koła otrzymaliśmy elipsę, która jest w związku powinowactwa z kołem. Średnicy koła I II równoległej do osi powinowactwa odpowiada średnica elipsy I’II' . Ponieważ obie mają wspólny punkt na osi powinowactwa, a w tym przypadku punkt ten jest w nieskończonej odległości, przeto średnica I’II’ elipsy musi być równoległą do średnicy koła I II i do osi powinowactwa. Skutkiem tej równoległości, która przy obrocie jest także równoległością względem poziomu zerowego, rzut średnicy I’II' nie doznaje skrócenia. Zatem I II = I’II'. Ta jedyna średnica koła równoległa do osi powinowactwa wyznacza zatem najdłuższą średnicę elipsy, która jest jej osią wielką.

Średnica koła III IV jest w związku powinowactwa ze średnicą elipsy III’IV’ . Kąt nachylenia tej średnicy do poziomu jest równy kątowi nachylenia linii spadu, do której ta średnica jest równoległą. Tym samym kąt jej jest kątem nachylenia płaszczyzny o którym wiemy, iż jest z największym z kątów, jakie proste leżące na płaszczyźnie tworzą z poziomem. Ta średnica ma zatem na równi z linią spadu najmniejszy moduł. Dlatego długość jej rzutu musi być krótszą od rzutów wszystkich innych średnic koła. Ta średnica wyznacza więc oś małą elipsy. W punkcie B’ elipsy jest wykreślona styczna do tejże. Ta styczna jest w związku powinowactwa ze styczną koła w odpowiednim punkcie /B/. Obie mają wspólny punkt S na osi powinowactwa.

Kąty prostych i płaszczyzn.

Miejmy zagadnienie :

1/ Poprowadzić na płaszczyźnie prostą tworzącą na płaszczyźnie dany kąt z poziomem i przechodzącą przez dany punkt płaszczyzny.

Ponieważ prosta ma leżeć na płaszyźnie przeto punkty o cechach pewnych tej prostej muszą leżeć na warstwicach o takich samych cechach płaszczyzny, a moduł jej musi być odcinkiem mieszczącym się między rzutami dwóch warstwic różniących się o jednostkę wzniesienia. To jest pierwszy warunek.

Skoro prosta ma zamykać dany kąt nachylenia z poziomem to znanym jest jej spad, który równa się tangensowi danego kąta. Znając spad, znamy i moduł będący odwrotnością spadu. Zestopniowanie prostej tym modułem stanowi drugi warunek.
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Niechaj będzie daną płaszczyzna a na niej punkt A15 /rzut.66./. Przez ten punkt ma przechodzić prosta leżąca na tej płaszczyźnie, a tworząca z poziomem kąt α = 30° .

Zbudujmy na boku trójkąt prostokątny o kącie przy podstawie α = 30°. i przyprostokątni wzniesienia równej jednostce wziętej ze skali. Wówczas przekątnia podstawy jest modułem prostej. Ten moduł musimy umieścić między rzutem warstwicy punktu A15 a rzutem warstwicy o jednostkę niższej t.j. 14'. lub o jednostkę wyższej t.j. 16’. A więc promieniem równym modułowi prostej zakreślamy łuk z punktu A'15. Ten łuk przecina rzuty warstwic 14'  16' W punktach B’ i C' tudzież D'i E'. Otrzymujemy jako wyniki dwie proste, t.j. prostą B A D i prostą C A E. Obie spełniają warunki zagadnienia.




W przypadku tym moduł prostej okazał się dłuższym, niż moduł płaszczyzny dlatego otrzymaliśmy łuk przecinający rzut każdej warstwicy w dwóch punktach. Może jednak zajść przypadek, że moduł prostej będzie równym modułowi płaszczyz-




Wówczas łuk będzie stycznym do rzutu warstwicy i dwa wyniki zejdą się na jednej prostej przechodzącej przez punkt styczności łuku i warstwicy. Taka prosta ma równy kąt nachylenia do poziomu z płaszczyzną daną i jest jedną z jej linii spadu.

Jeżeli moduł prostej okaże się mniejszym niż moduł płaszczyzny czyli kąt nachylenia prostej będzie większy niż kąt płaszczyzny z poziomem, to łuk nie przetnie, ani nie dotknie warstwicy. Tym samym prostej wykreślić nie można. A więc na płaszczyźnie o pewnym kącie nachylenia do poziomu nie istnieją proste, których kąt nachylenia byłby większym.

Wnioski :

Na płaszczyźnie poziomej mogą istnieć tylko proste poziome.

Na płaszczyźnie pionowej mogą istnieć proste o wszelkich nachyleniach, począwszy od kąta 0 aż do kąta 90°.

Na płaszczyźnie o nachyleniu 45° istnieją proste o nachyleniach w zakresie 0° do 45°.

2/ Zagadnienie. Przez daną prostą A przesunąć płaszczyznę nachyloną pod danym kątem.
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Mając kąt pod którym szukana płaszczyzna ma być nachyloną do poziomu wyznaczamy moduł tej płaszczyzny. Ponieważ płaszczyzna ma przechodzić przez prostą daną, przeto przez punkty prostej o pewnych cechach muszą przechodzić warstwice szukanej płaszczyzny o tych samych cechach. Na rzutorysie 67 daną jest prosta a' zestopniowana i kąt płaszczyzny α = 60°. Wykreślamy na boku układ prostokątnych o kącie α = 60° i przyprostokątniach wzniesienia równych 1,2,3, jednostkom wziętym ze skali. Otrzymujemy przyprostokątnie podstaw, które są jedno-dwu-i trzykrotnym modułem szukanej płaszczyzny. Z punktu n.p. 13' na prostej a zakreślamy łuki promieniami trzech, dwóch i jednego modułu. Łuk o promieniu trzech modułów jest na poziomie o trzy jednostki niższym od punktu 13, a więc na poziomie 10. Otóż z punktu 10' prostej a kreślimy doń styczną, która jest warstwicą 10 żądanej płaszczyzny. Możliwe są dwie takie styczne, a więc wynikiem będą dwie płaszczyzny. Podobnie łuk o promieniu dwóch modułów jest na poziomie 13 - 2 = 11. Do niego zatem z punktu 11' prowadzimy dwie styczne będące warstwicami 11 szukanych płaszczyzn. Łuk o promieniu 1 modułu jest na poziomie 13-1 = 12. Do niego będą stycznymi warstwice z punktu 12’ prostej. Prowadząc teraz dwie proste równoległe do powyższych dwóch innych punktów prostej otrzymamy dowolną ilość warstwie i możemy wykreślić rzuty obu linii spadu. W przypadku powyższym moduł prostej niż moduł szukanej płaszczyzny, dlatego z każdego punktu prostej a wypadającego nazewnątrz łuku tegoż poziomu można było wykreślić po dwie warstwice i otrzymać dwie płaszczyzny.

Możliwym jest jednakże, iż moduł szukanej płaszczyzny okaże się równym modułowi prostej. Wówczas punkty prostej znajdą się na łukach tych samych poziomów. Przez każdy taki punkt styczności przejdzie tylko jedna warstwica styczna do łuku, Wynikiem więc będzie tylko jedna płaszczyzna dla której dana prosta będzie linią spadu. Ta równość modułów wynikająca z równości kątów będzie wskazówką, że w tym przypadku prosta dana i płaszczyzna szukana mają to same nachylenie do poziomu.

Gdyby wreszcie moduł szukanej płaszczyzny okazał się większym niż moduł danej prostej, to punkty prostej znalazłyby się wewnątrz odpowiednich łuków i określenie stycznych nie byłoby możliwe. Widzimy zatem, iż przez prostą nie można przeprowadzić płaszczyzn o kącie nachylenia mniejszym niż kąt prosty z poziomem. Wnioski :

Przez prostą prostopadłą do poziomu można poprowadzić tylko płaszczyznę prostopadłą do poziomu.

Przez prostą poziomą, a więc z poziomem kąt 0° można przesuwać pary płaszyzyzn o wszystkich kątach nachylenia między 0° a 90° lecz płaszczyzny o 0o /poziome/ zejdą się z sobą. Podobnie płaszczyzny o 90o również zejdą się z sobą.

Przez prostą o nachyleniu 45° może przesuwać się pary płaszczyzn o nachyleniach między 45° a 90°.
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Niech będzie daną prosta pozioma a o wzniesieniu 8. /rzut.68./ Chciejmy przesunąć przez nią płaszczyzny o nachyleniu 45°. Wiemy, iż moduł prostej poziomej jest nieskończenie wielki, czyli jej punkty 0,1,2,3,... są na niej w odległości nieskończenie dalekiej. Wynika z tego, że warstwice szukanych płaszczyzn przechodzące przez te punkty muszą być równoległe do prostej a. Tym samym rzuty linii spadu będą prostopadłe do jej rzutu. Kreśląc na boku trójkąt prostokątny o kącie 45° widzimy, że moduł równa się wzniesieniu = l. Tym modułem stopniujemy obie linie spadu począwszy od warstwicy 8 biorąc pod rozwagę, iż obie płaszczyzny spadają po przeciwnych stronach tej warstwicy.




Kąt dwóch prostych.

Dwie proste przecinające się tworzą między sobą w punkcie przecięcia się cztery kąty. Dwa z nich są ostre i równe, a dwa z nich rozwarte i równe, spełniające z ostrymi. W przypadku prostopadłości wszystkie cztery kąty są proste.

Jak wiadomo dwie proste przecinające się wyznaczają płaszczyznę, szukane kąty leżą na tej płaszczyźnie. Dokonując kładu płaszczyzny otrzymamy kład kątów między kładami prostych.
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Na rzutorysie 69 dane są dwie proste a i b przecinające się w punkcie A4. Wyznaczamy ślad ich płaszczyzny przechodzącej przez punkty 0 i równolegle do tego prowadzimy warstwicę 4. Dla dokonania obrotu i kładu punktu 4 budujemy trójkąt prostokątny. Jedną jego przyprostokątnią jest odległość A’ od osi obrotu 0. Drugą jest wzniesienie punktu 4 równe czterem jednostkom wziętym ze skali. Łącząc punkty 0 i IV otrzymujemy przeciwprostokątnię obrotu. Jej promieniem zakreślamy z punktu 0 łuk ł przecinający przedłużenie przyprostokątni 0 A’ w kładzie /A/ Ten kład jako wierzchołek kąta łączymy z punktami 0 obu prostych a i b. Te punkty jako leżące na osi obrotu są tym samym w kładzie. Otrzymujemy kłady prostych a i b. Między nimi jako ramionami są rzeczywiste wielkości szukanych kątów α i 180° - α .

Kąt prostej i płaszczyzny.

Kątem prostej a względem płaszczyzny I nazywamy kąt α pomiędzy prostą a i jej prostokątnym rzutem k na tę płaszczyznę. /pogl.14./.
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Niech będzie daną rzutem linii spadu płaszczyzna I i prosta a, której kąta z płaszczyzną szukamy /rzut.70./.

Przesuńmy przez tę prostą płaszczyznę II prostopadłą do danej płaszczyzny, to ta płaszczyzna II przetnie daną płaszczyznę I wedle krawędzi k, która będzie prostokątnym rzutem danej prostej na płaszczyznę I. Ten prostokątny rzut k będzie wraz z prostą a stanowił ramiona szukanego kąta. Jego wierzchołek K jest punktem przebicia prostej a z płaszczyzną I.

W tym celu obierzmy na prostej a punkt A2 i wykreślmy przezeń prostą b prostopadłą do płaszczyny I a więc mającą rzut równoległy do rzutu linii spadu i moduł, który jest odwrotnością modułu płaszczyzny I. Znaleźliśmy go za pomocą trójkąta prostopadłości /po prawej stronie linii spadu/. Tym modułem zestopniowana prosta a’ ma cechy rosnące w kierunku przeciwnym niż linia spadu. Łącząc teraz równe cechy prostych a i b otrzymujemy warstwice płaszczyzny prostopadłej II i jej linię spadu s’. Te warstwice przecinają się z warstwicami płaszczyzny I wedle krawędzi k, która przecina się z prostą a w punkcie K będącym wierzchołkiem szukanego kąta.

Obecnie zagadnienie nasze zostało sprowadzone do zagadnienia poprzedniego t.zn. do wyznaczenia kąta między dwiema prostymi a i k przecinającymi się w punkcie K. Ponieważ one obie leżą w płaszczyźnie prostopadłej II przeto należy wykonać kład tej płaszczyzny wraz z obiema prostymi i punktem K.

Na rzutorysie 70 uczyniono to za pomocą obrotu około warstwicy 4, wyznaczając trójkącik prostokątny obrotu 4’5’V gdzie 5'V jest jednostką wzniesienia. Długość 4'V = 4’/5/ jest teraz odległością warstwie w kładzie. Odcinamy ją począwszy od osi obrotu 4 otrzymując /3/ i /2/. Przez /2/ przechodzi kład warstwicy 2. Na tym kładzie leżą kłady punktu /A/ i /B/ należące do prostych a i k . Łączymy te punkty z punktami 4 obu prostych na osi obrotu. Otrzymane kłady prostych /a/ i /k/ wyznaczają kład punktu K i przy nim kład szukanego kąta α .

Drugi sposób rozwiązania.

Spojrzmy ponownie na pogląd 14. Widzimy, że prosta dana a, prosta prostopadła b i krawędź k są bokami trójkąta prostokątnego o kącie α . Drugi kąt tego trójkąta przy punkcie A musi wynosić 90° - α . Wynika stąd, iż jego dopełnienie równa się szukanemu kątowi α . Otóż możemy sobie oszczędzić wyznaczania prostej k i wierzchołka K lecz mając proste a i b wyznaczyć kład kąta 90° - α między nimi i ten kład dopełnić do 90°. Dopełnienie będzie szukanym kątem prostej a z płaszczyzną I.

Na rzutorysie 71 daną jest prosta a i płaszczyzna I swoją linią spadu. Obieramy na prostej punkt A z którego kreślimy prostą b prostopadłą do płaszczyzny I. Jej rzut równoległy do linii spadu stopniujemy modułem prostopadłości będącym odwrotnością modułu płaszczyzny I. Łącząc punkty 8 prostych a i b otrzymujemy warstwicę 8 płaszczyzny prostopadłej do płaszczyzny I. Około tej warstwicy można teraz wykonać obrót i kład prostych a i b . Przez wierzchołek A4' przesuwamy warstwicę 4 i na niej odcinamy 4 jednostki zniżenia punktu A wobec warstwicy 8. Odcinek A4’IV jest jedną przyprostokątnią trójkąta obrotu. Drugą przyprostokątnią jest odcinek A4'VIII. Gdzie punkt VIII jest środkiem obrotu. Z tego środka obrotu zakreślamy łuk promieniem VIII IV. Łuk ten przecina przedłużoną przyprostokątnię VIIIA4' w kładzie wierzchołka /A/. Łączymy ten kład z punktami 8 prostych a i b . Otrzymujemy kłady ramion//a/ i /b/ i między nimi kład kąta 90° - α . Ten kąt dopełniamy do 90° otrzymując kąt α równy kątowi nachylenia prostej a do płaszczyzny I.


Kąt dwóch płaszczyzn.

Dwie płaszczyzny I i II tworzą dwuścian /pogl.15/. Przecinając ten dwuścian płaszczyzną III prostopadłą do obu płaszczyzn otrzymamy na nich proste przecięcia l i m będące ramionami szukanego kąta α . Płaszczyzna III jest zarazem prostopadłą do wspólnej prostej obu tych ścian, czyli do ich krawędzi k. Wierzchołek A szukanego kąta jest punktem przecięcia się tej krawędzi z płaszczyzną III. Ten wierzchołek A oraz proste l i m jako ramiona przedstawiają poznane już zagadnienie kąta między dwiema prostymi przecinającymi się /rzutorys 69/.
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W rzutorysie 72 dane są płaszczyzny I i II których kąta szukamy. Wyznaczamy krawędź tych płaszczyzn k', którą mamy przeciąć płaszczyzną prostopadłą. Ponieważ możemy przeciąć w dowolnym punkcie, przeto obieramy punkt A'3, który będzie wierzchołkiem szukanego kąta α . Wiemy, iż płaszczyzna prostopadła ma linię spadu równoległą do prostej k, zaś przez punkt A'3 przejdzie jej warstwica 3. Znajdujemy dla wykreślonej linii spadu III' moduł, kreśląc trójkąt prostopadłości /wsparty na niej/.  Tym modułem stopniujemy linię spadu III’ i nawiązując do jej warstwicy 3 znaczymy cechy w przeciwnym kierunku do cech krawędzi k. Warstwice płaszczyzny prostopadłej III przecinają się z warstwicami płaszczyzn I i II wedle krawędzi l i m stanowiących ramiona szukanego kąta α .

Należy wyznaczyć jego rzeczywistą wielkość. Ponieważ oba ramiona leżą w płaszczyźnie prostopadłej III, przeto obieramy warstwicę 2 tej płaszczyzny za oś obrotu i wykreślamy trójkącik obrotu /zacieniowany/ którego przeciwprostokątnia jest promieniem obrotu. Mając w kładzie punkt /A/ łączymy go z punktami 2,2 na osi obrotu otrzymując kłady prostych /l/ i /m/ jako ramię szukanego kąta.
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Kąt dwóch płaszczyzn.

/drugi sposób/.




Dwie płaszczyzny nachylone tworzą właściwie cztery kąty dwuścienne, z których dwa są ostre i równe, a dwa rozwarte i sobie równe. Jeden kąt ostry i jeden rozwarty spełniają się.
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Obierzmy w przestrzeni punkt A / pogląd 16/ i wyprowadźmy z niego dwie proste a i b odpowiednio prostopadłe do danych płaszczyzn I i II. Te dwie proste prostopadłe wyznaczają płaszczyznę III prostopadłą do danych płaszczyzn, która je przecina wedle dwóch krawędzi 1 i m. Wiemy z poprzedniego, że l i m stanowią ramiona szukanego kąta △ . Zważmy, że cztery proste l,m,a,b, tworzą czworokąt o dwóch kątach prostych, wobec czego dwa pozostałe kąty spełniają się. Wyznaczając więc kąty między prostymi a i b mamy między nimi kąt ostry równy szukanemu kątowi △ .

Na rzutorysie 73 dane są płaszczyzny I i II. Obieramy w przestrzeni punkt A3 z którego prowadzimy proste a i b prostopadłe do płaszczyzn I i II. Ich rzuty są równoległe do rzutów odpowiednich linii spadu I’ i II’ . Za pomocą trójkątów prostopadłości a i b znaleźliśmy ich moduły i zestopniowali odwrotnie do wzrostu cech na liniach spadu. Mamy obecnie wyznaczyć kład kąta △ między nimi. Łącząc ich punkty 0 i 0 otrzymujemy ślad ich płaszczyzny , który niechaj będzie osią obrotu dla punktu A i prostych a, b. Kreślimy trójkąt obrotu A3’ 0 III gdzie przyprostokątnia A3’III równa się wzniesieniu punktu A nad poziomem zerowym. Zakreśliwszy łuk promieniem 0 III otrzymujemy kład punktu A, który połączony z punktami 0 prostych a i b daje nam kład kąta △ równego nachyleniu danych płaszczyzn I i II względem siebie.

Zagadnienia dotyczące kątów.

Zagadnienie 1. Dana jest prosta a na płaszczyźnie I. Należy przesunąć przez prostą a płaszczyznę nachyloną do danej płaszczyzny pod kątem α = 30°.

Przez prostą a daną na płaszczyźnie I / pogląd 17/ mogą przechodzić dwie płaszczyzny III i IV zamykające z daną płaszczyzną kąty α jeżeli one są mniejsze niż 90°. Obydwa te kąty wystąpią na płaszczyźnie II prostopadłej do prostej a. Ta płaszczyzna przetnie płaszczyznę daną w krawędzi b. Ta krawędź jest pierwszym ramieniem szukanych kątów. Drugie ramiona wykreślimy w kładzie płaszczyzny II a z kładów znajdziemy ich rzuty.
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Na rzutorysie 74 daną jest płaszczyzna I oraz prosta a leżąca na płaszczyźnie I. Przez punkt A2 prostej a przesuwamy płaszczyznę prostopadłą. Równolegle do rzutu prostej a rysujemy rzut jej linii spadu przecięty rzutem warstwicy 2 idącej z A. Rzut linii spadu jest zestopniowany modułem n będącym odrotnością modułu prostej a i znaczony w kierunku odwrotnym wzrostu cech. Warstwice 3, 1, 0 tej płaszczyzny prostopadłej przecinając się z warstwicami płaszczyzny danej wyznaczają krawędź b będącą ramieniem kątów α = 30° o wierzchołku A2 . Wykonujemy kład ramienia b obracając punkt A około warstwicy 0 płaszczyzny II za pomocą trójkąta obrotu A2’II 0 /zacieniowanego/. Mając kład ramienia b i punktu A wykreślamy kłady ramion /c/ i /d/ tworzących z b kąty 30°.
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W zakresie rzutorysu tylko ramię /c/ przecina oś obrotu w punkcie 0. Ten punkt połączony z A2' wyznacza rzut prostej c leżącej w płaszczyźnie prostopadłej II. Szukana płaszczyzna III przejdzie zatem przez daną prostą a i znalezioną prostą c. Jej warstwica zerowa przechodzi przez punkty 0 rzutów a' i c', zaś warstwica 2 przechodzi przez punkt przecięcia A2.

Zagadnienie 2./ Przez prostą a w przestrzeni należy przesunąć płaszczyznę pod danym kątem α = = 45° do danej płaszczyzny I nachylonej do poziomu.

Zagadnienie to jest uogólnieniem zadania rozwiązanego na rzutorysie 67. Gdzie przez prostą przesuwaliśmy płaszczyznę o danym kącie nachylenia do poziomu.

Do tego zadania można zagadnienie obecne sprowadzić przez taki obrót danej płaszczyzny I i prostej a aby płaszczyna padła na poziom. Wówczas i prosta a obracając się łącznie z płaszczyzną I zajmie w przestrzeni położenie odpowiadające temu kątowi obrotu jaki wykonała płaszczyzna.

Na rzutorysie 75 daną jest płaszczyzna I swoją linią spadu i warstwicą 2. Prosta dana a przebija płaszczyznę na poziomie 2 w punkcie A2 Ten poziom 2 będzie więc dogodnym dla kładu na nim płaszczyzny I.   Punkt 6 linii spadu ma nad poziomem 2 wzniesienie 6 - 2 = 4. Biorąc ze skali cztery jednostki budujemy trójkąt prostokątny obrotu 2,6’VI. Po obrocie punkt 6 ma swój kład na ciągu linii spadu w /6/.

Obróćmy obecnie prostą a. Zwróćmy uwagę na punkt 9 tej  prostej mający swój rzut na rzucie linii spadu. Wykreślmy wzniesienie punktu 9 nad poziomem 2, a więc pion długości 7 jednostek, to otrzymamy punkt IX. Narysujmy z niego prostą IXB prostopadłą do kładu linii spadu to otrzymamy odległość tegoż punktu od płaszczyzny I. Ta odległość jako związana z płaszczyzną I i względem niej stała nie zmieni swej długości, gdy obróci się o ten sam kąt co płaszczyzna I. Środkiem obrotu będzie punkt 2’ linii spadu. Promieniem 2 B kreślimy więc łuk równy kątowi obrotu płaszczyzny i otrzymujemy obrócony punkt B1 na ciągu linii spadu. Z tego punktu kreślimy teraz pion B,9 równy poprzedniemu B IX i otrzymujemy kład /9/ obróconego punktu 9 należącego do prostej a .
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Przez ten punkt 9 w przestrzeni przejdą szukane płaszczyzny o kącie 45° względem płaszczyzny I. Kąt, jaki one tworzą w punkcie 9 z poziomem tegoż jest dopełnieniem kąta 45° do kąta prostego. Wynosi więc również 45°. Pod tym samym kątem kreślimy prostą, która przecina rzut linii spadu w punkcie K. Przez ten punkt K przechodzi koło o środku B' będące miejscem geometrycznym prostych styczności wszystkich płaszczyzn tworzących z poziomą płaszczyzną I kąty 45°, a przechodzących przez punkt 9. Wśród tych płaszczyzn istnieją dwie przechodzące przez prostą a. Zważywszy, iż to koło styczności jest na poziomie 2 kreślimy z punktu A2 prostej a styczne A/C/ i A/D/, które wraz z prostą a mają wyznaczać płaszczyzny szukane.

Te płaszczyzny będą wyznaczone, jeżeli proste A/C/ i A/D/ podniesiemy z poziomu 2 do pierwotnego położenia płaszczyzny I. W tym celu zastosujemy poznany poprzednio związek powinowactwa między prostymi w kładzie, a rzutami tych prostych podniesionych do przestrzeni. Osią tego powinowactwa jest warstwica 2 płaszczyzny I, a kierunkiem jest prostopadłość względem tej warstwicy. Styczne A/C/ i A/D/ przecinają się z kładem warstwicy 6 w punktach /E/6 i /F/6 . Kreślimy z tych punktów proste prostopadłe do osi powinowactwa, i otrzymujemy na rzucie warstwicy 6 ich rzuty E'6 i F’6 . Przez te rzuty i przez A’2 przechodzą rzuty stycznych podniesionych z poziomu 2 na pierwotne położenie płaszczyzny I.

Chcąc teraz przez daną prostą a i przez te styczne A2 E6 i A2 F6 przysunąć rądane płaszczyzny musimy odcinki A'2 E'6 tudzież A'2 F'6 zestopniować. Ich różnica cech wynosi 6 - 2 = 4, a więc dzieląc każdy odcinek na 4 części otrzymujemy ich moduły i cechy punktów 3, 4, 5 ... Te punkty połączone rzutami o równych cechach na prostej a' wyznaczają warstwice obu żądanych płaszczyzn II i III a tym samym rzuty ich linii spadu.


Zagadnienie 3/. Daną jest płaszczyzna I i prosta l w przestrzeni oraz pionowa oś obrotu 0. Obrócić płaszczyznę I około tej osi o taki kąt, aby zajęła położenie równoległe do prostej l./rzut. 76./.
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Ponieważ płaszczyzna jest nachylona, przeto oś obrotu przecina się z nią. Ten punkt przecięcia na rzutorysie jest na warstwicy 3. Przez niego prowadzimy prostą ł równoległą do danej, a więc zestopniowaną modułem prostej l. W myśl danego twierdzenia stereometrii obracająca się płaszczyzna będzie równoległą do prostej l gdy przejdzie przez prostą ł.

Warstwice 0, 1, 2, płaszczyzny I obracają się około osi 0 są ciągle stycznymi do kół swoich oddaleń od osi . Obrót trwa dotąd, dopóki te warstwice nie przejdą równocześnie przez punkty o równych im cechach na prostej ł. Jest to możliwem dwukrotnie : raz dla obrotu o kąt α , drugi raz dla obrotu o kąt ß . Wynikiem są dwa położenia płaszczyzny: II i III.




Odległości punktów, prostych i płaszczyzn.

1/ Odległość punktu od płaszczyzny.

Niechaj będzie daną płaszczyzna I /rzut.77/. i punkt A6 . Należy wyznaczyć w rzucie i w rzeczywistej wielkości odległość punktu A od płaszczyzny I. Prowadzimy z punktu A prostą a prostopadłą do płaszczyzny I. Ta prostopadła ma rzut a’ równolegle do rzutu linii spadu I’ , a jej moduł n jest odwrotnością modułu linii spadu. Stopniowanie cech jest w kierunku przeciwnym. Ta prosta prostopadła przebija płaszczyznę I w punkcie B. Wyznaczamy ten punkt przesuwając przez prostą a płaszczyznę pomocniczą II i kreśląc krawędź przecięcia k płaszczyzn I i II. Odcinek A B otrzymujemy w rzucie A' B' . Za pomocą kładu wyznaczamy jego rzeczywistą długość. Na rzutorysie uskuteczniono to obracając płaszczyznę II na której leży odcinek około warstwicy 6 i kładąc go na poziom 6. Na tym poziomie punkt A zchodzi się ze swym kładem, zaś kład /B/ punktu B wyznaczamy przy pomocy trójkąta obrotu 6 B' B1.
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Inny sposób.

Zagadnienie powyższe można krócej rozwiązać za pomocą przesunięcia przez punkt A płaszczyzny rzucającej i wykonania jej kładu oraz kładu punktu A i krawędzi przecięcia płaszczyzny danej.

Na rzutorysie 78. dana jest linia spadu płaszczyzny I i punkt A4 . Przesuwamy przez A'4 ślad płaszczyzny rzucającej II równolegle do rzutów linii spadu płaszczyzny danej. Ta płaszczyzna rzucająca przecina płaszczyznę I wedle krawędzi s będącej również linią spadu. Obracając płaszczyznę rzucającą około jej śladu II’ i kładąc na poziom zerowy wykonujemy równocześnie kłady linii spadu s i punktu A. Z kładu /A/ punktu kreślimy odcinek prostopadły do linii spadu /s/ i otrzymujemy /B/. Ten odcinek A B jako prostopadły do płaszczyzny I i uzyskany odrazu w kładzie jest odległością punktu A od płaszczyzny. Położenia szczególne.

Jeżeli dana płaszczyzna jest rzucającą, to odległość punktu od niej jest odcinkiem poziomym, którego rzut poziomy równa się rzeczywistej odległości.

Jeżeli dana płaszczyzna jest poziomą, to odległość punktu od niej jest pionem o długości wynikającej z różnicy cech punktu i płaszczyzny poziomej /warstwy/.

2./ Odległość punktu od prostej.

Odległość ta jest odcinkiem leżącym w płaszczyźnie prostopadłej do prostej danej. Tę płaszczyznę przesuwamy przez punkt dany i znajdujemy jej punkt przebicia z prostą daną.
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Niechaj będzie danym w przestrzeni punkt A8 i prosta b /rzut.79./ Przesuwamy przez A8 warstwicę 8, która będzie należała do szukanej płaszczyzny , a więc jej rzut kreślimy jako prostopadły do rzutu prostej b. Również przez punkt A przesuwamy prostą pomocniczą a w rzucie równoległym do prostej b i na niej wykreślamy trójkąt prostopadłości 9 A1 9 by otrzymać moduł n dla płaszczyzny prostopadłej. Nawiązując do warstwicy 8 rysujemy rzut jej linii spadu I’ i ten stopniujemy modułem n w kierunku przeciwnym do wzrostu cech prostej b. Przesuwamy teraz przez prostą b płaszczyznę pomocniczą II i wyznaczamy krawędź płaszczyzn I i II. Ta krawędź przecina prostą b w punkcie przebicia B. Mając rzut odległości A B musimy wyznaczyć jej rzeczywistą długość. Zważmy, że odcinek A B leży w płaszczyźnie prostopadłej I. Za pomocą obrotu około jej warstwicy 8 połóżmy ten odcinek na poziom 8, gdzie już punkt A zchodzi się ze swym kładem. Wykreślamy trójkąt obrotu B’B 8 i znajdujemy kład /B/. Łącząc /B/ z A mamy rzeczywistą odległość punktu A od prostej B.

Inny sposób.

Wiemy, iż dana prosta b i punkt w przestrzeni A wyznaczają płaszczyznę /rzut.80./. Wystarczy połączyć dany punkt A2 z punktem 2 na prostej b, by otrzymać warstwicę tej płaszczyzny. Dalsze warstwice przechodzą równolegle do warstwicy 2 przez punkty 1 i 0 prostej b. Kładziemy tę płaszczyznę wraz z prostą b i punktem A na poziom /w rzutorysie poziom zerowy/. W kładzie wykreślamy z /A/ odcinek/A//B/ prostopadłą do kładu /b/. Jego długość jest odległością punktu A od danej prostej b,

3/. Odległość dwóch płaszczyzn równoległych.

Mierzy tę odległość odcinek prostopadły do płaszczyzn ustawiony między punktami przebicia się z nimi.
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Niechaj będą dane /rzut.81./ dwie płaszczyzny I i II równoległe do siebie a nachylone do poziomu. Obieramy na warstwicy 3 pierwszej z nich punkt A3 przez ten punkt kreślimy rzut 1’ prostej prostopadłej do obu płaszczyzn, Ten rzut jest równoległym do rzutów linii spadu i zestopniowany znalezionym modułem /od A’3 do 2’ w górę/ będącym odwrotnością modułu obu płaszczyzn. Przez zestopniowaną prostą prostopadłą l przesuwamy teraz płaszczyznę pomocniczą III, która przecinając się wedle krawędzi k z płaszczyzną II, wyznacza na prostej l punkt przebicia B. Rzeczywista długość odcinka A B, mierzącego odległość płaszczyzn równoległych, znajdziemy za pomocą obrotu punktu B około warstwicy 3 na poziom 3 gdzie jest już punkt A. Obrót ten /o kąt rozwarty △ / wyznacza kład /B/ punktu B. Odcinek A3/B/ jest szukaną odległością płaszczyzn równoległych I i II, Inny sposób. Przecinamy dane płaszczyzny równoległe I i II płaszczyznę rzucającą o śladzie z równoległym do rzutów ich linii spadu. /rzut. 82/. Ta płaszczyzna rzucająca przecina obie płaszczyzny dane wedle krawędzi K i L będących także liniami spadu. Te krawędzie kładziemy na poziom zerowy rzucając ślad z punkty 0 płaszczyzn oraz odcinając od z kłady pionów dla ich punktów 4. Odległość pomiędzy otrzymanymi kładami linii spadu /K/ i /L/ równa się odległości między samymi płaszczyznami, Mierzy ją kład odcinka A B ustawiony prostopadle między kładami K i L.

4/. Przesunąć płaszczyznę równoległą do danej w określonej odległości. Zagadnienie to jest odwróceniem zagadnienia poprzedniego. Dopuszcza ono dwa wyniki, gdyż płaszczyznę równoległą do danej można poprowadzić z obu jej stron.

Na rzutorysie 83, dany jest rzut linii spadu płaszczyzny I i rzeczywista długość /1ˑ3 metra/ odcinka A B w którego odległości mają przejść szukane płaszczyzny. Przecinamy płaszczyznę I płaszczyzną rzucającą o śladzie z równoległym do rzutu I’ linii spadu i wyznaczamy kład krawędzi k będącej także linią spadu. Kreślimy w kładzie prostą /b/ prostopadłą do /k/ i odcinamy na niej po obu stronach odcinki równe danym A B . Przez otrzymane punkty /B/ i /C/ kreślimy kłady /l/ i /ł/ linii spadu płaszczyzn szukanych II i III. Wyznaczamy rzuty tych linii spadu l’ i ł' równolegle do I i gdziekolwiek, a na nich rzuty ich punktów 0. Począwszy od tych rzutów stopniujemy je modułem płaszczyzny I i w tym samym kierunku.
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5/. Na prostej znaleźć punkty odległe o dany odcinek od punktu w przestrzeni.
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Zadanie to jest możliwem do rozwiązania wtedy, gdy odległość prostej od punktu w przestrzeni jest równą lub mniejszą od danego odcinka. Przy równości będzie istniał na prostej tylko jeden punkt czyniący zadość zagadnieniu.

Na rzutorysie 84 przyjęto punkt A1 i prostą b oraz odcinek A B równy 3 metrom /w pomniejszeniu skali/.

Wyznaczamy płaszczyznę prostej b i punktu A i kładziemy tę płaszczyznę wraz z punktem A i prostą b na poziom zerowy. W kładzie zakreślamy z/A/ jako środka obrotu łuk promieniem A B przecinający kład prostej w punktach /B/ i /C/. Z kładów tych punktów kreślimy ich rzuty na rzucie prostej b.




W przypadku gdy odległość punktu A od prostej b byłaby równą długości A B łuk B C byłby stycznym do /b/, a punkty B i C stanowiłyby punkt styczności.

6/. Z punktu na płaszczyźnie wyprowadzić odcinek prostopadły o danej długości i wyznaczyć cechę jego końcowego punktu.
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Niechaj na płaszczyźnie I /rzut.85/. będzie danym punkt A'3, zaś żądany odcinek prostopadłej niech wynosi 2ˑ5 metra. Przecinamy płaszczyznę I płaszczyzną rzucającą o śladzie z równoległym do rzutu linii spadu i wykonujemy kład krawędzi k. Warstwica 3 punktu A jako prostopadła do płaszczyzny rzucającej rzuci się na nią a zarazem w kład jako punkt z którym zejdzie się kład /A/. Z tego kładu kreślimy kład prostej a prostopadłej do /k/ i płaszczyzny I. Na tym kładzie odcinamy z obu stron punktu A odcinek 2ˑ5 metra w pomniejszeniu danej skali. Otrzymujemy dwa punkty końcowe /B/ i /C/. Rzut odcinków A B i B C przedstawi się jako równoległy do rzutu linii spadu,gdyż odcinki są prostopadłe do płaszczyzny I. Cechy punktów B i C są wartościami wzniesień tychże punktów nad śladem z. Mając je w kładzie przenosimy ich długości na skalę. Na rzutorysie wynoszą one dla punktu B 4ˑ7, a dla punktu C 1ˑ2 metrów.

7/. Najkrótsza odległość dwóch prostych zwichrzonych.

Najkrótszą odległością dwóch prostych zwichrzonych nazywamy odcinek między tymi prostymi położony na ich wspólnej prostopadłej. Ta wspólna prosta prostopadła ma kierunek prostopadły do płaszczyzny równoległej względem obu zwichrzonych.

Na rzutorysie 86.dane są dwie proste zwichrzone a i b. Przesuńmy przez prostą b płaszczyznę równoległą do prostej a .W tym celu obieramy na prostej b punkt 4 przez który przesuwamy prostą c równoległą do prostej a. Dwie proste przecinające się b i c wyznaczają płaszczyznę I równoległą do prostej a i mieszczącą w sobie prostą b.

Do tej płaszczyzny I będzie prostopadłą owa prosta, która przecinając obie zwichrzone ma mieścić w sobie ich najkrótszą odległość. Jej rzut będzie równoległym do rzutu linii spadu płaszczyzny I a moduł będzie odwrotnością modułu płaszczyzny I ze stopniowaniem przeciwnym. Ta prosta prostopadła, do płaszczyzny I musi także leżeć na płaszyźnie prostopadłej do płaszczyzny I przesuniętej przez prostą a, gdyż, jak nadmieniono musi tę prostą a przecinać.
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Obieram więc na prostej a punkt 2 i kreślę przezeń rzut d’ prostej pomocniczej równoległy do rzutu linii spadu I. i zestopniowany modułem n. Otrzymuję prostą d prostopadłą do płaszczyzny I i przecinającą się z prostą a. Te obie proste a i d wyznaczają płaszczyznę II prostopadłą do płaszczyzny I. Szukana wspólna prosta prostopadła musi być równoległą do prostej d i leżeć na płaszczyźnie II. Nadto musi przecinać prostą b. Z ostatniego warunku wynika, że musi ona wyjść z punktu przebicia prostej b z płaszczyzną II. Wyznaczamy krawędź k’ płaszczyzn I i II i otrzymujemy ten punkt przebicia F, jako początek odcinka mierzącego odległość obu zwichrzonych. Prowadząc przezeń prostą równoległą do prostej d otrzymujemy ową wspólną prostopadłą e. Ponieważ leży ona w płaszczyźnie II przesuniętej przez prostą a, przeto przecina tę prostą w punkcie E, który jest punktem końcowym odległości obu prostych zwichrzonych.

Pozostaje wyznaczenie rzeczywistej długości odcinka EF którego rzut mamy. Leży on na prostej e i w płaszczyźnie II. Kładziemy go wraz z tą płaszczyzną na poziom 1 obierając za oś obrotu warstwicę I płaszczyzny II. Wykreślamy dla punktu 3 prostej e trójkąt obrotu I 3’ III i zakreślając łuk kąta rozwartego Δ otrzymujemy kład /3/. Ten kład łączymy z punktem 1' prostej e leżącym na osi obrotu. Na tym kładzie prostej e wyznaczamy kład punktów E i F na prostych prostopadłych do osi powinowactwa 1' I. Długość odcinka EF przenosimy na skalę i obliczamy w metrach.


Szczególne położenia.

Dwie proste zwichrzone, dla których szukamy najkrótszej odległości, mogą mieć położenia szczególne, z których omówimy trzy przypadki.
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1/ Oba ich rzuty są do siebie równoległe /rzut.87./.

Ich wspólna prostopadła a więc i odległość jest prostopadłą do płaszczyzn rzucających proste a i b na poziom. Te płaszczyzny są wówczas do siebie równoległe; wspólna prostopadła jest poziomą, a więc przecina obie zwichrzone w punktach o równych wzniesieniach.

Kładąc te płaszczyzny rzucające, a z nimi proste na płaszczyznę III rzucającą i do nich równoległą otrzymujemy przecięcia się kładów prostych a i b na wysokości owej wspólnej prostopadłej. Z kładu wykreślamy jej rzut, a na rzucie odcinek EF, który jako poziomy, przedstawia rzeczywistą długość /przy uwzględnieniu skali/.




2/ Jedna z prostych zwichrzonych jest poziomą, a druga nachyloną.

W tym przypadku wspólna prosta prostopadła musi mieć rzut prostopadły do prostej poziomej, gdyż wiemy z rozważań nad prostopadłością, że kąt prosty w przestrzeni rzuca się na poziom jako kąt prosty, jeżeli jedno jego ramię jest równoległe do poziomu.
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Przyjmujemy /rzut.88./. jako pomocniczą płaszczyznę I rzucającą o śladzie z prostopadłą do prostej poziomej a = 3ˑ5. Na tej płaszczyźnie, którą kładziemy na poziom zerowy, jako /I/ prosta pozioma a przedstawi się jako punkt /a/ na wzniesieniu 3ˑ5, zaś prosta b będzie miejscem geometrycznym swoich punktów 1, 2, 3, których wzniesienia rzeczywiste odetniemy wedle skali. Z punktu /a/ rysujemy prostą prostopadłą do /b/ otrzymując punkt F jako punkt końcowy odległości a od b. Rzut cechowany E’F’ jako drugie ramię kąta prostego rysujemy z F’ prostopadle do a’.



3/ Jedna ze zwichrzonych jest pionową.

Najkrótsza odległość przedstawia się w tym wypadku jako odcinek poziomy, a więc leżący na warstwicy o kierunku prostopadłym do drugiej zwichrzonej. Wzniesienie tejże warstwicy ma cechę punktu przecięcia się jej z drugą zwichrzoną. Długość rzeczywistą, która występuje w rzucie, mierzymy na skali.

8./ Przez prostą w przestrzeni przesunąć płaszczyzny mające określoną odległość od punktu w przestrzeni.
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Możliwe są dwie płaszczyzny. Wyznaczają je : dana prosta i dwie proste styczne do koła zakreślonego około punktu danego promieniem danej odległości. Te styczne leżą na płaszczyźnie prostopadłej do prostej danej przesuniętej przez punkt dany i wychodzą z punktu przebicia tej płaszczyzny z prostą daną.            

Na rzutorysie 89 dana jest prosta nachylona b, punkt w przestrzeni A4 i odległość AB = 2 m. Przesuwamy przez punkt A4 warstwicę 4 prostopadłą do rzutu prostej b. Ta warstwica będzie należała do płaszczyzny prostopadłej I o rzucie linii spadu I' równoległym do rzutu prostej b'. Ten rzut stopniujemy modułem n będącym odwrotnością modułu prostej b. Prowadząc przez prostą daną b jakąkolwiek płaszczyznę pomocniczą II wyznaczamy krawędź k płaszczyzn I i II i na niej punkt D przebicia prostej b z płaszczyzną prostopadłą I.

Wiemy, że z punktu D mają wyjść obie proste styczne do koła o promieniu 2 metrów. W celu ich wykreślenia kładziemy płaszczyznę prostopadłą I na poziomie 4 punktu danego A. Ten punkt A będzie więc swoim rzutem i kładem. Dla kładu punktu D wykreślamy trójkąt obrotu 4D'D1 i obracając o kąt rozwarty Δ znajdujemy w dole rzutorysu kład /D/. Promieniem AB = = 2 metry zakreślamy z A koło i z punktu /D/ rysujemy doń styczne /D//B/ i /D//C/.

Rzuty tych stycznych po podniesieniu ich z poziomu 4 na płaszczyznę I możemy wykreślić za pomocą powinowactwa, którego osią jest warstwica 4 punktu A. Ich punkty 4’ i 4' na osi powinowactwa są punktami przecięcia kładów i rzutów, przeto łącząc oba rzuty 4' z rzutem D’ otrzymujemy rzuty B'D’ i C’D’ zestopniowane rzutami warstwic płaszczyzny I, na której te proste leżą. Łącząc ich cechy z równymi cechymi danej prostej b otrzymujemy warstwice żądanych płaszczyzn III i IV.

9/ Przez punkt w przestrzeni przesunąć płaszczyzny mające określoną odległość od danej prostej.

Możliwe są dwie takie płaszczyzny. Przechodzą przez punkt dany i są równoległe do prostej danej w odległości określonej, którą wyznaczy koło otaczające tę prostą. To koło leżeć będzie w płaszczyźnie prostopadłej do prostej, a jego środkiem będzie punkt przebicia prostej danej z tą płaszczyzną. Na tej płaszczyźnie z punktu danego wykreślimy dwie styczne do tego koła, a przez punkt dany poprowadzimy prostą równoległą do prostej danej. Każda styczna wraz z tą równoległą wyznaczy jedną z żądanych płaszczyzn.

Na rzutorysie 90 daną jest prosta b, punkt A2 oraz odległość r = 3 m. 
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Przez punkt przesuwamy płaszczyznę I prostopadłą do prostej b i wyznaczamy punkt przebicia D tej płaszczyzny prostopadłej z prostą b. Następnie wyznaczamy kład punktu D. W tym celu obracamy go około warstwicy 2 punktu A2 i kładziemy na poziom 2 za pomocą trójkąta obrotu 2D’D1 o kącie ostrym Δ. Konstrukcja dotychczasowa jest ta sama jak w zadaniu poprzednim.

Mając kład /D/ na poziomie 2 zakreślamy zeń koło o promieniu 3 metry. Do tego koła kreślimy z A2 styczne A/B/ i A/C/.

Należy obecnie te styczne podnieść z poziomu 2 do położenia na płaszczyźnie I. Kłady ich przecinają się z kładem warstwicy punktu D w punktach /d1/ i /d11/. Rzuty d’1 i d'11 tych punktów są na rzucie warstwicy D przechodzącym przez D' i na prostych prostopadłych do osi obrotu 2. Łącząc punkt A'2 z rzutami d'1 i d'11 otrzymujemy rzuty prostych AB i AC. Proste A' B’ i A’ C’ są zestopniowane przez warstwice 3, 4, 5 płaszczyzny I. Ponieważ płaszczyzny żądane mają przejść przez punkt dany A2 równolegle do prostej danej b1 przeto przejść muszą przez prostą a poprowadzoną w punkcie A i równoległą do prostej b, a więc zestopniowaną jej modułem i w zgodnym kierunku.

Zestopniowane proste a i AB wyznaczają jedną z żądanych płaszczyzn. Łącząc równe cechy na tych prostych wyznaczamy jej warstwice i linię spadu III. Drugą płaszczyznę żądaną wyznaczają proste a i AC. Jej warstwie nie wykreślono na rzutorysie, by zachować większą przejrzystość tegoż.




Proste zwichrzone.

1/. Przez punkt w przestrzeni przesunąć prostą przecinającą dwie proste zwichrzone.
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Prosta szukana leży w płaszczyźnie przesuniętej przez punkt dany i pierwszą prostą. Równocześnie leży ona także w płaszczyźnie przesuniętej przez punkt dany i drugą prostą. Jest więc krawędzią tych płaszczyzn.

Nie jest rzeczą konieczną przesuwanie drugiej z tych płaszczyzn. Zamiast tego wystarczy wyznaczyć punkt przebicia pierwszej płaszczyzny z drugą prostą. Prosta łącząca punkt dany z punktem przebicia jest rozwiązaniem zadania.

Na rzutorysie 91. dany jest punkt A3 i dwie proste zwichrzone a i b. Łączymy punkt A3 z punktami o cechach 3 na obu prostych, to proste łączące są warstwicami płaszczyzn I i II przesuniętych przez punkt A i mieszczących na sobie po jednej ze zwichrzonych prostych. Kreśląc dalsze warstwice oraz ich punkty przecięcia 2 i 4 otrzymujemy krawędź k, która jest żądaną prostą. Przechodząc przez punkt A przecina ona prostą a w punkcie B5.5 zaś prostą b w punkcie C1.3.




2/ Przeciąć dwie proste zwichrzone prostą równoległą do trzeciej zwichrzonej.

Prosta szukana jest krawędzią dwóch płaszczyzn, z których każda jest poprowadzona przez jedną zwichrzona równolegle do trzeciej.
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Na rzutorysie 92 dane są proste zwichrzone a, b oraz c. Obieramy punkt n.p.4 na prostej a i kreślimy przezeń prostą pomocniczą d równoległą do prostej c. Wyznaczamy płaszczyznę I prostych a i d. Podobnie obieramy punkt 3 na prostej b i przezeń kreślimy prostą pomocniczą e także równoległą do prostej c. Proste b i e wyznaczają płaszczyznę II. Warstwice o równych cechach płaszczyzn I i II przecinają się w punktach 2, 3, 4, 5, które połączone dają krawędź f równoległą do prostej c i przecinającą obie proste a i b odpowiednio w punktach A i B.




3/ Przeciąć dwie proste zwichrzone prostą prostopadłą do danej płaszczyzny .
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Taka prosta Jest krawędzią dwóch płaszczyzn przesuniętych przez dane proste prostopadle do danej płaszczyzny. Nie jest rzeczą konieczną przesuwanie płaszczyzn prostopadłych przez obie proste. Jeżeli wyznaczymy jedną taką płaszczyznę przez jedną prostą, to ona przebije drugą prostą w punkcie, przez który żądana prostopadła przejść musi. Na rzutorysie 93 dane są proste zwichrzone a i b tudzież płaszczyzna I, Przesuwamy płaszczyznę prostopadłą do danej płaszczyzny I przez prostą a. Jest to zadanie znane z zagadnień o prostopadłości /zagadnienie 4, rzut.54./. Ta płaszczyzna II przecina się z prostą b w punkcie B, który wyznaczamy, jako leżący na krawędzi k płaszczyzny II z jakąkolwiek płaszczyzną III przesuniętą przez prostą b. Mając punkt B kreślę przezeń prostą c o rzucie równoległym do rzutu linii spadu płaszczyzny I. Ta prosta jest żądaną prostą prostopadłą do płaszczyzny I. Leżąc na płaszczyźnie II jest zestopniowaną przez jej warstwice modułem n i przecina obie proste zwichrzone w punktach A i B.



ZADANIA W RZUTACH CECHOWANYCH.

A. Punkt, prosta, płaszczyzna.

1/. Dwie proste przecinające się mają wspólny rzut. Wyznaczyć rzut punktu przecięcia i jego cechę.

2/. Dane są cztery punkty A1 B3 C4 D0 . Zbadać, czy one leżą w jednej płaszczyźnie i w tym wypadku wyznaczyć tę płaszczyznę.

3/. Dana jest płaszczyzna nachylona i prosta pozioma 5 w przestrzeni. Wyznaczyć punkt przebicia prostej z płaszczyzną.

4/. Dane są w przestrzeni : prosta nachylona i prosta pionowa zwichrzone względem siebie oraz punkt. Przesunąć przez punkt prostą przecinającą obie zwichrzone.

B/. Równoległość.

5/. Dana jest prosta nachylona i płaszczyzna. Zbadać czy prosta jest równoległą do płaszczyzny.

6/. Przez punkt w przestrzeni przesunąć prostą równoległą do danej płaszczyzny. Prosta ma dany spad mniejszy niż płaszczyzna.

7/. Dany jest rzut prostej przechodzącej przez punkt w przestrzeni i daną jest płaszczyzna nachylona pod kątem α równym 60° do poziomu. Zestopniować dany rzut prostej tak, aby była równoległą do danej płaszczyzny.

8/. Dane są dwie płaszczyzny i punkt w przestrzeni. Przesunąć przez punkt prostą równoległą do obu płaszczyzn równocześnie.

9/. Dane są trzy proste zwichrzone, wśród nich jedna pozioma. Znaleść prostą, która jest równoległą do pierwszej i przecina drugą prostą oraz prostą poziomą.

10/. Dane są dwie płaszczyzny i dwie proste zwichrzone. Wyznaczyć prostą równoległą do obu płaszczyzn i przecinającą obie zwichrzone.

11/. Dane są dwie płaszczyzny I i II. Przez punkt obrany na płaszczyźnie I przesunąć prostą leżącą na niej, a zarazem równoległą do płaszczyzny II.

C. Prostopadłość.

12/. Dane są dwie proste przecinające się, jedna nachylona, a druga pionowa. Wykreślić dwusieczne ich kątów.

13/. Przez punkt dany w przestrzeni przesunąć płaszczyznę prostopadłą do danej warstwicy.

14/. Przez punkt dany w przestrzeni przesunąć płaszczyznę prostopadłą do dwóch płaszczyzn danych.

15/. Przez punkt w przstrzeni przesunąć prostą równoległą do płaszczyzny danej a zarazem prostopadłą do prostej danej.

16/. Przez punkt w przestrzeni przesunąć płaszczyznę równoległą do prostej danej, a zarazem prostopadłą do płaszczyzny danej.

17/. Przez punkt w przestrzeni przesunąć płaszczyznę prostopadłą do płaszczyzny danej, a zarazem przechodzącą przez drugi punkt dany.

18/. Przez punkt w przestrzeni poprowadzić prostą o danym spadzie, a zarazem prostopadłą do prostej danej.

19/. Przez punkt w przestrzeni poprowadzić płaszczyznę o danym spadzie a zarazem prostopadłą do płaszczyzny danej.

20/. Dane są cztery proste zwichrzone a, b, c, d. Wyznaczyć prostą prostopadłą do dwóch pierwszych, a zarazem przecinającą trzecią i czwartą zwichrzoną.

21/. Dana jest prosta leżąca na płaszczyźnie nachylonej. Przez ślad tej prostej przesunąć prostą do niej prostopadłą, lecz leżącą na tejże płaszczyźnie.

22/. Dana jest prosta w przestrzeni przebijająca płaszczyznę daną w punkcie A. Przesunąć przez ten punkt prostą prostopadłą do danej prostej a zarazem leżącą w danej płaszczyźnie.

23/. Dana jest płaszczyzna i prosta w przestrzeni. Przyjmując punkt na warstwicy tej płaszczyzny wyznaczyć przezeń prostą prostopadłą do danej prostej a zarazem leżącą na danej płaszczyźnie.

24/. Dane są : prosta w przestrzeni i płaszczyzna o nachyleniu α = = 30o. Przyjmując punkt na prostej wyznaczyć prostą do niej prostopadłą, a zarazem równoległą do danej płaszczyzny.

25/. Dana jest prosta nachylona i punkt na poziomie zerowym. Przesunąć przez ten punkt prostą prostopadłą do prostej i przecinającą ją.

D. Proste zwichrzone.

26/. Z dwóch prostych zwichrzonych jedna jest pionową. Przesunąć przez punkt A7 w przestrzeni prostą przecinającą obie i wyznaczyć cechy punktów przecięcia.

27/. Przez punkt w przestrzeni przesunąć prostą prostopadłą równocześnie do dwóch prostych zwichrzonych.

28/. Przeciąć dwie proste zwichrzone prostą poziomą mającą kierunek północ-południe i wyznaczyć jej wzniesienie.

29/. Dane są dwie proste poziome, zwichrzone względem siebie i trzecia prosta nachylona nie przecinająca ich. Wyznaczyć prostą przecinającą obie poziome lecz mającą kierunek trzeciej prostej.

30/. Dane są dwie proste poziome zwichrzone względem siebie i punkt w przestrzeni pod poziomem zerowym. Przesunąć przez ten punkt prostą przecinającą obie zwichrzone.

E. Obroty, kłady, koło.

31/. Dane są : kład punktu A7 obróconego około prostej poziomej b3 oraz płaszczyzna nachylona. Podnieść ten punkt z kładu tak, aby się znalazł na płaszczyźnie.

32/. Dane są : płaszczyzna nachylona, pionowa oś obrotu i punkt A5 w przestrzeni. Obrócić tę płaszczyznę około osi tak, aby przeszła przez punkt dany.

33/. Dana jest płaszczyzna I i punkt A3 w przestrzeni. Obrócić płaszczyznę około jej warstwicy 1 tak, aby przeszła przez punkt dany.

34/. Dany jest punkt obracający się około osi nachylonej i daną jest płaszczyzna . Wyznaczyć położenie punktu, gdy po obrocie znajdzie się na płaszczyźnie danej.

35/. Zbudować i wyznaczyć rzut kwadratu A B C D gdy dane są wierzchołki przeciwległe A i C tudzież spad płaszczyzny.

36./ Na płaszczyźnie nachylonej danym jest odcinek A B = 3 metry, który jest podstawą trójkątów równobocznych. Wykreślić rzuty tych trójkątów i oznaczyć cechy wierzchołków,

37/. Na płaszczyźnie nachylonej pod kątem 60o daną jest przekątnia prostokątna o długości 4 metrów. Wykreślić rzut.

38/. Przekątnia sześciokąta na danej płaszczyźnie nachylonej ma długość 5 metrów i kierunek linii spadu. Wykreślić rzut sześciokąta.

39/. Dana jest prosta i punkt w przestrzeni jako wierzchołek trójkąta równobocznego o podstawie na danej prostej. Wykreślić rzut trójkąta.

40/. Dane są dwie płaszczyzny I i II nachylone i oś pionowa. Obrócić płaszczyznę I około osi tak, by stała się prostopadłą względem płaszczyzny II.

41/. W danej płaszczyźnie nachylonej obrano na trzech warstwicach punkty A, B, C. Wyznaczyć punkt D równo od nich odległy.

42/. Dane są rzuty trzech prostych leżących na jednej płaszczyźnie. Wyznaczyć rzuty kół stycznych do tych prostych.

43/ Na płaszczyźnie nachylonej dany jest środek 0 i promień r = 2ˑ5 m. koła. W przestrzeni daną jest prosta. Wykreślić styczne do koła, przecinające się z tą prostą.

44/. Na płaszczyźnie nachylonej dane są trzy punkty wyznaczające koło. Wykreślić jego styczne mające dany spad mniejszy niż spad płaszczyzny.

45/. Dany jest kład koła leżącego w płaszczyźnie o kącie nachylenia α = 60°. Wykreślić rzut tego koła.

46/. Dana jest prosta w przestrzeni nachylona pod kątem 45° do poziomu oraz punkt obracający się koło niej. Wykreślić koło tego obrotu.

47/. Dany punkt i prosta która obraca się około punktu nie zmieniając swej odległości od niego. Wykreślić miejsce geometryczne tego obrotu, gdy prosta wróci do swego pierwszego położenia.

48/. Dane są trzy punkty w przestrzeni. Trzeci z nich obraca się około osi przesuniętej przez dwa pierwsze punkty. Wykreślić miejsce geometryczne tego obrotu.

49/. Na płaszczyźnie dana jest prosta i dwa punkty po tej samej stronie prostej. Wyznaczyć kład i rzut koła przechodzącego przez punkty i stycznego do prostej. Ile rozwiązań?

50/. Dane są dwie proste i punkt leżący w ich płaszczyźnie. Wykreślić koło styczne do prostych a przechodzące przez punkt. Ile rozwiązań?

F. Kąty.

51/. Dane są w przestrzeni punkt i prosta. Przesunąć przez punkt prostą, która przecina daną pod kątem 30°.

52/. Dana jest prosta nachylona i na niej punkt. Przsunąć przez ten punkt prostą poziomą tworzącą z daną prostą kąt 60o.

53/. Z dwóch danych płaszczyn jedna jest pionowa a druga nachylona. Wyznaczyć kąt między nimi.

54/. Dana jest płaszczyzna i prosta w przestrzeni mająca rzut równoległy do rzutu linii spadu płaszczyzny lecz moduł inny i stopniowanie przeciwne. Wyznaczyć kąt między prostą i płaszczyzną.

55/. Wyznaczyć kąt między dwiema płaszczyznami, których linie spadu mają rzuty równoległe lecz stopniowanie przeciwne.

56/. Dane są dwa punkty w przestrzeni i prosta pozioma. Wyznaczyć kąt między płaszczyznami poprowadzonymi przez jeden punkt i prostą poziomą.

57/. Dane są dwa punkty w przestrzeni i prostu nachylona. Przez każdy z punktów i prostą przechodzi płaszczyzna. Wyznaczyć kąt między tymy płaszczyznami.

58/. Wyznaczyć kąt między płaszczyną nachyloną i prostą poziomą nie leżącą na tej płaszczyźnie.

59/. Płaszczyzna jest wyznaczona przez punkt w przestrzeni i warstwicę. Przesunąć przez tę warstwicę drugą płaszczyznę tworzącą z daną płaszczyzną kąt równy 60°.

60/ Dane są dwie płaszczyzny. Jedna przechodzi przez warstwicę 5 i ma nachylenie α = 30°. Druga przechodzi przez poziomą 3 i ma nachylenie ß = 45°. Wyznaczyć kąt między tymi płaszczyznami.

61/. Znaleźć kąt, który tworzy płaszczyzna nachylona z prostą leżącą na poziomie zerowym i przecinającą płaszczyznę.

62/. Wyznaczyć dwie płaszczyzny znając ich dwie warstwicę o równych cechach, rzut ich krawędzi i kąt między nimi △ = 60°.

63/. Dane są dwie prosto przecinające się. Przesunąć przez jedną z nich płaszczyznę tworzącą z drugą prostą kąt α = 30°.

64/. Wyznaczyć prostą, która przecina dwie zwichrzone proste pod równymi kątami i jest równoległą do danej płaszczyzny nachylonej.

65/. Przez daną prostą przesunąć płaszczyznę tworzącą równe kąty z danymi dwiema płaszczyznami.

66/. Wykreślić prostą poziomą, która przecina dwie proste zwichrzone pod równymi kątami.

67/. Znaleźć kąt ścienny dwóch płaszczyzn, z których jedna jest wyznaczoną trzema punktami, a druga dwiema prostymi przecinającymi się.

68/. Wykreślić kąt między dwiema płaszczyznami, które przechodzą przez jedną warstwicę. Ich moduły są w stosunku 2 : 3.

69/. Dane są dwie warstwice na różnych poziomach i punkt w przestrzeni pod poziomem zerowym. Wyznaczyć płaszczyzny przesunięte przez punkt i każdą z poziomych oraz kąt między tymi płaszczyznami.

70/. Dany punkt A0 i prosta nachylona w przestrzeni. Przesunąć przez punkt proste o nachyleniu Δ = 30° przecinające daną prostą.

71/. Dany jest punkt A8 i prosta w przestrzeni. Przesunąć przez punkt prostą o nachyleniu 45° lecz prostopadłą do danej prostej.

72/. Przez punkt w przestrzeni przesunąć płaszczyznę o nachyleniu 60° lecz prostopadłą do danej płaszczyzny.

73/. Dany jest środek koła i jego promień r = 3 metry na danej płaszczyźnie. Z punktu danego w przestrzeni wyprowadzić prostą, która przecina obrót koła i inną daną prostą. Ile rozwiązań?

G. Odległości.

74/. Wyznaczyć miejsce geometryczne punktów równo odległych od prostej nachylonej i od poziomu 2.

75/. Dane są dwa punkty na prostej poziomej i płaszczyzna nachylona wyznaczyć miejsce geometryczne punktów na płaszczyźnie równoodległych od obu danych.

76/. Przeciąć dwie proste zwichrzone prostą poziomą wedle odcinka o długości 4 metry.

77/. Dane trzy płaszczyzny. Wyznaczyć prostą od nich równo odległą.

78/. Na prostej nachylonej znaleźć punkt, który ma daną odległość od danej płaszczyzny. Ile rozwiązań?

79/. Dana jest warstwica i punkt 0 danej odległości od tej warstwicy. Przesunąć płaszczyznę przez punkt i warstwicę.

80/. Na prostej danej wyznaczyć punkty mające daną odległość od danego punktu w przestrzeni.

81/. Na prostej nachylonej wyznaczyć punkty, które z punktem w przestrzeni stanowią trzy wierzchołki kwadratu.

82/. Przesunąć przez prostą nachyloną płaszczyznę mającą równą odległość od dwóch punktów w przestrzeni.

83/. Dane są cztery punkty w przestrzeni. Przez pierwszy z nich poprowadzić płaszczyznę mającą równą odległość od każdego z trzech punktów. Wykreślić tą odległość.

84/. Dane są cztery punkty w przestrzeni. Poprowadzić przez każdy z nich płaszczyznę taką, aby wszystkie cztery płaszczyzny były do siebie równoległe i miały równe odległości między sobą.

85/. Dana jest płaszczyzna i punkt w przestrzeni. Wyznaczyć dla tego punktu punkt symetrycznie położony ze względu na daną płaszczyznę.

86/. Dane są w przestrzeni punkt i prosta. Wyznaczyć dla tego punktu punkt symetrycznie położony ze względu na prostą jako oś symetrii.

87/. Dane są dwa punkty i prosta w przstrzeni. Wyznaczyć na tej prostej punkt równo odległy od obu danych.

88/. Dane są trzy punkty w przestrzeni i płaszczyzna. Wyznaczyć na płaszczyźnie punkt równo odległy od trzech danych punktów.

89/. Dane są : punkt w przestrzeni i prosta pozioma. Przesunąć przez prostą poziomą płaszczyzny mające daną odległość /1 metr/ od danego punktu.

90/. Dane są : Punkt w przestrzeni i prosta pozioma. Przesunąć przez punkt dany płaszczyzny mające daną odległość /1ˑ5 metra/od danej prostej poziomej.

91/. Na danym poziomie / 3 / wyznaczyć miejsce geometryczne punktów równo odległych od punktów w przestrzeni A-2 i B5. 

92/. Dane są trzy punkty w przestrzeni oraz poziom —6. Znaleźć na tym poziomie punkt równo odległy od trzech danych punktów.

93/. Dane są dwie proste przecinające się. Wyznaczyć miejsce geometryczne punktów równo odległych od tych dwóch prostych.

94/. Dane są dwie proste zwichrzone. Wykreślić najkrótszy odcinek poziomy między nimi.

95/. Dane są dwie proste zwichrzone i płaszczyzna. Wyznaczyć prostą równoległą do tej płaszczyzny, przecinającą obie proste wedle odcinka o danej długości /2 metry/.

96/. Dana jest prosta pozioma i punkt A na płaszczyźnie nachylonej. Przsunąć przez punkt A prostą leżącą na tej płaszczyźnie lecz w odległości danej /1 metr/ od poziomej prostej / Ile rozwiązań ?/.

97/. Dane są prosta i płaszczyzna. Wyznaczyć na prostej punkt /punkty/ mający daną odległość / 1ˑ5/ od danej płaszczyzny.

98/. Dane są dwie proste przecinające się i trzecia względem nich zwichrzona. Znaleźć na tej trzeciej prostej punkt równo odległy od obu prostych przecinających się.

99/. Dany jest punkt na płaszczyźnie i odcinek r = 3 metry. Wyznaczyć na tej płaszczyźnie proste o danym module /większym niż moduł płaszczyzny/, które od punktu danego mają odległość r = 3 metry.

100/. Dane są cztery punkty w przestrzeni. Przez dwa z nich przesunąć płaszczyznę w równych odległościach od trzeciego i czwartego punktu.

101/. Dane są dwie proste zwichrzone. Wyznaczyć płaszczyznę od nich równo odległą.


RZUTY PROSTOKĄTNE

na dwie płaszczyzny /metoda Monge'a/.

W metodzie rzutów cechowanych wyznaczaliśmy rzut prostokątny utworu geometrycznego na jedną, poziomą płaszczyznę rzutów. Wzniesienia punktów utworu nad tą płaszczyzną, względnie ich zagłębienia pod nią określaliśmy wartościami liczbowymi jednostek metrycznych.

Ten liczbowy sposób określania wzniesień nie przemawiał jednak bezpośrednio do naszej wyobraźni, zwłaszcza, że rzutorysy były wykonywane w skali zmniejszonej. Trzeba było dokonać pewnego wysiłku umysłowego : po przeczytaniu liczby, rozważyć zmniejszenie i następnie uświadomić sobie rzeczywiste wzniesienie danego punktu.

Tę ujemną stronę rzutów cechowanych usuwa metoda wymyślona w drugiej połowie XVIII wieku przez genialnego geometrę francuskiego Gasparda Monge’a /1746 - 1818/.

Przyjął on oprócz poziomej płaszczyzny rzutów drugą płaszczyznę, prostopadłą do poziomej, a równoległą do płaszczyzny oczu patrzącego, jako płaszczyznę dla rzutów wzniesień. / pogl.18./
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Ta płaszczyzna przecina się z płaszczyzną poziomą wedle krawędzi x zwanej osią rzutów. Jest oczywistem, że na takiej płaszczyźnie muszą wzniesienia punktów przedstawić się jako odcinki promieni pionowych nad osią x zaś zagłębienia punktów jako piony pod osią x będące.

Przyjąwszy więc płaszczyznę poziomą i płaszczyznę wzniesień oraz ich krawędź x jako oś rzutów, miejmy dany punkt A. Poprowadźmy z niego promienie rzutowe prostopadle do obu płaszczyzn rzutów, to na płaszczyźnie poziomej otrzymamy / tak samo jak w rzutach cechowanych / jego rzut poziomy, który oznaczamy przez A’. Równocześnie na płaszczyźnie wzniesień otrzymamy rzut drugi, oznaczony przez A'', który nazwiemy rzutem wzniesienia.

Poprowadźmy następnie z A' na płaszczyźnie poziomej promień A'x równoległy do promienia AA” zaś na płaszczyźnie wzniesień narysujmy promień A''x równoległy do promienia AA'.

Figura AA’xA” jest równoległobokiem, a mianowicie prostokątem, /na poglądzie 18 ten prostokąt przedstawia sią jako romboid, a to z powodu prostopadłości tego prostokąta do płaszczyzny rysunku. Następuje bowiem rzutowe skrócenie odcinków prostopadłych A’A” i A’x oraz rzutowa zmiana kątów prostych na ostre i rozwarte./




Wynika z tego, że wzniesienie punktu AA' jest równe promieniowi A”x na płaszczyźnie wzniesień zaś oddalenie AA'’ punktu od płaszczyzny wzniesień jest równe promieniowi A'x na płaszczyźnie poziomej. Istnieje więc możliwość by wzniesienie i oddalenie punktu A zastąpić promieniami A”x oraz A’x leżącymi w płaszczyznach rzutów. Tę możliwość metoda Monge'a wyzyskuje w całej pełni, zastępując utwór geometryczny jego dwoma rzutami. Obecnie dążymy do tego, aby obie prostopadłe do siebie płaszczyzny rzutów utożsamić z jedną i tylko jedną płaszczyzną rysunku.

W tym dążeniu musimy się zgodzić na pewne umowy z twórcą tej metody Gaspardem Monge'm .

Umowa pierwsza.:

Przyjmując obie płaszczyzny rzutów jako nieograniczenie rozciągające się po obu stronach osi rzutów x otrzymujemy przestrzeń podzieloną na cztery ćwiartki lub zakowy. Otóż uważajmy za pierwszy zakos ćwiartkę górną - przednią w której umieściliśmy punkt A i gdzie znajdujemy się my sami. Jako drugi uważajmy zakos górny lecz z tyłu pierwszego będący, gdzie umieściliśmy punkt B. Jako trzeci uważajmy zakos będący w dole pod drugim. W nim jest punkt C. Wreszcie jako czwarty uważajmy zakos przednio-dolny, będący pod pierwszym. Tam mieści się punkt D.

Umowa druga.:

Chcąc sprowadzić obie płaszczyzny rzutów do jednej płaszczyzny naszego rysunku obróćmy jedną z tych płaszczyzn około osi x o kąt 90°. Po takim obrocie legnie ona na drugiej płaszczyźnie rzutów. Przypuśćmy, że obraca się płaszczyzna pozioma /pogl.18./. Łatwo poznać, że jej przednia część legnie na dolnej części płaszczyzny wzniesień, zaś jej tylna część przylgnie do górnej części płaszczyzny wzniesień.

Tak przystające do siebie płaszczyzny rzutów utożsamiamy odtąd z płaszczyzną rysunku. Rzuty poziome i rzuty wzniesień wyrysowane na tej płaszczyźnie będą stanowiły rzutorysy.
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Umowa trzecia./pogl.18. i rzut.94/.

Z wypłaszczenia wszystkich czterech zakosów wynika, iż promień rzutowy A’x znajduje się odtąd na przedłużeniu w dół promienia A’’x stanowiąc wraz z nim jeden promień, który zwać będziemy promieniem odniesienia. Na tym promieniu odniesienia część A''x równa się wzniesieniu punktu A zaś część A’x równa się oddaleniu punktu A od płaszczyzny wzniesienia.

Z tych danych można więc budować położenie punktu A w przestrzeni. Daje się to uskutecznić w dwa sposoby :

1/. W rzucie A' zbudować pion o wysokości A”x. Na szczycie tego pionu otrzymamy punkt A.

2/. Ustawiwszy płaszczyznę rysunku pionowo i równolegle do naszych oczu, zbudować w rzucie A’' promień do płaszczyzny rysunku prostopadły i mający długość A'x. Na zwróconym do nas końcu tego promienia otrzymamy punkt A.

Rozważmy teraz rzuty punktu B w wypłaszczonym zakosie drugim. Ten zakos doznał wypłaszczenia przez obrót w górę tylnej części płaszczyzny poziomej i przylgnięcie jej do górnej części płaszczyzny wzniesień. Wynika stąd przylgnięcie promienia B’x do promienia B”x . Oba rzuty punktu mają więc wspólny promień odniesienia xB'B” i oba są nad osią x. W zakosie trzecim rzut poziomy punktu C, a więc C’ obrócił się z tylną częścią płaszczyzny poziomej do góry i po wypłaszczeniu promień xC' stanowi górne przedłużenie promienia C”x, który pozostaje w dole pod osią x. Wynika z tego, iż rzuty punktu w zakosie trzecim przedstawiają się na promieniu odniesienia odwrotnie jak rzuty punktu w zakosie pierwszym.

Zakos czwarty wypłaszczył się przez przylgnięcie przedniej części płaszczyzny poziomej do dolnej części płaszczyzny wzniesień. Tym samym promień D'x punktu D przylgnął do promienia D”x. Oba rzuty punktu D schodzą się wiec na promieniu odniesienia i leżą pod osią x-. Wobec tego zauważamy, iż rzuty punktu w zakosie czwartym przedstawiają się odwrotnie jak rzuty punktu w zakosie drugim.

Na rzutorysie 94 obie płaszczyzny rzutów z poglądu 18 są już utożsamione z płaszczyzną rysunku. Rzuty punktu A B C B są wzięte z poglądu 18 tak jak się tam przedstawiają po wypłaszczeniu zakosów. Rzutorys jest wykonanym metodą Monge’a . Na przyszłość będziemy opuszczyli litery x pisane przy promieniach odniesienia w osi rzutów, gdyż wystaczy oznaczenie osi rzutów temiż literami na obu jej końcach. Płaszczyzny rzutów będziemy zwali krócej rzutniami.




Rzuty punktów leżących na rzutniach.
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Chciejmy obecnie wyznaczyć rzuty takich punktów które leżą na rzutniach /pogl. 19. i rzut.95./. A więc albo nie mają wzniesienia, albo im brak oddalenia. Zauważmy najpierw, że oś x jako krawędź przecięcia obu rzutni należy do nich obu. Leżąc na rzutni poziomej jest ona miejscem geometrycznym rzutów poziomych takich punktów które nie mają oddalenia. Należąc zaś do rzutni wzniesień jest miejscem rzutów wzniesień takich punktów których wysokości równe są 0.

Jeszcze punkt E leży na przedniej części rzutni poziomej. Jego rzut poziomy E' zchodzi się z nim samym, zaś jego rzut wyniesienia E” pada w oś x.
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Po obrocie rzutni i wypieszczeniu zakosu obraca się pod oś punkt E i jego rzut poziomy E’. Niechaj punkt F leży na tylnej części rzutni poziomej. Rzuty jego przedstawiają się podobnie juk dla punktu E to znaczy F’ pada w F zaś F” w oś. Po wypłaszczeniu zakosu obraca się jednak do góry punkt F ze swoim rzutem poziomym F’. Oba są nad osią x.

Punkt G przyjmijmy jako leżący na górnej części rzutni wzniesień. Niema on od tej rzutni żadnego oddalenia, Z nim samym zchodzi się jego rzut wzniesienia G” zaś rzut poziomy G' pada w oś x. Po wypłaszczeniu zakosu nie zmienia się to położenie. Niechaj punkt M leży na dolnej części rzutni wzniesień. Rzut wzniesienia M” pada w punkt M zaś rzut poziomy M’ pada w oś x, Obrót i wypieszczenie zakosu pozostawiają to położenie bez zmiany,

Jeżeli wreszcie punkt N leży w osi x to tym samym leży on na obu rzutniach, Jego oba rzuty N’ i N” zchodzą się z nim samym i podczas obrotu pozostają niezmienne.




Rzuty prostej.
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Prostą wyznaczają dwa punkty, jeżeli dane są rzuty dwóch jej punktów A i B / rzut.96./ to przez ich rzuty poziome A’ i B’ przechodzi rzut poziomy prostej, zaś przez ich rzuty wzniesień A” i B” przechodzi rzut wzniesienia prostej. Jeżeli także C należy do prostej, to jego rzuty C’ i C” leżą na odpowiednich rzutach prostej.


Miejmy /pogl.20/. dane dwa rzuty l’ i l’’ będące prostymi, to twierdzimy, iż można zawsze znaleźć prostą L w przestrzeni, która tym rzutom odpowiada. Przesuwamy bowiem przez rzut 1' płaszczyznę prostopadłą do rzutni poziomej, zaś przez rzut 1” płaszczyzne prostopadłą do rzutni wzniesień.
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Krawędź tych dwóch płaszczyzn jest szukaną prostą l. Ponieważ inna krawędź tych dwóch płaszczyzn nie istnieje przeto udowodniliśmy, iż rzuty l’ oraz l” wyznaczają jedną i tylko jedną prostą 1. Jej rzut przedstawia rzutorys 96 a.

Prosta w drugim zakosie.

Daną jest prosta ł w drugim zakosie /rzut.97/. Wiemy, że ten zakos wypłaszczy się przez obrót w górę tylnej części poziomej. Rzut poziomy ł' idzie więc z rzutnią poziomą w górę i przedstawi się nad osią x gdzie jest także rzut wzniesienia ł”.




Prosta w trzecim zakosie.

Daną jest prosta c w zakosie trzecim /rzut.98./. Jej rzut wzniesienia c” pada na dolną część rzutni wzniesień, zaś rzut poziomy c’ pada na tylną część rzutni poziomej. Przy obrocie i wypłaszczeniu idzie on do góry z tą częścią rzutni. Wobec tego rzut poziomy prostej c jest nad osią x zaś rzut wzniesienia pozostaje pod osią x. Rzuty prostej w zakosie trzecim przedstawiają się więc odwrotnie jak rzuty prostej w zakosie pierwszym.

Prosta w czwartym zakosie.

Rzut wzniesienia d” takiej prostej /rzut.99/. pada na dolną część rzutni wzniesień, zaś rzut poziomy d’ znajdując się w przedniej części rzutni poziomej obraca się z nią pod oś x. Po wypłaszczeniu zakosu oba rzuty prostej są pod osią x.
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Różne nachylenia prostej. Prosta nachylona do obu rzutni może zajmować względem nich cztery zasadnicze położenia przedstawione rzutami na rzutorysie 100.
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Osobliwe położenie prostej.

Prosta leżąca na rzutni ma zawsze w osi x ten rzut, który nie pada w nią samą.
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Rzutorys 101 przedstawia prostą i leżącą na rzutni wzniesień.




Rzutorys 102 przedstawia prostą leżącą na rzutni poziomej.
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Prosta leżąca w osi x ma w niej obie swe rzuty / rzut.103./
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Prosta równoległa do rzutni poziomej /rzut.104./ jest miejscem geometrycznym punktów równego wzniesienia. Jej rzut wzniesienia m” jako łączący rzuty takich punktów musi być równoległym do osi x.

Prosta równoległa do rzutni wzniesień / rzut.105./ jest miejscem geometrycznym punktów równego oddalenia. Skutkiem tego jej rzut poziomy jest równoległy do osi x.

Prosta równoległa do obu rzutni / rzut.106./ mieści w sobie punkty równego wzniesienia i także równego oddalenia. Oba jej rzuty są zatem równoległe do osi x.
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Prosta s prostopadła do rzutni poziomej / rzut.107./ jest miejscem geometrycznym punktów, które rzucają się w poziom po jednym wspólnym promieniu zchodzącym się z tą prostą. Ten promień wyznacza na rzutni poziomej jeden punkt s’, który jest rzutem pionowym prostej. Rzut wzniesienia s” jest prostopadły do osi x, gdyż jest na promieniu odniesienia rzutu poziomego, a ten jest punktem.

Prosta t prostopadła do rzutni wzniesienia /rzut.108,/ ma rzut poziomy t’ prostopadły do osi x zaś rzut wzniesienia t” jest punktem. Uzasadnienie takie same jeżeli zmienimy rzutnie.

Prosta prostopadła do osi rzutów x.

Przypadek ten przedstawia tak osobliwe położenie prostej, że należy go obszerniej omówić. Wspomniano powyżej /patrz pogląd 20./, że mając rzuty prostej możemy zbudować samą prostą przesuwają przez jej rzuty dwie płaszczyzna odpowiednio prostopadłe do obu rzutni. Wyniknie stąd sama prosta jako krawędź przecięcia się obu tych płaszczyzn.
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Przeprowadźmy teraz rozważanie odwrotne /pogl.20./. Mając prostą l w przestrzeni przesuńmy przez nią dwie płaszczyzny I i II odpowiednio prostopadłe do obu rzutni. Każda z tych płaszczyzn przetnie się z odpowiednią rzutnią wedle krawędzi, która będzie rzutem danej prostej. Przesunięte płaszczyzny I i II są oczywiście różne.

W przypadku gdy prosta w jest prostopadłą do osi rzutów x / pogl.21./ obie płaszczyzny przesunięte przez nią prostopadle do odpowiednich rzutni zchodzą się z sobą, tworząc jedną płaszczyznę III prostopadłą do obu rzutni. Ta osobliwa płaszczyzna przecina obie rzutnie wedle dwóch prostych w' i w” prostopadłych do osi x, które stanowią rzuty danej prostej. /rzut.109./
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Otóż nie tylko tej danej prostej w . W płaszczyźnie III można bowiem poprowadzić nieskończenie wiele prostych i każda z nich będzie miała te same rzuty co prosta w, a to z powodu prostopadłości płaszczyzny III do obu rzutni. Wynika stąd, że dwa prostopadłe do osi x rzuty prostej są rzutami nie jednej lecz wielu i to nieskończenie wielu prostych leżących w takiej płaszczyźnie. Chcąc mieć zatem rzuty jednej i tylko jednej prostej prostopadłej do osi x przyjmujemy na niej dwa punkty A i B, których rzuty wyznaczamy na odpowiednich rzutach prostej.



Rozumując w toku odwrotnym powiadamy, że dwa rzuty prostej prostopadłej do osi x na których są dane rzuty punktów A i B są rzutami jednej i tylko jednej prostej leżącej w płaszczyźnie prostopadłej do osi x. /rzut. 109./.

Płaszczyznę taką zowiemy boczną lub poprzeczną i w dalszym ciągu wprowadzimy ją jako trzecią rzutnię potrzebną do wyznaczania rzutów bocznych i przecięć poprzecznych brył.

Zadanie : Znaleźć na prostej a danej rzutami punkt M mający wzniesienie dwa centymetry.

Rozwiązanie : /rzut.110/. Wyznaczywszy pion 2 cm nad osią x przesuwany rzut wzniesienia w” prostej poziomej na tej wysokości. W przecięciu rzutów a” i w” otrzymujemy rzut M” żądanego punktu i na rzucie poziomym prostej a wyznaczamy M'.

Zadanie : Znaleźć na prostej b danej rzutami punkt N mający oddalenie 3 cm od rzutni wzniesień.

Rozwiązanie : /rzut.111./ Takie samo jak w poprzednim. Jeżeli zmienimy rzutnie. W położeniu naszym punkt N wypada w zakosie czwartym.
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Ćwiczenie : Dane są : punkt B w zakosie drugim i punkt D w zakosie czwartym. Wyznaczyć rzuty prostej, która przez te punkty przechodzi, oraz punkt Q na niej o zagłębieniu 1 cm.

Ślady prostej.

Prosta, jako utwór nieograniczony w swej długości przechodzi z zakosu do zakosu. Na tym przejściu spotyka płaszczyzny rzutów, które przebija. Te punkty przebicia nazywamy śladami prostej. Rzutnię poziomą prosta a przebija w śladzie poziomym P / pogl.22./, zaś rzutnię wzniesień przecina w śladzie wzniesienia W.

Ślad poziomy P jako leżący na prostej a i na rzutni poziomej niema żadnego wzniesienia. Zatem z nim samym schodzi się jego rzut poziomy P' zaś rzut wzniesienia P” pada w oś x będąc równocześnie na rzucie wzniesienia prostej a .

Ślad wzniesienia W jako leżący na prostej a i na rzutni wzniesień niema żadnego od niej oddalenia. Jego rzut wzniesienia W” zchodzi się z nim zaś rzut poziomy W’ pada w oś x tam, gdzie rzut poziomy a’ prostej tę oś przecina.

Przeprowadzając rozumowanie w toku odwrotnym, miejmy dane /rzut.112./ rzuty prostej a i szukajmy jej śladów oraz rzutów tych śladów.

Otóż tam, gdzie rzut wzniesienia a'’ prostej przecina oś x jest rzut P'' wzniesienia śladu poziomego. Wykreślamy zeń promień rzutowy i w przecięciu się tegoż z rzutem poziomym a’ prostej otrzymujemy ślad poziomy P i jego rzut poziomy P'. Podobnie szukamy śladu wzniesienia W. Tam, gdzie rzut poziomy a' prostej przecina oś x jest rzut poziomy W'. Kreślimy zeń promień rzutowy i w przecięciu się tegoż z rzutem wzniesienia a” prostej otrzymujemy sam ślad W i jego rzut wzniesienia W”.
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Pomiędzy śladami P i W prosta a rozciąga się w pierwszym zakosie. Przebiwszy rzutnię wzniesień w śladzie W prosta przechodzi do zakosu drugiego. Oba rzuty jej części znajdują się w tym zakosie nad osią x. W punkcie P prosta przebija rzutnię poziomą i wchodzi do zakosu czwartego. Oba rzuty jej części w tym zakosie znajdują się pod osią x.
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Ponieważ części prostej poza zakosem pierwszym są niewidoczne dla oczu będących w zakosie pierwszym, przeto odnośne części rzutów prostej kreślimy rysom przerywanym.

Rozważymy obecnie te położenia prostych, gdzie one mają jeden ze śladów poza pierwszym zakosem.

I tak : rzutorys 113 przedstawia prostą b tak nachyloną, iż przebiwszy górną część rzutni wzniesień w punkcie W przechodzi do zakosu drugiego. Tu przebija tylną część rzutni poziomej w punkcie P i wchodzi do zakosu trzeciego. Jej rzuty w zakresie zakosu drugiego są nad osią x, zaś w zakresie zakosu trzeciego przedstawiają się odwrotnie jak w zakosie l.
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Rzutorys 114.przedstawia prostą c tak nachyloną, iż będąc w zakosie pierwszym przebija rzutnię poziomą w śladzie P i wchodzi do zakosu czwartego. Tu spotyka dolną część rzutni wzniesień i przebija ją w śladzie W poczym rozciąga się w zakosie trzecim. W zakresie zakosu czwartego, a więc między śladami P i W oba jej rzuty są pod osią x. w zakresie zakosu trzeciego jest rzut poziomy nad osią x, a rzut wzniesienia pod tą osią.

Rzut 115 przedstawia rzuty prostej d równoległej do rzutu poziomej. Jej ślad poziomy P odsuwa się do nieskończonej odległości. Na rzutorysie mamy tylko ślad wzniesienia W, w którym prosta d z zakosu pierwszego przechodzi do zakosu drugiego i tu ma oba rzuty nad osią x.




Rzutorys 116 przedstawia prostą e równoległą do rzutni wzniesień. W zakresie rzutorysu istnieje tylko ślad poziomy P zaś ślad wzniesienia odsuwa się do nieskończonej odległości.



[image: ]



[image: ]




Rzutorys 117 przedstawia prostą p równoległą do obu rzutni. Oba jej ślady P i W są w nieskończonej odległości.
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Dla prostych g oraz i /rzut.118./ prostopadłych odpowiednio do rzutni jedne ślady padają w te ich rzuty które są punktami. Drugie ślady są w nieskończoności.

Dla prostej prostopadłej do osi x, a więc leżącej w rzutni bocznej /poprzecznej/ ślady P i W dają się wyznaczyć przy pomocy rzutu trzeciego na tej bocznej rzutni. Rozwiązanie tego zadania nastąpi w dalszych rozdziałach.

Ciekawy przypadek śladów przedstawia rzutorys 119.
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Prosta j dana rzutami j’ i j” przechodzi przez zakosy drugi, trzeci i czwarty pomijając zakos pierwszy. Jej rzuty i ślady przedstawiają się zgodnie z właściwościami rzutów dla zakosu drugiego, trzeciego i czwartego. I tak dla części prostej między punktami P i W rozciągającej się w zakosie trzecim mamy rzut poziomy j’ nad osią zaś wzniesienia j” pod osią. Rzuty prostej kreślimy w całej rozciągłości rysem przerywanym, gdyż nie jest ona widoczną dla oczu będących w zakosie pierwszym.




Dwie proste.

Dwie proste a i b mogą względem siebie zajmować trojakie położenie w przestrzenia przecinania się,równoległości i zwichrzenia.

1/. Dwie proste przecinające się.
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Jeżeli dwie proste a i b przecinają się / rzut.120/ to obie przechodzą przez wspólny punkt przecięcia A. Rzuty tego punktu jako im wspólnego muszą leżeć równocześnie na rzutach obu prostych. Wynika z tego, że ich rzuty poziome a' i b' muszą przechodzić przez rzut poziomy A’ tego punktu, zaś rzuty wzniesień a” i b” przechodzą przez A” .

Odwrotnie : jeżeli dane są pary rzutów dwóch prostych, które przechodzą przez rzuty punktu leżące na jednym promieniu odniesienia, to istnieje w przestrzeni punkt odpowiadający tym rzutom punktu oraz istnieją dwie prosto przechodzące przez ten punkt a mające dane rzuty.

Rzutorys 121 przedstawia wypadek, gdy dwie proste przecinające się a i b mają wspólny rzut poziomy. Leżą one w płaszczyźnie prostopadłej do rzutni poziomej.


2/. Dwie proste równoległe.
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Odsuwając punkt przecięcia do nieskończonej odległości otrzymujemy dwie proste równoległe, Z odsunięciem punktu odsuwają się również jego rzuty przez które przechodzą odpowiednie rzuty obu prostych. Wynika z tego, że dwie proste równoległe a i b / rzut.122./ mają rzuty poziome do siebie równoległe oraz rzuty wzniesień do siebie równoległe.

Rzutorys 123 przedstawia wypadek, gdy dwie proste równoległe leżą w płaszczyźnie prostopadłej do rzutni poziomej. Ich rzuty poziome padają na siebie,

3/. Dwie proste zwichrzone.

Jeżeli u dwóch prostych a i b nie zachodzi ani przypadek przecinania się ani równoległości to dwie proste są względem siebie zwichrzone. /rzut.124./ Ich rzuty poziome przecinają się wprawdzie ze sobą, ich rzuty wzniesień również przecinają się z sobą lecz przecinania te nie są rzutami punktu przecięcia gdyż leżą na jednym i tym samym promieniu odniesienia. Wobec tego proste a i b nie mają wspólnego punktu, więc mijają się w przestrzeni czyli są względem siebie zwichrzone.

Na rzutorysie 125 przedstawione są rzuty dwóch prostych 1 i ł o których nie wiadomo czy są prostymi przecinającymi się czy też zwichrzonymi albowiem przecinanie się rzutów tak pionowych jak poziomych są poza obrębem rysunku.
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Chcąc roztrzygnąć tę wątpliwość obieramy na każdej prostej po dwa punkty a więc A i B oraz C i D. Łączymy A z C i B z D otrzymując proste pomocnicze. Jeżeli obie proste dane przecinają się, to i proste pomocnicze A C i B D przecinają się w punkcie E albowiem muszą leżeć w tej samej płaszczyźnie co proste l i ł. Rzutorys wszystkich czeterech prostych przedstawia rzuty utworu płaskiego.

Płaszczyzna.

Wiemy z nauki o rzutach cechowanych, że płaszczyznę można przedstawić za pomocą : 1/. Dwóch prostych przecinających się. 2/. Dwóch prostych równoległych. 3/. Trzech punktów nie leżących na jednej prostej. 4/. Prostej i punktu poza nią leżącego.

W rzutach prostokątnych Monge’a wygodnym jest przedstawienie płaszczyzny I za pomocą prostych wzdłuż których przecina się ta płaszczyzna z obiema rzutniami. Jedna z tych prostych jest poznana w metodzie rzutów cechowanych warstwica zerowa, którą tu nazywamy śladem poziomym płaszczyzny /pogl. 23./ i oznaczamy przez Ip .

Podobnie przecina się płaszczyzna I z rzutnią wzniesień wedle prostej którą nazwiemy śladem wzniesienia i oznaczymy przez Iw .

Ponieważ ślad poziomy Ip jest prostą łożącą na rzutni poziomej, przeto jego drugi rzut I” pada na oś x /rzut. 126./

Z tej samej przyczyny rzut poziomej Iw śladów wzniesienia pada w oś x. Obie rzutnie i płaszczyzna I stanowią układ trzech płaszczyzn, które jak wiemy mają wspólny punkt. Przez ten wspólny punkt przechodzą ich krawędzie które te płaszczyzny wzięte parami tworzą. 
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Jedną z tych krawędzi jest oś x, zaś drugą jest ślad poziomy Ip . Trzecią krawędź stanowi ślad pionowy Iw . Wynika z tego, że wspólny punkt leży w osi x i że prze zeń przechodzą oba ślady Ip i Iw płaszczyzny.

 Płaszyzna jako utwór rozciągający się nieograniczenie w dwóch kierunkach wchodzi z pierwszego zakosu do innych zakosów przeciąwszy obie rzutnie w śladach Ip i Iw . Po wypłaszczeniu zakosów okaże się iż ślady w nich przedstawiają się zgodnie z właściwościami rzutowymi utworów w tych zakosach. Część płaszczyzny w zakosie pierwszym ma więc ślad poziomy Ip pod osią x zaś ślad zniesienia Iw nad osią x .                               

Część płaszczyzny w zakosie II ma oba ślady nad osią x.

Część płaszczyzny w zakosie III ma ślad poziomy nad osią x zaś ślad wzniesienia pod tą osią.

Wreszcie część płaszczyzny w zakosie czwartym ma oba ślady pod osią x.

Osobliwe położenia płaszczyzn.

Płaszczyzna II / rzut.127 a/ jest prostopadłą do rzutni poziomej. Ponieważ rzutnia wzniesień jest także prostopadłą do rzutni poziomej przeto ślad wzniesienia IIw takiej płaszczyzny będąc krawędzią dwóch płaszczyzn prostopadłych do rzutni poziomej musi być prostopadłym do tej rzutni a tym samym do osi x.

Płaszczyzna III jest prostopadłą do rzutni wzniesień, jej ślad poziomy IIIp jest prostopadłym do rzutni wzniesień, a tym samym do osi x./rzut. 127 b. 

Płaszczyzna IV prostopadła do obu rzutni jest tym samym prostopadała do osi x. Oba jej ślady są prostopadłe do osi x. Jest to płaszczyzna poprzeczna, lub boczna, którą w dalszym ciągu wykładu prowadzimy jako trzecią rzutnię. /rzut.127 c./
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  Płaszczyzna V /rzut.128./ jest równoległą do osi x. Ma oba ślady Vp i Vw równoległe do tejże osi, gdyż wspólny punkt obu śladów tej płaszczyzny leżący w osi x został odsunięty do nieskończonej odległości.

Płaszczyzna VI /rzut.129./ równoległa do rzutni poziomej ma ślad poziomy nieskończoności. Na rzutorysie istnieje tylko jej ślad wzniesienia VIw równoległy do osi x.
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Płaszczyzna VII / rzut.130./ równoległa do rzutni wzniesień ma ślad wzniesienia w nieskończoności. Na rzutorysie istnieje tylko jej ślad poziomy VII .

Płaszczyzna VIII /pogl.24. i rzut 131./ przechodząca przez oś x ma oba ślady VIIIp i VIIIw w tejże osi. Ponieważ takich płaszczyzn można przesunąć cały pęk przez oś x , przeto chcąc oznaczyć położenie jednej musimy mieć dany punkt A w przestrzeni przez który ta płaszczyzna przechodzi.
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Płaszczyzna IX /rzut.132/ której oba ślady po wypłaszczeniu zakosów są nachylone do osi x tak, iż tworzą między sobą kąt silnie rozwarty lub nawet półpełny będziemy nazywali rozwartokątną, w odróżnieniu do płaszczyzn nachylonych, których ślady tworzą ze sobą kąt ostry i od płaszczyzn prostopadłych do rzutni, których ślady tworzą kąt prosty.




Punkty i proste na płaszczyźnie.

Prosta a leży na płaszczyźnie I jeżeli ma z nią dwa punkty wspólne. Niechaj tymi punktami będą : punkt P na śladzie poziomym płaszczyzny i punkt W na śladzie wzniesienia. Wyznaczamy rzuty tych śladów. Łącząc następnie rzuty poziome P' i K' otrzymujemy rzut poziomy prostej a leżący na płaszczyźnie, gdyż łącząc P” z W'' otrzymamy jej rzut wzniesienia.

Ponieważ punkty P i W są zarazem tymi w których prosta przecina obie rzutnie wchodząc wrat z płaszczyzną do dalszych zakosów, przeto powiadamy : Prosta leży na płaszczyźnie, jeżeli jej ślady leżą na odpowiednich śladach płaszczyzny. /pogl.25. i rzut. 133./
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W przypadku, gdy prosta b leżąc na płaszczyźnie II jest równoległa do rzutni poziomej otrzymujemy tę zmianę, że jej ślad poziomy, który musi




leżeć na śladzie IIp odsuwa się na nim w nieskończonej odległości. Wynika z tego równoległość rzutu poziomego b’ prostej do śladu poziomego płaszczyzny II. Rzut wzniesienia b'' przechodzi przez ślad wzniesienia W prostej i jest równoległy do osi x. /rzut.134./ Taka prosta pozioma leżąca w płaszczyźnie jest jej warstwicą, jak to poznaliśmy w rzutach cechowanych.
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W przypadku gdy prosta c leżąc na płaszczyźnie III / rzut.135./ jest równoległą do rzutni wzniesienia, rzuty jej przedstawiają się odwrotnie wobec poprzedniej prostej. Taką prostą możemy uważać za warstwicę płaszczyzny wyznaczającą punkty równego oddalenia od rzutni wzniesień.




Proste spadu.  

W metodzie rzutów cechowanych poznaliśmy linię spadu jako prostą prostopadłą do warstwie płaszczyzny i wyznaczającą kąt nachylenia płaszczyzny do poziomu. W metodzie monge'a przedstawia się rzut poziomy d' takiej prostej d również jako prostopadły do śladu poziomego płaszczyzny IV, gdyż ten ślad poziomy jest warstwicą zerową płaszczyzny / rzut.136./
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Rzut wzniesienia d” prostej spadu otrzymamy wyznaczając rzuty pionowe śladów P i W z których P'' jest w osi x zaś W” na śladzie wzniesienia płaszczyzny IV. Prosta łącząca P’' z W" jest rzutem wzniesienia prostej d.

Mając do rozporządzenia dwie rzutnie i dwa rzuty płaszczyzny możemy wyznaczyć także proste spadu płaszczyzny względem rzutni wzniesienia. Rzutorys 137 przedstawia rzuty takiej prostej l której rzut wzniesienia l” jest prostopadły do śladu Vw płaszczyzny V. Rzuty te przedstawiają odwrotność rzutów poprzednich.
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Proste w różnych zakosach leżące na płaszczyźnie.

Niechaj będzie danym rzut wzniesienia f”' prostej f leżący na płaszczyźnie VI, a przechodzącej przez zakosy: pierwszy, drugi i trzeci. Chciejmy wyznaczyć jej oba ślady i rzut poziomy / rzut.138./

Ślad wzniesienia W leży w śladzie VIw płaszczyzny. Tam jest również jego rzut W'' , zaś rzut poziomy pada w oś x. Chcąc otrzymać ślad poziomy P prostej f musimy przeciągnąć ślad poziomy VI płaszczyzny na tylną część rzutni poziomej i narysować go nad osią x, gdyż taką jest właściwość rzutów w zakosie II i III. Rzut P'’ śladu poziomego jest w przecięciu się f'’ z osią x. Sam ślad P i jgo rzut poziomy P’ są na przedłużonym śladzie VIp nad osią x. Łącząc P' z W' otrzymujemy rzut poziomy prostej f. Rzuty tych części prostej, które są w zakosach drugim i trzecim kreślimy rysem przerywanym z powoda niewidoczności prostej.
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Niechaj będzie danym rzut poziomy g’ prostej g leżącej na płaszczyźnie VII /rzut.139./ a przechodzącej przez zakosy : pierwszy, czwarty i trzeci. Należy wyznaczyć oba jej ślady i rzut wzniesienia.

Ślad poziomy P jest w przecięciu g' ze śladem VIIp. Jego rzut pionowy jest w osi x. Przedłużamy ślad pionowy VIIW płaszczyzny pod oś x. Rzut poziomy W' śladu wzniesienia jest w przecięciu przedłużonego rzutu g’ z osią x.




Sam ślad pionowy W i jego rzut pionowy W” są na przedłużonym śladzie VIIw pod osią x. Łącząc W’' z P” otrzymujemy rzut wzniesienia g'' prostej, który kreślimy pełno w zakosie pierwszym.

Punkt na płaszczyźnie.

Z punktów leżących na płaszczyźnie poznaliśmy już te, które są na jej śladach, inne punkty płaszczyzny wyznaczamy jako leżące na prostych płaszczyzny.

Niechaj będzie danym rzut wzniesienia A” punktu A leżącego na płaszczyźnie I. Chciejmy wyznaczyć jego rzut poziomy /rzut.140./
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Przesuwamy prze A” rzut a” prostej leżącej na płaszczyźnie, mającej zatem w osi x rzut P” śladu poziomego, zaś w śladzie wzniesienia Iw rzut W”. Wyznaczamy rzuty poziome obu śladów. W’ pada w oś x zaś P' jest na śladzie poziomym Ip płaszczyzny. Łącząc W’ z P’ otrzymujemy rzut poziomy prostej a. Na tym rzucie poziomym wyznaczamy rzut poziomy A’ punktu A.




Miejmy obecnie rzut poziomy punktu B leżącego na płaszczyźnie II i chciejmy wyznaczyć jego rzut wzniesienia / rzut.141/ Wśród wielu prostych jakie na płaszczyźnie leżą, dogodnymi są proste równoległe do jednej z rzutni. Przesuwamy więc przez B' rzut b’ prostej równoległej do rzutni wzniesień. Wyznaczywszy rzuty P' i P” jej śladu poziomego kreślimy jej rzut wzniesienia równolegle do śladu IIw . Na tym rzucie wzniesienia jest rzut B” .
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Położenie punktu względem płaszczyzny.

Niechaj będzie daną płaszczyzna III i rzuty punktu C. Należy zbadać czy ten punki leży na płaszczyźnie czy jest pod płaszczyzną, lub też nad płaszczyzną /rzut. 142./.

Przesuwamy przez rzuty punktu rzuty prostej c równolegle do rzutni poziomej, a mający rzut poziomy c' równoległy do śladu IIIp płaszczyzny.




Geometria wykreślna.




12.



Gdyby punkt C leżał na płaszczyźnie III to i prosta c leżałaby na niej i jej ślad wzniesienia W byłby w śladzie wzniesienia IIIw płaszczyzny. W danym położeniu ten ślad znajduje się na zewnątrz śladu IIIW co dowidzi, że punkt C jest ponad płaszczyzną. Zadanie : dany jest ślad poziomy IVp płaszczyzny oraz dane są oba rzuty punktu D leżącego w tejże płaszczyźnie. Należy wyznaczyć ślad wzniesienia płaszczyzny /rzut. 143/.

Przesuwamy przez punkt D prostą poziomą d leżącą w tej płaszczyźnie, a więc mającą rzut poziomy d' równoległy do śladu IVp . Wyznaczamy rzuty jej śladu wzniesienia W. Przez W” oraz przez punkt w osi x przechodzi szukany ślad wzniesienia IV płaszczyzny.
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Zadanie : dany jest rzut wzniesienia e'’ prostej e leżącej w danej płaszczyźnie V, lecz ta prosta e ma oba ślady P i W w punkcie osiowym płaszczyzny. Należy wyznaczyć rzut poziomy o' tej prostej / rzut.144./.

Na rzucie e'' obieramy rzut punktu E'' i kreślimy przezeń prostą poziomą a leżącą w tejże płaszczyźnie. Jej W'' leży w śladzie Vw zaś a’ jest równoległe do śladu Vp . Wyznaczamy na a> rzut E’ albowiem proste e i a muszą się przecinać skoro leżą w jednej płaszczyźnie. Przez punkt W P w osi x i przez E’ przechodzi szukany rzut poziomy prostej e.

Zadanie : przez punkt F dany na płaszczyźnie III przesunąć prostą spadu względem rzutni poziomej /rzut.145./. Rzuty punktu F wyznaczyliśmy za pomocą prostej a równoległej do rzutni wzniesień. Żądana prosta s ma rzut poziomy prostopadły do śladu poziomego VIp . Jej rzut wzniesienia przechodzi przez rzuty wzniesień śladu poziomego  P i punktu F.
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Zadanie : przez daną rzutami prostą g przesunąć płaszczyznę /rzut. 146./

Wyznaczamy ślady P i W danej prostej wiedząc, iż ślad pionowy żądanej płaszyzny przejdzie przez W zaś ślad poziomy przejdzie przez P. Ilość możliwych płaszczyzn jest jednakże nieograniczona, gdyż przez jedną prostą przesunąć można cały ich pęk. Na rzutorysie przedstawiono pięć płaszczyzn z tego pęku.

Zadanie : Przez prostą spadu względem rzutni wzniesień przesunąć płaszczyznę / rzut.147./
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Wyznaczamy ślady W i P prostej spadu t. Przez W przechodzi ślad wzniesienia Iw żądanej płaszczyzny mając kierunek prostopadły do rzutu wzniesienia prostej spadu. Na rzutorysie ten ślad Iw nie przecina się z osią x, nie wiemy zatem w jakim kierunku poprowadzić ślad poziomy Ip przechodzący przez punkt P prostej spadu. Chcąc go znaleźć, obieramy na prostej spadu dowolne punkt A i przezeń prowadzimy pomocniczą prostą a równoległą do rzutni poziomej i leżącą w tejże płaszczyźnie. Jej rzut wzniesienia a” równoległy do osi x ma ślad wzniesienia W na Iw . Wyznaczamy W’ w osi x i łączymy z A’ otrzymując a’ . Szukany ślad poziomy lp jest równoległy do tegoż rzutu a' .




Wielokąty na płaszczyźnie.

Wielokąt jest figurą danej płaszczyzny, jeżeli jego boki są prostymi a jego wierzchołki są punktami tejże płaszczyzny.
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Zadanie : dany jest rzut wzniesienia trójkąta A B C leżącego na płaszczyźnie II. Należy wykreślić jego rzut poziomy. /rzut. 148./

Przez rzuty A” i B” przesuwamy rzut wzniesienia prostej l której rzut poziomy wyznaczamy jako przechodzący przez rzuty W’ i P' jej śladu. Przez rzut C” wygodnym jest przesunięcie rzutu prostej poziomej m. Na rzutach l’ i m' są rzuty poziome A' B' oraz C’ trójkąta.

Zadanie : dany jest jeden rzut czworokąta leżącego w płaszczyźnie rozwartokątnej III. Należy wyznaczyć jego drugi rzut /rzut.149./

Przez dane rzuty punktów A




i B oraz dalszych przesuwamy rzuty prostych leżących w płaszczyźnie III. Wyznaczamy drugie rzuty tych prostych i na nich drugie rzuty wierzchołków czworokąta.
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Zadanie : Dany jest jeden rzut pięciokąta A B C D E leżącego w płaszczyźnie IV, równolegle do osi x. Należy wyznaczyć jego drugi rzut / rzut.150./.




Przez rzuty boków pięciokąta przesuwamy rzuty prostych przecinających się w wierzchołkach A, B, E. Mając ślady W .... i P.... tychże prostych w śladach IVw i IVp płaszczyzny, wyznaczamy drugie rzuty tych prostych i na nich drugie rzuty wierzchołków A, B, C, D, E.

Wyznaczenie płaszczyny.

1./ Płaszczyzna przez dwie proste a i b przecinające się./rzut.151./
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Płaszczyzna I, która ma przechodzić przez proste a i b zawiera w sobie wszystkie ich punkty, a więc i ślady P i W. Przez ślady wzniesienia Wa i Wb przejdzie zatem ślad wzniesienia Iw płaszczyzny, zaś przez ślady poziome P'a i P'b przejdzie ślad poziomy.

Oba ślady Iw i Ip płaszczyzny mają wspólny punkt w osi x. Jeżeli ten punkt jest w zakresie rzutorysu to wystarczają trzy ślady prostych, aby oba ślady płaszczyzny wyznaczyć. Można więc pominąć wyznaczenie takiego śladu jak Wb , który wypadł na dolnej części rzutni wzniesień.




Przypadki szczególne.

A/. Jeżeli z prostych c i d przecinających się w A jedna jest równoległą n.p. do rzutni wzniesień / rzut.152/. To ślad wzniesienia szukanej płaszczyzny II jest równoległy do jej rzutu wzniesienia. Dąży bowiem do jej śladu W, który jest w nieskończonej odległości. Przechodzi zaś przez ślad Wc prostej c, która jest nachyloną do rzutni,

B/. W punkcie A przecinają się dwie proste e i f z których pierwsza jest równoległa do poziomu, a druga do wzniesienia. Ślady płaszczyzny III przesuniętej przez e i f będą równoległe : poziomy III do rzutu poziomego e' zaś ślad wzniesienia do rzutu f”' . Przejdą zaś przez te ślady Pf i We, które są w zakresie rzutorysu. /rzut.153./.

C/. Z prostych przecinających g i j niechaj prosta g będzie równoległą do osi x. / rzut.154./

Przez prostą g można przesunąć tylko płaszczyznę równoległą do osi x, gdyż na płaszczyznach nachylonych do tejże osi nie istnieją proste do niej równoległe. Ślady szukanej płaszczyzny IV są więc równoległe do osi x i przechodzą odpowiednio przez ślady Pj i Wj drugiej prostej.
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D/. Obie proste k i l przecinają się w punkcie X na osi x. /rzut.155./ Ten punkt jako ślad poziomy i ślad wzniesienia obu prostych będzie zarazem punktem wspólnym dla obu śladów Vw i Vp szukanej płaszczyzny V. Należy jednak znaleźć dalsze



dwa punkty, przez które przejdą te ślady Przecinamy obie proste prostą pomocniczą n, która mając z prostymi k i l dwa punkty wspólne K i L leży tym samym na szukanej płaszczyźnie. Przez jej ślady Pm i Wm przechodzą zatem odpowiednie ślady płaszczyzny V.
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E/. Proste przecinające się ł i m nie mają swych żadnych śladów w zakresie rzutorysu. Mimo to należy znaleźć ich płaszczyzną VI /rzut.156/ Obieramy punkt M na jednej prostej m i kreślimy przezeń proste pomocnicze n i o przecinające drugą prostą ł w punktach Ł i N. Ponieważ dobór i kierunek tych prostych od nas zależy, przeto kreślimy je tak, by ich ślady Wn i Wo oraz Pn i Po otrzymać w zakresie rzutorysu. Znaleziona płaszczyzna przechodząca przez te ślady mieści w sobie także proste dane ł i m gdyż ma trzy punkty wspólne z nimi M Ł i N .
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F/. Z dwóch prostych przecinających się a i b jedna jest pionową. /rzut.157./ Przez prostą pionową a jako prostopadłą do poziomu może przejść tylko płaszczyzna VII prostopadła do poziomu. W niej leży i druga dana prosta b. Z powodu prostopadłości przejdzie ślad poziomy szukanej płaszczyzny przez rzut poziomy prostej b, zaś ślad wzniesienia jest prostopadły do osi x.
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G/. Z dwóch prostych przecinających się c i d jedna jest prostopadła do poziomu, a druga do wzniesienia / rzut.157 a/. Przez takie proste przechodzi płaszczyzna prostopadła do obu rzutni o śladach VIIIW i VIIIp prostopadłych do osi x. Jest to płaszczyzna poprzeczna lub boczna, której w przyszłości użyjemy jako trzeciej rzutni.

Płaszczyzna przez dwie proste równoległe.

Mając dane rzuty dwóch prostych równoległych e i f /rzut.158./ wyznaczamy ich ślady. Przez dwa ślady wzniesienia We i Wf przechodzi ślad wzniesienia Iw szukanej płaszczyzny, zaś przez dwa ślady poziome Pe i Pf przechodzi jej ślad poziomy Ip. Na rzutorysie dwa z tych śladów wypadają w dalszych zakosach.




Przypadki szczególne.

A/. Obie proste g i h są równoległe do osi x /rzut 159./ Płaszczyzna II przesunięta przez nie, jest również równoległą do osi x. Przecinamy obie dane proste prostą pomocniczą j przez której ślady Wj i Pj przechodzą odpowiednie ślady płaszczyzny II.
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B/. Obie proste równoległe l i ł są prostopadłe do rzutni wzniesień /rzut.160./ Płaszczyzna III przesunięta przez nie, jest również prostopadłą do rzutni wzniesień. Jej ślad wzniesienia przechodzi przez l'’i ł” gdyż z tymi rzutami zchodzą się ślady wzniesienia obu prostych. Ślad poziomy IIIp płaszczyzny jest prostopadły do osi x.
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Płaszczyzna przez trzy punkty.

Niechaj będą dane trzy punkty A B C nie leżące na jednej prostej. /rzut.161./ Przesuwamy przez punkty A i B jedną, zaś przez punkty A i C drugą prostą. Tym samym sprowadziliśmy zagadnienie do znalezienia płaszczyzny przez dwie proste przecinające się. W razie trudności znalezienia ich śladów możemy użyć trzeciej prostej przechodzącej przez punkty B i C.

Przypadki szczególne.

A/. Trzy punkty A,B,C, mają rzut poziomy będący odcinkiem /rzut.162./ Trójkąt, wyznaczony przez te trzy punkty jest figurą leżącą w płaszczyźnie prostopadłej do poziomu. Jej ślad poziomy Vp schodzi się z rzutem A’B’C' zaś ślad wzniesienia jest prostopadły do osi x.
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B/. Z trzech punktów E F i G, dwa to jest E i F leżą na prostej równoległej do osi x./rzut.163./ Płaszczyzna, przez nie przesunięta musi być również równoległą do osi x. Znajdziemy jej ślady przy pomocy śladów dalszych dwóch prostych : EG i FG.




Płaszczyzna przez prostą i punkt.
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Zagadnienie to można zawsze sprowadzić do przesuwania płaszczyzny albo przez dwie proste przecinające się, albo przez dwie proste równoległe. W przypadku pierwszym kreślimy przez punkt dany prostą pomocniczą, która przecina daną prostą w dogodnym punkcie. W wypadku drugim przesuwamy przez punkt dany prostą pomocniczą równoległą do danej. Na rzut. 164. przesunęliśmy przez dany punkt A prostą pomocniczą b równoległą do rzutni wzniesień i przecinającym prostą




Geometria wykreślna.




13.



daną a w punkcie B. Rzut wzniesienia tej prostej pomocniczej wyznacza kierunek śladu wzniesienia płaszczyzny szukanej VII.

Krawędzie płaszczyzn.

Wiemy, że dwie płaszczyzny przecinają się wzdłuż prostej, zwanej ich krawędzią. Krawędź, jako prosta leżąca równocześnie na obu płaszczyznach spełnia wobec obu płaszczyzn właściwości rzutów jakie znamy dla prostej na płaszczyźnie. Jej ślad poziomy Pk leży zatem na śladach poziomych obu płaszczyzn, a więc w przecięciu się tych śladów. Jej ślad wzniesienia musi leżeć równocześnie na śladach wzniesień obu płaszczyzn, a więc znowu w przecięciu się tych śladów.

Niech będą dane płaszczyzny I i II, których krawędzi szukamy. /pogl.26. i rzut.165./.
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Punkt wspólny dla obu śladów wzniesień Iwi IIW jest śladem wzniesienia krawędzi k. Jego rzut poziomy pada w oś x. Punkt Pk w którym przecinają się ślady poziome Ip i IIp jest śladem poziomym krawędzi k. Jego rzut wzniesienia Pk’' pada w oś x. Łącząc z Wk'' z Pk’' otrzymujemy rzut wzniesienia k’' krawędzi. Łącząc Pk' z Wk' mamy jej rzut poziomy k’.

Na rzutorysie 166 dane są dwie płaszczyzny III i IV rozwartokątne. Ich krawędź k przechodzi przez zakosy : pierwszy, drugi i czwarty.

Na rzutorysie 167 dane są płaszczyzny V i VI mające ślady wzniesienia równoległe. Krawędź przechodzi przez ślad wzniesienia będący na nich w nieskończonej odległości. Ma więc rzut wzniesienia k'' równoległy do tych dwóch śladów Vw i VIW . Tym samym jest ona prostą równoległą do rzutni wzniesień, a więc jej rzut poziomy k’ jest równoległym do osi x.

Na rzutorysie 168 płaszczyzna VII jest prostopadłą do rzutni poziomej, zaś płaszczyzna VIII jest nacholoną do obu rzutni. Ich krawędź k jako leżąca w tej płaszczyźnie VII ma rzut poziomy k’ w jej śladzie poziomym VIIp .
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Na rzutorysie 169 płaszczyzny IX i X są odpowiednio prostopadłe do obu rzutni. Ich krawędź jako prosta im wspólna rzuca się na poziom po płaszczyźnie IX a więc w jej ślad poziomy i równocześnie rzuca się na wzniesienie po płaszczyźnie X, a wiec w jej ślad wzniesienia.
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Na rzutorysie 170 obie płaszczyzny I i II są prostopadłe do poziomu. Ich krawędź k jest również prostopadałą do poziomu. Rzuca się więc na poziom jako punkt k’ w przecięciu się śladów poziomych płaszczyzn.

Na rzutorysie 171 obie płaszczyzny III i IV są prostopadłe do rzutni wzniesień. Ich krawędź jest również prostopadłą do tej rzutni.

Jeżeli jedna z płaszczyzn jest równoległą do rzutni, to i krawędź jest do tej rzutni równoległą, albowiem płaszczyzna taka nie mieści w sobie żadnej prostej, któraby nie była równoległą do rzutni.
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Na rzutorysie 172 płaszczyzna V jest równoległą do poziomu, zaś płaszczazna VI jest nachyloną do obu rzutni. Krawędź zatem jest prostą poziomą. Jako leżąca również na płaszczyźnie VI ma rzut poziomy równoległy do śladu VI zaś rzut wzniesienia ma równoległy do osi x. Musi on padać w ślad wzniesienia płaszczyzny V gdyż ta jest prostopadłą do rzutni wzniesień.

Na rzutorysie 173 dane są płaszczyzny VII i VIII których jedna para śladów przecina się na tylnej części rzutni poziomej. Ich krawędź k przechodzi przez zakosy : pierwszy, drugi i trzeci.
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Na rzutorysie 174 dane są płaszczyzny IX i X, których ślady wzniesień przecinają się na dolnej części tej rzutni. Ich krawędź przechodzi przez zakosy pierwszy, czwarty i trzeci.


Na rzutorysie 175. płaszczyzna I jest prostopadłą do poziomu zaś płaszczyzna II jest równoległą do poziomu. Rzuty krawędzi padają w odpowiednie ślady obu płaszczyzn, bowiem płaszczyzna druga jest prostopadłą do wzniesienia.
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Na rzutorysie 176 płaszczyzna III jest prostopadłą do wzniesienia zaś płaszczyzna IV jest równoległą do poziomu. Ich krawędź jest prostopadałą do wzniesienia, gdyż i płaszczyzna IV jest doń prostopadłą.
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Na rzutorysie 177 płaszczyna V jest równoległą do rzutni poziomej, zaś płaszczyna VI jest równoległą do rzutni wzniesień. Ich krawędź jest prostą równoległą do obu tych rzutni, a tym samym do osi x. Jej rzuty padają w odpowiednie ślady płaszczyzn, gdyż każda z płaszczyzn będąc równoległą do jednej rzutni jest zarazem prostopadłą do drugiej.

Na rzutorysie 178 płaszczyzna VII jest równoległą do osi x, zaś płaszczyzna VIII jest do niej prostopadłą. Krawędź jest prostopadła do osi x. Jej rzuty schodzą się odpowiednio ze śladami płaszczyzny VIII. Jej Pk i Wk są w przecięciu się śladów obu płaszczyzn.




Płaszczyzny równoległe.

Dwie płaszczyzny równoległe mają swoje krawędzie przecięć z płaszczyzną trzecią równoległe. Jeżeli tą trzecią płaszczyzną jest rzutnia pozioma, to ślady poziome płaszczyzn równoległych muszą być równoległe, gdy zaś tą trzecią płaszczyzną jest rzutnia wzniesień to ślady wzniesień takich płaszczyzn są równoległe. Wynika z tego, iż przy dwóch rzutniach płaszczyzny równoległe mają odpowiednie pary śladów do siebie równoległe. Ich krawędź odsuwa się do nieskończonej odległości.

Dwie płaszczyzny są także do siebie równoległe, jeżeli do pary prostych przecinających się jednej płaszczyzny jest odpowiednio równoległą para prostych drugiej płaszczyzny. To twierdzenie zawiera w sobie twierdzenie poprzednie, albowiem ślady płaszczyzny są parą prostych przecinających się.

Niechaj będzie daną płaszczyzna I i punkt w przestrzeni A. /rzut.179./ chciejmy przez punkt A przesunąć płaszczyznę II równoległą do płaszczyzny I.

Na płaszczyźnie I istnieją jej dwa ślady Ip i Iw  jako dwie proste

przecinające się w osi x. Mają one swoje drugie rzuty Ip'' i  Iw' w tejże osi. Przesuwamy przez rzuty punktu A rzuty a” i a’ oraz b’' i b' dwóch prostych odpowiednio równoległych do rzutów tychże śladów Ip i Iw. Obie przesunięte proste a i b są także równoległe do odpowiednich rzutni, a więc mają swe ślady Wb i Pa w nieskończonej odległości. Druga para ich śladów, a więc Pb i Wa jest w zakresie rzutorysu i przez te przejdą ślady szukanej płaszczyzny dążące do owych śladów, które są w nieskończonej odległości.

Otrzymaliśmy płaszczyznę II mającą ślady równoległe do śladów danej płaszczyzny I. Na przyszłość oszczędzimy sobie przyjmowania aż dwóch prostych pomocniczych, gdyż wobec znanego kierunku śladów szukanej płaszczyzny wystarczy przyjąć jedną prostą równoległą do którejkolwiek prostej płaszczyzny danej.
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Na rzutorysie 180 rozwiązaliśmy to samo zadanie przyjmując przez punkt A prostą ł równoległą do prostej l płaszczyzny danej III. Przez ślady prostej ł przechodzą odpowiednie ślady płaszczyzny IV równoległe do śladów płaszczyzny III.



Płaszczyzna równoległa do prostej i prostych.

Niechaj będą dane w przestrzeni dwie proste zwichrzone a i b. Chciejmy przez prostą a przesunąć płaszczyznę równoległą do prostej b /rzut.181./

Płaszczyzna jest równoległą do danej prostej jeżeli mieści w sobie prostą równoległą do danej prostej. Z tego twierdzenia wynika rozwiązanie. Na prostej a przyjmujemy punkt A i przezeń przesuwamy prostą pomocniczą l równoległą do prostej b. Obecnie mamy dwie proste a i 1 przecinające się w punkcie A i przez nie przesuwamy żądaną płaszczyznę V.

Niechaj będą dane w przestrzeni dwie proste zwichrzone l i m oraz punkt A nie leżący na żadnej z nich. Chciejmy przesunąć przez punkt A płaszczyznę VI równoległą do obu prostych zwichrzonych. /rzut.182./
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Przesuwamy przez punkt A dwie proste ł i n odpowiednio równoległe do danych prostych zwichrzonych. Proste ł i n jako przecinające się w punkcie A wyznaczają płaszczyznę VI, której ślady VIW i VIp kreślimy. Płaszczyzna ta jest równoległą do obu prostych zwichrzonych, gdyż mieści w sobie dwie proste odpowiednio do danych równoległe.

Trzy płaszczyzny.

Trzy płaszczyzny mają jeden punkt wspólny. Leży on w przecięciu się trzech krawędzi wedle których przecinają się-pary płaszczyzn utworzone z trzech danych.

Niechaj będą dane płaszczyzny I, II, i III /rzut.183./ Chciejmy wyznaczyć ich wspólny punkt przecięcia A. Wykreślamy rzuty krawędzi k płaszczyzn I i II. Następnie znajdujemy rzuty krawędzi 1 płaszczyzn II i III. Wreszcie


wyznaczamy rzuty krawędzi m płaszczyn I i III. Wszystkie one przechodzą przez rzuty punktu A. Na rzutorysie 183 ten punkt przecięcia jest widoczny w obu rzutach. Jeżeli umówimy się, iż dane płaszczyzny nie są przeźroczyste, to te trzy krawędzie przedzielone są punktem A na części widoczne i niewidoczne.
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Zastosowanie punktu trzech płaszczyzn do znalezienia krawędzi dwóch płaszczyzn.

Wyznaczanie krawędzi dwóch płaszczyzn przychodzi jako zadanie pomocnicze w licznych dalszych konstrukcjach geometrii wykreślnej. Zdarza się często, że trzeba wyznaczyć krawędź tak położonych płaszczyzn, że jedna para ich śladów lub nawet obie pary nie przecinają się w granicach rzutorysu. Wiedząc, iż trzy płaszczyzny mają wspólny punkt przez który przechodzą trzy krawędzie powstałe z przecięcia parami, możemy użyć tego punktu jako pomocniczego do wyznaczenia potrzebnej krawędzi.

Niechaj będą dane płaszczyzny I i II u których ślady wzniesień nie przecinają się w granicach rysunku. Chciejmy znaleźć ich krawędź /rzut.184./
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Wprowadzamy pomocniczą płaszczyznę III równoległą do rzutni wzniesień. Ta płaszczyzna przecina się z płaszczyzną I wzdłuż krawędzi u zaś z płaszczyzną II wzdłuż krawędzi b. Rzuty a”i b” tych krawędzi padają w ślad wzniesienia płaszczyzny III z powodu jej prostopadłości do rzutni wzniesień. Rzuty poziome a’ i b* przecinają się w rzucie A’ punktu wspólnego tym trzem płaszczyznom. Wyznaczamy A” na wspólnym rzucie a”i b'' . Przez rzuty punktu A i przez rzuty punktu P przecięcia się śladów poziomych I i II przechodzą rzuty krawędzi k.

Jako drugi przykład weźmy płaszczyzny III i IV równoległe do osi x /rzut.185./ O ich krawędzi wiemy, iż będzie także równoległą do osi x gdyż przejdzie przez punky przecięcia się par śladów. Te punkty są tu-tutaj w nieskończonej odległości na kierunku osi x. Chcąc tę krawędź wyznaczyć, wprowadzamy jako pomocniczą płaszczyznę V prostopadłą do poziomu. Ta płaszczyzna przecina się z płaszczyzną III wzdłuż krawędzi a zaś z płaszczyzną IV wzdłuż krawędzi b. Obie te pomocnicze krawędzie wyznaczają punkt K wspólny dla trzech płaszczyzn. Przez ten punkt kreślimy krawędź k równolegle do osi x.




Na rzutorysie 186 dane są dwie płaszczyzny I i II, których krawędzi narazie nie można wyznaczyć, gdyż obie pary ich śladów zchodzą się w punkcie X na osi rzutów. Przecinamy je płaszczyzną III prostopadłą do jednej rzutni. Ta płaszczyzna III wyznacza z danymi płaszczyznami krawędzie pomocnicze l i m które przecinają się w punkcie A. Przez ten punkt oraz przez punkt X przechodzi szukana krawędź płaszczyzn danych.
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Chciejmy obecnie wyznaczyć krawędź dwóch płaszczyzn I i II w przypadku, gdy żadna para śladów nie przecina się w granicach rzutorysu. /rzut. 187./ Wprowadzamy dwie płaszczyzny pomocnicze III i IV odpowiednio równoległe do obu rzutni, aby uzyskać dwa punkty wyznaczające szukaną krawędź. Z przecięcia płaszczyzną III otrzymujemy pomocnicze krawędzie 1 i ł dające punkt A. Z przecięcia płaszczyzną IV otrzymujemy krawędzie m i nadające punkt B. Punkt A jest punktem wspólnym dla płaszczyzn I, II i III zaś punkt B jest nim dla płaszczyzn I, II i IV. Skoro oba te punkty leżą na płaszczyznach I i II przeto leżą na ich szukanej krawędzi k. Krawędź tę wykreślimy tym dokładniej im większa będzie odległość A’od B’ oraz A’' od B’' na co, przyjmując płaszczyzny pomocnicze III i IV, uważać należy.

Przy tych zagadnieniach możemy również zastosować twierdzenie poprzednio poznane, iż dwie płaszczyzny równoległe wzajemnie przecinają się z trzecią płaszczyzną wzdłuż dwóch krawędzi do siebie równoległych.
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Geometria wykreślna.





14.




I tu mamy do czynienia ze wspólnym punktem trzech płaszczyzn, który wobec równoległości dwóch z nich, odsunął się nieskończenie daleko.
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Mając zatem do wyznaczenia krawędź dwóch płaszczyzn I i II, których jedna para śladów nie przecina się w granicach rzutorysu, wprowadzamy trzecią płaszczyznę równoległą do jednej z nich, a dogodnie przecinającą drugą płaszczyznę. Krawędź płaszczyzn II i III da nam kierunek dla szukanej krawędzi płaszczyzn I i II.

W myśl powyższego na rzutorysie 188 dane są płaszczyzny I i II, których ślady poziome nie przecinają się w granicach rzutorysu. Wprowadzamy płaszczyznę III równoległą do płaszczyzny I i wyznaczamy pomocniczą krawędź 1 płaszczyzn II i III. Mając na rzutorysie punkt W, w którym przecinają się ślady wzniesień płaszczyzn danych I i II kreślimy przez jego rzuty W' i W” rzuty szukanej krawędzi k odpowiednio równoległe do l' i l'' .




Punkt przebicia prostej z płaszczyzną.

Wiemy, iż ślady prostej są punktami, w których prosta przebija płaszczyznę rzutów. Obecnie rozważymy to zagadnienie w jego ogólnej postaci, czyli przyjmiemy prostą i jakąkolwiek płaszczyznę i będziemy szukali punktu przebicia.
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Otóż, jeżeli prosta nie leży na płaszczyźnie to ją zawsze przebija w jednym punkcie. W przypadku równoległości prostej względem płaszczyzny ten punkt istnieje w nieskończonej odległości. Jest on wspólnym dla prostej i płaszczyzny, czyli leży równocześnie na obu tych utworach.

Miejmy daną płaszczyznę I i prostą a, której punktu przebicia z płaszczyzną I szukamy /pogl.27./ Przesuńmy przez tę prostą płaszczyznę pomocniczą II, to ona przecina się z płaszczyzną I wzdłuż krawędzi k. Twierdzimy, że punkt w którym ta krawędź k przecina prostą daną a




jest szukanym punktem przebicia tej prostej z daną płaszczyzną I. Leży on bowiem na krawędzi obu płaszczyzn. Skoro ta krawędź jest prostą płaszczyzny I przeto ten punkt należy do płaszczyzny I, skoro zaś ta krawędź jest prostą płaszczyzny pomocniczej II przeto przecina prostą a na niej leżącą w tym punkcie. W ten sposób warunek równoczesnego położenia tego punktu na prostej a i na płaszczyźnie I zostaje spełnionym.
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Ponieważ przez prostą a można przesunąć cały pęk płaszczyzn pomocniczych przeto dogodną będzie płaszczyzna prostopadła do jednej rzutni. Wiemy, że ślad takiej płaszczyzny schodzi się z jednym rzutem danje prostej.

Na rzutorysie 189 daną jest płaszczyzna I i prosta a. Przesuwamy przez prostą a płaszczyznę pomocniczą II prostopadłą do poziomu i wyznaczamy krawędź k płaszczyzn I i II. Ta krawędź przecina prostą a w szukanym punkcie przebicia A.

Prosta przebiwszy płaszczyznę w A Przechodzi na jej zewnętrzną stronę. Przyjąwszy, że płaszczyzna nie jest przeźroczystą, uważamy część prostej po stronie zewnętrznej / do nas zwróconej/ jako widoczną, zaś część prostej poza punktem przebicia jako niewidoczną i kreślimy ją rysem przerywanym.

To podstawowe i ważne zadanie rozwiązujemy jeszcze dla szczególnych położeń prostej i płaszczyzny w kilku następujących rzutorysach :

l/.Na rzutorysie 190 dana jest płaszczyzna rozwartokątna I i prosta a, której punktu przebicia z I szukamy. Przez prostą a przesuwamy płaszczyznę II prostopadałą do poziomu. Jej ślad wzniesienia II przecina się ze śladem wzniesienia płaszczyzny I na dolnej części rzutni poziomej. Krawędź k płaszczyzn I i II wyznacza na prostej a punkt przebicia A. W rzucie poziomym widoczną jest górna część prostej a zaś w rzucie wzniesienia jej część dolna.

2/. Na rzutorysie 191 prosta b przebija płaszczyznę II, prostopadłą do poziomu. Wiemy, że taka płaszczyzna rzuca utwory na niej leżące w swój ślad poziomy. Zatem rzut poziomy punktu przebicia B musi być w przecięciu się b’ z tym śladem. Ten sam wynik otrzymamy, przesuwając przez prostą b płaszczyznę pomocniczą III prostopadłą również do poziomu.
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3/. Na rzutorysie 193 prosta c, która przebija płaszczyznę nachyloną III jest prostopadłą do poziomu. Przesuwamy przez prostą c płaszczyznę IV równoległą do wzniesienia. Jej ślad poziomy IVp przechodzi przez rzut poziomy prostej, który jest punktem. W tym rzucie c’ jest zarazem ślad poziomy prostej i tam również pada rzut poziomy punktu przebicia C’. Jego rzut wzniesienia jest na rzucie k'’ krawędzi płaszczyzn III i IV. Prosta jest widoczną tylko w rzucie wzniesienia w swej części nad punktem przebicia C.

4/. Na rzutorysie 194 prosta d przebija płaszczyznę poziomą IV. Ta płaszczyzna jako prostopadła do rzutni wzniesień rzuca punkt przebicia D w swój ślad wzniesienia. Zbytecznym jest przesuwanie przez prostą d pomocniczej płaszczyzny. W rzucie poziomym widoczną jest górna część prostej przebijającejx Natomiast w rzucie wzniesienia prosta d jest widoczną w całym zakresie pierwszego zakosu.
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5/. Na rzutorysie 195 daną jest płaszczyzna V równoległa do osi rzutów i prosta e równoległa do rzutni wzniesień. Przesuwamy przez prostą e płaszczyznę pomocniczą VI prostopadłą do rzutni wzniesień i wykreślamy krawędź k płaszczyzn V i VI. Ta krawędź wyznacza punkt przebicia E. Górna część prostej jest widoczna w obu rzutach.

Przebicie prostej z płaszczyzną nie mającą śladów.

Wiemy, że płaszczyznę wyznaczają dwie proste przecinające się lub dwie proste równoległe, lub trzy punkty stanowiące wierzchołki trójkąta. Otóż w braku śladów płaszczyzny wystarczają jako dane owe dwie proste lub trójkąt.

Na rzutorysie 196 daną jest płaszczyzna za pomocą dwóch prostych l i m równoległych do siebie. Szukamy punktu przebicia prostej a z tak daną płaszczyzną Przesuńmy przez prostą a płaszczyznę I prostopadłą n.p. do poziomu, to ślad Ip tej płaszczyzny jest już na rzutorysie, gdyż schodzi się z rzutem poziomym prostej a. Rzutu wzniesienia nawet nie musimy kreślić. Ta pomocnicza płaszczyzna I przecina się z płaszczyzną obu prostych l i m wedle krawędzi k, której rzut poziomy k’ również pada w a'. Krawędź k przecina obie proste l i m w punktach 1 i 2, których rzuty poziome są w 1’ i m' zaś rzuty pionowe wyznaczamy na l” i m” . Łącząc je otrzymujemy rzut wzniesienia krawędzi k. Ta krawędź przecina prostą a w szukanym punkcie przebicia A, który otrzymujemy w rzucie wzniesienia. Mając A'' wykreślamy zeń promień odniesienia i na a' otrzymujemy A' .
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Na rzutorysie 197. Daną jest płaszczyzna za pomocą dwóch prostych poziomych b i c. Tę płaszczyznę przebija prosta f również pozioma lecz mająca inny kierunek względem rzutni wzniesień. Przesunąwszy / w wyobraźni/ przez f płaszczyznę pomocniczą prostopadłą do poziomu otrzymamy na f’ rzut poziomy k' jej krawędzi a płaszczyzną prostych b i c. Rzuty wzniesienia punktów 1 i 2 wyznaczają k’’ tej krawędzi. Krawędź przecina prostą f w jej punkcie przebicia F z płaszczyzną prostych b i c.

Na rzutorysie 198 dany jest trójkąt ABC i prosta d, która go przebija. Wyobraźmy sobie przesuniętą przez d płaszczyznę pomocniczą prostopadłą do jednej rzutni / tu do rzutni wzniesienia/ . Jej krawędź k przecięcia się z trójkątem rzuca się w d'’ i przecina boki A B oraz B C w punktach 1 i 2.

Wyznaczamy rzuty 1' i 2’ tych punktów na rzutach poziomych tychże samych boków. Łącząc 1’ z 2' otrzymujemy rzut poziomy k' tej krawędzi i rzut poziomy D’ punktu przebicia prostej d z trójkątem. Wyznaczamy rzut pionowy tego punktu. Z położenia wynika, że górna część prostej d jest widoczną w obu rzutach.
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Tego samego sposobu lecz dwukrotnie zastosowanego użyliśmy, by wyznaczyć na rzutorysie 199 przecięcie się trójkąta LMP z pięciokątem ABCDE. Pierwsza płaszczyzna prostopadła do wzniesienia przesunięta przez bok L M trójkąta przecina boki pięciokąta E D i A B w punktach 1 i 2 dając krawędź 1 2. Krawędź 1 2 wyznacza na boku L M trójkąta punkt przebicia T. Druga takaż płaszczyzna przesunięta przez bok P M trójkąta przecina pięciokąt w krawędzi 3 4 a bok P M trójkąta w punkcie U. Ponieważ oba punkty T U są na pięciokącie i na trójkącie przeto prosta TU jest krawędzią płaszczyzn obu wielokątów, a zarazem odcinkiem ich wzajemnego przecinania się. W tym wypadku mamy do czynienia z przecięciem zupełnym, albowiem trójkąt został przecięty pięciokątem na całej swej szerokości.

Usunięcie osi rzutów.

Dotychczas mieliśmy dane rzuty utworu geometrycznego / punktu, prostej, płaszczyzny, wielokąta/ na rzutni poziomej i rzutni wzniesień w ten sposób, iż położenie rzutni było określone w przestrzeni przy pomocy osi rzutów x, wedle której przecinały się obie rzutnie.

Wyobraźmy sobie obecnie, iż rzutnia pozioma przesunęła się w dół lub w górę, to oś x przesunie się również w dół lub w górę lecz rzut poziomy utworu pozostanie na niej niezmieniony, ani co do wielkości, ani co do kształtu. Jeżeli rzutnia wzniesień przesunie się wstecz lub naprzód to oś x przesunie się również, lecz rzut wzniesienia nie zmieni się. W jednym i w drugim wypadku wydłużą się tylko lub skrócą same promienie odniesienia A” A’ , B” B’ i t.d. lecz ich kierunek, prostopadły do osi x pozostanie bez zmiany. Wynika z tego, źe oś rzutów nie jest konieczną w rzutorysie, jeżeli kierunek promieni odniesienia jest danym. Można więc oś rzutów usunąć z rysunku rzutowego i tak też czynimy w rzutorysach przedmiotów technicznych projektowanych, a więc w planach budynków, budów ziemnych i wodnych, maszyn lub też ich części składowych, gdzie istnienie osi rzutów byłoby nawet krępującym. To usunięcie osi rzutów powoduje, iż unikamy takiego przedstawienia utworu w przestrzeni, gdzie punkty lub proste mają rzuty właśnie w tej osi. Nie wyznaczamy więc śladów linii prostych, gdyż ich drugie rzuty t.j. P” i W’ padają w oś x. Nie wyznaczamy płaszczyzny za pomocą jej śladów, gdyż te ślady przecinają się właśnie na osi x, a ich drugie rzuty padają w tę oś. Natomiast przedstawiamy płaszczyznę za pomocą prostych przecinających się lub równoległych dając pierwszeństwo tym prostym, które są równoległe do rzutni poziomej lub do rzutni wzniesień. We wszystkich takich rzutorysach kierunek promieni odniesienia jest danym.
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Przy tym danym kierunku, który byłby prostopadły do osi rzutów, gdyby ona istniała, rzuty zasadniczych utworów w przestrzeni przedstawią się jak na rzutorysie 200, gdzie mamy kolejno : rzuty punktu A, prostej b nachylonej do obu rzutni, prostej c równoległej do poziomu, prostej d równoległej do wzniesienia, prostej e prostopadłej do poziomu, prostej f prostopadłej do wzniesienia i prostej g równoległej do obu rzutni.
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Rzutorys 201 przedstawia kolejno : 1/. płaszczyznę wyznaczoną przez dwie proste przecinające się w punkcie A, 2/. płaszczyznę wyznaczoną dwiema prostymi przecinającymi się w punkcie B,zjktórych prosta d jest równoległą do poziomu, 3/. Płaszczyznę wyznaczoną przez dwie proste równoległe e i f nachylone do obu rzutni, 4/. płaszczyznę prostopadłą do poziomu wyznaczoną przez dwie proste prostopadłe do poziomu i wreszcie 5/. płaszczyznę równoległą do obu rzutni wyznaczoną dwiema prostymi, przecinającymi się, z  których prosta j jest równoległa do obu rzutni.
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Na rzutorysie 202 płaszczyzna jest daną trzema punktami A,B,C. Chciejmy wyznaczyć na niej prostą l równoległą do rzutni poziomej. Przyjmujemy jej rzut wzniesienia l” prostopadły do kierunku promieni odniesienia i w przecięciu rzutów A” B” i A” C'' otrzymujemy rzuty 1” i 2” . Wyznaczamy ich rzuty poziome 1’ i 2’ na A’B' i A' C’ przez które rysujemy rzut poziomy l’.

Wiemy, że jest ten rzut l’ równoległy do nieistniejącego tutaj śladu poziomego płaszczyzny.

Na rzutorysie 203 płaszczyzna jest daną prostą l i punktem A mimo niej leżącym. Chciejmy na tej płaszczyźnie wykreślić prostą m równoległą do rzutni wzniesień, przechodzącą przez punkt A. Zaczynamy od jej rzutu poziomego, który przecina się z l' w rzucie l’ . Wyznaczamy 1” na 1” i łącząc z A” otrzymujemy rzut wzniesienia szukanej prostej. Wiemy, źe jest on równoległy do nieistniejącego tutaj śladu wzniesień płaszczyzny.

W następnym rzutorysie 204 płaszczyznę wyznaczają dwie proste przecinające się a i b. Jesteśmy zawsze w możności wyrysowania rzutów dalszych prostych tejże płaszczyzny. I tak : przyjmijmy rzut wzniesienia c” jednej takiej prostej i chciejmy wyznaczyć jej rzut poziomy. Rzut c” przecina rzuty a” i b” w rzutach 1” i 2”. Na a’ i b’ są rzuty poziome 1’ i 2'. Przez nie przechodzi c’.

Niechaj dwie proste równoległe c i d wyznaczają płaszczyznę / rzut.205./ i niech będzie danym rzut poziomy A' punktu leżącego na tej płaszczyźnie. Chciejmy wyznaczyć jego rzut wzniesienia. Przesuwamy przez A’ rzut e' prostej przecinającej obie dane proste w punktach 1 i 2. Przez ich rzuty wzniesień 1” i 2” przechodzi e” na którym leży A”.
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Punkt przebicia prostej z płaszczyzną prostopadłą do poziomu.

Płaszczyznę taką wyznacza Jej ślad poziomy Ip będący wspólnym rzutem poziomym wszystkich prostych oraz punktów na niej leżących.

/rzut.206./ Jeżeli daną jest prosta a na niej nie leżąca to ona płaszczyznę I przebija. Punkt przebicia jest jedynym punktem wspólnym płaszczyźnie i prostej a. Jego rzut poziomy A’ jest więc tam gdzie a’ przecina Ip . Jego rzut wzniesienia A” jest na a''. Z położenia prostej a wobec płaszczyzny I ocenić łatwo, który odcinek prostej a jest widocznym w obu rzutach.
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Krawędź płaszczyzny nachylonej z płaszczyzną prostopadłą do rzutni.

Niechaj płaszczyzna nachylona będzie wyznaczoną trzema punktami A B C. /rzut.207./ zaś płaszczyzna prostopadła do poziomu niech ma ślad Ip . Krawędź tych płaszczyzn k ma swój rzut poziomy k' w śladzie Ip . Przecina ona prostą A B i A C w punktach 1 i 2. Wyznaczamy ich rzuty i przez 1” i 2” przesuwamy rzut wzniesienia k” krawędzi.
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Punkt przebicia prostej z płaszczyzną nachyloną.

Prosta d /rzut.208./ niechaj przebija płaszczyznę I, wyznaczoną za pomocą prostej e i punktu F. Przesuwamy przez punkt F prostą f równoległą do e. Przez daną prostą d przesuwamy płaszczyznę II prostopadłą do rzutni n.p.poziomej. Jej ślad IIp schodzi się z rzutem d’ prostej. Wyznaczamy krawędź przecięcia się płaszczyzn I i II. Jej rzut k’ pada w IIp . Przecina ona proste e i f płaszczyzny I w punktach 3 i 4. Przez rzuty 3” i 4” przechodzi k” przecinając d” w rzucie wzniesienia D” szukanego punktu przebicia D. Jego rzut poziomy jest na d' .
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Geometria wykreślna.





15.




Punkt przebicia prostej prostopadłej do poziomu z płaszczyzną nachyloną.

Płaszczyzna nachylona niech będzie daną dwiema prostymi równoległymi f i g /rzut.209./. Przez prostą prostopadłą l przesuwamy takąż płaszczyznę I. Jej ślad poziomy Ip przechodzi przez rzut poziomy prostej l będący punktem. Płaszczyzna I przecina proste f i g w punktach 1 i 2, które wyznaczają krawędź k płaszczyzny obu prostych f i g z płaszczyzną I. Ta krawędź wyznacza na prostej l punkt przebicia L.
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Krawędź płaszczyzn nachylonych.

Jedna płaszczyzna /I/ niech będzie daną dwiema prostymi a i b przecinającymi się /rzut.210/ zaś drugą płaszczyznę /II/ niech wyznaczają dwie proste równoległe c i d . Mając wykreślić krawędź k wyznaczam dwa punkty przebicia C i D w których proste c i d przebijają płaszczyznę /I/.

W tym celu przesuwam przez prostą c płaszczyznę III prostopadłą do rzutni wzniesień. Ta płaszczyzna przecina płaszczyznę /I/ w krawędzi l, która przechodzi przez punkty 1 i 2 i na prostej c wyznacza punkt przebicia C. Podobnie przez prostą d przesuwamy płaszczyznę IV prostopadłą do rzutni wzniesień. Ta płaszczyzna przecina się z płasz




czyzną /I/ wedle prostej ł przechodzącej przez punkty 3 i 4. Krawędź ł wyznacza na prostej d punkt przebicia B. Ponieważ oba punkty C i D powstały z przecinania płaszczyzny I prostymi c i d przeto leżą one na tej płaszczyźnie /I/ . Lecz oba leżą także odpowiednio na prostych c i d, a tym samym leżą na ich płaszczyźnie /II/ . Prosta k wykreślona przez te punkty musi więc leżeć równocześnie na płaszczyźnie /I/ i na płaszczyźnie /II/. Jest zatem krawędzią danych płaszczyzn.
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Prostopadłość.

Prostopadłość prostych i płaszczyzn rozważaliśmy już w metodzie rzutów cechowanych, gdzie mieliśmy do czynienia z jedną tylko płaszczyzną rzutów. Tu, mając dwie rzutnie powtarzamy i uzupełniamy te rozważania ze względu na rzutnię wzniesień.



Prosta prostopadła do płaszczyzny.
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Wiemy, iż prosta prostopadła do płaszczyzny ma rzut poziomy prostopadły do rzutów poziomych warstwie, a tym samym do śladu poziomego płaszczyzny. Należy obecnie udowodnić, iż jej rzut wzniesienia jest prostopadłym do śladu wzniesienia tejże płaszczyzny.

Opieramy się na twierdzeniu, że prosta prostopadła do płaszczyzny jest prostopadłą tym samym do wszystkich prostych na tej płaszczyźnie leżących. Przyjmując zatem prostą l prostopadłą do płaszczyzny I /pogl.28./ obieramy na niej punkt A i prowadzimy z niego prostą m prostopadłą do rzutni wzniesień. Połączywszy punkty przebicia Lw i Mw obu prostych z tą rzutnią wzniesień otrzymamy rzut l” prostej l na rzutnię wzniesień. Twierdzimy o tym rzucie l” iż jest prostopadłym do rzutu wzniesienia płaszczyzny I.

Otóż ślad Iw należąc do płaszczyzny I jest prostopadły do prostej l. Lecz należy on także do rzutni W przeto jest prostopadły do prostej m. Wobec tego jest prostopadły do płaszczyzny l m. Lecz z tego wynika, iż jest prostopadłym do trzeciej

prostej tej samej płaszczyzny, t.j. do rzutu l” . Wzajemnie rzut l” jest prostopadły do śladu Iw.

Ten dowód łącznie z poznanym w metodzie rzutów cechowanych doprowadza nas do twierdzenia :

Prosta prostopadła do płaszczyzny ma rzuty odpowiednio prostopadłe do śladów płaszczyzny.

Odwrotność tego twierdzenia brzmi :

Jeżeli rzuty prostej l' i l” są odpowiednio prostopadłe do śladów Iw i Ip płaszczyzny I to i sama prosta l jest prostopadłą do płaszczyzny. Uzasadnienie : Przesuwamy przez rzut l’ płaszczyznę prostopadłą do rzutni poziomej. Jest ona prostopadłą do śladu Ip a tym samym do płaszczyzny I. Przesuwamy podobnie przez rzut l'’ płaszczyznę prostopadłą do rzutu ich wzniesień. Jako prostopadła do śladu Iw jest ona również prostopadłą do płaszczyzny I. Te dwie płaszczyzny mieszczą w sobie prostą l jako utwór im wspólny. Ponieważ obie płaszczyzny są prostopadłe do płaszczyzny I przeto i prosta l jest prostopadłą do płaszczyzny I.

Twierdzenia powyższe nie stosują się do przypadku, gdy płaszczyzna I jest równoległą do osi rzutów. Wówczas bowiem każda prosta należąca do płaszczyzny prostopadłej do tej osi x, czyli do płaszczyzny bocznej ma oba swe rzuty prostopadłe do śladów takiej płaszczyzny., Wśród tych prostych są oczywiście i proste nie będące prostopadłymi do płaszczyzny I.

Na rzutorysie 211 mamy rozwiązane zadanie : Przez punkt A przesunąć prostą a prostopadłą do płaszczyzny I. Przesuwamy przez rzuty punktu rzuty prostej pod kątami prostymi do odpowiednich śladów Ip i Iw płaszczyzny.

To samo zadanie można rozwiązać bez osi rzutów i bez śladów płasz

czyzny.

I tak : płaszczyzna jest daną dwiema prostymi a i b przecinającymi się w punkcie A. Do tej płaszczyzny mamy poprowadzić z punktu C prostą prostopadłą c / rzut.212./. Przecinamy obie proste prostą l równoległą do poziomu, otrzymując w rzucie wzniesienia rzuty 1” i 2” jej punktów przecięcia z a i b . Przez ich rzuty poziome 1’ i 2’ przechodził l' . Wiemy, iż l’ ma ten sam kierunek co ślad poziomy płaszczyzny a b. Zatem rzut poziomy prostej szukanej c kreślimy prostopadle do l' . Dla wyznaczenia c” przecinamy proste a i b prostą ł równoległą do rzutni wzniesienia, otrzymując w rzucie poziomym rzuty 3’ i 4' punktów przecięcia. Wyznaczywszy ich rzuty wzniesienia 3'’i 4” kreślimy przez nie rzut ł’' . Do tego rzutu, jako mającego ten sam kierunek co ślad wzniesienia płaszczyzny a i b kreślimy prostopadle rzut c” .
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Rzuty kąta prostego.

Powtarzamy twierdzenie rozważane już w metodzie rzutów cechowanych i stosujemy je do rzutni wzniesień.

Jeżeli z dwóch prostych prostopadłych jedna /przynajmniej/ jest równoległa do rzutni to rzut obu prostych na tę rzutnię jest kątem prostym.

Niechaj będą dane /pogl.29./ dwie proste prostopadłe do siebie a i b przecinające się w punkcie M. Prosta a niech będzie równoległą do rzutni wzniesień. Mamy udowodnić, iż rzuty a” i b” przedstawiają kąt prosty.


Prosta a jest prostopadłą do promienia rzucającego M M”. Tym samym jest prostopadłą do płaszczyzny b M M” rzucającej ramię b jako b” na rzutnię wzniesień. Rzut a'' jest równoległym do ramienia a zatem jest także prostopadłym do płaszczyzny b M M’' . Skoro zaś w tej płaszczyźnie leży b” prosta a” jest prostopadła do b” czyli a” = b” przedstawiając kąt prosty.

W przypadku tym prosta a przecina się z prostą b w punkcie M. Możemy jednak przyjąć w przestrzeni prostą l równoległą do prostej b to rozważania powyżej podane stosują się również do takiej prostej, gdyż prosta a i a’ pozostaną prostopadłymi do płaszczyzny b b” l.

Odwrotność tego twierdzenia brzmi :

Jeżeli dwie proste prostopadłe do siebie mają rzuty także do siebie prostopadłe, to przynajmniej jedna z nich jest równoległą do odpowiedniej rzutni.

Otóż niechaj a” M” b” przedstawia kąt prosty /pogl.29./ i przypuśćmy, że prosta b nie jest równoległą do rzutni wzniesień. Twierdzimy, że prosta a musi być równoległą do niej. Rzut b” jest prostopadłym do rzutu a’' i do promienia rzucającego M M” czyli jest prostopadły do płaszczyzny a” M M”, a tym samym jest prostopadły do prostej a. Wzajemnie, prosta a jest prostopadła do b i do rzutu b”. Tym samym jest prostopadła do dwóch prostych nierównoległych płaszczyzny b b” M M” a więc i do ich płaszczyzny. Rzut a” jest także prostopadłym do tej płaszczyzny gdyż jest prostopadłym do b” i do promienia M M”. Wynika z tego, że proste a i a” jako proste prostopadłe do jednej i tej samej płaszczyzny są do siebie równoległe. Niechaj będzie danym punkt A w przestrzeni i prosta a. Należy przez punkt A przesunąć prostą prostopadłą do prostej a /rzut.213./. Przez punkt A przechodzi cały pęk prostych prostopadłach do prostej a . Ich miejscem geometrycznym jest płaszczyzna prostopadła do prostej a. Te proste nie mają w ogólności rzutów prostopadłych do prostej a gdyż nie są równoległe do żadnej rzutni. Wyjątek stanowią : jedna prosta l, która będąc prostopadłą do a jest zarazem równoległą do poziomu oraz druga prosta m, która będąc prostopadłą do a jest zarazem równoległą do wzniesienia.

Wyznaczamy pierwszą z tych prostych kreśląc jej rzut poziomy l’ prostopadle do a’ zaś rzut wzniesienia rysując prostopadle do promienia A'’ A’.

Wyznaczam drugą z tych prostych /rys podwójny/ kreśląc jej rzut wzniesienia prostopadle do a” zaś rzut poziomy rysując prostopadle do promienia A” A'.

Niechaj będzie daną prosta b i na niej punkt B. Chciejmy przesunąć przez punkt B płaszczyznę I prostopadłą do prostej b /rzut. 214./.
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Ślady Iw i Ip tej płaszczyzny będą prostopadłymi odpowiednio do rzutów b’ i b”. Chcąc je wyznaczyć przesuwam przez punkt B jedną z dwóch prostych poprzedniego rzutorysu. Jest nią prosta pomocnicza l równoległa do poziomu, a zarazem prostopadła do prostej b. Przez jej ślad Wl przechodzi




ślad wzniesienia I żądanej płaszczyzny tworząc kąt prosty z 1”. Ślad poziomy Ip jest prostopadły do rzutu b’.

Niechaj będzie daną prosta c i punkt M dany w przestrzeni; Chciejmy przez M przesunąć płaszczyznę II prostopadłą do prostej c /rzut.215./
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Prosta pomocnicza m jest zwichrzoną względem prostej c pozostając do niej prostopadłą w przestrzeni, a zarazem równoległą do poziomu. Przez nią, tak samo jak w poprzednim rzutorysie, przesuwamy płaszczyznę II o śladach odpowiednio prostopadłych do rzutów c” i c' .




Rzuty prostej prostopadłej przecinającej daną prostą nachyloną.

Niech będzie daną prosta d i punkt E w przestrzeni ./rzut.216./ Chciejmy przesunąć przez punkt E prostą e prostopadłą do prostej d i przecinającą się z nią.
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Wśród całego pęku prostych prostopadłych do d, jakie przez punkt E przechodzą, jest tylko jedna, która prostą d przecina. Znajdziemy ją, przesuwając przez punkt E płaszczyznę III prostopadłą do prostej d i znajdując punkt przebicia D tej płaszczyzny z prostą d. Na rzutorysie 216 przesunięto przez punkt E prostą pomocniczą l poziomą i prostopadłą do prostej d. Przez nią przechodzi płaszczyzna III prostopadła do tejże prostej d. Aby znaleźć punkt przebicia prostej d z płaszczyzną III przesuwamy przez d płaszczyznę IV prostopadłą do poziomu. Krawędź k płaszczyzn III i IV przecina prostą d w punkcie przebicia D. Przez ten punkt D i przez dany punkt E przechodzi szukana prosta e. Chociaż ona stanowi kąt prosty z prostą d w wierzchołku D, to jednak żaden z jej rzutów nie jest prostopadły do rzutów d’ lub d'' gdyż




ani prosta e ani prosta d nie są równoległe do żadnej rzutni.




Przez punkt przesunąć płaszczyznę prostopadłą do prostej poziomej.
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Niech będzie danym punkt F w przestrzeni i prosta g równoległa do poziomu. Płaszczyzna prostopadła do niej będzie więc prostopadłą do poziomu. Taką jest płaszczyzna V, której ślad poziomy Vp przechodzi przez rzut poziomy punktu F i ma kierunek prostopadły do odnośnego rzutu prostej g. Ślad wzniesienia jest prostopadły do g”.




Płaszczyzny wzajemnie prostopadłe.




Wystarczającym warunkiem dla prostopadłości dwóch płaszczyzn względem siebie jest, aby jedna z nich przechodziła przez prostą prostopadłą do drugiej.
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Niechaj będzie daną /pogl.30./ płaszczyzna I i prosta a do niej prostopadła. Przez prostą a można przesunąć cały pęk płaszczyzn prostopadłych do płaszczyzny I. Prosta a będzie dla nich wspólną krawędzią lub osią pęku. Chcąc mieć jedną z tych płaszczyzn należy wprowadzić drugi warunek. Tym warunkiem jest n.p. żądanie, by płaszyzna prostopadła do danej przechodziła przez prostą daną w przestrzeni lub też leżącą na płaszczyźnie I.

Na rzutorysie 218 daną jest płaszczyzna I i prosta a w przestrzeni nachylona do tej płaszczyzny. Obieramy na prostej a punkt A i przesuwamy przezeń prostą b prostopadłą do płaszczyzny I, a więc mającą rzuty b’ i b” odpowiednio prostopadłe do śladów Ip i Iw . Obie proste a i b przecinające się w punkcie A wyznaczają żądaną płaszczyznę II której ślady IIW i IIp przechodzą przez odpowiednie ślady prostych.

Płaszczyzna prostopadła do dwóch płaszczyzn.

Niech będą dane dwie płaszczyzny I i II oraz punkt w przestrzeni M. Chciejmy przesunąć przez punkt M płaszczyznę prostopadłą równocześnie do obu płaszczyzn I i II.

Sposób 1. /rzut.219./. Płaszczyzna prostopadła do dwóch płaszczyzn jest tym samym prostopadłą do ich krawędzi k jako wspólnej im prostej. Zadanie sprowadza się zatem do rozwiązanego już w rzutorysie 215. W obecnym zadaniu dane są płaszczyzny I jako równoległa do osi x  i płaszczyzna II nachylona do obu rzutni. Wyznaczamy ich krawędź k i przez punkt M kreślimy prostą m prostopadłą do tej krawędzi a zarazem równoległą do rzutni wzniesień. Żądana płaszczyzna III przechodzi przez tę prostą mając ślady odpowiednio prostopadłe do rzutów krawędzi k’ i k”.
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Sposób 2. /rzut.220./ Przez dany punkt M przesuwamy dwie proste m i n odpowiednio prostopadłe do obu płaszczyzn I i II. Te dwie proste wyznaczają żądaną płaszczyznę III, której ślady przechodzą przez ślady prostych.
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Niechaj będzie danym w przestrzeni punkt A i płaszczyzna I /rzut.221./. Chciejmy przesunąć przez punkt A płaszczyznę prostopadłą do danej płaszczyzny a zarazem prostopadłą do rzutni poziomej.

Płaszczyzna żądana będzie prostopadłą do krawędzi płaszczyzny I. z rzutnią poziomą. Tę krawędź stanowi ślad poziomy płaszczyzny I. O tym śladzie Ip wiemy, iż ma swój rzut wzniesienia Ip’’ w osi x. Żądana płaszczyzna II jako prostopadła do poziomu rzuca punkt dany A w swój ślad poziomy IIp. Ten ślad przechodzi zatem przez A’ i jest prostopadły do Ip . Ślad wzniesienia IIW jest prostopadły do osi rzutów.




Obroty.

Zagadnienia geometrii wykreślnej można znacznie ułatwić przez zmianę położeń utworów danych a więc punktów, prostych i płaszczyzn przy czym należy zachować ich wzajemne związki.

Takich zmian położeń można dokonać za pomocą obrotów danych utworów około obranej osi o pewien kąt najczęściej tak wielki, by utwór po obrocie a więc prosta lub płaszczyzna lub figura stały się równoległymi względnie prostopadłymi do rzutni. Obroty stosujemy także do wyznaczenia rzeczywistych długości odcinków lub rzeczywistych wymiarów odległości między utworami.

Dla każdego obrotu muszą być dane : oś i kąt obrotu. Kąt obrotu można wysnuć z żądania, do jakiego położenia względem rzutni mamy dany utwór obrócić.
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Obrót punktu.

Niech będzie danym swymi rzutami punkt A, który mamy obrócić około osi pionowej o kąt α ./rzut.222./

Punkt A zachowuje podczas obrotu jednakową odległość od osi l. Ta odległość r o rzutach r’ i r” jest jego promieniem obrotu. Tym promieniem zakreślamy więc łuk odpowiadający kątowi α leżący w płaszczyźnie prostopadłej do osi obrotu, a więc, wobec osi




Geometria wykreślna.




16.




pionowej,będzie to płaszczyzna pozioma. Łuk obrotu rzuca się przeto na poziom w swej rzeczywistej wielkości. Kreślimy przez A’' ślad wzniesienia Iw płaszczyzny obrotu I i otrzymujemy rzut 0'' środka obrotu. W rzucie poziomym rysujemy łuk odpowiadający kątowi α i znajdujemy końcowe położenie obróconego punktu A jako A1 mające rzuty A1' i A1'’.




Obrót prostej.

Niech będzie daną prosta a. Chciejmy ją obrócić około osi pionowej l aż do położenia, w którym ona będzie równoległą do rzutni wzniesień ./rzut.223/
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Obieramy na prostej a dwa punkty A i B. Ponieważ prosta a ma być równoległą do rzutni wzniesień przeto jej rzut poziomy a1' będzie po obrocie równoległym do osi x. Ten warunek podaje nam wielkość łuków, które mają zakreślić punkty A i B.

Ponieważ wybór punktów A i B zależy od nas, przeto obieramy punkt A tak, aby leżał na wspólnej prostej prostopadłej do osi l i prostej a. Ta wspólna prostopadła l A jest równoległą do poziomu, więc ma rzut poziomy prostopadły do rzutu a’ / w myśl poprzednich twierdzeń o rzutach kąta prostego./ Odcinek l A jest najkrótszym ze wszystkich jakie można poprowadzić między osią l i prostą a. Łuk zakreślony promieniem l A jest więc stycznym do prostej a tym samym do rzutu a' i kończy się w punkcie A, gdzie promień l A staje się prostopadłym do osi x zaś obrócona prosta a ma rzut a1' równoległy do tejże osi x. Na tym rzucie a1' jest również rzut B1' obróconego punktu B. Ponieważ łuki obrotów dla A i B są poziome, przeto leżą w płaszczyznach poziomych przesuniętych na wzniesieniach tych punktów.




W ślady wzniesień tych płaszczyzn padają więc rzuty wzniesienia A1” i B1’' obróconych punktów. Łącząc je otrzymujemy rzut wzniesienia prostej a.

Jest ona po tym obrocie równoległą do rzutni wzniesień, przeto jej nowy rzut wzniesienia a1' stał się równoległym do niej samej. Nie istnieją więc żadne skrócenia rzutu w stosunku do tej prostej. Zatem odcinek rzutu A1’' B1’' równa się rzeczywistej długości odcinka A B samej prostej.

Wyznaczanie rzeczywistej długości odcinków za pomocą obrotu. /rzut.224./.

Powyższy sposób wyznaczania rzeczywistej długości odcinków za pomocą ich obrotu do równoległości względem jednej rzutni można uprościć, obierając oś obrotu



jako przechodzącą przez jeden punkt danego odcinka, n.p. przez początkowy punkt A. Wówczas odległość osi l od odcinka A B równa się zeru. Kreślimy więc przez punkt A' owy rzut poziomy obróconego odcinka równolegle do osi x. Obracamy nań B’ i wyznaczamy B1’ i B1''. Nowy rzut wzniesienia A'’B1’’ równa się rzeczywistej długości odcinka A B. Obrót ten możemy wykonać również w kierunku przeciwnym z tyra samym wynikiem rzeczywistej długości. Kąty obrotów w obu wypadkach spełniają się.

Obrót prostej nachylonej do położenia prostopadłego względem rzutni poziomej.
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Niech będzie daną prosta a i oś l /rzut.225./ Postępując tak samo jak w rzutorysie 223 t.j., obierając na prostej punkt A najbliższy osi l i punkt B obracamy ją najpierw do położenia a1 równoległego względem rzutni wzniesień. Z tego położenia a1 należy przeprowadzić prostą w położenie prostopadłe względem rzutni poziomej. Zważmy, iż pozostanie ona równoległą do rzutni wzniesień a więc jej osią obrotu będzie teraz prosta ł prostopadła do tejże rzutni. Wyznaczamy odcinek ł C1 prostopadły do prostej a1 i do nowej osi ł rysując jego rzut wzniesienia ł” C'' i jego promieniem zakreślamy łuk aż do punktu C2 gdzie ten promień staje się równoległym do osi rzutów x, Obracająca się prosta a1 wciąż styczna do łuku obrotu staje się w C2 prostopadłą do rzutni poziomej. Jej nowy rzut wzniesienia a2'' jest prostopadły do osi x zaś nowy rzut poziomy a2' jest punktem. Odległość tej prostej od rzutni wzniesienia pozostała niezmienną i równą odległości poprzedniej. Dlatego nowy rzut poziomy a2’ pada w ślad poziomy IIIp płaszczyzny III równoległej do rzutni wzniesień, w której odbywał się ten drugi obrót około osi ł.


Obrót płaszczyzny około osi pionowej.

Niech będzie daną swymi śladami płaszczyzna I nachylona i oś pionowa l /rzut.226./. Chciejmy obrócić tę płaszczyznę około osi l o kąt ß = 110o .
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Na rzutni poziomej wykreślamy odległość osi l od śladu poziomego Ip płaszczyzny. Ta odległość l’Ip jest promieniem r dla łuku 110o do którego tenże ślad poziomy pozostaje stycznym w czasie obrotu. Kreślimy więc po obrocie nowe położenie tego śladu jako lIp.

Należy wykreślić nowy ślad wzniesienia płaszczyzny. Otóż oś l przebija płaszczyznę I w punkcie L którego rzut poziomy L’ pada w l’. Rzut L” można wyznaczyć prowadząc przez l’ prostą a o rzucie a’ należącą do płaszczyzny a zarazem równoległą do rzutni poziomej. Jej rzut a” wyznacza na osi l’ rzut wzniesienia L’’ owego punktu przebicia. Ten punkt L podczas obrotu płaszczyzny nie rusza się z miejsca i przezeń przechodzi obrócona prosta a płaszczyzny przyjmując po obrocie nowe położenie a1 . Jej rzut al jest równoległym do nowego śladu poziomego lIp . Wyznaczamy jej ślad wzniesienia lWa i przezeń prowadzimy nowy ślad lIw obróconej płaszczyzny.




Obrót płaszczyzny nachylonej względem obu rzutni do położenia poziomego.

Niech będzie daną płaszczyzna II swymi śladami i oś pionowa obrotu l /rzut.227./. Obróćmy najpierw tę płaszczyznę około osi l tak, aby stała się prostopadłą do rzutni wzniesień. Powtarzając konstrukcję poprzedniego rzutorysu rysujemy promieniem r taki łuk, aby promień r stał się jako rl równoległym do osi x. W tym położeniu ślad poziomy IIp płaszczyzny staje się prostopadłym do osi x jako lIIp . Wyznaczym tak samo jak w poprzednim rzutorysie punkt przebicia L to przez jego rzut L” przechodzi po obrocie ślad wzniesienia lIIw płaszczyzny, która stała się prostopadłą do rzutni wzniesień.

Obecnie mamy dokonać drugiego obrotu, skutkiem którego płaszczyzna II ma zająć położenie równoległe do poziomu. Ponieważ nie przestanie być prostopadłą do rzutni wzniesień, przeto jej nową osią obrotu musi być prosta również prostopadła do rzutni wzniesień. Obieramy ją jako oś f o rzutach f’ i f”.




Wykreślamy z f” nowy promień obrotu s prostopadły do lIIw kreślimy nim taki łuk, w którym ten promień s staje się prostopadłym do osi rzutów x. Widzimy, że są możliwe dwa takie położenia : s1 i s2  . W każdym z nich staje się płaszczyzna II równoległą do poziomu i ma ślad wzniesienia 2IIw lub 3IIw równoległy do osi x. Równocześnie jej ślad poziomy odsuwa się do nieskończoności.
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Reguły obrotów.

Z zagadnień wykonanych w rzutorysach 223 do 227 można wysnuć następujące reguły obrotów.

1/. Wystarcza jeden obrót, by prostą nachyloną do obu rzutni doprowadzić do równoległości względem jednej rzutni lub też płaszczyznę nachyloną do obu rzutni uczynić prostopadłą do jednej rzutni. Oś obrotu musi być prostopadłą do drugiej rzutni.

2/. Konieczne są dwa obroty, by prostą uczynić prostopadłą do rzutni lub też płaszczyznę doprowadzić do równoległości względem rzutni.

Kłady.

Kłady poznaliśmy już w metodzie rzutów cechowanych, gdzie dokonywaliśmy takich obrotów płaszczyzn i figur płaskich, aby te utwory zeszły się z poziomem zerowym.

Obecnie, mając do czynienia z dwiema rzutniami, rozważymy kłady na jedną lub na drugą z tych rzutni, lub też na płaszczyzny do nich równoległe.

Jeżeli chcemy położyć płaszczyznę nachyloną I na rzutni wzniesień /pogl.31./ to musimy ją obrucić około jej śladu wzniesienia lw o kąt, jaki istnieje pomiądzy nią, a rzutnią wzniesień. Dwa są takie kąty : jeden ostry= = α i drugi rozwarty = 180° - α . Osią kładu jest ślad wzniesienia Iw, zaś

promieniem kładu r jest odległość A 0 obranego punktu A tej płaszczyzny od osi kładu. Ta odległość leży w prostej spadu na rzutnię wzniesień. /w rzutach cechowanych poznaliśmy prostą spadu na rzutnię poziomą./.
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Z poglądu widzimy, że odległość 0 A = r jest przeciwprostokątnią trójkąta prostokątnego A A” 0 w którym jedną przyprostokątnię A A'' stanowi oddalenie punktu A od rzutni wzniesień, zaś drugą przyprostokątnią jest odległość A”0 rzutu wzniesienia od środka obrotu 0. Ten środek obrotu 0 jest śladem prostej spadu r na rzutni wzniesienia. Zważmy, iż pierwsza przyprostokątnia A A” jest równą promieniowi rzutowemu A’ x na rzutni poziomej. Mając obie przyprostokątnie, możemy zawsze zbudować przeciwprostokątnię 0 A i nią jako promieniem ze środka 0 zakreślić łuk bądź o kąt ostry α bądź też o kąt rozwarty 180o - α . Tak w jednym jak w drugim wypadku otrzymujemy kład _/A/   lub /A/ punktu A na rzutnią wzniesień. /rzut.228./. Rozstrzygnięcie,

który z tych kładów wybrać do dalszej konstrukcji zależy od nas. Dążąc do jasności rzutorysu, wybieramy zwykle kład przy kącie rozwartym, gdyż wówczas figura rzutu i figura kładu nie zakrywają się.

Pomiędzy poglądem 31, a rzutorysem 228 zachodzi pewna różnica. Mianowicie na poglądzie wyobrażony jest punkt A jako będący w przestrzeni a tym samym łuk obrotu także istnieje w przestrzeni. Na rzutorysie 228 mamy tylko płaszczyznę rysunku i z nią schodzą się obie rzutnie. Budujemy więc trójkąt prostokątny na rzutni wzniesień, gdzie A1 jest punktem A przeniesionym z przestrzeni na rzutnię wzniesień. Tym samym i łuk obrotu jest narysowany na rzutni wzniesień. Kąt α przy środku obrotu 0 jest kątem nachylenia płaszczyzny I do rzutni wzniesień. Wynika z tego, że dla dalszych punktów płaszczzny I kąty obrotu muszą być równe kątowi α zaś ich trójkąty prostokątne muszą być podobne do trójkąta A”C A1.

Drugi sposób kładu.

Niech będzie daną płaszczyzna II swymi śladami /rzut.229./. Obierzmy punkt B na śladzie poziomym i za pomocą trójkąta B”B10 wykonajmy kład tego punktu na rzutnię wzniesień. Otrzymujemy /B/. Zauważmy, że obrót do kładu


płaszczyzny danej na rzutnię wzniesień Pomiędzy tym kładem IIp a śladem IIW który pozostał nieruchomym mamy obecnie kład tej części płaszczyzny , która rozciąga się w zakosie pierwszym.




dokonał się w płaszczyźnie III prostopadłej do płaszczyzny II a zarazem prostopadłej do rzutni wzniesień, przy czym kład /B/ padł w ślad wzniesienia IIIw tej płaszczyzny. Otóż istnieje sposób wykonania kładu /B/ z pominięciem budowy trójkąta prostokątnego. Skoro punkt B leży na śladzie poziomym IIp , to istnieje odcinek tego śladu między B a osią x . Ten odcinek B X jako utwór nie ulega żadnej zmianie swej długości w czasie obrotu. Uważając więc punkt X za środek zaś odcinek X B za promień, zakreślmy nim łuk ł aż do przecięcia tegoż łuku ze śladem IIIW. Otrzymujemy ten sam kład /B/, a nadto, łącząc X z /B/ otrzymujemy kład śladu poziomego
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Kłady prostych płaszczyzny.

Niechaj będzie daną prosta a nachylona do obu rzutni i leżąca na takiejże płaszczyźnie I./rzut.230./. Chciejmy wykonać kład prostej a na rzutnię wzniesień oraz kład jej punktu A. Przez ślad poziomy Pa prostej a przesuwamy płaszczyznę obrotu II prostopadłą do śladu wzniesienia płaszczyzny I. Promieniem X Pa zakreślamy łuk i otrzymujemy kład punktu Pa w śladzie IIw .
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Drugi ślad Wa prostej znajduje się na śladzie wzniesienia Iw płaszczyzny I. Ponieważ ten ślad jest osią kładu, przeto punkt Wa podczas obrotu nie zmienia swego miejsca i jego kład schodzi się z nim. Prowadząc więc prostą /Pa/Wa'' otrzymujemy kład prostej a.

Kład punktu A leżącego na prostej a otrzymamy przesuwając przez jego rzut A” prostą s” prostopadłą do osi kładu. Ta prosta s jest znaną nam prostą spadu płaszczyzny I ze względu na rzutnię ich wzniesień. Jej kład /s/ przecina się z kładem prostej a w szukanym /A/.

Niech będzie daną prosta b równoległa do rzutni wzniesień i leżąca na płaszczyźnie nachylonej II. Chciejmy wykonać jej kład na rzutnię wzniesień oraz kład punktu B./rzut.231/.
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Podobnie jak w rzutorysie poprzednim przesuwamy przez ślad Pb prostej b płaszczyznę obrotu III prostopadłą do śladu IIW. Promieniem X Pb' zakreślamy łuk wyznaczający kład /Pb/ na IIIw. Prosta b jako równoległa do rzutni wzniesień jest równoległą tym samym do osi kładu IIW. Podczas obrotu ta równoległość nie zmienia się. Zatem kład /b/ prostej jest równoległym do IIw.

Kład punktu B tej prostej znajdziemy, przesuwając przez B” rzut s” prostej spadu.

Niech będzie daną prosta c równoległa do poziomu i leżąca na płaszczyźnie nachylonej III. Chciejray wykonać jej kład na rzutnię wzniesień oraz kład punktu C /rzut.232./. Obieramy na śladzie IIIp dowolny punkt P i przesuwamy przezeń płaszczyznę obrotu IV. Promieniem  XP' zakreślamy łuk i wyznaczamy /P/. Przez ten punkt i przez punkt X przechodzi kład /IIIp/ śladu poziomego płaszczyzny.

Dla kładu prostej c mamy już jej ślad wzniesienia Wc który leżąc na osi kładu IIIw nie zmienia swego miejsca w czasie obrotu i schodzi się ze swym kładem. Ponieważ prosta c jest równoległa do śladu IIIp przeto ma wspólny z nim punkt w odległości nieskończenie dalekiej. Ten punkt istnieje obecnie na kładzie IIIp . Zatem kład prostej c jest równoległym do kładu /IIIp/ i przechodzi przez Wc .

Kład punktu C tej prostej otrzymamy przy pomocy prostej spadu s.

Kłady płaszczyzn prostopadłych do rzutni.

Niech będzie daną płaszczyzna I prostopadła do poziomu i na niej odcinek A B. Chciejmy w tejże płaszczyźnie wykreślić rzuty odcinka równej długości i symetralnego względem A B /rzut.233./.

Zadanie to z tym samym wynikiem rozwiązane jest dwukrotnie. Raz za pomocą kładu na rzutnię poziomą, drugi raz za pomocą kładu na rzutnię wzniesień.

Kład na rzutnię poziomą.

Ponieważ płaszczyzna I jest prostopadłą do rzutni poziomej, przeto rzut poziomy odcinka A B pada w jej ślad poziomy. Ten ślad poziomy jest zarazem osią kładu. Wzniesienia A X i B X punktów zakreślą podczas obrotu łuki z A’ i B' zaś rzutami tych łuków są odcinki A'/A/ i B’/B/ prostopadłe do Ip . Mając kład odcinka A B połowimy go i kreślimy odcinek symetralny C D tejże długości. Rzuty poziome C’ i D' jego punktów końcowych padają w ślad Ip albowiem odcinek ma leżeć w płaszczyźnie I. Rzuty wzniesienia C"i D" są nad osią x na wysokościach równych /C/C’ i /D/D’ .

[image: ]



Kład na rzutnię wzniesień.

Osią kładu jest ślad wzniesienia Iw. Około tej osi punkty A i B odcinka zakreślają łuki leżące w płaszczyznach poziomych. Rzuty poziome tych łuków zakreślamy z 0' jako środka obrotu promieniami 0 A' i 0 B' aż płaszczyzna I położy się na rzutni wzniesień, co następuje przy obrocie o kąt α lub o kąt 180° - α. Dla większej przejrzystości rzutorysu wybieramy ten drugi kąt.

Geometria wykreślna.


17.




Otrzymawszy /A/ i /B/ na siadach wzniesienia płaszczyzn obrotu IIw i IIIw kreślimy kład odcinka A B. Odcinek ten leży w prostej l której kład /l/ i rzut l’' mają wspólny punkt w2 na osi kładu Iw. Wykreślamy kład /C//D/ symetralnego odcinka C D, który przechodzi przez punkt połowiący E. Rzut E” leży na A’' B'' zaś kład i rzut wzniesienia odcinka C D leżą w prostej m,

której kład /m/ i rzut m” mają również wspólny punkt Wm na osi obrotu Iw /przedłużonej pod oś x/ . Rzuty wzniesienia C” i D” leżą na śladach IVw i Vw płaszczyzn obrotu.
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Niechaj będzie daną płaszczyzna II prostopadła do rzutni wzniesień i na niej trójkąt ABC. /rzut.234./. Chciejmy wykreślić kształt i wielkość trójkąta za pomocą kładu.

I to zadanie jest rozwiązane dwukrotnie z tym samym wynikiem. Kładąc trójkąt na rzutnię poziomą wraz z płaszczyzną II obracamy ją o kąt ß około jej śladu poziomego. Łuki obrotu są wówczas w płaszczyznach równoległych do rzutni wzniesienia, zaś ich rzuty łl'’ , ł2’’ i ł3'' można wykreślić ze środka 0 na osi x. Po obrocie kłady /A//B//C/ padną w rzuty poziome tychże łuków schodzące się ze śladami poziomymi płaszczyzn obrotu.

Kładąc trójkąt na rzutnię wzniesień obracamy go około śladu IIW po łukach, których rzutami wzniesień są odcinki A”/A/, B”/B/ i C''/C/ prostopadłe do osi kładu IIw i równe oddaleniom tych punktów od rzutni wzniesień a więc długościom A’X,B’X i C’X. Otrzymane na obu rzutniach kłady trójkąta A B C muszą przedstawiać trójkąty przystające.

Kład płaszczyzny równoległej do osi rzutów.

Niech będzie daną płaszczyzna III równoległa do osi x i na niej czworokąt A B C D. /rzut.235./. Chciejmy wyznaczyć kład tej płaszczyzny na rzutnię wzniesień wraz z kładem czworokąta.

Przeciąwszy płaszczyznę III płaszczyzną IV prostopadłą do niej otrzymamy trójkąt prostokątny kładu, w którym krawędź k tych płaszczyzn jest przeciwprostokątnią a zarazem promieniem obrotu. Tę przeciwprostokątnię wykreślimy, mając obie przyprostokątnie, którymi są rzuty tej krawędzi k’ i k'' . Połóżmy płaszczyznę obrotu IV na rzutnię wzniesień i wykreślmy łuk promieniem k’ z punktu X to otrzymamy długość /k/. Łuk zakreślony jej promieniem z punktu O a prowadzony po rzutni wzniesień wyznacza punkt /P/ należący do kładu śladu poziomego IIIp . Z niego kreślimy tenże kład /IIIp / w kierunku równoległym no osi kładu IIIw.

Przedłużone rzuty boków czworokąta wyznaczają swe ślady poziome P.... na IIIp . Ich kłady na /IIIp/ są na prostych spadu s... Ślady pionowe boków czworokąta a więc punkty W , Wa... są na osi kładu i schodzą się ze swymi kładami. Łącząc odpowiednio punkty /Pa/... z Wa... otrzymujemy kłady prostych stanowiących boki czworokąta. Kłady jego wierzchołków /A/ /B/... są na prostych prostopadłych do osi kładu IIIW.
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Kład płaszczyzny rozwartokątnej na poziom.
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Niech będzie daną płaszczyzna I o kącie rozwartym między śladami i na niej punkt A. Chciejmy wykonać kład płaszczyzny na rzutnię poziomą i kład punktu A /rzut. 236./. Przecinamy płaszczyznę I płaszczyzną II prostopadłą do śladu Ip a tym samym do rzutni poziomej. Ślady pionowe Iw i IIw przecinają się z sobą na swych przedłużeniach pod osią x w punkcie W.  Promieniem 0x W zakreślamy łuk obrotu dla punktu W i w przecięciu łuku z przedłużeniem śladu IIp znajdujemy jego kład /W/. Przez ten kład i punkt śladów 0x przechodzi kład /Iw/ śladu wzniesienia płaszczyzny rozwartokątnej.


Niechaj przez punkt A płaszczyzny I przechodzi prosta a równoległa do poziomu. Wyznaczymy kład tej prostej za pomocą kładu jej śladu wzniesienia Wa . Wykonuje on obrót po łuku Ox Wa ze środka Ox, a kład jego /Wa/ pada w kład /Iw/. Z kładu /Wa/ wychodzi kład prostej a . Ponieważ ta prosta jest równoległą do osi kładu Ip przeto i jej kład tę równoległość zachowa. Kreśląc przez A’ prostą spadu s prostopadłą do osi Ip otrzymujemy w jej przecięciu z kładem prostej a kład punktu A.

Ten kład możemy także znaleść niezależnie od kładu płaszczyzny I a to za pomocą prostokątnego trójkąta kładu. Jedną jego przyprostokątnię stanowi odcinek A’ 0p, drugą jest wzniesienie A X punktu A, które przenosimy na rzutnię poziomą jako długość A' Al. Te dwie przyprostokątnie wyznaczają szukany trójkąt prostokątny A’ 0p Al a w nim przeciwprostokątnię Op Al będącą promieniem obrotu dla punktu A. Łuk zakreślony ze środka 0p wyznacza na przedłużeniu A’ 0p kład /A/ punktu A.
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Niechaj na płaszczyźnie rozwartokątnej II będzie danym trójkąt A B C /rzut.237./ Chciejmy wykreślić jego kład na rzutnię poziomą bez wykonywania kładu płaszczyzny II.

Tak samo, jak w rzutorysie poprzednim wyznaczamy kład punktu A za pomocą prostokątnego trójkąta kładu A’ 0 Al . Przedłużamy do osi kładu IIp rzut a' boku A B to w osi IIp otrzymujemy punkt Pa będący w rzucie i kładzie. Przez Pa i /A/ przechodzi więc kład /a/ prostej a i na nim jest kład /B/ wierzchołka B w przecięciu /a/ z prostą B’/B/ prostopadłą do osi kładu. Podobnie przedłużmy rzut b’ boku B C to w osi kładu otrzymujemy punkt Pb w rzucie i kładzie będący. Przez niego i przez /B/ przechodzi kład /b/ prostej b. Kreśląc prostopadłą do osi obrotu C’/C/ otrzymamy punkt C w kładzie na prostej /b/.




Kład trójkąta bez osi rzutów i bez kładu jego płaszczyzny.

Ani oś rzutów x ani ślady płaszczyzny trójkąta nie są konieczne do wyznaczenia jego rzeczywistej wielkości i kształtu. Oś kładu możemy zastąpić prostą równoległą do jednej rzutni n.p. poziomej.




  Niech będzie danym w rzutach lecz bez osi x trójkąt ABC ./rzut.238./ Przez wierzchołek C przesuńmy prostą e równoległą do poziomu. Jej rzut wzniesienia e” jest prostopadłym do kierunku A’' A' promieni odniesień. Należy wyznaczyć rzut poziomy e' . W tym celu przedłużmy w obu rzutach bok A B jako prostą a i wyznaczym jej punkt przecięcia D z prostą e zaczymając od rzutu wzniesienia D”. Znalazłszy D’ na a' kreślimy przezeń i przez C’ rzut e' prostej e będącej osią obrotu dla trójkąta A B C. Obrót ten wykonamy aż do przeniesienia trójkąta w położenie poziome a wiąc takie, w jakimby się trójkąt znalazł, gdybyśmy rzutnię poziomą przesunęli przez prostą e.
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Dla punktu A budujemy prostokątny trójkąt kładu. Jedną jego przyprostokątnią jest A’ 0, drugą jest wzniesienie punktu A nad poziomem prostej e a więc odcinek równy A”E”. To wzniesienie przenosimy na poziom jako odcinek A’Al i ono jest drugą przyprostokątnią. Obecnie wykreślamy przeciwprostokątnię 0Al która jest promieniem obrotu i nią ze środka 0 zakreślamy łuk. Ten w przecięciu z prostopadłą do osi obrotu A’0 wyznacza obrócony na poziom e punkt /A/.

Na osi obrotu e’ znajdują się teraz punkty D' i C' które nie zmieniają swych miejsc w czasie obrotu. Z nimi więc łączymy punkt /A/ otrzymując obrócone na poziom e proste /a/ i /c/. Wierzchołek /B/ jest na prostej B’/B/ prostopadłej do osi obrotu i w jej przecięciu z /a/. Uzupełniamy trójkąt bokiem /b/ łączącym punkty /B/ i /C/.




Reguły wyznaczania kładów.

Z powyższych rzutorysów od nr. 230 do 238 możemy wyprowadzić pewne reguły dotyczące wykonywania kładów. I tak : mając płaszczyznę I i na niej prostą a otrzymamy kład prostej a wyznaczywszy kłady dwóch jej punktów. Jeżeli jednak prosta przecina oś kładu w obrębie rzutorysu, to z punktu przecięcia jako nieruchomego podczas obrotu i będącego już w kładzie, wychodzi kład prostej i trzeba kładu jeszcze tylko jednego jej punktu, by kład prostej wykreślić.



Jeżeli prosta jest równoległą do osi kładu to i jej kład jest równoległy do tej osi więc także wystarcza kład jednego punktu prostej by przezeń tę równoległą prostą w kładzie narysować.

Odnośnie do związku między punktami i kładami tychże widzimy że rzut A' i kład /A/ są zawsze na prostej prostopadłej do osi obrotu. Ta prosta jest bowiem prostą spadu kładzionej płaszczyzny I. Równocześnie jest ona rzutem łuku dla obracającego się punktu A. Sam łuk znajduje się w płaszczyźnie prostopadłej do osi obrotu a więc i do rzutni, zaś ślad tej płaszczyzny schodzi się z rzutem prostej spadu.

Dwie proste przecinające się, kładą się również jako przecinające się w kładzie punktu im wspólnego. Dwie proste równoległe zachowują w kładzie tę równoległość. Jeżeli są przecięte trzecią prostą, to kłady ich są również przecięte kładem tej trzeciej prostej i to w kładach punktów przecięcia. Zatem równoległobok w przestrzeni musi i w kładzie być równoległobokiem.

Powyższe związki są treścią prawa powinowactwa między rzutami i kładami figur płaskich. Prawo to omówione już było w metodzie rzutów cechowanych. Przypominamy tylko, że oś kładu jest osią tego powinowactwa. Kierunkiem powinowactwa jest kierunek prostych prostopadłych do osi powinowactwa a łączących rzuty punktów z ich kładami.

Podniesienia z kładów.

Podniesieniem płaszczyzny, punktu, prostej lub figury nazywamy postępowanie będące odwrotnością wyznaczania kładu. Mając dany kład utworu geometrycznego, oś kładu i kąt obrotu możemy podnieść ten utwór obracając go o koło osi kładu o ten dany kąt. Warunek kąta można zastąpić żądaniem obrotu do pewnego położenia w przestrzeni. Po wykonaniu tego obrotu utwór
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znajduje się w przestrzeni i należy wyznaczyć jego rzuty. Najczęściej żądanym położeniem w przestrzeni jest takie, w którym płaszczyzna utworu wraca do swego poprzedniego nachylenia względem obu rzutni, co następuje, gdy jej obracany ślad wraca na swoją rzutnię.

Na rzutorysie 239 daną jest płaszczyzna I swymi śladami i danym jest kład /A/ punktu A na rzutni wzniesień. Należy ten punkt podnieść z kładu i znalazłszy jego miejsce na płaszczyźnie I wyznaczyć rzuty.

Punkt A podnosząc się, wykonuje obrót około osi Iw. Łuk tego obrotu leży w płaszczyźnie II prostopadłej do śladu Iw .

Rysujemy ślady IIw i IIp tej płaszczyzny obrotu. Punkt 0 jest środkiem, zaś odcinek A 0 jest promieniem obrotu. Nie mogąc obrotu rysować w przestrzeni, kładziemy 


płaszczyznę obrotu II na rzutnię wzniesień, przy czym jej ślad IIp przechodzi w położenie /IIp/. Odcinek 0/P/ jest teraz kładem krawędzi k płaszczyzn I i II i na ten kład obracamy punkt A do położenia Al . Z tegoż wyznaczamy rzut A” kreśląc odcinek AlA’’ prostopadle do IIw . W ten sposób wyznaczyliśmy znany już z poprzednich zadań trójkąt kładu AlA’’ 0  mając daną jego przyprostokątnię A 0 = = AlO i kąt obrotu Δ który powstaje przy wierzchołku 0 i mierzy nachylenie płaszczyzny I do rzutni wzniesień. Wiedząc, że w trójkącie kładu przyprostokątnia AlA’’ jest równą wysunięciu punktu A przed rzutnię wzniesień, wyznaczamy rzut poziomy A' gdzie xA’ równa się AlA’’. Możemy to również uskutecznić rysując rzut poziomy k' krawędzi k na której jako na wspólnym utworze płaszczyzn I i II leży punkt A.

Na rzutorysie 240 danym jest kład płaszczyzny II za pomocą kładu obu jej śladów /IIp / i /IIw/ oraz kład punktu A należącego do tej płasczyzny. Należy podnieść płaszczyznę z kładu na rzutni poziomej aż do znalezienia się śladu II na rzutni wzniesień. Wraz z płaszczyzną II należy podnieść punkt A i wyznaczyć jego rzuty.
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Płaszczyzna obraca się około swego śladu poziomego IIp jako osi obrotu. Przesuwamy przez punkt /A/ płaszczyznę III prostopadłą do tej osi obrotu. Ona przecina kład /IIw/ w punkcie /W/ i jest miejscem obrotu dla tego punktu. Ponieważ ma on jako należący do śladu IIW znaleźć się po obrocie na rzutni wzniesień przeto musi padać w ślad IIIw . Podczas tego obrotu odcinek X/W/ śladu wzniesienia /IIw/ nie zmieni swej długości. Ujmijmy więc w cyrkiel długość i ze środka X zakreślmy łuk ł, to łuk ten przecina ślad IIIW w obróconym punkcie W na rzutni wzniesień . Przez ten punkt i przez środek obrotu X rysujemy teraz obrócony ślad IIw. Tym samym dokonaliśmy podniesienia z kładu płaszczyzny II, która w pierwszym zakosie rozciąga się między śladami IIp i IIw . Chcąc podnieść punkt A zważmy, że leży on na krawędzi k płaszczyzn II i III gdyż obraca się w płaszczyźnie III a leży na płaszczyźnie II. Przesuwamy przezeń prostą /a/ równoległą do osi obrotu IIp . Kład /a/ tej




prostej przecina się z kładem /IIw / w punkcie /Wa/ , który obracamy tak samo jak poprzednio punkt /W/ za pomocą łuku X Wa na IIW. Z rzutów Wa'’ i Wa’ kreślimy rzuty a” i a’ prostej, a, która po obrocie pozostaje równofegłą do osi IIp a więc i do poziomu. Rzuty punktu A’ i A” otrzymujemy w przecięciu rzutów a’ i a” prostej a z rzutami krawędzi k.

Podniesienie płaszczyzny rozwartokątnej.

Na rzutorysie 241 mamy dany kład płaszczyzny rozwartokątnej III za pomocą kładu obu jej śladów IIIp i IIIw oraz kład punktu A należącego do tej



płaszczyzny. Należy podnieść płaszczyznę III z kładu tak, aby Jej ślad IIIW znalazł się na rzutni wzniesień. Wraz z płaszczyzną należy podnieść punkt A i podniósłszy go, wyznaczyć rzuty. 
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Rozumowanie i przebieg konstrukcji są podobne do przeprowadzonych w rzutorysie poprzednim /240/. Przez /A/ przesuwamy płaszczyznę obrotu IV prostopadłą do śladu IIIp . Jej ślad IVp przecina się z kładem /IIIw/ w punkcie /W/, który promieniem X/W/ obracamy aż do przecięcia się IVW w punkcie W”. Ten punkt połączony z X wyznacza kierunek śladu IIIw na rzutni wzniesień.

Chcąc podnieść punkt A przesuwamy przez kład /A/ prostą /a/ równoległą do osi obrotu IIIp . Prosta /a/ przecina się z /IIIw/ w punkcie /Wa/, który ze środka X obracamy promieniem X/Wa/na ślad IIIw rzutni wzniesień. Z rzutów Wa'’ i Wa’ rysujemy rzuty a’ i a” prostej poziomej a, przy czym A’ jest w przecięciu IVp i a’ zaś rzut A” na a”. Dokładność rzutorysu można sprawdzić wyznaczając dla A trójkąt kładu A’0Al przy czym /A/A' daje się wykreślić jako bok prostokąta /A//Wa/Wa’ A' równoległy i równy bokowi /Wa/Wa' . Drugie

sprawdzenie polega na wykreśleniu krawędzi k płaszczyzn III i IV. Na tej krawędzi leży punkt A.

Rzuty kwadratu z jego kładu.

Na rzutorysie 242 danym jest kład kwadratu A B C D leżącego w płaszczyźnie I. należy wyznaczyć rzuty tegoż kwadratu po podniesieniu z kładu.
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Tu dane są oba ślady płaszczyzny I. Wykonujemy jej kład na rzutnię poziomą, obierając na śladzie wzniesienia punkt W i przesuwając przezeń płaszczyznę obrotu II. Kład /W/ padający w IIp łączymy z punktem X i otrzymujemy kład /Iw/ śladu wzniesienia. Miedzy nim a śladem Ip znajduje się teraz kład tej części płaszczyzny, która rozciąga się w zakosie pierwszym.

Wiemy, iż pomiędzy kładem kwadratu a jego rzutami istnieją związki powinowactwa. Ślad Ip jest osią powinowactwa dla kładu i rzutu poziomego, zaś ślad Iw jest nią dla kładu i rzutu wzniesienia. Kierunki powinowactwa wyznaczają proste odpowiednio prostopadłe do tychże osi.

Przedłużmy kład boku A D jako prostej /d/ to na śladach Ip i (Iw) otrzymamy punkty Pd i (Wd). Obróćmy łukiem X (Wd) ze środka X punkt (Wd) na Iw w rzutni wzniesień i wyznaczmy jego rzuty Wd’’ i Wd’. Punkt Pd nakrywa się ze swym rzutem poziomym Pd’ zaś rzut Pd'’ jest w osi x. Łącząc rzuty Wd i Pd otrzymujemy d’ i d”. Na tych rzutach są rzuty wierzchołków A i D a otrzymamy je, kreśląc proste /A/A’ i /D/D’ prostopadłe do osi powinowactwa Ip .

Tak samo za pomocą powinowactwa otrzymamy rzuty prostych a i c i na nich rzuty wierzchołków B i C. Otrzymane rzuty kwadratu muszą być równoległoWd’’ bokami, albowiem boki kwadratu równoległe do siebie nie zmieniają swej równoległości przez obroty około wspólnej osi. Ta właściwość ułatwia wyznaczenie rzutów boku B C.

Geometria wykreślna .
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Rzuty koła z jego kładu.

Dany jest kład koła leżącego w płaszczyźnie II nachylonej do obu rzutni i danej swymi śladami IIp i IIw . Należy wykreślić rzuty tego koła po podniesieniu z kładu /rzut.243./. 

Tak samo jak w poprzednim rzutorysie wykonujemy kład płaszczyzny na poziom przez obrót jej śladu wzniesienia IIW około śladu poziomego IIp .

Koło jest w związku powinowactwa ze swymi rzutami, które przedstawiają się na rzutniach jako elipsy. Osiami powinowactw są odpowiednio ślady IIp i IIw . Kierunki powinowactw są prostopadłe do tych osi.
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Oś wielka elipsy będącej rzutem poziomym. Rysujemy w kładzie koła średnicę a równoległą do Ip i mającą wierzchołki /1/ i /2/. Chcąc wyznaczyć rzuty punktów 1, 2 i 0 prowadzimy z nich proste prostopadłe do IIp. Jedną z nich, przesuniętą przez 0 jest prosta /b/ na której leży średnica /3//4/. Następnie z punktów /C/ i /1/ prowadzimy proste /1/P i /0/Pc równoległe do śladu /IIw/. Punkty P i Pc są ich śladami poziomymi. Te proste po obrocie pozostają równoległe do IIw a więc i do rzutni wzniesień. Ich rzuty poziome są zatem równoległe do osi x zaś rzuty wzniesień są równoległe do IIw . W przecięciu się rzutów poziomych tych prostych z prostymi prostopadłymi do osi powinowactwa IIp otrzymujemy rzuty 0’ i 1' zaś z nich 0” i 1”.

Łącząc rzuty 1 z rzutami 0 i przedłużając otrzymujemy rzuty średnicy 1, 0, 2. Rzut poziomy tejże wypada równolegle do osi powinowactwa IIp gdyż sama średnica /1//2/ jest do tej osi równoległą. Odcinek 1’2’ równa się długości rzeczywistej średnicy /1//2/ gdyż ona po obrocie pozostała poziomą. On więc stanowi dla rzutu poziomego oś wielką. Odcinek 1” 2” jest dla rzutu wzniesienia jedną ze średnic.

 Oś mała elipsy, będącej rzutem poziomym.

Średnica koła /3//4/ leżąca w linii spadu /b/ będzie miała po obrocie największy kąt z poziomem i dlatego jej rzut 3’4' ulegnie największemu skróceniu, wobec czego będzie w elipsie osią małą. Rzut 3’ punktu 3 wyznaczymy za pomocą powinowactwa prowadząc w kładzie i w rzutach przez punkty 1 i 3 prostą e mającą dla kładu i rzutu wspólny punkt Pe na osi powinowactwa. Podobnie wyznaczymy rzuty prostej 2,4 i punktu 4, który jest symetrycznie położonym względem punktu 3 i osi wielkiej.

Osi elipsy będącej rzutem wzniesienia.

W kładzie koła średnica /5//6/ równoległa do kładu /IIw / wyznaczy po podniesieniu swoim rzutem wzniesienia oś wielką, zaś średnica /7//8/ prostopadła do /IIw/ wyznaczy oś małą.

Rzuty prostej c, na której leży średnica 5,6 są już wykreślone.

Rzuty 5’ i 6’ są na przecięciu c’ z prostymi prostopadłymi do osi powinowactwa IIp. Rzuty wzniesień 5” i 6” są wierzchołkami osi wielkiej dla elipsy będącej rzutem wzniesienia. Jej długość jest równą średnicy /5//6/.

Oś mała 7, 8 leży w linii spadu d ze względu na rzutnię wzniesień. Jej rzut wzniesienia 7” 8” na d” będzie najkrótszym odcinkiem w elipsie zatem osią małą. Rzuty 7’ 8’ wyznaczym za pomocą powinowactwa prostych /d/ i d’ mających wspólny punkt Pd na osi IIp . Z nich wyznaczamy 7” i 8”. Rzuty poziome 5’ 6’ i 7’ 8' stanowią parę średnic dla elipsy na poziomie.

Styczna /m/ koła w punkcie /M/ jest w związku powinowactwa ze swymi rzutami m’ i m”, które są stycznymi elips w rzutach M' i M'' .

Podniesienie z kładów bez osi rzutów.

Zagadnienia dotyczące podniesień z kładów można rozwiązywać bez osi rzutów i bez śladów płaszczyzny.

Niechaj na rzutorysie 244 płaszczyznę wyznaczają dwie proste a i b przecinające się w punkcie A i niechaj będzie danym punkt /D/ należący do płaszczyzny tych dwóch prostych a położony na poziomie przechodzącym przez prostą e. Chciejmy wyznaczyć rzuty punktu D po podniesieniu go z kładu na płaszczyznę prostych a i b.


Prosta pozioma e przecina proste a i b w punktach B i C. Jej rzut poziomy e’ będzie osią obrotu dla podnoszonego punktu D. Chcąc znaleźć kąt tego obrotu zbudujmy najpierw dla punktu A prostokątny trójkąt kładu. Jedną przyprostkątnią tegoż jest odcinek A'0 prostopadły do osi obrotu. Drugą przyprostokątnią jest wzniesienie punktu A nad poziomem e równe odcinkowi

A''E’ które rysujemy przy A’ jako długości A’A1 prostopadłą do A’0. Z tych dwóch przyprostokątni powstaje trójkąt prostokątny A’0 A1 o kącie obrotu α i promieniu obrotu 0 A1 .
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Przechodzimy teraz do podnoszenia punktu D. Trójkąt obrotu dla punktu D będzie trójkątem podobnym o kącie α1 = ‹α. Prowa

dzimy z /D/ prostą prostopadłą do osi obrotu i w środku obrotu 01 rysujemy kąt

α1 = ‹α. Biorąc teraz w cyrkiel długość 01/D/ jako równą promieniowi obrotu zakreślamy nią łuk ze środka 01 . Ten łuk przecina drugie ramię kąta w punkcie D1 z którego kreślimy odcinek DlD’ prostopadły do /D/01 . Otrzymany trójkąt prostokątny D’01D1 jest więc zbudowany z danej przeciwprostokątni /D/01 i danego kąta ostrego α1 . Jest on podobny do poprzedniego trójkąta A’0 A1 z powodu równości kątów α i α1 . Teraz mamy wyznaczony rzut poziomy D’ podniesionego punktu D. Przyprostokątnia D'D jest równą wzniesieniu punktu D nad poziomem e. Odcinamy ją z F” nad tym poziomem jako długość i otrzymujemy D” jako rzut wzniesienia podniesionego punktu D.




Kąty prostych i płaszczyzn.

Niech będą dane dwie proste w przestrzeni l i m /pogl.32./ Zapytujemy czy wobec tego, iż one są zwichrzone, - można mówić o kącie między nimi!
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Obierzmy w przestrzeni punkt A i przesuńmy przezeń dwie proste, ł i n odpowiednio równoległe do danych. Kąt α , który one tworzą równa się kątowi dwóch danych zwichrzonych l i m. Jeżeli bowiem przesuniemy te proste równoległe do ich pierwszych położeń w stronę punktu A, to one zajmą miejsce prostych ł i n. Przez takie przesunięcia równoległe nie zmienia się kąt α .




Prostopadłość w przestrzeni.

Jeżeli dwie proste zwichrzone 1 i m są w ten sposób położone w przestrzeni, że ich przesunięcia równoległe ł i n tworzą z sobą kąty proste, to owe proste zwichrzone są do siebie prostopadłe w przestrzeni.

Tym samym wyznaczenie kąta między dwiema prostymi dowolnie położonymi sprowadza się do wyznaczenia kąta między prostymi przecinającymi się.




Kąt dwóch prostych.

Chciejmy wyznaczyć rzeczywistą wielkość kąta między dwiema prostymi a i b przecinającymi się /rzut.245./.

Kąt ten przedstawi się w swej rzeczywistej wielkości, jeżeli obie proste położymy na rzutnię n.p. poziomą. Wyznaczamy ślady poziome Pa i Pb obu prostych. Przez te ślady przechodzi ślad poziomy I ich płaszczyzny# Jest on osią obrotu dla obu prostych przy ich kładzie na poziom. Kreślimy prostokątny trójkąt kładu A’0 A1 gdzie A A1 = A”x i promieniem równym przeciwprostokątni 0 A1 kreślimy łuk obrotu, otrzymując kład /A/ wierzchołka kąta. Łącząc tenże ze śladami Pa i Pb , które podczas obrotu pozostały nieruchome i są na poziomie, otrzymujemy kłady /a/ i /b/ zaś między nimi kład kąta /α/.
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Kąt bez użycia osi x.

Miejmy do wyznaczenia kąt prostych a i b przecinających się w A i jego dwusieczną /rzut.246./.

Przecinamy obie proste prostą poziomą c. Około tej prostej c obracamy i kładziemy punkt A na poziom tejże prostej, budując prostokątny trójkąt kładu A’O A1 w którym przyprostokątnia A’A1 = A''x, zaś łuk zakreślony promieniem O A1 wyznacza kład /A/. Łącząc go z punktami 1’ i 2’ prostych a i b na osi obrotu c’ otrzymujemy kłady ramion /a/ i /b/ i między nimi kład kąta.

Przez społowienie kładu kąta /α/ otrzymujemy kład dwusiecznej /d/. Jej punkt C’ na osi obrotu połączony z A' wyznacza rzut poziomy d’, zaś łącząc C” z A” otrzymamy d''.
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Jeżeli jedna z prostych /rzut.247./ jest równoległą do rzutni, to można znaleźć kąt między nią i drugą dowolną prostą za pomocą obrotu około prostej równoległej i kładu na płaszczyznę równoległą do rzutni a przez tę prostą przechodzącą.

Niech będzie daną prosta a równoległa do rzutni wzniesień oraz prosta b przecinająca się z nią w punkcie A. Osią obrotu jest a”. Obieramy na prostej b dowolny punkt B i obróćmy go na płaszczyznę równoległą do rzutni wzniesień przechodzącą przez a. Prostokątny trójkąt kładu 0 B”B1 ma przyprostokątnię B'’B1 = = B’l’, jego przeciwprostokątnią O B1 jako promieniem kreślimy łuk, który wyznacza




kład /B/. Ten łączymy z punktem A” leżącym na płaszczyźnie kładu i nieruchomym w czasie obrotu. Otrzymujemy kład /b/. Między kładem /b/ i a” jest rzeczywisty kąt /α/.

Kąt między śladami płaszczyzny i jego dwusieczna.

Kąt między dwiema prostymi Ip i Iw stanowiącymi ślady płaszczyzny I ma wierzchołek X w osi rzutów /rzut. 248./.
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Obracamy ślad Iw około śladu Ip i położywszy płaszczyznę I na poziom, otrzymamy kład kąta /α/ między śladami.

W tym celu przecinamy płaszczyznę I płaszczyzną obrotu II prostopadłą do poziomu i do śladu Ip . Wyznaczamy krawędź k obu płaszczyzn i kładziemy ją na poziom jako /k/ padające w IIp przy czym jej odcinek 0 W1 jest przeciwprostokątnią trójkąta kładu W’0 W1 i promieniem obrotu dla punktu W. Przez kład /W/ przechodzi kład /Iw/. Między nim a Ip otrzymujemy szukany kąt α . Chcąc znaleźć rzuty jego dwusiecznej d kreślimy jej kład /d/. Przecina on kład /k/ w /A/. Rzut poziomy A’ jest na łuku 0/A/ i na rzucie krawędzi k’. Rzut wzniesienia A’' jest na k”. Przez te rzuty A’ i A” oraz przez wierzchołek X przechodzą rzuty dwusiecznej d.




Prosta przesunięta pod danym kątem do prostej.

Niech będzie danym punkt A w przestrzeni i prosta b. Chciejmy przez punkt A przesunąć prostą, która daną przecina pod kątem α .

Zadanie to można rozwiązać bez osi x. /rzut.249./. Przez punkt A przesuwamy płaszczyznę I równoległą do poziomu. Na niej leży prosta A B będąca osią obrotu dla prostej b. Obieramy na prostej b punkt C i kładziemy go na płaszczyznę I za pomocą trójkąta kładu 0 C’C1. Przez kład /C/ kreślimy kład prostej /b/.

Chcąc z punktu A nieruchomego podczas obrotu, poprowadzić prostą pod kątem α do prostej b rysujemy pomocniczą prostą /d/ prostopadłą do /b/.



[image: ]



Prosta szukana e będzie z nią stanowiła kąt /90° - α / przy wierzchołku A. Istnieją dwie takie proste /e/ i /f/ które rysujemy po obu stronach prostej /d/. Przecinają one prostą /b/ w punktach /E/ i /F/ jako wierzchołka kątów /α/. Uwzględniając znany nam związek powinowactwa między kładem a rzutem punktu, kreślimy z /E/ i /F/ proste prostopadłe do osi obrotu A’B’ i otrzymujemy na b’ rzuty poziome E' i F' zaś z nich rzuty wzniesienia E’' i F'' . Te połączone z rzutami punktu A dają nam rzuty e’ i e” oraz f’ i f” szukanych prostych o żądanym kącie względem prostej b.

Kąt między prostą i płaszczyzną.

/sposób bezpośredni/.

Najmniejszy kąt, który prosta tworzy z płaszczyzną jest pomiędzy tą prostą a jej prostokątnym rzutem na tę płaszczyznę. Wierzchołkiem tego kąta jest punkt przebicia danej prostej z płaszczyzną, /pogl...... wśród rzutów cechowanych./.

Niech będzie daną płaszczyzna I swymi śladami i prosta a, której kąta z płaszczyzną I szukamy. /rzut.250./.

Przesunąwszy przez prostą a płaszczyznę rzucającą II znajdujemy za pomocą krawędzi k punkt przebicia B prostej a z płaszczyzną I. Ten punkt będzie wierzchołkiem szukanego kąta. Wyznaczmy teraz prostokątny rzut prostej a na płaszczyznę I. W tym celu obieramy na prostej a punkt A i przezeń kreślimy pomocniczą prostą b prostopadłą do płaszczyzny I. Następnie przesuwamy przez tę prostą płaszczyznę rzucającą III i wyznaczamy jej krawędź 1 z płaszczyzną I. Ta krawędź 1 przecina prostą b w jej punkcie przebicia C z płaszczyzną I. Połączywszy oba punkty przebicia B i C otrzymujemy prostą c leżącą

na płaszczyźnie I i stanowiącą prostokątny rzut prostej a na płaszczyznę I. Ta więc prosta c jest drugim ramieniem szukanego kąta a B c.
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Wykonawszy to, sprowadziliśmy zadanie do znalezienia rzeczywistej wielkości kąta między prostymi a i c przecinającymi się w punkcie B. Obie te proste a więc i szukany kąt leżą w płaszczyźnie IV prostopadłej do płaszczyzny I. Należy obecnie wyznaczyć jeden ślad tej płaszczyzny IV by go użyć jako osi obrotu. Znajdujemy zatem ślady wzniesienia Wa i Wc prostych a i c to przez nie przechodzi ślad IVW. Obracamy punkt B około śladu IVW zapomocą prostokątnego trójkąta kładu 0 B”B1 gdzie B”B1 = B’X i otrzymujemy kład punktu /B/ na rzutni wzniesień. Przez ten punkt i przez punkty Wa i Wb przechodzą kłady /a/ i /c/ prostych będących ramionami szukanego kąta /α/ o wierzchołku /B/.

Sposób pośredni.

Zadanie powyżej rozwiązane można bardzo ułatwić, gdy zważymy, iż szukany kąt α jest dopełnieniem do 90° kąta, który prosta dana a stanowi z prostą b prostopadłą do płaszczyzny I / pogl...... wśród rzutów cechowanych./.

W ten sposób rozwiązujemy to zadanie na rzutorysie 251 przy czym możemy poniechać oś x a płaszczyznę I zastąpić dwiema prostymi b i c odpowiednio równoległymi do obu rzutni.

Z punktu A na prostej a kreślimy rzuty prostej d prostopadłej do płaszczyzny prostych b i c. Ta prosta d przecina poziom prostej c w punkcie D,

Geometria wykreślna.
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zaś prosta dana a przecina ten sam poziom w punkcie C. Oba punkty C i D wyznaczają prostą C D, która leżąc na poziomie prostej c będzie osią obrotu dla kładu punktu A na poziom c.

Wyznaczymy tenże kład /A/, kreśląc z A’ prostokątny trójkąt kładu A’0 A1 gdzie A'A1 równa się A”E”. Przez kład /A/ i przez punkty D’ i C' na osi obrotu leżące przechodzą teraz kłady /a/ i /d/ prostych. Między nimi jest przy wierzchołku /A/ kąt /90 - α/ wykreślony w swej rzeczywistej wielkości. Dopełniamy go do 90° kreśląc prostą /e/ prostopadłą do /d/. Między nią a prostą /a/ otrzymujemy kąt /α/ równy szukanemu.
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Kąty między prostą a rzutniami.

Niech będzie daną prosta a nachylona do obu rzutni /rzut.252./. Chciejmy znaleźć jej kąt nachylenia α do rzutni poziomej a następnie kąt nachylenia względem rzutni wzniesień.

Kąt między prostą a rzutnią jest kątem między prostą a jej rzutem na tę rzutnię lub na płaszczyznę do rzutni równoległą.

Obierzmy na prostej dwa punkty A i B. Przesuńmy przez punkt A płaszczyznę I równoległą do rzutni poziomej i połóżmy na niej punkt B. Wzniesienie punktu B nad płaszczyzną I równa się odcinkowi B1'B''. Tym promieniem zakreślony łuk obrotu z B’ przedstawia się na poziomie I jako odcinek B’/B/ prostopadły do a’. Kład /B/ połączmy z A’ to otrzymamy kład odcinka A B na poziomie I. Między tym kładem i a’ mamy kąt α nachylenia prostej a do poziomu I i tym samym do rzutni poziomej.




Dla wyznaczenia kąta ß który prosta a tworzy z rzutnią wzniesień, wykonujemy kłady punktów A i B na tę rzutnię. Ich promieniami obrotu są odcinki mierzące odchylenia tych punktów od rzutni wzniesień a więc równe odległościom A’X i B'X. Otrzymane kłady A i B wyznaczają kład /a/ prostej na rzutnię wzniesień. Przechodzi on przez ślad wzniesienia W, który leząc na rzutni wzniesień jako punkt przebicia prostej a z tą rzutnią jest wierzchołkiem szukanego kąta ß .

Proste na płaszczyźnie tworzące dane kąty z rzutnią.

Niechaj na płaszczyźnie I nachylonej do obu rzutni będzie danym punkt A. Mamy przesunąć przezeń prostą leżącą na płaszczyźnie lecz nachyloną do rzutni poziomej pod danym kątem α . /rzut.253./.

Przez punkt na płaszczyźnie można przesunąć pęk prostych, których miejscem geometrycznym będzie owa płaszczyzna. Wśród tego pęku należy znaleść prostą /proste/ o żądanym kącie z poziomem. Gdyby ten kąt był równym kątowi nachylenia płaszczyzny do poziomu, to taką prostą byłaby prosta spadu. Gdyby wymagany kąt był większym niż kąt płaszczyzny z poziomem, to takiej prostej /jak zobaczymy poniżej/ nie znaleźlibyśmy wśród owego pęku. Jeżeli wreszcie kąt żądany jest mniejszym, to otrzymamy dwa rozwiązania.
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Przesuńmy przez punkt A prostą A B równoległą do rzutni wzniesień i tworzącą z poziomem kąt α , który przedstawia się na rzutni wzniesień przy punkcie B w swej rzeczywistej wielkości. Prosta A B nie leży na płaszczyźnie I lecz za pomocą obrotu około osi pionowej A X można ją na tę płaszczyznę sprowadzić, nie zmieniając jej kąta nachylenia α . W tym celu zakreślmy łuk z A’ promieniem A’B' . Ten łuk przecina ślad poziomy płaszczyzny w punktach i Pa' i Pb' . Proste a i b tworzące te punkty z punktem A muszą spełniać warunki zadania, albowiem są one przeciwprostokątniami takich samych trójkątów prostokątnych jak trójkąt A''B” X gdyż mają wspólną przyprostokątnię A''X /oś obrotu/ i tej samej długości drugie przyprostokątnie Pa’A oraz Pb'A równe A'B'. Tym samym mają równe kąty α przy podstawach. Leżą te proste a i b na płaszczyźnie I




gdyż przechodzą przez punkt A ich ślady poziome Pa i Pb leżą na śladzie Ip płaszczyzny I.



Gdyby kąt α był równy kątowi nachylenia płaszczyzny I do poziomu, to łuk Pa Pb byłby stycznym do śladu Ip. Punkt styczności połączony z punktem A dałby tylko jedną prostą spełniającą warunki zadania.

Gdyby kąt α był większym niż kąt nachylenia płaszczyzny I to łuk nie przeciąłby śladu Ip albowiem promień A’B’ byłby krótszym niż odległość A’ od Ip. Tym samym nie istniałyby rzeczywiste proste mogące spełniać zadanie.

Prosta pod danymi kątami do obu rzutni.

Niechaj będzie danym w przestrzeni punkt A. Chciejmy przesunąć przezeń prostą a, która z rzutnią poziomą tworzy kąt α zaś do rzutni wzniesienia jest nachyloną pod kątem ß .

Rozwiążmy to zadanie najpierw dla pomocniczego punktu W umieszczonego na rzutni wzniesień /rzut.254./. Przesuńmy przez W” prostą W”B tworzącą z osią x kąt α i obracajmy ją dookoła osi pionowej W''W' . Podczas obrotu

punkt B zakreśla łuk po rzutni poziomej. Każda prosta łącząca którykolwiek punkt tego łuku z punktem W jest nachyloną do rzutni poziomej pod kątem α . Należy wśród tych prostych znaleźć takie, które z rzutnią wzniesienia tworzą kąty.
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Jeżeli prosta W B ma także tworzyć kąt ß z rzutnią wzniesień, to będzie ona przeciwprostokątnią trójkąta o kącie ß przy wierzchołku W. Ten trójkąt można wykreślić mając dane W”B i kąt ß . Ponieważ prosta W’’B leży na rzutni wzniesień, przeto kreśląc ów kąt ß w kładzie przy W” otrzymamy jego drugie ramię /l/ na którym leży przyprostokątnia tegoż trójkąta mająca być rzutem wzniesienia szukanej prostej nachylonej pod kątem ß . Znajdziemy jej punkt dolny /P/ kreśląc z B prostą B/P/ prostopadłą do /l/ jako drugą przyprostokątnię. Wszystkie proste o kącie nachylenia ß do rzutni wzniesień będą miały rzuty wzniesienia równe odcinkowi W”/P/. Zakreśliwszy więc z W'' łuk promieniem W”/P/ otrzymamy na nim dalsze punkty końcowe takich


prostych. Łuk ten prowadzony po rzutni wzniesień przecina oś x w punktach P1'' i P2''. Są to rzuty wzniesienia takich punktów P1 i P2, które leżąc na poprzednio zbudowanym i na właśnie kreślonym łuku, spełniają równocześnie oba warunki zadania, a więc wyznaczają wraz z punktem W proste mające kąt nachylenia α do rzutni poziomej i kąt nachylenia ß do rzutni wzniesień. Prowadzimy zatem z P1'' i z P2” promienie rzutowe przecinające łuk pierwszy w P1' i w P2’ i kreślimy rzuty prostych l i ł gdyż na rzutorysie są w pierwszym zakosie dwie takie proste. Wracając teraz do danego w założeniu punktu A w przestrzeni kreślimy przezeń proste a i b odpowiednio równoległe do l i ł. Gdyby suma obu danych kątów α+ß była większą niż 90°, to drugi łuk zakreślony promieniem W’’/P/ nie przeciąłby osi x. Zadanie nie miałoby rzeczywistych wyników.

Gdyby suma kątów α+ß była równą 90° to drugi łuk byłby stycznym

do osi x. Wynikiem byłaby prosta prostopadła do osi x poprowadzona przez punkt styczności łuku z osią x.

Kąt między dwiema płaszczyznami. /sposób bezpośredni/.

Wielkość takiego kąta α otrzymamy, przecinając dane płaszczyzny płaszczyzną trzecią do nich prostopadłą a tym samym prostopadłą ich krawędzi przecięcia. Wierzchołek tego kąta będzie punktem przebicia tej krawędzi z płaszczyzną prostopadłą zaś ramiona jego będą krawędziami płaszczyzny prostopadłej z danymi płaszczyznami i przejdą przez punkt przebicia.
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Na rzutorysie 255 dane są płaszczyzny I i II nachylone do obu rzutni. Ich krawędzią przecięcia jest prosta k. Na tej krawędzi obieramy punkt A i przesuwamy przezeń płaszczyznę III prostopadłą do krawędzi k. /używając prostej pomocniczej a prostopadłej do k i równoległej do poziomu/. Płaszczyzna III przecina płaszczyznę I w krawędzi 1 zaś płaszczyzna II w krawędzi ł. Obie te krawędzie przechodzą przez obrany punkt przebicia A jako wierzchołek szukanego kąta.

Obecnie zadanie zostało sprowadzone do znalezienia wielkości α kąta dwóch prostych 1 i ł przecinających się w A.



To zadanie rozwiązaliśmy już na rzutorysie 245. Tu będzie wygodniej znaleść ten kąt α za pomocą kładu wierzchołka A i ramion 1 i ł na rzutnię wzniesień. Wykreślamy więc prostokątny trójkąt kładu 0 A”A1 gdzie A''A1 jest wzięte z rzutu poziomego jako odchylenie A’X. Frzeciwprostokątnię 0 A1 kreślimy łuk ze środka 0 i mając /A/ łączymy tenże kład ze śladami Wl i Wł obu ramion. Otrzymujemy cztery kąty przy /A/ parami równe lub spełniające się jako kąty ścienne dwóch płaszczyzn. Wystarcza jeden z nich /ostry/ oznaczyć przez /α /.

Sposób pośredni.

Zadanie powyższe można rozwiązać drogą pośrednią w sposób krótszy, wziąwszy pod uwagę, że kąty dwóch płaszczyzn są równe kątom, które tworzą ze sobą dwie proste odpowiednio prostopadłe do tych płaszczyn a przesunięte przez dowolny punkt w przestrzeni.

W istocie, dwie proste 1 i ł /pogl.33./ poprowadzone z punktu A prostopadle do płaszczyzn I i II wyznaczają płaszczyznę prostopadłą do obu tych płaszczyzn. Na tejże płaszczyźnie prostopadłej powstaje czworokąt o kątach spełniających przy A i B. Tym samym kąt α płaszczyzn jest wyznaczony przy punkcie A jako kąt zewnętrzny tegoż czworokąta.
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Na rzutorysie 256 dane są płaszczyzny I i II. Z dowolnego punktu A poprowadzone są proste l i ł prostopadłe do nich. Przez ich ślady poziome Pl i Pł przechodzi ślad poziomy płaszczyzny prostopadłej III. Wykonujemy obrót punktu A około tegoż śladu i wyznaczamy jego kład /A/, Przez ten kład i przez ślady Pl i Pł przechodzą kłady ramion kąta α równego kątowi płaszczyzn I i II.


Kąty między płaszczyzną a rzutniami.
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Są to kąty pomiędzy prostymi spadu a i b danej płaszczyny I a odpowiednimi rzutniami.

Na rzutorysie 257 obrano na osi rzutów punkt X i przezeń przeprowadzono prostopadle do Ip rzut a' prostej spadu płaszczyzny I względem rzutni poziomej. Ta prosta spadu leży w płaszczyźnie rzucającej II o śladach IIp i IIW. Obracamy prostą a około śladu IIw to ona pada na rzutnię wzniesień jako /a/ i między nią oraz osią x występuje teraz kąt nachylenia płaszczyzny I do rzutni poziomej. Podobnie prowadzimy rzut b” prostej spadu płaszczyzny względem rzutni wzniesień. Ta prosta leży w płaszczyźnie rzucającej III o śladach IIIp i IIIw. Obracamy ją około śladu IIIp aż padnie na rzutnię poziomą jako /b/ i wówczas pomiędzy /b/ a osią x występuje kąt nachylenia płaszczyzny I do rzutni wzniesień.




Przez prostą przesunąć płaszczyznę pod danym kątem do rzutni /wzniesień./.




Jest to odwrócenie drugiej części zadania poprzedniego. Tutaj mamy dany kąt ß /rzut.258./ i prostą a przez którą ma przejść płaszczyzna pod kątem ß do rzutni wzniesień.
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Pomyślmy sobie płaszczyznę rzucającą przesuniętą przez nieistniejącą jeszcze prostą spadu b i wykonajmy obrót tej płaszczyzny około jej śladu IIp. Z tą chwilą można w kładzie na rzutni poziomej wykreślić prostą b pod żądanym kątem ß , przy czym możliwe są dwa położenia tegoż kładu i kąta ß . Wykreślmy teraz po rzutni wzniesień łuk obrotu dla punktu końcowego Wb tejże prostej b. Do tego łuku musi być stycznym ślad wzniesienia Iw żądanej płaszczyzny.




Kreślimy go ze śladu wzniesienia Wa prostej a. Tym samym zostaje wyznaczonym i rzut b” prostej spadu b jako promień styczności łuku. Ślad poziomy Ip szukanej płaszczyzny przechodzi przez Pa'.

Zadanie to daje rzeczywiste rozwiązanie wtedy, gdy dany kąt ß jest większym niż kąt prostej a z rzutnią wzniesień lub przynajmniej, gdy jest mu równy. W przypadku kąta ß większego są możliwe dwa rozwiązania, w przypadku równości tylko jedno. Jeżeli kąt ß jest mniejszym od kąta prostej z rzutnią wzniesień nie istnieje rzeczywista płaszczyzna.




Płaszczyzna pod danymi kątami względem obu rzutni.
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Niechaj będzie /rzut 261/ danym w przestrzeni punkt A oraz kąty α i ß . Miejmy do rozwiązania zadanie : przez punkt A przeprowadzić płaszczyznę nachyloną do rzutni poziomej pod kątem α zaś do rzutni wzniesień pod kątem ß .

Nim rozwiążemy zadanie, powróćmy chwilowo do rzutorysu 257, gdzie mieliśmy zadanie odwrotne : daną była płaszczyzna I i należało znaleść jej kąty α i ß z rzutniami. Powtórzmy tę samą konstrukcję jako pomocniczą na rzutorysie 259.

Jeżeli przez linię spadu a przesunięto płaszczyznę poziomo rzucającą II to ta linia spadu staje się krawędzią płaszczyzn I i II, jest im bowiem wspólną. Dokonany obrót do położenia /a/ tej krawędzi schodzi się z obrotem samej płaszczyzny I, gdyż z obrotem a obraca się także i jej




płaszczyzna, która teraz staje się płaszczyzną pionową - rzucającą. Jako taką oznaczmy ją przez A/Aw i Ap/. Przy tym obrocie osią tegoż jest prosta M X zaś punkt M, który pozostał nieruchomym, jest wspólnym dla obu położeń śladu wzniesienia Iw i Aw.

Jeżeli także przez linię spadu b przesunięto płaszczyznę rzucającą III to ta linia spadu staje się krawędzią płaszczyzn I i III. Dokonany obrót do położenia /b/ tej krawędzi schodzi się z obrotem samej płaszczyzny I, która teraz staje się płaszczyzną poziomo-rzucającą B o śladach Bp i Bw. Przy tym obrocie osią jest prosta N X zaś punkt N nieruchomy jest wspólnym dla obu położeń śladu poziomego Ip i Bp .

Kąty α i ß nachylenia płaszczyzny I do obu rzutni wystąpiły teraz w swej rzeczywistej wielkości. Obecnie z punktu X poprowadźmy do obu położeń obróconej płaszczyzny odcinki prostopadłe X E i X F. Te odcinki mierzą rzeczywistą odległość płaszczyzny w obu wypadkach. Zauważmy, iż ta płaszczyzna podczas obrotu nie odsunęła się od osi X M i X N, gdyż punkty M i N są dalej wspólne a także punkt X pozostał dla obu obrotów ich środkiem. Wynika z tego, że odcinki X E i X F są równe, a dalej, że można zakreślić koło promieniem X E a to koło będzie równocześnie styczne do śladów Aw i Bp.
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Po tych przygotowawczych wynikach przystąpmy z kolei do rozwiązania naszego zadania, gdzie mamy przesunąć płaszczyznę pod kątami α i ß do odpowiednich rzutni lecz na razie pozostańmy jeszcze przy wygodnym punkcie X leżącym w osi rzutów /rzut.260./ z tego punktu jako środka zakreślmy koło k dowolnym promieniem. Do tego koła narysujmy styczną a pod kątem α przecinającą oś pionową w punkcie M oraz styczną b pod kątem ß przecinającą oś poziomą w punkcie N. Przez punkty A i B będące wierzchołkami naszych kątów zakreślmy ze środka X łuki α i ß . Stycznie do tych łuków poprowadźmy przez punkty M i N ślady Iw i Ip żądanej płaszczyzny. Jak widzimy, cała konstrukcja jest wykonanym w odwróconym porządku rysunkiem rzutorysu 259.

Wreszcie dochodzimy do właściwego zadania, by przez punkt A w przestrzeni dany przesunąć płaszczyznę tworzącą z obu rzutniami dane kąty α i ß . Sprowadza się ono już tylko do przesunięcia przez ten punkt płaszczyzny równoległej, Otóż na rzutorysie 261 przesunięto przez rzuty punktu A rzuty prostej pomocniczej a równoległej do rzutni poziomej a wyznaczywszy ślad Wa wzniesienia tej prostej narysowano ślad IIw równoległy do Iw rzutorysu 260 zaś od osi x ślad IIp równoległy do Ip owego rzutorysu.

Zauważyć należy, iż w przypadku, gdy suma kątów α + ß jest większa od 90° możliwe są cztery płaszczyzny spełniające zadanie.

Gdy suma kątów α + ß równa się 90° to możliwe są dwa rozwiązania. Obie takie płaszczyzny są równoległe do osi rzutów.

Gdy suma kątów α + ß jest mniejszą niż 90° wówczas nie istnieją rzeczywiste płaszczyzny spełniające zadanie. Wynika to z faktu, że obie rzutnie wraz z żądaną płaszczyzną tworzą trójścian, gdzie obie rzutnie już zamykają między sobą kąt 90°. W trójścianie suma kątów ściennych nie może być mniejszą niż 180°, a więc na pozostałe dwa kąty α i ß musi przypadać więcej niż 90 lub przynajmniej 90°.

Geometria wykreślna.


20.



Odległości.

Odległości między punktami, prostymi i płaszczyznami wyznaczamy za pomocą prostych prostopadłych między tymi utworami. Znalazłszy w rzutach odcinek prostej prostopadłej mierzący odległość, wykreślamy jego rzeczywistą długość, obracając go do położenia równoległego względem rzutni lub też kładąc go na rzutnię.

Odległość punktu od płaszczyzny.

1.Sposób.

Niech będzie daną płaszczyzna I i punkt A w przestrzeni /rzut.262./ Chciejmy znaleść odległość punktu A od płaszczyzny I.

Przesuwamy przez punkt A płaszczyznę II rzucającą, prostopadłą do płaszczyzny I. Odległość punktu A od krawędzi płaszczyzn I i II jest szukaną długością i możemy ją wyznaczyć odrazu w kładzie. Znajdujemy kład /k/ za pomocą budowy trójkąta prostokątnego P Xl. W znajdującego się w płaszczyźnie II, którą kładziemy na poziom. Wraz z nią kładzie się również na poziomie punkt A zakreśliwszy łuk o promieniu A’/A/ = A''X2 . Z kładu /A/ kreślimy odcinek szukany jako długość /A//B/ prostopadłą do kładu /k/.
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2. Sposób.

Mając daną płaszczyznę I i punkt A /rzut.263./ kreślimy z punktu prostą a prostopadłą do płaszczyzny. Przesunąwszy przez nią płaszczyznę rzucającą II wyznaczamy krawędź k i na niej punkt przebicia B prostej a z płaszczyzną I. Otrzymujemy w rzutach odcinek A B mierzący odległość. Rzeczywistą długość A B znajdziemy za pomocą obrotu odcinka A B do położenia równoległego względem rzutni wzniesień. W tym celu obróćmy punkt A około osi pionowej B B’ aż łuk obrotu leżący w płaszczyźnie poziomej III osiągnie położenie Al, w którym rzut poziomy odcinka A B jest równoległy do osi x. Wówczas sam odcinek A B staje się równoległym do rzutni wzniesień a jego nowy rzut A''B1'' równa się rzeczywistej odległości punktu A od płaszczyzny I.
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Odległość punktu od prostej.

1. Sposób.

Niech będzie daną prosta m i punkt A którego odległość od prostej m szukamy. /rzut.264./ .

Przesuńmy przez punkt A i prostą m płaszczyznę, to na niej będzie można wyznaczyć ową odległość jako odcinek prostopadły do m. Kreślimy przez A prostą pomocniczą a równoległą do rzutni poziomej i przecinającą się z prostą m w punkcie M. Obie proste m i a wyznaczają płaszczyznę I której ślad poziomy I jest równoległy do a'. Tę płaszczyznę I należy położyć na rzutni, by w kładzie wykreślić szukaną odległość.

Kładziemy ślad Iw przy pomocy płaszczyzny obrotu II rzucającej, prostopadłej do płaszczyzny I. W niej obraca się ślad Wa prostej a. Ta prosta w kładzie /a/ zachowuje swoją równoległość do osi obrotu Ip i wyznacza kład punktu /M/ prostej m na prosto

padłej z m’ do osi obrotu Ip . Przez kład /M/ i ślad P' przechodzi kład prostej /m/. Znalazłszy kład punktu /A/ kreślimy zeń do kładu /m/ odcinek prostopadły /A//B/ mierzący odległość punktu A od prostej m.


2. Sposób.

Niech będzie danym punkt A i prosta b /rzut.265./. Przesuńmy przez punkt A taką prostą prostopadłą do prostej b, która ją przecina. Odcinek A B na tej prostopadłej między A a punktem B przecięcia się jej z prostą b będzie odległości szukaną.
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Tej prostej A B nie można narysować bezpośrednio w rzutach, gdyż kąty proste o ramionach nachylonych do obu rzutni nie rzucają się na te rzutnie jako kąty proste. Należy tu użyć konstrukcji pomocniczej, wynikającej z następujących rozważań : Wszystkie proste prostopadłe do prostej b i przechodzące przez punkt A leżą w płaszczyźnie prostopadłej do prostej b przesuniętej przez punkt A. Ta płaszczyzna jest ich miejscem geometrycznym. Przesuwamy więc taką płaszczyznę I przez punkt A użwywając do pomocy a równoległej do rzutni i prostopadłej do prostej b.

Płaszczyzna prostopadła I przecina prostą b w punkcie B, który znajdujemy, przesuwając przez prostą b płaszczyznę rzucającą II i kreśląc krawędź k.




Obecnie przez punkty A i B kreślimy prostą, która jest prostopadłą do prostej b, leży bowiem w płaszczyźnie prostopadłej I i przecina się z prostą b. Odcinek na niej A B mierzący odległość otrzymaliśmy w rzutach. Wyznaczamy jego rzeczywistą długość /A//B/ za pomocą kładów punktów A i B na poziom przy czym rzuty promieni i łuków obrotu A'/A/ i B’/B/ są równe rzutom wzniesień A''X1 i B”X2 .

Odległość dwóch prostych równoległych.

1. Sposób.

Gdy dane są rzuty prostych równoległych a i b /rzut 266/ to znajdziemy odległość samych prostych przesuwając przez nie płaszczyznę I, któ




rej ślady przechodzą przez odpowiednie ślady prostych. Kładziemy następnie obie proste a i b na rzutnię i w kładzie kreślimy odcinek prostopadły do obu, mierzący ich odległość.
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Tu osią obrotu dla kładu obu prostych jest ślad Ip , zaś punktami nieruchomymi są ślady Pa i Pb . Wystarcza wyznaczyć jeszcze kład jednego tylko punktu którejkolwiek prostej. Obieramy więc na prostej a punkt A i kreślimy dlań prostokątny trójkąt kładu A’0 A1 gdzie A A’ równa się A''X. Promieniem obrotu O/A/ zakreślamy łuk aż do przecięcia się z prostą A’0 prostopadłą do osi obrotu i przedłużoną poza 0. Przez Pa i /A/ przechodzi kład /a/ prostej zaś z Pb kreślimy równolegle do tegoż kład prostej b albowiem obroty i kłady prostych równoległych nie zmieniają ich równoległości o ile zachowaliśmy tę samą oś obrotu i tę samą płaszczyznę kładu. Między kładami /a/ i /b/kreślimy odcinek prostopadły /C//D/ mierzący odległość

obu prostych równoległych.




2.Sposób.

Zadanie powyższe można rozwiązać przecinając obie proste płaszczyzną do nich prostopadłą. Taka płaszczyzna przecina je w dwóch punktach. Odcinek między nimi jest odległością prostych. Rzutorys 265 przedstawia ten sposób, jeżeli na nim przez rzuty punktu A narysujemy rzuty prostej a równoległej do prostej b.

Odległość dwóch płaszczyzn.

1.Sposób.

Dane są dwie płaszczyzny względem siebie równoległe I i II /rzut. 267./. Chcąc znaleść ich odległość przebijamy je prostą a do nich prostopadłą i wyznaczamy oba punkty przebicia A i B. Odcinek między tymi punktami przebicia mierzy żądaną odległość.

Na rzutorysie 267 wyznaczone są oba punkty przebicia za pomocą płaszczyzny rzucającej III przesuniętej przez prostą a prostopadłą do płaszczyzn. Punkty te leżą na krawędziach k i l przecięcia płaszczyzny III z płaszczyznami I i II. Krawędzie k i l są względem siebie równoległe,



gdyż powstają z przecięcia dwóch płaszczyzn równoległych płaszczyzną trzecią. Wyznaczamy kład odcinka A B za pomocą kładu promieni i łuków obrotu A'/A/ i B'/B/ równych rzutom wzniesień A''Xl i B''X2 punktów przebicia.
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2.Sposób.

Przecinamy obie płaszczyzny I i II /rzut.258./ równoległe względem siebie płaszczyzną III rzucającą a do nich prostopadłą. Przecięcie powstaje jako dwie krawędzie k i l do siebie równoległe, które wraz z płaszczyzną III kładziemy na rzutnię. Między kładami /k/i/l/ kreślimy odcinek /A/B/ mierzący odległość krawędzi. Ta odległość równa się odległości obu płaszczyzn albowiem obie krawędzie leżąc na płaszczyznach I i II leżą równocześnie w prostopadłej do nich płaszczyźnie III.

W odległości danej przesunąć płaszczyzny równoległe do danej płaszczyzny.

Niech będzie daną płaszczyzna I swymi śladami i odcinek A C /rzut. 269./. W odległości A C chciejmy przesunąć płaszczyzny równoległe do danej. Wynikiem będą dwie płaszczyzny, każda po jednej stronie płaszczyzny I.
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Tok konstrukcji jest odwrotnym jak w zadaniu poprzednim. Przecinamy daną płaszczyznę I płaszczyzną II rzucającą, prostopadłą do I i kładziemy ją na rzutnię oraz jej krawędź k z płaszczyzną I. Rozumując jak w zadaniu poprzednim kreślimy /przez dowolnie na kładzie krawędzi obrany punkt A/ odcinki prostopadłe do /k/ jako /A//C/ i /A//D/ równe A C. Przez punkty końcowe C i D tych odcinków rysujemy kłady krawędzi /c/ i /d/ szukanych płaszczyzn. Te kłady wyznaczają na śladzie IIp płaszczyzny dwa ślady poziome Pc i Pd , przez które przechodzą ślady poziome IIIp i IVp żądanych płaszczyzn. Ślady te są równoległe do śladu Ip danej płaszczyzny i przecinają się z osią x w punktach X1 i X2 z których kreślimy ślady wzniesień IIIw i IVw równolegle do Iw. 

Proste zwichrzone.

Prosta przez punkt przecinająca dwie zwichrzone.

Miejmy dany punkt A w przestrzeni i dwie proste zwichrzone b i c. /rzut.270./. Chciejmy wykreślić prostą, która przechodzi przez punkt A i przecina obie zwichrzone a i b.

Przez punkt A i przez prostą c przesuwamy płaszczyznę I. Wyznaczamy punkt przebicia B tej płaszczyzny z prostą b. Prosta d łącząca punkt A z punktem B jest żądaną, albowiem przechodząc przez dwa punkty A i B płaszczyzny I musi przeciąć prostą c na tejże płaszczyźnie I leżącą. To przecięcie jest punktem C.
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Na rzutorysie 270, chcąc wykreślić ślady płaszczyzny I przesuwamy przez punkt A prostą a pomocniczą, równoległą do prostej c. Dla wyznaczenia punktu przebicia B prostej b z płaszczyzną I przesunięto przez prostą b płaszczyznę rzucającą II i wykreślono krawędź k płaszczyzn I i II.

Prosta przecinająca dwie zwichrzone a równoległa do trzeciej.

Niech będą dane trzy proste zwichrzone a, b, c./rzut.271/. Chciejmy wyznaczyć prostą, która przecinając proste a i b jest równoległą do prostej c.

Przesuwamy przez prostą a płaszczyznę I równoległą do prostej c. Wyznaczamy punkt przebicia B tej płaszczyzny z prostą b. Przez ten punkt przebicia kreślimy prostą równoległą do c i wyznaczamy jej punkt przecięcia C z prostą a. Punkt ten istnieć musi, bowiem prosta B C jako równoległa do prostych a i c i przechodząca przez punkt B płaszczyzny I leży na tejże płaszczyźnie I. Skoro zaś i prosta a na tej samej płaszczyźnie leży, przeto obie proste a i B C /nazwana e/ przeciąć się muszą w punkcie C. Na rzutorysie 271 przesunięto płaszczyznę I przy pomocy prostej d wykreślonej przez punkt A równolegle do prostej c. Punkt przebicia B znaleziono za pomocą płaszczyzny rzucającej II i jej krawędzi przecięcia k z płaszczyzną I.
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Odległość dwóch zwichrzonych.

1.Sposób.

Odległość dwóch prostych zwichrzonych mierzymy długością odcinka prostopadłego równocześnie do obu zwichrzonych.

Miejmy dane dwie proste zwichrzone a i b /rzut.272./. Jeżeli znajdziemy w przestrzeni taką prostą, która jest równocześnie prostopadłą do obu tych prostych, to do niej będzie równoległym szukany odcinek mierzący odległość.

Taką prostą znajdziemy jako krawędź dwóch płaszczyzn odpowiednio prostopadłych do prostych a i b. Mając teraz znaleźć odcinek równoległy do tej krawędzi a mieszczący się między obu zwichrzonymi a i b jako ich odległość, zauważmy, że jest to zadanie takie samo jak poprzednie, które brzmiało : przeciąć dwie zwichrzone prostą równoległą do trzeciej - tutaj będącej krawędzią k.

Geometria wykreślna.


21.
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Na rzutorysie 272 kreślimy od dowolnych punktów osi x ślady dwóch płaszczyzn I i II odpowiednio prostopadłych do zwichrzonych prostych a i b. Zatem kreślimy Iw prostopadle do a”, IIW prostopadle do b'' i podobnie ślady poziome. Wyznaczamy rzuty krawędzi k tych płaszczyzn. Ta krawędź k jest ową trzecią prostą zwichrzoną, do której ma być równoległą prosta przecinająca obie zwichrzone a i b i wyznaczająca ich odległość swym odcinkiem między nimi.

Równolegle więc do prostej k przesuwamy płaszczyznę III przez prostą a i prostą l pomocniczą i równoległą do k. Znajdujemy punkt przebicia płaszczyzny III z prostą b, przesuwając płaszczynę rzucającą IV i płaszczyznę V równoległą do rzutni wzniesień /gdyż ślady IIIw i IVw nie przecięły się w obrębie rysunku./. Przez punkt B kreślimy prostą m równoległą do krawędzi k /i do pomocniczej 1/. Ta prosta m przecina daną prostą a w punkcie C. Odcinek C B mierzy zatem odległość prostych a i b. Ponieważ mamy tylko jego rzuty, przeto przy pomocy obrotu / tutaj do położenia równoległego względem rzutni wzniesień/ wykreślamy jego długość równą C”B1’' .

2.Sposób.

Przesuwamy przez prosta zwichrzoną c płaszczyznę równoległą do drugiej prostej zwichrzonej b /rzut.273./. Odległość tej prostej b od przesuniętej płaszczyzny równoległej I jest jednakową w każdym punkcie prostej b i równa się szukanej odległości prostej c która w tej płaszczyźnie leży. Chcemy jednak wśród tych równych odcinków odległościowych znaleść ten właśnie, który ma jeden punkt końcowy w prostej c zaś drugi punkt końcowy w prostej b. Ten odcinek będzie wspólnie prostopadłym do obu prostych c i b i przecinającym się z nimi. Chcąc go wyznaczyć, przesuwamy przez prostą b płaszczyznę II prostopadłą do płaszczyzny I. Ta płaszczyzna II przecina prostą c w punkcie C, który jest jednym punktem końcowym szukanego odcinka. Sam odcinek jako leżący w płaszczyźnie II prostopadłej do płaszczyzny I ma rzuty prostopadłe do śladów płaszczyzny I i jego drugi koniec jest punktem B na prostej b.
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Na rzutorysie 273 przesunięto przez prostą c przy pomocy prostej e równoległej do prostej b płaszczyznę I równoległą do prostej b. Obierając następnie na prostej b punkt D przesunięto przezeń prostą pomocniczą d prostopadłą do płaszczyzny I. Te dwie proste b i d wyznaczają płaszczyznę II prostopadłą do płaszczyzny I. Krawędź k płaszczyzn I i II przecina prostą c w punkcie C. Ten punkt jest jednym końcem odcinka B C mierzącego odległość. Kreślimy rzuty tegoż prostopadle do Ip i Iw a tym samym równolegle do rzutów prostej pomocniczej d. Otrzymujemy przecięcia prostej b w punkcie B stanowiącym drugi koniec odległości. Mając ją w rzutach wyznaczamy rzeczywistą długość za pomocą kładu /C//B/ tutaj na rzutnię poziomą.

Zmiany rzutni.

Trudniejsze rzutorysy można znacznie uprościć, jeżeli dane w zadaniach utwory, proste i płaszczyzny ustawimy w położeniach równoległych lub prostopadłych do rzutni. Wiemy bowiem, że :

Utwór równoległy do rzutni ma na niej rzut równy swej rzeczywistej wielkości i kształtowi. Mając więc do wykonania konstrukcję na tym utworze możemy ją wykonać na jego rzucie. N.p. opisać lub wpisać koło na trójkącie. Jeżeli prosta jest równoległa n.p. do pierwszej rzutni, to kąt, który ona tworzy z drugą rzutnią przedstawia się na pierwszej rzutni w swej rzeczywistej wielkości jako kąt między rzutem prostej a osią rzutów.

Jeżeli płaszczyzna jest prostopadła n.p. do pierwszej rzutni to : 1/ jeden rzut jej punktu przebicia z prostą uzyskujemy bez żadnego kreślenia, gdyż jest on na śladzie płaszczyzny ; 2/ jej kąt nachylenia do drugiej rzutni przedstawia się jako równy kątowi między jej śladem na pierwszej rzutni a osią rzutów ;

3/ odległości od niej są równe swym rzutom na tej pierwszej rzutni.

Poznaliśmy już dwa sposoby sprowadzania utworów : punktów, prostych i płaszczyzn do takich uproszczonych położeń. Jednym z nich były obroty drugim kłady. W obu tych sposobach ruchomymi były punkty, proste, płaszczyzny i figury.

Obecnie poznamy sposoby w których utwory dane pozostaną nieruchome zaś ruchomą będzie jedna rzutnia, lub jeżeli potrzeba wymaga to i obie rzutnie.

Te sposoby zowiemy zmianymi płaszczyzn rzutów. Przy każdej zmianie rzutni zmienia się przede wszystkim oś rzutów przesuwając się po rzutni nieruchomej albo równolegle do swego poprzedniego położenia, albo pod kątem.

Zmiana rzutni wzniesień.

I. Odnośnie do punktu.

Niech będą dane rzuty A’ i A” punktu A na rzutniach P i W. Wprowadźmy nową rzutnię wzniesień U prostopadłą do poziomu P i wyznaczmy na niej nowy rzut A''' punktu A.
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Pogląd 34 i rzutorys 274 przedstawia rzutnie P i W i nową rzutnię U która przecina się z poziomem wedle osi v. Ta oś v jest obecnie taką samą prostą odniesienia dla zmienionych rzutów, jaką była oś x. Rzut poziomy A’ nie zmienia swego miejsca. Kreślimy zeń promień rzutowy A’V prostopadle do nowej osi v. Od miejsca V w osi v kreślimy prosmień rzutowy po nowej rzutni U. Ponieważ wzniesienia punktu nad poziomem pozostało bez zmiany względem nowej rzutni U przeto odmierzamy V A”’ jako równe X A”. Otrzymujemy A”’ jako nowy rzut wzniesienia na zmienionej rzutni.
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II. Odnośnie do prostej. /rzut.275./.

Obieramy na prostej danej 1 dwa punkty A i B, których nowe rzuty A’” i B’” wyznaczamy na zmienionej rzutni wzniesień U tak, iż A”’V = = A”X oraz B’”V = B'’X. Te rzuty połączone dają zmieniony rzut wzniesienia l’” prostej 1. Jej rzut poziomy 1’ pozostał bez zmiany.

III.Odnośnie do płaszczyzny.

Niech będą dane ślady Iw i Ip płaszczyzny I oraz nowa rzutnia U jako pionową, przecinająca się z poziomem wedle osi v /rzut.276./. Szukamy dla płaszczyzny I nowego śladu wzniesienia.
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Wiemy, iż nie zmieniają się ani ślad poziomy Ip płaszczyzny, ani rzut poziomy A’ jej punktu A ani rzut poziomy 1' jej prostej poziomo - równoległej 1. Nieruchomym także pozostaje punkt V przecięcia się nowej osi v ze śladem I .

Przez ten punkt V przechodzić musi nowy ślad Iu na zmienionej rzutni wzniesień. Wobec tego potrzeba nam jeszcze jednego punktu tegoż śladu. Wyznaczamy zmieniony rzut A”' punktu A oraz zmieniony rzut prostej 1 jako 1’”. Jej śladem na zmienionej rzutni jest punkt U odległy tak od osi v jak punkt W jest odległym od osi x. Przez punkt V i przez U przechodzi zmieniony ślad Iu płaszczyzny. W ten sposób jest ona obecnie wyznaczona śladami Ip i Iu.

Zmiana rzutni poziomej na inną rzutnię podstawową.

Zmieniajmy rzutnię poziomą na płaszczyznę nie koniecznie poziomą, lecz w każdym razie prostopadłą do rzutni wzniesień. Tę nową płaszczyznę rzutów nazwijmy podstawową lub podstawą.

Na poglądzie 35 widzimy taką płaszczyznę podstawową oznaczoną przez Q przecinającą się z poziomem w śladzie g i prostopadłą do rzutni wzniesień W z którą się przecina w śladzie t. Ten ślad t będzie obecnie nową osią rzutów.

Płaszczyzna podstawowa Q nie różni się niczym od dawniej poznanej płaszczyzny rzucającej prostopadłej do wzniesienia. Uważając ją obecnie za nową rzutnię zamiast dawnej poziomej będziemy na niej wyznaczali nowe rzuty podstawowe, które będą zmienionymi rzutami poziomymi. Tym nowym rzutom damy przy ich literach jedną kreseczkę u góry, lecz po lewej stronie. Rzuty punktów oznaczamy więc ’A ’B ; rzuty prostych ’l ’m ; ślady płaszczyzn ’I ’II.

Z poglądu widzimy, iż rzuty wzniesień pozostają niezmienione zaś nowe rzuty podstawowe otrzymujemy przez prowadzenie z punktów A B promieni prostopadłych do nowej podstawy Q. Po rzutni wzniesień rysujemy równolegle do nich promienie rzutowe z A" B” które tym samym są prostopadłe do osi t.

Nowe rzuty podstawowe ’A ’B są tak samo odległa od osi t jak dawne rzuty poziome były odległe od osi x, skoro bowiem prostopadłość podstawy do rzutni wzniesień istnieje tak jak istniała prostopadłość poziomu, te poziome odległości rzutów od wzniesienia istnieją jako równe


poprzednim. Mamy więc A’X = ’AT oraz B’X = ’B T.
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I. Zmiana rzutni poziomej odnośnie do punktu.

Przechodząc teraz od poglądu 35 do rysunku w rzutach mamy na rzutorysie 277 rzuty A’ i A’’ punktu A oraz rzuty B’ i B’’ punktu B. Wprowadzamy nową rzutnię podstawową Q i jej oś t. Otrzymujemy nowe rzuty punktów ’A i ’B w odległościach takich od osi t jakie miały rzuty poziome A’ i B’ od osi x.

II. Odnośnie do prostej l
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Na rzutorysie 278 gdzie daną jest prosta l rzutami l’ i l” wprowadzamy nową podstawę Q i jej oś t. Rzut wzniesienia l” prostej pozostaje bez zmiany. Obieramy na niej dwa punkty A i B. Z ich rzutów A” i B” kreślimy promienie rzutowe prostopadłe do osi t. Od osi t począwszy odcinamy na tych promieniach długości równe A’X i B'X i otrzymujemy nowe rzuty ’A i ’B na nowej rzutni. Przez nie przechodzi zmieniony rzut prostej l jako ’l.



III. Odnośnie do płaszczyzny I.

Na rzutorysie 279 dane są ślady płaszczyzny I. Wprowadzamy nową podstawę Q i jej oś t. Chcąc znaleść nowy ślad płaszczyzny I na tej podstawie zauważmy, że nowa oś t przecina się z dawną osią w punkcie X’’. Jest on równocześnie rzutem wzniesienia punktu X X’ leżącego na śladzie poziomym płaszczyzny. Wiedząc, że odległość rzutów poziomych od osi nie zmienia się w nowym układzie, kreślimy z X” promień rzutowy prostopadły do nowej osi t i przenosimy nań łukiem ze środka X” odległość X”X’. Otrzymujemy punkt ’X przez który przechodzi nowy ślad ’I płaszczyzny I. Wychodzi on z punktu T gdzie oś t przecina niezmieniony ślad wzniesienia Iw. Obecnie więc nowe położenie płaszczyzny I jest wyznaczone śladami Iw i ’I.
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Drugi sposób tegoż zadania.

Na rzutorysie 280 są takie same dane. Obieramy na nowej osi t punkt A’’. Uważany jako punkt A należy on do nowego układu. Równocześnie jest on rzutem wzniesienia punktu leżącego na płaszczyźnie I. Można więc przesunąć przezeń prostą poziomą l leżącą w tej płaszczyźnie I i wyznaczyć dlań A’. Wiemy, że odległość A’X będzie równą nowej odległości od osi t w zmienionym układzie. Kreślimy zatem z A A” promień prostopadły do osi t i odcinamy na nim długość A ’A równą A’ X. Przez ’A i przez punkt T na osi t przechodzi nowy ślad ’I płaszczyzny.

Zmiany obu rzutni.

I. Odnośnie do punktu.

Niechaj będą dane rzuty punktu A /rzut.281./. Zmieniając rzutnię wzniesień na rzutnię U wprowadzamy oś v. Wobec tej osi rzut poziomy A’ pozostaje baz zmiany, zaś nowy rzut wzniesienia A’” jest odległy od osi v


o długość A” X.

Zmieńmy teraz rzutnię poziomą na rzutnię podstawową Q i wprowadźmy oś t. Wobec niej rzut A''' pozostaje bez zmiany, zaś nowy rzut ’A ma odległość od osi t równą A' V.
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II. Odnośnie do prostej.

Mając dane rzuty prostej l /rzut 282./ obieramy na niej punkty A i B i zmieniamy obie rzutnie. Zmiany te uskuteczniamy w celu dojścia do wygodnego położenia danej prostej.

Na rzutorysie 282 zmieniamy tak obie rzutnie, aby prostą l uczynić najpierw równoległą do rzutni podstawowej Q a następnie prostopadłą do rzutni wzniesień U. Wprowadzamy więc rzutnię Q mającą oś t równoległą do l”. Wyznaczamy rzut podstawowy ’l gdzie ’A T równa się A’ X i ’B T = = B’ X i mamy teraz rzuty l” i ’l prostej l równoległej do rzutni Q. Następnie wprowadzamy nową rzutnię wzniesień U mająca oś v prostopadłą do rzutu ’l. Rzut ’l nie zmienia się, zaś nowy rzut l’’’ jest punktem w którym schodzą się 1’” i rzuty A’” i B’’’. Jego odległość od osi v jest równą odległościom A”T i B”T.

III. Odnośnie do płaszczyzny.

Niech będzie daną płaszczyzna I swymi śladami Iw i Ip /rzut.283./ Wykonamy dwie zmiany rzutni co będzie połączeniem zadań z rzutorysów 279 i 276. Zmieńmy najpierw rzutnię poziomą na płaszczyznę podstawową Q o osi t. Punkt X” przecięcia się osi x i t jest środkiem obrotu dla punktu X’ na śladzie Ip . Ten punkt X’ obraca się po łuku i po obrocie znajdzie się na promieniu rzutowym prostopadłym do nowej osi t. Oznaczamy go przez ’X. Rzut wzniesienia Iw płaszczyzny nie zmienia swego położenia. Łącząc jego punkt T w osi t z ’X otrzymujemy ślad podstawowy ’I.

Geometria wykreślna.


22.
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Wprowadzamy następnie nową rzutnię wzniesień U z jej osią v i dążymy do wyznaczenia nowego śladu wzniesienia Iu płaszczyzny I. Osie v i t przecinają się w punkcie W. Jest on środkiem obrotu dla punktu W” leżącego na śladzie Iw przy czym promień obrotu W W” jest prostopadłym do osi t ; po obrocie zaś tenże promień staje się prostopadłym do osi v. Zakreśliwszy łuk Ł otrzymujemy W”' Ślad ’I przecina oś v w punkcie V ; tenże punkt połączony z W''' daje nam ślad Iu. Ostatecznie płaszczyzna I po dwóch zmianach rzutni jest wyznaczona śladami ’I jako podstawowym i Iu jako śladem wzniesienia.

Zastosowanie zmian rzutni.

I. Wyznaczenie kątów prostej z rzutniami.

Niechaj będzie daną swymi rzutami prosta m /rzut.284./. Obieramy na niej punkty A i B. Wprowadzamy nową rzutnię wzniesień U o osi v równoległej do m’ i wyznaczamy nowy rzut wzniesienia m”'. Tym samym uczyniliśmy prostą m równoległą do nowej rzutni wzniesienia a jej nowy rzut m'” tworzy z osią v kąt α nachylenia prostej do poziomu.

Następnie wprowadzamy rzutnię podstawową Q o osi t równoległej do m”. Wyznaczamy rzut podstawowy ’m. Obecnie prosta m przedstawiona rzutami m'' i 'm jest równoległą do nowej rzutni Q. kąt ß rzutu 'm z ramieniem równoległym do osi t jest kątem nachylenia prostej do wzniesienia.

II. Odległość punktu od prostej.

Chciejmy znaleść odległość punktu C od prostej l /rzut.285./. Zmieniamy rzutnię wzniesień i wprowadzamy oś v równoległą do rzutu l'. Wyznaczamy nowy rzut 1’’’. Tym samym uczyniliśmy prostą 1 równoległą do zmienionej rzutni wzniesień. Na tej nowej rzutni wyznaczamy teraz nowy rzut C’’’ punktu. Obecnie mamy z tego punktu C poprowadzić prostą prostopadłą do 1 gdyż na niej będzie szukana odległość. Z wykładu o prostopadłości prostych i rzutach kąta prostego wiemy, że prosta prostopadła do prostej równoległej do rzutni ma rzut prostopadły do rzutu tej równoległej. Jest to ten wyjątkowy przypadek, gdy kąt prosty rzuca się jako taki na rzutnię. Z rzutu C''' kreślimy więc m’” prostopadle do l’”.
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Proste prostopadłe m i l przecinają się w punkcie D którego rzuty są na odpowiednich rzutach prostej l. Pozostaje tylko wyznaczenie rzeczywistej długości dla odcinka C D mierzącego odległość. Uskuteczniamy to za pomocą kładu C1 Dl na nową rzutnię U. Przy kładzie promienie obrotu C' V i D’ V równają się odcinkom C'''C1 i D’”D1.

III. Sprowadzenie płaszczyzny do prostopadłości a następnie do równoległości względem rzutni. /rzut.286./.

Daną jest płaszczyzna I. Zmieniamy najpierw rzutnię wzniesień, wprowadzając oś w prostopadłą do śladu Ip , który nie doznaje zmiany. Nowy ślad wzniesienia Iu wyznaczamy przy pomocy punktu V” i łuku ze


środka V’ zakreślonego promieniem V”V’ aż do przecięcia się z takim promieniem lecz prostopadłym do nowej osi v. Mając nowy ślad Iu oraz ślad Ip prostopadły do osi v sprowadziliśmy tym samym płaszczyznę do położenia prostopadłego względem rzutni U.

Aby płaszczyzna stała się równoległą do zmienionej rzutni podstawowej Q musi być Jej ślad wzniesienia równoległym do osi rzutów. Czynimy go takim przez wprowadzenie nowej rzutni podstawowej Q mającej oś t równoległą do śladu Iu .
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IV. Odległość punktu od płaszczyzny.

Daną jest płaszczyzna I i punkt A którego odległości szukamy. /rzut.287./. Sprowadzamy płaszczyznę I do położenia prostopadłego względem rzutni, gdyż w takim położeniu odległość punktu jest odcinkiem prostopadłym do jej nowego śladu. Czynimy to, zmieniając rzutnie wzniesień przez wprowadzenie nowej rzutni U o osi v prostopadłej do śladu poziomego Ip. Ten ślad nie doznaje zmiany zaś nowy ślad Iu otrzymamy przy pomocy punktu V /tak samo jak w poprzednim rzutorysie./ Na nową rzutnię wzniesień U rzucamy również punkt A kreśląc z A’ promień prostopadły do osi v i odmierzając A”X = A'''V. Wykreślamy odcinek A’”B’” prostopadły do nowego śladu Iu. Ten odcinek równa się szukanej odległości.

V. Odległość dwóch prostych zwichrzonych.

Dane są dwie proste l i m nachylone do obu rzutni i zwichrzone względem siebie /rzut.288./. Należy znaleść ich odległość, posługując się zmianami rzutni.
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Najkrótsza odległość będzie odcinkiem do nich obu prostopadłym, który łatwo wykreślić, gdy jedna z prostych jest prostopadłą do jednej rzutni gdyż wówczas już odległość jej rzutu będącego punktem od rzutu drugiej prostej wyznacza ten odcinek.

Do takiego położenia doprowadzimy dane proste przez dwukrotną zmianę rzutni. Wprowadzamy najpierw nową rzutnię wzniesień U kreśląc oś v równolegle do rzutu l’. Ten rzut dla nowego układu pozostaje bez zmiany. Szukamy zatem zmienionego rzutu wzniesienia czyli l”'.

By mniej rysować obieramy na rzutach poziomych 1’ i m’ rzut wspólny L’ i M’ kreśląc zeń promień rzutowy dający nam L” i M'’ na rzutach l'' i m'’. Z rzutu L’M' rysujemy promień rzutowy prostopadły do osi v i odmierzamy od V odcinki równe promieniom L”X i M'’X przez co wyznaczamy L’” i U’'’. Następnie rzucamy na oś v ślady poziome P’ i B' obu prostych otrzymując P'” i B'”. Łącząc P''' z L’” oraz B”’ z M''' uzyskujemy nowe rzuty wzniesień l'” i m’” przy czym prosta l w tym nowym układzie rzutni jest równoległą do rzutni U.

Należy teraz doprowadzić prostą 1 do prostopadłości względem nowej rzutni podstawowej, którą wprowadźmy jako Q. Rysujemy nową oś t prostą do l’’’. Rzut 1’’’ w tym nowym układzie rzutni U i Q nie dozna zmiany zaś nowy rzut ’1 będzie punktem tak odległym od osi t jak dawny rzut poziomy 1’ był odległym od osi v. Zatym na kierunku 1’’’ począwszy od osi t odmierzamy ’1 T = P’P’’’.

Obecnie prosta 1 stała się prostopadłą do rzutni podstawowej Q i jej rzuty są : 1’’’ jako rzut wzniesienia oraz ’1 jako rzut na podstawę Q.

Należy teraz znaleść rzut ’m na podstawę prostej m. Jej rzut m’” nie dozna zmiany. By otrzymać ’m należy wyznaczyć rzuty podstawowe dwóch punktów. Jednym z nich niech będzie ’B leżący na promieniu rzutowym wykreślonym z B''' prostopadle do osi t przy czym odległość B'''B' = = ’B T. Drugim będzie rzut 'M tak odległy od osi t jak L’M' jest odległym od osi v, zatem M’V = 'M T1. Prosta ’m wyznaczona przez rzuty 'M i ’B jest więc nowym rzutem podstawowym w układzie QU, zaś m’” jest jej rzutem wzniesienia.

Teraz możemy wykreślić wynik naszego zadania. Jest nim odcinek 'A’C narysowany z '1 prostopadle do rzutu 'm. Jako prostopadły do prostej 1 jest on tym samym równoległym do podstawy Q i przedstawia rzeczywistą długość szukanej odległości prostych l i m.

Na tym możnaby kreślenie skończyć. Jeżeli jednak chcemy odnieść tę odległość do pierwotnego położenia danych prostych, to kreślimy z 'C promień rzutowy prostopadły do osi t. Otrzymamy na m''' rzut wiedząc zaś, że odcinek A C jest równoległym do podstawy Q kreślimy jego rzut C”’ A’” równolegle do osi t. Następnie rysujemy z A''' i C''' promienie rzutowe prostopadłe do osi v to otrzymamy na 1' i m’ rzuty A' i C’. Z nich wreszcie rysując promienie rzutowe prostopadłe do osi X znajdujemy A” i C” na 1” i m'’.

Rzutorys można uprościć przyjmując oś v jako schodzącą się z rzutem l’. Wówczas oszczędzamy sobie mierzenia i przenoszenia odległości punktów rzutu 1' od osi v.

Trzy rzutnie.

Zmiany rzutni stosujemy nie tylko w przypadkach, gdy te sposoby ułatwiają rozwiązanie zagadnień. Bardzo często zachodzi potrzeba wprowadzenia trzeciej rzutni prostopadłej do poziomu i do wzniesienia ażeby pokazać na niej jak utwór geometryczny wygląda z boku, z profilu, z lewej lub prawej strony, lub też jak się przedstawia jego przecięcie poprzeczne. Rzutnię tę, będącą także rzutnią wzniesień lecz obróconą o kąt prosty względem pierwotnej rzutni wzniesień zowiemy rzutnią uboczną, krzyżową lub poprzeczną i oznaczać będziemy literą U w odróżnieniu od pierwotnej rzutni wzniesień W i od poziomu P. Rzuty boczne punktów będą A''' i B”' zaś prostych a'” b’” i t. d. Siady prostych 1, m na tej rzutni oznaczymy przez Ul, Um zaś ślady płaszczyzn przez Iu , IIu ...

Wprowadzenie trzeciej rzutni jest także potrzebne w przypadkach, gdy utwory dane : proste, płaszczyzny, figury leżą tak, iż z danych rzutów poziomych i wzniesienia trudno dokładnie poznać ich położeniem kształt i związki wzajemne. Zachodzi to wówczas, gdy utwory przechodzą przez oś x są do niej równoległa lub prostopadłe.

Pogląd 36 przedstawia trzy rzutnie i punkt A rzucony na nie. Widzimy, iż trzy rzutnie przecinają się z sobą w jednym punkcie O, który zowiemy początkiem układu. Każda para rzutni przecina się wedle krawędzi, która stanowi dla tej pary oś rzutów. I tak rzutnie P i W przecinają się wedle znanej nam osi x. Tu jednak leży na niej punkt O który ją rozdziela. Część prawą uznajmy za dodatnią /+ x/ , część lewą za ujemną /- x/. Rzutnie W i U przecinają się wedle osi, którą oznaczmy za y i również część górną uznajmy za /+ y/ zaś dolną, to jest poniżej punktu O za /- y/. Wreszcie rzutnie P i U niech się przecinają wedle osi z, której część przednia niech będzie /+ z/ zaś tylna /- z/.
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Sprowadźmy teraz wszystkie trzy rzutnie do jednej płaszczyzny rysunku /rzut.289./, to rzutnie pozioma P obrócona około osi x pójdzie w dół, zaś rzutnia boczna U obrócona około osi y o 90° pójdzie w lewo. Oś z ulegnie podczas tego obrotu jakby rozszczepieniu, gdyż będzie równocześnie stanowiła granicę dolno-lewą dla rzutni P oraz granicę poziomo-lewą dla rzutni U. To rozszczepienie osi z stanowi kąt 90° i takiż łuk 90° zakreśli każdy punkt Z na tej osi należąc równocześnie do rzutni P i do rzutni U. Zauważmy także, iż ujemna część osi z również ulega takiemu rozszczepieniu i po obrocie padnie równocześnie na + x i na + y. Natomiast oś y pozostaje bez zmiany. Jej ujemna część nakrywa się z + z.

Trzy rzuty punktu .

Związki między nimi.

Wracając do poglądu 36 miejmy dany w przestrzeni punkt A. Wiemy iż on i jego rzuty A’ , A” oraz punkt X w osi x stanowią wierzchołki prostokąta gdzie wzniesieniu A A’ odpowiada promień A”X zaś wysunięcie AA” odpowiada promień A’X. Poprowadźmy teraz z punktu A promień prostopadły do rzutni bocznej U to on wyznaczy na niej rzut boczny A”’. Długość AA’” nazwijmy odchyleniem. Prowadząc po rzutni poziomej równolegle do poprzedniego promień A’Z zaś po rzutni bocznej promień A”’Z, otrzymujemy prostokąt o wierzchołkach A A’”Z A’. Łatwo zauważyć, że i tu A”'Z równa się wzniesieniu zaś A’Z równa się odchyleniu. Równocześnie powstał trzeci prostokąt o bokach AA” i A A”' który się zamyka w punkcie Y na osi y jeżeli poprowadzimy z rzutów A”’ i A” promienie równoległe i równe odpowiednio wysunięciu A A” i odchyleniu A A’”.

Spoglądając na osi x, y, z widzimy, że i tam powstały odcinki O Z, O X i O Y także odpowiednio równe wysunięciu, odchyleniu i wzniesieniu punktu A. Te promienie rzutowe i odcinki na osiach łącznie stanowią krawędzie graniastosłupa. Cztery z nich, prostopadłe do poziomu, są miarami wzniesienia, dalsze cztery, prostopadła do rzutni W, są miarami wysunięcia, i wreszcie ostatnie cztery prostopadłe do rzutni U, są miarami odchylenia. Jasnym jest, iż wystarcza tylko jedna z każdej czwórki, by odległości punktu A od każdej rzutni były dane a tym samym by oznaczyć położenie punktu A w przestrzeni.

Od poglądu 36 przejdźmy znowu do rzutorysu 289. Miejmy dane rzuty A'' i A’ punktu A i chciejmy wyznaczyć rzut boczny A’”. Prowadzimy po rzutni poziomej z A’ promień prostopadły do osi z i otrzymujemy punkt Z który, ze względu na rozszczepienie osi z przenosimy łukiem 90° na drugie jej położenie w rzutni bocznej. Po tej rzutni teraz kreślimy z Z promień rzutowy prostopadły do osi z. Ze związków graniastosłupa wiemy, iż długość tego promienia równa się wzniesieniu i biorąc w cyrkiel odcinek A’'X odmierzamy go od Z otrzymując A'”. Ten sposób możemy zastąpić innym, wynikającym również ze związków graniastosłupa. Otóż z A” kreślimy promień prostopadły do osi y otrzymując punkt Y. Jeżeli długość A”Y jest równą odchyleniu punktu A od rzutni bocznej, to na jej dalszym ciągu jest obrócona o 90° długość Y A''' równa wysunięciu punktu A przed rzutnię wzniesień. Tę równość mamy już na rzutni poziomej jako A'X. Biorąc ją w cyrkiel i odcinając od Y na przedłużeniu A”Y otrzymujemy A''’.

Jasnym jest, iż gdyby były dane rzuty A” i A'” to z nich można wyznaczyć A’ postępując odwrotnym tokiem.

Również z danych rzutów A’ i A”' mających na swych promieniach rzutowych wspólny punkt Z w obu położeniach osi z można wyznaczyć rzut A'’. Widzimy więc, iż : dwa rzuty punktu wyznaczają rzut trzeci.

Osiem zakosów przestrzeni utworzonych przez trzy rzutnie.

Wiadomo nam, że rzutnia pozioma i rzutnia wzniesień rozdzielają przestrzeń na cztery zakosy. Wprowadzona obecnie rzutnia boczna połowi te cztery zakosy - każdy na część prawa i część lewą. Tym samym otrzymujemy łącznie osiem zakosów /pogl.37./.
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Oznaczmy je literami rzymskimi tak, iż cztery zakosy po prawej stronie są : I nad poziomem i po przedniej stronie ; II nad poziomem i po tylnej stronie ; III pod poziomem i po tylnej stronie ; IV pod poziomem i po przedniej stronie. Podobnie zakosy lewo - stronne niech będą : V nad poziomem i po przedniej stronie ; VI nad poziomem i po tylnej stronie ; VII /niewidoczny na poglądzie/ pod poziomem i po tylnej stronie ; wreszcie VIII pod poziomem i po przedniej stronie.

Jeżeli przednią część rzutni bocznej uznamy jako dodatnią + U to jej część tylną oznaczym przez - U. W myśl dawnych umów uważamy część przednią rzutni poziomej za dodatnią + P, część tylną za - P. Podobnie część górna rzutni wzniesień jest + W zaś część dolna - W.

Sprowadzamy teraz cały układ ośmiu zakosów do jednej płaszczyzny rysunku w sposób oznaczony strzałkami. Poszczególne zakosy wypłaszczą się przez przylgnięcie rzutni poziomej i rzutni bocznej do rzutni wzniesień. Zarazem oś z dozna rozszczepienia padając równocześnie w oś x i w oś y.


Po wypłaszczeniu zakosów otrzymamy jedną płaszczyznę, którą utożsamiamy z powierzchnią rysunku a tutaj z powierzchnią rzutorysu 290. Mamy więc punkt początkowy układu 0 z którego wychodzą odcinki osi x i y z padającymi w nie rozszczepionymi odcinkami osi z. Powstały również cztery pola z których każde jest kładem dla trzech ćwiartek rzutni. I tak na polu prawo - górnym przylegają do siebie: prawo - górna ćwierć rzutni wzniesień + W, tylno - prawa ćwierć rzutni poziomej - P i tylno - górna ćwierć rzutni bocznej - U. Wynika z tego, iż punkt dany w zakosie II ograniczonym właśnie przez te ćwiartki rzutni musi mieć wszystkie swe trzy rzuty na tym polu. Ten związek przedstawia łuk z napisami IIp, IIw, IIu, gdzie strzałki wskazują jak na ćwiartkę IIw padały ćwiarki IIp i IIu. Podobnie łuk z napisami Iw, Ip , Iu biegnący przez trzy pola wskazuje padania ćwiartek rzutni przy wypłaszczyniu I zakosu.
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Rzuty punktów w ośmiu zakosach.

Rzuty punktu A w zakosie I przedstawiał już rzutorys 289. Obecnie przyjmijmy punkt B w zakosie II. Jego trzy rzuty padające na jedno pole przedstawia rzutorys 291. Pamiętając, iż rzutnia boczna jest zmienioną o 90° rzutnią wzniesień mamy dla B’' i B’'’ tę samą odległość od osi /+ x-z/ równą wzniesieniu punktu B. Równocześnie dla promieni rzutów B’ i B’’’ mamy jeden punkt Z na osi z w dwóch jego położeniach złączonych łukiem 90°.

Ten związek można ująć w regułę ważną dla rzutów wszystkich punktów we wszytkich ośmiu zakosach. Brzmi ona :

1/ Odległość od osi /x z/ jest równą dla rzutu wzniesienia i rzutu bocznego. Odnośne promienie rzutowe są równe i równoległe.

2/ Promień dla rzutu poziomego i promień dla rzutu wzniesienia mają wspólny punkt Z w obu położeniach osi z. Te promienie są do siebie prostopadłe.

Wobec tego bez trudności zrozumiemy rzutorysy 292 - 297 i gdy dane są którekolwiek dwa rzuty punktu znajdziemy rzut trzeci, przechodząc rzutorysy kolejno widzimy iż :

Rzut.292 przedstawia punkt C w zakosie trzecim.
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Rzut.293 przedstawia punkt D w zakosie czwartym.
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Rzut.294 przedstawia punkt E w zakosie piątym. Zauważmy odwrotność jego rzutu wobec zakosu trzeciego.




Rzut.295 przedstawia punkt F w zakosie szóstym. Zauważmy, iż jego rzuty są odwrotnością rzutów punktu D w zakosie czwartym.
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Rzut. 296 przedstawia punkt G w zakosie siódmym. Te rzuty są odwrotnością rzutów punktu A w zakosie I. /porównaj rzutorys 289./.
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Rzut.297. przedstawia punkt J w zakosie ósmym. Są one odwrotnością rzutu punktu B w zakosie II.




Rzuty i ślady prostych w trzech rzutniach.

Rzuty i ślady prostej poziomej.

Na rzutorysie 298 dane są dwa rzuty prostej a równoległej do poziomu. Należy znaleść jej rzut trzeci i jej ślad boczny.

Z powodu równoległości do poziomu wszystkie punkty tej prostej mają równe wzniesienia. Dlatego i w rzucie bocznym jest rzut a''' na tej samej wysokości co rzut a”. Ślad boczny U schodzi się z U'”. Jego rzut poziomy U’ jest w przecięciu się rzutu poziomego a' z osią z w obu jej położeniach. Jego rzut wzniesienia U’' jest w przecięciu a'’ z osią y. Z tych danych otrzymujemy U’”.
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Rzuty i ślady prostej równoległej do wzniesienia.

Na rzutorysie 299 dane są dwa rzuty prostej b równoległej do wzniesienia. Należy znaleść jej rzut trzeci i ślad boczny U.
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Prosta równoległa do wzniesienia jest miejscem geometrycznym punktów o równych wysunięciach przed rzutnię wzniesień. Zatem jej rzut boczny musi być równoległym do osi y. Rzut poziomy U' śladu bocznego jest na b’ i na obu położeniach osi z. Rzut U” jest na b” w osi y. Z tych danych wyznaczamy U U’'’.

Rzuty i ślady prostej równoległej do rzutni bocznej.

Nazwijmy ją krócej prostą poprzeczną c. Oba jej rzuty poziomy i wzniesienia stanowią jeden ciąg prostopadły do osi x i z tego ciągu nie można wnioskować o jej nachyleniu względem poziomu i wzniesienia. Uważając bowiem ten ciąg za dwa ślady płaszczyzny poprzecznej czyli prostopadłej do osi x mamy w takiej płaszczyźnie wiele innych prostych poprzecznych o tych samych rzutach. Dlatego na rzutorysie 300 muszą być dane rzuty dwóch punktów A i B leżących na tej prostej c. Wyznaczamy ich rzuty boczne A''' i B''' i przez nie kreślimy c”’.


Prosta c jest równoległa do rzutni bocznej, możemy więc wyznaczyć tylko ślad poziomy P i ślad wzniesienia W. Rzut P”’ jest w osi z skąd go przenosimy łukiem w drugie położenie tej osi i kreślimy przezeń promień rzutowy przecinający się z c’ w P P'. Rzut W”' jest w osi y. Promień rzutowy wykreślony z W’'' wyznacza W W’' na c’'.
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Boczny rzut prostej prostopadłej do poziomu.

Na rzutorysie 301 wyznaczono w obu położeniach osi z rzut boczny P”' śladu poziomego P. Ten ślad schodzi się z rzutem d'. Z rzutu P”’ kreślimy rzut d''' prostopadle do osi z a tym samym równolegle do osi y, gdyż prostopadłość do poziomu jest równoległością do pionu.
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Boczny rzut prostej prostopadłej do wzniesienia.

Prosta e na rzutorysie 302 jako prostopadła do wzniesienia jest równoległą do osi z. Jej boczny rzut e’” jest więc równoległy do osi z zaś wzniesienie jego jest równe wzniesieniu prostej a więc odległości rzutu w’' od osi X.

Roczny rzut i ślad prostej równoległej do osi x.

Prosta f /rzut.303/ jako równoległa do rzutni P i W jest prostopadła do rzutni bocznej. Jej rzut boczny f”’ jest więc punktem. W ten punkt pada jej ślad boczny U i jego rzut U'''.

Ślady prostej poprzecznej będące w dalszych zakosach.

Niechaj prosta poprzeczna g będzie daną dwoma punktami A i B /rzutorys 304a/. Wykreślamy jej rzut boczny, który przecina oś y w rzucie bocznym W’” śladu wzniesienia W.




Stąd wyznaczamy ślad W i W''. Aby otrzymać ślad poziomy P musimy kreślić rzut g”' po tylnej części rzutni bocznej, gdzie na osi - z schodzącej się z osią + x otrzymujemy P’”. Ponieważ część ujemna - z osi z po rozszczepieniu obraca się w górę na oś + y przeto równeż w górę musimy rysować łuk przenoszący P’”. Stąd kreślimy promień rzutowy P”' i P' który wyznacza nam ślad P na tylnej części rzutni poziomej a więc w zakosie II.
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Podobne zadanie przedstawia rzutorys 304b, z tą różnicą w położeniu iż tutaj ślad wzniesienia W znajduje się na dolnej części rzutni wzniesienia a więc w zakosie IV.
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Ślady boczne prostych nachylonych.

Rzutorysy 305, 306, 307, 308, 309 i 310 przedstawiają różne przypadki trzech śladów na prostych nachylonych do trzech rzutni. I tak : na rzutorysie 305 otrzymujemy ślad boczny U na tylnej części rzutni bocznej w zakosie II.

Na rzutorysie 306 otrzymujemy ślad boczny U w zakosie I lecz ślad wzniesienia W jest w piątym zakosie.

Na rzutorysie 307 otrzymujemy ślad boczny U w zakosie I lecz ślad poziomy P jest w V zakosie.
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Na rzutorysie 308 mamy ślad boczny U w pierwszym zakosie, lecz ślad wzniesienia W jest ba dolnej części rzutni wzniesień w IV zakosie /podobny przypadek mieliśmy powyżej na rzutorysie 304b/.

Ciekawy przypadek przedstawia rzutorys 309 gdzie daną jest prosta m rzutami m' i m”. W pierwszym zakosie otrzymujemy tylko ślad P. Prosta, przebiwszy w P rzutnię poziomą, wchodzi do zakosu IV, gdzie napotyka na dolno- przednią ćwiartkę rzutni bocznej i tę przebija w punkcie U. Następnie wchodzi do zakosu VIII i tu przebija dolno - lewą ćwiartkę rzutni wzniesień w punkcie W.
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Podobnie interesujące położenie mamy na rzutorysie 310 gdzie dane są rzuty n'' i n’ prostej n. Z nich możne wyznaczyć ślad boczny U w I zakosie. Dalsze ślady otrzymamy, kreśląc przedłużenie rzutów n” i n’ na górnej części rzutni wzniesień i tylnej części rzutni poziomej, które po obrocie przylegają do widocznej w rzutorysie części rzutni bocznej. Prosta n przebiwszy rzutnię boczną w śladzie U wchodzi do zakosu V gdzie przebija górno - lewą ćwiartkę rzutni wzniesień w punkcie W. Wreszcie wszedłszy do zakosu VI, tu przebija tylno - lewą ćwiartkę rzutni poziomej w punkcie P.

Boczne rzuty dwóch prostych poprzecznych.

W płaszczyźnie poprzecznej Iw Ip równoległej do rzutni bocznej /rzut.311./ leży cały pęk prostych poprzecznych mających swe rzuty w śladach Ip i Iw. Takie nakrywanie się rzutów nie pozwala na określenie kierunku ani na poznanie wzajemnego położenia poszczególnych prostych. Gdy więc dane są dwie takie proste, musimy wykreślić ich rzuty boczne. Miejmy takie dwie proste o nakrywających się rzutach. Pierwsza z nich mieści w sobie punkty A i B, druga zaś określona jest punktami C i D. Chciejmy wyznaczyć ich punkt przecięcia E i kąt α między nimi. Wykreśliwszy ich rzuty boczne otrzymujemy rzut E”' a z niego E” i E'.
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Również w rzucie bocznym mamy między nimi kąt α . Jest on tutaj równy rzeczywistej wielkości gdyż oba jego ramiona są równoległe do rzutni bocznej.
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Rzutorysy 312 i 313 przedstawiają dwa przypadki prostych, gdzie jedna z nich, dana punktami A i B jest poprzeczną, zaś druga, dana punktami C i D jest nachyloną do obu rzutni.
[image: ]





Spoglądając tylko na rzuty poziomy i wzniesienia sądzimy, że w obu przypadkach proste przecinają się. Jeżeli jednak wykreślimy ich rzuty boczne, wtedy poznajemy, że na rzutorysie 312 proste mają punkt E o rzutach E’, E’' i E’” wspólnych dla przecięcia odpowiednio wszystkich trzech rzutów. Te proste przecinają się zatem. Odwrotnie zaś na rzutorysie 313 przecinanie się rzutów bocznych ujawnia, że nie istnieje wspólny punkt dla obu prostych. Te proste są względem siebie zwichrzone.

Rzutorys 314 przedstawia w rzutach poziomym i wzniesienia dwie proste poprzeczne o rzutach odpowiednich równoległych. I tu patrząc tylko na te rzuty gotowiśmy ulec złudzeniu, że proste dane takimi rzutami są w rzeczywistości równoległe. Wykreślenie ich rzutów bocznych przekonywa nas, że te proste są względem siebie zwichrzone.

Podobny do poprzedniego rzutorys 315 przedstawia proste leżące również w płaszczyznach prostopadłych do osi x. Wyznaczywszy rzuty boczne punktów A i B dla pierwszej zaś punktów C i D dla drugiej prostej i połączywszy je otrzymujemy rzuty boczne również równoległe. Tu zachodzi więc istotnia równoległość prostych.

Ślady boczne płaszczyzn.

Mając dwa ślady Iw i Ip płaszczyzny nachylonej do obu rzutni /rzut 316./ chciejmy wykreślić jej ślad boczny Iu. Wiemy, że para danych śladów przecina się w osi x jako w krawędzi wspólnej obu rzutniom P i W. Takie same znaczenie mają tu dla trzeciej rzutni i obu pierwszych osi y i z.
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Na osi y mają wspólny punkt Y ślady wzniesienia i boczne, zaś na osi z ślady poziomy i boczny mają punkt Z. Przeniósłszy łukiem ten punkt Z w jego drugie położenie możemy wykreślić prostą Z Y która jest śladem bocznym Iu.

Niech na tej płaszczyźnie będzie daną prosta a równoległa do wzniesienia . Wiemy, iż warunkiem należenia prostej do płaszczyzny jest istnienie jej śladów P i W na odpowiednich śladach płaszczyzny. Ten warunek rozszerza się tutaj i dla śladu bocznego Iu. Na nim musi leżeć ślad boczny U prostej a. Znajdujemy go w sposób poprzednio poznany na rzutorysie 299.




Ślad boczny płaszczyzny poziomo - rzucającej.

Mech będzie daną płaszczyzna II poziomo - rzucająca /rzut.317./ Chciejmy znaleść jej ślad boczny.




Wiedząc, że rzutnia boczna jest zmienioną rzutnią wzniesienia dojdziemy do wniosku, że ślad boczny IIu musi być równoległym do osi y tak jak jest nim ślad wzniesienia IIw . Wykreślimy go obracając punkt Z śladu IIp na drugie położenie osi z. Prosta b leżąca na takiej płaszczyźnie ma swój ślad boczny U na IIu .
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Ślad boczny płaszczyzny prostopadłej do wzniesienia.

Niech będzie daną taka płaszczyzna swymi śladami IIIp i IIIw /rzut. 318./. Jej ślad IIIp jest równoległym do osi z. Do tej samej osi / w jej drugiem położeniu/ musi być równoległym ślad boczny IIIu . Ma on ze śladem wzniesienia IIIw wspólny punkt Y na osi y. Prosta c na takiej płaszczyźnie leżąca ma ślad U na Iu. Jego rzuty U'' i U’ są w osiach y i z.
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Ślad boczny płaszczyzny rozwartokątnej.

Niech będą dane ślady IVp i IVW takiej płaszczyzny /rzut.319./ Chcąc znaleść jej ślad boczny IVU musi ślad IVp przedłużyć do przecięcia się z osią z, co tu następuje na ujemnej części tej osi nad punktem 0. Obracamy punkt Z na drugie położenie osi -z schodzące się z dodatnim kierunkie + x. Ten punkt łączymy z punktem Y w którym ślad IVW przecina oś y. Przedłużenie kierunku Z Y wyznacza ślad boczny Iu na widocznej części rzutni bocznej.



Wyznaczenie płaszczyzny bocznie rzucającej.

Niech będą dane dwie proste d i e równoległe do osi x. Chciejmy wyznaczyć ich płaszczyznę /rzut.320./. Proste równoległe do osi x są prostopadłe do rzutni bocznej, na której ich rzuty d”' i e”’ są punktami. Z tymi punktami schodzą się także ślady boczne Ud i Ue prostych. Przez te ślady przechodzi ślad boczny Vu płaszczyzny. Wyznacza on na osiach y i z punkty Y i Z, przez które przechodzą odpowiednio ślad wzniesienia Vw i ślad poziomy Vp. Ślady te są równoległe do osi x gdyż takimi są obie dane proste.
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Wyznaczenie płaszczyzny przechodzącej przez oś x. /rzut.321./. Ponieważ ślady Iw i Ip padają w oś x przeto tymi dwoma śladami położenie płaszczyzny nie jest wyznaczone, gdyż cały pęk płaszczyzn przez oś x przechodzących tak się przedstawia. Chcąc mieć jedną określoną płaszczyznę w tym pęku musimy mieć punkt poza osią na płaszczyźnie dany. Takim punktem jest tu A o rzutach A’ i A”. Wyznaczamy rzut boczny A’”. Przezeń przechodzi ślad boczny płaszczyzny Iu oraz przez punkt początkowy 0 układu, albowiem oba ślady Ip i Iw rzucają się w tym punkcie 0 na rzutnię boczną.

Na rzutorysie widzimy takie rzuty B” i B' innego punktu, co do którego zachodzi pytanie, czy on leży na płaszczyźnie I. Wyznaczmy jego rzut boczny B’”. Widzimy, że leży nazewnątrz śladu Iu. Ponieważ ta płaszczyzna jest bocznie rzucającą, przeto każdy punkt mający rzut boczny poza jej śladem bocznym nie leży na płaszczyźnie I.


Krawędzie płaszczyzn w rzucie bocznym.

Płaszczyzna równoległa do osi x z płaszczyzną poprzeczną. /rzut 322./ Te dwie płaszczyzny niech będą dane śladami Ip Iw i IIp IIw . Rzuty ich krawędzi k muszą padać w ślady płaszczyzny II jako prostopadłej do rzutni P i rzutni W. Jej kierunek, którego z rzutów k’ i k” poznać nie można, wyznaczamy przy pomocy rzutu bocznego k”' padającego w ślad boczny Iu płaszczyzny I.
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Płaszczyzna równoległa do osi x z płaszczyzną poziomą./rzut.323./

Z danych śladów Ip i Iw płaszczyzny równoległej do osi x oraz ze śladu IIw płaszczyzny poziomej nie można wyznaczyć rzutów dla krawędzi k. Wiemy tylko, że jej rzut k” padnie w ślad IIw gdyż płaszczyzna II jest prostopadłą do wzniesienia. Wyznaczmy zatem ślady boczne Iu i IIu. Otrzymujemy rzut boczny k’” krawędzi w ich przecięciu jako punkt, albowiem ta krawędź musi być prostopadłą do rzutnie bocznej, gdyż takimi są obie płaszczyzny dane. Mając k’'’ wyznaczamy k’ przy pomocy punktu Z w obu jej położeniach.

Płaszczyzna nachylona do trzech rzutni z płaszczyzną poprzeczną. Mając dane ślady Ip i Iw płaszczyzny nachylonej /rzut.324./ i ślady IIp i IIw płaszczyzny poprzecznej wiemy, iż ich krawędź k będzie miała swe rzuty k' i k” w śladach IIp i IIw. Kierunek tej krawędzi jednak nie będzie znanym. Użyjmy do pomocy rzutni bocznej i wyznaczmy na niej ślad boczny Iu pierwszej płaszczyzny. Ponieważ rzutnia boczna i płaszczyzna poprzeczna są względem siebie równoległe, zatem płaszczyzna I musi je przeciąć w dwu krawędziach do siebie równoległych. Pierwszą z tych prostych jest ślad Iu , drugą zaś szukana krawędź k o rzucie k''' równoległym do śladu Iu. Przechodzi on przez boczne rzuty śladów P i W tej krawędzi.



Krawędź dwóch płaszczyzn równoległych do osi x /rzut.325./.

Wiemy, że takie dwie płaszczyzny będą miały krawędź także równoległą do osi x a tym samym prostopadłą do rzutni bocznej. Wyznaczamy ślady boczne Iu i IIu. Ich przecięcie k’” jest rzutem bocznym szukanej krawędzi i schodzi się jej śladem bocznym U U''’. Rzuty U” i U' są w osiach y i z i z nich rysujemy rzuty k'' i k’.
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Krawędź dwóch płaszczyzn mających punkt wspólny w osi x. W tym wypadku /rzut. 326./. dwie pary śladów jednej i dwie pary śladów drugiej płaszczyzny nie wystarczają do wyznaczenia rzutów krawędzi k. Wiemy o niej, że wyjdzie z punktu X wspólnego wszystkim czterem śladom. Wprowadzamy rzutnię boczną i na niej wykreślamy ślady boczne Iui IIU tych płaszczyzn. Przecinają się one w punkcie U U'” będącym śladem bocznym dla szukanej krawędzi k. Rzuty U” i U' tegoż są w osiach y i z. Przez te rzuty i przez punkt X przechodzą rzuty k' i k'' krawędzi k. Jej rzut boczny przechodzi przez U”' i punkt 0 będący rzutem bocznym punktu X.
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Punkty przebicia przy pomocy rzutni bocznej.

Przebicie płaszczny nachylonej prostą poprzeczną. /rzut.327./.

Miejmy płaszczyznę I daną dwoma śladami i prostą poprzeczną 1, na której istnieją dwa punkty A i B. Chcąc znaleść punkt przebicia tej prostej płaszczyzną I wprowadzamy rzutnię boczną i na niej wykreślamy ślad Iu płaszczyzny i rzut 1'” prostej. Przyjmijmy następnie, iż przez prostą poprzeczną 1 przechodzi płaszczyzna III prostopadła do rzutni bocznej. Jej ślad boczny IIIU schodzi się z 1'” zaś ślad IIIw jest prostopadłym do osi y. Płaszczyzny I i III przecinają się w krawędzi k o rzucie bocznym k”' schodzącym się z 1”'. Ta krawędź k przecina prostą 1 w szukanym punkcie przebicia C którego rzuty C” i C”’ otrzymujemy bezpośrednio zaś C’ za pomocą punktu Z w osi z i łuku obrotu.

Zadanie to można było rozwiązać również za pomocą krawędzi płaszczyzny poprzecznej z płaszczyzną I w sposób przedstawiony na rzutorysie 324.
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Przebicie płaszczyzny równoległej do osi x prostą poprzeczną.

Płaszczyzna niech ma ślady Ip i Iw /rzut 328./. zaś prosta poprzeczna niech będzie daną punktami D i E. Wykreślamy ślad boczny Iu płaszczyzny i rzut boczny prostej. Płaszczyzna I jest prostopadła do rzutni bocznej zatem utwory na niej leżące a więc i szukany punkt przebicia mają swe rzuty boczne w jej śladzie Iu. Takim właśnie jest punkt F o rzucie F’” który jest w przecięciu rzutu prostej z Iu . Mając F’” wyznaczamy rzuty F'’ i F’ punktu przebicia.                

Rzutnia boczna i utwory równoległe oraz prostopadłe.

Płaszczyzny równoległe do osi x względem siebie, /rzut.329./.

Miejmy daną śladami Ip i Iw płaszczyznę równoległą do osi i punkt A w przestrzeni, przez który należy przesunąć płaszczyznę równoległą do danej. Na rzutni bocznej kreślimy ślad Iu płaszczyzny i rzut A”' punktu. Ponieważ płaszczyzna I jest bocznie rzucającą przeto i szukana płaszczyzna będzie taką. Stąd wynika że szukany ślad IIU przejdzie przez rzut A”'. Wyznaczamy punkty Y i Z na osiach i przez nie rysujemy ślady IIw i IIp równolegle do Iw i Ip .
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Prosta prostopadła do płaszczyzny równoległej względem osi x.

Miejmy dane ślady Ip i Iw takiej płaszczyzny /rzut.330./. i rzuty punktu A w przestrzeni. Prosta a prostopadła przez ten punkt poprowadzona będzie miała rzuty prostopadłe do odpowiednich śladów Ip i Iw ; będzie zatem prostą poprzeczną lecz rysując jej dwa rzuty przez A' i A" jeszcze nie otrzymamy jej kierunku. Chcąc go mieć wykreślamy na rzutni bocznej ślad Iu i rzut boczny A'”. Przez A'” kreślimy rzut a''' prostej prostopadle do Iu . Obierając na nim rzut B”’ drugiego punktu B, wyznaczamy rzuty B’ i B’' na rzutach a’ i a''. Obecnie żądana prostopadła jest wyznaczona swymi punktami A i B.

Płaszczyzna prostopadła do prostej poprzecznej /rzut.331./.

Jest to zadanie odwrotne wobec poprzedniego. Mamy w przestrzeni punkt C dany rzutami C’ i C’' oraz prostą poprzeczną A B. Przez punkt mamy przesunąć płaszczyznę prostopadłą do prostej. Wykreślamy rzuty boczne punktów A, B i C.


Ponieważ płaszczyzna żądana będzie bocznie rzucającą, przeto jej ślad boczny Iu przejdzie przez C”’ prostopadle do rzutu A’'’B''' prostej. Przez punkty Y i Z przejdą ślady i Iw i Ip. W położeniu obranym na rzutorysie 331 płaszczyzna przecina dolną część rzutni wzniesień w IV zakosie.
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Fałszywa prostopadłość.

Na rzutorysie 332 mamy w dwóch rzutach ślady płaszczyzny I równoległej do osi x i rzuty prostej poprzecznej A B. Patrząc tylko na rzuty poziomy i wzniesienia moglibyśmy sądzić, że te utwory są względem siebie prostopadłe, bo przecież zachodzi prostopadłość obu rzutów prostej A B do odpowiednich śladów płaszczyzny I. Pamiętając jednak, że przez taką prostą jak A B przechodzi płaszczyzna poprzeczna w której wszystkie proste mają rzuty padające w A” B'’ i A’ B', wykreślamy rzuty boczne tak płaszczyzny I jak i prostej A B. Z rzutów bocznych widocznym jest brak prostopadłości.

Kąty i odległości na rzutni bocznej.

Kąty prostej poprzecznej z rzutniami P i W./rzut.333./.

Prosta poprzeczna A B jest daną rzutami swych punktów. Chcąc wyznaczyć jej kąty nachylenia do rzutni P i W rysujemy jej rzut boczny. Kąty α i ß które ten rzut tworzy z osiami z i y są równe kątom nachylenia prostej do rzutni P i W. Rzutnia boczna jest bowiem równoległą do płaszczyzny poprzecznej w której leży dana prosta. Ta zaś płaszczyzna poprzeczna jako prostopadła do rzutni P i W mieści w sobie ramiona tych kątów. Są nimi ze względu na rzutnię poziomą: prosta i jej rzut poziomy równoległy do osi z, zaś ze względu na rzutnię wzniesienia : prosta i jej rzut wzniesienia równoległy do osi y. Skoro zaś sama prosta jest równoległą do swego rzutu bocznego A'” B'" przeto ten rzut tworzy z osiami z oraz y kąty równe szukanym.

Zauważmy, iż w tym wypadku suma kątów α + ß = 90°.
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Kąt osi x z prostą przecinającą. /rzut.334./.

Daną jest prosta a przecinająca oś rzutów w punkcie X. Szukamy kąta między osią x i tą prostą a. Punkt X jest jego wierzchołkiem, zaś ramiona stanowią oś x i prosta a. Wobec tego pole kąta leży w płaszczyźnie prostych x i a prostopadłych do rzutni bocznej. Wykreślamy ślad boczny tej płaszczyzny, który schodzi się z rzutem bocznym a'” prostej. Trójkąt U 0 X jest trójkątem prostokątnym, dla którego mamy przyprostokątnie 0 X i 0 U. Zakreślamy łuk z punktu 0 promieniem 0 U i kładziemy punkt U na poziomie w osi z. Łącząc /U/ z punktem X otrzymujemy ów trójkąt i zarazem kład prostej a na poziom. Tym samym dokonaliśmy kładu płaszczyzny x a i na niej przy wierzchołku X otrzymujemy szukany kąt α . Odległość punktu od płaszczyzny równoległej do osi x.

Dany jest punkt A rzutami A’ i A’' oraz płaszczyzna I równoległa do osi x śladami Ip i Iw /rzut.335./. Ograniczając się tylko do dwóch rzutni P i W nie moglibyśmy znaleść odległości punktu A od płaszczyzny I, gdyż ta odległość jest na prostej poprzecznej a takich wiele o tych samych rzutach przechodzi przez punkt A. Wprowadziwszy rzutnię boczną wyznaczamy na niej A”' oraz ślad Iu. Z rzutu A”' kreślimy rzut boczny prostej prostopadłej do I. Na tym rzucie w przecięciu z Iu otrzymujemy rzut B'” punktu przebicia z płaszczyzną I tej prostej prostopadłej. Mając B''' mogę wyznaczyć B” i B' na rzutach z A” i A' prostopadle poprowadzonych do śladów Iw i Ip. Rzut A’” B”’ równa się rzeczywistej długości odcinka A B mierzącego odległość, gdyż jest doń równoległy.
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Odległość punktu od prostej równoległej do osi x.

Dane są rzuty punktu A i rzuty prostej b poziomej /rzut.336./. Szukamy odległości punktu A od prostej b. Wyznaczamy na rzutni bocznej rzuty punktu A''' i prostej b”’. Rzuty b”' prostej jest punktem, gdyż ta prosta jest prostopadłą do rzutni bocznej. Odcinek A”' b'” jest rzutem bocznym szukanej odległości, albowiem jest rzutem prostej, która przechodząc przez A przecina się z prostą b i leży w płaszczyźnie poprzecznej do niej prostopadłej. Tym samym ten odcinek jest prostopadłym do prostej b. Jego punkt końcowy B”' schodzi się z b'”. Obecnie znajdujemy rzuty B'' i B' na rzutach prostej z A” i A’ prostopadle do b” i b’ poprowadzonych. Rzut A'''B'” jest równym odległości A B, gdyż istnieje równoległość odcinka A B do jego rzutu na rzutni bocznej.

W danej odległości poprowadzić płaszczyznę równoległą do płaszczyzny równoległej do osi x.

Dane są ślady płaszczyzny I równoległej do osi x /rzut.337./. i rzeczywista długość A B. W odległości A B mamy poprowadzić płaszczyzny równoległe do płaszczyzny I. Wykreślamy na rzutni bocznej ślad Iu i odcinamy od niego na kierunku do nich prostopadłym w obie strony odcinki A B1 i A B2 równe danemu A B. Odległość żądana występuje bowiem na rzutni bocznej w swej rzeczywistej długości. Przez punkty końcowe B1 i B2 kreślimy ślady boczne IIu i IIIU żądanych płaszczyzn, Ich pierwsze i drugie ślady kreślimy z punktów Z1 i Z2 oraz Y1 i Y2 w osiach z i y.
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Obrót punktu około prostej poprzecznej.

Niech będą dane : prosta poprzeczna 1 swymi dwoma punktami L i Ł i poza nią w przestrzeni punkt M. Przyjmijmy, że punkt M obraca się około prostej 1 i chciejmy wykreślić ten pełny obrót. /rzut.338./.

Miejscem obrotu będzie płaszczyzna prostopadła do prostej 1 a przechodząca przez punkt M. Ponieważ prosta 1 jest poprzeczną przeto owa płaszczyzna będzie równoległą do osi x a tym samym bocznie rzucającą.

Użyjmy rzutni bocznej do wyznaczenia rzutów 1”’ i to wykreślimy ślady płaszczyzny obrotu zaczynając od rzutu bocznego Iu przechodzącego przez M’” prostopadle do 1’”. Następnie wyznaczymy siady Ip i Iw podobnie jak w rzutorysie 331.

Środkiem obrotu będzie punkt przebicia prostej 1 ze znalezioną płaszczyzną I. Znajdziemy jego rzut 0''' a następnie 0'' i 0’ tak samo jak w rzutorysach 330 lub 335.

Promieniem obrotu r będzie odległość punktu M od środka 0. Koło obrotu /k/ zakreślimy na płaszczyźnie I kładąc ją na jedną z rzutni. Na rzutorysie 338 wykonano kład na rzutnię boczną, korzystając z tego, że płaszczyzna I jest prostopadłą do tej rzutni. Obrót nastąpił około śladu Iu zaś ślad Iw jest w kładzie /Iw/ prostopadłym do Iu.

Wraz z płaszczyzną I kładą się punkty 0 i M przy czym te kłady /0/ i /M/ powstają skutkiem obrotów o 90° promieniami Y1 M'' i Y20'' stanowiącymi odchylenia punktów M i 0 od rzutni bocznej. Odmierzamy więc Y1 M’' = M’”/M/ i Y20” = 0”'/0/.
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Mając koło /k/ w kładzie zakreślone promieniem /0/M/ znajdziemy

jego rzuty będące elipsami na rzutni poziomej i wzniesienia zaś odcinkiem równym średnicy na rzutni bocznej w śladzie Iu. Osie tych elips powstają jako rzuty tych średnic /A//B/ i /C//D/, z których A B jest równoległą a C D prostopadłą do osi powinowactwa Iu.

Ponieważ na rzutorysie oś powinowactwa Iu stanowi kąt większy z rzutnią wzniesienia niż z rzutnią poziomą /odwrotnie jak na rzutorysie 333/ przeto średnica A B doznaje w rzucie wzniesień większego skrócenia niż w rzucie poziomym. Natomiast średnica C D prostopadła do osi powinowactwa i do rzutni bocznej rzuci się na rzutnię poziomą i wzniesienia jako odcinek równoległy do nich obu i jej rzuty nie będą skrócone. Jako takie stanowić będą osi wielkie elips.

ZADANIA DO ROZWIĄZANIA W RZUTACH MONGE’A.

101/. Dane są dwa rzuty 1' i 1'' linii spadu względem poziomu. Wyznaczyć ślady płaszczyzny dla której ta linia spad wyznacza.

102/. Dane są dwie płaszczyzny nachylone względem rzutni poziomej i rzutni wzniesień. Pierwsza płaszczyzna jest wyznaczona linią spadu względem poziomu, zaś druga linią spadu względem wzniesienia. Należy wyznaczyć ich ślady i krawędź.

103/. Dane są swymi śladami trzy płaszczyzny, z których trzecia jest równoległą do rzutni bocznej. Należy wyznaczyć ich wspólny punkt.

104/. Dana jest płaszczyzna przechodząca przez oś x i przez punkt A w przestrzeni oraz daną jest prosta nachylona do obu rzutni. Wyznaczyć punkt przecięcia prostej z płaszczyzną.

105/. Dane są trzy punkty czworokąta nachylonego do obu rzutni i rzut wzniesienia punktu czwartego. Daną jest również prosta nachylona i przebijająca pole czworokąta. Wyznaczyć czwarty punkt czworokąta i punkt przebicia z nim prostej. Niewidoczną część prostej wykreślić rysem przerywanym w obu rzutach.

106/. Dana jest płaszczyzna nachylona do obu rzutni i trójkąt w przestrzeni tak położony, iż przecina płaszczyznę. Wykreślić prostą przecięcia. Odróżnić rysem przerywanym niewidoczną część trójkąta od widocznej.

107/. Dane są : trójkąt i równoległobok nachylone do obu rzutni i tak położone względem siebie, iż się przecinają. Wykreślić ich krawędź przecięcia. Odróżnić rysami przerywanymi części niewidoczne obu figur.

108/. Dane są dwie proste zwichrzone l i m nachylone do obu rzutni. Wykreślić ślady płaszczyzny równo - odległej od obu prostych.

109/. Dane są dwie proste zwichrzone. Jedna z nich jest równo -ległą do do rzutni bocznej. Należy przesunąć przez nie dwie płaszczyzny do siebie równoległe.

110/. Dane są w przestrzeni cztery punkty A,B,C,D. Należy przesunąć przez punkt D płaszczyznę mającą równe oddalenia od punktów A, B,C.

111./. Dane są : płaszczyzna równoległa do osi x, prosta nachylona do obu rzutni i punkt w przestrzeni. Należy przesunąć przez punkt prostą, która przecina daną prostą a zarazem jest równoległą do płaszczyzny danej.

112/. Dane są cztery punkty w przestrzeni. Przez punkty : trzeci i czwarty należy przesunąć płaszczyznę mającą równe oddalenia od punktu pierwszego i drugiego.

113/. Dane sę trzy punkty A, B, C, w przestrzeni i prosta 1 nachylona do obu rzutni. Należy przesunąć przez punkt A płaszczyznę równoległą do prostej 1 i mającą równe oddalenia od punktów B i C.

114/. Dane są w przestrzeni trzy punkty. Poprowadzić przez nie trzy płaszczyzny do siebie równoległe i równe oddalone.

115/. Dane są w przestrzeni cztery punkty. Poprowadzić przez nie cztery płaszczyzny do siebie równoległe i równo oddalone.

116/. Dane są trzy proste 1, ł, m zwichrzone. Należy przesunąć przez każdą z nich płaszczyznę tak położoną, aby wszystkie trzy płaszczyzny przecinały się w jednej krawędzi.

117/. Dana jest płaszczyzna poprzeczna / równoległa do rzutni bocznej / i daną jest prosta do niej równoległa. Należy przesunąć przez prostą płaszczyznę prostopadłą do danej płaszczyzny.

118/. Dane są dwie płaszczyzny ; druga z nich jest rozwartokątna. Przez punkt A przyjęty w przestrzeni należy przesunąć płaszczyznę prostopadłą do obu danych.

119/. Dana jest płaszczyzna nachylona do obu rzutni. Przez oś x należy poprowadzić płaszczyznę do nich prostopadłą.

120/. Daną jest płaszczyzna przechodząca przez oś x i przez punkt A w przestrzeni i daną jest prosta 1. Przesunąć przez prostą 1 płaszczyznę prostopadłą do płaszczyzny danej i wykreślić krawędź obu płaszczyzn,

121/. Dana jest płaszczyzna poprzeczna i daną jest prosta 1 nachylona do obu rzutni. Należy przesunąć przez prostą 1 płaszczyznę prostopadłą dc płaszczyzny poprzecznej.

122/. Dane są : płaszczyzna nachylona i punkt w przestrzeni. Należy przesunąć przez punkt płaszczyznę pionową a zarazem prostopadłą do płaszczyzny danej.

123/. Dane są : prosta równoległa do osi x, na niej punkt A i płaszczyzna w przestrzeni nachylona do obu rzutni. Należy wyznaczyć prostą przechodzącą przez punkt A, prostopadłą do prostej danej a zarazem równoległą do płaszczyzny danej.

124/. Daną jest prosta nachylona do obu rzutni. Należy na osi x znaleść punkt równo oddalony od śladów poziomego P i wzniesienia W tej prostej.

125/. Dane są dwie proste zwichrzone l i m oraz dwie płaszczyzny I i II nachylone do obu rzutnio Należy wyznaczyć prostą, która przecina obie zwichrzone i jest równoległą do obu płaszczyzn.

126/. Dane są dwie proste zwichrzone l i m oraz punkt A w przestrzeni. Należy przez punkt A przesunąć prostą prostopadłą w przestrzeni do obu zwichrzonych.

127/. Dane są dwie proste zwichrzone p i q i punkt M w przestrzeni. Należy przez punkt M przesunąć prostą, która przecina jedną ze zwichrzonych i jest prostopadłą w przestrzeni do drugiej.

128/. Dane są dwie proste zwichrzone f i g oraz punkt A w przestrzeni. Należy przesunąć przez punkt A prostą przecinającą obie zwichrzone.

129/. Dana jest prosta 1 nachylona do obu rzutni, nie przecinająca osi x oraz dany jest punkt A w przestrzeni. Należy przesunąć przez punkt A prostą przecinającą prostą 1 i oś x.

130/. Dane są : punkt M w przestrzeni i dwie proste zwichrzone c i d, z których prosta c jest poziomą. Należy przesunąć przez punkt M prostą przecinającą obie zwichrzone.

131/. Dane są : dwie proste zwichrzone i płaszczyzna nachylona do rzutni. Należy przeciąć te dwie proste prostą prostopadłą do jednej ze zwichrzonych a równoległą do płaszczyzny.

132/. Dane są dwie proste zwichrzone względem siebie i nachylone do obu rzutni. Należy przeciąć je prostą równoległą do osi x.

133/. Dane są cztery proste zwichrzone. Należy wyznaczyć taką prostą, która dwie z nich przecina a do dwóch drugich jest prostopadłą w przestrzeni.

134/. W płaszczyźnie rozwartokątnej leżą : prosta 1 i dwa punkty A i B. Należy wyznaczyć na prostej 1 punkt C równo oddalony od punktów A i B.

135/. W przestrzeni dany jest trójkąt ABC nachylony względem obu rzutni. Należy wykreślić rzuty koła weń wpisanego.

136/. Wykreślić rzuty kwadratu o boku = 4 cm, gdy dane są : ślad poziomy jego płaszczyzny, oba rzuty środka i kierunek przekątni tworzącej ze śladem poziomym płaszczyzny kąt 30o .

137/. Dana jest płaszczyzna rozwartokątna i na niej leżąca prosta p. Przyjąwszy na tej prostej dwa punkty A i C uważać odcinek A C jako przekątnię kwadratu i wyznaczyć jego wierzchołki B i D leżące w tejże płaszczyźnie.

138/. Dana jest płaszczyzna nachylona do obu rzutni i na niej punkt A. Wykreślić trójkąt prostokątny o wierzchołku A przy kącie prostym leżący w tej płaszczyźnie lecz tak, by rzut poziomy trójkąta był również trójkątem prostokątnym.

139/. Dane są dwie płaszczyzny I i II i punkt A w przestrzeni. Należy znaleść na płaszczyźnie I punkt B odległy od punktu A o daną długość = = 5 cm, przy czym prosta A B ma być równoległą do płaszczyzny II. Zbadać ilość i możliwość rozwiązań.

140/. Dany jest trójkąt równoboczny o boku 6 cm. Wykreślić rzuty pierścienia powstałego między kołami wpisanym i opisanym. Płaszczyzna trójkąta jest nachyloną do obu rzutni.

141/. Dana jest prosta nachylona i płaszczyzna do niej prostopadła. Należy na tej płaszczyźnie zbudować pięciokąt umiarowy i wykreślić jego rzuty, gdy środek pięciokąta leży na prostej zaś jeden jego bok jest równoległy do rzutni bocznej.

142/. Wykreślić rzuty sześciokąta umiarowego, gdy dane są rzuty jednego boku o długości 3 cm. Przekątnia przechodząca przez punkt końcowy tegoż boku jest równoległą do rzutni bocznej.

143/. Dane są trzy punkty w przestrzeni i płaszczyzna równoległa do osi x. Należy wyznaczyć na tej płaszczyźnie punkt mający równe oddalenia od trzech danych punktów.

144/. Dana jest płaszczyzna równoległa do osi x i na niej trzy punkty A,B,C,. Należy wyznaczyć w przestrzeni punkt mający równe oddalenia od trzech danych. Te oddalenia równe są średnicy koła opisanego na trójkącie ABC.

145/. Dana jest płaszczyzna nachylona do trzech rzutni. Należy wykreślić rzuty koła stycznego wewnętrznie do jej trzech śladów.

146/. Danym jest promień koła jako odcinek O M= 3 cm nachylony do obu rzutni oraz daną jest linia spadu względem poziomu płaszczyzny tego koła. Wyznaczyć płaszczyznę i rzuty koła.

147/. Daną jest płaszczyzna i na niej dwa punkty A i B. Wykreślić rzuty koła /kół/ przechodzącego przez te punkty i stycznego zarazem do śladu wzniesienia płaszczyzny danej.

148/. Zbudować płaszczyznę, gdy dane są dwa rzuty punktu na niej leżącego i kład na rzutni poziomej.

149/. Dane są rzuty poziome dwóch prostych przecinających się oraz wiadomym jest iż tworzą z sobą kąt 60o . Należy wykreślić ich rzuty wzniesień.

150/. Dane są : prosta równoległa do poziomu i prosta równoległa do wzniesienia. Wyznaczyć kąt między nimi w jego rzeczywistej wielkości.

151/. Przez prostą nachyloną do poziomu pod kątem α przesunąć płaszczyzny, tworzące z poziomem kąt 2.

152/. Daną Jest płaszczyzna I równoległa do osi x i na niej leżąca prosta 1. Należy przesunąć przez prostą 1 płaszczyzny nachylone do płaszczyzny I pod kątem 45°.

153/. Dane są : płaszczyzna nachylona do obu rzutni i prosta w przestrzeni. Należy przesunąć przez prostą płaszczyzny tworzące z płaszczyzną daną kąty 60°.

154/. Dane są : płaszczyzna równoległa do osi x i prosta w przestrzeni. Należy przesunąć przez prostą płaszczyzny tworzące z płaszczyzną daną kąt 45°.

155/. Dana jest płaszczyzna nachylona do obu rzutni. Należy wyznaczyć kąt, który ta płaszczyzna tworzy z osią x.

156/. Danym jest ślad poziomy płaszczyzny i kąt, który ta płaszczyzna tworzy z osią x. Wykreślić ślady : wzniesienia i boczny.

157/. Wykreślić ślady płaszczyzny, gdy dany jest rzut poziomy jej linii spadu i kąt który płaszczyzna tworzy z rzutnią poziomą.

158/. Dane są : rzut poziomy punktu na płaszczyźnie, ślad poziomy tejże i kąt nachylenia płaszczyzny do poziomu. Wykreślić rzut wzniesienia punktu i ślad wzniesienia płaszczyzny.

159/. Dane są : płaszczyzna nachylona do obu rzutni i płaszczyzna poprzeczna. Należy wyznaczyć kąt między nimi.

160/. Dany jest ślad poziomy płaszczyzny oraz kąt = 30°, który ta płaszczyzna tworzy z rzutnią wzniesienia. Należy wyznaczyć ślad wzniesienia płaszczyzny.

161/. Znając ślad poziomy płaszczyzny oraz kąt = 45°, który ta płaszczyzna tworzy z rzutnią boczną, nąleźy wykreślić ślady : boczny i wzniesienia.

162/. Daną jest prosta leżąca na rzutni bocznej. Należy przez tę prostą przesunąć płaszczyzny zamykające z rzutnią boczną kąty 60°.

163/. Dany jest w przestrzeni punkt A. Należy przesunąć przezeń płaszczyzny nachylone do obu rzutni pod równym kątem 60°.

164/. Wyznaczyć kąt nachylenia do siebie dwóch płaszczyzn nachylonych do obu rzutni lecz mających ślady poziome do siebie równoległe.

165/. Znaleść kąt nachylenia do siebie dwóch płaszczyzn. Pierwsza jest rozwarto - kątna zaś druga przechodzi przez oś x i przez dany w przestrzeni punkt A.

166/. Dane są : płaszczyzna I nachylona do obu rzutni, prosta 1 do niej równoległa i kąt 45°. Należy przez prostą 1 przesunąć płaszczyzny tworzące ów kąt z płaszczyzną I.

167/. Dany jest punkt A w przestrzeni. Należy przesunąć przezeń prostą /proste/ tworzącą z obu rzutniami równe kąty 30°.

168/. Wykreślić płaszczyzny dwusieczne dla kątów ściennych dwóch płaszczyzn nachylonych do obu rzutni.

169/. Dane są : prosta 1 nachylona do obu rzutni i kąt 60°. Należy przesunąć przez prostą płaszczyznę /płaszczyzny/ , której ślad poziomy tworzy z prostą 1 kąt 60°.

170/. Dane są : płaszczyzna nachylona, punkt A w przestrzeni i dwa kąty : 45° i 60°. Należy przesunąć przez punkt prostą nachyloną do danej płaszczyzny pod kątem 45° zaś do poziomu pod kątem 60°.

171/. Dane są dwa punkty w przestrzeni i prosta 1. Należy przez każdy punkt przesunąć płaszczyznę tak, aby obie były do siebie prostopadłe i przecinały się wedle krawędzi równoległej do prostej 1.

172/. Dane są dwie proste zwichrzone lecz mające rzuty wzniesienia do siebie równoległe. Należy wyznaczyć ich wspólną prostopadłą i odległość.

173/. Daną jest prosta nachylona do osi x lecz nie przecinająca jej. Wyznaczyć dla tej prostej i dla osi x wspólną prostopadłą i odległość.

174/. Dane są dwie proste zwichrzone. Jedna z nich jest poziomą. Należy wyznaczyć ich wspólną prostopadłą i odległość.

175/. Wyznaczyć odległość punktu 0 przecięcia się trzech rzutni /początku układu/ od płaszczyzny nachylonej do tych trzech rzutni.

176/. Dane są cztery punkty w przestrzeni. Wyznaczyć punkt mający od nich równe odległości.

177/. Dane są dwie proste zwichrzone. Należy je przeciąć prostą poziomą tak, aby odległość punktów przecięcia wynosiła 5 cm.

178/. Dane są : płaszczyzna nachylona do obu rzutni i prosta w przestrzeni równoległa do tej płaszczyzny. Należy wyznaczyć ich odległość.

179/. Dane są : płaszczyzna równoległa do osi x i prosta w przestrzeni równoległa do tej płaszczyzny. Należy wyznaczyć ich odległość.

180/. Dane są : punkt A w przestrzeni i odcinek AB = 4 om. Wyznaczyć takie punkty, których odległości od obu rzutni i od punktu A wynoszą 4 cm.

181/. Dane są : ślad poziomy płaszczyzny nachylonej, punkt A w przestrzeni i odcinek A B = 3 cm. Wyznaczyć ślad wzniesienia dla tej płaszczyzny jeżeli ma ona odległość A B od punktu A.

182/. Dane są : prosta 1 i dwa punkty A i B w przestrzeni. Wyznaczyć na prostej 1 taki punkt /punkty/ C, którego odległości od punktów A i B tworzą stosunek 2 : 3.

183/. Dane są : płaszczyzna nachylona i prosta 1 w przestrzeni. Wyznaczyć na prostej 1 punkt /punkty/odległy od płaszczyzny o dany odcinek 5 cm.

184/. Dane są dwie płaszczyzny i prosta w przestrzeni. Wyznaczyć na tej prostej punkt /punkty/ mający równe odległości od obu płaszczyzn. Wykreślić te odległości w rzutach i w kładzie.

185/. Dane są : płaszczyzna nachylona i dwie proste zwichrzone, oraz odcinek 4 cm. W odległości równej 4 cm należy przeciąć obie proste zwichrzone prostą równoległą do płaszczyzny danej.

186/. Dane są : płaszczyzna równoległa do osi x i dwa punkty A i B w przestrzeni. Należy wyznaczyć na płaszczyźnie leżące punkty, które są wierzchołkami trójkątów równoramiennych o podstawie A B. Zbadać, czy są między nimi takie wierzchołki trójkątów równobocznych o tejże podstawie.

187/. Dane są dwie proste zwichrzone. Jedna leży na poziomie, druga na rzutni bocznej. Należy wykreślić ich wspólną prostopadłą i odległość.

188/. Dane są : płaszczyzna nachylona i prosta 1 w przestrzeni. Należy wykreślić kład i rzuty kwadratu o boku 5 cm, leżącym na prostej 1. Jego trzeci wierzchołek ma leżeć na płaszczyźnie danej.

189/. Na rzutni poziomej leżą dwie proste równoległe będące śladami dwóch płaszczyzn równoległych. Odległość tych płaszczyzn wynosi 2/3 odległości tych prostych. Należy wykreślić ślady wzniesienia i ślady boczne tych płaszczyzn.

190/. Dane są : ślad poziomy płaszczyzny, punkt A w przestrzeni i odcinek A B = 4 cm. Należy przesunąć przez ślad poziomy płaszczyznę mającą odległość A B od punktu A./Ile rozwiązań ?/.

191/. Dane są dwie proste leżące na rzutni wzniesień oraz trzecia prosta w przestrzeni. Należy na tej trzeciej prostej wyznaczyć punkt równoodległy od pierwszej i drugiej.

192/. Dane są dwie proste zwichrzone. Jedną z nich jest oś x. Należy przesunąć przez nie dwie płaszczyzny do siebie równoległe i wyznaczyć ich odległość.

193/. Dane są dwie płaszczyzny i punkt w przestrzeni. Przesunąć przez punkt prostą /proste/ równoległą do pierwszej płaszczyzny i nachyloną do drugiej pod kątem 30°.

194/. Dane są dwie proste zwichrzone i płaszczyzna przechodząca przez oś x oraz przez dany punkt w przestrzeni. Wyznaczyć prostą przecinającą obie zwichrzone i zarazem prostopadłą do danej płaszczyzny. Wykreślić także odległości od osi x punktu przebicia tej prostej z płaszczyzną daną.

195/. Dane są dwie proste zwichrzone. Jedna z nich przecina oś x zaś druga przecina oś y. Daną jest również płaszczyzna rozwartokątna. Należy wyznaczyć prostą prostopadłą do płaszczyzny rozwartokątnej a przecinającą obie zwichrzone.

196/. Dane są trzy punkty w przestrzeni i płaszczyzna pozioma. Wyznaczyć punkt mający równe oddalenia od tych punktów i od płaszczyzny.

197/. Dane są : płaszczyzna nachylona do obu rzutni, na niej leżąca prosta 1, punkt A w przestrzeni i kąt 60°. Należy przez punkt A przesunąć prostą, która przecina prostą 1 i tworzy z płaszczyzną kąt 60 .

198/. Dane są trzy punkty w przestrzeni i płaszczyzna równoległa do osi x. Należy wyznaczyć punkt mający równe oddalenia od tych trzech punktów i od płaszczyzny.

199/. Dane są trzy punkty w przestrzeni i płaszczyzna nachylona do obu rzutni. Należy wyznaczyć punkt mający równe oddalenia od tych trzech punktów i od płaszczyzny.

200/. Dane są : płaszczyzna nachylona do obu rzutni, prosta 1 w przestrzeni i punkt A poza płaszczyzną i prostą. Należy przesunąć przez punkt A płaszczyznę prostopadłą do płaszczyzny danej a równoległą do prostej 1.

Omyłki, opuszczenia i sprostowania.

Strona        wiersz                  zamiast                 ma być

17         1 od dołu            prostą. A B             prostą B C

18         rzut 29 Punkty AB i B C połączyć prostymi i prostą A C

zestopniować modułami 4° 5, 5°5, 6°5.

18         6 od góry            punktu B               punktu E.

18        15 od dołu            rysować                wyrysować

19        rzut.31. Uzupełnić: skala 1 : 100, warstwicę 3' /1//2/...

oznaczyć w'.

20        pogl.9.        Krawędź płaszczyzn I i II oznaczyć k.

20        rzut.34.       Punkt 0 linii spadu płaszczyzny I oznaczyć A i przy

nim naznaczyć kąt 45° . Uzupełnić : skala 1:100.

23        rzut.41.       Płaszczyznę daną oznaczyć I' i jej linię  spadu s’.

25        rzut.44.       Prostą daną oznaczyć a'.

25        27 od góry Wielokąt A,B,C,D, i E,        wielokąt AHCDE

25        45             Punkty wielokąta B i E połączyć linią prostą aż do

przecięcia się z warstwicą 0 płaszczyzny I i punkt ten oznaczyć przez Fo.

26        19 od góry     w punkcie I                   w punkcie J

26        21 od góry     Odcinek HI                    Odcinek HJ.

27        rzut.48.       Na przecięciu się prostej a z krawędzią płaszczyzn II

i III oznaczyć punkt B’.

29        20 od góry     naprzeciw prostokątni         na przeciwprostokątni

29         6 od dołu     na wysokości.Do               na wysokości trójkąta.Do

30         5 od dołu     zchodziły się                 schodziła się

30         4 od dołu     n.p.4,                          n.p.3,

30      3 i 2 od dołu cyfry 4 zamienić na 3.

31       1 i 2 od góry "                 " "

31        21 od góry prosta B                      prosta b

31        19 od dołu     samym na warstwice                samym warstwice.

31        rzut.53.       Wspólną krawędź płaszczyzn I i II oznaczyć k',

prostą o module n oznaczyć przez b’i punkt wspólny krawędzi k' i prostej b’ oznaczyć przez B'5.

31         6 od dołu     prosta w przestrzeni a        prosta a w przestrzeni

32         8 od góry     P 0 stpniujemy                P Q stopniujemy

41         2 od góry     jest z największym            jest największym

41        13 od góry     o cechach pewnych             o pewnych cechach

41        15 od dołu     przekątnia                    przyprostokątnia

42        29 od góry     między słowami: układ prostokątnych wstawić:trójkątów.

42         7 od dołu     dwóch innych                  z innych

42         5 od dołu     między słowami:prostej niż wstawić : był większym

43         8 od góry     i określenie                  i wykreślenie

43        10 od góry     kąt prosty                     kąt prostej

43        14 od góry     między słowami:więc z wstawić: mającą

43        18 od góry     może przesuwać się pary       można przesuwać pary

strona           wiersz                    zamiast             ma być

44            rzut.69.        Proste w kładzie przechodzące przez 0 i /A/

oznaczyć odpowiednio /a/ i /b/. Punkt IV połączyć z przecięciem się prostych pomocniczych na warstwicy 0.

44            4 od góry przechodzącej przez przechodzący przez

44            rzut.70.        Patrz na poprawiony rysunek na końcu erraty.

45            12 od góry      prosta a’ ma              prosta b ma

46              4 od góry      kąta .                   kąta .

46             rzut.71.        Oznaczyć proste odpowiednio a’ i b’ oraz

kłady tych prostych /a/ i /b/.

46            1 od dołu       ramię szukanego           ramion szkanego

47            rzut.72.        Proste /l/ i 1’ przecinają się w brakującym 2’.

Podobnie /m/ i m'.

48            17 od góry      punktu A                   punktu A3

50            rzut.75.        Punkt 2’ płaszczyzny I' połączyć z punktem IX.

50            5 od dołu       przysunąć rądane           przesunąć żądane

51            rzut.76.        Oznaczenie prostej ł zamienić na ł’.

51            9 od dołu       równolegle do               równoległy do

52            rzut.78.        Prostą A4’ /A/ podzielić na cztery części,

które są metrami w skali.

52            15 od dołu      między słowami : otrzymujemy/B/ wstawić :

punkt

53            1 od dołu       między słowem : modułem i nawiasem wstawić:

54            rzut.82.        Prostą przechodzącą przez /B/ a równoległą do

prostej/K/ oznaczyć przez /L/ zaś przedłużenie prostej K’ przez L'

54.             12 od dołu między słowami : rzucając ślad wstawić: w

55.            rzut.83.        Dorysować z boku odcinek A B = 1’3 m. Oznaczyć kłady krawędzi przez/B/przechodzi /l/; przez /A/ przechodzi /k/ ; przez /C/ przechodzi /ł/.

56.           rzut.85.        Prostą /B//C/ oznaczyć przez /a/

65.           zadanie 35      między słowami: spad płaszczyzny wstawić:

jego.

65               ”    36      między słowami: równobocznych .Wykreślić

wstawić: w tej płaszczyźnie.

65                "    37      Zdanie :Wykreślić rzut uzupełnić: Wykreś

lić jego rzut, gdy podstawa tworzy z przekątnią kąt 30° .

68                "    77      między słowami : dane trzy wstawić : są

68               "    82      równą odległość             równe odległości

71            10 od dołu      więc budować                więc odbudować

72            20 od góry      Rzuty punktu                Rzuty punktów

72              9 od dołu między słowami jest miejscem wstawić : oś x.

72              6 od dołu      Jeszcze punkt E              Niechaj punkt E

74             3 od góry Jeżeli także G              Jeżeli także punkt C

74            20 od góry między słowami : części poziomej wstawić

rzutni.

75             1 od góry Osobliwe położenie         Osobliwe położenia

76            13 i 16 od góry słowa oddalenia zamienić na wysunięcia.

Strona         wiersz              zamiast                      cna być

76           12 od dołu          rzutem pionowym            rzutem poziomym

76            3 od dołu          przesuwają przez           przesuwając przez

79            8 od góry          przestawić słowa:w tym zakosie znajdują się

80            14 od góry         do rzutu                    do rzutni

81           rzut.119.           Oba rzuty j' i j” przerywać w całej długości.

82            8 od dołu           pomiędzy słowami : gdyż i leży wstawić : nie

83           4 od dołu           poziomej śladów         poziomy śladu

85           1 od góry           prowadzimy                 wprowadzimy

86           16 od góry          leżący na płaszczyźnie, gdyż - leżącej na

płaszczyźnie,zaś

87           1 od góry           nim w nieskończonej        nim do nieskończonej

88           2 od góry           leżący na                  leżącej na

89           2 od dołu           równolegle do               równoległej do

89           1 od dołu           mający rzut                 mającej rzut

90           rzut.144.           W osi x, gdzie schodzą się rzuty prostej e

naznaczyć punkty W i P.

90           5 od dołu           płaszczyźnie III            płaszczyźnie VI

91          10 od dołu           dowolne                    dowolny

91          rzut.147.             Prostą t jako prostą spadu oznaczyć rysem

podwójnym.

92            13 od góry          jej śladu                    jej śladów

92           1 od dołu           równolegle                  równoległej

94           rzut.153.           Ślady płaszczyzny przechodzącej przez

prostą f oznaczyć odpowiednio IIIp i IIIw

95           rzut.157.           Ślad pionowy płaszczyzny, oznaczony VIW

oznaczyć przez VIIW

96           rzut.161.            Ślady prostej przechodzącej przez punkty A

i C oznaczyć odpowiednio przez W'’ i P'.

97           1 od dołu           przecinający                przecinającą

104           18 od góry          między słowami : z przecięcia wstawić : ich

104            25 od góry          rzutni wzniesień            rzutni poziomej,

105            rzut.185.          Oznaczyć ślad pionowy prostej przechodzący

przez K” przez b”.

105           17 od dołu          nadające                    n dające

107            17 od dołu         jej zewnętrzną              jej wewnętrzną

112           16 od dołu          śladu wzniesień             śladu wzniesienia

112            rzut.205.            Prostą a oznaczyć przez c zaś prostą b przez d.

113           16 od dołu          prostą                      proste

114           11 od dołu          punkt przebicia B.          punkt przebicia D.

116           rzut.212.           Prostą oznaczoną na rzut.212 przez 1” przechodzącą przez 1' i 2' oznaczyć przez 1’.

117           4 od góry           między słowami : b” prosta wstawić : przeto.

117          11 od góry           między słowami : mają rzuty wstawić : jedne..

118           1 od góry           prosty z 1”                prosty z b”

119            3 od góry           za tytułem dodać : /rzut.217./.

120           20 od góry          dane są płaszczyzny        dane są : płaszczyzna

126            od góry           między słowami łuk bądź wstawić : obrotu.

Strona           wiersz          zamiast             ma być.

127             8 od dołu        rzutnię ich wzniesień rzutnię wzniesień.

127             6 od dołu        szukanym /A/       szukanym kładzie /A/

128             14 od dołu       romieniem          Promieniem

129             rzut.233.        Oznaczyć rzut poziomy punktu B leżącego na

płaszczyźnie rzucającej I na przecięciu się promienia rzutowego wykreślonego z B” z Ip płaszczyzny przez B'.

135             5 od góry        jego przyprostokątnię jego przeciwprostokątnię.

136             rzut.241.        Oznaczyć ślad pionowy w kładzie płaszczyzny III przez /IIIw/ przechodzący przez X i /Wa/.

136             13 od dołu       między się i IVwwstawić : z.

143             rzut.248.        Punkt A' połączyć z A1.

144             12 od dołu       /pogl........ /        /pogl.14 str.44./.

145             7 od dołu        /pogl........../       /pogl.14 str.44./.

148              18 od góry kąty .            kąty ß .

149             18 od góry       między słowami prostopadłą ich wstawić:do

149             11 od dołu płaszczyzna II płaszczyznę II.

151             15 od góry       między słowami kąt nachylenia:wstawić α

152              8 od góry        między słowami wzniesień, nie wstawić :

to wówczas.

152              rzut.261.        Oznaczyć ślad pionowy prostej a przez Wa.

156             20 od dołu       między słowami pomocy a wstawić : prostej

157.            10 od dołu       Odległość dwóch płaszczyzn równoległych.

172             rzut.288.        Na rzucie 1'” zamiast Pm napisać P’'’,

w miejscu punktu ’A dodać 1' i zamiast 1’” napisać L’”.

174.             3 od góry prostą do 1”' prostopadłą do 1'”

175             9 od góry        oznaczamy za         oznaczamy jako

175             pogl.36.         Na przedzie graniastosłupa, gdzie jest

kółeczko nie oznaczone wstawić A. Lewą stronę osi 0x oznaczyć przez -x.

179              3 od góry        w zakowie            w zakosie

180             10 od dołu       prostych w trzech prostych na trzech

181             rzut.299.        rzut prostej b na rzutnię boczną oznaczony przez b’” wyciągnąć pełno.

183             5 od góry        rzutowy P’” i P’    rzutowy P”'P’

183              rzut.304 a.      zamiast oznaczenia E' ma być P’

184             rzut.308         rzut prostej ł”' przedłużyć aż do W'”.

W’” połączyć promieniem rzutowym z W’.

188             13 od dołu       musi ślad           musimy ślad

189             5 od dołu        takie rzuty         także rzuty

190             13 od dołu       jej położeniach     jego położeniach

191             rzut.324.        ślady płaszczyzny II wyciągnąć linią

ciągłą.

193             2 od góry          osi x względem osi x i względem

195            14 od dołu        prostopadłych prostopadłej

196            rzut.335.         punkty A”’ i B’” połączyć promieniami

rzutowymi równoległymi do osi y z odpowiednimi łukami.

198            4 od góry         rzuty tych średnic rzuty średnic.
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LITERATURA

A/ do rzutów cechowanych.

Bartel K.               Rzuty cechowane, Lwów 1931.

Bezine E.               Cours de geometrie descriptive pour Ecoles des Arts et Metiers.Paris.

Bloch S.                Cours de geometrie descriptive.Tomes I,II.Paris 1921.

Caron.                  Cours de geometrie cotee.Paris 1928.

Charruit.               Cours de geometrie cotee.Paris.

Chollet-Mineur.         Traite de geometrie descriptive,vol.I.II.Paris.1929.

Choura J.               Lehrbuch d. darstellenden Geometrie.Wien 1901.

Desportes E.            Traite de geometrie descriptive.Paris 1870.

Ferval.                 Cours de geometrie cotee.Paris.

Ibach-Mariand.          Geometrie ćotee.Paris.

Lebon E.                Traite de geometrie descriptive I,II vol.Paris 1882.

Martin-Pernot.          Cours de geometrie descriptive vol.I,II.Paris 1904.

Müller E.               Lehrbuch der darstellenden Geometrie I,II bd.Wien 1920.

Nicol.                  Cours de geometrie cotee.Paris 1900.

Rothe R.                Darstellende Geometrie des gelandes.Leipzig.

Scheffers G.            Lehrbuch d.darstellenden Geometrie I,II bd.Eerlin 1922-7.

Schlesser               Geometrie descriptive.Paris.

Wiener Chr.             Lehrbuch d.darstellenden Geometrie I,II bd.Leipzig 1884-7.

B/ do rzutów Monge’a.

Antomari.               Cours de geometrie descriptive.Paris.

Bernhard M.             Darstellende Geometrie.Stuttgart 1901.

Hauck G i A.            Vorlesungen über darstellende Geometrie.I b.Leipzig 1912.

Javary.                 Traite de geometrie descriptive I,II.Paris 1921.

Kiaes.                   Traite de geometrie deseriptive.I,II.Paris 1874.

Łazarski M.             Zasady geometrii wykreślnej-2 tomy. Bibl. Pol.Lwów 1903.

Peschka A.G.            Darstellende u.projective Geometrie - 4 tomy.Wien.

Rohn-Papperitz.         Lehrbuch d.darstellenden Geometrie - 3 bd.Leipzig.

Sągayło E.              Wykład geometryi wykreślnej - 2 tomy.Paryż 1882.

Sapalski Fr.            Geometria wykreślna. Warszawa 1822.

Schlesinger J.          Darstellende Geometrie im Sinne d.neueren Geometrie. Wien 1870.

Smolik Fr.              Lehrbuch d.darstellenden Geometrie.I,II bd.Budweis 1875.

Yetters K.              Lehrbuch d.darstellenden Geometrie.Hannower 1902.

Wierzbicki D.           Geometrya wykreślna z zastosowaniami - 2 części.Kraków 1875.

main-185.jpg
rzut,163,





main-184.jpg
e e

rzut.1623.





main-187.jpg
rzut.165.





main-186.jpg
rzut.l64,






main-181.jpg
L — — —

Tp
rzut.159,






main-180.jpg
rzut.158,





main-183.jpg
rzut.161,





main-182.jpg
e

rzut.160,






main-179.jpg
13!
§

[3)

iy

8

rzut.157 a.





main-178.jpg
reuts 1577





main-174.jpg
EFS

rzut,153.





main-295.jpg
rzut.275,





main-173.jpg
rzit ;152






main-294.jpg
274,

rzut,

pogl.34,





main-176.jpg





main-297.jpg
rzut.277.

pogle35,





main-175.jpg
e e o nd

rzut.154.





main-296.jpg
rzut.276"





main-170.jpg
rzut 149,





main-291.jpg





main-169.jpg
148,

rzut.





main-290.jpg
rzut.270,






main-172.jpg
+151.

rzut






main-293.jpg
rzut.273,





main-171.jpg
rzut 150,





main-292.jpg





main-177.jpg





main-168.jpg
rzut.l47,





main-289.jpg
>

rzut 269,





main-288.jpg
rzut.267. rzut.268,





main-163.jpg
rzut.142,





main-284.jpg
rzut.263.

rzut.262,





main-162.jpg
'r:ut. 141,





main-283.jpg
|

28

rzut.259,

rzut,.260,





main-165.jpg
rzut.l44,





main-286.jpg
rzut,265,





main-164.jpg
143,

rzut,





main-285.jpg
rzut.264.





main-159.jpg
rzut.138,





main-280.jpg
rzut 257,





main-158.jpg
+137.

rzut





main-279.jpg
pogl. 33, rzut 256,





main-161.jpg
rzut.140,





main-282.jpg
rzut.261,





main-160.jpg
rzut 139,





main-281.jpg
rzut.258,






main-9.jpg
Tablica skal.

OO S Y S N e B B Al 2 1m =25 cn

s 2 0lm =5 m,
1:28

@8 bty o Fuy Lo 4 2z lm=4cnm

& Folikale 5 0elm = 4 mm,
1:50

o 5o 4 L 3 4 3 lm=2cm,

Crohkala A o 0.l m= 2 m,
1: 100

5 o 4 L 3 4 £ s 3 ' 3 I « lm=1cnm

@ rrameEes s 0.lm=1m,
1 : 200

©so 4 8 o 4 5 6 3 a1 s » lm=5mm,

i 0.l m = 0.5 mm.
1 : 400

© 5 0 o S £ 10 m = 25 mm,.

& podskala. A lm= 2,5 m,
1: 500

@ 5 0 4 20 20 &0 & 10m=2c¢cm,

U AN, lm=2mm
1 : 1000

© 3 0 i B 3% 4 © 10 m = 10 mm,

(BRI lm=1m,
1 : 2000

980 o__ & 60 @ ue 4o 15 20 10m =5 mm,

CFR 1m= 0.5 mm,

1:250,.01l @ = 4 m
1:5000,,10 m = 2 mm

1:25000,.10 m = 4 mm

1:10000., 100 m = 1 cm
1:25000,,4100 m = 4 mm,
1:50000, = 2 mm.

1:4000...10 m = 2,5 nm
1:2000,..100m = 5 mm





main-8.jpg
Ppozlom zerowy

o

reut.d,






main-11.jpg
A 'y 55’

e

rzut L.






main-167.jpg





main-10.jpg
-pogl.4. .





main-166.jpg
rzut. 145,





main-287.jpg
rzut.266,





main-13.jpg
rzut. 3,






main-12.jpg
D
|
[
3
I's
Y
D' klﬂ”"
-~
K.~ & ,’
b ey, (4 1
b l/
A

poziom 2erowy

41400 .
pogle5.






main-278.jpg
rzut.255,





main-152.jpg
=)

=

rgutsI32,





main-273.jpg
rzut.249,





main-151.jpg
III"IQIA

rzut.l31.





main-272.jpg
rzut.248.





main-154.jpg
raut. 133,





main-275.jpg
®
rzut.251, rzut.2523,





main-153.jpg
pogle25.





main-274.jpg





main-148.jpg
vp

rzut,128,

Ha

rzuts 129,

R





main-269.jpg
pogle 32,





main-268.jpg
244,

rzut,





main-150.jpg
pogl.24.





main-271.jpg
02470

rzut





main-149.jpg
rzut,130,





main-270.jpg
rzut.245. / 3 rzut.246,





main-156.jpg
rzut,135,





main-277.jpg
rzut.254.





main-155.jpg
— e c———

rzut .134.






main-276.jpg
rzut .253,





main-157.jpg





main-2.jpg





main-3.jpg





main-6.jpg
Gl e

| \ \\

1 B R

| \ 5 /47
o\ LR
a O

¢ A. H///

“pogl.2.





main-5.jpg
7
Ptaszcayzna. rzutow

pogl,.l,





main-7.jpg
sarstge. @aniesiona cidery mtiry

4 o —

LT

warstua zaglebiona tray metry.

.5

pogl.3,





main-141.jpg
rzut.122,





main-262.jpg
2238,

rzut





main-140.jpg
rzut.121,





main-261.jpg
rzut.237,






main-143.jpg
rzut, 124,





main-264.jpg
rzut,240,





main-142.jpg
rzut.123,





main-263.jpg
rzut.239,





main-258.jpg
rzut.234,






main-139.jpg
rzut.120,





main-260.jpg
5
o
”
N

.
-

=3
~n
S






main-138.jpg
rzut.119.





main-259.jpg
rzut.235,





main-29.jpg
rzut.18,





main-28.jpg
rzut 17,

N





main-31.jpg
pogl.T.





main-30.jpg
rzut.l19,.





main-145.jpg





main-266.jpg
rzut.242,





main-33.jpg
pogl.8,





main-144.jpg
rzut.125,





main-265.jpg
rzut 241,





main-32.jpg
rzut .20,





main-147.jpg
gl

rzut,127.a,b,c,






main-35.jpg
rzut .22,





main-146.jpg
rzut.126.





main-267.jpg





main-34.jpg
rzut .21,





main-26.jpg
rzut.l15.





main-25.jpg
1'0\

'

rzut.l4.

1:{00






main-27.jpg
rzut .16,





main-130.jpg
28

pogl





main-251.jpg
rzut,.227,






main-129.jpg
rzut.1l11,





main-250.jpg
rzut.226,





main-132.jpg
/fl'

rzut.1l3.





main-253.jpg
rzut.228,





main-131.jpg
rzut.112,





main-252.jpg
pogl,3l.





main-128.jpg
rzut,110,





main-249.jpg
rzut,225,





main-248.jpg
rzut . 224,





main-18.jpg
By W 00 N
rzut. 7.





main-137.jpg
g P” V'

|

|

I

dg i
Pp¥ 7

rzut 118,






main-20.jpg
11400

rzut.%.





main-19.jpg
rzut.8.

D’

41200

{Ass






main-134.jpg
rauti 1 ks,





main-22.jpg
rutslle





main-255.jpg
rzut .230,






main-133.jpg
P' v'//
1
‘l[\\ //I
[ el
s
Z N
v
P‘ N
e, %

rzut.1l4,





main-21.jpg
rzut,10,





main-254.jpg





main-136.jpg
rzut,117,





main-24.jpg





main-257.jpg
2233,

rzut





main-135.jpg
rzut ollev





main-23.jpg
rzut.l1l3,





main-256.jpg
rzut.232,

rzut.23l,





main-15.jpg
'
(&)

8

1: 100

rzut. 4.





main-14.jpg
4:200

pogle6.





main-17.jpg
1:200

rzut.6,





main-16.jpg
D
&
I |
| ! I
TA'A‘L) lJ Dis%) 1B
41200

rzut.5,





main-119.jpg
4

rzut.102,





main-240.jpg





main-118.jpg
rzut.101,





main-239.jpg
.14,

rzut





main-121.jpg
rzut.104,





main-242.jpg
=

‘s

rzut.217,





main-120.jpg
k

"

k

rzut.103,





main-241.jpg
rzut . 216,





main-238.jpg
rzut.213,





main-49.jpg
rzut,36.





main-48.jpg





main-127.jpg
rzu#;lO’.





main-51.jpg
rzut.39.

« 384

raut





main-126.jpg
pogl.21,





main-247.jpg
rzut,.223,





main-50.jpg
i

&

/
rzut.37.

' /
e Al St o
AR





main-53.jpg
rzuto.4l,





main-52.jpg





main-123.jpg
)

P

rzutes 1086,





main-244.jpg
rzut.220,

rzut.219.






main-55.jpg
rzut+43e






main-122.jpg
n
rzut.105,

X





main-243.jpg
r:ut.ZlB.‘






main-54.jpg
rzut.42.






main-125.jpg
R

rzut,.108,





main-246.jpg
cqur

i

%

5

e Lt - L B T P T SR o - S T Rye o

rzut.222.





main-57.jpg
rzut.45.





main-124.jpg
rzut ° 1070





main-245.jpg
Tor

0 R A L 2 T G

rzut,221,





main-56.jpg
et et 1Y detwainsh Al Sl [ By oY

rzut.44.





main-47.jpg
rzut o33, rzuto34.





main-108.jpg
0 I'\1' ;L :

11400 \b/
rzut.23





main-229.jpg





main-228.jpg
rzut.205, .





main-110.jpg
rzut, 94,





main-231.jpg
rzut.208.





main-109.jpg
pogl.18.





main-230.jpg
rzut.207.





main-38.jpg
rzut .25,





main-116.jpg
rzut.99,

rzut,98,





main-237.jpg
pogl.29,





main-40.jpg
rzut .27,






main-115.jpg
rzut.97..





main-236.jpg
rzut.212,





main-39.jpg





main-42.jpg
A

®

rzut .29,





main-117.jpg
=0






main-41.jpg
rzut .28,





main-112.jpg
x =
b

T ——————— — — —p

FF'
i
|
I
|
I
|
"
FI:






main-233.jpg
rzut.210,





main-44.jpg





main-111.jpg





main-232.jpg
/" rzut.209,





main-43.jpg





main-114.jpg
rzut.96 a.





main-235.jpg
rzut,.2all,





main-46.jpg





main-113.jpg





main-234.jpg
pogl.28.





main-45.jpg





main-37.jpg





main-36.jpg
rzut.23.





main-218.jpg
1<)

rzut.195,

Yar
¢/ |
I
e’ ;
£
PR
L e
l R
|
.4;//"
_// ¥p
5
/]_





main-339.jpg
rzut,.338,





main-338.jpg
Y
5 : T
L (s .
z -
Kz. Tip
= Ip
vz. Tp

rzut.337,





main-220.jpg





main-341.jpg





main-99.jpg
rzut 0840





main-219.jpg
rzut.196,





main-98.jpg
1am.

razut.83.





main-69.jpg
rzut.55¢





main-68.jpg
rzut .54,





main-71.jpg
r2ut<57.





main-70.jpg
rzut.56.





main-105.jpg
rzut .90,





main-226.jpg
rzut.203,





main-73.jpg
2)

rzut .58,





main-104.jpg
' rzut .89,





main-225.jpg
rz.tgzozg \*cl





main-72.jpg
pogl.l3.





main-107.jpg
«92.

rzut





main-75.jpg
SN Qg L A s

1: 100

rzut.60.





main-106.jpg
rzut.9%91,





main-227.jpg
rzut.204,





main-74.jpg
rzut .59,





main-101.jpg
rzut.86.





main-222.jpg





main-77.jpg
|
| | sl 8
| | [ can
x| o /4_ b
| | |
| | |
! |
| I | P
NG|
I_ N\,
lll_llli.lll [
7
| A_ e
o | ) L
R [ mm.f =
|
|

rzut.ezn





main-100.jpg
05

rzut.85.





main-221.jpg
rzut.198.





main-76.jpg
rzut.6l.





main-103.jpg
rzut.88,





main-224.jpg
rzut.201.





main-102.jpg
rzut .87,





main-223.jpg
rzut . 200,






main-328.jpg
I
|
I
|

PR

I
|

e LA

-

rzut,. 321,

rzut, 320,





main-209.jpg
0186,

rzut





main-330.jpg
rzut.324, rzut, 325,





main-208.jpg
Q.

. —

rzut.188,





main-329.jpg
rzut . 322, rzut, 323,





main-58.jpg
e
Ppadii)) rzut .46,





main-60.jpg
°
&

o
=
N
S






main-59.jpg
g, i
Lo M £
1 N
By
550 _w/.ﬂ.

..I"|||_.II.1_.|.I.

sl

rzut.47.





main-215.jpg
rzut.191.





main-336.jpg
S

&

rzut.333,

rzut.334,





main-62.jpg
pogl_..ll_o.





main-214.jpg
rzut.190,





main-335.jpg
I

——

rzut. 332,

rzut,331.





main-61.jpg
- |
0. Livd 2 3 ! 5 6






main-217.jpg
rzut.194,





main-64.jpg
a
mocly
znalezgne moduly dane : ; ;
TR R R 3 yarost * 4
0 4 2 3 8y 5

ey

rzut .50,





main-216.jpg
rzut.193,





main-337.jpg
rzut.335, rzut,.336,





main-63.jpg
poglol2,e





main-211.jpg
rzut.188,





main-332.jpg
rzut, 328,

rzut, 327,





main-66.jpg





main-210.jpg
rzuts:187,





main-331.jpg
rzut, 326,





main-65.jpg
rzut.si.





main-213.jpg
rzut.189,





main-334.jpg
N( - s 2T oms TR
I B”-—.—-———-IB"
N
l’ kvl K

I
| lo
\-——»______ 'Bl
&
BrE e )

rzut . 330,





main-212.jpg





main-333.jpg
L

Ir

-rzut . 329,





main-67.jpg
(]
rzut.53,





main-207.jpg
rzut.184.





main-198.jpg
rzuts175,

i
-





main-319.jpg
rzut, 308,

rzut, 307,





main-89.jpg





main-318.jpg
rzut, 306,

rzut, 305,





main-88.jpg
rzut,.72.





main-91.jpg
pogl.17,





main-90.jpg
0730

rzut





main-93.jpg
rzut.75.





main-92.jpg
rzut. 74,





main-204.jpg
rzut.l18l1,





main-325.jpg
rzut, 316,





main-95.jpg
78,

rzut,

rzut.77.





main-203.jpg
rzut.l1l80,





main-324.jpg
rzut, 315,

rzut,.314,





main-94.jpg
rzut.76.





main-206.jpg
rzut.l183.





main-327.jpg
rzut, 319,





main-97.jpg
rzut .82,

rzut.8l.





main-205.jpg
rzut.lw





main-326.jpg
rzut.317. rzut,318,





main-96.jpg
. 800

rzut

rzut.79.





main-200.jpg
rzut.177,





main-321.jpg
rzut.310,





main-199.jpg
Tzut.176.





main-320.jpg
rzut. 309,





main-202.jpg





main-323.jpg
rzut.313,

2312,

rzut





main-201.jpg
s

=1
P s

rzut.l'f&





main-322.jpg
-2

~N
+
*

rzut 311,





main-317.jpg
e

rzut.304,.

s
B





main-308.jpg
(+2, -t)

(#*-2

Mo, to- Foln. P““’j‘\‘ Mato pa(l. fn.alaj'a(:
T ) 2 W, -

+E

rzut.290,





main-78.jpg
bt MBES L

i
1:20Q

rzut 63,





main-80.jpg
1:400.

s

-

rzut,65.





main-79.jpg
05

1:100

rzut, 64,





main-82.jpg
rzut.6%.

12

44






main-81.jpg
rzut. 66,





main-314.jpg
(-2+%)

rzut. 300,





main-84.jpg
rzut.69.





main-313.jpg
ww

¢

wlw

=

éh‘ﬁ

)

rzut .298,

<3

P






main-83.jpg
rzut:. 68,





main-316.jpg
Exe2)

E"‘““?ﬁ
|
)

{-24X)

()

rzut 303,





main-86.jpg
rzuts Tle





main-315.jpg
5 ) (*3)
b St -
ct |
|
: I
(xr2) £ ¢ i’ 20 Expd) g B )
I
I '
I 4! = i
——————— o Gy

64

rzut,.301, rzut. 302,





main-85.jpg
rzuto70e

ol4,

pogl





main-310.jpg
(r2~x)

&1

c ]U-(—:.)
helr
S
e
)
rzut.293,

rzut.294,






main-309.jpg
(+2|-x)

it
!
|
b
|
|

rzut,291.

)
In
Fsl L L TC'
|
|
%2 (28 0 (+%,-2)
|
|
v e e

rzut.292,





main-87.jpg
pogl.l5,





main-312.jpg
()

P ool (+4-2)
BN
4
S
n
(18 ey

(-91+3) r
rzut.297,





main-311.jpg
rzut.295,

3
e
|
|
| vi
t 0
t 3+ (%72
| |
l ]
fo i, Jr cen ]
Q™
1)

rzut,296.





main-307.jpg
pogl. 37,





main-306.jpg
_1)

[

i

Rt ad

+F

¥+7)

rzut.289,

pogl. 36,





main-303.jpg
raut,285.

rzut 284,





main-302.jpg
rzut,283,





main-305.jpg
rzut.288,





main-304.jpg
rzut, 286, rzut,.287,





main-299.jpg
rzut,279,





main-298.jpg
rzut.278,





main-301.jpg
rzut.282,

rzut.281.





main-300.jpg
rzut.280.





main-196.jpg
rauts 173





main-195.jpg
rzut.172,





main-197.jpg





main-192.jpg
s

rzut .169.

Xy






main-191.jpg
rzut.168, \





main-194.jpg
rzut,171,

»®





main-193.jpg
o

&=

rzut.l?O.






main-188.jpg
pogl.26,





main-190.jpg
rzat.167%7.





main-189.jpg
rzut.l66,






