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CZESC TRZECIA.

ROZDZIAY. PIERWSZY.
ROWNANIA STOPNIA DRUGIEGO Z WIELU NIEWIADOMEMI.

ROWNANIE Z WIELU NIEWIADOMEML

1. Gdy rownanie z dwiema niewiadomemi (a wiec nieoznaczone) jest
stopnia 2-go, to, jezeli owe niewiadome nazwiemy x i %, moga w niem by¢
tylko wyrazy zawierajace ?, z'yl, 'y®, «', y', oraz wyrazy niezawierajace
niewiadomej. — Przeto ksztalt ogolny takiego réwnania zupelnego jest

ar’+bay+-cy’4-dr+ey4f=0. (1

Gdy w rownaniu (1) jednej niewiadomej np. z nadamy warto$é jakakol-

wiek, np. z==, to ono przejdzie na réwnanie
cy’+(ba+e)y+an’+dai-f=0,

z ktorego, jako z rownania stopnia 2-go z jedna niewiadoma, otrzymujemy
dwie wartosci y, odpowiadajace owej jednej wartosci z=o. Nawzajem, jezeli
w rownaniu (1) nadamy dowolna wartos¢ niewiadomej ¥, to otrzymamy z niego
dwie odpowiadajace wartosci niewiadomej z.

Rozwazymy kilka przypadkow szczegélnych rownania (1).

7. réwnania :

. y'=2px

wypada z — g]?’ y==\2px. Jezeli p >0, to: przy kazdej rzeczywistej war-
tosci y otrzymujemy dodatna jedyna warto$é¢ x; przy kazdej dodatnej war-
tosci z otrzymujemy dwie rzeczywiste wartosci y, rézniace sie od siebie
tylko znakiem; przy z = 0 otrzymujemy warto$é 4 = 0; nakoniec przy #<<0
otrzymujemy dwie wartosci ¢, obie urojone, rozniace sie od siebie tylko zna-
kiem. Fratwo podobnie objasni¢ przypadek p <<O.

Gdy wezmiemy rownanie

2 2

L Y

a’ b* ?
to x = i% Vy' 052, y=+ %\/x’ — a’. Przeto; przy wszelkich wartosciach

rzeczywistych y otrzymujemy dwie wartosci rzeczywiste z rozniace sie od
siebie tylko znakiem, ale nie otrzymujemy wartosci rzeczywistych z, posred-
Prof. Baraniecki. ; 15
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nich migdzy —a i +4a; przy *=—a, lub z=-4a mamy y=0; przy
kazdej zas wartosci rzeczywiste] v << — a, lub 2> + a, otrzymujemy dwie
wartosci y, rozniace sie tylko znakiem.

Ogolny ksztalt réwnania jednorodnego stopnia 2-go z dwiema niewia-
domemi jest

ax’+bry+cy*=0
Temu réwnaniu czyni zadosé para wartosci
=10y ‘¢y=0

Nie biorac tych wartosci na uwage, moZemy obie strony powyZszego réwna-

nia podzieli¢ przez kwadrat jednej niewiadomej np. przez y*; powstale row-

nanie a (%) - b%;- -+ ¢ =0 rozwiazujac wzgledem niewiadomej —;—, zZnaj-

dziemy
albo z:y=—(b—\b*—4ac):2a, albotez z:y—— (b4+\0* —4ac):2a.

2. Gdy mamy rownanie stopnia 2-go z trzema niewiadomemi np.

w?+y?+22=r5,

to np. 2 ==£\/r*— (2’ +y*). Wartosci zatem 2z beda rzeczywiste przy takich
rzeczywistych wartosciach z i y, przy ktorych z* 4 %*<r»* Najwieksza bez-
wzglednie z mozliwych wowczas wartosci z mozna wzia¢ przy y = 0, i nawza-
jem najwieksza bezwzglednie warto$é ¥ mozna wziaé przy x=0. A wiec
wedlug tej nierdwnosci # moze sie zmieniaé¢, od wartosci « = —» wazrastajac
do wartosci # =-fr, i ¥ moze si¢ zmieniaé, od wartosci ¥ =— r wzrastajac
do wartosci y =+ r; ale kazde dwie jednoczesnie wzigte wartosci niewia-
domych z iy maja by¢ takie, izby suma ich kwadratow nie byla wieksza od #*
Do podobnych wynikéw dojdziemy rozwiazawszy dane rownanie wzgledem z,
Iub wzgledem y.

Wezmy rownanie

y'+2'=2pa,

w ktérem niech p >0. Widocznie przy wszelkich rzeczywistych wartosciach
kazdej z niewiadomych y i 2z otrzymujemy dodatna wartos¢ x. Poniewaz
z tego rownania 2 =+\/2pz —y*, przeto: przy tak dobranych wartosciach
rzeczywistych y (i dodatnych z), iz 2p x> y? otrzymujemy dwie rzeczywiste
roznigce si¢ znakiem wartosci 2; przy y*=2px, otrzymujemy 2= 0; nako-
niec, przy wartosciach ujemnych «, jakotez przy wartosciach dodatnych

;v<~23]7, obie wartosci 2 sa urojone.

UKEAD DWU ROWNAN Z DWIEMA NIEWIADOMEMI.
3. Wezmy uklad dwu réwnan stopnia 2-go z dwiema niewiadomemi
w ksztalcie og6lnym,
{a]x”—{—b,xy-{—clg/”—fd,x—{-elg/-{—f1=0, )
a2’ +bay+cy*+d,x+e,y+1,=0.
Moglibysmy jedno z nich, np. drugie, rozwiaza¢ wzgledem jednej niewiado-
mej, np. y, przedstawiajac je uprzednio w ksztalcie :

oy '+, r+e)y+(a,2'+d, z+1,)=0,
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a nastepnie otrzymane dwa wyrazenia y kolejno podstawi¢ w pierwsze z tych
réwnan. Unikniemy jednak pierwiastkow kwadratowych, pod ktérych zna-
kiem jest niewiadoma x, postepujac inaczej. Pomnézmy mianowicie pierwsze
z réwnan (1) przez c,, drugie za$ przez —- ¢, , dodajmy je do siebre stronami
odpowiedniemi, a tak otrzymane réwnanie rozwiazmy wzgledem y,
5 Sy (axcs_ancx)x’_*‘(cadx_c1di)x+(c:f1—'clf;) ¥ (2)
’ (bxca_I):cl)x+(cieu_cxea)
‘To réwnanie i ktorekolwiek z rownan uktadu danego tworza uklad réwno-
znaczny z danym. Podstawiajac otrzymane wyraZenie ¥ w jedno z rownan
danych, np. w pierwsze otrzymamy, po zniesieniu mianownikow, réwnanie
mat+nr*+pr'4qr+r=0,
‘w ktorem pierwszy spolczynnik jest

m=a, (blcl T bsc1)' e bl (alcs s a!cl) (blci o b:cx) +e¢, (alca 5 aicl)’) (3)
a nastepne sa podobnemi wyraZeniami, réwniez calkowitemi wzgledem spél-
czynnikéw rownan (1), jak o tem przekonaé sie mozna. W razie wiec, kiedy
spolczynniki rownan (1) sa liczbami wymiernemi, spélczynniki réwnania (3)
sa takZe liczbami wymiernemi.

Rozwiazaniem rownania (3) zajmiemy sie tylko w niektérych przypad-
kach szczegolnych. Procz przypadkow: o) kiedy redukuje sie ono do réow-
nania stopnia 1-go, lub kiedy daje sie rozloZzy¢ na rownanie stopnia 1-go i na
rownanie, majace tylko pierwiastek x=0 m=n=p=0; m=n=r = 0;
m=q=r=0; p=qg=r=0), {) kiedy redukuje sie do réwnania stopnia
2-go lub rownania, dajacego sie¢ rozlozyé na rownanie stopnia 2-go i na row-
nanie, majace tylko pierwiastek x =0(m=n=0; m=r=0; ¢=r=0),
mozemy sposobami poprzednio wylozonemi rozwiaza¢ réwnanie (3), kiedy
y) n=¢=0, d) m=p=¢=0, lub n=p=r=0, €) n=p=¢=0, { m=0,
n=r, p=q, lub m=gq, n=p, r=0, 1 m=0, n=—r, p=—g¢q, lub
m=—g, t==pir=0, 9)m=r,n=qg ) m=—r n==—q p=0 Np

182* — 32y — y*+92 — 18y — 65=0,
{9997‘-{—6:631 — 70y — 992+ 198y — 338=0.
Po wyréwnaniu spoélezynnikéw y* i odjgciu od siebie tych rownan stronami
odpowiedniemi, dochodzimy do réwnania —432'4-8zy—27x + b4y+156 =0
z ktorego

_ 432427z — 156

e Bl h /
Po podstawieniu tego wyrazenia y w kiorekolwiek z danych réwnan, otrzy-
mamy réwnanie

z*—132* 4 36=0,
odpowiadajace przypadkowi y. Po rozwiazaniu tego réwnania i znalezieniu
odpowiadajacych jego pierwiastkom wartosci ¥ z poprzedniego wyraZenia tej
niewiadomej przez niewiadoma z, otrzymamy 4 pary pierwiastkow danego
ukladu rownan, :
=2 y=1, £,=—2 y,=—1;, ,=3,y,=4; z,=-—3, y, =b.

15%
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4. «). Jezeli mamy uklad dwu réwnan z dwiema niewiadomemi, z kto-
rych jedno stopnia 2-go, pozostale zas stopnia 1-go, to, wyraziwszy z row-
nania stopnia 1-go jedna niewiadoma i podstawiwszy to wyrazenie w pozo-
stale réwnanie, otrzymamy réwnanie stopnia 2-go z jedna niewiadoma, po
ktorego rozwiazaniu znajdziemy z wyraZenia pierwszej niewiadomej odpo-
wiednie jej wartosci.

3) Jezeli mamy uklad

{bx x?/+d1x+el.7/+f1 =0,
byoy+d,z + ¢y +f, =0.

to np. z drugiego rownania mamy
4o+,
byzde’
co podstawiajac w pierwsze otrzymujemy
(byd,— byd)x*+ b, f— b, [, +d,e,—d.e,)x+ (e, f— e /,) =0.
b 1 Jety=s,
\xy =t.

Ten uklad odpowiada rozwigzanemu w czesci Il (art. 101) zadaniu: majac
sume dwu liczb i ich iloczyn, znalezé te liczby. Zamiast jednak, uwazajac
niewiadome za pierwiastki rownania stopnia 2-go z jedna niewiadoma, two-
rzy¢é owo réwnanie, mozZemy inaczej postapic. Po podniesieniu obu stron
rownania pierwszego do kwadratu odejmiemy stronami odpowiedniemi réwna-
nie drugie, pomnozywszy je uprzednio przez 4; otrzymamy
(x—y)?=s'—4¢t, skad z—y—=2\s—4t.

Biorac w tem rownaniu 4 \/s* —4¢, otrzymamy z niego i z pierwszego
z rownan danych, jako z ukladu dwu réwnan stopnia 1-go, z =1 (s 4+ \/s*— 4¢),
y=1(s—\s*—4t). Gdybysmy zas wzieli —\/s’—4¢, to w ten sposéb
otrzymalibysmy odwrotnie: & =+ (s — \/s*— 4#), y = 1 (s 4+ \s?— 4¢). Dane
bowiem dwa réwnania byly takie, iZ w nich mozna bylo przestawi¢ z soba
niewiadome z i y, czyli, jak mowimy, byly »symetryczne«< wzgledem tych

niewiadomych.
2). [.Z‘ ey =ty
1 ay —b
Kladac ¥y =— 1 mnozac obie strony rownania drugiego przez — 1, sprowa-
dzimy zadanie do zadania poprzedzajacego.
3) x4yt =a’
{ Ty =Dh:

Pomnozywszy obie strony rownania drugiego przez 2 i dodawszy do
stron odpowiednich pierwszego znajdziemy z 4y — +\/a*+ 24" i temsamem '
sprowadzimy zadanie do zadania pod 1). Otrzymamy tu cztery wartosci z
i cztery odpowiadajace wartosci y; z tych czterech par wartosci z powodu
symetrycznosci rownan danych, dwie pary sa przestawionemi wartoSciami
pozostatych dwu par. '
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4). x? - y’ —
2 —y'=5b.
Szukajmy wartosci @* i y*; wzgledem nich te rownania sa stopnia pierwszego;
jest wiec #2=1 (a+b), y*=1(a—?b), a zatem z==%\/1(a+-b), y==V\ i(a —b),
a przy kazdej z dwu wartosci £ mozna wzia¢ kazda z dwu wartosci y, tak
iz mamy tu cztery pary pierwiastkow.
5). 2*+ 2y =ay,
y'+ry=bx.

2

7 drugiego rownania mamy x=—6?!_ y’ co podstawiajac w pierwsze, otrzy-

: mujemy réwnanie
4 (@a—by®*—2aby*+ab’y=0,

LB b+-8\ab b—b\ab
ktore ma pierwiastki y, =0, y,= L;{:—_—\/—bqa, A= < = _\—bﬁi, co podsta-
wiajac kolejno w poprzednie wyrazenie x, otrzymamy
—ab—a\ab —ab+a\ab
x1=0’ x’=-—aT6 5 g _—&————T———

6. Niekiedy bywa dogodne wprowadzenie nowej niewiadomej, jako po-
mocniczej, co objasnimy na przykladzie.
32°+bry+2y* =60,
{6:&‘+41y+3y*=75.
Kladac w tych réwnaniach y = t«, otrzymamy
Ix’(3+5t+2t’)=60,
|26+ 4¢+ 3¢%) = 75.
Pomnozywszy obie strony pierwszego z rownan («) przez 5, drugiego zas
przez 4, odejmiemy je od siebie stronami odpowiedniemi i dojdziemy do ro-
wnania

(@)

x*(2t' — 9t 4+ 9)=0. (®)
Gdyby bylo =0, to poniewaz y = tx, byloby takze y =0; para zas war-
tosci # =0 i y =0 nie czyni zado$¢ ukladowi rownan danych; mozemy wiec
obie strony rownania (%) podzieli¢ w tym razie przez «* i zastapi¢ je przez
rownanie 2t*—9¢+9=0; ¢, =3, {,=4. Te wartosci ¢ podstawiajac w pier-
wsze z rownan («), otrzymamy
z'=3% skad o, — 4\, ,— — V&, oraz =4, skad 2,—4- 2, z,=—2.
Podstawiajac zas w rownanie y =¢{x raz t=¢ 1 przytem =2, i z=2,,
otrzymamy /

.’/1=3\/§ ) %=—3\/%,
drugim razem ¢=¢, i przytem z =2, i 2 = z,, otrzymamy

- Ys= 3, Yizis 3.

Mamy zatem cztery pary wartosci « i y czyniacych zadosé danemu ukladowi
rownan.
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7. Wezmy jeszcze na uwage szczegélne uklady dwu rownan z dwiema

niewiadomemi, z ktérych jedno jest stopnia 2-go, a pozostale stopnia 1-go

(art. 4, o).
1). {y 2pz,
; yn=p@4L),

y=1%\n'—2pg, z= %(n’—PiinVn’—%i),
gdzie z podwojnych znakow gorne odpowiadaja sobie, a dolne sobie, tak iz
dane réwnania maja dwie pary pierwiastkow. Jezeli liczby p, £ i 7 sa takie,
iz n*<2pt, to uklad danych rownan nie ma rozwiazania rzeczywistego. Je-
zeli n* > 2 pt, ukltad dany ma dwa rozwiazania rzeczywiste. Jezeli nakoniec
n*=2pk, jedna tylko para wartosci # =%, y = rownaniom danego ukladu
czyni zadosé.

2). LYy LT
al b
x
F’ 7
5 azbzzia:nva:.ﬂs_i_bxzz__ at yza b’n;b’ﬁ\/a"q’—l,—b’i’—a’b’
as,qﬁ_}_b'zaﬂ ’ al.,ﬂ_}_b!’é! ’

gdzie z podwdjnych znakow nalezy bra¢ albo jednoczesnie goérne, albotez
jednoczesnie dolne, tak iz dany uklad ma dwie pary pierwiastkow. JeZeli

a, b, £ i v, sa takiemi liczbami, iz —;-+ 1 <1 tak obie wartosci &, jak

b!
i obie wartosci 7 sa zespolone. ezeh zas ——+ 2, >1 obie Jpary pier-
wiastkéw sa rzeczywiste. W razie nakomec, kiedy —5 —-1 da-

nemu ukfadowi czynia zado$¢ wartosei z=¢, y =1.

UKEAD TRZECH ROWNAN Z TRZEMA NIEWIADOMEMI I T. D.

8. Mozemy latwo rozwiazywac niektére prostsze uklady trzech réwnan
stopnia 2-go z trzema niewiadomemi, czterech réwnan stopnia 2-go z czte-
rema niewiadomemi i t. d.

Lo, 4y’ +2'= 14,

x* + .7/’ —2'= 6)
2 —y'—2'=4.
Z tych rownan, ktore sa stopnia 1-go wzgledem z*, %’ 2° znajdziemy
ek 3 any ] g e O
Tu przy kazdej z dwu wartosci « nalezy wzia¢ kazda z dwu wartosci Y
i kazda z dwu wartosci 2, a wiec danym rownaniom czyni zado$é osiem
trojek liczb.

2). zy+rz=a,
zy+yz=>,
zz4yz=c.

0d sumy dwu z tych rownan odejmujac pozostale stronami odpowiedniemi,
znajdziemy

Lt
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x!/:%(a‘{"b—c))

xz:%(a_i—c— b)7

yz=3(0+c—a);
iloczyn kazdych dwu z tych réwnan dzielac przez rownanie pozostate, znaj-
dziemy

ac__F\/af_—*(b%—:ﬁc)v2 \/b’ o—a z_—_ﬂ:\/c, — (@ —E’
2(b4c—a)’ Eo 1) 2(a+b—c)
gdzie z podwojnych znakéw nalezy tu brac¢ jednoczesnie gorne i jednoczesnie

dolne; tak iz rownaniom danym czynia zado$¢ dwie trojki liczb.
3). Majac rozwiaza¢ roéwnanie

V224384 \2z2+5=\8z+15,

mozemy wprowadzi¢ oznaczenia

V2z+8=y, \22+b5=2 \Bzf15—=u

i znalezé warto$¢é jednej z tych niewiadomych pomocniczych.

2+ 3=y’ 2'— y'=2, ' —2uy =2, ks
22+ b=z, uw'—4y'=3, {it9—4y“=3,
8x+15=u’, Y + 2 =u,
!/+z e

Jest zatem

84 1b=4, skad x=—1',
a ta wartosé x jest pierwiastkiem danego réwnania niewymiernego.

ROZDZIA%X. DRUGI.
ULAMKI CIAGLE.

WPROWADZENIE ULAMKOW CIAGEYCH.

9. Gdy mamy liczhe Q dodatna niecalkowita, t. j. albo wymierna
utamkowa, albotez niewymierna, to, najwieksza liczbe calkowita, zawarta w Q,
nazwawszy ¢,, bedziemy mieli Q = ¢, + »,, gdzie », << 1; albotez, odwrotnosé

liczby », nazwawszy p, , bedziemy mieli Q = gl—}——1~, gdzie p,>1. Jezeli p,
nie jest liczba calkowita, to, najwieksza liczbe callkowit:‘x, zawarta w o, na-
zwawszy q,, bedziemy mieli p, = ¢, 4 r,, gdzie r,<<1; albo p, = ¢, ~1—, gdzie
e,=>1. Jezeli p, nie jest liczba catkowita, to, najwieksza liczbe c%flkowitq,
zawarta w p,, nazwawszy g¢,, bedziemy mieli p,= ¢, r,, gdzie r,<<1; albo
1 : :

p,:ga—{—?, gdziato 1Lt d:

Zdarzsyé sie moga dwa przypadki, albo ktéras z liczb o, ¢,, g5--., Np.
Pm_y, jest juz liczba calkowita, a wtedy p,_,=¢., albotez Zadna z owych

liczb nie jest liczba calkowita, tak iZ ciag rownosci gn_; = gm + 1, jest
lm

nieograniczony.
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7 rownosci
1 1 1
Q=gl+ ’ lol=gﬂ+,.—7 Px=gs+—7"'a
P ] Ps

odpowiednio do tego, czy dochodzimy do liczby p, , catkowitej, czyte},‘ nie,
otrzymujemy wyrazenie skonczone lub nieskoriczone liczby Q,

1 1
e et

1 gisioe 1
T e
gm 1 + gm gm—l—{——“_l_ 3

@)

Takie, czyto skorczone, czytez nieskoriczone, wyraZenie liczby  nazywamy
ulamklem cigglym (Kettenbruch) i méwimy, Ze liczba Q jest »rozwinieta
na ulamek ciggly«<. W nim liczby ¢,, ¢,, ¢,,..., catkowite i dodatne, z kto-
rych tylko liczba ¢, moZe byé¢ réwna zeru, nazywaja si¢ ilorazami nie.

zupelnemi (Nenner der Glieder 7,1—, ? ) Nawet w razie, kiedy
2 3

7,=0, nazywaé bedziemy ¢, drugim, ¢, trzecim,... ilorazem niezupelnym,

Utamel: ciagly jestto szczegdlne wyrasenie utamkowe majace w mianowniku
sumg liczby calkowitej @ wlamka, ktdrego mianownik jest znowu takas suma
liczby catkowitej i wdamka i ¢. d. RozwaZaé tu bedziemy tylko przypadek,
kiedy liczniki owych utamkow sa roéwne 1.

Np BT o9tar, R=1448, =244, ¥-5+4;5
Jest wige
i Tu 137 =51X2 + 35,
e 51 =351+ 16,
2+1_% 35 =16X2 + 3,
6+ 16= 3%5+1,
B 3

t. j. »ilorazy niezupelne« otrzymaliémy stosujac do licznika i mianownika da-
nej liczby ulamkowej sposéb poszukiwania najwigkszego ich spélnego dziel-
nika zapomoca kolejnego dzielenia, co usprawiedliwia ich nazwe.

Gdy mamy np. \/18, ktory jest liczba posrednia miedzy 4 a b, to, kla-

dac \/18 4+—, mie¢ bedziemy o, \18}—4: \—/—1%+—4 Ta liczba jest po-

srednia miedzy 4 i 5, a wiec mozemy przyjac V—ﬂ =4 + ~1—, skad mamy

0= V18 e —\/18—{—4 Ta znowu liczba jest posredma miedzy 8 a 9; jest wiec
Vi8+4-4= 8+~—, skad o, = J—— . Otrzymalismy o

V18 —4 &

dac 93—4+—, mie¢ bedziemy p,=p, i t. d. Otrzymujemy wiec jako rozwi-

) 4

=p,; a wiec, kla-

nigcie liczby \/18,
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GrEEas @)
1
o

ulamek ciagly nieskonczony, w kiéorym weciaz powtarzac sie beda drugi i trze-
ci (¢, 1 ¢,) ilorazy niezupelne.

Zastosujmy to postepowanie do szukania np. logarytmu zwyczajnego
liczby 6, t. j. znajdzmy x=log 6. Poniewaz 10" 6, przeto z jest liczba po-
srednia miedzy 01 1; kladge x=9i, mamy 10‘ 2 =6, czyli 6°: 10Ty 0, jest

2
liczba posrednia miedzy 11 2. Kladac r«2=1+ , mamy 6”r =10 b. 3 —fg, czyli
b \P : : bt 3
(g) S e, Jest liczba posrednia miedzy 3 i 4. Kladac o =3—{—};—,
4

3

mamy ()% =6, (3 )er=102, cayii (122 “ 2. Tup, jest liozha

posrednia miedzy 1 i 2. Kladac H—H—— mieé bedziemy ( : )
S35 325\ Ps
162)P 6256 I (()23 162

195/ =186 @M \zg6) =195 Tu p, jest liczba pos’requ ml(j,dzy 1
; 625 1-{— 162 (626N 78732
. Kladac p,=14-" = A e i
i 2. Kladac g, 1—{—96, mamy (486 =195’ \486/  ~ 78195 czyli
78732\fs  62b y : 5 . : :
78195) =486 Tu p, jest liczba posrednia miedzy 32 1 33. Kladac
6—32—[——?—7— mieé bedziemy, i t. d. Jest wiec
Iog6=1—1—
bk 5)
34—
1—{——
b

324 ..

ULAMKI ZBLIZONE.

10. Majac ulamek ciagly, jak (1) lub (2) w art. 9-ym, mozemy w nim
zatrzymaé sie¢ na ktorymkolwiek ilorazie niezupelnym, odrzuciwszy cala dal-
sza czes¢é ulamka. Nazwijmy odpowiednio: \

L, L, S 1 E 1

M;ZYL’ E=Ql+z, 'M;=91+;—£---;TL;=%+%—+..-+ 1
e o
Lol -
L * nazywaé bedziemy ulamkami zbliZonemi (Ni-

M M M,
her ungsbruche) albo reduktaml damego ulamka ciaglego.
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Mamy tu: :
_[g ____ZL £‘i T Mz_ﬂ IQ ¢ (gl 7. +1) 9 +91 o Lsfs +L1
Moot g N %3 +1 Mg, +M, ’

t. j. ulamek oy powstat z dwu poprzednich w ten sposob, iz jego wyrazy
(licznik 1 mianmanik) sa sumami odpowiednich wyrazéw ulamka 1%: pomno -
zonych przez iloraz niezupelny ¢, i odpowiednich wyrazow ulamka M;:

Dowiedziemy zapomoca indukeyi, Ze takie prawo powstawania ulamka
zblizonego z dwu poprzedzajacych go ulamkow zblizonych jest ogolne. Do-

wiedziemy przeto, Ze jezeli np. ;;I""=L"_“'g”_’+L””—3~ to jest rowniez

L L +L n—y Mn—‘) 'gn— 1 +Mn—3
n = 'n—1* gn n;? . ) s
M, Mg +M_, Jakoz, poniewaz z utamka zblizonego

W nim g,,_1+~1~~ zamiast ¢,_,, otrzymujemy %, jest

n— 1

M.,

, biorac

: 1
_I:‘l—- Ln—e (gn—l + ;:) + Ln—a & (L,._g q"_l +L,,_3)qn+L,,_2
(Mn—-q Qn—x +Mn—3)gﬂ+Mﬂ—2 :

ook ql) M.,

tJ _L_”_= Ifﬁ:l_fn‘*‘Ln—?

Mn Mn—l gn+Mn—2 g

l{i"'#—, to jest tak-

s 1,
. Widzielismy za$ wprost, Zze wedlug tego prawa

A zatem, jeZeli owo prawo jest prawdziwe dla utamka

,
powstaje ulamek —;;T“ z dwu poprzednich. W takiz wiec sposob powstaje
z dwu poprzed;ich.

ze prawdziwe dla ulamka

n

M.

Ogoélnie wiec wyrazy utamka zblitonego sa sumami odpowiednich wyra-
20w poprzedniego utamka 2blidonego pomnoéonych przez- ostatni iloraz niezu-
pedny @ odpowiednich wyrazéw ulamka zblitonego, tamten poprzedzajacego.

Z tego prawa tworzenia wyrazow ulamkow zblizonych wynika, iz te
wyrazy sa liczbami catkowitemi i dodatnemi, a nadto, 2e L,>L. ,
iM.>M._ .

Np. kolejne utamki zblizone utamka ciaglego (3) art. 9-go sa

2 3 3.242 8 8.543 43 43.348 137

TS a1 53691 16’ 16843 ob

ULAMEK CIAGLY SKONCZONY.

11. JeZeli mamy ulamek ciagly skoniczony, w ktérym ostatni iloraz nie-
zupelny jest ¢,, to wedlug powyZszego prawa utworzony ulamek zbliZzony

TVIJL przedstawia ten ulamek zwyczajny, ktéry zostal rozwiniety na 6w ula-

mek ciagly. W ten wieec spos6b mozna, majac dany ulamek ciagly skonczo-
ny, zawsze dokladnie wyznaczy¢ liczbe, ktora 6w ulamek ciagly przedstawia.
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Z tego wprost wynika, ze ufamek ciagly skohczomy przedstawia liczbe wymier-
na utamkowa. :

: Nawzajem wudamek ciagly przedstawiajacy liczbe wymierna wlamkowa jest
skonczony, co wynika wprost z tego, ze rozwiniecie takiej liczby na utamek
ciagly dokonywa sie przez stosowanie sposobu poszukiwania najwiekszego
spolnego dzielnika zapomoca kolejnego dzielenia, a wiec ilos¢ dzielen, a tem-
samem ilo$¢ otrzymanych ilorazéw niezupelnych jest ograniczona.

WEASNOSCI ULAMKOW ZBLIZONYCH.
12. Wziawszy wyraienie L.M,_,—L,_, M, i podstawiwszy w niem

La=L., ¢.+L.,, M\,= ,l_, ¢.+ M,_,, mie¢ bedziemy LM, , — L.  M,=
=Ly @atLa )M, — L. Mo ¢ +Mo ) = — Loy Moy — Ly M),
Wskutek tego LM, —L,_, M,=(—1)*(L,,M,_,—L, ,M,_,) i t. d. Nakoniec
L.M,_ —L., M —( 1)L, M, — L, M,). Lecz

L, M,— =@+ 1—g-9,=1, zas (—1)7=(—1)", a wiee

LM, , —L,, M,=(—1)~ 1)

Gdyby liczby L, i M, mialy spélny dzielnik wiekszy od 1, to miatyby
go rowniez wielokrotnosci tych liezb, L,M,_, i L, M,, a wiec takze
ich roznica bylaby przezen podzielna, t. j. bylaby przezen podzielna liczba
+1 lub —1. Zatem otrzymany wedlug prawa wypowiedzianego w art. 10-ym
udamel zblizony jest w postaci nieskracalnej.

13. Ze wzoru (1) wynika

b 0

W, M., MM, (&
t. J. wartosé beawzgledna rdédnicy miedzy dwoma po sobie nastepujacemi udam-
kami zblidonemi jest réwna odwrotnosci iloczynu ich mianownikéw.

14. Poniewaz M,>M, ,>M, ,>... (art. 10), przeto wartosé bez-
wzgledna  rdinicy miedzy para po sobie nastepujacych utamkiéw zblizonych,
wmiare jak je bierzemy coraz dalsze, coraz sie zmmiejsza.

Ze wzoru (2) wynika, Ze przy s parzystem rozZnica po stronie lewej
jest dodatna, za$ przy » nieparzystem ujemna, t. j. utamek zblizony ze wska-
Znikiem parzystym jest wickszy tak od poprzedzajacego jak i od nastepujacego
utamla 2blizonego, zas udamel zblizony ze wskainikiem nieparzystym jest mniej-
sey tak od poprzedzajacego jak i od nastepnego utamka zblizonego.

Jezeli w ulamku ciaglym (1) lub (2) art. 9- go cala jego czes¢ od pewnego

ilorazu ¢, do konca nazwiemy Q',t. j. Q' =g,+- , to w wyrazZeniu k-tego

k+1+
ulamka zbliZonego 2 o »L"—'—gk Ly zamiast g, piszac Q', olrzymamy oczy-
M, M, 9+ M._,

wiscie Q,
L 0
A k IQ +L/—’ IJ/I 2 M/u 2 \_‘ k—l _Mll—2 5
R R R G R v
M,_,

Po lewej stronie rownosci ostatniej mamy liczby dodatne (art. 10), a wiec
licznik i mianownik po prawej sa jednakowego znaku, z czego wynika, iZ
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k—2 1 Lk—x
N[k—z Mk—l

warta miedzy kaddemi dwoma po sobie nastepujacemi utamkami zblizonemd.
Uwzgledniajac za$ jeszcze to, cosmy powiedzieli powyzej, widzimy, ze udamki
zblitone ze wskainikami parzystemi sa wicksze od wartosci utamka ciaglego,
za$ uamki zblizone ze wskaznikami nieparzystemi sq mniejsze od wartosci utamka
ciagtego.

Poniewaz nadto po lewej stronie réwnosci ostatniej oba czynniki sa

Q. jest zawarte miedzy , b J. wartosé utamka ciaglego jest za-

: ' s b ;
wigksze od 1 (art. 10), przeto bezwzgledna wartosé roznicy M‘"’ —Q, jest
k—2

—Q, t. j. 2 dwu po sobie

k—1

: - 55 ey
wieksza od bezwzglednej wartosci réznicy i

k—1
nastepujacych utamkéw zblizonych , drugi jest blizszy wartosei utamka ciagdego.

taczac te wlasnosé z poprzednia, wnosimy, iz kolejne utamli zblizone
ze wskainikami parzystemi, emmwiejszajac sie, coraz sie zblidaja do wartosci
wtamka ciagtego, zas kolejne udamhi zblizone ze wskainikami mnieparzystemi,
powiekszajac sie, coraz zblizaja sie do wartosci utamka ciagego. °

15. Niech fl? bedzie ulamkiem nieskracalnym przedstawiajacym war-
a - .
= jest bliz-
: . = 9 :
szy ulamka ciaglego, niz ulamek zbliZony M to przypada on (art. 14) mie-
I‘n—l . Ln s

- i
Mn—l Ivln, L

goz ulamka ciaglego, niz ulamek zbliZony -
isA ety e S b : 5 : :
g M,,i" M Mj’ to one beda jednakowego znaku i wartosé bezwzgle-
dna pierwszej z nich bedzie mniejsza od wartosci bezwzglednej drugiej. Po
pomnozeniu obu tych réznic przez (—1)", z drugiej z nich otrzymamy wedlug
{(2) liczbe dodatna, tak iZ2 mozZemy napisacé

| S 1 b

<—1>"(—Z-— M )<M i Ao (—1@M, . —bL, ) < 4

Po lewej stronie ostatniej nierownosci mamy liczbe catkowita rézna od zera

tos¢ przyblizona pewnego ulamka ciaglego. Jezeli ten ulamek

_dzy ulamkami zbliZonemi a temsamem jest takze blizszy te-

n—1

Gdy weZmiemy roZnice

n—1

r—1

Mn—-l

%": - % i I}f"—:‘l — %‘, to bylyby one jednakowego znaku i miano-
wicie takiego, jak roZnice poprzednio rozwazane. Rozumujac podobnie, jak
powyzej, wniesiemy, iz @« >L,. — Z tego wynika, Zze ulamek zwyczajny wy-
razajacy wartosé przyblizona danego ulamka ciaglego, jezeli ma byé blizszy

(gdyi % jest rdozne od , a wiec jest 6 > M,. — GdybysSmy wzieli roz-

nice

M,’
wyrazoéw tego ulamka zbliZonego. Innemi stowy: udamek zblitony jest bliszy
liczby, rozwiniete) na wtamek ciagly, wié jakikolwiek utamek 2wyczajny o mniej-
szym, ceyto mianowniku, czyted liczniku. Ta wlasnoS¢é jest uzasadnieniem
nazwy : »ulamek zblizony«.

utamka ciaglego, niZz przybliZenie ma wyrazy wieksze od odpowiednich



ROZDZIAL II. — ART. 16. 239

16. Jezeli, jako przybliZzenie wartosci ulamka ciaglego Q, wezmiemy
J" 1

M,
bezwzgledna roznicy Q —N}ﬂ jest mniejsza od wartos’ci bezwzglednej réznicy
Ln+l L,,

Mn+1 i I\Tn’ Mu+1
Gdy tedy zamiast liczby Q, rozwiniete] na ulamek ciagly, bierzemy jej

utamek zblizony Kl/i-’ to, poniewaz () przypada miedzy ]I\TT wartosé

czyli wedtug (2) mniejsza od liczby M1

przybliZenie wyrazone przez ulamek zblizony —[f"— to popelniamy blad, kto-

rego warto$¢ bezwzgledna jest mniejsza od hczby MM
L n+1

i Gdy bierzemy owo przybliZenie M to zwykle nie mamy. znalezionego

ilorazu niezupelnego g¢,..,, ktory jest potrzebny dla utworzenia liczby M, .,

Dlatego zwykle inaczej wyrazamy btad wzietego przybliZenia. Jest mianowicie

(art. 10) M,;,>M,, a takze M,,,>M,+M,_, ; przeto

1 < 1 1 S 1
MM, M’ MM, MMFEM_)
Wartos¢ wiec bezwzgledna bledu, jako mniejsza od liczby ﬁlﬁ,jest row-
n n+1
niez mniejsza tak od liczby S jak i od liczby WOL M) A zatem

nie znajac ilorazu niezupelnego ¢.,,, moZemy stopien przybliZenia wartosci

<

M Q ocenia¢ przy pomocy albo liczby M albotez przy pomocy

liczby M, (M, M)
szej, przeto lepiej bra¢ owe druga, jako okreslajaca dokladniej blad popel-
niony. Powiemy wiec: blad, powstaty z zastapienia ulamka ciaglego przez
udamel zblizony, jest co do bezwzglednej wartosci mniejszy od odwrotnosci ilo-
caynu dwu czynnikéw, = ktdrych jeden jest mianownikiem owego utamka 2bli-
Zonego, drugi za$ suma tego mianownika i mianownika poprzedniego utamka
2blitonego. Zauwazmy jeszcze, Zze wedlug art. 14-go utamek zbliZony ze wska-
Znikiem nieparzystym przedstawia¢ bedzie wartosé przybliZona z niedomiarem,
ulamek za$ zblizony ze wskaznikiem parzystym wartosé przyblizona z nad-
miarem. Np.

1). Poczatkowe ulamki zblizZone log 6 wedlug wypisanej czesci ulamka
ciaglego (b) w art. 9-ym sg 2, 1, 3 4 1 238. Pierwszy, trzeci i piaty
z tych ulamkow sa wartosciami przybliZonemi log6 z niedomiarem, zas drugi

1 1

203293+ 9) —1iov Preelo wy-
razajac ulamek 235 w postaci ulamka dziesietnego (0-77815...), otrzy-
mamy log6 z dobremi pierwszemi czterema cyframi dziesigtnemi, a wiec

log6 = 0'7781.

2). Wiedzac, Ze przybliZona na

Poniewaz druga z tych liczh jest mniejsza od pierw-

czwarty i szosty z nadmiarem. Poniewaz

2——:& z nadmiarem wartosé liczby =
jest 3:141593, znajdZzmy ulamek zwyczajny, wyraZajacy sie przy pomocy
mniejszych liczb, ktoryby z temze przyblizeniem przedstawiat liczbe =. W tym
celu rozwinmy wypisana wartosé¢ przyblizona liczby = na ulamek ciagly.
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3141593 = 3 + L—I
on e
S e
983+—T
4—{-?
i obliczmy poczatkowe ulamki zblizone

e
W) (g

Trzeci ulamek zblizony przedstawia przyblizenie z niedomiarem liczhy rozwi-

356
TLY 98

s : 1
nietej, a stopien tego przybliZenia okresla liczha M, M, —1i3. 1111086< 2': 5%

Poniewaz kazda z dwu roznic

3141593 — %, 3141593 — 520

113

jest liczba dodatna i mniejsza od —2—1‘@, przeto takze warto$é bezwzgledna

Sy ; 35H ) 355 1
roznicy (3 141593 — 113 — (3141593 — =) == TB jest mniejsza od ~——, 9.10°"
355 S
Zatem ulamek -~ 113 przedstawia przybliZona na 5710° 1 0 wartos¢ liczby m

ULAMEK CIAGLY PERYODYCZNY.

17. JeZeli w ulamku ciaglym nieskonczonym pewna grupa nastepuja-
cych po sobie ilorazéw niezupelnych weiaz w tymze porzadku sie powtarza,
to taki ulamek ciagly nazywamy peryodycznym (periodischer K.), a grupe
owych powtarzajacych sie ilorazéw niezupelnych nazywamy peryodem (Pe-
riode). Jezeli juz pierwszy iloraz niezupetny nalezy do peryodu, ulamek cia-
gly jest peryodyczny prosty (rein p. K.), w przeciwnym za$ razie t. j.
jezeli, jak w ulamku (4) art. 9-go, pewna ilosé poczatkowych ilorazéw niezu-
pelnych do peryodu nie nalezy, nazywamy go peryodycznym miesza-
nym (gemischter p. K.).

Wezmy ogélnie ulamek peryodyczny mieszany, w ktéorym peryod za-
czyna sie¢ od n-tego ilorazu niezupelnego i1 obejmuje p ilorazéw niezupeinych.
Nazwijmy ten ulamek ciagly z, cala zas czeéé jego zaczynajaca sie od pier-
wszego w peryodzie ilorazu niezupelnego nazwijmy y. Jest wiec

1 1
x= nt e =
gl+gz+',. 1 gl ’+ S
AT 1
g"_1+7’ L gk il i
o ]
Inip—1 +
= L 2 L" o y+Ln-l —2
A zatem PoRE _443_"" n g Catot YT Lnte
”—1 y +M"_’ M"+P—ly+Mn+p—-l

. {Mn~1xy+Mn—!x_Ln—jy_Ln—!=0)
czyli M

ntp-1 T Y+ Mogar = by Litpa=0. -
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7 tych dwu réwnar rugujac y otrzymamy (art. 4, ) réwnanie stopnia 2-go
z niewiadomg z (W ktorem spolezynniki sa liczbami catkowitemi), a wiec z
jest pierwiastkiem owego rownania. Nie moze ten pierwiastek byé liczha wy-
mierna, ani calkowita, aniteZz ulamkowa (art. 11); jest wiec liczba niewy-
mierna. A zatem wlamek ciagly peryodyceny przedstawia liczbe niewymierna,
ktéra jest pierwiastkiem réwnania stopnia 2-go o spdezynmikach catkowi-
tych. Np.

1) x=2+1—1~ t. j.x=2+l——1~ czyli =

N e etr=

T

Mamy tu jedno réwnanie 2*— 2x — 2 =0. Z dwu pierwiastkéw tego réwna-

3z-+2
Tkl

nia, 1 4 Vk3_, 1—\/3, drugi jest liczba ujemna, a wigc z =1 +\/§.
2). z=3+4+ 1 i gdzie y=5+1——1—
2 + RER N i + s G TR
y gif o
Mamy tu dwa rownania Y
lx=21i§
29+ 1’
[x=1”£+@
50y + 13’

z ktorych po wyrugowaniu y otrzymujemy 12z'—712+102=0. Z dwu
pierwiastkéw tego réwnania Ii - ;' \/14H, 11— % \/145 wartosé drugiego
jest mniejsza od 2%, gdy tymczasem ¢ jest wartoscia przyblizona z niedo-

miarem liczby », a wiec jest x= 114 4% \/'145.

ROZDZIAY. TRZECL
ROZWIAZANIA CALKOWITE ROWNAN NIEOZNACZONYCH.

ZADANIE DIOFANTA.

18. Zadanie: znalez¢ rozwiazania catkowite réwnania nieoznaczonego
stopnia 1-go (I, art. 172) ze spolczynnikami catkowitemi, lub tez ukladu nie-
oznaczonego rownan stopnia pierwszego (I, art. 182) ze spélczynnikami cal-
kowitemi, znane jest w nauce pod nazwa zadania Diofanta (Diophanti-
sche Aufgabe).

Niech w réwnaniu

ar+by=c (1)
spolezynniki a, b, ¢, beda liczbami calkowitemi. = JeZeliby one mialy spolny
dzielnik, to przezen mozemy podzielié obie strony réwnania (1). Przyjmiemy
zatem, ze w rownaniu (1) spdtceaynniki a, b, ¢ nie maja spilnego dzielnika.

Gdyby liczby @ i & mialy spolny dzielnik wiekszy od jednosci, to przy
calkowitych wartosciach « i y bylyby przezen podzielne liczby ax i by,
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a wiec takze ich suma az+4by, czyli ¢, co byé nie moZze. A wiec réwna-
wiw (1), jedeli liczby a i b nie sq pierwsze wagledem siebie, nie ceyni zadoéé
dadna para catkowitych wartosci z i y. Nadal wiec przyjmiemy, Zze w row-
naniu (1) liczdy a i b sa pierwsze wzgledem siebie.

7 réwnania (1), w ktérem mozemy przyjac, iz jeden ze spolezynnikow
a i b, np. a, jest dodatny, mamy

R @

a

Podstawmy w (2) zamiast ¥ dwie rézne od siebie wartosci catkowite i do-
datne, y, i y,, mniejsze od a. Dzielac liczby ¢ — by, oraz ¢ — by, przez a,
tak wyznaczmy w ilorazach liczby calkowite, odpowiednio k, i k,, izby re-
szty odpowiednie », i », byly liczbami dodatnemi; jest wiec ¢ — b, =k a+r,,

b B
¢—by,=k,a+r,. Gdyby bylo »,=r,, to byloby —(Z’T‘%—): k,—k,. Po

stronie prawej mamy tu liczbe calkowita, a po lewej czynnik & jest pierwszy
wzgledem @, czynnik za$ y, —y,, jako réznica liczb mniejszych od @, jest
przez a niepodzielny. Ostatnia wiec rownosé jest niemozliwa, czyli jest », = r,
Podstawiajac przeto w (2) zamiast y kolejno liczby O, 1, 2,...,a — 1, z po-
dzielenia ¢ — by przez a otrzymujemy a reszt dodatnych, roznych od siebie,
a mniejszych od ¢. Jedna wieec z nich jest O, t. j. przy jednej wartosci cal-
kowitej y, ktéora nazwijmy y,, mniejszej od @, otrzymujemy z (2) wartosé
catkowita z, ktéra nazwijmy z,. A wiec, kiedy a i b sa pierwsze wzgledem
siebie, réwnanie (1) ma pierwiastki catkowite. (Gdy mamy np.
647y

4 )
to przy jednej z wartosci O, 1, 2, 3 niewiadomej y otrzymujemy calkowita
warto$¢ «x, mianowicie, jakto znajdziemy kolejno prébujac, przy y, = 2,
=D,

Z tego wprost wynika wskazowka, iz, rozwiazawszy rownanie (1)
wzgledem tej niewiadomej, ktorej spélczynnik jest mniejszy, moZemy, podsta-
wiajac zamiast pozostale] niewiadomej kolejno liczby O, 1, 2, ..., mniejsze
od wartosci bezwzglednej wspomnianego spolczynnika, znalezé pare pierwia-
stkow catkowitych rownania (1). Ten sposob rozwiazania zadania jest jed-
nak niedogodny w razie, kiedy oba spdlczynniki sa liczbami wigkszemi.

19. Gdy liczby z, i y, przedstawiaja jedne pare pierwiastkow rowna-
nia (1), to ax,+ by, =c. Odejmujac te rownosé od réwnania (1) stronami
odpowiedniemi, otrzymamy

a(x_xo)+b(y_yo)=07
réwnanie rownoznaczne z (1), a z tego réwnania

a

bo—T7y=06, skad z=

e A

Tu, poniewaz liczby @ i b sa pierwsze wzgledem siebie, tylko przy kazdej
warto$ci catkowitej y takiej, iz y —y, jest podzielne przez @, a wiec przy
wartosci y = y,+ at, gdzie ¢ jest jakakolwiek liczba calkowita, otrzymujemy
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x=2x,—bt, wartos¢ réwniez calkowita. Widzimy wiec, 2Ze jedeli liczby
z, 1y, sa pierwiastkami réwnania (1), to temuz réwnaniv ceyniq takie zadosé
wartosci

z=z,—bt, y=y,+at, 3)
gdzie w obu wyrakeniach t ma jednakowa wartosé, albo catkowita dodatng,
albo 0, albote? calkowity wjemng. Tak np. powyZszemu réwnaniu 4z—7y=6
nietylko czynia zados¢ wartosci =5, y=2, ale takie: z=12, y =6;
=19, y=10;.. ; 2=—2, y=—2, 2=—9, y=—206;....

20. W przypadku szczegolnym, kiedy w rownaniu (1) jest ¢ = 0, mamy
rownanie jednorodne aexr-by =0, ktéremu czynia zadosé wartosci z, = 0,
Y, = 0, a wiec wedlug (3) pierwiastki tego rownania sa z =—bt, y=at.

21. Niech w rownaniu (1) ¢ = 0. Przyjmujac, jak poprzednio (art. 18)
iz a>0, wartosci bezwzgledne spotczynnikéw e i b nazwijmy « i $ i niech
bedzie np. « <. Mozemy wiec mieé jedno z dwu rownan

avtBy=c, az—py=c. @)
Kladac
x=ct, y=cn, (®)
zamiast rownan (4) moZemy rozwazaé¢ rownania
af+py=1, af—fy=1. (6)
Rozwiimy ulamek —% na ulamek ciagty. Niech w tym ulamku ciagtym
bedzie n ilorazow niezupetlnych. Ostatnim ulamkiem zbliZonym jest (art. 11)

g

ulamek =5 przedostatni nazwijmy

n—1

Mn-—l.
BM. ., — el ;=(—1), a wigec (=1)""aL, ,— (=17 M. =1
Odejmujac te rowno$¢ od kazdego z rownan (6) stronami odpowiedniemi,

otrzymujemy

Wedlug wzoru (1) art. 12-go mamy

“[E o (_ 1)n—1 Ln-l ]+ 16 [Y)+(_ ])n—l Iwn—x] = 07

aff = (=12 L t—fh— (=DM ] =0
Tym rownaniom réwnoznacznym z odpowiedniemi rownaniami (6) zadose
czynia wartosei £ =(—1)"'L,,, n=%(—1""'M,,, gdzie z podwojnego
znaku gorny odnosi sie do pierwszego, dolny za$ do drugiego z réwnan (6).
A wiec wedtug (5) liczby 2, = (—1)""'e¢L,., i yy=x(—1)""cM,_, sa pier-
wiastkami réwnan (4). Ogdlnie za$ pierwiastki rownania (1) mozemy wedlug
(3) przedstawié

x=(—1)"_ICLn-1_bt7 ?/=:F(_ 1)n_lCMn—1+at7 (7)
gdzie z podwojnego znaku nalezy braé gorny lub dolny stosownie do tego,
czy rownanie (1) daje sie sprowadzié do pierwszego, czytez do drugiego
z rownan (4).
Np. ble —137y=—4.
Rozwijajac 27 na ulamek ciagly (art. 9), otrzymujemy w nim 5 ilorazéw
niezupelnych. Przedostatni ulamek zblizony jest 13. Pierwiastki zatem na-
szego réwnania wedlug (7) sa
'Prof. Baranieeki. 16
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g=(—1)"(—4)43 + 187¢ — — 172 } 1371,
y=(—1*"(—4)16 +51¢t —=— 64} 51t
e

22. Mozna takZe, nie rozwinawszy ulamka -, ha ulamek ciagly, a tem-

samem nie obliczywszy wprost jego przedostatniego utamka zbliZonego, sto-
sujac stopniowo do liczb « i § poszukiwanie najwiekszego spélnego dzielnika
zapomoca kolejnego dzielenia, znalezé pierwiastki réwnania (1). Np.

Hbla—137y=—4, x_h%ﬁ/ 187==2.51 4 4+35y,
B 35
przyjmijmy + L E
4+ b1t
86y — b1t =4, y— 725 L. 51=235.1118; y.._t+4+16t,
% 4+ 16¢, ;
przyjmijmy —= =t
— 4 5t
164, — 35¢,=— 4, t1=__{%L; 85—=16.213; =264 4+3t’
~4+3t2_t :
16 S
3t,—164,=4, t2=4§j-7316t3; 16=3.5—{—1;‘ t2=5t8+4‘_§t3,
St 5
przyjmijmy [H?: ? =t
e SR,
Mamy tu uktad 5-u réwnan z 6-u niewiadomemi
[x=2y+t17
?/=t1+t,,
{tlzztﬁ—{—t'xv
jt=5t+¢,
lt3=——4+3t.

Wyrazajac przez ¢ kolejno ¢,, t,, v, z, znajdziemy
=—172 +137¢, y =— 64 + H1t.

23. PoniewaZ w wyrazeniach (7) litera ¢ oznacza zero lub jakakolwiek
liczbe calkowita, dodatna lub ujemna, przeto par odpowiadajacych sobie
wartosci (7) moze byé nieskonczenie wiele.

W wyrazeniach (7) moZemy zamiast ¢ wziaé liczbe réznigea sie od ¢
o liczbe catkowita. Tak np. w wyrazZeniach pierwiastkéw ostatniego réwna-
nia moZemy zamiast ¢ wzia¢ liczbe ¢ + 2, wtedy pierwiastki tego réwnania
beda przedstawione w postaci

=102 4 137¢, y=38 + 51t
Podobnie, gdy mamy
32z — 2y =56, czyli 2y — 3x =—56,
skad y=>56+43¢t, x=56- 2¢,
mozemy, zamiast ¢ biorac ¢ — 28, pierwiastki tego réwnania lak przedstawié: -




ROZDZIAEL 1II. — ART. 25. 245

y=—28+3¢ =x=2¢

24. Niekiedy zadanie, ktore uloZzyé wypada w rownanie nieoznaczone:
jest tego rodzaju, iz do odpowiedzi na zadanie prowadza jedynie pierwiastki
owego rownania nietylko catkowite, ale jednoczesnie dodatne. Dlatego wy-
znaczymy pierwiastki calkowite i dodatne kilku takich réownan.

1). ble— 137y =—4; 2=—1724137t, y=—64-45H1¢
Aby pierwiastki byly dodatne, moZemy literze ¢ w tych wyraZeniach nadaé
tylko takie wartosci catkowite lub O, przy ktérych jest jednoczesnie

—1724-137t>0, —64-4-51¢t>0.

e S = = 172 64 .
Rozwiazujac te nierdwnosci wzgledem ¢, znajdziemy t>f§7 S t>5—1. Obu
tym warunkom zado$é czynia wartosci ¢t =2, 3, 4,... To wiec rownanie

ma nieskoriczenie wiele par pierwiastkow catkowitych i dodatnych :
=102y —38. @ —289 5 —89; =376, y=140: 1.
2). 192 +11y=1000; z=4—11¢, y=84+19¢;
4—11t>0, 84+4+19t>0; t<i*, t>—475, a wigc ¢ moze mieé jedne
z wartosci: 0, —1, —2, —38, — 4.
Pierwiastki przeto dodatne i catkowite tego rownania sa:
x=4, y=284; x=15, y=65; =26, y=46; x=37, y=27; r=48, y=S8.
3). bx+T7y=23; a=6—T¢, y=—14bt;
—145t>0, 6—7¢t>0; t>+, t<®. Poniewaz miedzy L a ¢ niema liczby
catkowitej, przeto to rownanie nie ma pierwiastkow catkowitych i dodatnych.
4) 4x4-9y=—42; 1=—6—9¢, y=—244t;
—6—9t>0, —2+4t>0; t<<—2, t > 3. Poniewaz te nieréwnosci sa z soba
sprzeczne, przeto dane réwnanie nie ma rozwiagzan catkowitych i dodatnych.
25. Gdy mamy uklad nieoznaczony dwu rownan z trzema niewia-
domemi, np.
2z 414y —T72=1341,
{ 10z+ 4y -+ 92 =473,
to rugujac z nich niewiadoma z otrzymujemy réwnanie (art. 23)
3y—22=56; y=2¢, 2=—28-}3¢.
Podstawiajac te wyraZenia y i 2 np. w pierwsze z réwnan danych, otrzymu-
_jemy rownanie
2z 4+ T7t=145,
z ktérego
x=69+7'r‘, t=1—2n7.
Podstawiajac to wyraZenie ¢ w poprzednio otrzymane wyraZenia y i 2, be-
dziemy mieli rozwiazania catkowite danego ukladu réwnan,
2=69477, y=2—47, 2=—256—6r7,
przy jakiejkolwiek calkowitej lub O wartosci . Aby znalezé rozwiazanie cal-
kowite i dodatne powyzszego ukladu rownan potrzeba nieréwnosci
6947v>0, 2—47>0, —25—67>0
16*
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rozwiaza¢ wzgledem t. Nier6wnosciom
T L9 vl <-4

zado$é czynia wartosci v calkowite —5, —6, —7, —8, —9. A wiec dany
uktad posiada calkowite rozwiazania

: =34, y=22:2=5;...; 2=06, y=38, 2=20.

26. GdybySmy chcieli, majac rownanie z trzema niewiadomemi
10z +9y+72=58,

znalezé jego rozwiazania catkowite, to, zwazywszy, Ze ze spolczynnikéw naj-
mniejsza wartos¢ bezwzgledna ma spolezynnik z, wyrazilibySmy
z-= 58 —9y— 10z 9—9y—8z

2—2y—3x : 3
. —8—‘7/—70—}———77 =8—y—x-}t, gdzie =g el
stad y=2—_§x_7t=1—x—3t——w =1—2—3t—1t, gdzie oty t.
/. 9 2 2
Jest wiec

x=—t+4+2¢, y=1—2t—3¢, z2=T-+4t+¢,
gdzie kazda z liczb ¢ i ¢’ moze otrzymywaé¢ wartosci catkowite ujemne, O,
catkowite dodatne.
27. Aby mie¢ rozwiazania calkowite ukladu réwnan
6z+ 7y+324+2u=100,
{24x+12y—|—7z+3u=200,
wyrugujemy z nich jedne niewiadoma np. w. Ofrzymamy rownanie
30243y -5z =100.
Poniewaz dwa spolczynniki tego rownania, 30 i 100, sa podzielne przez
spolezynnik 5, przeto dogodniej wzia¢ tu wyrazenie z,
2=20—6x—23y; y=>5¢t 2=20—62—3%
Podstawiajac te wartosci w pierwsze z danych réwnan, otrzymujemy z niego
u=20-+ 62— 13¢. OtrzymaliSmy tedy wyraZenia trzech niewiadomych y, 2, »
przez niewiadoma pozostala z i przez liczbe pomocnicza ¢,
y=>5t, 2=20—6x —3t, u=20+4 62— 13¢,
z ktorych, nadajac tak na 2 jak i na ¢ jakiekolwiek wartosci calkowite lub O,
otrzymujemy catkowite wartosci y, 2 i w. ;

ROWNANIE PITAGORASA.

28. Znane twierdzenie geometryczne Pitagorasa dato pow6d do szu-
kania catkowitych i oczywiscie dodatnych rozwiazan réwnania nieoznaczonego
jednorodnego stopnia 2-go

x'+yt=2z 1)
Dlatego to réwnanie, nazywaja rownaniem Pitagorasa (Pythagoriische
Gleichung) trojke za$ liczb calkowitych i dodatnych, ktére moga by¢ pier-
wiastkami tego rownania, liczbami Pitagorasa.

Poniewaz liczba i jej kwadrat sa jednoczesnie liczbami parzystemi, albo-
tez nieparzystemi, przeto, gdyby w réwnaniu (1) liczby # i y byly obie niepa-
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rzyste np. # =241, y=284-1, to liczba 2 bylaby parzysta np. 2 =2y,
i mielibysmy 4 («*+a+4B°48)+2=4v? co byé nie moze. A wiec z dwu
liczb # i y przynajmniej jedna jest parzysta.

Zauwazmy jeszcze, Ze, jezeli w réwnaniu (1) liczby z i ¥ maja spélny
dzielnik, to przezen liczba z jest podzielna. Z trojki zas$ liczb =, y, =, w kto-
rej # i y sa liczbami pierwszemi wzgledem siebie, mnozac wszystkie 3 liczby
przez jakakolwiek liczbe dodatna i catkowita , otrzymamy trojke liczb, beda-
cych takze pierwiastkami rownania (1).

29. Niech z=£. Kladac 2=y ¢ rownanie (1) sprowadzimy do ré-
wnania

rei“l e 2 2
£'=2ty+t* skad y=c°—2—t—t— Ze 7a$ z=y+t, przeto z——-a ;;i
Trojka wiec wartosci liczb calkowitych i dodatnych
e iy
r=f, y= 8 g 2)

przedstawia pierwiastki rownania (1).

Aby przy dowolnem catkowitem & wartosci y i 2z byly dodatne i catko-
wite, potrzeba na ¢ nadawac takie wartosci dodatne i calkowite, izby: po-
pierwsze, t* <E®, a wiec ¢ <Z; powtore tak £*—¢*, jak i £*+¢* bylo podzielne
przez 2t, do czego potrzeba, aby liczby £ i ¢ byly jednoczesnie parzyste,
lub jednoczesnie nieparzyste, i aby liczba ¢ byla dzielnikiem liczby £°. A wiec
liczby (2) Zadanemi rozwiazaniami, jezeli £ jest jakakolwiek liczba calkowita,
jezeli liczba ¢ jest dzielnikiem liczby £*, mniejszym od &, i jezeli liczby £
i ¢ sa albo jednoczesnie parzyste, alboteZ jednoczesnie nieparzyste.

30. Z tego wynika, Ze w wyrazeniach (2) przy £ nieparzystem mozna
przyjaé t=1, za$ przy £ parzystem najmniejsza moZliwa wartosé ¢ jest ¢=2.

W pierwszym razie mamy

2 2
wmt, g=o, p=2AL, ®
i przyjmujac £=3, 5, 7,'9,..., otrzymujemy rozwiazania réwnania (1)
S5 diah: b1 13l 2495 0 40 4t (4)
W drugim zas razie mamy
v ra
7=E, y=—-—1, e=——+1 (5)
i przyjmujac £=4, 6, 8, 10, ..., olrzymujemy rozwiazania réwnania (1)
4-35b5 08, 10528, -15. 17, 10,24, 965 = (6)

Zauwazmy, ze w rozwigzaniach (3) réznica 2 —y=t¢t=1, w rozwiaza-
niach zas (5) 2 —y=t=2. 7 tego wynika, Ze posréd rozwiazan (6) znajda
sie wszystkie rozwiazania (4) po pomnozeniu tych ostatnich przez 2. Précz
nich jednak posréd rozwigzan (6) sa takie, jak np. 3-cie z wypisanych, kto-
rych w podobny sposéb z rozwiazan (4) wyprowadzié nie moZna.

Pitagoras podal rozwiazania (4), Plato za$ podat rozwiazania (6).
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31. UwzgledniliSmy dotad najmniejsze mozliwe wartosci ¢ w wyraze-
niach (2). Co do innych wartosci ¢, rozwazmy naprzéd przypadek, kiedy ¢
jest dzielnikiem Z. Niech £=tE'. Wowcezas wyraZenia (2) mozemy tak
przedstawié

zr z’ ) 22 + 1
p=tl, y=t> - s=tio— (7)
Te wyrazenia sa ogolne, jednak w razie parzystego ¢ np. ¢{=2¢, kla-

dac w (2) E=¢E" albo w (7) 2E' =t", otrzymamy
. . ;
xwtg,y—t(f—l), z—t(4+1). (8)

Z wyrazeni (7), gdy je odniesiemy do przypadku, kiedy £ i ¢ sa liczbami nie-
parzystemi i z wyrazen (8) odnoszacych sie do przypadku, kiedy £ jest liczba
parzysta, widzimy, iz wogoéle w razie, kiedy ¢ jest dzielnikiem liczby £, otrzy-
maé mozemy tylko pierwiastki réwnania (2) bedace wielokrotnosciami pier-
wiastkow (3) 1 ().

32. Pozostal do rozwazenia przypadek, kiedy ¢, zado$¢ czyniac warun-
kom, wypowiedzianym w art. 29-ym, nie jest dzielnikiem liczby £. Np. kiedy
przy £=15 jest t=9, albo przy £=12 jest ¢ = 8. Najwiekszy spolny dziel-

= 2 2
nik liczb 2 T ¢ nazwijmy v, niech { =70, t=7s. PoniewaZ %—= s
liczba calkowita, przeto s jest dzielnikiem = i niech v=3s. Woéwczas we-
diug wzoréw (2)

jest.

2 2 2
s Mar gmte T ©
2 2

Tu réZnica 2 —y—=t=235s". Ze za$ nie moZe byé w tym przypadku s =1,
przeto rozwiazania (9) sa rozne od Pitagorejskich i Platonskich, choé moga
byé miedzy niemi wielokrotnosci tamtych (w tych razach oczywiscie z 1 ¥
nie sa pierwsze wzgledem siebie). Jakoz, np. przy £ =75, t=9, oraz przy
£ =36, t=8, otrzymamy odpowiednio

x=175, y=23808, 2=317; =36, y="77, 2= 85;
w tych rozwiagzaniach rownania (1) wartosei # i y sa pierwsze wzgledem
siebie.

33. Gdybysmy we wzorach (2) co do liczby dodatnej i catkowitgj ¢
uczynili jedyne zastrzeZenie, iz ¢ <C£, moglyby z tych wzoréw wypada¢ utam-
kowe wartosci liczb y i 2. ZwaZmy jednak, ze, mnozac wszystkie liczby (2)
przez 2¢, otrzymamy liczby

z=2F y="t'—¢, z=FE L4 2 (10)
ktére czynia zado$¢ réwnaniu (1) i sa calkowite i dodatne. Z liczb (10) jest
x zawsze liczba parzysta, co odpowiada uwadze uczynionej w art. 29-ym,
iz przynajmniej jedna z wartosci # i y jest parzysta. WyraZenia wiee (10)
przy jakichkolwiek catkowitych wartosciach & i ¢ i przy warunku ¢<<£ przed-
stawiaja nam rowniez catkowite i dodatne rozwigzania réwnania (1). Z tych -
wyrazen (10) rozwiazanie Pitagorasa okresla warunek z —ax =1, t. j. wypa-
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daja one przy wartosci ¢ =¢ —1, rozwiazania zas Platona okresla waru-
nek e—y =2, t. j. wypadaja one przy wartosci {=1.

ROZDZIAY. CZWARTY.
POSTEPY. ODSETKI SKLADANE.

POSTEP ARYTMETYCZNY.

34. Liczby nastepujace po sobie w taki sposéb, iz druga i kazda dal-

sza otrzyma¢ mozemy z liczby ja poprzedzajacej, dodajac do niej te same

liczbe,, tworza postep arytmetyczny (arithmetische Progression), inaczej

~ zwany réznicowym. Tak n. p. kolejne liczby nieparzyste tworza postep
arytmetyczny. )

Kazda z liczb tworzacych ten postep nazywamy jego wyrazem (Glied).
Liczbe, ktora jest r6znica miedzy drugim lub ktérymkolwiek z dalszych wy-
razow postepu arytmetycznego a wyrazem poprzedzajacym, nazywamy I 0-
znica postepu arytmetycznego (Differenz d. a. P.). Jezeli roZnica
Jest dodatna, jak np. w postepie

—b —15.3 7%,.1254461, 21, (roZnica —+43),
to postep nazywamy rosnacym (steigend); jeZeli zas roznica jest ujemna,
jak np. w postepie

16, 12, 8, 4, 0, —4, —8, (r6Znica —4),
to postep nazywamy malejacym (fallend). : :

Jezeli wszyslkie wyrazy postepu oznaczymy przez te same liczbe ze wska-
znikiem odpowiadajacym miejscu zajetemu w postepie przez odpowiedni wy-
raz, a roznice postepu nazwiemy 7, to postep o » wyrazach mozemy tak
przedstawic :

al’

Oy Bas-ovy B, ., 0, giZie u,—a, =+ (€8]
przy %k réownem 2, 3,..., n.

35. Poniewaz a,=a, + 7, za$ a,=a,+r, przeto a,=a, +2r=a,+B—1)r,
podobnie jak a@,=a,+ (2 —1)r. Przypusémy, Ze takie a,=a,+ (k—1)7r.
Poniewaz a,,, =a,4-r, przeto a,,=[a,+(k—1)r]+r=0a +kr. Ze
za$, jak widzieliSmy bezposrednio, w taki sposob wyraZa si¢ wyraz a,, zatem
w podobny sposob wyraZa sie jakikolwiek dalszy wyraz.

W szcezegolnosci jest

@ =a,+n—r, @)
t. J. ostatni wyraz postepu arytmetycenego jest réwny sumie algebraicenej wy-
razu pierwszego i réinicy postepu, pomnoionej przez ilo$é wyrazéw poprze-
dzajacych.

Postep (1), piszac w nim @, 4 (¢ — 1)r zamiast @,, moZemy tak przed-
stawié:

@, 6,41, 6,4 2r,..., a, 4 (1—2)r, o, +(n—Dr-. (3)
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36. W postepie (1) wezmy jakiekolwiek dwa wyrazy jednakowo odda-
lone od skrajnych, np. wyrazy a., @,_,.,. Odrzuciwszy w postepie (1) raz
n — k koncowych wyrazow, drugim za$ razem n — k poczatkowych wyrazow,
bedziemy mieli dwa postepy

Ui Oy o s iy G s Ot
W tych postgpach wedlug wzoru (2) jest
a=0a,+CEk—Dr, a,=a, ., +FE—1)r.

Od pierwszej z tych rownosci odjawszy druga otrzymujemy a,—a,=a, — @, _,.,,
czyli

O+ Oopy, =0+ (%)
t. j. suma wyrazdw postepu arytmetycznego jednakowo oddalonych od skrajnych
Jjest réwna sumie wyrazéw skrajnych. Jezeliby postep mial nieparzysta ilosé
wyrazow, to przy

fets ﬁgl jest 2a,,,=a,+a,.
2

37. Sume wyrazow postepu (1) nazwijmy S,, t. j.

Sn'=a1+a2+ s -{—a,,_l—{—a,,.

Wypisawszy skladniki sumy w odwrotnym porzadku mamy

Sn=an+an—l+"‘+a2+al’

7 dodania do siebie tych dwu réwnosci stronami odpowiedniemi otrzymujemy

2Sn= (al +aﬂ) +(a2+an—1) +' b +(an—1 +a2) + (an+ a1)‘
Poniewaz kazda z » sum w nawiasach po stronie prawej, moze by¢ wedlug
~ (4) zastapiona przez sume¢ @, +- a@,, przeto mamy 2S,=(a, + a,)n, skad

S = AT ®)

t. j. suma wyrazdw postepu arytmetycznego réwna sie pofowie iloczynu sumy
wyrazow skrajnych przez ilosé jego wyrazéw. Tak np.

1—1—2—{—3—}—...—[—(7&—1)—{—1;:@;—1).
14+3+4+54...+@2p—3)+2p—1)=p"

38. Wzory (2) i (b) sa 2-ma réwnaniami miedzy 5-u liczbami «,, a,,
r, n, S, zktorych kazde jest wzgledem oddzielnej z tych 5-u liczb don wcho-
dzacej stopnia 1-go. Gdy wiec 3 z tych 5-u liczb maja znane wartosci, to
z owych dwu rownan mozna dla dwu pozostalych liczb znalezé odpowiednie
wartoéci. Innemi slowy przez 3 z tych 5-u liczb postep arytmetyczny jest
oznaczony. Moze byé 10 roZnych zadan na szukanie dwu z tych 5-u liczb
t.°): moga byészukane @, .S, @ 1 S,, r 'S,y w1 S, rim, a, 17, a9,
a,ia,a in,a in W dwu ostatnich zadaniach wypada rozwiazac¢ réw-
nanie stopnia 2-go.

39. Zadanie. Miedzy dwie dane liczby @ i b wstawi¢ m takich liczb,
izby one wraz z danemi liczbami tworzyly postep arytmetyczny.
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Postep zadany bedzie mial wyrazéw m - 2. Pierwszym wyrazem bedzie
a, ostatnim za§ b. Nalezy wiec we wzorze (2) przyja¢ a,=b, o, =aq,
n=m-+2. Bedzie wicc

b=a-+4(m—+41)r, skqd r=-:t_Tai-
Wedlug (3) postep 2adany Jest
a, at +1,a+2m+1,..,a+m +1,b (6)

Gdyby$my w taki sposéb miedzy kazde dwa wyrazy postedu (1) wsta-
wili m wyrazow, ktoreby z owemi dwoma tworzyly postep arytmetyczny,
- to zuwagi, ze0,—a,=a,—a,=...=a,—a,_, Wszystkie owe n-4(n—1)m
liczb tworzylyby postep arytmetyczny.

POSTEP ARYTMETYCZNY RZEDU WYZSZEGO.
40. Gdy liczby
: b D
sa takie, iz kolejne rdznice
be_bxzan by—b,=a,, ..., bn-H*bn:a’n
tworza postep arytmetyczny, to o liczbach (1) méwimy, iz one tworza po-

step arytmetyczny rzedu 2-go (zweiter Ordnung). Podobnie, jeZeli
mamy takie liczby

n—19 bny bn—{q (1)

Ciy Coy Cgy v vy Cuy Cutyy Cugay (2)
iz kolejne roznice

Cg—clr-b” 65—02=b2,..., cn+2_'cn+1=bn+1
przedstawiaja postep arytmetyczny rzedu 2-go, to o liczbach (2) mowimy, iz
one przedstawiaja postep arytmetyczny rzedu 3-go. it d. Zauwa-
Zzywszy, ze gdy w podobny spos6b, majac zwykly postep arytmetyczny, wez-
miemy ro6znice kolejne @,—a,, ¢,—a,,..., @,—a,_,, to one sa ta sama
liczba, moZemy podaé ogélne okreslenie postepu arytmetycznego rzedu wyz-
szego. Mianowicie, jeZeli mamy takie liczby, iz po otrzymaniu kolejnych ich
réznic, czyli tak zwanych »réznic pierwszych« wezmiemy kolejne tych réznic
réznice, czyli tak zwane »réznice drugie< i t. d. to, kiedy »roZnice m-tec
sa wszystkie sobie r6wne, dane liczby przedstawiaja postep arytm etyczny
rzedu m-tego. Tak np. :

1, —3, 8, 84, 335, 955, 2246, 4642, 8733, 15289, 25284, (3)
(réZnice pierwsze) —4, 11, 76, 251, 620, 1291, 2396, 4091, 6556, 9995,

(réznice drugie) 15, 65, 175, 369, 671, 1105, 1695, 2465, 3439,
(roznice trzecie) 50, 110, 194, 302, 434, 590, 770, 974,
{réznice czwarte) 60, 84, 108, 132, 156, 180, ‘204,
(r6znice piate) 24 24, 24,24 2% - 24

Licezby wiec (3) tworza postep arytmetyczny rzedu 5-go.
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POSTEP GEOMETRYCZNY.

41. Liczby nastepujace po sobie w taki sposob, iz druga i kazda dalsza
ofrzymaé mozZemy z liczby ja poprzedzajacej mnozac ja przez te same liczbe,
tworza postep geometryczny (geometrische P.), inaczej zwany ilora-
zowym. Tak np. kolejne ujemne i dodatne potegi pewnej liczby tworza
postep geometryczny.

Kazda z liczb tworzaecych ten postep nazywamy takZe jego wyrazem.
Liczbe, ktora jest ilorazem z podzielenia drugiego lub ktoregokolwiek z dal-
szych wyrazow postgpu geometrycznego przez wyraz poprzedni, nazywamy
wykladnikiem postepu geometrycznego (Quotient d. g. P.).

Jezeli wykladnik jest dodatny, wszystkie wyrazy postepu sa jednako-
wego znaku; jeZeli za$ wykladnik jest ujemny, wyrazy postepu maja znaki
naprzemian -+ i —.

Jezeli wartosé bezwzgledna wykladnika jest wigksza od 1, postep nazy-
wamy rosnacym; jezeli zas ona jest mniejsza od 1, postep nazywamy m a-
ejacym. ;

Oznaczajac wszystkie wyrazy postepu przez te same litere ze wskazni-
kiem odpowiadajacym miejscu przez odpowiedni wyraz w postepie zajetemu,
a wykladnik postepu nazwawszy ¢, moZemy postep geometryczny tak przed-
stawié :

@ Oy Oayi v s gy Uas SO0 B U =i (1)
Py =23

Zauw azmy, iz postep geometryczny o trzech wyrazach jest proporcya -
ciagla a,:a,=a, :qa,.

42: Poniewaz a,=a,q, @,=a,q, przeto a,=a,q'=a,¢q“ ", podobnie
jak a,=a,¢" V. Przypusémy, 2e takie a,=a,¢*'. Poniewaz @, ,=a.q,
przeto o, = (9,4 ") g=a,¢" Ze zas w takiz sposéb wyraza sie wyraz a,,
zatem w podobny sposob wyraza sie jakikolwiek wyraz dalszy. W szcze-
golnosei jest 3

a" i al g"_ ) (2) ¥
t. J. wyraz ostatni postepu geometrycenego jest réwny iloczynowi wyrazu pier-
wszeqo przez potege wykdadnika postepu, odpowiadajaca iloéci wyrazdw poprze-
dzajacych.
Postep (1), piszac w nim @, ¢*~
@y GGy GqY- -y GG &9 @)
43. Sume wyrazéw postepu (1) czyli (3) nazwijmy S, t. j.
: Sn=a1+alq+a1q2+ o +a1qn—1=al(1+g+gi+ e +gﬂ—1)’
Suma w nawiasie jest ilorazem z podzielenia dwumianu 1" — ¢" przez dwu-
al(l = ‘.7") = e a]gn

! zamiast @,, mozemy tak przedstawic:

mian 1 —¢, a wiec S, = . Tu zamiast @,¢" = (¢,¢" ") ¢

1—¢ 1—¢
mozemy wedlug (2) napisa¢ a,¢. Mamy zatem
gl @

=g
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t. j. suma wyrazéw postepu geometrycznego jest réwna rédnicy miedzy wyra-
zem pierwszym a iloczynem ostatniego przez wyktadnil postepu, podzielonej
przez réénice miedzy jednoscia a tymze wyktadnikiem. Tak np.

—3875xbH

S5—2+4+3—151 75—876= 2% — — — 312'48.

145

44. Wzory (2) i (4) sa rownaniami miedzy 5-u liczbami a,, @, ¢, n, S,
Gdy wiec 3 z tych 5-u liczb maja znane wartosci, to z owych dwu réwnan
(z ktérych drugie jest stopnia 1-go wzgledem oddzielnej z wchodzacych don
liczb, a pierwsze stopnia 1-go wzgledem o, i @,, stopnia (n— 1)-go wzgledem
¢, wykladnicze zas wzgledem ») moZemy dla dwu pozostatych liczb znalezé
wartosci odpowiednie. Innemi slowy przez 3 z tych 5-u liczb postep geome-
iryczny jest oznaczony.

Moze byé 10 réznych zadan na szukanie dwu z tych 5-u liczb.

45. Zadanie. Miedzy dwie dane liczby @ i & wstawié m takich liczb,
izby one wraz z danemi liczbami tworzyly postep geometryczny.

Iﬁadac we wzorze (2) @,=a, a,=b, n=m+2, otrzymamy z niego
g — \/— tak iz wedlug (3) Zadany postep jest

m+1 m+ 1

s eVe, NI \/(—*)—Z’ ¥

Gdybysmy w taki sposob miedzy kazde dwa wyrazy postepu (1) wsta-
wili m wyrazow, ktéreby z owemi dwoma tworzyly postep geometryczny, to
Z uwagi, ze Z—’ e —Zg- il , wszystkie owe 7+ (n — 1)m liczb utwo-

X 2 n—1
rzylyby postep geometryczny.

46. Opusciwszy w postepie (1) naprzod n — & koncowych, a nastep-
nie n —k poczatkowych wyrazow, bedziemy mieli wedlug (2)

g —a g skad acta —d am L enyli
gt g (6)

Jezeliby postep mial nieparzysta ilos¢ wyrazow, to a,,H-a a,

lloczyn wszystkich wyrazéow postepu (3) nazwumy I,. Mamy

IL=a) g™ -+=1  Suma w wykladniku przedstawia (art. 37) liczbe n(nz— )
Jest wiec
L=dig * =@.a0") = @a)", i
L, = \(a,a.)y. (7)

Poréwnywajac wzor (2) ze wzorem (2) art. 35-go, wzor (6) ze wzorem
(4) art, 36-go, wzor (7) ze wzorem (5) art. 87-go, oraz wyrazy postepu (5)
Z wyrazami postepu (7) art. 39-go, widzimy, Ze mnozeniu, dzieleniu, podno-
szeniu do potegi i wyciaganiu pierwiastka w postepie geometrycznym odpo-
wiada dodawanie, odejmowanie, mnoZenie i dzielenie w postepie arytme-
tyeznym.
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Gdy mamy postep geometryczny o wyrazach dodatnych (¢,>0, ¢=>0)
@, ¢, 4,¢° a¢% ..., a,q", ®)
to, wziawszy jakakolwiek liczbe dodatna a, roZzna od 1, mozemy, jezeli
a, =a* za$ ¢ = a’, postep powyzszy tak przedstawic:
§ aa’ aa+r, aa+2r’ aa+3r’ s aa+(n—1).
Widzimy, Ze wykladniki kolejne liczby «
o, a+t7r, a42r a+43r..., afn—1)r, 9
ktére sa logarytmami odpowiednich wyrazéow postepu (8) przy podstawie a,
przedstawiaja postep arytmetyczny (9). A wiec logarytmy liczb, tworzacych
postep geometryczny, tworzq postep arytmetyczny.
47. Jezeli w postepie geomelrycznym wyrazy weciaz po sobie naste-
puja tak, iz ich jest nieskonczenie wiele,

B s W sy O e - (10)
to méwimy, ze postep jest nieskonczony.
Przypusémy, iz ten postep jest rosnacy o wyrazach dodatnych; jest
wtedy ¢>1. Jezeli w wyrazach postepu (3) zamiast ¢ weZmiemy 1, to
wszystkie, procz pierwszego, zmniejszymy, tak iz bedzie S,>a,n,

a'_a"g>aln, Sk@,d a,,>a’n(q_i)+a’.
l—g¢ q
o, nig—1)+a,

£

Gdy obierzemy jakkolwiek wielka liczbe dodatna 7, to =i
jezeli wezmiemy n>£g(g—~_a1,5; a wiec takze bedzie woéwczas a,>1, t. J.
1
przy dostatecznie wielkiem 7 moze byé @, wicksze od jakkolwiek wielkiej
liczby I. Mozemy zatem powiedzie¢, Ze w postepie geometrycznym rosnacym
nieskonczonym wartodci bezwzgledne wyrazdw werastaja wieskornczenie.

Niech postep nieskonczony (10) bedzie malejacy (¢? << 1). Wtedy

postep

1T —ia Sd
ol agl o ggtll SEgEe b

-0 wykladniku %, bedzie postepem rosnacym. Przy dostatecznie wielkiem n

wartosé bezwzgledna wyrazu a, = a, ¢"~' postepu (10) moze byé mniejsza od

Jakkolwiek malej liczby dodatnej —-, gdyz, jak dowiedliSmy, odwrotno$é bez-

l
wzglednej wartosci tego wyrazu, t. j. wartosé bezwzgledna wyrazu n-go po-
stepu (11), moZe byé wieksza od liczby I. A wiec w postepie geometrycznym
malejacym nieskonczonym wartosci bezwzgledne wyrazéw maleja nieograniczenie.

JeZeli przeto mamy postep geometryczny malejacy nieskodczony (10),
to w wyraZeniu (4) wartosé bezwzgledna skladnika e,¢ w liczniku, z uwagi,
ze n=oo, jest mniejsza od kazdej jakkolwiek malej liczby, tak iZ moZemy
przyjac¢ (piszemy S zamiast: S, przy n =)

s=1§q, (12)
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t. j. suma wyrazdw postepu geometrycznego malejacego nieskonczonego jest ilo-
razem z podzielenia wyrazu pierwszeqo przez réénice miedzy jednoicia a wy-
ktadnikiem. Tak np.

Tt 1 1
Lhobgibgrdo bt e oad;

Tk R e
1—"'2‘+?—‘?+---+ 2,.—+---—1_|_3T—'3 2

48. Majac utamek dziesigtny peryodyczny, wypiszmy jako oddzielne
sktadniki jego czesci, odpowiadajace peryodom. Np. :
213 b7

5T BT b9 iy 57. 57
10* Tq0c Tos T3 O gt tigr tior 0

Skladniki po stronie prawej pierwszej réwnosci, jakotez drugi i nastepne skla-
dniki po stronie prawej drugiej réwnosci przedstawiaja postep geometryczny
malejacy nieskonczony. Stosujac tedy wzor (12), mamy

057 =

= B0 BT
SETaTarel
sl 57\ 1 213(100—1)4-57 21357 — 213
021857 = 15 (213 + g5 ) = 1o~ 99 = 99000

zgodnie ze znanemi z arytmetyki prawidtami.

ZASTOSOWANIA DO NIEKTORYCH SZEREGOW.

49. Gdy mamy liczby po sobie nastepujace wedlug pewnego prawa,
to mowimy, iz te liczby tworza szereg liczb, albo krocej szereg (Reihe).
Oddzielne z tych liczb nazywamy wyrazami szeregu. Postepy sa szcze-
g6lnemi szeregami.

Gdy bierzemy na uwage skonczona ilos¢ wyrazoéw szeregu, po sobie
nastepujacych, to méwimy, ze mamy szereg skonczony, gdy zas uwzgle-
dnimy nieskonczenie wielka ilos¢ wyrazow, to mowimy, Ze mamy szereg
nieskonczony.

Kiedy mamy szereg, to zwykle idzie nam o sume jego wyrazow; dla-
tego zazwyczaj przedstawiamy szereg, piszac odrazu sume algebraiczna jego
Wyrazow. :

W kazdym np. z szeregow

{av LR A B L et o (1)

12128 L84 8 b i nl D4 (2)
% 1 1

e e sttt b e @)
£ 1 4 1

1+§+§+~4—+3+...+;+... (4)

prawo nastepstwa wyrazéw po sobie okresla wypisany n-ty jego wyraz.

W szeregach (1) i (2) wyrazy w miare powickszania sie #» widocznie
rosna nieograniczenie, tak iz ich suma jest nieskorczenie wielka; sa one po-
stepami arytmetycznemi rzedu drugiego (art. 40).
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50. 1). Sume » poczatkowych wyrazow szeregu (1) nazwijmy S,. Zwa-

zmy, ze
m4+1)?2=n*43n"+3n-41.

Kladac w tej rownosci zamiast » kolejno liczby n—1, n—2,..., 3, 2, a tak
powstate réwnosci dodajac do siebie stronami odpowiedniemi otrzymamy po
wykonaniu redukcyj
(1) =8[n' +(n—1)"+ ...+ 2' + 1]+ 3[n+ (s— 1)+ ...+ 2+ 1]+ n41;

(n4-1)*=3S, +3. n(n?l—l)_*_ e 71(71—&—1)6(271—}—1)-

2). Sume 7 poczatkowych wyrazow szeregu (2) nazwijmy S,. Poniewaz
nn+1) =n*+4n, przeto

=142 . ) LA+ 2+
nn41)2n+1)  nm+1) nmnr41)(n+2)
+ — .
6 2 3

3). JezZeli S, oznacza sume % poczatkowych wyrazow postepu (3) art.
42-go, to wedlug wzoru (4) art. 43-go suma » poczatkowych wyrazow sze-
regu skoriczonego

S,+Sg+...+S,,=al+311:_i‘}+...+

S aT
1—¢
=2 =9 +0—g)+. ..+ A -0),
an a — g"t! an (1—— )
51. Przy pomocy wzoru (12) art. 47-go mozna znalezé sumy wyra-
z6w niektorych szeregow nieskonczonych. Np.
1). S=a+42a’+3e° +4a*+... +na"+..., o’ =1y
S=a+4a*+a*+a*+...4+a"+...
+a'+attat4...fa"+...
+a*+ta*+...+a+..

a’ a® 1 @ a

a a
S Cnpeedd ey B pecvat D e s -

a a
2) S=a+(a+4ab).g+ (@a+ab+ab®)g* 4. ..+
+@+ab4ab’+...4ab g +... [b°<1, ¢*<1]
S=a+aq +aq® +a¢® +...4ag"' +...
+abg+abg® +abg® +...4+abg"' +..
+ab*q*+abq*4...+abg 4. ..

=g abgq ab’g ab’g abg . =
g = oL
a 1 a

T1-g'1-b¢ A—gd—bg)"
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52. Wiyrazy 4-ty i nastepne szeregu (3) sa mniejsze od odpowiednich
e<1 —|——1—-{-»i-+i tojie=a;
1820 =95 ;
Gdy wyrazy szeregu (4), zwanego harmonicznym, tak zgrupujemy:
L+ G+D+HEHF DG+ Aot i)+
to suma wyraz6w w pierwszym nawiasie jest wieksza od 2 {, w drugim
od 4X&, w trzecim od 8 X it. d., tak iz suma wyrazow szeregu (4)
jest wiegksza od sumy 1+ -++14+++++.... Ta ostatnia jest liczba nie-
skoriczenie wielka, a wiec takze suma wyrazow szeregu harmonicznego jest
nieskonczenie wielka.

wyrazow postepu 2%—}—%-{—...-{— +...=%, a wiec jest

ZASTOSOWANIA DO ZADAN NA ODSETKI SKEADANE.

53. Jezeli odsetki od kapitatu % oddanego na p°/, po uplywie kazdego
roku dolaczamy do kapitaiu, tak iZ w nastepnym roku odsetki sa liczone od
kapitalu, ktory w poprzednim roku przynosit odsetki, powiekszonego o od-
setki za 6w rok, to po uplywie » lat (n liczba calkowita) utworzy sie w ten
sposob pewien kapital, ktéry nazwijmy K. Mowimy wtedy, Zze kapitat %, od-
dany na »procent skladanye (Zinseszinsen) po p°/, (albo: przy »kapitalizo-
waniu odseteke« po p°/,), wzrost do kapitatu K.

Poniewaz jednostka kapitalu po uplywie roku przynosi odsetek —11(%,
przeto ta jednostka po uplywie roku staje sie kapitatem 1 —}—»1%, albo, je-
zeli -2 nazwiemy 7, kapitalem 1-4-». Wskutek tego % jednostek kapitatu

100
po uplywie pierwszego roku staje sie kapitalem X(1--#). Kazda jednostka
tego kapitatu podezas drugiego roku przynosi odsetki i po uplywie rokn staje
sie kapitalem 17, a wiec £(147) jednostek kapitalu na poczatku drugiego
roku staje sie po uplywie tego drugiego roku kapitalem %(14»)(1+47)=
=/Fk(1+r)%. Podobnie ten kapital po uplywie 3-go roku stanie sie kapitalem
EA4+»n*14r)=k(1+r° 1 t. d. Widocznie te kapitaly naroste po uply-
wie roku 1-go, 2-go, 3-go, ..., t.j. k(1 +47), k(1473 k(1 +7)°% ..., sa wy-
razami postepu geometrycznego o wykladniku 14-#». A wige n-ty wyraz tego
postepu t. j. kapital K, narosty po uplywie » lat, wedlug wzoru (2) art. 42-go
jest

K=k 4»" 1)
Gdy wezmiemy logarytmy obu stron tej réwnosei,
logK ==logk +nlog(1+7),

to, majac dane 3 z 4-ech liezb &, n, p, K, mozemy znaleZ¢ pozostata czwarta.
Kiedy szukamy p, znajdujemy naprzod wartos¢ 1 —+», z ktorej latwo wyzna-
czyé 100r =p. ‘

Obliczono tablice wartosci liczby (1 47)" odpowiadajacych réznym war-
tosciom n i p. Oto wyjatek z takiej tablicy:
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r
3 35 4 4+5 b}

1 | 1-030000 | 1-035000 | 1040000 | 1-045000 | 1-050000
2 | 1:060900 | 1-071225 | 1-081600 | 1-092025 | 1-102500
3 | 1092727 | 1108718 | 1124864 | 1141166 | 1-157625
4 | 1-125509 | 1147523 | 1:169859 | 1:192519 | 1-215506
14 | 1-512590 | 1618695 | 1731676 | 1:851945 | 1-979932
15 | 1-557967 | 1675349 | 1-800944 | 1-935282 | 2:078928
32 | 2675083 | 3:006708 | 3:508059 | 4:089981 | 4-764941
33 | 2652335 | 3111942 | 3648381 | 4:274030 | 5003189

........................................

Oczywiscie, ze wzor (1) odnosi¢ sie rowniez moze do zadan, w kt6-
rych nie mamy do czynienia z kapitalami. Np., w miescie, majacem 120000
ludnosci, zauwazono, iz przyrost roczny ludnosci wynosi 4 °/,; ile to miasto
liczy¢ bedzie mieszkarnicow po uplywie 100 lat, jezeli przyrost ludnosci sie
nie zmieni? Wedlug wzoru (1) znajdziemy
100

120000 (1+ ﬁ — 167381.

54. We wzorze (1) jest n liczba catkowita. Gdyby w odpowiedniem zada-
niu zamiast n lat uwszgledni¢ nalezato n lat i jakas cze$é roku, ktéra na-
zwijmy v, to za owe cze$é roku nalezatoby obliczyé¢ odsetki zwykle od kapi-
pKv

_ tatu K obliczonego ze wzoru (1), t. j. do kapitalu K doda¢ odsetek 100 Ky,
tak iz wtedy kapital z narostemi procentami za lat n--v wyni6stby
K'=k(1+4r"{14rv), gdzie v<1. (2)

Jezeli dane sa k, » i K a szukana z wzora (1) wartos¢ n wypada po-
srednia miedzy », i n,4 1, to, obliczywszy (1)1, nastepnie z wzoru (2)
(ktadac w nim »=#,) wyznaczamy v.

Wiele papierow procentowych daje doch6d w polrocznych odstepach
czasu. Rozumujac podobnie, jak przy wyprowadzeniu wzoru (1), znajdziemy, iz
przy natychmiastowem kapitalizowaniu tych odsetek po p°/, nagromadzi sie
po uplywie n’ polroczy kapital K,

” n'
K=L(1+-2—) .
Wzorowi za$ (2) odpowie wzor
K= k(145 ) (14 vr), gdrie v<i.

55. Jezeli kto§ przez n lat na poczatku kazdego roku wnosi te same

kwote @, »wkladke« (Einlage), na procent sktadany po p°/, , to w koncu n-go -
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roku nagromadzi sie pewien kapital K,. ZloZa sie na niego czesciowe ka-
pitaty, do ktorych wzrasta kazda z wkladek @, pierwsza w ciagu » lat, druga
w ciagu n—1 lat, i t. d., przedostatnia w ciagu 2 lat, ostatnia w ciagu 1-go
roku, a wiec wedlug (1) jest

K,=a(l+r"+e(l+n""+...4a(l+r)'+a(l+4).
Mamy tu po stronie prawej sume n wyrazow postepu geometrycznego, a za-
tem wedlug wzoru (4) art. 43-go

g _ e EN[A4ry—1]

r

@)

Tu wkiadki byly wnoszone na poczatku roku. Jezeliby jednak np. ktos
mial zapewniony przez n lat coroczny dochod a, »rente< (Rente), wyplacany
w koncu kazdego roku, a zamiast tej renty chcial otrzymac caly odpowiedni
kapital K, w koncu #n-go roku, to byloby
K =a(l -+~ 4o+ +... 4ot +r) 4o i-K=CLET I o

Kiedy jest niewiadoma jedna z liczb K, lub K,, a, n, to latwo, uzy-
wajac logarytméw, zadanie rozwiazaé. Jezeli jednak jest niewiadoma liczba
p, czyli 1007, to, wziawszy logarytmy obu stron wzoru (3) lub (4), bedziemy
mieli w pierwszym razie trzy, w drugim razie dwa wyrazy, nie ulegajace
redukeyi, do ktérych wchodzi », tak, iz ta droga zadania rozwiaza¢ nie mo-
zemy. Dlatego rozwiazujemy je przez prébowanie, jaka wartosé p odpowie
pozostatym liczbom danym. Im p wieksze, tem K, lub K, jest takze wieksze.
Bierzemy zatem coraz blizsze siebie dwie wartosci p takie, izby miedzy od-
powiadajacemi im wartosciami, czyto liczby K,, czy tez liczby K,, przypadala
dana wartosé tej liczby. Majac za$ juz dwie dostatecznie bliskie siebie takie
wartosci p, bierzemy posrednia miedzy niemi.

56. Jaka jest dzisiejsza wartosé (Barwert) k& renty @ wyplacanej przez
n lat w koncu kazZdego roku, jezeli za podstawe rachunku przyjmujemy p°/, ?
We wzorze (4) K, przedstawia wartosé¢ tej renty w koncu n-tego roku. Tego
za$ kapitalu K, dzisiejsza wartosé k, otrzymamy ze wzoru (1), jeZeli w nim
przyjmiemy K=K,. Mamy wiec

4y el —1 _al(+ry—1]
k(1) =J()7], skad % ey

Ktos corocznie przez » lat wnosi kwote a na procent skladamy po p;
Jaki kapital % potrzebowalby w chwili wniesienia picrwszej wkladki zlozyc
Jednorazowo, aby po uplywie n lat zebrala sie taz sama suma, co z owych
wkladek corocznych? Suma nagromadzona po » latach z corocznych wkia-
dek jest okreslona wzorem (3); dzisiejsza jej wartos¢ & znajdziemy ze wzo-
ru (1), kladage w nim K=K,, a wiec :

k(14r)y= ‘i(lif),,[(:f?),gl]j skad k=ig%%:.ﬂ- (6)

Zauwazymy, %e w zadaniach, istotnie w praktyce zdarzajacych sie, od-
powiadajacych wzorom (5) i (6), przedewszystkiem bywa ustalana liczba p?/,,
tak iz moga w takich zadaniach by¢ niewiadome albo %, albo @, albotez n.

Prof. Baraniecki. 17
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W ostatnim przypadku, jezeliby z rachunku wartos¢ » wypadala ulamkowa,
m<n<m-+1, to w zadaniach istotnie w praktyce sie zdarzajacych, wylicza
sie wartos¢ %, odpowiadajaca calkowitemu m, co do roznicy za$ miedzy pier-
wotnie dang a tak wyliczona wartoscia %k, zawiera si¢ dodatkowa umowe.

Jezeli we wzorze (b) kapital & przedstawia dlug, z ktorego sie diuznik
uiszcza wierzycielowi, placac corocznie po @, to w odpowiedniem zadaniu
mowimy, iz dlug & »umarza sie« (amortisiert, getilgt) corocznemi »ratamic«
(Raten) a.

Gdyby wzory (3), (4), (b) i (6) wypadalo odnies¢ do liczb a przedsta-
wiajacych, czyto polroczne wkladki, czytez poélroczna rente, to naleZaloby

—- 1 jednoczesnie ilosé lat n zastapié przez

w tych wzorach zamiast » waziaé 5

ilosé pélroczy.

ROZDZIAL. PIATY.
ZESTAWIENIA. OBLICZANIE PRAWDOPODOBIENSTWA.

ZESTAWIENIA ELEMENTOW ROZNYCH.

B57. Majac pewna ilos¢ np. » znakow, liter, lub wogole przedmiotoéw —
nazywac je bedziemy ogolnie elementami (Elemente) — moZemy wziac ich v
(przy v< m) i ustawi¢ je w pewnem po sobie nastepstwie. Powiemy w takim
razie, zeSmy utworzyli z n danych elementow zestawienie (Complexion)
wzietych v elementow. Np. majac 5 liter w, 4, s, 4, @, mozemy wziawszy 4
ostatnie z nich utworzyé zestawienie s, 4, ¢, a; zwykle w zestawieniu nie od-
dzielamy od siebie elementow Zadnemi znakami, lak, iz to zestawienie napi-
szemy sita, czytajac jednak te litery oddzielnie i przez to zestawienie nie ro-
zumiejac iloczynu tych liter. 7 tychZze 5-u liter mozemy, biorac je po 4,
utworzyé inne ich zestawienia: wasi, wita, siwa, fais, i t. d.

Rozwazymy naprzod przypadek, kiedy, jak w powyzszym przykladzie, mie-
dzy danemi elementami niema jednakowych.

Oznacza¢ bedziemy elementy przez te same litere ze wskaznikami od 1
do n. Tak np., jeZeli w powyZszym przykladzie nazwiemy w=a,, i=aqa,, s=a,,
t=a,, a=a,, to powyzej wypisane zestawienia beda a,a,a,a,, a aaa,,
a,a,a,a,, a,a,0.a, aadaq. Gdybysmy zas wypisali same tylko wskazniki,
uwazajac je jako elementy (nie zas jako cyfry liczb), mielibySmy zestawienia
3245, 1532, 1245, 3215, 4523.

58. Gdy utworzymy wszystkie mozliwe zestawienia z n elementow po v,
to te zestawienia nazywamy od wyrazu »variatio« (zmiana) waryacyami
(Variationen) z n elementow po v.

Waryacyj z »n elementow a,, a,, a,, ..., a, po jednym moZe byé¢ oczy-
wiscie tylko n, gdyz kazda bedzie utworzona przez jeden z tych elementow.
Aby mie¢ wszystkie waryacye z tychZe »n elementow po 2, nalezy do kazdej
z poprzednich waryacyj (po jednym elemencie) przystawi¢ coraz inny z po-
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zostalych n—1 elementéw; bedzie wiec: a,a,,qa,q,, ..., 0,a,; 0,0,,a,a,, ..., a,a,;
Aoy Oy Oy Uy viny @l s o 5 @0y Oy iy @y By 11086 ich: jest n (n—1). Przy-
pusémy, zeSmy juz utworzyli wszystkie waryacye z tychze n elementow po 2,
ktorych ilo$¢ nazwijmy WZ‘, rozumiejae, iz w tym symbolu A nie jest wykla-
dnikiem, lecz wskaznikiem. JeZeli chcemy utworzy¢ wszystkie waryacye z tych-
ze n elementow po A+41, to naleZy do kazdej z poprzednich waryacyj przy-
stawié¢ coraz inny z pozostalych n—2X elementow, tak iZ wszystkich warya
cyj z n elementow po A1 bedzie (n—2) WA, t. j. Wr'=mn—2) WA
Jezeli w tym wzorze ogélnym przyjmiemy kolejno A=v—1, v—2,...,2,1,
to mie¢ bedziemy
WY=(n—-(v=-1) WY1, W) 1=(n—(v=2)) WY, ..., Wi=(n—2) W2, W2=(n—1)W.,
Poniewaz, jak widzieliSmy, W,=n, przeto z powyzszych réwnosci wynika
WY=nn—1)n—2)(n—3)...n—v+2)(n—v-+1), (1)
t. j. ilosé wszystkich waryacyj z n elementéw po v, jest iloczynem v kolejnych
liczb catkowitych, z ktérych najwicksza jest n. Tak np. z H-u elementow wa-
ryacyj po 1, po2, po3, po4 i pob jest odpowiednio: 5, 5.4=20, 5.4.3=60,
5.4.3.2=120, 5.4.3.2.1=120. Z 4-ch elementow a,, @,, a,, @, moZemy wa-
ryacyj po 3 elementy utworzyé¢ 4.3.2=24.

al a! aﬂ aﬂ a-’i al aB al a? al aa a? az al a’a aﬂ aﬁ al
a] a2 al a? a4 al a4 al a? al aal a? aﬁ al a4 a4 aﬁ al
al a’s a4 ; aﬁ a4 al a4 al as a] a4 (l3 aS al a4 a( aB al
a,a,a, a,a,a, a,a,a, a,a,a, a,a,a, a,a,a,.

Tu w plerwszym wierszu mamy wypisane wszystkie waryacye z 3-ech ele-
mentéw a,, a,, a, po 3, w drugim z 3-ch elementéw «,, a,, @, po 3, w trze-
cim z 3-ech elementow «a,, a,, a, po 3, w czwartym z 3-ech elementow
Uy, Uy @y PO 3.

59. Przypatrujac sie wypisanym tylkoco waryacyom, widzimy, Ze wszyst-
kie znajdujace si¢ w tym samym wierszu, odrozniaja sie od siebie jedynie
porzadkiem, w jakim elementy po sobie nastepuja; znajdujace sie za$ w roz-
nych wierszach odrdzniaja sie od siebie przynajmniej jednym elementem.

Gdy z pewnych v elementow (jakby w powyZszym przykladzie z 3-cch)
tworzymy wszystkie zestawienia po v, rozniace sie od siebie tylko porzadkiem,
to moéwimy, ze tworzymy z tych v elementow wszystkie przemiany (Per-
mutationen); one sa oczywiscie waryacyami z v elementow po v. Jezeli wiec
ogolnie ilos¢ przemian z n elementow nazwiemy P,, to

PiWel eyl P =1 9 30 . (@)
t. j. iloéé wszystkich przemian z n elementéw jest iloczynem kolejnych biczb cat-
kowitych od 1 do n. Tak np. z 3-ch elementéow a,, a@,, @, mamy wypisane
przemiany w pierwszym wierszu ostatniego przykladu w art. poprzedzajacym ;-
jest ich 1.2.3=6.

Jezeli mamy wszystkie WY waryacyj z »n elementéw po v, to mozna je
rozlozyé na grupy (w przykiadzie ostatnim art. poprzedzajacego wypisane w od-
dzielnych wierszach) tak, izby w kazdej grupie byly te waryacye, ktére je-
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dnoczesnie sa przemianami pewnych v elementow. W kazdej zatem takiej gru-
pie bedzie P, waryacyj. Wskutek tego, jezeli ilos¢ grup nazwiemy K, jest
P,. KY=W_, skad -

v
Jezeli z kazdej takiej grupy zatrzymamy jedne tylko waryacya (ktorakolwiek),
~ a inne odrzucimy, to kazde dwa z tych zalrzymanych zestawien z n ele-
menté6w po v beda sie od siebie roznily przynajmniej jednym elementem. Ta-
kie zestawienia nazywamy kombinacyami (Combinationen) z n elementow
po v. Ilosé ich wyznacza wzor (3). A wiec ilosé kombinacyj z n elementéw
po v jest réwna iloczynowi v kolejnych liczb catkowitych, 2 ktdrych najwicksea
Jest n, podzielonemu przez iloczyn liczb cadkowitych od 1 do v. Tak np. w wy-

pisanym przykladzie ilos¢ kombinacyj z 4-ch elementow po 3 jest %'—g'—g=4
Podobnie ilo$¢ kombinacyj z 5-u elementow po 2 Jest{l) =10 (poréwnaj

art. 38 i 44).

Tak waryacye jak i kombinacye z »n elementéow po jednym nazywaja
sie »pojedynczemic (érster Classe), po dwa »podwdjnemi« (zweiter C.), po trzy
»potrojnemi« (dritter C.) i t. d.

60. Poniewaz ilos¢ kombinacyj jest liczba catkowita, we wzorze (3) za$
n moze byé jakakolwiek liczba calkowita niemniejsza od v, przeto z tego
wzoru wynika, iZ iloczyn v po sobie nastepujacych liczb calkowitych jest po-
dzielny przez iloczyn liczb od 1 do v.

Wedlug (3) jest

KY _n(n— s (n—v+1) Ko ~n(n 1)_>*‘(\'_+1)

= £203.: e 1.2.3..(n—v) °
Jezeli licznik 1 mianownik pierwszego wyrazenia pomnozymy przez iloczyn
1.2.3... (n —v), drugiego za$ przez iloczyn 1.2.3 ... v, to bedziemy mieli

¥ gy o 1.23..n
S 195 v T 2R e (%)
L. J. ilosé kombinacyj z n elementéw po v jest rdwna ilosci kombinacyj z n ele-
mentow po n—v.
Iloczyn liczb od 1 do » oznacza sie przez skrocenie »!, tak iz symbol
n!=12.3...mn 1 mozna go czytaé¢ albo »n z wykrzyknikiem« albotez »»n wy-
krzyknik«. Wprowadzajac to oznaczenie wzory (2) i (4) moZemy napisaé

n!

Tyl (n—v)!’

Z uwagi, ze oznaczenie ilosci kombinacyj czesto do rachunku wprowa-
dzaé¢ nalezy, uZzywane bywaja na nie svmbole mianowicie procz K, jeszcze

a(n—1) ... (n—y41) (n) ; (n—v+1)
albo T albotez 12% = (n)y;
kazdy z tych symbolow, jako przedstawiajacy »ilosé kombinacyj Z % PO ve, MO~
Zna przez skrocenie czytac¢ albo »z n po ve alboteZ »n po vs.

v Yl
Rassnles K=K
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61. Posr6d wszysikich kombinacyj z » elementow po v sa takie, do
ktorych wchodzi pewien dowolnie obrany jeden z tych n elementow (np. a,),
i takie, do ktorych 6w element nie wchodzi. Pierwszych kombinacyj jest oczy-
wiscie tyle, ile ich moZna utworzy¢ z n—1 pozostalych elementow po v—1,
drugich zas tyle, ile ich mozna utworzyé z n—1 pozostalych elementow po v.

A wiec
n n—1 n—1
e ) ®
Majac elementy @, @,, ;s ooy By; Qygyy oo oy Cuyy By ZWEOEMY UWAZE
np. na ostatnich n—v-+1 z wypisanych elementéw, t. j. na elementy a,, a,_,,
@yys - ooy Upyyy @y. Posrod wszystkich kombinacyj z # elementéw po v, kom-

binacyj, do ktorych wchodzi element a,, jest tyle, ile jest kombinacyj z n—1
elementéw po v—1. Oddzielmy te kombinacye; pozostale sa kombinacyami
z n—1 elementéw a,, a,, ..., ay, @y, ..., @,_, po v. Posréd nich, kom-
binacyj, do ktorych wchodzi element a,_,, jest tyle, ile jest kombinacyj z n—2
elementéow po v—1. Oddzielmy takze i te kombinacye; pozostale beda kom-
binacyami z n—2 elementéow a,, @,, ..., @y, @yiyy « ., G, PO v. Z nich
oddzielmy te kombinacye, do ktérych wchodzi element «, ,, it. d. Dojdziemy
w ten sposob do tego, iZ pozostana juz kombinacye z v 1 elementow
A, Qyy ..., Ay, @y, PO v; do nich albo wchodzi element @, ,, (ich jest tyle,
ile jest kombinacyj z v po v—1), albotez nie wchodzi (jest ich tyle, ile jest
kombinacyj z v elementow po v, t. j. jedna). Ta ostatnia kombinacya ma ele-
ment @, i moZemy powiedzie¢ (dla jednostajnosci), Ze takich kombinacyj jest
tyle, ile jest kombinacyj z v—1 elementéw po v—1 (t. j. takZe jedna). A zatem

9 bl G0 - Comi Lo S Q

Wypisawszy liczby, wyrazajace ilosci kombinacyj z n=1,2,3, ..., n

<€lementéw kazdym razem po v=1,2, ..., n—1, n,

( 1) cayli 1

-

o) 2 1,
()(g),(3) 3, 8 1,
(1),(2), (), (), kit ol
(¥), (3) (5),(3),G6), ®ww5,

: SEEim
utworzymy tak zwany »trojkat Pascal'ac (Pascal’sches Dreieck). Wedtug wzo-
ru (5) ktorakolwiek liczba (drugiej lub dalszej kolumny) w tym trojkacie jest
suma dwu liczb poprzedniego wiersza: nad nia sie znajdujacej i poprzedniej.
A wedlug wzoru (6) suma poczatkowych n liczb ktorejkolwiek kolumny jest
réwna n-tej liczbie w kolumnie nastepujacej. 7 tego za$ wynika, Ze liczby
v-tej kolumny przedstawiaja postep arytmetyczny v-tego rzedu (art. 40). Nadlo,
jezeli jakakolwiek z tych liczb np. liczbe A uzmyslowimy zapomoca A kul je-
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dnakowej wielkosci, to jakakolwiek liczba drugiej kolumny, np. zajmujaca
w niej k-te miejsce, przedstawia ilosé kul potrzebnych do utworzenia z nich
trojkata rownobocznego, ktorego bok powstat z £ kul, zas k-ta liczba w trze-
ciej kolumnie przedstawia ilos¢ kul potrzebnych do utworzenia czworoscianu
foremnego, kt(’)r:ego krawedz powstala z % kul. Dlategoto liczby drugiej ko-
lumny nazywaja sie »trojkatnemi« (Trigonalzahlen), trzeciej »czworoscien—
nemic« (Tetraedralzahlen) (albo »piramidalnemi«), a wogole liczby trojkata Pa-
scal'a nazywaja sie liczbami »figurowemi« (figurirte Z.) ).
62. W jaki spos6b mozna metodycznie wypisywaé przemiany, kombi-
nacye i waryacye?
Gdy np. z bu elementow a,, a@,, a,, a,, @, mamy wypisa¢ wszystkie
a2 przemiany, to najdogodniej postapimy, gdy nakreslimy koto:
i na jego okregu rozmiescimy np. w powyzej wypisanym
a, Porzadku tych 5 elementow. Nastepnie wypisywac je bedzie—
my po sobie tak, jak one na okregu nastepuja, poczynajac
kolejno od coraz innego z tych elementow, np. w kierunku
a> 2, ku stronie prawej. Otrzymamy w ten spos6b 5 przemian:
a,0,0,0,0,, 0,0,0,0,0,, G,00,00, G000,0, G0 00"
Aby utworzyé inne przemiany, w kazdej z powyzszych 5-u zatrzymamy je-
den np. pierwszy element, a pozostale 4 rozmiescimy na okregu innego kofa
i 4 z nich przemiany, w podobny sposob otrzymane, dopiszemy kolejno do
owego zatrzymanego elementu. Tak np. z pierwszej z wypisanych przemian,
otrzymamy przemiany
ala2a8a4a5’ ala3a4a5.a2) alada5a2a37 ala5a2a3a4'
W kazdej z tak powstalych 5.4 t. j. 20-u przemian, zatrzymamy znowu dwa.
np. dwa pierwsze elementy, i t. d.
Gdy np. z 6-u elementow
al? ai’ as) a47 a5’ aG (7)
mamy wypisa¢ wszystkie kombinacye np. po 3 elementy, to tak najdogodniej
postapimy. Utworzymy z tych elementéw wszystkie kombinacye pojedyncze
B O s Gy OO
Aby z nich utworzy¢ kombinacye podwojne, opusémy kombinacya «;, a do
kazdej z pozostalych dopiszmy kolejno kazdy z elementow (7), majacy wiek-
szy wskaznik; otrzymamy :
al“ﬂ’ alas’ alal7 alaE)’ alaﬁ;
a2a37 a?a47 a2a57 aia(}; .
A3 Qyy Ay Aglly; (8)'
a4a57 a4a6;
a'SaB’

Aby utworzyé kombinacye potrojne, opusémy te z kombinacyj (8), w ktorych

1) Wyrazenia liczb figurowych podali Fermat w r. 1636 i Pascal w r. 1650; utwo-
rzony za$ z tych liczb powyzszy »tréjkat«, nazwany przez Pascal'a triangulus arithmeticus,,
podat byt jeszeze Stifel w r. 1544.
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ostatnim elementem jest @,, a do kazdej z pozostalych kombinacyj dopiszmy
kolejno kazdy z elementéw (7), majacy wiekszy wskaznik,
alaﬂaﬂ’ ala2a4) alazaﬁ’ alaﬂat}; ala3a47 a103a57 alaﬂaﬁ; ala4a57
a2a3a47 azasasa a'laﬂaﬁ; aza-la:'J)

02,0,0,, 0,0,0,; A,0,0,;

Q.

Postepowanie to jest oparte na wzorze (6). JeZeli jednak idzie o wypisanie
kombinacyj z » elementow po v, kiedy v jest wieksze od polowy %, np. o wy-
pisanie kombinacyj 6-u elementow (7) po 4, to praktyczniej, po wypisaniu
kombinacyj podwojnych (8), odrazu, opierajac si¢ na wzorze (4), wypisaé kom-
binacye tych elementow, ktére nie wchodza do kombinacyj (8); wypisujac je
w porzadku odwrotnym, bedziemy mieli

Qg5 QA 5

a2a4a8; a‘l a5a6;

A OO0, 0, 00, Oy 0,00, 00,0, 1 t. d.
Aby wypisa¢ wszystkie waryacye z n elementéw po v, wypiszemy na-
przéd wszystkie kombinacye, a nastepnie w kazdej kombinacyi wszystkie przc-

miany. (Por. przyklad ostatni art. 58-go).

ZESTAWIENIA ELEMENTOW, POSROD KTORYCH SA JEDNAKOWE.

63. Jezeli, majac » elementow roznych od siebie i utworzywszy wszy-
stkie n! ich przemian, przypuscimy nastepnie, Zze z nich np. e, a@,, ..., @,
staly sie sobie rownymi i zastapimy je jednym znakiem np. «,, to okazZa sie
zestawienia jednakowe. Jednakowemi z soba mianowicie beda zestawienia po-
wstate z tych przemian pierwotnych, w ktorych owe elementy «,, ..., @,
zajmowaly pewnych % miejsc ‘(np. & pierwszych). Takich zas przemian moglo
byé tyle, ileby przemian z elementéw na owych miejscach utworzy¢ mozZna
bylo, t. j. £! A wiec k! pierwotnych przemian staly sie jednakowemi zesta-
wieniami. ToZ samo mozna powiedzie¢ o kazdej innej grupie k! przemian

pierwotnych, w ktorych owe % elementéw a,, a,, ..., @, zajmuje pewnych k&
!
miejsc. Pozostanie wiec %'— przemian roznych.

Jezeli wogole posrod n elementéw jest elementow % rownych «,, ele-
mentéw ! rownych «,,..., elementow m réwnych «, tak iz k++I4 .. +m=n,
to ilos¢ réznych przemian jest

n!
k1T ..om!
Tak np. réznych przemian z elementéw o, «,, «,, «,, o, %, «,, jest

7Y 29
Rk

64. Waryacye i kombinacye z n elementéw, posrod ktérych sa jedna-
kowe, po v rozwaZane bywaja najczesciej w przypuszczeniu, iz jest —11-— )
roznych elementow od siebie, a kazdy z nich zjawia sie v razy. Zwykle nadto
mowi si¢ w takim razie o waryacyach i kombinacyach z » elementéw (ma-
jac na mysli r6Zne) po v, przyjmujac, %e w zestawieniu oddzielnem kazdy
z elementow réoznych powtarzaé sic moze. Gdyby wiec szlo o takie waryacye
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lub kombinacye z » elementow »po v-1e¢, to kazdy z » elementéw réznych
zjawiacby sie mogl v-+1 razy, i t. d.

llo¢ waryacyj i kombinacyj z takich » roZnych elementéw, mogacych
sie powtarzaé, po v oznaczaé¢ bedziemy odpowiednio (W)Y, (K)?, elementy zas
rozne od siebie nazwiemy o, o, ..., o. Oczywiscie jest (W)i=W,=r,
=K == (W), =1, K)]=1.

Przyjmijmy, Ze$my juZ utworzyli wszystkie (W)} réznych waryacyj z r
elementow o, o,, ..., . po A i Ze chcemy otrzymaé wszystkie rozne po
A+1. Do kazdej z waryacyj po 1 wypadnie przystawié kazdy z » elementow
%,y %y, .., %, & Wiec bedziemy mieli » razy wiecej waryacyj po A1, niz
jest waryacyj po 2, tak iz (W)} '=».(W)\. Ze zas waryacyj pojedynczych
jest oczywiscie r, (W), =r, przeto (W):=#?% i wogole

(W) =r. (1
Np. z elementéow o, o, réznych waryacyj po 3, mamy (W);=2?
217'17'1’ 117'1127 7'17'21'1’ 7'17'27'27 7’27'111’ 12“’17‘27 9(,20(20(” 121212.

Przyjmijmy, ZeSmy juz utworzyli wszystkie (K)» roznych kombinacyj z
elementéow o, o,, ..., o, po A i ze chcemy otrzymaé wszystkie rozne po
A-+1. Mozemy to uskuteczni¢ w taki sposob: dopiszemy do elementu =, wszyst-
kie (K)} roznych kombinacyj z tychZze r elementéw; do elementu o, wszyst-
kie (K)», ronych kombinacyj z » —1 elementow «,, o, ..., «,; do ele-
mentu «, wszystkie (K)* , roznych kombinacyj z »—2 elementow T T
it d; do elementu =,_, wszystkie (K)* roznych kombinacyj z dwu elemen-
tow «, ,, =, nakoniec do elementu =z, dopiszemy (K)* t.j. jedne kombinacya
utworzona przez same elementy o, Jest wiee

(K1 =(K) 20O, +- (K, +- - YO @)
Ze wzoru (2) przy A=1,2,...,v—1,v wynika na mocy wzoru (6) art. 61-go
stopniowo-

8 =T - O

= EY T -+ OHD-(F)

NG ONE e )
A wiec : |
wr=("H71). 4

Np. z elementéw «,, «,, o, roznych kombinacyj po 3 jest (K)i=(3)=10,
ks 1111117 111112’ 111113’ 11“2“27 7'17"213? 117'3137 7'2127'27 0:2a2“37 7.2137.3’ 7'37'3“3'

65. Z elementow o, «,, ,, o,, o,, «,, o, (por. art. 63) rozne kombi-

nacye: po jednym elemencie sa a,, «,, o, «; po 2 sa w0, o0, %0, €0,

« .
012062, 7"27:.‘_7 7'214’ %3147 pO 3 Sa“ d‘lal“l7 117".‘7.2, alala.%, 117'17'4, 1.1212> “112013)

- ¥ .
ml“2a~4’ 11“’37‘41 121213’ 7'27'27"-17 7'27'37'4’ SN pO 7 Jedna 11“111127'27'37'4'
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Gdyby$my z tych elementéw chcieli utworzyé wszystkie rozne warya-
cye, to utworzywszy z tych elementéw rozne kombinacye, wypadatoby z kaz-
dej kombinacyi utworzy¢ wszystkie przemiany (art. 63). Tak np. z kombina-

31

=3 przemiany: o, o, o, %, 0% , %0, % .

- eyl o, %, 2, otrzymamy —)—'T

ZASTOSOWANIA DO ZADAN NA OBLICZANIE PRAWDOPODOBIENSTWA.

66. Niech w urnie znajduje sie np. 10 galek rownej wielkoscei i ciezaru,
oraz jednakich w dotknieciu, z ktérych np. 5 jest bialych a pozostale czarne.
Jezeli wyciagniemy jedne gatke z urny i napowrot ja do niej wrzucimy, znowu
wyciagniemy jedne gatke i ja wrzucimy i t. d., to powtarzajac te czynno$é
niewielka ilos¢ razy, np. 6 razy, moZemy wyciagna¢ 3 razy biala galke a 3
razy czarna, albo 4 razy czarna a 2 razy biala, lub przeciwnie, albo 5 razy
gatke czarng, a raz biala, lub przeciwnie, albo kazdym razem galke biala,
albotez kazdym razem galke czarna. Gdybysmy jednak te czynnosé po-
wtarzali znacznie wieksza ilos¢é razy np. 3000 razy, to albo tak ilos¢ wycia-
gnietych galek bialych, jak i ilo¢ wyciagnietych gatek czarnych, bedzie 5 ilosci
dokonanych wyciagnie¢, albotez owe dwie liczby beda sie od siebie niewiele
roznity, co, wogble mowiac, odpowie stosunkowi ilosci gatek bialych i czar-
nych w urnie.

Podobnie towarzystwo ubezpieczen, przyjmujac wedlug swoich zasad,
opartych na odpowiednich obliczeniach starannych, zabezpieczenie kapitatu
posmiertnego od niewielu os6b, moZe nie ponies¢ straty, ani nie osiagnaé¢ zy-
sku, ale takZe moze stosunkowo znacznej doznadé straty, albotez znaczny mieé
zysk. Gdy jednak w owem towarzystwie kapitaly posmiertne zabezpiecza bar-
dzo wiele osob, to zyski i straty beda sie rownowazyly tak, iz cala taka ope-
racya finansowa odpowie zasadom przyjetym przez to towarzystwo przy przyj-
mowaniu zabezpieczen.

Biorac na uwage wydarzenia jednego rodzaju (np. powyZsze wyciaganie
galek z urny lub zabezpieczenia kapitatow posmiertnych) pyta¢ sie mozemy
o to, ile posrod nich mozZe byé wydarzein czyniacych zadosé pewnemu zgory
postawionemu warunkowi. Stosunek ilosei wydarzen odpowiadajacych owemu
warunkowi do ogotu wszystkich wydarzen, posréd ktérych je rozwazamy, od-
powiada pojeciu, ktére wiazemy z przewidywana mozliwoscia (szansa) poja-
wienia sie takiego wydarzenia. Stosunek taki nazywamy prawdopodobien-
stwem (Wahrscheinlichkeit) owego wydarzenia.

Tak np. gdy w urnie jest 40 gatek jednakowych, z ktorych 24 sa biate,
a pozostale czarne, to moglibysmy rownie dobrze ktorakolwiek z tych 40-u ga-
tek wyciagnad. Wyciagnieta moze sie okazaé albo gatka biala, alboteZ czarna.
Mozliwosé jednak wydarzenia, iz gatka wyciagnieta bedzie biala, jest wigksza
niz mozliwos¢, ze wyciagnieta gatka bedzie czarna. Z ogolu 40-u wszystkich
przypadkow mozebnych wyciagniecia ktorejkolwiek gatki przypadkéw pomysl-
-nych dla wydarzenia, iz wyciagnicta gatka bedzie biala, jest 24: Stosunek
ilosei mozliwych przypadkow, pomyslnych dla tego wydarzenia, do ilosci
wszystkich przypadkéw moZebnych, t. j. prawdopodobiefistwo wyciagniecia



268 PODRECZNIK ALGEBRY. — CzESC IIL

z tej urny galki bialej, jest p=3%35=31. Pravxfdopodobieristwo zas wyciagniecia
galki czarnej jest p=1i4=2.

Im p jest blizsze 1, tem wydarzenie jest prawdopodobniejsze. JezZeli
~ p=1, prawdopodobienistwo jest »pewnosciac<; jeZeli p=1, wydarzenie jest
»niepewnec; jezeli p < %, wydarzenie jest »nieprawdopodobne«; jeZeli nakoniec
jest p=0, wydarzenie jest »niemozliwee.

67. 1). Jezeli w urnie mamy », galek bialych i n, czarnych, to jakie
jest prawdopodobienistwo wyciagniecia v gatek bialtych? — Z urny wyciagnaé
mozemy ktorekolwiek v ze znajdujacych sie w niej », -fn, galek. Jako wiec
przypadki mozebne uwaza¢ nalezy roézne kombinacye z n, +n, galek po v.

Z nich kazda (71‘) kombinacyj samych tylko galek bialych bylaby przypad-
kiem pomyslnym. Prawdopodobienstwo zatem tego wydarzenia jest
n...n —v+41
pz(ﬁl ): (nl —\it_ni)s (n, +n,) . ( (n, —{—j;,—)—v—{—l) 7
2). Jezeli w urnie mamy #, galek bialych i n, czarnych, to jakie jest
prawdopodobienstwo wyciagniecia z urny v, galek bialych i v, gatek czarnych ? —
Jakichkolwiek v, +v, galek moze byé z urny wyciagnietych (": +Z’) réz-

v+
nemi sposobami, ktorato liczba przedstawia ilos¢ przypadkow mozebnych.

Przypadkami za$ pomyslnemi beda te, w ktérych obok jakiejkolwiek z (?‘)
kombinacyj gatek biatych zjawi sie jakakolwiek z (73‘) 'kombinacyj gaiek

czarnych. A wiec prawdopodobienstwo wydarzenia jest

nl n? . nl n‘l
el )

3). Jakie jest prawdopodobienstwo, iz z talii o 52-u kartach wyciagniemy 3
karty (ktoregokolwiek) z czterech »kolorow«? — Ilosé wszystkich mozZebnych
przypadkéw wyciagniecia po. 3 karty jest (%) . Ilosé¢ przypadk6w pomysinych
w oddzielnym z czterech koloréw jest (%*); a wiec we wszystkich czterech
kolorach jest 4.(',’). Prawdopodobienstwo wiec wydarzenia jest

=B ()-5

68. Z kota loteryjnego, obejmujacego 90 numeréw, wyciaga sie 5 nu-
mer6w; jakie jest prawdopodobienstwo, iz posréd numer6w wyciagnietych
znajdzie sie pewien z 90-u wszystkich numeréw ? — Jakichkolwiek 5 nume-
row moze byé wyciagnietych (°°) réznemi sposobami; ich ilo$é przedsta-
wia przypadki mozebne. Iloé¢ zas przypadkow pomyslnych, t. j. iZ pewien
numer znajdzie sie¢ posrod wyciagnietych 5-u, przedstawiona bedzie przez ilo$é
mozliwych kombinacyj z pozostaltych numeréw po 4, ktére obok owego nu-,
meru mogtyby sie znalezé¢; a wiec ich ilos¢ jest (5°). Prawdopodobienstwo
przeto tego wydarzenia jest p=(®2):(%")=+%.

Taksamo rozumujac, znajdziemy, iz prawdopodobienstwo, ze posréd wy-
ciagnietych H5-u znajda sie: pewne 2 numery, jest p=(%%):(%°)=+21; pewne
3, jest p=(%"):(%')=1v1<v; pewne 4, jest p=(%°):(%’)=sr7'sss; Dakoniec
pewne 5, jest p=1:(°")=s3sds3ew
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69. 1). Rzucajac raz kostke moZemy »wyrzucié¢« ktorakolwiek z 6 u
liczb, tak iz prawdopodobienstwo wyrzucenia jednej z tych liczb jest p=1.

2). W dwu rzutach kostki mozemy wyrzucié (W)2=6" réznych par liczb.
Miedzy tymi parami jest 6 par liczb jednakowych. Prawdopodobieristwo wy-
rzucenia pewnej pary jest p=';, prawdopodobienstwo za$ wyrzucenia kto-
rejkolwiek pary jest p=1.

3). Jakie jest prawdopodobienstwo, iz w 5-u rzutach kostki wyrzucimy
3 (nie wiecej) jednakowe liczby? — Piecioma rzutami moZemy wyrzuci¢ zesta-
wienia bH-u liczb (W)3=6° sposobami. Pewne 3 liczby posrod 5-u wyrzuco-
nych moga sie zjawié¢ (3).(W): razy, gdyZ obok kazdego z owych () wyrzu-
cen 3-ch liczb jednakowych, w kazdym z pozostaiych dwu rzutow moze byé
wyrzucona kazda z pozostatych 5-u liczb. PoniewaZ zas nam nie idzie o pe-
wne 3 liczby jednakowe, lecz o jakiekolwiek 3 liczby jednakowe, nalezy osta-
tnia liczbe pomnozyé przez 6. A wiec dzielac (3).5* 6 przez 6° znajdziemy
prawdopodobienistwo wydarzenia p=%3%.

4). Jakie jest prawdopodobienstwo w dwu rzutach kostki wyrzucenia
liczby 7? — W dwu rzutach mozemy wyrzuci¢ 6* roznych par liczb. Suma
liczb jednej pary moZe byé¢ 7, kiedy, wyrzuciwszy pierwszym razem jedne
z liczb 1, 2, ..., 6, drugim razem trafi sie rzuci¢ odpowiednio 6,5,...,1
a wiec pomyslnych podwojnych rzutow moze byé 6. Prawdopodobienstwo za-
tem wyrzucenia w dwu rzutach liczby 7 jest p=1.

5). Jakie jest prawdopodobienstwo w dwu rzutach kostki wyrzucenia
liczby 9? — Tu pomyslnemi beda ') tylko rzuty 8 i 6, 415, 51 4, 6 i 3.
A wiec prawdopodobienstwo tego wydarzenia jest zo—bi %—

70. Jezeli na n przypadk6w mozebnych wydarzenie A zachodzié moZe
a razy tak, iz prawdopodobienstwo tego wydarzenia A jest p=%, to praw-

dopodobienstwo tego, iz owo wydarzenie A nie nastapi jest p’=n

= a=1—p-
Tak np., w przykladzie art. 66-go prawdopodobietistwo, iz galka biala nie be-
dzie wyciagnieta, jest p’=1—%=2. Podobnie prawdopodobienstwo, iz w dwu
rzutach kostki nie wyrzucimy liczby 7, jest (art. 69, zad. 4) p'=1—1=2.
71. Jezeli na »n przypadkéow mozebnych wydarzenie A, zachodzi¢ moze
a, razy, wydarzenie A, razy a,, wydarzenie A, razy a,, to prawdopodobien-
stwo p,, iz nastapi ktorekolwiek z tych wydarzen, t. j. czyto A,, czyto A,,

l—}—a —’,—a

a4 it
czyte7 As, JeSt P +_n“+ 7=1’1 +p2+ps’ Jezeh Py Py Ps

sa prawdopodoblenstwaml kazdego z wydarzen A,, A,, A, oddzielnie.

1). Prawdopodobienstwo, iz w dwu rzutach kostki wyrzucimy czyto dwie
liczby réwne sobie (art. 69, zad. 2), czytez liczbe 7 (art. 69, zad. 4), jest.
p=st+i=3

1) Wogdle, jezeli wykonamy (al4 a®+a+ a'4a®+ab)? to spélezynnik przy aM w otrzy-
manem wyrazeniu wskazuje ilo§é przypadkéw pomySlnych wyrzucenia w 2-u rzutach liczby A.
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2). Prawdopodobienstwo, iz w dwu rzutach kostki wyrzucimy, czyto
liczbe 7, czyto 9, czytez 8, jest p=1+1i+S5=%

3). Jakie jest prawdopodobieristwo, iz posrod wyciagnigtych 5-u nume-
réw z kola loteryjnego, obejmujacego 90 numerdéw, znajda sie czyto pewne
3 numery, czyto ktorekolwiek 2 z nich, czytez ktérykolwiek 1 z nich? —
Prawdopodobienstwo p, iz jedno z tych wydarzen (art. 68) sie trafi, jest
P=r1rristwar-(G)+7s-(1)

72. Jezeli posrod n przypadkow mozebnych jest @, pomyslnych dla
wydarzenia A,, zas posrod n, przypadkoéw mozebnych jest @, pomysinych dla
wydarzenia A,, niezaleznego od wydarzenia A,, to posrod n,n, przypadkow,
w ktorych obok kazdego z pierwszych n, przypadkow moZe mieé miejsce
kazdy z n, przypadkow drugich, jest przypadkow e, @, pomysinych juzto dla
Jjednoczesnosci wydarzen A, i A,, juztez dla nastapienia jednego z tych wy-
darzen po drugiem. Prawdopodobienstwo wiec, iz wydarzenia A, i A, przy-
padna jednoczesnie, alboteZ, iz jedno z nich nastapi po drugiem, jest

@, 5 A A : e o
P e 1 Dy jezeli przez p, i p, oznaczymy odpowiednio pra-
wdopédgbieﬁsltwa 2samego tylko wydarzenia A, i samego tylko wydarzenia A,.

73. 1). W urnie U, jest b biatych i 7 czarnych galek, w urnie zas U,
Jjest 8 biatych i 10 czarnych; jakie jest prawdopodobienstwo, iz, wyciagna-
wszy jednoczesnie z urny U, 6 galek a z urny U, 9 galek, wyciagniemy tylko
posréd pierwszych 2 a posrod drugich 4 gatki biale? — Wedlug zadania
2-go art. 67-go prawdopodobienstwo wyciagniecia posrod 6-u galek 2-u bia-
dych z urny U, jest p, =[(3)(D)]:(%>); prawdopodobienistiwo za$ wyciagniecia
z urny U, posrod 9-u galek 4-ch biatych jest p,=[(})(*,")]:('®). A wiec szu-
kane prawdopodobienstwo jest p = p, p, = %% -

2). W jednej z dwu urn jednakowych, ktora nazwijmy U, jest galek
bialych 5, a czarna 1, w drugiej za$ urnie, ktora nazwijmy U,, jest galek
bialych 3, a czarnych 4; urny sa pod zaslona; jakie sa prawdobienstwa wy-
ciagniecia : gatki bialej z urny U,, galki bialej z urny U,, gaiki biatej z kto-
, rejkolwiek z tych urn? — Prawdopodobienistwo trafienia na jedne z urn jest
1; prawdopodobienstwo, i%, trafiwszy na urne U,, wyciagniemy z niej gatke
biata, jest 3; prawdopodobienstwo zas, iz, trafiwszy na urne U,, wyciag-
niemy z niej galke biala, jest 2. A zatem szukane prawdopodobienstwa sa
odpowiednio: 1.5 =2, 1.2 =2 | (art. 71) 5+ =153, .

3). Prawdopodobienstwo wyciagniecia z tych samych urn galki czarnej
mozemy (na mocy art. 70-go) wyrazié odpowiednio §-(1—3%)=+5, +(1—3%)=13» :
iy ++=+4+, co istotnie jest rowne liczbie 1 — 2%.

ZABEZPIECZENIA KAPITALOW I RENT.

74. Na podstawie troskliwie zestawianych wykazow odpowiednich sa
ukladane »tablice smiertelnosci« (Sterblichkeitstafeln), ktore podaja, ile $rednio
0s0b z pewnej ilosci jednoczesnie urodzonych, np. z 10000 oséb, przezylo
pewien rok zycia. Podanej na str. 271-¢j tablicy uzywa Towarzystwo ubez-
pieczen wzajemnych w Krakowie. Pierwsze dwie jej rubryki stanowia tabliceg
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Tablica Smiertelnosci i jednostek renty
(uzywana przez Towarzystwo wzajemnych ubezpieczen w Krakowie).

]

0! jl

-0 10000 13-:0473
1 7450 17-2138
2 7088 17-8167
3 6823 18:2490
4 6618 18-5668
5 6468 187310
6 6345 18-8858
7 6243 18:9621
8 6154 19:0058
9 6073 19.0297
10 6004 19-0198
11 5946 18:9720
12 5897 188948
13 5854 18:7949
14 5815 186778
15 5778 18:H493
16 5740 184190
17 5699 18:2936
18 5655 18:1734
19 5608 180587
20 5HH8 17:9500
81 5506 17-8443
29 5453 177385
23 5399 17-6325
24 5344 17-5265
25 5288 174206
26 5231 17-3149
21 5173 172094
28 5116 17-0972
29 5060 16:9778
30 5005 16:8510
31 4951 16:7161
3 4897 16:5765
33 4844 164282
34 4792 16:2707
35 4740 16:1072
36 4688 15.9373
37 4637 15.7571
38 4587 155660
39 4538 153634
40 4490 151487
41 4441 149285
42 4392 146989
43 4342 14.4629
44 4291 142202
45 4239 13:9704
46 4186 13-7132
47 4132 134481
48 4077 13:1747

271

l 0, 0

49 4021 12-:8925
50 3964 12:6010 -
51 3905 12-3030
52 3843 12:0016
53 SITT 11.6997
b4 3707 11-3975
5% 3631 11-1015
56 3550 10-8090
57 3465 10-5171
H8 3877 10-2228
59 3286 9-9261
60 3191 9:6305H
61 3092 9-3364
62 2990 90411
63 2885 8:7450
64 2778 8:445H1
65 2669 8:1416
66 2559 7:8312
67 2448 7:5138
68 2336 7-1890
69 2223 6:8566
70 2109 6:5163
71 1993 6:1714
72 1874 H-82H8
75 1749 54919
74 1617 51778
75 1479 4-8873
76 1887 4-6227
1) 1198 4-36bH4
78 1064 4-1118
79 936 3:8610
80 812 3:6286
81 697 3:3964
82 590 3:1729
83 492 2:9571
84 404 2:7453
85 327 2:h274
86 261 2:2931
87 -206 2:0216
88 159 1:7240
89 117 1:4365
90 80 1-1849
91 50 09717
92 28 0-8047
93 14 06737
94 6 0:6348
95 3 0-3205
96 1
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$miertelnosci. Znajdujaca sie np. obok liczby /= 33 liczba o,, = 4844 wska-
Zuje, iz na 10000 jednoczesnie urodzonych oséb przezylo lat 33 osob 4844.

Jakie jest prawdopodobienstwo dla osoby, majacej 42 lata, iz 2y¢ be-
dzie 50 lat? — W tablicy obok I = 42 i ! = 50 znajdujemy liczby o,,= 4392
i0,=3896% A wiec na 4392 osoby majace 42 lata przezylo 50 lat 3964
osoby, tak iz pierwsza z tych dwu liczb przedstawia ilos¢ przypadkéw mo-
Zebnych, druga za$ ilos¢ przypadkéw pomysinych, i szukane prawdopodobien-

d,, - 3964

stwo jest p= o 0-9025.

?5. Jak wielki kapital £ zt. wniesé powinna jednorazowo osoba, ma-
Jaca 33 lata, izby w razie, gdy dozyje 50-u lat, wyplacona jej zostala przy
uwzglednieniu 4°,, suma 10000 zl.? — Gdyby kazda z o,, = 4844 0sob,
ktore maja po 33 lata, wniosla kapital k&, to tym o,, z nich, ktoreby dozyly
wieku lat 50, nalezaloby wyptacié sume 10000 zl X o,, = 10000 zt. X 3964.
Do tego wiec kapitalu ma wzrosnaé kapital &zl < 4844 w ciagu lat 17-u, li-
«czac odsetki skladane po 4°/,. Wedlug wiec wzoru (1) art. 53-go jest

o 3964 10000 .
k4844 1:047= 10000 X 3964, skad k= o X 1oy = 420164,

76. Jaki kapital powinna wniesé jednorazowo osoba, majaca ! lat, izby
pobierala w koricu kazdego roku,
Z 0, 0s6b, ktore tylkoco skonczyly [ lat Zycia i ktore maja pobiera¢ dozy-
wotnie co' roku po 1 zl. renty, wniosta kapital j, zl., to otrzymywaloby po
1 zl. renty: po 1-ym roku oséb o,,,, po 2-u latach o, , 0s6b, po 3-ch latach
0,,5 0s6b it. d., a po 96— latach pobraloby te rente 1 zl. o0séb o,,.
Wedlug wzoru (1) art. 53-go wartosé¢ obecna kazdej z tych kwot 1 zi<o,,,,
12k X000, 12X 01550 i V2t K 0,5 pray pif, czyli 1007°%/,; jest

1zl X 0,4, e L.zt <o Lzlse o

EEAN CRTmE RN
Ma wiec by¢

o Bt Ous
st e

1 0144 (e

i beee iy e |

Wedtug tego wzoru oblicza sie¢ wielkosé kapitatu j, zt., jaki ma wniesé
osoba majaca ! lat, i2by w koncu kazdego roku otrzymywata dozywotnie
1 zl renty; obliczona wielkos¢ jest oczywiscie zalezna od umoéwionej stopy
procentu. Obliczone wielkosci sa zestawione w odpowiednich tablicach. W ta-
blicy podanej na str. 271-ej, rubryka trzecia przedstawia wtasnie wartosci j,
obliczone przy 4°,.

Wedlug wige tej tablicy osoba, majaca np. 33 lata, a pragnaca sobie
zabezpieczyé dozywotna rente 1 zt., powinna jednorazowo wniesé j,, = 164282 zl.
“czyli 1643 zt.

skad
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Jaki kapital powinna jedncrazowo wniesé osoba majaca 33 lata, iZby,
uwzgledniajac 4°/, rocznie, pobierala doZywotnie w koricu kaZdego roku po
zt. X 1000 = 16428°2 zt.

77. Jaki kapital £ powinna wnie$¢ osoba, majaca [ lat, aby po jej
$mierci wyplacono spadkobiercom kapitat K ? — Gdyby kazda z o, 0sob,
ktore maja po ! lat, wniosta kapital &, to nalezaloby wyplacié¢ kapitaly K
.po pierwszym roku spadkobiercom o, —o,,, 0s6b, po dwu latach spadko-
biercom 0,;, —o0,,, 0s6b, i t. d. Warto$é obecna tych kapitalow, liczac
po p°/,=1007"/, , jest X

K(Ol_ol—‘rl) K(01+1 _01+2) K(Oas i 96)_’ Koes X

R R (s
Ma wiec byé

=4 0, — 0 4, 011y — Ous
ko= K| At et ]

147
K 141 I +o
k01=m[ l+(f+r 10+7)z+ +(‘1*_I__’r)96—1)_

0144 Ouy2
e T
1+ o4 0.ji— (1+47) 0,5,], a wiec sz%(l — 7).

Jaki kapital £ ma wnies¢ osoba majaca 33 lata, izby uwzgledniajac
4°/, rocznie, po jej $mierci wyplacono spadkobiercom 10000 zl.? — Stosu-
jac ostatni wzor, znajdziemy szukana ilosé zt.

10000

k= o (1 —004j,,) = 329685.

78. Jaka wkladke w na poczatku kazdego roku powinna wnosi¢ osoba
majaca ! lat, iZby po jej Smierci wyplacono spadkobiercom kapital K? —
Gdyby kazda z o, os6b majacych po ! lat wnosila takie wkiadki, to oneby
wyniosly na poczatku pierwszego roku w X o,, na poczatku drugiego roku
wxo0,,,, na poczatku trzeciego wX 0,,, i t. d. Warto$¢ obecna tych kwot jest

ko, =

W0y, | W0, M
TR G e
55 (S 96
_w.ol[l—{— (]+7+ +(1+7)91l)]’
t. J. w.o0,(147,). Spadkobiercom za$ zmartych tych wszystkich o, 0os6b wypta-
conoby kwoty, ktorych warto$é obecna wedlug art. 77-go jest 1—:: (A =rg).o;
tak iz :
: K o 5 R 1=rj
w(l-f—Jz)—T‘_g(l*’]r)y skad W—1+ >/1+7']z

Jaka wkladke na poczatku kaZdego roku powinna wnosi¢ osoba ma-
jaca 33 lata, izby, uwzgledniajac 4°/, rocznie, po jej Smierci wyplacono jej

_ 10000, 1— 004y,
104 1 +Jss

=180:17 2},
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ROZDZIAL. SZOSTY.
DWUMIAN NEWTON’A.

DWUMIAN NEWTON’A.

79. Uskuteczniajac mnozenia dwumianéw, majacych ten sam wyraz
pierwszy,
(a+b1)(a+bz) = a2+(bx +b2)a+blbﬂ
(a46,)(@a+b,)(a+b)=a"+ (b +b,4b,)a’+ (4, b,+ b b,+ b, b,)a +b, b, 8,
@+8)(a+b,)a+b,)a+b)=a*+ (b +b,+b,+b,)a*+ (b,b,+6,6,+ b, b, +

+b2bs+bﬁb4+-bsb4).a2+(blb2ba+blb2b4+blebl+62bsb4)a+blbﬂbﬂb47

widzimy, Ze np. w ostatnim iloczynie spolczynnik najwyzszej potegi a* t. j.
a* jest 1, spolczynnik e’ jest suma drugich wyrazéw dwumianow wzietych
oddzielnie, spotczynnik a® jest suma wszystkich roznych iloczynéow tychze wy-
razow wzietych po 2, spoleczynnik «' jest suma wszystkich roznych iloczynow
tychZze wyrazow wazietych po 3, spotezynnik zas a° jest iloczynem wszystkich
owych czterech wyrazéw. Mozemy jeszcze zauwazyé, ze spolczynnik a® jest
suma (i) skladnikéw, spélczynnik «® jest suma (3) skladnikéw, spolczynnik
a' jest suma () skladnikow, nakoniec spolczynnik a° jest jednym iloczynem,
co odpowiada temu, iz (i)=1.

Przypusémy, iz podobnie utworzylismy iloczyn » dwumian6éw, majacvch
ten sam wyraz piérwszy, (a40,)(a+0b,)...(a+ b,) i znalezliSmy: ze spol-
czynnik a" jest 1; Ze spolczynnik ¢! jest suma () skladnikow bedacych

drugiemi wyrazami dwumianéw, tak iz nazwawszy te sume S7’, mamy

b +b,+...+6, =8P, : (1)
ze spolczynnik @"* jest suma (4) skladnikow, bedacych iloczynami drugich
wyrazéw dwumianéw wzigtych po 2 — nazwijmy ja S —

b,b,4+0b,+...4+b,_,6,=5%; @)
it. d.; Ze spélczynnik a" ¥ jest suma () skladnikow bedacych iloczynami
drugich wyrazé6w dwumianéw wzietych po v — nazwijmy ja S’ —

BN D By 0 b by By i s Oy i B Oy = S 3)
it. d. Przypuszczamy tedy, Ze jest
(a+b,)(@+b,)...(a+b)=a"+8SPa""'+8Pa"*+...+8{a" "V +...4+S(2, a+ SV, (%)
Mnozac obie strony tej rownosci przez dwumian a0, , bedziemy mieli
(@48,)(@+8,).. (@4 B)(@+b,y,) = @ (SO0, )0 (SO 8P, ., o
oo (P 4862, b,y A O - (B9 8, b, )@+ S by,

Zwazmy, Ze ogolnie spélezynnik o™f'~Y jest Sy'+5,2,6,,,. Wypisawszy
drugie wyrazy dwumianow,

A R A N S
widzimy, Ze S§ jest suma (%) iloczynow, do ktorych wchodza poczatkowe n z wy-
pisanych wyrazow wziete po v, za$ S§2,5,., jest suma (,",) iloczynow ostatniego
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z tych wyrazow (b, ,,) przez iloczyny poczatkowych » z tych wyrazow wzietych
po v—1. A wiec S{"4S(2,5,,, jest suma wszystkich iloczynéw wypisanych
n-+1 wyrazow wzietych pov, a tych iloczynéw wedlug wzoru (5) art. 61-go
Jest (5 +(2)= (3"
Wskutek tego, kiadac kolejno v =2,3,...,n, i zauwaZzywszy wprost, Ze
S4-5,,,=8{"*Y, oraz, ze SPMb,,,=bb,...5,b,,,=5", moiemy otrzy-
~ many iloczyn tak napisac:
(a+0d,)(a+d,) ... (a+b)(@a+b.,)=a"' 5"+ 5"V + i +
—{—S’;"”’a("“""—}- s +S'(‘n+l)a+sl(:'-}i1).
OkazaliSmy przeto, Ze jezeli prawa strona wzoru (4) jest wyraZeniem
iloczynu » dwumian6w majacych jednakowy pierwszy wyraz, to w taki sam
sposob wyraza sie iloczyn n+1 podobnych dwumianow. Ze zas, jak wprost
widzielismy, w taki sposéb wyrazaly sie iloczyny 2-u, 3-ch i 4-ch takich dwu-
mian6w, przeto w podobny sposob wyraza si¢ iloczyn 5-u, a wieci6-uit.d.,
ilukolwiek takich dwumianow. Wzor zatem (4) jest ogolny, t. j. moZe w nim
n oznaczaé¢ jakakolwiek ilos¢ dwumianow.
80. Jezeli w ogolnym wzorze (4) przyjmiemy b, =b, = ... =b, =10,
to w tym razie wedlug (1), (2), (3) bedziemy mieli
S(ln)”_‘_('l')b’ S('Z")z(;)b27 ceey Sg‘)=(’;)bv; i ay S:llgl =(n—nx)bﬂ_l) S.(.")=(ﬁ)b"=b"-
Wzor zatem (4) przejdzie na wzor
(@b =a+()a b @a b . Gl ... (5, ab T 0P, (5)
czyli
(@b =a"+2a b+ ... T ey L
+Ue T el b
Ten wzér podal’) Newton (wym. nutn) i nazywamy go dwumia-
nem Newton'a (Binomischer Lehrsatz, Newton'sches Theorem), albotez roz-
winigciem n-tej potegi dwumianu.
We wzorze (5) kladac —b zamiast 46, otrzymamy
(@— by =a"— ()@ b+ ()6 — o (— 1)V BI B o h (=178 (B)
Np. wediug ogolnego wzoru (5) lub wedlug wzoru (6)
Ba’b®—2¢d*)®=243a'"b"" —810a®b ’cd* 4 1080 a°h°c’d*— 720 a*bsc*d® 4
+210a*b%c'd®—32¢°d*°.
81. We wzorze (5) spolezynniki iloczynow poteg liter @i b, t.j. liczby

PV N ) A ) A PR A ) (7)
nazywane bywaja spéiczynnikami binomialnemi (Binomialcoefficien-
ten). Poniewaz drugi i dalsze z tych spélezynnikow przedstawiaja ilosci kom-
binacyj z n elementow po 1,2,...,v,...,n—1,n, przeto one posiadaja wszyst-
kie wlasnosci, juz udowodnione w art. 61-ym.

Jezeli dla ogolnosci umoéwimy sie przez symbol (j) rozumieé 1, to wzory
(4) art. 60-go oraz (5) i (6) art. 61-go odnosié sie beda do wszystkich spolezyn.

1) W r. 1676.
Prof. Baraniecki. 18
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nikow (7). Nadto, jezeli w kazdym z wierszy wypisanego w art. 61-ym
trojkata Pascal’a dopiszemy na poczatku 1, to w n-tym wierszu bedziemy
mieli spolezynniki binomialne (7). Gdy za$ jeszcze nad owa kolumna, utwo-
" rzona przez dopisane liczby 1, napiszemy dodatkowo 1, przez co uzupelnimy
trojkat, to suma pierwszych » liczb w dopisanej kolumnie przedstawiaé be-
dzie n-ta liczbe kolumny nastepnej, tak iz wypowiedziane w art. 61-ym wias-
nosci liczb, tworzacych ten trojkat, posiadaé bedzie rowniez tréjkat uzupel-
niony owemi dopisanemi liczbami 1.

Procz tego, jezeli przyjmiemy we wzorach (5) i (6) a=1, i 6=1, be-
dziemy mieli

2'=O)+C)+G)+ - +0), 0=0—C)+G)— & +(=1)" (),
t. j. suma wartosci bezwzglednych wszystkich spétczynnikdw rozwiniecia n-tej
potegi dwumianu jest réwna liczbie 2", za$ suma bezwzglednych wartosci spod-
caynnikéw w wyrazach rozwiniecia potegi dwumianu, znajdujacych sie na miej-
scach nieparzystych, jest réwna sumie bezwzglednych wartosci spélczynnikéw
w wyrazach, najdujacych sie na miejscach parzystych.

ZASTOSOWANIA DWUMIANU NEWTON’A.

82. Korzystajac z rozwiniecia n-tej potegi dwumianu, mozna wielomian
o ilukolwiek wyrazach podnies¢ do potegi n-tej.

Jezeli mamy (@, +a,~+a,)", to, kladac a,+a, =0, bedmemy mogli we-
dlug wzoru. (5) art. 80-go znalezé rozwinigcie (@, +b6)". W trzecim wyrazie
tego rozwiniecia bedziemy mieli b*=(a,+a,)* w czwartym b°=(a, +«,)%...,
w (v+1)-szym b¥ =(a, +a,)",. .., w ostatnim 0"=(a,+a,)". Rozwinawszy kazda
z tych poteg dwumianu a,+a, znowu wedlug wzoru (5), wykonamy podsta-
wienia w rozwinieciu (@, +4)" i znajdziemy rozwiniecie n-tej potegi tréjmianu
a,+a,+a,.

W podobny sposoéb moglibySmy znaleZé rozwiniecie n-tej potegi czwo-
romianu @, +a,+a,+a,. I t. d.

Mozemy, nie wypisujac calego rozwiniecia (e, +a, 4 «,)", wypisa¢ wyraz,
do ktorego wchodza potegi of, a;, ay (oczywiscie k+I+4+m=n). W rozwinieciu
(@, +0b)" wyraz zawierajacy a; wedtug (5) art. 80-go jest (,2,) @i 6" *; podob-
nie w rozwinieciu 0" *=(a,+a,)"* wyraz, do ktorego wchodzi a}, jest
(y—p @hay™ ' =("F) a}, a’y. A zatem wyraz Zadany rozwiniecia (a, +a,+a,)"

jest
n n—k L A 3. it
(ﬂ—k)( m )ala2a3 (n k)' A 'l' a a a k‘ I m ala‘las-

Podobnie znajdziemy, iz w rozwinieciu (@, +a,+a, +a,)" wyraz, do kto6-
rego wchodza potegi af, o), a%, @} (przy k-4Il+m-+p=n), jest
n!
kU m! pl
83. Majac postep arytmetyczny

n! (n— k! n!

— gt aanah. 1t.d.

yy Qgye vy Umyy Um (1)
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0 rozZnicy r, wypiszmy jego wyrazy tak:
Ay =y +7 Ay =y £t r, vy Ay =0, +7‘, a4, =a, —+—7‘

i podniesmy wypisane wyrazy do potegi (n+1)-szej wedtug wzoru (5) art. 80-go.
Otrzymamy

ot —apty =" an v ‘)a o S el GO | M i £ Ui

a:lt1 ENG :li] ("4 ])a,"__7'+('. m—2 r + +("+1) —27‘ +(:i:)r"+1,

; : ; ot

an+1 O an+l =<n—lf1)an]r +(ll+ l)an—l r + _i_(ﬂ—i l)a r _i__(:i})rn{—l.
Dodajac do siebie te rownosci stronami odpowiedniemi i sume v-tych poteg
pierwszych m—1 wyrazéw postepu (1) nazwawszy “,,)’?,, otrzymamy

a —ait = (P B DS () IR, G P 1), (@)

Przy pomoey wzoru (2), znajac X{2,, X0V, ..., X077, mozemy obliczyé

X . Tak np., aby, majac postep arytmetyczny 1,2,3,..., %, znalez¢ sume

jednakowych poteg jego wyrazow, przyjmiemy we wzorze (2) r=1, m—1=F,
a, =1 (tak iz a,=Fk-1), bedziemy mieli

(B —1=CT)ZOHCE V4 L O EE @)

Kladac w tym wzorze (3) kolejno n=1,2,3, ..., znajdziemy stopniowo

rty—1—Eo4r,  Ip_EEED,

)

(k1) —1=() I+ (1) —5—+F,
k(k+1)2k+1) .. k(1) RN
et e L

b (4-1) sroy_ ME-HD) @h+1).
| S 6 )

(e+1)*—1=(D)Z> +(3)

it d
Wyrazenie X{*’ znalezlisSmy juZ poprzednio w zadaniu 1-em art. 50-go.
84. Jezeli z wielomianu W=A+B+4-C+D- ..., uporzadkowanego np.
wediug malejacych poteg litery glownej, mamy wyciagnaé pierwiastek n-tego
stopnia, to, aby wykryé prawidlo postepowania, przypusémy, Ze wielomian W
jest nm-ta potega wielomianu w=a-b-c- ..., uporzadkowanego roéwniez we-
dlug malejacych poteg tejze samej litery glownej. Pierwszy wyraz wielomianu

.
)

W jest n-ta potega pierwszego wyrazu wielomianu w, a wiec \/A =a. Po
odjeciu @"=A od wielomianu W, pozostanie reszta B4-C+D--..., ktorej
pierwszy" wyraz B zawiera najwyZsza potege litery gléwnej. PoniewaZ mamy
W=(a+b+c+ ...)'=a"+(})a" " b+..., przeto W—A=na""'b+ ... i wyraz
na"~'b zawiera najwyzsza potege litery glownej. Jest wiec B=na""'b. A za-
tem B:(na"~')=4, drugiemu wyrazowi pierwiastka. Majac juz dwa wyrazy
pierwiastka, rozwinmy (a-}-b)" wedlug wzoru (5) art. 80-go, utworzmy na-
stepnie réznice W—(a-+b)" i uporzadkujmy ja wedlug malejacych poteg tejze
litery glownej. Pierwszy wyraz tej réznicy, t. j. roZnicy (a+b+4c+...)"—(a4-b)"=
=(") a""'c+..., dzielac przez na"~*, otrzymamy trzeci wyraz pierwiastka. Majac
juz 3 wyrazy pierwiastka, znajdziemy roznice W—(a+b--c)" i uporzadkuje-
my ja wedlug malejacych poteg tejze litery gléwnej. Dzielac nastepnie pierw-
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szy wyraz tej roZnicy przez na'"', znajdziemy czwarty wyraz pierwiastka.
T tid:
Jezeliby pierwszy wyraz ktorejkolwiek reszty nie byl podzielny przez

D N X 3 ¢ :
na'~', wskazywatoby to, iz W jest wyraZeniem algebraicznem niewymiernem.

Zauwazmy jeszcze, Ze, jezeliby \'W byl wielomianem, to ostatni wy-
raz wielomianu W bylby n-ta potega ostatniego wyrazu pierwiastka. Gdyby
sie zatem zdarzylo, Ze, dzielac pierwszy wyraz ktorejkolwiek reszty przez na"~',
otrzymalibySmy wyraz zawierajacy nizsza potege litery glownej, niz ta, ktora
zachodzi w pierwiastku_n-tego stopnia z ostatniego wyrazu danego wielomianu,

to wnieslibysmy, iz \W jest wyraZeniem algebraicznem niewymiernem. —

Jest rzecza widoczna, iz wylozone poprzednio sposoby wyciagania pier-
wiastkow kwadratowego i szeSciennego z wielomianow sa przypadkami szcze-
gélnemi powyzszego postepowania ogolnego.

ROZDZIAY. SIODMY.
LICZBY ZESPOLONE. — OKRESLENIE ALGEBRY.

PRZEDSTAWIENIE GEOMETRYCZNE LICZB ZESPOLONYCH. /

85. Gdy na linii prostej, np. poziomej, obierzemy pewien punkt jako majacy
przedstawiaé liczbe O i, obrawszy pewna dlugos¢ za jednostke, w jednym kie-
runku od zera np na prawo przez punkty tej prostej bedziemy przedstawiali liczby
dodatne, to w drugim kierunku, t. j. na lewo, przez punkly tej prostej mo-
zemy przedstawiaé liczby ujemne. W taki sposob rézne punkty!) tej prostej
beda przedstawialy réZne liczby rzeczywiste. Dlatego nazywaé ja bedziemy
prosta liczb rzeczywistych (reele Zahlenlinie).

Chcac najdogodniej zapomoca punktéw przedstawié takze liczby urojone
i zespolone, przyjmiemy, iz punkty prostej, prostopadiej do prostej liczb rze-
. czywistych w punkcie 0, przedstawiaé
~~~~~ ~-—~—-———t---== beda liczby urojone. Mianowicie u-

T 72;7 E' mowmy s.ie. aby liczb.@ V—1=i '
E : przedstawial punkt tej prostopadiej,

: i l} znajdujacy sie nad prosta liczb rze-

; - ! czywistych w odleglosci 1. Wskutek

N\ 1 tego liczby np. 371 2i\/7  beda

B O.ﬂ +§Z %3 przedstawione przez puvkty tej pro-

—1 stej nad prosta liczb rzeczywistych,
2 w odlegtosci od niej odpowiednio 3
e i2\ 7. Podobnie liczby — i, — 2i

!) Nie nalezy punktéw na prostej, przedstawiajacych liczby, mieszaé z dRugoscia od-
cinkéw miedzy dwoma takiemi punktami. Diugodé odeinka uwaza sie za wielkoéé bezwzgledna,
ani za dodatny anitez za ujemna. Tak np. diugodé odcinka od punktu O do punktu —3,
jest 3. )
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beda przedstawione przez punkty tej prostej pod prosta liczb rzeczywistych,
-w odleglosci od niej odpowiednio 1 i 2. Te prosta, prostopadla do
prostej liczb rzeczywistych w punkcie O (ktorej punkty przedstawiaja liczby
urojone), nazywaé¢ bedziemy prosta liczb urojonych (imaginire Zahlen-
linie).

Umoéwiwszy sie, jak przedstawiacé liczby urojone, tatwo juz mozemy
przedstawié liczbe zespolona. Wezmy np. liczbe 2-3i. Zwazmy, Ze punkty,
przedstawiajace liczby 2-+4-3¢, 2444, 2—b5i it. d., maja te same cze$é rzeczy-
wista +2, ktora przedstawia punkt prostej liczb rzeczywistych; dlatego przyjmie-
my, ze te punkty znajda sie na prostej, prostopadiej do prostej liczb rzeczy-
wistych w punkeie +2. Podobnie przyjmiemy, ze punkty 24-3¢, 1434, —b-+34,
jako przedstawiajace liczby o tej samej czesci urojonej -3¢, znajda si¢ na
tej prostej rownoleglej do prostej liczb rzeczywistych, ktora przechodzi przez
punkt +37. A zatem liczba 2-+3i znajdzie sie na przecieciu si¢ tych dwu
prostych.

Podobnie oznaczyé¢ mozemy polozenie np. punktu —2\/?—{—21’ i 49

W ten spos6b rozne punkty na plaszezyznie, okreslonej przez prosta
liczb rzeczywistych i prosta liczb urojonych, przedstawia¢ nam beda wszelkie
liczby, ktore poznalismy, i dlatego te plaszczyzne nazwiemy plaszczyzna
liczb (Zahlenebene).

86. Wezmy jakakolwiek liczbe zespolona a-+bi, gdzie kazda z liczb «
i & moZe byé¢ dodatna lub ujemna. Modul jej, jak wiemy, jest wartoscia bez-
wzgledna liczby \/ a’+b*; nazwijmy go o. Nasze liczbe zespolona mozZemy
tak przedstawic:

a b @ b
/‘*‘( : 7,) czyli (— — i)
\.CI + b vaz+bz+vaz+bz ! ¥ e P + e .
7 trygonometryi zas wiemy, i% styczna trygonometryczna kata moZe, przy
zmieniajacym sie kacie, otrzymywac wszelkie wartosci ujemne i dodatne. Ja-

kiemikolwiek wiec sa liczhy « i b, zawsze znajdzie sie taki kat, iz tg T

a @ b PR
— = -, sinT=———=— gdzie, biorac

Va*+b° ¢ Va*+0* ¢

wartos¢ bezwzgledna \/a®4- h*=p, mamy cos 7 i sint takiego znaku, jakiego

sa odpowiednio liczby @ i 4. Wskutek tego nasze liczbe moZemy przedstawicé

a wtedy, jak wiemy, cost=

1) Wprawdzie liczba ¢ jest taka, iz i®=(—1).(+1), t. j. liczba ¢ jest érednia geome-
tryczna lieczb —1 i+ 1, lecz z tego nie wynika, aby odcinek miedzy punktami O i ¢ mdgt
stuzyé jako przedstawienie éredniej geometrycznej dwu liczb, jednej dodatnej -+1, drugiej zas
ujemnej —1 Twierdzenia bowiem geometryi elementarnej, jako wyprowadzone dla odcinkdw,
pojmowanych bezwzglednie, moga by¢ tylko wtedy stosowane, kiedy nie rozwazamy odecinkdw
ujemnych, a temwiecej, kiedy nie mieszamy pojecia dtugoéci odeinka z liczba, ktéra koncowy
jego punkt przedstawiaé¢ moze. [Gdy okolo punktu O, jako érodka, promieniem 1 zakreslimy
koto, to dtugo&é prostopadlej spuszczonej z ktéregokolwiek punktu okregu na &rednice, jest
frednia geometryczna dlugosei odeinkdéw érednicy. Dopuszezenie jednak, iz odcinek od punktu
0 do ¢ przedstawia frednia geometryczng liczb —1i+ 1, prowadziloby za soba takze przyje-
cie np, iz odcinek od punktu + ! do punktu + L4144/ 3 jest &rednia geometryezna 2-u liczb,
jednej, ktéra przedstawialby odcinek od punktu ! do + 1, i drugiej, ktéra przedstawiatby
odeinek od punktu + 1 do punktu —1, co byé nie moze].
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w ksztalcie p (cos 74 sin 7). Kazda zatem liczbe zespolona mozemy rozwazaé
w jednym z dwu ksztaltow:

a+-bi, o (cos v sin ), : (1)

S b
gdzie p=\/a"+b"‘, T=arctg "’ 2)
zas a=pcosT, b=psinv. 3)

Np. —2\/§+2i=4(cos 2 w+isin 2 m). Ten punkt jest przedstawiony na figu-
rze; dlugo$é odcinka, taczacego punkt O z tym punktem, przedstawia moduk
o=4%, a ten odcinek tworzy z dodatna czescia prostej liczb rzeczywistych kat
T=23%T.

Liczbe zespolona w drugim z ksztaltow (1) okresla modulp, dlugosé od-
cinka miedzy punktem O a punktem przedstawiajacym te liczbe, oraz wielkosé
7, nazwana odchyleniem (Amplitude), ktora jest katem dodatnym, jaki z do-
datna czescia prostej liczb rzeczywistych tworzy prosta od punktu O do punktw
przedstawiajacego liczbe.

Drugi z ksztaltéw (1) moglibySmy symbolicznie tak napisaé¢ p..

Oczywiscie, ze liczbe zespolona moZemy nazwaé jedna litera. Tak np.
gdy liczbe (1) nazwiemy u, to u=a--b4, albo u=p(cost-+isin <), czyli u=p..

Gdy mamy dwie liczby zespolone sprzezone: w'=a--bi, u''=a—bi, to, je-
zeli w'=p(cos v4-isin7), jest w"’=p(cosT—isin v)=p[cos (27—7) 4 isin 2r—1)],
tak iz liczby zespolone sprzezone maja ten sam modul, suma zas ich odchy-
len jest 2=.

Zauwazymy jeszcze, ze liczby, majace ten sam modnl p, sa przedsta-
wione przez punkty znajdujace sie na okregu kota, zakreslonego z punktu O,
jako érodka, promieniem p. Liczby za$, majace toZz samo odchylenie =, sa
przedstawione przez punkty prostej, wyprowadzonej z punktu O, a tworzacej
kat v z dodatna czeScia prostej liczb rzeczywistych.

87. Jezeli w liczbie zespolonej spotczynnik ¢ staje sie rownym zeru, to
liczba staje sie rzeczywista; jest wtedy we wzorach (1), (2) i (3) b=0, v=km,
gdzie £ ma wartos¢ O lub liczby calkowitej dodatnej. Jezeli zas czesé rzeczy-
wista staje sie zerem, to liczba zespolona staje sie urojona i we wzorach (1)

(2) i (3) jest a=0, Tz?_lc;—_} =, gdzie £k otrzymywaé moze tez ' same, co po-

przednio, wartosci. Liczby wiec rzeczywiste i urojone uwazaé mozemy za
szczegolne przypadki liczb zespolonych.

Gdyby liczba zespolona miala sie stawaé liczba 0, e-4bi=0, to byloby
a=—>bi, albo po podniesieniu obu stron do kwadratu a*=—¥b", liczba do-
datna rowna ujemnej, co by¢ nie moze. Ta jednak rownosé a®= —b" jest mo-
zliwa, kiedy tak ¢=0 jak i b=0. A wiec liczba zespolona wtedy otrzymuje
wartosé 0, kiedy jednoczesnie jej czeéé rzeczywista i spblczynnik »ic< staja sie
rownemi zeru.

Gdybysmy wyszli z drugiego ksztattu liczby zespolonej (1), t. j. przyjeli, i%
p(cost+isint)=0, to zauwazywszy, iz czynnik cost-isinT jest od zera
rozny (gdyz niema takiego =, przy ktoremby jednoczesnie bylo cost=0isint 0),

S
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whies¢ nalezy, iz p=0, t. j. \/a*4+b°=0, co mozliwe, kiedy jednoczesnie a = 0
ib=0.

Na mocy tego, jezeli dwie liczby zespolone a,--b,i, a,-b,i sa sobie
rowne, @, +bi=a,+b,i, a wiec (@, —a,)+(b,—b,)i=0, to @, =a,, b, =b,.
A zatem, jedeli dwie liczby zespolone sa rdwne, to ich czesci rzeceywiste sa
rdwne, oraz ich spdtczynniki »i« sq réwne. Ztego wynika, Ze pewien punkt pla-
szezyeny liczb przedstawiaé mode jedne liczbe, i nawzajem liczba mode byé
prezedstawiona tylko przez jeden punkt plaszczyeny.

DZIALANIA NA LICZBACH ZESPOLONYCH.

88. Wezmy dwie liczby
u, =a,4b,i=p, (cost, +isin<,), u,=a,+b,i=p,(cos T, }isinT,). (1)
a. Sume liczb (1) nazwijmy s,
s=u, +u, =(a, +a2)+(b1 +bz) i
widzimy wiee, Ze suma dwu liczb zespolonych jest, wogdle mdwiac, liczba zespo-
long ; bylaby ona liczba rzeczywista, jeZeliby bylo 4, =—b,, za$ liczba uro-

e S jona, jezeliby bylo @, =—a,. Gdy liczby (1)
A przedstawimy, jak obok na rysunku, zapo-
b,z’-———-—-,’z?;// : moca punktow u, i u,, to, poprowadziwszy

i P prostopadta do prostej liczb rzeczywistych
LSl uz ' oddalona od punktu O o @, +-a@,, oraz réwno-

i : : legta do tejZe prostej, oddalona od niejo b, +6,,

5 éz, &2 - Efae otrzymamy na ’przeci(;ciu sig.tych dv.vu pro-

L stych punkt, ktory przedstawiaé¢ bedzie liczbe

u,+u, =s. Przy pomocy rozwazania odpowiednich trojkatow podobnych latwo
whniesiemy, Ze czworokat Ow, su, jest rownoleglobokiem, tak iz punkt, preed-
stawiajacy sume dwu liczb, jest wierzchotlkiem réwnolegdoboku przeciwlegtym
wierzchotkowi O, gdy pozostademi wierzchothkami sa punkty przedstawiajace
sktadniki.

Modut sumy liczb (1) jest

V(al +au)!+ (bl +b1)2=\/(91 COS T, + Pe COSTz.)2 + (Fl Sil’lTl + Pe SinT2)2=
=VP?+P§+29| P, COS (7 —7T,):

Jezeliby bylo =, =7,, to modul sumy bylby ¢, +p,, w innych za$ przypadkach
Jest mniejszy od o, +p,, a w razie T,=7,4=% modul sumy bylby réowny
bezwzglednej wartosci réZnicy p, —p,, a wiec modud sumy dwu liczb nie jest
wiekszy od sumy ich moduddw i nie jest mmniejszy od bezwzglednej wartosci ro-
2nicy ich moduddw.

Gdybysmy mieli 3 lub wiecej skladnikéw, to, po znalezieniu sumy dwu
z nich, szukalibySmy sumy tak otrzymanej liczby i trzeciego skladnika, i t. d.,
a wszystkie wlasnosci, powyzej zaznaczone dla sumy dwu skladnikow, odniesé
latwo bedziemy mogli do sumy ilukolwiek skladnikow.

B. Od pierwszej z liczb (1) odejmijmy druga i nazwijmy réznice
Uy, — Uy =7,
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7‘-—-——(0‘ —'aa)"*‘(bx _bz)i;
a wiec rdénica dwu liceh zespolonych jest, wogdle
Sy méwige, licebg zespolong i latwo wyrozumieé, w ja-
kich przypadkach jest ona liczba rzeczywista lub
urojona. Poniewaz w, =u, -+, przeto punkt, przed-
stawiajacy réznice dwu liczb, jest wierzchotkiem rdw-
nolegdoboku, ktdrego wierzchotkami przeciwlegtemi sa punkt O i punkt przed-
stawiajacy odjemna, a punkt preedstawiajacy odjemnik pozostadym wierz-
chotkiem.
v. Iloczyn liczb (1) nazwijmy p,
p=u1u2:(a|az_b162)+(axbﬂ +a261)i;
a wiec loczyn dwu liczhb zespolonych jest, wogdle mowiac, liczba zespolona,
ktora staje sie rzeczywista, jezeli @, b,=—a,b, urojona zas w razie, kiedy
a,a,=bb,. Tloczyn ten mozemy inaczej wyrazié,

5 p=u,u,=p,p,(cost, +isint,)(cost,+isin7,)=
\ ==P1 s [COS (7| +Ty)+iSin (Tx +Tz)}
Poniewaz modut iloczynu jest p,0,, przeto, jeZeli go na-
7 zwiemy R, jest R=p,0, czyli 1:p,=p,:R, a wiec latwo
o znalez¢é dlugosé R. Zauwazywszy, ze prosta, laczaca
punkt O z punktem p, tworzy z dodatna czescia pro-
stej liczb rzeczywistych kat = -+7,, a wiec z prosta
taczaca punkty O i », kat =,, wniesiemy, iZ trojkat o wierzchotkach w pun-
ktach u,, O, p jest podobny do trojkata o wierzchotkach w punktach 1, 0, u,;
przeto punkt, przedstawiajacy iloczyn dwu liczb, jest trzecim wierzchotkiem trdj-
kata, wystawionego na odcinku, daczacym punkt O z punktem przedstawiajacym
Jeden czynnik, a podobnego do trdjkata, ktdrego odpowiedniemi wzerzcholkamz
sa punkty preedstawiajace: drugi czynnik, 0, oraz 1.
Gdybysmy wazieli iloczyn p ilukolwiek czynnikéw w,, u,,..., u, kt(’)rych
moduly nazwijmy odpowiednio p,, p,, ..., g, odchylenia zas odpowiednio .
Ty Tay -« +, Ty to nietrudno dowiesé, iz ogoélnie

P="UUy .. Uh, =, 0y .0, [COS (7, 47, + ... +7)+Esin(z, F7,+... +7)]; (@)
a wiec modut iloczynu jest iloczynem modutdw ceynnikéw, zas odchylenie ilo-
czynu jest suma odchylen czynnikéw.

0 +1

5 d. lloraz z podzielenia pierwszej z liczb (1) przez
i druga nazwijmy ¢,
‘\\ u, @ +bi (a4 i)a,—b,9)
o bkl Al
\ 2 2 ]
//quz _a,a,+b9, + b, —ab, p
/ i az+[’2 a2+bg )
0 1 a wiec dloraz dwu liceb zespolonych jest, wogdle méwiac,

liczba zespolona, ktora w szczegolnych przypadkach moze
si¢ stawac liczba rzeczywista lub urojona.
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Korzystajac z drugich ksztaltow liczb (1), mamy

£ (cost, +isinT,)(cosT, —isinz,) =

s Ps COST,Jisint, P2
= £ fo0s (7, —,)-+i5in (7, —),
2

%, p, €OST,Jisin~,
u

q=

t. j. modut ilorazu dwu liczb jest ilorazem ich moduddw, zas odchylenie ilorazu
dwuw liczb jest rdédnica ich odchylen. Jezeliby wypadto t, —7, <0, to odchy-
leniem ilorazu jest kat 2z4-(7, —7,).

Poniewaz wu, = u,q, przeto punkt przedstawiajacy iloraz dwu liczh jest

wierzchotkiem trdjkata wystawionego na odcinku faczacym punkt O z punktem
+1, a podohnego do tréjkata, ktdrego odpowiedniemi wierzchotkami sa punkty
przedstawiajace dzielng, 0, i dzielnik.
: W szczegolnym przypadku, kiedy w, =1, mamy (opuszczajac wskaznik 2)
= ”a_*jfb? = 2{% f= ~:-[cos(—':)-J,—isin(—'c)]=%[cos(2w—¢)+isin(27¢——¢)],
t. J. odwrotnosé liczby zespolonej jest liczba zespolona, ktdrej modud jest od-
wrotnoscia modutu liczby danej, a odchylenie przedstawia wraz z odchyleniem
liczby danej sume 2.

89. We wzorze (2) przyjmujac u, =u,= ... =u,=u=p(cost+1isin7),
bedziemy mieli

1

[¢ (cost 4 isin 7)]" = ¢" [cos (n7t) 4 i sin (v 7)], (3)
a wiec potega liczhy zespolonej, wogdle méwiac, jest liczba zespolona , ktora
w szczegolnych przypadkach stawac sie moze liczba rzeczywista (n v = k),
2k 41
e ).
lona podnies¢ do polegi n-tej, naledy jej modud podniesé do potegi n-tej, jej
za$ odchylenie pomnodyé przez n:

Ze wzoru (3) wynika przy p=1 wzoér
(cosT-isinT)" = cos(n=) + ¢sin (n 7). (4)

Wzoér (4) nazywa sie!) wzorem Moivrea (wym. moawr'a; Moivre'sche
Formel).

Jezeli lewa strone réwnosei (4) rozwiniemy wedlug dwumianu Newton'a,
to otrzymamy wielomian o n-1 wyrazach, z ktorych wyrazy zajmujace nie-
parzyste miejsca beda rzeczywiste, pozostale zas urojone. Z roéwnosci wiec
(4) wedlug tego, cosmy moéwili w art. 87-ym, wynikaja rownosci

lub urojona (n~v= Ze wzoru (3) widzimy, Ze, aby liczbe zespo-

cos(n7) = cos"7 — (3)cos” *vsin*t 4+ (})cos"*wsint‘Tt —. ..,

sin (n7) = (%) cos" v sint — (3) cos® *wsin®t 4 (5) cos" *Tsin® v —...
(n=2, 3, 4,...), t. j. wyraZzenia wstawy i dostawy wielokrotnosci kata przez
potegi wstawy i dostawy tego kata. —

) Wiasciwie Moivre otrzymal w r. 1730 wyraZenia S e
cos (n7)=}[(cost+isinT)" + (cost—isinT)"], sin(nt)=—Li[(cos T+isinT)"* — (cost—sesinT)" J;
wzor za$ (4) po raz pierwszy podal Euler w r. 1748.
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Jezeliby po lewej stronie wzoru (3) liczba # byla ujemna calkowita,
n=—v, to zgodnie z okresleniem potegi ujemnej mielibysSmy, stosujac wzoér (3)
i ostatni art. 88-go,

e e 1 1 :
e ainieciisng] ,:[\o‘(érdé;—{—isin T)]V: pv[cos(w)—{—i sin (vr)]
= 07" [cos (—v7)+i sin (—v7)]=p" [cos (n7)-+-¢ sin (n7)],
t. 1. wzor (3) odnosi sie takze do przypadku, kiedy » jest liczba calkowita
ujemna. Woéwezas odchylenie nw zastepujemy przez odpowiednie odchylenie
dodatne.
-90. Kladac we wzorze (3) przy = calkowitem i dodatnem g"=r, nt=t,

t ; :
wskutek czego p=rn, T mie¢ bedziemy

[ ,IT(COS_ -+ isin —)] = r(cost 4 ¢sin £).

Z tej rownosci, po wyciagnieciu z obu stron pierwiastka n-tego stopnia,
mamy

SR O ik t St ]
\/ 7 (cost+isint) = r= (cos;z— ey sm;) ) 5)

a wiec pierwiastek 2 liczby zespolonej jest liczba zespolona. Ze wzoru (5) wi-
dzimy, Ze, aby z liczby zespolonej wyciagnaé pierwiastek n-tego stopmia, naleiy
2 jej modutu wyciagnaé pierwiastek (arytmetyceny) n-tego stopnia, jej zas od-
chylenie podzielié przez n.

Zauwazmy, Ze danej liczby 7 (cost - isinf) nie zmienimy, jezeli zamiast
odchylenia ¢ weZmiemy ogélniej odchylenie ¢ 4 2%=, gdzie £ ma wartosé O,
lubtez jakiejkolwiek liczby calkowitej dodatnej. Mozemy wiec wzér () tak
napisac:

—i—2k'c s t—|—2k7c)
S ‘

\"/r (cost-+isint) = cos ——+ @ (6)

Podstawiajac w tym wzorze k=0, 1, 2, .. . n—1, otrzymamy » wartosci
pierwiastka n-tego stopnia z liczby # (cos ¢ 4 ¢ sin £),

1 t 1 ! tL9n—Dn 5 —
rT(cos~+isini), r}T(cost+2ﬂ+isint_+_2f S r”,.‘(cos +, (”_Iﬂsm?f_?@_&‘) (7)
n n n n n n

Gdyby$my liczbie £ nadawali wartosci »n, n41, ..., 2n—1, 2n, 2un+1, ...,
3n —1, ..., to otrzymywalibysmy znowu tez same wartosci pierwiastka.
Wartosci (7) sa wszystkie rézne od siebie, gdyz, jezeliby przy dwu liczbach
I, il, calkowitych i dodatnych mialo byé

r%(cos %_lﬁ + isin ﬂ‘_n%ll_"’) Sy (cos t_‘fjs L=

to byloby jednoczesnie
oA cos ik ¢ l“‘w, sin ?_—1_2E= sin =l
n n n n

-+ 7 sin 3z ¥ +n2—l“’j .

cos , €0 z uwagi, iz wartosé

bezwzgledna roZnicy t+i LR el

227 jest mniejsza od 2= (a
n n
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wiec nieréwna wielokrotnosci 2=), by¢é nie moze. Gdyby nawet liczba
r(cost4-isint) byla rzeczywista, t. j. gdyby nawet bylo czyto =0, czytez =,
to takze pierwiastki (7) z tej liczby bylyby od siebie rozne. A wiec pier-
wiastek n-tego stopnia z jakiejkolwiek liczby ma n rdinych wartosci. Np

» % Zhm S
V41 = VeosO+isin0 = cos Somtew TT, (8)
2335 Some o ua g i 2(n—1) iy —
cos O +isin 0, cos—;%—zsm?,...,cos—n—w—{—z sin —— 7; (9)
P Zoie L 2k 2k +1
V—1 = \eosz +isinm = cos —L T+ 1f1—+ T, (10)
b S Bimeocd -3 2n—1 2n — 1
co§;+zsxn7,0057+z51n—n~,..., OO, > m—{—@smﬁ 7. (11)
91. Poniewaz (art. 88 y) jest
t+27c1 t+2kw

(cos— -+ isin —)(cos—2*¢—{—z sm—27r)=co —+ i sin e

przeto wzor (6) moZemy tak napisaé:
. e 2 P oo otk
\/7(cost + isint) = r (oos = - ¢ sin 7)(0087 2% - isin = 271:). (12)

W ostatnim czynniku po stronie prawej liczba % oznaczaé moze (art. 90)
ktorakolwiek z liczb 0, 1, 2, . . ., n—1, a ten czynnik wedlug (8) przed-
stawia pierwiastki n-tego stopnia z 41, t. j. liczby (9). Wskutek tego, we-
dlug wzoru (12), otreymamy wszystkie pierwiastki n-tego stopnia z liceby da-
nej, mnodac jeden pierwiastek z tej liceby preez wseystkie n pierwiastkéw
z 1.

92. Z wyrazen (9) wprost wypada, iZ jednym pierwiastkiem n-tego
stopnia z -1 jest liczba rzeczywista + 1, ktoéra odpowiada wartosci & = 0.
Aby posrod pierwiastkow (9) byl jeszcze inny rzeczywisty, potrzeba, Zeby

przy odpowiedniej wartosci %, bylo 727-: rowne wielokrotnosci =. Ponie-
waz k < n, przeto zdarzy¢ sie to moze tylko w razie k = ﬁ, a wiec kiedy

n jest liczba parzysta, i wowcezas pierwiastek jest cosw+isinm=—1. A wiee
- posréd pierwiastkéw stopnia n-tego @ +1 w razie n parzystego sa dwa pier-
wiasthki rzeczywiste +1 oraz —1, w razie zas n nieparzystego jest jeden tylko
pierwiastek rzeczywisty 1.

Aby posrod pierwiastkow (11) z —1 byl rzeczywisty, potrzeba, Zeby

! el : k
w ogélnem wyrazeniu (10), przy odpowiedniej wartosci %, bylo 2—::—17: rowne
wielokrotnosci =. Poniewaz k <n, przeto zdarzyé sie to moze tylko w razie,

kiedy gk—+~1 w=mw, t. j. kiedy k:n;l, a zatem tylko przy » nieparzystem.

2
VVlelrny wiec, Zze posrod pierwiastkow stopnia n-tego z —1 tylko w razie »

nieparzystego jest jedyny pierwiastek rzeczywisty —1. —
Zauwazmy jeszcze, Zze wogole ze wzoru (10) wprost wynika, iZ pier-
wiastek n-tego stopnia z liczby —1 wyraza sie przez liczby rzeczywiste
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(cos2 niiw, sin glc"l—’t i przez liczbe urojona i=\/—1. TaZ sama uwaga

odnosi sie do ogélnego wzoru (6). Dlatego w czesei Il w art. 64-ym powie-
dzieliSmy, iz wprowadzajac liczby urojone, a tem samem (I, art. 68) liczby
zespolone, wyprowadzamy wlasciwie jedyna nowa liczbe \/ —1.

93. Aby w ogole pierwiastek n-tego stopnia z liczby jakiejkolwiek byt
liczba rzeczywista, potrzeba, izby w ogdlnem jego wyrazeniu, ktore przed-
stawia strona prawa wzoru (6), spolczynnik ¢ byt rowny zeru, t. j. aby bylo

t 4+ 3 kw g (13)
Mozemy przyja¢ we wzorze (6), iz t < 2=. Kladac
I=0.2%, (14)
gdzie 6 < 1, warunek (13) tak przedstawimy:
. U] + k 5o

; 6
Bedzie on spelniony wtedy, kiedy albo )—+ 2= =0, albotez 2m—nn

0+%&
+ n
o Jezeli 9 m— 0, a wiec k= O to, z uwagi, ze zadna z liczb

0 i & nie moze byé ujemna, jest jednoczesnie =0 i k=0. Wowczas wedlug
(14) jest takZe t=0, zas wedlug (6) jest

V + ross _|— rT,
t. j. otrzymujemy z liczby dodatnej pierwiastek dodatny.
6
B. Jezeli #21 =T, a wiec —+—2]f skad 0 = '2-%, to,

7 uwagi, 29<<1, n zas i k sg hczbaml dodatnemi i catkowitemi, moze
byé tylko:

1). Albo n — 2k =0, a wiec k= -722—, co jest mozliwe tylko przy
n parzystem, a wtedy 0—0 wowcezas wedlug (14) t=0, zas wedlug (6) jest,
przy n=2m,

2m o 5

V + =y )
t. j. w przypadku » parzystego otrzymujemy z liczby dodatnej pierwiastek
ujemny.

2). Albotez n —2k =1, a wiec k = ﬁ;—}, co moze byé tylko przy .

n nieparzystem, a wtedy 6=1; wowczas wedlug (14) t==, zas wedlug (6)
jest, przy n=2m--1,

2m+ |

V e m+l7
t. j. w przypadku = nieparzystego otrzymujemy z liczby ujemnej pierwiastek
ujemny. '

Poza temi przypadkami, wyciagajac pierwiastek n-tego stopnia z liczby,

nie otrzymujemy pierwiastkow rzeczywistych. A wiec pierwiastek rzeczywisty
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motemy otrzymaé tylko z liczby rzeczywistej. A mianowicie: 2z liczby dodat-
nej otrzymujemy jeden pierwiastel dodatny, oraz w preypadku parzystego wy-
kdadnika pierwiastka jeden pierwiastel ujemny; = liczby ujemnej jedynie
w przypadku nieparzystego wyktadnika pierwiastka otrzymujemy jeden pier-
wiastek wjemny.

94. Po lewej stronie wzoru (3), w ktorym »n moze oznaczac liczbe cal-
kowita tak dodatna, jak i1 ujemna, przyjmijmy, iz » jest liczba utamkowa,

n =% (p i ¢ liczby catkowite), i niech w razie n << O bedzie p <0, tak iz

zawsze jest ¢ > 0. Zgodnie z okresleniem potegi ulamkowej mamy, stosujac
wzor (12),

P L]

[p(cost4isin7)] ¢« =\/[o(cost+isinT)] = \q/;/’(cos pT+isinpt)=

P

T i s i
=p ¢ | cos q—{—zsm q)(cosg 27 ¢ sin 7 27:),
czyli [p(cos T-+isin 7)]"=p"(cos nv -+ i sin n7) (cos%?w -+ 7 sin 527:), to jest

chcac wzor (3) odnies¢ do przypadku, kiedy » jest liczba ulamkowa, nalezy
W nim wyrazenie po stronie prawej pomnoZy¢ przez wszystkie pierwiastki
Z 1 stopnia, okreslonego przez mianownik owej liczby utamkowej.

OKRESLENIE ALGEBRY.

95. Wyraz algebra pochodzi od tytulu dzieta »>Algebr w Almuka-
bala« (wym. aldZzebr walmukabala), ktorego autorem byt Muhammed ibn Mu-
sa Alchwarizmi'). Wyrazy w tym tytule (dZebr=restauratio= zestawienie,
mukabala = oppositio= przeciwstawienie) oznaczaja: pierwszy — ustawienie wy-
razoOw rownania w taki sposob, izby po obu jego stronach znajdowaly sie
wyrazy tylko dodatne; drugi zas — przeksztalcenie rownania w taki sposob,
izby, wskutek wykonania redukcyi wyrazow podobnych, pozostale wyrazy (do-
datne) po jednej stronie nie byly podobne do pozostatych wyrazéw (dodatnych)
po drugiej.

Algebra jest nauka o réwnaniach, ktéremi wiewiadome sa z liczbami da-
nemi zwiazane w taki sposéb, it tak na niewiadomych, jak i na liczbach da-
nych ma byé uskuteczniona skonczona ilosé dziatarn, a temi dziataniami moga
byé dodawanie, odejmowanie, mnoéenie, dzielenie, podnoszenie do potegi i wy-
ciaganie pierwiastka.

Dlategotez w algebrze bada sie szczegolowo wiasnosci wyrazZen, ktore
moga by¢ stronami rownan, w tej nauce rozwazanych (czyli rownan alge-
braicznych), podaje sie metody rozwigzywania tych réwnan algebraicznych,

1) T. j. Muhammed syn MojZesza z Charizm (dzisiejszej Chiwy). Zy! on w pierwszej
¢wierei wieku IX.

Mylnie do niedawna wywodzono wyraz algebra od nazwiska arabskiego matematyka
Geber (wym. dzabir), zyjacego w polowie wieku XI.
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ktorych pierwiastki moga by¢ wyraZeniami algebraicznemi utworzonemi ze
spolczynnikow tych réwnan, roztrzasa sie rozmaite wlasnosci pierwiastkow
rownan algebraicznych, oraz uvzasadnia sie, i%z pierwiastki pewnych rownan
algebraicznych nie moga byé¢ wyrazeniami algebraicznemi, utworzonemi z liczb
danych.

WspomnieliSmy powyzej, iZ w wyrazeniach algebraicznych ilos¢ wskaza-
nych do wykonania dziatan ma by¢ skoniczona. Nalezy jednak zaznaczyé,
ze, jezeli w wyraZzeniu mamy wskazana nieskonczenie wielka ilos¢ wymienio-
nych powyzej dzialan do wykonania, a temu wyraZeniu moze byé nadana
inna posta¢, w ktorej juz skoriczona ilosé¢ dzialan zachodzi, (jak to ma miej-
sce np. z suma wyrazow postepu geometrycznego malejacego nieskoriczonego),
to takie wyrazenie uwazamy takze za wchodzace w zakres badan algebry.

96. Algebre dzieli¢ sie zwyklo na algebre poczatkowa, czyli ele-
mentarna (elementare A.), i algebre wyzsza (Hohere A.). Nie moZna
jednak przeciwstawiaé algebrze poczatkowej algebry wyZszej. Nie sa to bo-
wiem ani dwie galezi nauki, anitez dwa dzialy jednej galezi matematycznych
badan. Algebre poczatkowa stanowia te czesci algebry, ktérych roztrzasanie -
w nauczanie $rednie ogélne moze byé wprowadzone z korzyscia. Korzysé
zas owa jest dwojaka: rozwoj scislego myélenia uczniow, oraz rozwiazywanie
waznych lub ciekawych zadan rozmaitych. Tym ostatnim wzgledem uspra-
wiedliwia sie wprowadzenie do algebry poczatkowej wskazowek dokonywania
rachunk6w przy pomocy logarytmoéw, chociaz tak teorya wyczerpujaca loga-
rytmow, jakotez samo obliczanie logarytméw liczb nie naleZy do algebry.

Najczesciej za gtowna ceche, a wlasciwiej méwiac, za kres problematow
algebraicznych, stanowi¢ mogacych przedmiot nauczania sredniego, czyli za
kres algebry poczatkowej, uwaza si¢ stosowanie rownania stopnia drugiego
7 jedna niewiadoma do rozwiazywania grup réwnan stopni wyzszych ponad
drugi. Gdy do tego obszaru kwestyj doda sie jeszcze wspomniane powyzej
uwzglednienie logarytmow, dwumian Newton’a przy wykladniku dodatnym .
calkowitym, jakotez wyklad, przy pomocy wielkosci trygonometrycznych, naj-
prostszych wlasnosci liczb zespolonych, to bedziemy mieli okreslony przedmiot
algebry poczatkowej.

Te za$ dzialy algebry, ktore nie nadaja sie do uwzglednienia w nau-
czaniu sredniem, obejmujemy ogélna nazwa algebry wyzszej.

97. W algebrze korzystamy z réznych wynik6w osiagnietych w aryt-
metyce, tak iz nauka arytmetyki poprzedza nauke algebry. Nie jest jednak
algebra dalszym ciagiem arytmetyki, gdyZ wiele szczegotow, na ktére w aryt- -
metyce wyraznie nacisk kladziemy, pozostaja w zupelnosci poza zakresem
badan algebraicznych.

W arytmetyce — zgodnie z bezposredniem okresleniem liczby: liczba
jestto wynik z wymierzenia pewnego przedmiotu innym, z nim jednorodnym,
przyjetym za jednostke — zajmujemy sie tylko dodatnemi (Scislej moéwiac:
bezwzglednemi) liczbami calkowitemi i utamkowemi. Wrychodzac z pojecia
takich wiasnie liczb (oderwanych), w algebrze stopniowo uogélniamy pojecie
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liczby przez wprowadzenie liczb ujemnych, niewymiernych pierwiastkowych,
urojonych i zespolonych.

Nauka o wykonywaniu czterech dzialan na dodatnych liczbach catko-
witych i utamkowych, o niektorych tych liczb wlasnosciach, pomocnych do
zrozumienia lub do prostszego wykonywania tych dziatan, oraz o rozwiazy-
waniu szczegélowem tych roznych zadan z Zycia praktycznego, ktore albo
bezposrednio sa zadaniami na regule trzech, albotez dadza sie sprowadzié¢ do
zadan na regule trzech, — stanowi arytmetyke.

Z tego wynika, Ze chociaz z liczb, rozwazanych w arytmetyce, liczby
oderwane naleza do zakresu liczb, z ktoremi mamy do czynienia w algebrze,
to jednak tak sposob, w jaki wogole liczby rozwazamy w arytmetyce, jak
i spos6b rozwazania zadan arytmetycznych, pod wielu wzgledami jest cal-
kiem obcy charakterowi roztrzasan algebraicznych.
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=15, 72*—61y*= b0, — 7224+ 8zy=1,
(Anr. 4 o). s S R
|22 +8y=21 | z=38y. |62+ 2y ="7.
I(x—4)2+(y+4)?:100, 5 22te y=3a, i ba? —32y+8y2=614,
: ‘x+y=14. ") 72+3y=10. " | 2y=9=.
22+ 3xy+4y*=18, 8 bry+4x+2y+16=0, 9 3a24+4y°=48,
2x+3y="7. "l 1le+by=4 " e=2y.
0 2w+ 3wy + 4y* =104, 1 J 222+ 3y2=40, % x? —3ay+ $y*= 16,
" | 2z=3y. : lx+y=5. " | 22+ 3y=12.
1. wy=—2\/2, 14, [ 22+ 32y — 10y%2+12=0, 15. JSm2_.‘12ny—5y?+15=0_.
2z=3y. | 32— Ty =0. | 22 —3y+5=0.
g f
16. 1522 — 30 2y — 1192+ 77 =0, 1. ]:v"—a:y-{»y’:l, 18, 11; .,1/ ;-,’
Bx+y—1=0. lm+y=2. S g s
PR B
 — z+y=_2a,
v+ V=8, fr+ g2t
2
19. {x—y:é. 20 to it 21 e b 4:zb
Y o athd
y—x=a+b, [,,1__}__{___8,
2.0y =z ar—p My
x iy ';;—?,=b

24. Stosunek dwu liczb jest 11:13, a suma kwadratéw tych dwu liczb jest 14210.
ZnaleZé te liczby. \

25. Suma dwu liezb jest 50, a suma ich kwadratow 1258; jakie sa te liczby?

26. Zmieniwszy nastepstwo cyfr w liczbie dwucyfrowej, otrzymamy liczbe o 18 mniej-
sza od szukanej, biorac zas sume kwadratow cyfr liczby szukanej, otrzymujemy liczbe
o 62 wieksza od sumy jej cylr. Jaka jest szukana liczba?

27. Znaleié liczbe dwucyfrowa, wiedzac, Ze, zmieniwszy porzadek cyfr, otrzymamy li-
czbe 0 9 mniejsza od szukanej, oraz, Ze, dzielac ja przez 5}, otrzymamy liczbe utworzo-
na przez iloczyn cyfr liczby szukanej. :

28. Powiekszajac licznik szukanego ulamka o 3, a mianownik o 5, otrzymujemy}gr;
powiekszajac za§ licznik szukanego ulamka o 9, a mianownik o 5, otrzymujemy odwrot-
no$é¢ szukanego ulamka. Jaki jest 6w ulamek?

29. O ile trzeba powiekszy¢ podstawe i o ile zmniejszy¢ wysoko$é prostokata, maja-
cego podstawe 119 em, a wysokosé 29 em, izby pole sie nie zmienilo, a obwéd powiekszyl
sie 0 24 em?

30. Jakie sa wymiary prostokata o przekatnej d, wpisanego w trdjkat, ktérego pod-
stawa jest b, a wysokosé h?

81. Zmniejszywszy podstawe prostokata o 8-ma jej czesé, za$ jego wysoko$é zmniej-
szywszy o 16-ta jej cze$é, otrzymaliby§Smy prostokat, ktérego pole byloby mniejsze
o 368 m?* za§ obwdd mniejszy o 3'4m. Jakie sa wymiary prostokata pierwotnego?
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32. W kolo o promieniu 5 dm jest wpisany (rojkat rownoramienny, a suma jego pod-
stawy i wysokosci jest 15 dm. Znaleié wysoko$¢ i podstawe tego trdjkata.
dry — Bz —4y=06 Bey+2zx+y=11
(Art. 4 B). 33. {;Zy 79” yo ; 7.1 34, {:y . yz ;
N =Y E i axy — Sz =4,
(WPt g )i +‘+ 2 Y +ey

52
35 ?_}/_:4‘ 36 3zy + 8+ 2y=—>b4, Quy -+ Bz +4y=17,
g2 3 o — 2wy + 152 + 10y = 36. 3y + 4a + by =8,
z KJ
[ 2wy +2+38y=26, g9, | 229 —o—Ty=~22,
" | Bey+ 20+ By=40. 5 P S

@kazad 2o ody 40, [t —1@+D)E+n+ey=0, =~ (@—yp (a—fa—dib—eb—d)
| ed— 3 (c+d)(@+y)+2y=0, 4 (a+b—c—d)

41. Trapez o podstawach @ i b i wysokosci % odcinkiem réwnoleglym do podstawy
jest podzielony na dwa réwnowazne trapezy. Jaka jest dlugo$é tego odcinka?
42. Obwdd tréjkata prostokatnego jest 2p, a dlugos$é prostopadiej z wierzcholka kata
prostego na przeciwprostokatna jest k; znalezé przyprostokatne.
43. Po drodze 17325 m przednie kolo robi o 265 obrotéw wiecej niz tylne. Gdyby
obwdd kazdego kola byl wiekszy o 075 m, to przednie kolo zrobiloby o 112 obrotéw
wiecej niz tylne. Jakie sa obwody kol?
44. A i B ida naprzeciw siebie, A wyszedl o 3 dni wcze$niej niZ B, a B robi codzien-
nie 0 2 mile wiecej niz A. W chwili ich spotkania si¢ stosunek drég przebytych byl 13:15.
Gdyby A byl o b dni mniej w drodze i B robil codziennie o 2 mile wiecej, to w chwilj
spotkania sie ich z soba stosunek drég przebytych bylby 2:5. Ile A robi mil codziennie
i ile dni byl w drodze do chwili spotkania si¢ z B? 5
45. Gdyby stopa procentu, na jaka umieszczony zostal kapital 1800 zl., byla o 1 wigk- ’11'20
sza, a przeciag czasu o rok mniejszy, to kapital przyniésiby odsetek réwniez 360 zl., kto, . «u)!f
re przyniésl w rzeczywistosci. Jaka byla stopa procentu i jaki przeciag czasu? U )
46. Kto§ kupil dwa domy; dochéd z pierwszego wynosi 600 zl., dochdd za$ z drugiego
domu, ktéry kosztuje mniej o 2000 zi. niZz pierwszy i przynosi od wyloZonego kapitalu
o 1%/, mniej niZz pierwszy dom, wynosi 400 zl. Ile zaplacil za pierwszy dom i jaki z niego
ma %/, od wyloZonego kapitalu?
47. Do kapitalu dolaczywszy odsetki, ktére on przyniésl po 8°/, przez pewna ilosé lat,
otrzymaliby$my 2574 zl.; gdybySmy za$ do kapitalu mniejszego o 975 zl. dolaczyli odsetki
przy tejze stopie 9/, za ilosé lat wieksza od poprzedniej o 21, to otrzymaliby$my 910 zl.
Jaki byl pierwotny kab}tal i przez ile lat byl oddany na °/,?

24wy +ax=3, —y?+x+y=0375,
Axrr. §). 48. 49.
e J/{my+3z=4. % {x’—y2~m+y=0'125.
5 22+ zy = 9490, 51 22+ y2=10, 52 2+ xy+y?=61,
5 :
Y2+ wy = 7410. i =3, v~ | 2y=20.
i3 2?4yt +ae—y=32, iy 2?2 — 2wy + 3y?=33, z? —z— ()'i-
3z 4+ 3y® — by =27. = 3 + 14wy + 6y2=291. x—%y—{—y"— 0.1
9 )w
”y z+y ;l > ]4(w+y)_3xy=o'f.¢~y = I3my-—w2+y’—36
x.+y2-20 \ety+artyr=26. % r,hy,‘ ]xy 108. ¥ 7
o 2 +y? —ay=61, ]w*—%xy+3y——2x 10 o1 +y2+ay=84, e
1 19(x+y)-——my 211, ']y(y+4)——xy_.20 x+y+\/:cy 14 )uyj =¥
62 224+ y?=a? 63 x2+my=a7! y = 6L %= ax+ by, +
| zy=ad. x?—yt=b, yﬁ—ay-*—bw

~ Prof. Bunn{eqk_l F
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—}—+l=a, 2ty i et oldy g
Je oy ge. ] @t gl A
2 LR S bl ORI Lo e P 05

zy ; (z—1)(y—1) ab 14y 1—=2
¢s. {z’—txy=7,
. Y tay=—T7.

~69. Jezeli licznik pewnego ulamka powieksze o 2, a jego mianownik zmniejsze o 2,
to otrzymam odwrotno$é ulamka pierwotnego. Zmniejszajac za$ licznik o 2, a mianow-
nik powiekszajac o 2, otrzymam liczbe o 1.4 mniejsza od odwrotno$ci ulamka pierwotnego.
Jaki jest ulamek pierwotny ?

70. Przez punkt M, wziely na dwusiecznej kata prostego i oddalony od jego wierz-
cholka o 4V 2m, poprowadzié taka prosta, iZby jej odcinek, zawarty miedzy ramionami tego
kata, mial dlugosci 113 m. Jakie ta prosta oddziela odcinki na ramionach kata danego?

71. Obwdd tréjkata prostokatnego jest 12 m, stosunek za$ pola kwadratu wystawionego
na przeciwprostokatnej do pola prostokata wystawionego na przyprostokatnych jest 25:12.
Znalezé przyprostokatne w tym trdjkacie.

72. W kule o promieniu b m, wpisaé walec, ktorego powierzchnia jest 66 mm?2.

73. Obliczyé przyprostokatne tréjkata prostokatnego, majac jego przeciwprostokatna a
i odpowiadajaca jej wysokos$é A.

74. Dwa boki a i b tréjkata, ktérego pole jest p, sa przeciete prosta réwnolegla do
boku trzeciego. Jak wielkie sa odcinki owych dwu bokéw przylegle wierzcholkowi, w kto-

" rym sie boki a i b przecinaja z soba, jeZeli o) pole tréjkata oddzielonego przez réwnolegla
jest $rednia geometryczna pola calego trdjkata i pola oddzielonego trapezu, ) pole oddzielo-
nego trapezu jest $rednia geometryczna pola calego tréjkata i pola tréjkata oddzielonego?

2%y + wy? =240, 2t gt
s4y*=28 ' yr—342 g Bt

75. {x+y4 76.{”‘ dpeal 2o BT e
i £ g i z+y=12.

Sy 2/,’ ’.—19' 3 ’=10’ '=30’

. T, Y Y A
z—ay+y=4. 2%y +yt=b. z+xy? + 2yt =63.

s 2(12 —zy) — y(xy — 3)=0, [ 2 +y* =24ath + 20%, si. [ @t +yr=bay,
zy (y+ 4o — 2y) = 12 (x+y) — 36. : lx—y=2b. lm+y a.
(@—y)(@*+y")=a, s & 2y oy bl e, ¥ +y*=—3a,
(@+y)(@*—y*)=b. N\ @ -2yt eyt —y) (@ —y)=b. @'y +ay'=a.

88. Suma sze$cianéw dwu liczb jest 407, a suma tych liczb jest 11. Jakie sa te
liczby?

89. Przeciaé kule plaszcezyzna tak, iZby stosunek objetoSci mniejszego jej odeinka do
odpowiadajacego mu wycinka kulistego byl réwny liczbie a < 1.

90. W kule o promieniu » tak wpisa¢ walec, iZby jego objeto§é byla réwna sumie
dwu odcinkéw kulistych, podpartych przez podstawy walca.

91. W tréjkacie dany jest bok a i wysokoSci 4, i hy, odpowiadajace pozostalym jego
bokom. Obliczyé owe dwa pozostale boki tréjkata. : ;

92. W kule o promieniu 5 m wpisaé stoZzek Sciety, ktérego wysokosé jest 7 m, a ob.
jetosé 23 =m®. Obliczyé promienie podstaw tego stozka.

(Arr. 6). 93—101. Zadania 52, b4, 58, 63, 72, 73, 85, 86 i 87.
2 2 1 2 3 2 > Jey 2 2
102. z*+ay+2y*=11, 1ok 2+ 3wy +2y*=6, 104, x4+ 2zy+ Hy? =113,
2?4 2y —3yt=—7. 22 — ry+3y*=4. zy+y?=28.
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o8 2%ty +y? =49, Iz’+y Va y =336, my+2yz=32,
" |22t —Bzy+4yr=41." |y e Vay=112; (y=1). y3+3%=104;(x=-ty').
-?—-I—-y——l
a? 4yt +el=dt, g o y+2) (@+y+2)=m,
(Art. 8). 108. {bx=ay, 109. LR 110. {(w+z)(z+y+z)=n,
cx=az. a T (@+y)(@z+y+z)=p.
yz=bc
< e |
= N gt
2 ”(-’/“):gl” N e +y+e=13,
. y(z+x):29, . L _=13, 113. {x2+y!+zt=61,
s(aty)=2r. ‘f f':j 2yr=x(y+2).
P i

114, {x’=y+z, 2+ az+22 =28,

(e+y+2*) =4y(y + ) + 8(x+2)— 4y, 2+ ay+y?=37,
115. {
2=+ 9% Y +yz+22=19.

zl+yi=3+z2+ul,

z+y—z=2,
=1
116. {x’+y'—z’=6, 117. z+y=1+%+u,
RS o)
zt+ yt—zt=66. il

118. Obwoéd trojkata prostokatnego jest 2p, a jego pole m?; obliczy¢é boki tego
tréjkata.

119. Znalezé boki tréjkata prostokatnego, ktérego obwéd jest 2p i w kitérym suma
przeciwprostokatnej i odpowiadajacej jej wysokosci jest a.

120. Odcinki laczace wierzcholki trdjkata ze $rodkami przeciwleglych bokéw sa m,, m,,
my; obliczyé hoki tego tréjkata.

121. Powierzchnia prostopadlogcianu jest 552 dm?, przekatna 17 dm, wysokosé zas$ jest
0 b dm mniejsza od sumy szeroko$ci i grubosci. Jaka jest objetosé tego prostopadlo-
Scianu ?

122. Obliczy¢ wymiary prostopadloscianu, w ktérym przekatna jest d, powierzchnia s?,
a jeden z wymiarow jest §rednia arytmetyczna dwu innycb.

123. W tréjkacie dwusieczna jednego kata jest a, i dzieli bok przeciwlegly na odcinki
b i ¢, znalezé wyrazenia bokéw tego trdjkata.

124. Pole tréjkata réwnoramiennego, w ktérym suma podstawy i wysokosci jest réwna
sumie pozostalych bokéw, jest s. Obliczyé boki trdjkata i jego wysokosé.

125. Znalezé cztery liczby proporcyonalne wzgledem liczb 2, 5, 9, 11, wiedzac, Ze suma
kwadratéw trzech pierwszych jest 2750.

126. Suma wyrazéw $rednich proporcyi jest 23, skrajnych 27, suma za§ kwadratéow
wszystkich wyrazéw jest 754. Jaka jest ta proporcya?

12%7. Pociagiem spacerowym jechalo druga klasa o 64 osoby wiecej, niZz pierwsza,
a o 166 mniej niZ trzecia, Wszyskie zaplacily za bilety 669 zl. 60 ct., a mianowicie za
bilety drugiej klasy o 163 zl. 20 ct. wiecej, niz za bilety pierwszej, a o 40 zl. 80 ct.
mniej, niz za bilety trzeciej. Cena biletu pierwszej klasy byla réwna sumie cen (biletéw
drugiej i trzeciej. Ile oséb jechalo w kazdej klasie i ile kosztowaly bilety do oddziel-
nych klas?

128. Va+7+Ve =3. 129, Vo—2+ Vot 6=4  130. V22—b4V2x+11=8.
181. V243Vz +V2—3Vzs =2 132 Vo—Vail=2Vzt2.

133. V6 +4e—V6—3z=2Vx. ' 134 VI0+32—V10—3z=Vzx.

135. V32 +1—3Ve+1+4=0. 136. 2V3z+1—3Vo+3+2=0.

137. Vz — Vz—3=V2z+1.

SA R ARt el b o R N exd
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(Anr. 9). 138 %825 139 13- 140. & - 141 2%, 142 1481 143 239
12 IENES bR | D S R MG s = 1710808, M8 i M9 13t 160
158 :0. 152V5 188 V7. 15t V1. 155 v17‘ 156 V35. 157. V31.
158 V41. 159 V47. 160 V79. 161.V210. 162 i(V6—1). 163. +(3—V5).
164. 1 (VI3—3).  165. % (V3601+55). 166.11(\3601——50) 167. 51, (2235029 —1265).
168 log2, (¢,). 169. log4, (g5). 170. logh, (g5). 171. log7, (g;). 172 log 8, (9,).
173. log 13 (g;). 174. log, 6, (g;)-

(Arr. 10). ZnaleZzé pieé poczatkowych ulamkéw zbliZonych ulamka ciaglego. otrzy-
manego jako odpowiedZ: 175. na zad. 154.  176. na zad, 162. 177. na zad. 163.
178. na zad. 173. 179. na zad. 174

S B
-
¥ o

(Art. 11). 180. ?=3+ 17"1— 181. ?=14+1~T
3+—“1~ 2+ i
Bip s .
3+1— 2+1_
1 28
6+—r
Bt
6
182. 7= 1_1 183.?=2+L~1~-»
R : B4
1 1
1+~ yn
1 R
b+—n 54—
1 6
1+—
e
6
184. ?=—1—1 185.?=1 -3
a+-—T bl ot —
a+1+ —— 2n+ 34+ ——
} 24-114 471—!»0—-—1—
 TerH bnt7

(Arr. 13). 186. Znalezé roZnice miedzy ulamkami zbliZonemi 8-ym i 7-ym, miedzy
9-ym i 8-ym, miedzy 10-ym i 9-ym, miedzy 11-ym i 10-ym ulamka c1aglego otrzymanego
jako odpowiedZ na zad. 162.

(Art. 16). Obliczyé: 187. V5 z przybliZeniem na 0:001, na 0:00001. 188. V7 zprz. na

0:0001.  189. Vi1 z prz. na 0000001. 190. V17 z prz na 0:0001.  191. (V3601 +55)

z prz. na 0-00001. 192. log 2 z prz. na 0°00001. 193. log 4 z prz. na 000001,
194. logb5 z prz. na 0°00001. 195. Jaki jest stopien przyblizenia wartosci
o). VE'=6+1—1— B). \/?1‘=4'+1—T ). logl3:1+1—1
14— : 14— g =
1 1 1
bt — 14— S
i 241 -
12 iy 2
*3
1 1
(Arr. 17). 196. v = 2+—1— 197. x=1+~——1—
2+2+ 1+—F
& 2+*—
1 1 1
198. m=3+—T 199. x=2+——1--v 200. :x:=1+—-—1
i T e e =
1+? 3+; 2+————T

2+
x
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201. z=1+1—— 202. ac=2+1'—f—— 203. x=3+i, y=2+1————
1 1 Y 1
e i {4
1 1 y
AL e
1 1
3+ 84+——0
x 1
34—
X
204. az::l-{—i y=2+1-—— 205. av=2~|—l y=1+1
y 1 y 1
34 —r0 p s
ik 1
ee 14—
# 14+~
‘ y
S0 ¥ gt £ 307, x=3+1—1 y=2+1~—1
T S fot S
y y y y
208. x= 2+ : gt : 209. x=1+1—f- y=2+—1—1
24— 3+— frea 8+
y Y g; 1 y
1 1 .
24— 3+~
y y

(Arr. 18). 211. 2z+3y=11. 212. 2¢+3y=25. 213. 3z-—y=>.
214. 3x—by=1. 215. 3z+8y=43. 216. bz +4y=12. 217. 6o—by=37.
218 7z—11y=—1. 219. 72—6y=13. 220. bz + 6y =49. 221, 8x+7y="75.
222. 9z+7y=103.
(Arr. 21—23). 223. 3z—by=1. 224, 1la—Ty=1. 225. b+ 6y=38.
226. be—7y=3. 227. 6x+T7y=5. 298. bu+4y=12. 229 8Bx+11y=9.
230. 10z—11y=2. 231. 11x—13y=3. 282. 142—9y=>. 233. Te—17y=—4.
284. 162—13y=3. 235. 13x+ 14y =27. 236. 7z—19y=11. 237. 190+ 13y=—0>.
238. 21x—29y=—3 239. 202+ 17y =4. 240. 23z +33y=>5. 241, 81e—42y=—3.
242. 252+ 13y =43. 243. 662—7y=10. 244, 372—11y=15. 245. 17x+23y=120.
246. 41+ 47y =100. 247. b7z + 13y =140. 248 292+ 41y =320.
249. Jakie sa najmniejsze oba dodatne pierwiastki rownania zad.: 223, 225, 230 i 231.
250. Jakie sa rozwiazania zadan 225, 227, 228 i 229 o najmniejszej dodatnej war-
tosci z?
(Arr. 24). ZnaleZé rozwiazania dodatne réwnan: 251. 7z--11y=—1.
252. 7o—6y=13. 253. be—T7y=3. 254, 162—13y=3. 255. 8x—by=3. ;
256. 172—12y=27. 257. 10z—11y=2. 258. 11ex—14y=10. 259. 162—7y=40.
260. 662—7y=10. 261, 7z +15y=247. 262. 15z +7y=382. 263. bz+13y=233.
264. 4o+ 7y=123.. 265. b+ 4y=8b. 266. 3z+5y=103. 267. 132+ 24y=2373.
268. 5z+7y=52. ~ 269. 6z+11y=157. 270. 162+ 13y=189. 271. 23z + 17y =400.
272. 123+ 567y =5028. 273. bz +6y=3. 274. 62+ 7y=15. 275. 8x+11y=21.
276. bx+4y=12. 279. 17x+ 15y =37. 278. 31z+ 59y =80.
279. Ile mozna kupié koni i woldw, placac za konia po 282zl, a za wolu po 198zl
jezeli suma zaplacona za konie jest od sumy zaplaconej za woly wieksza o 32 zl.?
280. Jakie liczhy «) podzielone przez 4 daja reszte 1, podzielone za$ przez b daja
reszte 3; () podzielone przez 37 daja reszte 11, podzielone za$ przez 10, daja reszte 0?
281. Znalezé dwa ulamki dodatne z mianownikami 9 i 13, ktérych suma jest }3}.
282. Znalezé liczby trzycyfrowe, ktére sa podzielne przez 9, a podzielone przez 13
daja reszte 4.
283. Rozlozyé 1000 na dwa skladniki dodatne, z ktérych jeden jest podzielny przez
12, a drugi przez 53.
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284. Jedne z dwu liczb dodatnych pomnozywszy przez 25, druga zas przez 42, otrzy-
mamy jako sume iloczynéw 1126. Jakie sa owe liczby?

285. ZnaleZ¢ rozwiazania dodatne réwnania 72— 12y=>52 takie, w ktérych tak war-
tos¢ « jak 1 warto$é y jest mniejsza od 30.

286. Zebrano ze skladki 135 zl; meZczyzna placil po 8 zl., a kobieta po 7 zl. Tlu
mezezyzn i ile kobiet moglo wzia¢ udzial w takiej skladce?

287. Zegarmistrz dostarczyl za 1988 zl. dla sluzby kolejowej dwojakie zegarki, ze-
garki jednego rodzaju po 1625 zl., drugiego za$ rodzaju po 945 zl. Ile mdgl dostar-
czyé wszystkich zegarkow?

288. W worku jest wiecej niz 60, a mniej niz 90 orzechéw. Gdyby$my z niego brali
po b orzechéw, to zostalyby 3 orzechy; gdybySmy za$ brali po 4 orzechy, to zostalby 1.
Ile w worku jest orzechéw?

289. Dwojakiemi monetami, z ktérych jedne maja $rednicy 19 mm, drugie za§ 21 mm,
chcemy wypelni¢ dlugo$¢ metra. Ile trzeba wzia¢ monet kazdego z tych gatunkéw?

. 290. Kto$ kupil za 314 z1. wina w dwu gatunkach i placil za butelke jednego ga-
tunku po 12 zl, za butelke za§ drugiego po 26 zl. Ile kupil butelek wina ?

291. Kto$§ chce mie¢ 100 litréw cieczy w butlach o objetosci 77 lub 97 Ile moZe
byé tych butli? :

292. Przekupka ma niewiecej niz 200 jaj. Gdyby je sprzedawala tuzinami, toby jej
zostalo 10 jaj, gdyby za$ sprzedawala mendlami, toby jej zostaly 4 jaja. Ile ma jaj?

293. Ogrodnik ma mniej niz 1000 drzewek. Gdyby je sadzil po 43 w kazdym rzedzie,
toby mu zostalo 11, a gdyby je sadzil po 37 w kaZdym rzedzie, toby mu zostalo 8. Ile
ma drzewek?

294. Ramiona AB i AC kata prostego maja dlugosci odpowiednio 120em i 75 em. Dwa
punkty, poruszajace si¢ jednostajnie z jednakowa predkoscia, wychodza z punktu A i je-
den odbywa wciaZz droge ABA, drugi zas droge ACA. Ile razy kaZdy odbedzie swoje droge
do chwili kiedy po raz pierwszy znowu si¢ w punkcie A spotkaja?

295. Dwa kola, jedno o promieniu 6 m drugie za§ o promieniu b m, sa styczne do sie-
bie w punkcie A; punkty przeciwlegle $rednic tych kél, przechodzacych przez punkt A, sa
w pierwszym kole B, w drugiem C. Z punktu A wychodza dwa ciala i poruszaja sie je-
dnostajnie z jednakowa predkoscia jedno'po jednem, drugie za$ po drugiem kole. Ozna-
czyé, po ilu obrotach kazdego z tych cial znajda sie one po raz pierwszy «) oba w punk-
cie A, p) pierwsze w punkcie A, drugie w punkcie C, y) pierwsze w B, drugie w A,
8) pierwsze w B, drugie w C?

296. W najdawniejszej ksiaZzce matematycznej polskiej: »Algoritmus< Tomasza Klosa
(z roku 1539) jest!) takie zadanie: Kupiono 32 luty za 4 zlote, 17 groszyil6 pieniazkéw,
a 23 luty (tegoz samego towaru) za 3 zlote, 10 groszy i 837 pieniazka. Za ile groszy ra-
chowano zloty, a za ile pieniazkéw rachowano grosz?

297. Kupiec nabyl 3235 litréw i Zzada aby mu je poslano w beczkach 45-olitrowych
i 60-olitrowych. Ilu sposobami mozZna $cisle wykonaé zadanie kupca?

298. Gospodyni stargowala melony po 23 ct., a arbuzy po 13 ct. Ile mozZe kupié je-
dnych i drugich za 1 zlL.?

—Y— = — b Z =
(Ar. 26). 299. {3:—y7yz—8z1=9:‘3. 300. {aﬁigii?zié
z+2y+32=50 122—16y +112=57 17¢+15y—28z=61
80k {4xi5§iez=—és. 302, { Set 1792002, 303. {19x—25§+12z=313

z+ y+22=17,
804, {a:+3y+4z= 28.

305. Znalezé rozwiazania calkowite i dodatne ukladu w zad. «) 300-em; f) 301-em;
Y) 303-em. '

1) Zob. wydanie Akademii umiejetnoéci w Krakowie (,Biblioteka pisarzéw polskich)
z roku 1889, str. 50.

e
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306. ZnaleZzé rozwiazania calkowite i dodatne dla kazdej z niewiadomych mniejsze od
1000 ukladu w zad. «) 303-em; ) 302-em.
307. Znalezé takie rozwiazania calkowite i dodatne, w ktérychby wartosé # byla po-
srednia miedzy liczbami 100 i 200, ukladu
11z— 3y—22=157,
{ br—11y+82= 87,
308. ZnaleZé rozwiazania calkowite i dodatne, w ktérychby warto$é = byla wieksza od
10, ukladu
{8z+3y~2z:8,
Tz +2y— z=8.
309. Rozlozyé %% na sume trzech ulamkéw, ktérych mianowniki sa 7, 11, 13, licz-
niki za$ przedstawiaja sume 9.
310. Ktos$ otrzymal polecenie, aby kupil 120 cygar za 8 zl. po 5, 61 i 9 ct. sztuka,
Ilu sposobami moZe to polecenie wykonaé?
311. Rozlozy¢ liczbe 20 na trzy takie liczby calkowite i dodatne, aby po pommnozeniu
pierwszej przez 7, drugiej przez 9, a trzeciej przez 3, otrzymaé jako sume liczbe 148.
(Arr. 26). 312. dz+2y+32=20. 313. 3x+4y—82=0. 314. 3z +by+72=67.
315. 16z+21y+ 352=223.
316. Znalezé rozwiazania calkowite i dodatne réwnania w zad. «) 312-em; ) 313-em,
y) 314-em; 8) 315-em.
317. Znalez¢ dodatne calkowite a mniejsze od 100 pierwiastki réwnania
182—24y + 35z =165.
318. Rozlozyé ulamek 333 na sume trzech ulamkéw, ktérych mianowniki sa 3, 5 1 7.
319. Ktos§ ma wyplaci¢ 153 marki, a ma w zapasie 18 sztuk dwudziestomarkowych,
7 pieciomarkowych i 13 dwumarkowych. Ilu sposobami moZe uskutecznié¢ wyplate?
z 2+ 3u= z 2+ du=
(Azr. 27). 320 {‘)zi:izzigZ:ii, 831, {gxiggi;zigu:gg’
322. Majac srebro w czterech gatunkach: préoby 900, 850, 650 i 550, tak utworzyé
17 kg. srebra préby 750, izby z kazdego gatunku wziaé¢ calkowita ilosé kilogramoéw.
(Art. 35). 323. Poczatkowe wyrazy postgpu arytmetycznego sa «) b, 8, 11,...,
jaki jest wyraz 30-y tego postepu, @) —35, —26, —1'7, ..., jaki jest wyraz 10-y tego
postepu, y) 0012, 0124, 0236, . . ., jaki jest wyraz 21-szy tego postepu, 3) 17, 221, 28,...,
jaki jest wyraz 79-y tego postepu, ¢) 293, 87, 441, ..., jaki jest wyraz 711-y tego po-
stepu, {) 281,232,172, ..., jaki jest wyraz 47-y tego postepu, n) —7%, —81, —87¢, ...,
jaki jest wyraz 73-1 tego postepu, 0) —633, —62'9, —625, ..., jaki jest wyraz 125-y
tego postepu? ;
(324) Urzednik oszezedzil w jednym roku 400 z1, a w kazdym nastgpnym o 70 zl. wig-
cej. Ile oszczedzil w roku dziewiatym?
\ 325, Studniarz zgodzil si¢ za wykopanie studni od metra glgbokosci, mianowicie za
pie?W’sEy 2 zIL 30 ct, a za kazdy nastepny o 7 ct. wiecej. Ile mu sie¢ nalezy za 15 metr?
326. W pewnej miejscowosci cialo swobodnie spadajace przebiega w pierwszej sekun-
dzie 4904 m. Jaka mieé ono bedzie predkosé spadku w koncu 11-¢j sekundy?
(Arr. 37). 327. Postepow zad. 323-go znalezé sume pierwszych o) 6-ciu wyrazéw,
§) 10-u wyrazéw, y) 24-ch wyrazéw, 8) 79-u wyrazéw, ¢) 125-u wyrazow?
828. ZnaleZé sume szeregu liczb naturalnych o) od 1 —100, B) od 1—1000, ) od 1
do 10000, 3) od 1 do liczby roku biezacego, ¢) od 500 do 5000, %) od 2000 do 10000.
,\329. Znalezé sume liczb nieparzystych dodatnych «) mniejszych od 100, f) mniej-
szych od 500, y) od 501 do 999, &) od 1 do 2p+1, ¢ od 1 do 4r+1, %) od 1 do
8n+1.
830. Znalezé sume liczb parzystych o) niewigkszych od 100, f) niewigkszych od
200, 7y) niewigkszych od 1000, 3) od 502 do 1500, ¢ od 2 do 2p, %) od 2 do 4p,
1) od 2 do 4p+2, 6) od 2 do 8p.
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831. Majac postepy o) 10,17, 24,...; ) 3:5,46,57,...;5 y) 0113,0:126, 0:139,..;
3) —11, —23, —35,...; ¢ 12653, 11987, 11-321, ..; ¢ —03, —025, —02,.

n) 10'8431, 9-4522,;8:0613,...; 0) —2%, —3, 5 ...; ¢ —122, —113, —10, ..., znalezé
w kazdym sume poczatkowych 15-u wyrazéw, poczatkowych 20-u wyrazéw i poczatko-
wych 28-u wyrazow.

332. Z punktow A i B ida naprzeciwko siebie dwaj wedrowcy. Pierwszy przeszedl
pierwszego dnia 15 Zm, a nastepnie codzien o 11 km. wiecej; drugi za$ przeszedl pierw-
szego dnia 12 km, a kazdego nastepnego dnia szedl wiecej o 2 km.; po 1l1-tu dniach ci
wedrowey spotkali sie z soba. Jaka jest odleglo$é od A do B.

333. Jaka jest ilo$¢ kul o jednakowym promieniu, jeZeli mozemy z nich utworzyé tréj-

kat réwnoboczny, i jezeli, wziawszy dwa razy wiecej takich kul, po utworzeniu z nich naj,

wiegkszego mozebnego kwadratu mielibySmy zbytecznych 20 kul?

(Arr. 38). 334. ZnaleZ¢ ani Sa, majac o) a; =0'657, r=0046, n=12; B) a, = —1:6987,
r=—04352, n=43; 7y) a,=2x+1, r=22—2, n=7; ) =22+ 8y, r=3z—y, n=9.

835. Znalezé a, i S,; majac ) a, =24, r=5, n= 22 B)ian = b6L, r =4, n=10;
¥ g =11, re=d om0 00) a, =720, r=13. n—53

836. ZnaleZé 7 1 S;, majac &) da, =7, @y.—bb, n— 1% B o, =F2 an=32 nells
Y) ay=3, an =713, n=214; ?) a;=1069056, a, = 58176, n=33.

837. ZnaleZé n i S, majac o) a, =100, ¢ = 94%, r=—1; B)a, = —13452, an = 5:268;
r=166;" 7} a, =1, an = 1031, r=3, ?) a,=0, a, =107, r=3.

338, Znalezé r i n, majac &) a, =5, an =23, S» =392; B) a = 1376, an = 12%64-
S =198; y) a,=—34128, an = —34709, Su = —28911564; 3) a, =b5625, a, = 84475,
S» = 901.

839. Znalezé a. i, majac o) a, =81 n=147, S. = 159677 ; B) a, =12, n=45, S, = 9440,

) v 146, n=21, S, = 13'776; 6) =055, n=25, S, = 243'75.
840. Znalezé a, i r, majac o) an »~212 n=42, Sn = =4599; f) e =28, n=>5b,
=708%; 7)) an =140, n=301, Si =19560; ) @, = 5142, n—147 S» = 3802-89.

841. ZnaleZé a, i dn, majac o) r=2,n=16, S» = 272; B) r=—50, n==0644, S, == 10352300;
Y) r=—on n=14, S, =1631; 3) r=—171 n=30, Sa = 92377}.

842. Znalezé ani n, majac o) a,=—6, r=3, S, =1461; B)a,=5, r=3, S» = 61305;
Yy g, =—38 p=-—11 8, =281%, &) a, =1 r=L S.=705.

343. Znale7é a, i n, majac &) an =49, r=3, Su =420; @) a. =1853, r=027,
Ss. = 62843; ) an =—52'43b, r=—2435, S, = —b589-95; B) a, =4, r=13, S, = 1589,

\344 Suma liczb calkowitych po sobie nastepujacych, z ktérych pierwsza jest b, jest
1530. Jaka jest ostatnia z owych liczh?

345. Suma 26-u wyrazéw postepu arytmetycznego jest 728, a wyraz piaty jest 11.
Jaki jest ostatni wyraz i jaka réznica tego postepu?

846. Jezeli cialo wolno spadajac przebiega w pierwszej sekundzie 4:904m, to w ciagu
ilu sekund spadnie z wysokosci 397224 m?

347. Jaki jest pierwszy wyraz postepu arytmetycznego i jaka jego réznica, jeZeli suma
wyrazow 2-go, 4-go, 8-go i 10-go jest —72, suma za§ wyrazéw 3-go, 5-go i 13-go jest od
wyrazu 7-go mniejsza o 42°?

348. Kto§ ma splaci¢ kwote 1600 zI. w ratach miesigeznych, a mianowicie po pierw-
szym miesiacu 40 zl., a po kaZzdym miesiacu o pewna te same ilo$é zl. wiecej, tak, izby
ostatnia rata wyniosla 160 zI. W ciagu ilu miesiecy splacona zostanie cala kwota i ile
wyniesie rata po drugim miesiacu?

319. Znalezé 3 liczby tworzace postep arytmetyczny, ktérych suma jest 48. a ilo-
czyn 3840.

- 850. Trzy liczby tworza postep arytmetyczny; stosunek sumy pierwszych dwu do sumy
2-¢j 1 3-¢j jest 3:4, suma za$ wszystkich trzech liczb jest 21. Jakie to sa liczby?

- 351. Na turnieju szachowym ze subwencyi otrzymanych i wkladek stawajacych byly
takie nagrody: 1080 zl., a kazda nastepna o 135 zl. mniej, a wszystkie nagrody utwo-

rzyly razem sume 4050 zl. Ile bylo nagréd?

e SRR G
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352. Gdyby z dwdch stacyi, oddalonych od siebie o 3520 km, jechaly tak dwa pociagi
naprzeciwko siebie, izby pierwszy przejechal w pierwszym dniu 195 km, a kaZdego na- \i:w
stepnego dnia coraz mniej o 10 km, drugi za$ pierwszego dnia przejechal 120 %m, a kaz- q oo
dego nastepnego dnia o 23 km wiecej, to po ilu dniach spotkalyby sie z soba? 3

353. Jedno cialo wyszlo z punktu A i porusza sie tak, iZ w pierwszej sekundzie prze-
bieglo 11 m, a w kazdej nastepnej coraz o 1 m mniej. Drugie cialo o 3 sekundy pézniej
wyszlo z punktu A w tymze kierunku i porusza sie tak, i% w pierwszej sekundzie prze-
bieglo 10 m, a w kaZdej nastepnej o 1 m wiecej. Po ilu sekundach od chwili, kiedy pier-
wsze cialo wyszlo z punktu A, i w jakiej od A cdleglosci te ciala si¢ z soba spotkaja?

354. Z tego samego punktu wyszly dwa ciala. Jedno przebiega w pierwszej sekundzie :
1 m,”a w kazdej nastepnej o 2 m wiecej. Drugie za$ cialo, ktére z poczatkowego punktu%'-{?,':m}:
wyszlo o 3 sekundy pézniej, przebiega w pierwszej sekundzie 12 m, a w kazdej nastepnej _ ’_';‘3)5“:
o 1 m wiecej. Po ilu sekundach od chwili wyjscia drugiego ciala z punktu poczatkowego ?’
spotkaja sie one z soba?

355. Suma wyrazéw postepu arytmetycznego jest 1368, suma wyrazéow 7-go i 12-go
jes\t 204, suma za$ 2-go i 11-go jest 228. Ile jest wyrazéw tego postepu i jakie sa jego
wyrazy pierwszy i ostatni?

356. Suma pierwszych n wyrazow postepu arytmetycznego o réZnicy } jest 81, suma
zas n+4 pierwszych wyrazow tegoZz postepu jest 124. Znalezé wyraz pierwszy i ilo§é
wyrazow n tego postepu.

357, Trzy liczby tworza postep arytmetyczny; ich suma jest 72, suma za$ ich kwadra-
tow jest 1928. Wypisaé ten postep.

358. Jaki jest wyraz pierwszy i jaka réZnica postepu, jeZeli suma wyrazéw 4-go i 6-go
jest 56, iloczyn za§ wyrazéw 3-go i 10-go jest 928?

359. Oddzielnie wziete cyfry liczby trzycyfrowej tworza postep arytmetyczny, ktérego
suma jest ;; owej liczby. Wskutek dodania 396 do owej liczby otrzymamy liczbe, utwo-
rzona z tychZe samych, co tamta, cyfr, lecz one beda przedstawialy postep malejacy.

Jaka jest owa pierwsza liczba?

360. Ile trzeba wziaé wyrazéw postepu, w ktérym po dodaniu wyrazu 3-go do 7-go
otrzymujemy liczhe 138, po podzieleniu za§ 2-go przez 6-y liczbe 2, aby suma tych
wyrazéw byla 4725? :

361. Na prostej znajduje si¢ » punktéw A, A,, ..., An,, A., w odleglo$ci kazdy od ;
poprzedzajacego o d metrow. Znalezé na tej prostej punkt taki, izby suma odcinkéw mie- i
dzy tym punktem a kazdym z punktéw A, ..., A, oraz powtérnie wzietych odeinkéw mie-

dzy tymzZe punktem a kazdym z punktéow A,,..., A.—, byla 4 razy wicksza od sumy od-
cinkéw miedzy punktem A;, a kazdym z punktéow A,,..., A..

862. Dwie liczby sa takie, iz po pomnoZeniu pierwszej przez 31, drugiej za$ przez sume
8-u wyrazéw postepu arytmetycznego, z ktérych pierwszy jest 1, a dsmy 4%, otrzymuje-
my jako sume tych dwu iloczynéw liczbe 1770. Jakie sa te liczby?

363. Znalezé pierwiastki rownania 22+ pz—qg=0, jezel p jest pierwszym, za$ ¢ 6smym
wyrazem postepu arytmetycznego o rézZnicy 292¢, w ktérym suma pierwszych 8-u wyra-
zZ6w jest 9513.

364. Dwa postepy maja ten sam pierwszy wyraz; w jednym wyraz ostatni jest 39,
a suma wyrazéw 207, w drugim za$ wyraz ostalni jest 124, a suma wyrazéw 917. Jaki
jest pierwszy wyraz iile kazdy z tych postepéw ma wyrazow, oraz jaka jest réZnica kaz- -
dego z tych postepéw ?

365. Znalezé cztery liczby tworzace postep arytmetyczny, ktérych suma jest 10, suma
za$ odwrotnosci jest 3%

366. Postep arytmetyczny ma 5 wyrazéw, ktérych suma jest 20, iloczyn zas 46080.
Znalezé wyrazy tego postepu.

(Arr, 39). 367. Miedzy liczby 7 i 140 wstawié 18 liczb, tworzacych z danemi dwie-
ma postep arytmetyczny. Jaka jest rézZnica tego postgpu i suma pierwszych 10-u jego
wyrazow ?
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368. Miedzy liczby 7 i 13 wstawiono pewna ilo§¢ liczb, tworzacych z tamtemi dwie-
ma postep arytmetyczny, ktérego suma jest 100. Ile wstawiono liczb i jaka jest rézZnica
owego postepu?

869. Miedzy liczby 2553 i 10656 wstawié tyle liczb, tworzacych wraz z tamtemi dwie-
ma postep arytmetyczny, izby stosunek pierwszej do ostatniej z wstawionych liczh byl 2.
He trzeba wstawié liczb i jaka jest réZnica powstalego postepu?

370. Migdzy pierwszy i drugi wyraz postepu 2, 5, 8,... wstawiono takie liczby, two-
rzace wraz z owemi dwoma wyrazami postep arytmetyczny, iz suma wstawionych liczb

jest o 1 mniejsza od sumy pierwszych 20-u wyrazéw postepu pierwotnego. Ille wstawiono

owych liczb i jaka jest réZnica przez nie utworzonego postepu?

371. Majac postep arytmetyczny, w ktérym suma pierwszych 8-u wyrazéw jest 164,
a iloczyn wyrazéw 1-go i 8-go jest 114, wstawié miedzy jego wyrazy po pieé liczb tak,
izby powstal postep arytmetyczny. Jaka bedzie rézZnica tego nowego postepu?

872. Miedzy dwie liczby, ktérych suma kwadratéw jest-197, wstawiono 12 liczb, two-
rzacych wraz z tamtemi postep arytmetyczny o sumie 105, Znalezé owe dwie liczby i ré-
Znice postepu.

878. Majac postep arytmetyczny, w ktérym 6-y wyraz jest 6, iloczyn za§ wyrazéw
4-go i 11-go jest 181, wstawiamy miedzy kazde dwa 9 wyrazéw tak, iZ powstaje wskutek
tego postep arytmetyczny. Jaki jest pierwszy wyraz i réZnica pierwotnego postgpu, i jaka
jest suma pierwszych 53-ch wyrazéw postepu utworzonego?

374. Miedzy dwie liczby wstawiono b liczb, tworzacych z tamtemi postep arytmetyczny,
ktérego suma jest 21, suma za$§ czwartych poteg liczb wstawionych jest 979. ZnaleZé
pierwotne dwie liczby i réZnice postepu.

(Arr. 42). 3875. Poczatkowe wyrazy postepu geomelrycznego sa o) 3, 9, 27, . . .,
jaki jest wyraz 7-y tego postepu? f) 02, 04 08, ..., jaki jest wyraz 12-y tego poste-
pu? y) 1, 1-2, 144, ..., jaki jest wyraz 7-y tego postepu? 3) —02, 0008, —0032,.. .,
jaki jest wyraz 9-y tego postepu? ¢) 5, —2b, 125, . .., jaki jest wyraz 8-y tego postepu?
01, —1, &%, ..., jaki jest wyraz 7-y tego postepu? =) 0-11, 121, 1331,..., jaki jest
wyraz 8-y tego postepu? 0) 1, —021, 00441, ..., jaki jest wyraz b5-y tego postepu?

876. Gdyby kto§ wysiawszy w pierwszym roku hektolitr Zyta, caly plon zebrany wy-
sial w roku drugim i mdgl w nastepnych latach réwniez caly plon wysiewaé, a w kaz-
dym roku mial urodzaj 7 ziarn, to ileby zebral w 10-ym roku?

377. Z naczynia, majacego a litr6w objetosci i napelnionego alkoholem, odlano & litrow
i dolano do pelna wody. Gdyby te czynno$é powtérzono 20 razy, to ileby w owem na-
czyniu pozostalo alkoholu?

(Arr. 48). 878. Postepéw zad. 275-go znalezé sume pierwszych o) 4-ch, f) 6-u,
y) 9-u, 9) 12-u wyrazéw.

379. Znalezé sume pierwszych 11-u wyrazéw postepu geometrycznego @', a%, a®82,...

380. Znalezé sume n wyrazow postepu geometryeznego 1, a, a?,...

381. Znalezé sume¢ 2p+1 wyrazéw postepu geometrycznego 1, a, a?, ad,...

382. Znalezé sume 2p wyrazéw postepu geometrycznego 1, —a, a?, —a?,...

883. Majac postep geometryczny a, ag, ag? . . ., obliczyé sume jego p wyrazéw, poczy-
najac od wyrazu znajdujacego si¢ na miejscu (m+1)-em.

384. ZnaleZé sume 2n+1 wyrazéw postepu geometrycznego a—", —a—""*, a—"—2,
o S

385. W trojkacie prostokatnym z wierzcholka kata prostego spuszezamy prostopadla
na przeciwprostokatna e, z jej spodka prostopadla na przyprostokatna a, ze spodka tej
prostopadlej prostopadla na przeciwprostokatna, a z jej spodka znowu prostopadla na tez
przyprostokatna a. Jaka jest suma drugiej przyprostokatnej danego trdjkata i poprowadzo-
nych wewnatrz niego odcinkéw?

386. W kwadrat o boku @ wpiszmy kwadrat, ktérego wierzcholki sa $rodkami hokéw
pierwszego kwadratu; w ten kwadrat podobnie wpiszmy inny kwadrat i t. d., n—1 razy.
Znalezé «) sume obwodéw, B) sume pdl tych n kwadratéw.
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387. W dziele Leonarda z Pizy (z w. XIII) znajdujemy zadanije: 7 bab idzie do Rzymu,
z ktérych kazda ma muléw 7, a na kazdym mule sakiew 7, a w kaZdej sakwie chlebéw
7, a w kazdym chlebie noZzykéw 7, a kazdy nozyk ma ostrzy 7; szukana jest suma wszyst-
kich tych rzeczy.

388. Powiadaja, iz Indus, wynalazca szachéw, zapytany przez kréla, jakiej pragnie na-
grody, mial powiedzieé, iZ prosi o tyle pszenicy, aby na pierwsze pole szachownicy przy-
padalo jedno ziarno, na drugie dwa, na trzecie 4, na czwarte 8 i t. d., na kazde naste-
pujace coraz dwa razy wiecej ziarn. Obliczyé, ile liczha, wyraZajaca sume ziarn, ktéreby
przypadaly na wszystkie 64 pola szachownicy, ma cyfr, i przy pomocy tablic logarytméw
wyznaczyé pierwszych 6 cyfr owej liczby.

(Arr. 44). 389. ZnaleZé a. i S., majac ) a,=7,¢=3,n=11; f) a, =525, ¢=025,
n=4; Y) a,=—7,9g=—}n=6; 3) a,=4096, ¢=0375, n=6. :
890. Znaleié a, i S, , majac ) a» = 413343, ¢=38, n=11; ) a, = 8.107, ¢=5, n=8;
Y) an =— 8%, g=—3,n=6; 3) an = 81062,%%%, ¢=2}, n=11.
891. Znalezé S. i rzeczywiste ¢, majac ) @, =13, an = 1024, n=14; f) a,=5,
4, = 6103515625, n=14; 7y) a,=2, a, =382768, n=15; 3) a,=3, a. = 129140163, n=1".
892. Znalezé n i Sa, majac «) a,=1, as =By, g=3%; B) a,=7, a, =364375, ¢=15;
B(l—) b
3 a’(l+x)’ 7= a(l+z)
893. Znalei¢ ¢ i », majac «) @, =38, an = 19683, S, =29524; P) a,=5, an = 390625,
. = 488181; 7v) a,=2, a. = 335564432, S, = 67108863; 3) @,=3, a, = 12288, S, = 9831
394. Znale#é an i rzeczywiste ¢, majac o) @,=20,n=3, Sa =95; B) ¢,=2, n=T7

Sn=2; 7) a,=105, n=4, Sn =420; 3) q,=1, n=7, Su =

2
) a, =144, a, =131}, 9=%; 9 a,=a—b~(1+x—x’—x3), Gn =

2T— g7
y¥(z—y)
895. Znalezé a, i rzeczywiste ¢, majac o) a, = 600, n=3, S, =834; ) a, = 10, n=86,
o— - a\® a®+ b7
0 N ik 5.0 ) o (—b—)  m=7, S =gt
896. Znalezé a, i an, majac «) ¢=7, n=7, S, =411711; f) ¢=%, n=6, S. = 19313,
Y) g=1% n=9, S, =1915; 38) ¢=%, n=2b, S, = 33741-6807.
897. Znaleié a. i m, majac @) a,=b, ¢=05, S,=97665; B) a =103, ¢=108,
S» =\H'61796; Y) @, =104 z_1=1'03'¢,’r Sn = 22:69748; 3) a, =1025, ¢=1'025, S, = 26:18342.
898. ZnaleZé a, i n, majac o) an = kg, ¢=4% S =1}3F; B) an = 1408576, g=4;
Sn =187810; Y1) as = 82194, ¢=1-05, S, = 69:7608; 8) an = 7-25103, ¢=1'06, S, = 109:375.
899. Tloczyn wyrazéw 1-go i 3-go postepu geometrycznego jest 100, suma zas jego wy-
raz0w 2-go i 3-go jest 50. Jaki to jest postep?
400, Cztery liczby t{worza postep geometryezny; suma pierwszych 3-ch jest 63, stosu-
nek TézZnicy miedzy czwarta z nich a druga do rdzZnicy miedzy druga a pierwsza jest 6:1.
Jakie sa te liczby? 3
401, Cztery liczby tworza postep geometryczny. Stosunek sumy skrajnych do sumy 4#
Srednich jest 3:2, a czwarta jest od 2-ej wigksza o 72. Jakie to sa liczby? M
402. Suma pierwszych 6-u wyrazéw postepu geometrycznego o wyrazach dodatnych 4958
jest 189, suma za$§ nastepnych 6-u jego wyrazéw jest 12096. Jaki jest pierwszy wyraz
1 wykladnik postepu?

»;_\403,- Wykladnik posiepu geometrycznego jest jego wyrazem 5-ym, suma za§ wyrazow 7 ’ﬁ 7
2-go 1 8-go jest 1}. Jaki to jest postep? q:
404. Suma trzech liczb tworzacych postep geometryezny jest 13, iloczyn za$ pierwszej /

i trzeciej jest 9. Znalezé pierwszy wyraz i wykladnik tego postepu.
405 Tr?y liczby dodatne,. ktérych suma jest 28, tworza postep geometryczny; iloczyn x/?% ¢ a
sumy skrajnych przez $rednia jest 160. Jakie to sa liczby? ¥ &
406. Pieé¢ liczb dodatnych tworzy postep geometryezny. Suma skrajnych i $rodkowe;j

Jjest 1092 1 jest o 820 wieksza od sumy pozostalych. Jakie to sa liczby? = R
Wh ., M - TPE
Ib £

x
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407. Suma wyrazow postepu geometrycznego jest — 4372; suma wyrazow pierwszego
i ostatniego jest —2920, iloczyn za§ tych wyrazéw jest 11664. Znalezé ilosé wyrazéw,
pierwszy wyraz i wykladnik postepu.

408. W postepie geometryeznym o$miowyrazowym suma wyrazéw na miejscach pa-
rzystych jest %%, suma za§ wyrazéw na miejscach nieparzystych jest 121. Jaki jest pierw-
szy wyraz i wykladnik tego postepu?

409. Trzy kolejne liczby calkowite sa takie, iz suma ich kwadratéw jest réwna sumie
20-u wyrazéw poczatkowych postepu arytmetycznego, ktérego pierwszy wyraz jest 2, dwu-
dziesty za§ 17:4. PomnoZywszy a przez pierwsza z owych liczh, zas y przez druga z nich,
po dodaniu do siebie tych dwu iloczynéw ofrzymujemy sume postepu geometrycznego,
o H-ciu wyrazach i wykladniku 2, w ktérym pierwszy wyraz jest 4. Znalezé = i g.

410. Odejmujac 297 od liczby trzycyfrowej, otrzymujemy liczbe réZniaca sie porzad
kiem cyfr. Cyfry owej liczby tworza postep geometryczny i suma skrajnych jest réwna
pieciokrotnej §redniej. Jaka to jest liczba?

411. W systemacie o$miu kol zebatych o jednakowej ilosci zebéw, kazde z pierwszych
siedmiu k6l wprawia w ruch tryb znajdujacy sie na osi nastepnego kola zebatego, a ma-
jacy zebéw 3 razy mniej niz kolo. Wiedzac, Ze ostatnie kolo robi na minute 10935 obro-
téw, obliczyé ile obrotéw na minute robi pierwsze kolo.

412. Kto§ corocznie do kasy robil wkladki w ten spos6b, iZ w pierwszym roku wni6sl
15 z1,, a w kazdym nastepnym do naleZnych za rok ubiegly odsetek doplacal tyle, iZby .
ta kwota wraz z owym procentem przedstawiala kwote 3 razy wieksza niZ w roku po-
przednim. Po ilu latach zbierze sie w kasie oszczednosci kapital, od ktérego roczny do-
ch6d po 4°/, wynosilby 218 zl. 40 ct.?

413. Miedzy trzema pierwiastkami =, =, i ; réwnania 23+ oax?+fr+y=0 zachodza
zwiazki: @, + 2yt e, =—a, v@tw, 2yt @2,=0, @ @,2,=—7y. Wiedzac, Ze pierwiastki
rownania 2’—9224 fz+216=0 sa rzeczywiste 1 tworza postep geometryczny, znalezé te
pierwiastki i spdlczynnik .

414. Sze§é kol z ktérych kazde jest styczne zewnetrznie do poprzedniego kola, maja
spolne dwie proste styczne. Pole najwiekszego z tych kol jest 59049 razy wigksze od pola
najmniejszego z nich. Wyrazi¢ w promieniu najmniejszego z tych kol odleglosé jego $rodka
od punktu przeciecia sie z soba dwu spdlnych stycznych.

415. Trzy liczby tworza postep arytmetyczny. Gdy pierwsza z nich powiekszymy o 8,
mie¢ bedziemy postep geometryczny, ktérego suma jest 26. Jakie to sa liczby?

416. Mamy dwie tr6jki liczb; liczby jednej tworza postep - arylmetyczny, drugiej za$
postep geometryczny. Suma pierwszych wyrazow tych dwu postepéw jest 27, suma dru-
gich 39, suma trzecich 87, suma za$ liczb pierwszej tréjki jest 36. Jakie sa liczby kaz-
dej tréjki?

L/417. Znalezé cztery liczby, z ktorych trzy pierwsze tworza postep geometryczny, trzy
za$ ostatnie arytmetyczny, gdy wiemy, Ze suma liczb skrajnych jest 14, a suma $rod-
kowych jest 12.

418. Dwa postepy, jeden arytmetyczny, drugi za§ geometryczny, sa takie, iz, odeJmu,]ac
od kazdego z pierwszych czterech wyrazéw arytmetycznego wyraz odpowiedni geometry-
cznego, otrzymujemy hczby odpow1edn10 1, 1, 0, —3. Jakle to sa postqpy?
aryﬁiiétycznego jest wykladnikiem geometrycznego, pierwszy zaé wyraz geometrycznego
jest rézZnica arytmetycznego. Suma 10-u poczatkowych wyrazéw postepu arytmetycznego
jest 155, a suma poczatkowych dwu wyrazéw geomelrycznego jest 9. Jakie sa te postepy?

420. Dwa postepy, jeden arytmetyczny o 8-u wyrazach, drugi za$ geomelryczny o 4-ch
wyrazach, ktérych pierwsze wyrazy sa 2, maja ostatnie wyrazy réwne, suma za$§ wyra-
z6w postepu geometrycznego jest o 4 wieksza od ostatniego wyrazu postepu. Jakie to
sa postepy?

421. Dwa postepy o wyrazach dodatnych, z ktérych jeden jest arytmetyczny, drugi za§
geometryczny, maja ten sam wyraz pierwszy, a suma ich wyrazéw drugich jest 10. Procz
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tego wiadomo, iz 3-ci wyraz postepu geometrycznego jest wiekszy od 3-go wyrazu poste-
pu arytmetycznego o 12, oraz iZ czwarty wyraz postepu geometrycznego jest wigkszy
od czwartego wyrazu postepu arytmetycznego o 46. Jakie sa te dwa postepy?

422, Pierwsze wyrazy trzech postepéw geometrycznyeh przedstawiaja postep geome-
tryczny o wykladniku 2, wykladniki za§ tych postepéw przedstawiaja postep arytmetyczny
o réZnicy 1; suma drugich wyrazéw tych postepéw jest 24, suma za$§ pierwszych 3-ch
wyrazow trzeciego z tych postepéw jest 84. Jakie sa te postepy?

(Art. 45). (423. Miedzy liczby ¢y i 64 wstawié 10 liczb rzeczywistych, tworzacych
wraz z tamtemi postep geometryczny. Jaki jest wykladnik tego postepu i jaka suma wszyst-
kich jego wyrazéw?

424. Miedzy wyrazy 9-tyi10-ty postepu 4,12, 36,... wstawiamy 17 liczb rzeczywistych,
tworzacych wraz z owemi dwiema postep geometryczny. Jaka jest pierwsza ze wstawio-
nych liczb?

425. Miedzy l;czby #5 1 ¢ ile trzeba wstawié liczh, aby one wraz z tamtemi dwiema
tworzyly postep” geometryezny, ktérego suma jest 2.3, i jakie sa te liczby?

426. Miedzy liczby 1 i 59049 wstawiono pewna ilo$é liczb, tworzacych z tamtemi dwie- .
ma postep geometryczny, kitérego suma jest 88572. lle wstawiono liczb i jaki jest wykla-
dnik tego postepu?

427. Miedzy dwie liczby rzeczywiste, ktérych suma jest 81, wstawiono cztery liczby
rzeczywiste, tworzace z tamtemi postep geometryczny taki, iz suma 2-¢j i 3-ej ze wsta-
wionych liczb jest 3. Jaka jest pierwsza z pierwotnych liczb i jaki wykladnik tego
postepu?

428. Miedzy dwie liczby rzeczywiste, ktérych suma jest 51, wstawiono 3 liczby rzeczy-
wiste, tworzace z tamtemi postep geometryczny, ktérych suma jest 42. Jaka jest pierwsza
z pierwotnych liczb i wykladnik tego postepu?

429. Cztery liczby tworza postep geometryezny; suma skrajnych jest 4097, suma
za$ $rednich 272. Miedzy kazde dwie wstawmy takie 3 liczby dodatne, iZzby tych 13
liczb tworzylo postep geometryczny. Wypisaé pierwsze trzy wyrazy tak powstalego po-
stepu?

430. Rozlozy¢ liczhe 166 na trzy skladniki, tworzace postep geometryczny, tak, iZby
pierwszy byl od drugiego mniejszy o 120, i wstawi¢ miedzy nie po jednej liczbie tak,
izby ofrzymaé postep geometryezny o 5-u wyrazach. Znalezé pierwszy wyraz i wykladnik
tego postepu.

(Art. 47). 431. Znalezé sume postepu malejacego nieskoniczonego «) 3, 1, &,...;

B) 4 3% H’vz- v D3 'c’ — 0 do —sines OV 2_ \/? \Z/?’ e (1 q)’
a a i LBy 2
) = Taw Tra—aiav P 9>k 01 gogp go g P P1<

432. Znalezé wyraz pierwszy posiepu malejacego nieskonczonego, ktérego «) S=70,

=% B) S=14} ¢=3; 7v) 8=5, ¢=—14.

433. Znalezé wykladnik postepu malejacego nieskoriczonego, ktérego o) a, =b, S=18;
P) a,=b, S=2¢; v) oy=—3, S=—%

434. Tle wyrazéw ma postep geometryczny, ktérego wyraz pierwszy jest 3, wykla-
dnik 3, a suma 12°?

435. W postepie geometrycznym o wyrazach rzeczywistych suma wzigtych wyrazéw
jest g, suma trzech pierwszych z nich jest 7§, a suma nasltepnych trzech jest —3933. Ja-
kie sa wyraz pierwszy, wykladnik, i ilo§¢ wyrazéw tego postepu?

436. Z wierzcholka kata prostego tréjkata prostokatnego spuszczamy prostopadia na
przeciwprostokatna ¢, z jej spodka prostopadla na przyprostokatna a, i t. d. do nieskon-
czono$ci. Jaka jest suma drugiej przyprostokatnej i wszystkich odeinkéw, ktére w sposéb po-
wyzszy moznaby w tym tréjkacie poprowadzié?

437. W kwadrat o boku a wpisujemy kwadrat, ktérego wierzcholki sa w $rodkach ho-
kéw kwadratu poprzedniego; podobnie w ten drugi kwadrat wpisujemy kwadrat trzeci i t. d.
do nieskonczonosei. Znalezé «) sume obwodow, ) sume pél wszystkich tych kwadratéw.
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438. W kwadrat o boku @ wpisujemy kolo; w nie wpisujemy kwadrat, w niego kolo itd.
do nieskonczono$ci. Znalezé «) sume obwodéw, () sume pdl wszystkich tych kwadratéw
i kol razem.

439. W tréjkat rownoboczny AB C o hoku e wpisujemy kolo i prowadzimy styczne
do kola, oddzielajace przy wierzcholkach A, B, C trdjkaty mniejsze réwnoboczne; w tych
tréjkatach po wpisaniu k6l oddzielamy przy wierzcholkach A, B, C znowu tréjkaty réwno-
boczne i t. d. do nieskonczonoéci- Znalezé o) sume promieni, ) sume pél wszystkich tych kol.

n 2n—1
(Arr. 50). 440. 1+;+%+.g+...+§;_—1. 441. 1+g+g+.;+...+-2h;—lf.

442. 1+2a+3a2+...+na"—1. 443, 24 3a+4a’+ ... + (n+1) an1,

444. 3+4a+5a%+ ... +(n+2)am—t, 445, 214320+ 4322+ ... +n(n—1)"—2,

446. a+(a+0)q+(a+20) g*+ (a+30) ¢*+... + (a+nb—b) "~ 1.

1 1 1 1

447. iotagtazt - +n—(n;—1—).

448. Szalbierz zaproponowal naiwnemu, ktéry mial 1 zl, ciagle podwajanie jego pie-
niedzy, zastrzegajac sobie, iz przed pierwszem podwojeniem potraci sobie 10 ct., a przed
kazdem dalszem kolejno kwote dwa razy coraz wieksza. Po ilu takich ,podwojeniach“
szalbierz wyludzi 6w postawiony przez naiwnego zloty?

(Arr. B1). 449. 14345+ 3+ %+ 450. 1—2+3—4+ 5+

451. 2+ 3a+4a®+ba®+ ... przy a?<l.

452. a+(a+ab)g+(a+ab+ab?)g®+(a+ab+ ab®+ab®)g*+... przy ¢°<1 i b2%2<1.

453. 2.1+3.22+4.322+... przy «2<1.

(Arr. 53). Gwiazdka * przy numerze oznacza, Ze zadanie naleZy zrobié przy po-
mocy tabliczki, podanej na str. 258-¢j.

454*, Jaki naro$nie kapital, gdy na procent skladany oddamy «) 4000 zl. po 5%, na
15 lat; B) 5600 zl. po 3'5%/, na 32 lata?

455. Jaki naros$nie kapital, gdy na procent skladany oddamy o) 18706 zl. po 41°%, na
10 lat; B) 12388 zl. po 31%, na 17 lat; y) 2739 z1. po 33%, na 9 lat; 8) 68076 zl. po 43%/,
na 12 lat? :

4B6*. Z jakiego kapitalu, oddanego na procent skladany ¢) na 4 lata po 4%, powsta
nie 350958 zl; f) na 33 lata po 5%, powstanie 50031-89 zl.?

457. Z jakiego kapitalu, oddanego na procent skladany «) na 27 lat po 44%,, powsta-
nie 840175 z1; f) na 80 lat po 21%, powstanie 80001 zI; ) na 36 lat po 4°/, po-
wstanie 49247 zl.; 8) na 25 lat po 43°/,, powstanie 504267 zl.?

458*. Po ile °/,na procent skladany oddane o) na 15 lat 7000 zI. wzrosna do 1354697 zl.;
B) na 32 lata 2800 zl. wzrosna do 841878 zl.?

459. Po ile %/, na procent skladany oddane o) na 8 lat 46071 zI. wzrosna do 125000 zl.;
B) na 18 lat 40800 zl. wzrosna do 56816 zl.; y) na 9 lat 2100 zl. wzrosna do 405988 zl.;
3) na 20 lat 8000 zl. wzrosna do 151667 zl.?

460*. W ciagu ilu lat oddany na procent skladany «) 8000 zl. po 3%, wzrosna do
1210072 z1; @) 2727-3 zl. po 4°/, wzrosna do 3190563 zl.?

461. W ciagu ilu lat oddane na procent skladany «) 54 zl. po 31°/, wzrosna do 12329 zl.;
§) 10000 zI. po 41°, wzrosna do 19353 zl.; ) 5000 zl. po 6°/, wzrosna do 241117 zlL;
3) 3000 zl, po 51°/, wzrosna do 18522:6 zl.?

462*, Jaki kapital ma wnie§é¢ ojciec do kasy oszczedno$eci na procent skladany po
31%, na imie piecioletniego syna, izby tenze majac lat 19 otrzymal 2070 zl.?

463. W miescie, ktére przed 24-ma laty mialo ludnosci 65000 oséb, przybylo do obe-
cnej chwili 67132 osoby; obliczyé $redni procent wzrostu ludno$ci przez te lata.

464. Miasteczko ma ludnosci 6443 osoby, a przed 15-u laty mialo jej 3185 os6b;
gdyby przypuscié, zZe przyrost ludnosci pozostawal jednakowym, to ile ono mieé moglo
ludnogci 24 lata temu?
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465. Po ilu latach kapital 8443 zl., oddany na procent skladany po 4°/, wzro$nie
do sumy, ktéra przedstawi kapital 9000 zIl., oddany na procent skladany po 6%/, po 9-u
latach?

466. Na jaki procent skiadany naleZy oddaé kapital 327484 zl., aby po 3-ch latach
przedstawial sume, do jakiej w tymze samym przeciagu czasu wzrosnie kapital/31843-2 zl.,
oddany na procent skladany po 7-5°/,?

467. Kasa oszczednosci przyjela kapital 10000 zI. na procent skladany po 3%, a umie-
Scila go na 6°/, i laksamo kapitalizowala odsetki. Jaki bedzie miala zysk po uplywie
10 lat?

468. Na jaki procent skladany kasa przyjela 1500 zl., jeZeli, umiesciwszy go na pro-
cent skladany po 5%/, osiagnela w ciagu 10-u lat 42747 zl. zysku?

469. Na jaki procent skladany nalezaloby oddaé kapital, aby sie podwoil w ciagu
10 lat?

470. Pewien kapital byl oddany na procent skladany po 5°/,, z narastajacego kapitalu
po uplywie lat 10-u wzigto 7000 zI., a pozostala cze§¢ wzrastala dalej po 41°/, przez 30 lat
i wzrosla do 70000 zl. Jaki byl pierwotny kapital?

(Arr. b4). 471*. Po jakim czasie kapital, oddany na procent skladany po 5%/, «) po-
dwaja sie, ) powieksza si¢ b razy?

472. Jaki urosnie kapital, gdy na procent skladany oddamy «) 2400 zl. po 5°/, na 10
lat i b miesigcy; f) 3250 zl. po 7%, na 22 lata i 104 miesiaca? ;

473. W ciagu jakiego czasu oddane na procent skladany o) 1200 zl. po 4°/, wzrosna
do 5072'3 zl.; f) 40800 po 2°/, wzrosnag do 573368 zl.?

474. Oddano 4800 zl. na procent skladany po 43°/,; jaki przy pélrocznej kapitalizacyi
procentu powstanie kapital po 27-u latach?

475. Kto§ posiada na 100000 zl. piecioprocentowych papieréw publicznych z kupona-
mi pélrocznemi. Przy natychmiastowem kapitalizowaniu pélrocznem dochodéw jaki po-
wstalby kapital po uplywie 30-u lat?

476. Po ilu latach kapital 5000 zl, oddany na procent skladany po 6°/,, przy pélro-
cznej kapitalizacyi odsetek narosnie do 903056 zl1.?

(Arr. 55). 477* Jaki w rok po wniesieniu ostatniej wkladki zgromadzi sie kapital
z wkladek corocznych oddawanych na procent skladany o) po 270 zl. przez 14 lat po
41°; B) po 840 zl. przez 33 lata po 31°/,°?

478. Jaki w rok po wniesieniu ostatniej wkladki zgromadzi si¢ kapital z wkladek co-
rocznych, oddawanych na procent skladany o) po 40 zl. przez 24 lata na 7°/,; ) po
200 zI. przez 16 lat na 5°,; 7) po 770 zl. przez 12 lat na 31°,; 8) po 1500 zl. przez
30 lat na 6°/,?

479%. Jaka ma byé¢ coroczna wkladka oddawana na procent skladany, aby w rok po
wniesieniu ostatniej wkladki utworzyl sie o) przy 5°/, w ciagu 4-ch lat kapital 45256 zl;
B) przy 3°, w ciagu 14-u lat kapital 1573903 zlL.?

480, Jaka ma byé coroczna wkladka oddawana na procent skladany, aby w rok po
whniesieniu ostatniej wkladki utworzyl sie o) przy 4°/, w ciagu 20-u lat kapital 629385 zl.,
B) przy 3°/, w ciagu 12-u lat kapital 877068 zI.; y) przy 3:6°/, w ciagu 22-u lat kapital
175403 zl.; 38) przy 2:6°, w ciagu 34-ch lat kapital 269641 zl.?

481*. Ile trzeba wnie$é na procent skladany corocznych wkladek, aby w rok po wnie-
sieniu ostatniej wkladki «) przy 5°, i rocznej wkladce 625 zl. powstal kapital 4941485 zl.,
) przy 4°/, i rocznej wkladce 420 zl. powstal kapital 8846:31 zl.?

482. Ile trzeba wnie$¢ na procent skladany corocznych wkladek, aby w rok po wnie-
sieniu ostatniej wkladki «) przy 6°/, i rocznej wkladce 600 zl. powstal kapital 148035 zl.;
B) przy 45°, i rocznej wkladce 540 zl. powstal kapital 89406 zl.; y) przy 3%/, i rocznej
wkladce 210 zI. powstal kapital 165739 zl.; 8) przy 3'56°/, i rocznej wkladce 1050 zl. po-
wstal kapital 112674 z1.?

483* Jaki kapital w chwili ostatniej wyplaty przedstawiaja corocznie dokonywane
w koficu roku wyplaty po 3500 zl. przy 31°/, przez 15 lat?
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484. Jaki kapital w chwili oslatniej wyplaty przedstawiaja corocznie dokonywane
w konicu roku wyplaty o) po 800 zl. przy 6°, przez 6 lat; ) po 400 zl. przy 4%,
przez 13 lat; ) po 240 zl. przy 3°/, przez lat 21°?

485*. Jaka ma byé coroczna wyplata, aby splacié nalezno§é 327403 zI. platnych po
po 33 latach przy 4-5°/,?

486. Jaka ma bvé coroczna wyplata, aby splacié¢ nalezno$é o) 354072 zI platnych
po 10-u latach przy 55°,; £) 184908z platnych po 25-u latach przy 45°,; y) 397495 zl
platnych po 30-u latach przy 3:5°/?

487. Kto§ wniésl do kasy oszczednosci 500 zl., a nastepnie corocznie dokladal 12548 zl;
kasa oszczednosei oblicza procent po 4-5°,. Jaki nagromadzil si¢ kapital w ciagu 10-go
roku od chwili wniesienia pierwszej kwoty?

488. Jan pobieral od Piotra w dniu swych urodzin od chwili skonczenia 38-go roku
zycia po 180 zl., za co Piotr nabyl prawo otrzymania z chwila $mierci Jana z pozostalego
po nim majatku jednorazowo 6000 zI. Jan umarl w koncu 64-go roku Zycia. Przyjmujac
za podstawe rachunku 3:6°/,, obliczyé zysk czy tez strate Piotra w chwili $mierci Jana.

489. Kapitalista majacy 600000 zl. umieszcza swoj majatek na procent skladany po
5°,; po uplywie jednak kazdego roku czerpie z niego na swe utrzymanie 6000 zl. Jaki
bedzie posiadal majatek w koncu 12 roku?

490. Kto§ pozyczywszy 2578 zl. na 5°/, placil przez 10 lat w konicu kazdego roku po
100 zI. na rachunek odsetek. Jak wielki jest jego dlug na poczatku 11-go roku?

491. Sprawdzi¢ ,przyjmujac w obrachunku stope 5%/, czy jest korzystne przedsigbior-
stwo, w ktérem na poczatku trzeba wloZyé kapital 12480 zI., a przez 6 nastepujacych lat
corocznie na poczatku roku dokladaé po 2400 zl., wobec pewnosci, iZ od poczatku 8-go -
roku przynosi¢ ono bedzie 1500 zl. rocznie czystego zysku.

(Arr. 56). 492* Jaka jest dzisiejsza warlo$é 5°/, renty 500 zl., wyplacanej w koncu
roku przez 14 lat?

493. Jaka jest dzisiejsza wartosé o) przy 5/, renty 1036 zl., wyplacanej w koncu roku
przez 14 lat; @) przy 4:5°/, renty 380 zl., wyplacanej w koncu roku przez 8 lat; y) przy
3%/, renty 60674 zl., wyplacanej w koncu roku przez 25 lat?

494%*. Jaka mozna mieé corocznie w koncu roku wyplacana rente przez 32 lata przy
4%/, za kapital 714942 zl1.?

495. Jaka moZna mieé¢ corocznie w koncu roku wyplacana rentg «) przez 15 lat przy
4%/, za kapital 356780 zl; ) przez 20 lat przy 5%, za kapital 10000 zl; y) przez 10 lat
przy 55°, za kapital 165827 zI1.?

496*. Przez ile lat mozna otrzymywaé w koncu roku rentg 450 zl., oddajac kapital
766033 zl. przy 4:5%,?

497. Przez ile lat moZna otrzymywaé w koncu roku rente o) 153755 zl., oddajac ka-
pital 200000 zl. przy 4:5%,; §) 388'561 zl., oddajac kapital 3000 zl. przy 5%,; y) 237393 zl.,
oddajac kapital 10000 zl. przy 6°/,?

498*. Jaki mozna wnie$¢ jednorazowo kapital w chwili pierwszej wkladki zamiast
placenia przez 15 lat po 3500 zIl., przyjmujac w rachunku 3:5°/,?

499. Jaki moZna wnie§¢ jednorazowo kapital w chwili pierwszej wkladki zamiast pla-
cenia «) przez 18 lat po 1200 zl, przyjmujac w rachunku 5°%,; @) przez 30 lat po
po 7155'66 zl., przyjmujac w rachunku 5°/,; 7v) przez 20 lat po 10000 zl., przyjmujac
w rachunku 4°/,?

500*. Jakiej corocznej wkladce przez 33 lata odpowiada przy 4°/, kapital 2521-71 zl.?

501. Jakiej corocznej wkladce «) przez 20 lat odpowiada przy 5°/, kapital 84000 zl;
B) przez 13 lat odpowiada przy 3'5°/, kapital 165276 zl.; y) przez 6 lat odpowiada przy
5%/, kapitat 1522:71 z1.?

502*. Ilu corocznym wkladkom po 400 zl. odpowiada przy 4°/, kapital 1510.04 zL.?

503. Ilu odpowiada corocznym wkladkom o) po 100 zl. przy 5°/, kapital 113748 zL;
f) po 480 zl. przy 3°/, kapital 141387 zl.; y) po 2100 zl. przy 3:5°/, kapital 237855 z.?
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504. Aby umorzyé dlug 3253'3 zl. w ciagu 14-u lat, jaka corocznie trzeba placié rate,
przyjmujac przy obrachunku 6°/,?

505. Miasto potrzebuje uzyskaé z poZyczki 864000 zI. Bank udziela jej, placac 96 za
100, na splate 10-oletnia przy 5°/,. Jak wielka ma by¢ jednoroczna splata?

506. Dzierzawca ma placi¢ z majatku po 5470 zl. rocznie. Wlasciciel majatku pragnie
tenute za 8 nastepnych lat otrzymaé w dwu réwnych ratach, jedne teraz, druga na po-
czatku 5-go roku. Jak wielkie maja by¢ te raty, jeZeli przy obrachunku przyjeto 6°/,?

507. Ile przez 12 lat nalezy do banku wnosié corocznie, aby zapewnié sobie przez
nastepujacych lat 20 rente roczna po 2000 zl., gdy bank przyjmuje w obrachowaniu
3:5%/,?

508. Kto§ umiescil w kasie oszczednosci 300000 zl. po 5°/, na procent skladany; co-
rocznie jednak bierze z kasy 18000 zl. Po ilu latach wyczerpie ten kapital?

(Arr. 58). 509. Znalezé ilo§é waryacyj «) z 7-u elementéw po 2, po b, po 6; f) z 9-u
elementow po 3, po b, po 7; ¥) z 12-u elementéw po 3, po 5, po 6; &) z 90-u ele-
mentéw po 4, po 6; ¢) ze 100-u elementéw po 3, po 5.

510. Ile istnieje réznych liczb 4-ocyfrowych, nie majacych cyfr jednakich ?
511. Ile przy pomocy cyfr od 1 do 9 moZna utworzyé réznych liczb 7-ocyfrowych,
majacych te same cyfre na pierwszem miejscu, a nie majacych cyfr jednakowych ?

(Arr. 59). 512. Ile jest przemian «) z 5-u elementéw; f) z 8-u elementéw; y) z 10-u
elementéw ?

513. Gdyby w ciagu minuty mozna bylo napisa¢ $rednio 6 przemian z 10-u elemen-
tow, to ile potrzebaby godzin na wypisanie wszystkich tych przemian?

514. Z 10-u cyfr ile mozna utworzy¢ réznych liczb 10-ocyfrowych, nie majacych cyfr
jednakowych ?

515. Ile jest kombinacyj «) z 9-u elementéw po 3, po 5, po 6; f) z 16-u elementéw
po 2, po b, po 7, po 8, po 10, po 13; y) z 50-u elementéw po 4, po 6, po 44, po 467

516. Ilu sposobami mozna 52 karty rozdzieli¢ miedzy 4-ch graczy? :

517. 32 kule poznaczone rozmies$ci¢é w 3-ch naczyniach tak, izby w dwu bylo ich po
12, a w trzeciem pozostale. Ilu sposobami moZna tego dokonad?

518. Ilu sposobami mozna rozdaé 32 karty miedzy 3-ch graczéw, dajac kazdemu po
10, a dwie odkladajac jako kupne?

519. Na plaszczyZnie znajduje sie » prostych, z ktérych p jest do siebie réwnoleglych,
zadne dwie z pozoslalych n—p prostych nie sa do siebie réwnolegle, a Zadne 3 (ze wszyst-
kich prostych) nie przecinaja sie z soba w jednym punkeie. Ile jest w odleglosei skon-
czonej punktow przeciecia sie tych prostych ?

520. Na plaszezyzZnie leZza 2 peki promieni, jeden o 8-u a drugi o 5-u promieniach,
nie majace promienia spolnego. Ile jest wszystkich punktéw przecigcia sie promieni?

521. Z ilu elementéw kombinacyj po 4 jest 495°?

522. Na plaszczyZnie znajduje sie n prostych, posréd ktérych niema réwnoleglych do
siebie i Zadne 3 nie przechodza przez ten sam punkt. Ile najwigcej mozna poprowadzié
prostych, przechodzacych przez 2 punkty przecigcia sie¢ z soba tamtych prostych?

(Arr. 61). 523. Sprawdzi¢ formuly 5 i 6, kladac &) n=6, v=3; f) n=9, v=4.
(Arr. 62). 524. Wypisa¢ metodycznie wszystkie przemiany z elementéw
a) ay, G, ag; f) ay, ay, ag, a. :

525. Wypisaé¢ wszystkie kombinacye po 3, po 4, po'5, po 6 @) z elementéw «,, a,, a,,
ay, a5; B) z elementéw a,, a,, a,, a,, a5, a;, a,.

526. Wypisaé¢ wszystkie waryacye z elementéw a,, a,, a;, a,, a; o) po 2; f) po 3.

(Arr. 63). 527. Ustawié obok siebie 12 kul, z ktérych 3 sa biale, 4 czerwone, a b
czarnych. Ilu sposobami mozZna tego dokonaé?

528. W kole loteryjnem sa 24 bilety, z ktérych 12 pustych, 6 wygrywajacych przed-
mioty jednakowe, a pozostale wygrywaja przedmioty rézne. Ilu réZnemi sposobami mo-
zna dokonaé ciagnienia wygranych ? .

Prof. Baranieeki. 20



308 PODRECZNIK ALGEBRY. — CzRSG IIL

529. Majac iloczyn o) 2n czynnikéw, grupujemy je w pary; ile moze hyé takich ugru-
powan, majacych niejednakowe pary; @) 3n czynnikéw, grupujemy je w trGjki; ile moze
byé takich ugrupowan, majacych niejednakowe tréjki?

(Art. 64). 530. Z dwu znakow telegraficznych: kropki i kreski ile moZna zlozyé
sygnaléw, biorac «) po 2 znaki; f) po 3 znaki; y) po 4 znaki?

531. Na klawiaturze, majacej 7 oktaw, ilu sposobami mozZna wziaé¢ jednoczesnie 3 tony:
C, EiG?

532. Ile istnieje wszystkich liczb 4-ocyfrowych ?

533. Ile réznych liczb 6-ocyfrowych mozna utworzyé przy pomocy cyfr 1, 5, 7, 8?

534. Kto§ ma 4 konie siwe, 4 gniade i 4 kare. Sprzega czwoérke. Ilu sposobami moze
to uczyni¢, jezeli jedna czwérka od innej ma sie rézni¢ «) przynajmniej jednym koniem
innej magci; () przynajmniej jednym koniem innej masci na jednem z czterech miejsc?

535. Z pelnej talii kart wziawszy ich 13, zwracamy na to tylko uwage, ile posréd
wzietych znajduje sie kart tego lub owego z czterech skoloréwe. Ilu réZnemi z tego
wzgledu sposobami mozna wziaé¢ tak z talii po 13 kart? :

(Arr. 66). 536. W urnie znajduje sie 10 galek: 5 czarnych, 2 biale i 2 mebleskle
Jakie jest prawdopodobienstwo o) wyciagniecia galki czarnej; f) galki bialej; v) galki
niebieskiej ?

(Arr. 67). 537. W urnie jest 15 galek bialych i 10 czarnych. Jakie jest prawdopo-
dobienstwo wyciagniecia o) 10-u galek bialych; £) 5-u galek bialych; y) b-u galek
czarnych ?

538. W urnie jest 15 galek bialych i 10 czarnych. Jakie jest prawdopodobienstwo wy-
ciagnigcia ) H-u bialych i 5-u czarnych; [5) 10-u bialych i b-u czarnych; 7y) 4-ch ga-
lek bialych i 6-u’ czarnych ?

539. Jakie jest prawdopodobienstwo z talii 32-u kart wyciagniecia «) 4-ch kart'pi-
kowych; f) 4-ch kart jednego koloru?

540. Jakie jest prawdopodobienstwo z talii 52-u kart wyciagniecia 3-ch kart: dwu
tuzéw i jednego nizZnika?

(Art. 69). 541. Jakie jest prawdopodobienstwo, iz w 6-u rzutach kostki wyrzucimy
cztery razy, nie wiecej, o) po dwdjce, f) jednakowe liczby?

542, Jakie jest prawdopodobienstwo w dwu rzutach kostki wyrzucenia liczby «) 2;
B) 8; 1) 4; %) b5¢) 6; 1) 8; x) 10; 0)11; 1) 12?

543. Jakie jest prawdopodohlenst\\o wyrzucenia w % ch rzutach kostki liczby ) 5;
£)6;7)9; 9 16?

544 Jakie jest prawdopodobienstwo dla osoby grajacej w domino (28 »kamienic),
iz posréd wzietych przez nia 7-u kamieni niema podwdjnej szostki?

545. W urnie znajduje sig 10 galek: b czarnych, 3 biale i 2 niebieskie. Jakie jest
prawdopodobienstwo, Ze nie wyciagniemy galki niebieskiej?

(Arr. 71). 546. W urnie znajduje sie¢ 10 galek: 5 czarnych, 3 hiale i 2 niebieskie.
Jakie jest prawdopodobienstwo «) wyciagnigcia galki badZ czarnej badz niebieskiej; §) wy-
ciagniecia galki badz bialej badZz niebieskiej?

(Arr. 72). 547. Mamy dwie urny, pierwsza zawiera 5 czarnych galek i 3 biale,
druga 7 czarnych i 7 zielonych. Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze ciagnac raz z pierw-
szej urny i raz z drugiej, wyciagniemy w obu razach galke czarna?

548. W urnie sa 2 galki biale i dwie czarne; o) wyciagnawszy jedne galke, wrzucamy
ja do urny i wyciagamy powidérnie jedne galke; () wyciagnawszy jedne galke, nie wrzu-
camy jej do urny i wyciagamy powtdrnie jedne galke (albo: wyciagamy z urny odrazu
dwie galki). O ile jest wigksze prawdopodobienstwo wyciagniecia z urny dwu galek bia-
Iych sposobem o) niz sposobem f)?

549. Jakie przy rzucaniu kostki dwa razy jest prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby
1 w pierwszym, a jeZeli nie to w drugim rzucie?
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550. Jakie jest prawdopodobienstwo dla osoby grajacej w domino, iz posréd wzietych
przez nia 7-u kamieni o) niema podwdjnego kamienia; [) Ze wszystkie wziete kamie-
nie sa podwojne; vy) Ze wszystkie kamienie maja mydlo; 3) Ze wszystkie maja jedna-
kowa polowe?

551. Jakie jest prawdopodobiefistwo przy trzech rzutach kostki, Ze liczba 1 o) w dwu
pierwszych rzutach nie wyjdzie, a w 3-im wyjdzie; () raz przynajmniej wyjdzie; y) wyj-
dzie w 1-ym rzucie, a w 2im i 3-im pojawi si¢ raz jeden; 3) nie wyjdzie w 1-ym rzu-
cie, a wyjdzie zaréwno w 2-im jak i w 3-im; ¢) dwa razy wyjdzie?

(Arr. 74). 552. Jakie jest prawdopodobiefistwo, iZ osoba, majaca «) lat 21, Zyé be-
dzie 50 lat; P) lat 25, zy¢ bedzie 45 lat; y) lat 25, Zy¢ bedzie 60 lat; 8) lat 30, Zyé
bedzie 70 lat?

(Arr, 75). 533. Jaki kapital ma wnies¢ (przy 4°/,) jednorazowo osoba, majaca
«) lat 21, aby w razie, gdy dozyje 45-u lat, otrzymala 15000 zl.; ) lat 18, aby w razie,
gdy dozyje 50-u lat, otrzymala 15000 zI.; v) lat 35, aby w razie, gdy doZyje 52-u lat,
otrzymala 25000 zl; 3) lat 40, aby w razie, gdy doZyje 65-u lat, otrzymala 10000 zl.?

554. Jaki kapital moze (przy 4°/,) zabezpieczy¢ sobie osoba, majaca o), lat 21, gdy
dozyje 50-u lat, wnoszac teraz 5000 zL; f) lat 30, gdy doZyje 50-u lat, wnoszac teraz
12000 zL; ) lat 20. gdy dozyje 45-u lat, wnoszac teraz 3650 zl; 3) lat 25, gdy dozyje
62-u lat, wnoszac teraz 4280 zl.?

(Arr. 76). 555. Jaki kapital wnies¢ ma (przy 4°/) osoba, majaca o) lat 21, aby
pobierala dozywotnie rente 800 zL; f) lat 38, aby pobierala doZywotnie rente 1300 zL.?

556. Jaka pobiera¢ moze (przy 4°/,) doZywotnia rente osoba, majaca o) 25 lat, wno-
szac 6000 zl; @) lat 53, wnoszac 7500 zl.?

(Arr. 77). 557. Jaki kapital wnie§¢ (przy 4°/,) powinna osoba, majaca «) lat 21,
aby jej spadkobiercy otrzymali 15000 zL; {) lat 49, aby jej spadkobiercy otrzymali
10000 zI.; ) lat 35, aby jej spadkobiercy otrzymali 12000 zl; 3) lat 55, aby jej spad-
kobiercy otrzymali 8000 zl.?

558. Jaki kapital moze (przy 4%/,) zabezpieczy¢ swym spadkobiercom osoba, majaca
_a) lat 21, wnoszac 10000 zl; ) 26 lat, wnoszac 17000 zl.; y) 49 lat, wnoszac 20000 zlL;
3) 55 lat, wnoszac 10000 zl.?

(Arr. 78). 559. Jaka wkladke na poczatku kazdego roku wnie$¢ (przy 4°/,) ma o0so-
ba, majaca «) lat 21, aby jej spadkobiercom wyplacono 15000 zl; §) lat 30, aby jej
spadkobiercom wyplacono 12000 zl; y) lat 45, aby jej spadkobiercom wyplacono 30000 zL;
3) lat 54, aby jej spadkobiercom wyplacono 65000 zl.?

560. Jaki kapital mozZe (przy 4°/,) zabezpieczy¢ swym spadkobiercom osoba, majaca
o) lat 21, wnoszac na poczatku kazdego roku po 200 zl.; B) lat 34, wnoszac na poczatku
kazdego roku po 350 zl; «y) lat 49, wnoszac na poczatku kazdego roku po 200 zl; 3) lat
40, wnoszac na poczatku kazdego roku po 1000 zl.?

(Ar. 80). B61. (3a—T7b)  B62. (2—i)f.  B63. (a+Va'—1)*+(a—Val—1)".
3\ 5
564. Wypisaé spélezynnik ' w rozkladzie (z?+ —Z—)
565. Wypisa¢ o) wyraz si6dmy wyrazenia (3a}—4b"3’)1°; ) wyraz 7-y i 15-y wyraze-
2 20
nia ( 1—;-) ;) wyrazy srodkowe wyrazenia (5a—26)'°.

~ B566. Jaki jest wyraz 6-y postepu geometrycznego, ktdérego pierwszym wyrazem jest
\%, a wykladnikiem aVb —bY a ?

b67. W jakiej potedze dwumianu spélezynnik w wyrazie trzecim jest o) 528; () 1596;
Y) 2p*—bp+3? ;

568. W jakiej potedze dwumianu spélezynnik w wyrazie piatym jest 1262

569. W jakiej potedze dwumianu wyrazy irzeci i piaty maja ten sam spéiczynnik?

B70. Jaki jest spolezynnik wyrazu zawierajacego a2 b» w wyrazeniu (a—3b)", jezeli
n jest wyrazem trzecim postepu geometrycznego o 6-u wyrazach, w kiérym suma wy-
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razO6w na miejscach parzystych jest 147, wyrazow za$ na miejscach nieparzystych jest 731,
i jezeli p przedstawia ilo§é wyrazéw postepu arytmetycznego o pierwszym wyrazie 5,
réznicy 3 i sumie 98?
(Art. 81). 571. Przy dodatnem i calkowitem = jest
o) 14 2n+2n(n—1)+ 4n(n—1)(n—2) +...4+ 27 =? f)143n+$n(n-1)+ n(n -1)(n—2)+..+3" =?
(Arr. 82). 572. Znalezé ilo§é wyrazow rozkladu (a+0+c)".
573. Znalez¢ wyraz wyraZenia (a+b+c+d)* zawierajacy d"—3.
574. Jaki jest spélczynnik przy 2'* w rozkladzie (1+ a2+ a,2?+ aa’)’.
(Arr. 84). 575. Wyciagnaé pierwiastek stopnia ésmego z wielomianu:

8 4 8 8 4 8
a+8Y a’ 428V a% +56Ya%® +70V ab +56Va®s® +28Vab® +8Vab +b. :
576. Wyciagnaé pierwiastek stopnia 5-go z wielomianu <) 32a5—240a*b - 720a°6—
—10804a253+810ab* — 24385, () 24322+ 40521 — 2565218 — H715 217+ 9465 1%+ 31441 21° —
_— 816521 — 8605H2!3 — 36185212+ 119495211 + 108073210 — 7114522 — 11184528 + 543ba™ +
+ 4702525 4- 19552°—113902* 4 68023 + 144022 — 4002+ 32.

(Arr. 86). 577. Przedstawi¢ w ksztalcie trygonometrycznym liczby:
@ 14V 85 §) —2VB+2i; 1)—3V 2 8V 2; ) —4\2+ve —4iVa—v2,
9-4\/21V8 1 2 —4i\2—v2+3; ¥ 5V 3 —bi

578, Przedstawié¢ w ksztalcie trygonometrycznym liczhy :

o) 612829 + 5+14233:, B) 5-40575—2'60329%:.
(Arr. 88). 579. Przedstawi¢ w dwu ksztaltach iloczyn liczb w zad. 577-em, a mia-

nowicie: a) iloczyn pod « i B; &) iloczyn liczb pod o i y; ¢) iloczyn liczb pod o, B i Y.

580. Z trygonometrycznego ksztaltu iloczynu dwu liczb w zadaniu 578-em wyracho-
wa¢é inny.

581. Przedstawi¢ w dwu ksztaltach iloraz liczb w zad. 577-em, a mianowicie iloraz:
a) z podzielenia liczby pod « przez liczbe pod §; ) z podzielenia liczby pod « przez licz-
be pod y, ¢) z podzielenia liczby pod y przez liczbe pod 8.

582. Z trygonometrycznego ksztaltu ilorazu pierwszej z liczb przez druga w zadaniu
578-em wyrachowaé inny.

(Arr. 90—93). 583. Wyrazié, w obu ksztaltach wszystkle pierwiastki szeScienne

)z +1; B)z —1; y)z8; ¥ z —8.

584. Wyrazi¢ w obu ksztaltach wszystkie pierwiastki stopnia 4-go o) z 64: f) z —64.

Wyrazi¢ w obu ksztaltach wszystkie pierwiastki o) z +1, f) z—1 585. stopnia 8-go,
586. stopnia 12-go, 587. stopnia 16-go, 588. stopnia 5-go, 589. stopnia 10-go,
590. stopnia 20-go.

Wyrazi¢ w obu ksztaltach wszystkie pierwiastki o) z +1, B) z—1 591. stopnia 7-go,
592. stopnia 9-go.

Wyrazi¢ w obu ksztaltach wszystkie pierwiastki «) z +4, ) z—i. 593. stopnia 3-go,
594. stopnia 4-go, b595. stopnia 6-go, 596. stopnia 8-go, 597. stopnia 12-go.

Wyrazi¢ w obu ksztaltach wszystkie pierwiastki stopnia 9-go «) z +1, §) z —i.

ODPOWIEDZI.

1. 2=00,7,=270=3, ¥,=0, 352, =10, 4, =0} -0s=—15; y=—5
.2=y =1;m,=0,9=3. 42,=10y=4%; 2,=12,9,=2. B. 2=y, =1; 2,=},9,=25.,
6. =2, y,=9; 2,=—2, y,=—9. 7. 2,=2, y=1; 5,=14;, 1'12—15 8 @ =4, y,=—8,
—37n %:=8. 9. z= 2V3, 9=V3; mg-——2\/3, %=—V3. 10. ‘”1‘—3\/?7
$%=2V2; 2= —3V2, y,=—3V2. 1L -5 3-v2, = 2+4V2; x2_3+\/2,_.,2_2 ve.

12, 7, =1,y,=3}2,=5,9,=} 13. ”x—‘V187 .%—ﬁV18 wr—tV18, yg=—§%V18
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14. 2, =7V, y,=3iVeg @y =—Ti\/ ¢y, y2¥—3i\’;$;. 15. @, =2+ 3i, y, =3+ 2i; 2, =2-3i
Yp=3—2i. 16. 2,=—3+iV2, y,=10—3V2; 2,=—3—iV2, y,=10+3iV2.

b (b —V2a?—b?) ab (b+\/2a2—b?
1_8. x.=y2=a(—b_—a? 3 L= = pb’—T. 19. x=4, y=0
20. 2, =y, = L (1 + V22— 13); y; =z, =L (I—V2a>—1%),

21z =1 a.(2—ab——V a5 +4),y, = 1a(2+ ab+Va? b? +4); x, = ta(2—ab+ Va2 b? +4),
Yo=2a(2+ab—\ a®b® + 4).

09, o PO 2V TP BB e | _a—b—Raby v(aﬂ+m)ﬂ_sab(b=—a=)

Faily 2 (a—b) n=" 2(a—b)
e R e T o I e e e Gl T2 Gt

5 2 (a—0) ne 2(a—b) :

. 3a+Va®—8b __a,—\/a2 8b S a—\/{ﬂ_ﬁ §~b ’_a+\/a2:8_b
e el e e T anay T T

24. 77 i91, albo —77 i —91. 25.27 i 23. 26. 75, albo —46. 27. 32.

28. 4:, albo —2—2 29. Podstawe naleZy powiekszyé o (—39+V2949) em, a wysoko$é

zmniejszyé o (—51+V2949) em. 30. b—;}i’—g (624 Va2 (6% + 1) — 0°h2),

F%, (R2— Va2 (2 + 1) — %25 (b%—Vd2<b=+h2)—b°hﬂ, b,b % (h2 Va2 (B?+ k2~ bR2).
31. Podstawa 12:8m lub 08 m, wysokosé odpowiednio 1:6 m lub 256 m.
32. Wysoko$¢ 9 dm lub 5 dm, podstawa odpowiednio 6 dm lub 10 dm.
33. 2y=y,=2; m=—y%, pp=—1p;. 3 =2 y =1; z,=—{% y,=—20}.
85. Znoszac mianowniki, dochodzimy do ukladu dwu réwnan stopnia 2-go, ktéry przy
wartosciach niewiadomych réznych od zera jest rownoznaczny z ukladem danych dwu
réwnati ulamkowych; =1, y=1 86, »,=—2V3, y,=3V3; 2,=2V3, y,=—3V3.
37. 2,=3+2V3, y,=1+V3; ,=3—2V3, y,=1—V 3.
38. 2,=1(1+iV39), 5, =1 (8+iV39); z,=1(1—iV839), y,=3B—:V39).
39. z,=1+i\/—§ 9 =3+iV3; m2=1-z\/§ yo=3—iV3. 41. }V2(a®+8%).
42, h+2 (Vp2—2ph—h“‘+p+h), _2_ (Vp2—2ph—h®—p—h). - 48. 3m, 42m.

44. 4 mile, 13 dni. 45. 4%, 5 lat. 46. 12000 zI. i 5%, lub 10000 zl. i 6°,.

47. 1430 z1, 10 lat. 49. o, =w,=1,y,=3% y,=—3. 50. =73, y, =07; w,=—T73, y, =—b7.
51. a:1=y2=1, y,=%,=3. B2 0,=5, y,=4; v,=—b, y,=—4.

53. z 48, Y =26; v,=—26, y,=—48; #;=—b, y,=—3; ¢,=3, y,=b.

54 #,=3, y,=4; v,=—3, yy=—4; @, =6, y,=14r; o, =—6, y,=—14r.

55. = l_2, 9 =2—V2; 2,=—2,9,=2+V2. 56. 2,=3V2, y;=V2;2,=-V2,y,=-V2-
B 3, =y,=2, y,=x,=4; Ly =Y =% (13+Vﬁ)’ y3=x4=——§(13—\/—3—7-7‘).

58. =, =18, y,=6; ©,=—18, y,=—6; z,=6i, y,=—18; »,=—6i, y, =18

89. 2, =y,=9, y,=z,=4; w,=y,=22+\/ 141, y,=2,=22—iV 141 .

60. 2, =y, =5, 2,=3, yy=4; 2, =4+V71, y,=}(-8+WV71) z,=4—iV7l y,=—3 (B+iV7I).
6l. 2, =y,=2,y, =2,=8. 62.2,=y,=1Va(Va+26+Va—86)y, = 2,=1V a (Va+26—Va—25)

a a—b a—>b

63. e Y B T e WL_ U T e Srei i
» V2a—b ViZa=bs s V2a—t ° V2a—b
64, 2=y, =} (a— b+\/(a —b)(a 8D), y,=2,=} (a — b—\(a=b)(a+B0).

68 o o 0= V&#—3a = NB-34a' = ot Vi—3e 2V —3aF
B sy T e BT o) T wga
2a+ab+1 _2b+ab+1 ab—2b+1 ab—2a+1

66. L1 55 R ) h= g To= 1—ad Y= R
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57 _ab+\Vdab+(a+b—ab)?  a—b = _ab—V4ab+(a+b—ab)®  a—b
v Ty = e e s i'lx—;l—;ﬁ)v g atb :yz——m-
68 Uklad niemoiliwy. 69 7, albo {1)2 70. 7m, 9y m. 1. v=4m, y=3m.

72. Promien walca 3m, lub 4\/5 m, wysokos¢ odpowiednio 8 m lub $\/5 m.

1(Var+2ah+Vai —ah), } (Vai+ 2ah—\Va*—2ah). 74. o) ta\2(VB—1),
WV2(VE—1); § 1a\2—V5), 16\23—V5). 7. x.=y2=1, Y =2,=3.
6. 2, =7, y,=1; vp=—1, y,=—7- . v;=y,=4, y,=2,=6. 78 z,=y,=8, y,=z,=4.
9. 2,=y,=1(9+V73). y,=2,=1(9—V73). 80. 2’=8, y°=1. 81. 2,=3, y,=2;
@y =48, y, = §; 2, =F (07 +7iV24), y,=}(—1+iV 24), @, = $,(57-7i \/ 24, y, = } (—1—i \/24) .
82. 2, =V3, y,=2V3; 2= —V3, y,=—2V3; @, =y, =1V3, y;=a,=—i\/3. :

83, @, =y,=b+\Va’— 20, y,=w,=b—\a? —20%. 84 @, =y,=la (1+\/?7”_:le ;
—a /b +\2a—b i/ =Ron=
e 9\/2a—b 2V2a—b
gdzie z podwdjnych znakéw gorne odpowiadaja sobie a dolne sobie a kazdym razem moze
£ PRy
Bye k=19 3 oal et “R6. o= yg——&‘j—'—b—\ s Y1 =Tp= i 2 \ —. 87 Pr2y a 16-
V 8(a+b) V 8(a+d)

Znem od O uklad niemozliwy; przy a=0 jest y=—a (a wiec w przypadku szczegdl-

nym 2=0, y=0). 88. 4, 7.

89. Gdy r jest promieniem kuli, to szukana plaszczyzna jest oddalona od $rodka kuli

0 17(V9—8a—1). 90. Podstawy walca sa oddalone od $rodka kuli o 1r(VB—1).
h hy :

91. h}—fhg b Var—h3i—h,Va®—R1}, e b Var—h3+hVa—hi}, 92, 3m idm.

102. @, =1,y,=2; 1’2:_1,?/2:—2‘ “’f—"‘”\/é‘» yg—‘:\/—é“; = V?ﬁ'h:_"z\/?'

108, 2, =y, =1 m,=y,=—1; a;= Vs 39 Y35 =4V P 5 T=—VEi, g=—4V .

27

V209’

106. x, =18,y,=2; z,=—18; y,=—2. 107. x, =8,

104. o, =—3, y,= —4: =4}, y,=3L 105: 2 =y —b =03 u=
133 217 139

ST e V209’J‘ V209
ad bd cd
% =2; v,=—44\5 = Vs 108, z=4— S
\ it Varriire? Y=gt *TEyoingiie
gdzie znaki gérne odpowiadaja sobie a dolne soble 109, o, =0, y, =b,2 =0; n, =20
S U R s e, s AU s g e
\/2(n+m+p) V2(n+m+p) V2(m+m+p
znaki gérme odpowiadaja sobie a dolne sobie. 111, a=+ /(P'*"'*Q)(P'*’q_")
g+r—p
cy— (P+Q_jr)(9+[:P)_,z_ \/(P q+7) (¢ (g+r—p) l’) gdzie znaki gérne odpowiadaja
p—gq+r p+g—r
sobie a dolne sobie. 112, 2,=—3}, y,=},2=1}; %,=%, a=—1,2=—2.

18. o, =4,y,=6,2,=8; 2,=9, yg=2+ V14, z,=2—iVii. 114, 2,=7, y, =24, 2, = 25;
g1y, =0, w1 115, z, =4, y1=38, ,=2; x,=—4, y,=—38, z,=—2.

116. @,=3, y,=1, 2,=2; #,=1+V10, ,=2 — V10, z,=—4.  11%. =x,=2, y =ygy,= 3
si=u=1, u,=5=3; f=w, =4y =9,=1, z=u,=2—V3, u -—z4—2+V .

pi— P 4-m?+ \/p( 6p’m2+’m‘

2
118. Przeciwprostokatna pm, przyprostokatne: 5

pr4m?— Vi);—; 6]§m".+ mt

% 119. Gdy Va®+ dap —4p?=7, Lo przeciwprostokatna }(2p-+a—y),
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przyprostokatne: 1(2p—a+yV2a(a+8p)—2(a+6p)y), 22p—a+y—V2a(a+8p)— 2 (a+6p) 7).
120. 31V2m3 +2m3—m? 3\/2m? +2m? —m2, 3\2m3+2m3 —m3. 121 864 dm?
122. Veo'+d?, } (3Veit+ad® + V’(?d’—" ), H3V et +d?— V3 (2d*—s)).

123. \/—(a’+bc \/ -(a*+be), b4+e.  124. Podstawa V3s, wysoko$é 2V 3s, bok po-

zostaly 3V 3s. 125. (+10):(+25):(+458):(+55), znaki gérne odpowiadaja sobie a dol-
ne sobie. 126. Albo 21:9=14:6, albotez 6:14=9:21. 127. 1. 24 osoby po 42 zl.,
II. 88 oséb po 3 zl., III. 2564 os6b po 12 zl 128. 1. 129. 3. 130. 7. 131. &
132, —22. 133. 0, 123, 134. 0. 1. 135. 8. 136. 1. 137. Réwnanie niemozliwe.
152% 2.+ -413: 158, 241 - 154 g 1 - L 0.
: by o e
i

4+,
156. g,=1, q;=10. 157, ¢,=1, q,=10. 158. ¢,=2, q,=12. 159. ¢;=1, g,=12.
160. g;=1 ¢, =16 161. g, =2 q,=28 162. (¢,=0); ¢:=1 163. ¢;=1.
164. ¢, =3. 165. q,=5, q,=3. 166. ¢,=3, q,=7. 167. ¢, =1. q;=9.

168. 8 S 169. x - 170. R
1 1 1
3+—f 14— 14—
1 1 1
3+ 145 24—
1 1 =
94—t 1+ B
1 % 1 1
E - ¥rmanin (PR
1 1 f
25 15 $hr o
decfeer 1+}_” : 2+1__
4+, =
171. ¢;=6, ¢;=1,... 172, ¢,=9; q;:=1,... 173. ¢;=9, ¢:=1,... 14, ¢,=2,.,
L 1ey 25077 o o : :
175. M.~ 379" 180. 561" 181—183. Sprawdzi¢, rozwijajac otrzymane liczbe na
SN 184 a4 6a+13a+10 185 48n° 118812 +252n4 115
sk a*+6a%+ 14a? + 160+ 7 2" 48t + 236n° + 464n? + 425n + 151
: 186. 995 TR TOATe — 33hEE 187. % $03- 188. BV 189. {"H‘; 190. a0

191. l‘u‘u"l’"' 192. e 193. “}'%":' 194, ::::!) 195. 3‘) ‘5‘1']Tti' p‘) Q’EH T) uoao

196. z=1+V2 197 «=3(2+V10. 198, z=(38+V17). 199. == (15+V365).
200. &= (9 +V221). 201 z=2(7+3V1I1). 202. z= (59+VH777). 203. z=1(5+V3).
204. 2= 2. (— 13 +V1093). 205. z=1(3 +V6). 206. z=3(10 +V15).

207. = = 2(22+V15). 208. o= (19+V21). 209 2=31(9—V15). 210. 2= (—1+V21).
211, a=4,y=1. 212. o=11,y=1. 213 2=0,y=—>b. 214 2=2,y=1. 223. x=245¢
y=1+3t. 224 =217t y=3+11t. 225. x=—3-6t,y=3+5t. 227 =-H-Tt y=5H+46t.
228, o=12—4¢t, y=—12+5t. 229. x=—3—11¢t, y=3+8t. 230, x=—2+11¢ y=—2+10t.
231, 2=5+18t, y=4+11t.  248. 2=28 —41t,y=—12+29%.  249. =2, y=1; niema;
2= y=8: 2=DHy="=4 250. v=38,y= —2;0=2y=—1;20=4,y=—2;2=8, y=—02>.
251. w=3,y=2; o=14.y=9; i t. d. 252 2=7,y=6; x=13,y=13; i t. d.

g =2 y=1:2=16;y=11;it & 261 2=169y=9; =31 y=2:0=1 9y=16.
202, v=4,y=46;c=11, y=381;2=18,y=16;2=26;y=1.. 268. =5, y=16;2=18 y=11;
=31, y=6; z=44, y=1. 204 =29 y=1: =22, y=5: wv=1b, y=9: =8 9=13;
gy =17 2712 2=4,y=8 273—2%78. Niema. 279. Albo koni 9, woléw 13, albo

koni 42, woléw 60. i t. d.  280. o) 13+20¢; ) 270-+3706. 281 3 i ;. 282, 108,

*) Iloraz niezupelny, stanowiacy peryod, albotez pierwszy i ostatni z ilorazéw niezu-
pelnych, tworzacych peryod, sa wydrukowane pochylemi cyframi.
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225, 342, 459, 576, 693, 810, 927. 283. 576 i 424. 284 40 i 3. 285 x=16, y=5;
=28 y=12. 286. 2-ui 17, 9-u 19, 16-u i 1—a. 287. 16. 288. 73 orzechy.

289. 46 16, 260125, 4144 290.241i1,11i7. 291.131i1, 41i8. 292 34 albo
94, albotez 154,  293. 785 drzewek. 294. b razy i 8 razy.  295. «) Po 5-u obrotach
_ pierwszego kola a po 6-u drugiego. f) NiemozZliwe. y) Po 21 obrotu pierwszego a 3-ch
drugiego. 8) Niemozliwe. 296. 19 groszy na zloty, a 17 pieniazkéw na grosz. 297. Zadnym.
298. Nie moze. 299. o=—34—t, y=—15—bt, z=4¢. 300. x=4—t, y=2¢, z=8-—¢.
301. #=7—3¢t, y=8—18¢, 2=943t. 302, z=9+19¢, y=8+39, 2z=7+36t.

8303. x=5+260¢, y=4+ 368, z=3+ 355¢. 304. Niema rozwiazan calkowitych.

805. ) 2=1,9y=6,2=0; v=2,y=4,2=6; v=3, y=2,2=7. B) 2=7 y=8, 2=9. 1) Nie
.skoniczenie wiele: 2=5,y=4,2=3; =260, y=372,2=358;it.d. 306. a) 2=5, y=4 2=38;
z=265, y=2872, 2=358; =520, y=740, ="713. B) Dwadziescia pie¢: =9, y=8,2=7; .. .;
x=484, y=983,2=907. 3807. z=62,y=101,2=111; =85, y=150,2»=164. 308. Niema.
309. 1+ "+ 310. Trzynastu: 5 sztuk po 5 ct, 104 po 6/, ct., 11 po 9 ct.5 . . .;
65 po b ct., 8 po 6%/, ct., 47 po 9 ct. 311. Pigciu sposobami: 13, 6,1;...; 1, 14 5.
312, v=—2+2¢, y=10+2—5¢t. 313. x=4¢, y=2:—3t. 314. =20+ 3y+7¢ 2=1—2y—3t.
315. 2=3—21y + 3b¢, 2=5+9y—16¢. 316. 2) z=1, y=6, 2=l d=1)y=8"2—8s
w=2,y=2,2=2; x=3,y=1,2=1. @) Nieskoniczenie wiele: =4, y=1, 2=2; it. d. §) Sie-
demnascie: 2=16, y=1,2=2;..;; 2=1, y=10,2=2. d) #=38,y=5,2=2. 817. Dziewieé roz-
wiazan: ©=6, y=2, 2=3;...; 2=30,y=90,2="51. 318. 3+3+5. 319. Czterema.
820. y=14—br—u, 2=20—u. 321. =32—43t—bz, y=17t—8+ 2z, u=41t—10+ 3z.

322. Dziewigciu sposobami: 8, 1, 3, 5;...; 2,7,6,2. 323. «) 92, §) 46, v) 2:252, 3) 446,
¢) b1771, () —2213;, n) —374, 0) —137.  324. 960 zI.  325. 3:28 zl. 326. 107-888.
327. ¢) 23875, 66375, 8695, 44750, 599061, 4566784, —83955, —937:5.  328. €) 12375000,
) 348000000. 3832. 62%km. 333. 210. 334. ) a, = 1'163, S, = 1092; B) a, = —19:9771,
Sp = —466'0012; Y) an = 202—11, S, = 772—35; 3) a, = 26z, S, = 126x+ 26y.

335. ) a,=9, S, =363; B)a, =1, Sn = 42%; 1) o, =2034, S, = 3065625; 8) @, =50, S, = 20564
886. o) r=4S =403; B)r=02, S, =242;y)r=1, S, = 7739%; 3) r=381569, S. .= 1859:9328.
887. B)n=12.S, ='1167; B) n=138, S, = 0b4:196; 1) n=00; S;;=27313; 6) n=385;5,=1960.
338, o) r=3%, n=28; B) r=—8, n=156; ) r=—00007, u=84; 3) r=415, n=20.

339. o) an = 209,7=13; f)a, = 408,7=9; 7) an = 144688, »=14-5344; d) a, = 16865, r="7
840. o) a, =7, r=5; B) a,=—107%, r=123; 7) a,—10, r=05; 38) o, =032, r=0°35.
341. @) a, =2, a, = 32; f) ¢, =32150, a» = 0; Y) @, =117, a, =116; 3) a, =3331'5, a, =2825'5.
842, &) a, = 153, n=380; B) an = 605, n=200; Y) an =—213 n=256; 9) a. = 8}, n=17.
- 348. o) a,=7, n=15; P) a,=314, n=58; 7) a,=1'135, n=23; &) Zadanie niemozliwe.
344, 55. 345. 53, 2.  346. W ciagu 9-u sek. 347. —3, —3. 348. W ciagu 16-u
mies., 48 zI. 349. Albo 20, 16 i 12; albotez 12, 16 1 20. 350. 5, 7, 9.  351. 5.

352. po 11-u dniach. 353. Po 8-u sekundach, w odleglogci 60 m. 354. Po 9-u sekundach.
355. 12, 136, 92. 356. Albo —7 i 27, albotez 4 1 12.  357. Albo 14, 24, 34, albotez
34, 24, 14. 358. Albo 4 i 6, albotez 18% i 22. 359. 468. 360. 25.

361. -“1(23(’::_*—4%1” m od A,. 362. Albo 9 i 71, albo 30 i 40, albo —12,102,.. 3683. 93,
—2311. 364. Pierwszy wyraz jest 7, jeden postep ma wyrazéw 9, drugi 14, a rézZnice

tych postepéw sa 4 i 9. 865, Albo 1, 2, 3, 4, albo 4, 3, 2, 1, albo }(5—V14b),

+(7—\V145), + (9 — V14b), 1 (11—V14H), albotez }(6+V14d), } (7 + V14D), +(9 + V145),
L(114+V14b). 366. (Naprzéd szukamy wyrazu a,). Albo —12, —4, 4, 12, 20, alho 20, 12,
4, —4, —12, albo 4—4iV11, 4—2iV11, 4, 4+2:V11, 4+4V1l, albotez, 4-+44V 11,

4+2VI1, 4,4—2V 11, 4—4V11. 367. 7,385. 368.8,2. 369.72,111. 370. 174, 134,
871. Alho 3, albotez —5. 3872. Albo 14,1, —1, albotez 1, 14, 1. 373. Albo —61%, 21, albotez 9%,
—to, —407'04. 374. Znalezé najpierw wyraz $rodkowy. Albo 0, 6, 1, albo 6, 0, —1, albo
3—3iVayy, 3+3iVa57, iVayT, alhotex 3+3iVay7, 3-3iV s, Va7, 876. 40353607 Al
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e 9 A K P
377, (a—b)(?'—al—b)1 . 385. —(_\(ce_ a?). 386. «) a (V2" —1)(V2 +1)V25—n B)a2(2.—1)21—".

387. 137256. 388. 20, 184467. 389. o) a, = 413343, S. = 620011; B) a, = 008203125,
Su = 6:97265625; 1) an = 367642, Sn = 285741; ) @, =81, Su = 6505. 390. o) o, =7,
Su = 620011; B) a, =1024, S, = 99999744; ) @, =21, S, = 1383; 3)a, =81, S, = 135008 72, .
891. o) g=2, S, — 2047]; B) g=5, S, — 7629304531; 1) albo g=2, S, = 65534, albotes
g=—2, S, = 43690; 9) albo ¢g=3, Su = 193710244, albotez ¢g= —3, S, = 96855122.

392. o) n=>0, Su =13/5%; ) n=5, S» =379687; 1) n=6, S, =5Hs231; d) n=5,

8___ 45 5 B

Sy = a[;[b—aa((ll-:xi)}g+:;2 898. o) ¢g=3, n=9; ) ¢=b, n=8; 7)g=2 n=25
%) g=—4%, n=7. 394. o) Albo q=1}, ax = 45, alboteZ ¢=—-21, a, =125; ) g=—1, a. = 2;

) g=1, a. = 105; 3) q~— - ”_(,_) 395. a) Albo o, =54, ¢=31, albotes a, = 1014,

%) 396. o) o, =3,
6, = 352947; B) a,=6, a, = 13}1; 1) 8,=96, a. =3; 3) a,=3, a. = 9642'58.

397. o) a, = 48120, n=7; B) an = 142576, n=12; ¥) an = 1-87298, n=16; 8) an = 1'63862,
n=20. 398 a)oy=1, n=8; B) a,=4 u=10;v) a,=10b, n=380; 3) a;=1:1236, »=38;
399. Albo 21,10, 40...., albotez 12, —10, 60,... 400. Albo 9, 18, 36, 72, albotez 9, —27,
81, —243. 401. Albo 12, 24, 48,96, alhotez —192, —96, —48, —24. 402. ¢, =3, ¢=2.
403. Albo ,*%, —4, 3,... albotez —12p 35 —3.. 404. Albo a,=1, ¢=3, albo a,=9, ¢=13,
albo a, = 8+V b5, g=13(—8+Vbb), albotez a, =8 —Vbb, ¢g=3(—8—V5b).  405. Albo
16, 8, 4, albotez 4, 8, 16.  406. Albo 4, 16, 64, 256, 1024, albotez 1024, 256, 64, 16, 4.

407. Albo a,=—4%, ¢=3, n=7, albotez a,=—2916, g=1, n=7. 408. a,=1, ¢g=1.

409. Albo x=12+8¢, y=5—7¢, albotez z=—11—9¢, y=—4—8t. 410. Albo 421, albotez
—124. 411. 5 obrotéw. 412. Po 6-u latach. 413. Pierwiastki: 3, —6, 12, za$§ = —54.
414. Dwa promienie kola najmniejszego. 415. Albo —6, 6, 18 albotez 10, 6, 2.

416. Albo 18,12, 6 i 9, 27, 81, albotez —54, 12, 78 181, 27, 9.  417. Albo 2, 4, 8, 12, albo-
tez 123,71, 41, 11.. 418. 2,3,4,5,1 1,2, 4 8. 419 Albo 121, 131, 133,... i 3, 38, s25...,
albotez 2, 5, 8,... 1 3, 6,12,.... 420. Albo r=18, g=4, albotez r=—36, ¢=—2.

421. 2,4,6,8,... 1 2,6,18,54,... 422 Albo 1, 2, 4,...1 2, 6, 18.... i 4, 16, 44... albotez

192 2t 88 24T 384 a8 6 768 861 9713 3 — 117
31 5.7 8L ° ry o LBEA AR o 1Y, 8%, L 423. ¢=2, S, = 127}3].

79=—13%; P a.=—10,9=—1; Y) a,=105,9=1; ?) ax=1,q=—(

424, 26.244 \/‘ 3’. 425. Trzy liczby 5, %, 3. - 426. 9 liczb, g=38.  427. Albo 1 i 2,
albotez 8 i 1. 428. Albo 3 i 2, albotez 48 i 1. 429. Albo 16, 8, 4, albotez 1, 2, 4.
430. Albo5iV 5 albodi—V b, albo 245 i sVy!, albotez 245 i —iVyr, 435. a, = 4,

B - 436 c—i-(;-'\fc‘ffd?. 437.0) da(2+ VZ),5)2a% 438.0)a2+V2) 4+ }7),

. red 5
B a*@+in. 439.0) faV3, §ie'n 440 4—TTT 4, 6—?’i*

nart+! — (n+1)a"+1 sa autl 1) n+2)——a+2
442, (a—1y 443. @=ip

n41 —ah 3)— :
444. a ('n+2) a \77;"'3) 2a + 'i. 445‘ 2{1+2m+".+(n_1)xn—g}+

(a—1)2
" n—1(p—1)3— R n S i |

+2m{1+2$+u_+(n__\1)xﬂ_s }.+..,+2(n_1)1;n-2; n(n—1)ar—(z—1) (xi_(;; 1)ar +2na 2

algr —1)+bg (8 —1)g» — ng*—'+1] 3Ly _
416, 44 o S A (75 k+1), o 448. Po 9-u.
Wyrazy odpowiedniego szeregu sa: 2(10() 10)-—al,2(a,2—10 .2) = a,, 2(a,—10.2%) = a,,... 449. 6.

a -

450. 4. 491 g 452. 0 (1 bg) 453. A= 454. o) 8315°71 zl., §) 16837-56 zl.

455. 290493 zI 3) 2292321 71, y) 381508 1, 3) 118812 2L,  456. 2) 3000000 zl.,
8) 10000 zI  487. o) 240021, ) 1349062, v) 12002l, 8) 158050 z1 458. o) 457,
P 35%.  459. o) 12:289%, B) 18%, ) 76%, ) 375%, 460. ) 14 lat, ) 4 lata.
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461. o) 24 lata, B) 15 lat, y) 27 lat, 9) 34 lata. 462. 1278'80 zl.  463. 3°%/,.

464. 2087 oséb. 465. Po 15-u latach.  466. 9°/. 467. 4469-30 zl. 468. 3°,.
469. 7-177°/,. 470. 157717 zl 471. o) 14 lat i prawie 2!/, miesiaca, ) prawie 33
lata. 472. o) 4005-36 zl., B) 1776564 zl., 473. «) 36 lat i 9 miesiecy, §) 17 lat i 2 iie-
siace. 474, 172644 zl.,  475. 439740 zI.  476. Po 10-u latach. 477. o) 534169 zl,
B) 2653032 zI.  478. «) 2490 zI., f) 496807 zl., y) 11637 zl., &) 107885 zl.

479. «) 933725 z1. 481. o) 32 wkladki, ) 15 wkladek. 482. o) 15 wkladek, ) 49 wkla-
dek, y) 7 wkladek, 3) 9 wkladek. 484. «) 2040'58 zl., f) 665074 zI., y) 688433 zl.
486. o) 27500 zl., B) 414778 zI.  487. 136295 zl. 488. 1812:33 zl. straty.

489. 988023 zI. 490. 2941'64z1. 491. Niekorzystne. 492. 495088 zl. 493. «) 10509 zl.,
B) 250812 zI.  495. o) 3331-23 zL, () 802'42 zL, y) 2200 zI.  '496. Przez 33 lata.

497. o) Przez 20 lat, f) przez 10 lat, y) przez 5 lat. 499. o) 147288 zl.,

B) 110330 zI. y) 131706 zI.  501. «) 6419-29 zl., f) 1550 zI, y) 2857 zI. 504. 350 zl.
505. 1165653 zI.  506. 189574 zI. 507. 194664 zI. 508. Po 37 latach, biorac ostatnim
razem juz tylko 13146 zI.  510. 45636. 511. 20160. 514 326592%0. 516. Ilos¢ spo-
sob6w jest (32)(39) (28)(}3), mianowicie jest liczba 29-0 cyfrowa z poczatkowemi cyframi
b, 3, 6, a 4-a zerami na konicu. 519. }(n—p)(n+p—1). 520. (}3)—(3)—(3)+2. - 521. Ilosé
elementéw nazwawszy # wprowadzi¢ nowa niewiadoma y=z—3%; z=12. :

522. ( ) n—2)() in(n—1)n—2)n—3). B527. 27720-u.  528. 1799020903680-u

2n(2n—1)(2n—2)...(n+1) 8) 3n(3n—1)Bn—2)...(n+1)
2n : 6n :

531. Tu nie mozna np. tonéw C w réznych oktawach uwazaé za ten sam powtarzajacy

sie element «, gdyZ nie moznaby wzia¢ wtedy zestawienia o, o, ;. Ilo§¢ sposobow jest

(W)s.  B532. 9000. 533. 4096. o) (K)s; £) (W)s. 585. 560. B37. @) 5@7%w B) s

Y) s 538. «) i B) Hidd; Y) s s 539. @) 3755, B i 540, 5.

541. o) r338s, B) M 543. 7, B) rfs, V) %y 9) by 544. 1. - B546. o) 75,

B & 547. 1. 548. Oy 549. 4. 550. @) ¥2%, P) rrstorsy  Y) rradore %

B5L. ) 2%, B) &% T) s 0 iim ©) 2 BB3. ) 4506zL., B) 2998 z1., ¥)10406:9zl.,

3) 22302521 bbL. o) 21654520, B) 331988 al., y) 12765'6zl, 3) 322977 zl.

555. o) 1427564 zl., [) 202358 zI.  556. o) 344-42 zI., ) 641:03zL.  BBHT. «) 4128:29zl.,

f) 4656:73zl., 7v) 4104:37zl, 0) 427646 z. 558. o) 363345 zI., ) 57613-8 zL, ) 42949zl

3) 18707 =zl 559. «) 219:075 zl., §) 21069 zl., «v) 856012 zl., d) 2743 zl.

560. 136946 zL., §) 180042z, y) 596663z, 8) 42617 z1. 567. Albo w potedze (2p—2)-¢j,

przy 2p calkowitem i niemniejszem od 4-ch, albotez w potedze (3 —2p)-ej przy p row-

nem L lub O, lubteZ przy 2p calkowitem ujemnem. B568. Zob. odpowiedZ na zad. 521-e.

570. — 2. B76. §) 3t + «® — Tax* — bx + 2.

Bb77. o) 2(cos 3x +isin i7n); P) 4(cos x +isingm); y) 6(cosin+isingn);

3) 8(cos & m+ising w); €) 8(cos + n+isin §I 7); {) 10(cos % ®+1sin 1 7).

578. o) 8(cosim+isinix); f) 6(cos 3n+ilin). B79. a) 8(cosimtisinin)=—4V3 —4i;

b) 12(cos 2 m+isin}ym) =3 (V6—V2)—3i(V6 +V2);

¢) 48 (cos £y 7 + isin r) =12(V6 —V2) +12:i(V6 +V2).

580. 48 (cos %5 © + ¢sin & 7) = 46:5156+11'84464.  581. a) )} (cos 3 ® + isin § x)=— 1143

5) fospim+isinim)=— (V6 +V2)—pi(V6 —V2);

) 3(cos i+ isin}w) = \/2+V2 +H\/2—V2
582. «) 4 (cos 337~ + isin’%r) 0548375 — 1:21534 1.

sposobami.  529. «)

586, §) cos & mrising x= 1+ (V24 Varv e +:Va_V21v 8 ), cos & n+isin gne
—1lVe+v2) 2+V2_+sz“)—V(2 vz )e—Veive)+iVe—ve) @+V21ve +
+\/(2_v 2 )(2— \/2+\/ 2 ))], wey OS 1 ®44sin 11:—_-;.(V2+\/2+ Ve —z‘V2——V2_+_V:2_)-
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589. cos & n+isin dgx=1 \10+2V5 +1i(V5 —1), cosin+isingz=1(VB +1)+

+1i\10—2v5 ..., cosiyn+isinisn =1V1042V5 —1s (VB —1).
593. o) 1, cos2m+isin 3 £=0'642786+ 0:766033:,..., cos ¢ ©+1sin1¢r=0642785-0 7660337
B) cos §+i sin } =0:93970 + 0:8342017i,..., cos 'y 7+ isin 1y 5=093970—0-342017i,

597. a) cos J w+isin 2rn=2V2@+V2 +V6)+1i Vei—v2 —ve), COSFm+isin S m=
=1V2dvV?2 +V6)+1\V24+V2 —V6),.., cosyprtisinpr=1(\24V2 —i\a—v2)
B) cosim 4 isinim=1% Veive +1V2—V2, cos intisingn=

=1(Varve +v2—Vi—ve-v2)+2i(Vi—ve —v2+Vi1vV6 +vE),...,
cossintisindin=1V2(4+V2 +V6)—1\2(4—V2 —\V 6 )-

el o
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I. O WIELKOSCIACH PROPORCYONALNYCH.

(Czgsé I, art. 149).

1. Jezeli wielkoéé A otrzymuje kolejno wartosci coraz wiegksze oy, a;, ogy..., @y, %,
to réznice o, — oy, oty —ay,..., 0 — @, nazywamy przyrostami wartosci oy, oy ,..., o,
wielko$ci A, alboteZ kolejnemi przyrostami wielko§ci A (Incremente der G.).

Wezmy dwie wielkosci A 1 B, jednoczes$nie wzrastajace, i niech wartosciom o, a,
04,...5 &7 WielkoSci A odpowiadaja wartosei By, By, s, . . ., B wielkosci B. Wowezas przyrostom
jo —0g,..., at— o, wielkosci A odpowiadaja przyrosty B, — B,..., B — Bi—, wielkoSei B.

2. Niech «;=0. Przyjmijmy, iz warto$ci wielkosci B wyrazilismy juz w ten spo-
sob 1), ze takze B,=0. Wtedy »pierwszemi« przyrostami sa wartosci odpowiednio «, i f;.

Obierzmy przy dowolnie wzietej wartosci «, takie wartosei oy, o,..., %, o, wiel-
koéci A, izby przyrosty «,, oy — o, ,..., a; — o, byly wszystkie sobie rowne. Odpowia-
dajace im przyrosty B,, B,—B,..., B:— Pi—, wielkosci B albo sa wszystkie réwne sobie,

albotez nie sa wszystkie réwne sobie. Rozwazaé bedziemy tylko pierwszy z tych dwu
przypadkéw.
PoniewaZ o, — « = o, B,— B, =8, przeto «y=«,.2, -8,=§,.2, 1 podobnie a;= &,.3,
=83 ar=0a.l, b=, .k
3. WeZmy na uwage dwie jakiekolwiek wartosci A; i A, wielkoSci A 1 oznaczmy
przez B, i B, odpowiadajace im wartosei wielkosci B.
Wartosé A, moZe by¢ albo spolmierna, alboteZ niespélmierna z wartoscia A,.
a. A, i A, sa warto$ciami spélmiernemi z soba; sp6lna ich miara niech bedzie «,
1 niech A, =0o,9, A,=a,p. Wowczas
A,cA =p:q. 5
Poniewaz warto§ciom o, ¢ i o, p wielkogci A odpowiadaja wartosci B, ¢ 1 B,p wielkosci B,
przeto jest B, =f,¢, B,= B, p, tak iz
BB =g
A zatem Ao A —BrBe
b. A, i A, sa wartoiciami z soba niespolmiernemi. Woweczas, przy dowolnem cal-
kowitem ¢, nazwawszy o = «,, mozemy znalezé taka liczhe p, izby warto§é —:.p=a;p=a,
byla mniejsza od A,, za$§ warto$é¢ —*(p+ 1) =« (p+ 1) = a4, byla juz wieksza od A,.

PoniewaZz wartosciom «, ap, a4, wielkosei A odpowiadaja wartosci By, B, Bp4, wielkosci
B, wartosci za§ A, = «, ¢ wielko$ci A odpowiada wartos¢ B, 9 wielkosci B, ktéra nazwa-

liSmy B,, przeto: popierwsze jest B, =8, ¢, tak Ze Blz%; poMére wartosci A,, posre-

dniej miedzy o, i @p4,, odpowiadajaca warto$é B, jest rowniez posrednia miedzy B, i B4y,
t. J. mamy jednoczes$nie - :
ap <Ay < apyy 1 B < By < Poiye

1), Np. Jezeli przez A oznaczymy ilo&¢ stopni na termometrze Celsius'a, przez F zaf
iloéé stopni na termometrze Fahrenheit'a, to wielkoéei: jedna A, druga F—32°=DB beda
juz takie, iz wartoei O wielkodci A odpowiada warto§é O wielkoei B.
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Tak warto$é «,, jak i warto$é «,., jest spélmierna z wartoscia A,. Wedlug wiec a jest

jednoczesnie
ap - Al = ‘Gp :BU

%ty i Ay = By By
Jezeli liczbe ¢ bedziemy brali coraz wieksza, to warto§ei o, i o,;,, jakotez wartosei 3,
i 8,4+, beda coraz bliZsze siebie. Wskutek tego rézZnice miedzy kazda z pierwszych a wartoscia
A,, jakotez réznice miedzy kazda z drugich a wartoscia B, moga sie sta¢ tak malemi,
jak chcemy. Poniewaz, jakkolwiek male sa owe rdoZnice, zawsze powyzsza rownos$é sto-
sunkéw dla warto$ei «, i «,4, zachodzi, przeto taz rowno$é stosunkow zachodzi dla war-
tosei A,, posredniej miedzy o, i @p+,, ktérej odpowiada warto$é B,, posrednia pomiedzy

By i Btes b J. mamy
A v A =858

4. Jest przeto stosunek jakichkolwiek wartosei A, i A, wielkosci A réwny stosun-
kowi warto$ci odpowiadajacych B, i B, wielkosci B t. j. wielkosci A i B sa proporcyo-
nalne wzgledem siebie.

A zatem: jeeli dwie wielkosci jednoczesnie wzrastajg tak, % réwnym sobie przyrostom
jednej odpowiadaja przyrosty drugiej, takie rdwne sobie, i jeteli réwne zeru wartosci tych wiel-
kosei sobie odpowiadaja, to te wielkosci sa proporcyonalne wzgledem siebie.

II. O ZNOSZENIU NIEWYMIERNOSCL

a. ZNOSZENIE NIEWYMIERNOSCI W MIANOWNIKU.

(Czesé 11, art. 42).

Metoda wskazana mozZe niedoprowadzaé do zniesienia niewymierno$ci w miano-
wniku nawet w razie, kiedy w nim sa tylko pierwiastki kwadratowe, mianowicie jeZeli
jest pie¢ lub wiecej skladnikéw, z ktérych przynajmniej cztery sa niewymierne. PokaZzemy
na przykladzie, jaka w takim razie droga postepowaé nalezy. Majac np.

A
B+Va +Vb +Ve +Vd’
oznaczmy B+ vV a +vV b + Ve +v d przez « i utwérzmy wyrazZenia
B+va +Vb+vVe—Vd=p B+vVa+vb—vVe+vVd=y,
B+Va+vVb—vVe—vVd=38 B+Va—Vb+Ve +Vd=e,
B+Va—vb+vVe—vd={ B+vVa—Vvb—ve+Vd=n,
B+Va—Vb—vVe—Vd=% B—Va+Vb +Ve+Vad=t,
B—vVa+VvVb+vVe—Vd=x, B—vVat+tVvVb—ve+Vvd=2,
BV e i dha e Ueh  Bavaa T aVh iva ey
B—Va—vVb+vVe—vVd=f B—Va—VvVb—Vec+Vd=o,
B—vVa—Vb—-vVe—Vd=nx.
A Afydelnduxhpviorn
e afydelnduxdipvion

Jest

Wykonawszy w mianowniku czeSciowe mnozenia: af =p,, yd=p,, el =1p,;, 7%= p,
= p;, Ap =pg, vE=p;, 0x=p;, W Zadnem z wyraZei p,,...,p, nie bedziemy mieli v/ d .
Otrzymawszy za$

A ABospsPuPsPsPrps

& PiPaPsPuPsPoPrPs
wykonajmy czeSciowe mnozZenia: p; p, =9, 3, =05, P5Ps = O, P1Ps=0; W zadnem z wy-
raZen oy, G, G, 6, nie bedziemy mieli v/ ¢. Otrzymawszy

A BBatd%

« G, 0y 03 O,
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wykonajmy czeSciowe mnozenia: g,0,=7, 0,0, =T,; W Zadnem z wyraZei 7, T, nie
bedziemy mieli v/ b . Otrzymawszy nakoniec

S SEh

-4 T Te
po wykonaniu w mianowniku mnozenia nie bedziemy mieli vV a .

b. ROWNANIE NIEWYMIERNE.
(Czgsé 11, art. 43, 44, 94).

Metoda wskazana moZe nie doprowadzaé do réwnania wymiernego nawet w razie,
kiedy w réwnaniu danem sa tylko pierwiastki kwadratowe, mianowicie jezeli w niem jest
pieé lub wiecej wyrazow, z ktérych przynajmniej cztery sa niewymierne wzgledem nie-
wiadomej.

Aby w takim razie doj$¢ do réwnania wymiernego, mogacego mieé niektére pier-
wiastki spélne z réwnaniem danem, moZemy postepowaé droga podobna do podanej
pod @. Mianowicie utworzymy rdéwnania niewymierne, ktére wraz z réwnaniem danem
przedstawia grupe réwnan odpowiednich wyraZeniom o, B3,..., % MnoZac te réwnania
stronami odpowiedniemi przy odpowiedniem wykonywaniu mnozen cze$ciowych, dojdziemy
do réwnania wymiernego.

Inna metoda, polegajaca na utworzeniu ukladu réwnan wymiernych z wielu nie-
wiadomemi, jest wskazana na przykladzie w czesci III w art. 8-ym.

1. O DWU ROWNANIACH STOPNIA DRUGIEGO Z JEDNA NIEWIADOMA,
MAJACYCH SPOLNY PIERWIASTEK.

(Czgdé 1T, art. 96).

Proporcyonalno§é spélezynnikéw réwnan
a2+ bx+e, =0, a@?®+bx+cy=0 (€5)
jest warunkiem, aby te réwnania mialy oba pierwiastki spélne. Zna3d11emy warunek, aby
réwnania (1) mialy przynajmniej jeden pierwiastek spélny.
Jezeli obu réwnaniom (1) pewna warto$é niewiadomej Jednoczesnle czyni zadosé,
to, przy tejze warto$ci niewiadomej =, jest takze
{ a,(ayw?+ by + c,) — a, (a,22 4 b, :c+c,) 0,
(a4 b,)(ay@® + by + cy) — (ay @+ by)(a, 22+ b m+c\) =0
{(“: by—ayb, )2 +(a, ¢,—ay¢,) =0,
(a,ca—aser) 2+ (b1 cy—bye,) =0.
Te za§ dwa réwnania istnieja jednoczesnie, kiedy (I, art. 212)

czyli

aby—ayby, ik L
@) Cy— 0,0y, bye;—b,e,

Pod tym warunkiem réwnania (1) maja spélny pierwiastek.

IV. UWAGI OGOLNE O DZIAFL.ANIACH.
(Czeéé 11, art. 71, 72).

1. Przypu$émy, ze. majac dwie liczby, jedne @, druga b, wykonaliSmy na nich
jedno z dzialari, o ktérych w tej ksiazce byla mowa. Uméwmy sie, aby wynik owego
wlasnie dzialania wykonanego na liczhach a 1 & oznaczy¢ np. przez

6 (a, ?),
tak iz symbol O (a, b) nietylko przedstawia liczbe otrzymana wskutek wykonania dziala-
nia, ale jednoczesnie wskazuje, jakie mianowicie dzialanie na liczbach a i & bylo wyko-
nane, lub ma byé wykonane. Dlatego czesto méwié bedziemy krétko: dzialanie ©. JeZeli
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: z"'OWQ liczbe , do ktérej dochodzimy wskutek wykonania dzialania © na liczbach « i b, na-
zwiemy ¢, to oczywiscie jest
O (a, b)=c.

2. JeZeli na liczbach @ i b wykonali$my dzialanie 0, a nastepnie na dwu licz-
bach, z ktérych pierwsza jest O (a, b), druga za$ jest, czyto liczba b, czytez liczba a,
wykonali§my dzialanie ©' takie, iz jest odpowiednio
albo 0'(O(a, d), b)=a, 1)
albotez 0'(0 (a, b), a)=1b, 2)
to méwimy, Ze dzialanie ©' jest odwrotne dzialaniu O,

Dzialanie © w razie, kiedy jest ktéremkolwiek z trzech dzialari wprost, t. j. albo
dodawaniem, albo mnozZeniem, albotez podnoszeniem do potegi, oznaczaé bedziemy przez 0.

Uméwmy sie, aby dzialanie ' wtedy, kiedy jest zwiazane z dzialaniem 0 wzorem @),
oznaczaé przez 0',, wtedy za$, kiedy jest zwiazane z dzialaniem 0 zapomoca wzoru @),
oznaczaé przez 0',. Wowezas

0 g i
|- ‘s fd=Tc c—b=a c—a=2"0
a.b=c¢ ebh=4a cia=15

b
b =c¢ Ve =a | logie=5

3. JeZeli
O(a, 5)=0(, a), (3)
to méwimy, Ze do dzialania © stosuje sie zasada przestawiania (Commutatives
Princip).
Chcac odnies¢ wzor ogélny (3) do dzialani 0, znajdziemy, ze
a+b=b+a i a.b=b.a,
lecz a” jest réZzne od b ; do Zadnego za$ z dzialan 0', i 0', wzoru (3) odnie$é nie mozna-
Dzialanie 6 w razie, kiedy jest albo dodawaniem, albote mnoZeniem, oznaczaé
-bedziemy przez ¥.
Wlasciwie wiec wzér (3) redukuje sie do wzoru
% (a,b)=9(b, a). (3)
Na mocy wzoru (3') wedlug wzoréw (1) i (2) mamy
¥ 3 (a,0)b)=a, ¥ (3(3,0)d)=a.
A wiec istnieje jednego tylko rodzaju dzialanie &' odwrotne dzialaniu &. Innemi slowy,
nastepstwem tego, Ze do dodawania i do mnozZenia stosuje sie zasada przestawiania, mamy
jedyne dzialania odwrotne, odpowiednio odejmowanie i dzielenie.
Jako nastepstwo za$ tego, Ze do podnoszenia do potegi nie stosuje sie zasada prze-
stawiania, mamy dwa rézne od siebie dzialania odwrotne podnoszeniu do potegi.
4. Szczegélna liczbe m taka, iz
0 (m,a)=a, (4)
nazywamy modulem dzialania .
PoriewaZ jest m+a=a przy m=0, przeto liczba 0 jest modulem dodawania. Po-
niewaZ jest m.a=a przy m= +1, przeto liczba +1 jest modulem mnoZenia. Poniewaz

jest m* = a przy m=+v/a, a ta liczba moze mie¢ rézZne wartosci, przeto niema modulu
podnoszenia do potegi. Z tegoz powodu Zadne z dzialan odwrotnych nie ma modulu, gdyz
m—a=a przy m==2a, m:a=a przy m=a? V' m =a przy m=a?, logs m=a przy m=a®.
A wiec te tylko dzialania maja modul, do ktérych stosuje sie za.sada przestawiania, tak
iz wlasciwie wzér (4) redukuje sie do wzoru

3 (m,a)=a. (4')

5. Liczbe o' tak zwiazana z liczba a, iz
¥ (a,a')=m,
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nazwiemy liczba wzajemna z liczba ¢ wzgledem modulu m. Na mocy (3') kazda z
. liczb a i o' jest wzajemna z pozostala wzgledem m. : y
Wedlug tego okreglenia jest '

a+a =0, skad ¢ =0—a=—aq,

a.a'=1, skad a'=1:a=l. \
a

i

A wiec liczby wzajemne z soba wzgledem modulu dodawania réznia sie od siei
tylko znakiem, liczby za$ wzajemne wzgledem modulu mnoZenia sa kazda odwrotnosci
drugiej.
Zauwazmy jeszcze, Ze
¥ (a,m)=a, ¥ (m a)=a', & (a,0)=9(a,b).
6. Jezeli, wziawszy trzy liczby a, b i ¢, mamy
0(0 (a,8),c) =0 (a, 0 (5, ¢), ®)
to moéwimy, ze do dzialania O stosuje sie zasada dolaczania (associatives Princip).
Odnoszac wzor ogélny (5) do dzialania 0, znajdziemy, Ze
(a+b)+c=a+(b+ec) i (a.b).c=a.(b.c),
lecz (a?)° jest réZne od a®?, do Zadnego za$ z dzialan 04 i 0', wzoru () nie mozZna od-
nies¢. A wiec zasada dolaczania stosuje sie do tych dzialan, do ktérych sie stosuje
zasada przestawiania, tak iz wlasciwie wzor (5) redukuje sie do wzoru
$(¥(a,b), ) =9 (a, 9 (3, ¢)), (6"
7. Jezeli, przy jakichkolwiek trzech liczbach a, b, ¢ i przy roZnych od siebie dzia-
laniach 6, i ©,, jest
0, (9, (a,8),¢) =0, (0,(a,c), 0,(5,¢)), (6) -
to méwimy, ze do dzialania 0, wzgledem dzialania 0, stosuje si¢ zasada rozlaczania

(distributives Princip).
Gdy 0, jest albo mnoZeniem, albotez dzieleniem, zas§ 0, jest albo dodawaniem al-

botez odejmowaniem, to mamy

(a+8).c=(a.c)+(b.c), (a—b).c=(a.c)— (b.c), (a+b):c=(a:c)+(b:c), (a—b):c=(a:c)—(b:c).
Gdy 0, jest albo podnoszeniem do potegi, alboteZ wyciaganiem pierwiastka, za§ 0, jest
albo mnozeniem, albotez dzieleniem, to mamy

(a.by = (ac).(b), (a:b) = (ac):(bc), Vab= (v?).(\/'b’), va;*b=(¢7):(v7)-
Widzimy wiec, ze wzor (6) stosuje sie do dzialaii algebraicznych, a mianowicie do dzialan
drugiego rzedu wzgledem dzialan pierwszego rzedu i do dzialan trzeciego rzedu wzgledem
dzialan drugiego rzedu. Nie stosuje sie za$ on do logarytmoéw, jako wskazanych przez
dzialanie ©,, ani wzgledem mnoZenia, anitez wzgledem dzielenia, wskazanych przez 6,
gdyz tak wypadki dzialan log. (a.b), (log. a).(log. %), jak i wypadki dzialan log. (a:d),
(log. a): (log. &) nie sa réwne sobie.
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	PODRĘCZNIK ALGEBRY 

	ZESZYT TRZECI.

	CZĘŚĆ TRZECIA.

	ROZDZIAŁ PIERWSZY.

	ROZDZIAŁ DRUGI.

	ROZDZIAŁ TRZECI.

	ROZDZIAŁ CZWARTY.

	ROZDZIAŁ PIATY.

	ROZDZIAŁ SZÓSTY.

	ROZDZIAŁ SIÓDMY.

	ZADANIA.




