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WSTEP

Niniejsza monografia zawiera rozdzialy przygotowane przez pracownikow Katedry
Technologii Informatycznych w Inzynierii (L-10) z okazji 75. rocznicy powstania
Politechniki Krakowskiej oraz podobnego jubileuszu Wydziatu Inzynierii Ladowej,
do ktorego nalezy Katedra L-10. Rozdziaty te dobrze charakteryzuja profil
podstawowe]j aktywnosci naukowej Katedry, dotyczacy rozwijania zastosowan
metod obliczeniowych w mechanice materiatow i konstrukcji oraz inzynierii [adowej
w ostatnich latach.

Metody obliczeniowe takie jak metoda elementow skonczonych (MES), metoda
roznic skonczonych oraz ich rézne kombinacje i warianty majg liczne zastosowania
w nauce i przemysle. Te metody pozwalajg na tworzenie oprogramowania shuzacego
do symulacji zjawisk fizycznych  opisanych przez = zaawansowane
modele fizyczne 1 matematyczne. Dzigki takim symulacjom mozemy lepiej
zrozumie¢ otaczajacy nas $wiat materialny a takze przewidywac rozwdj zjawisk
fizycznych i procesow technologicznych oraz poszukiwaé optymalnych rozwigzan
projektowych.

W pierwszym rozdziale niniejszej monografii zajeto si¢ analizg trzech wybranych
zagadnien utraty stateczno$ci przez wyboczenie metoda elementéw skonczonych.
Najpierw przedstawiono krotki przeglad literatury przedmiotu i oméwiono dwa
podstawowe algebraiczne formaty analizy wyboczenia. Nastepnie przedstawiono
wyniki rozwigzania numerycznego klasycznego zadania liniowego wyboczenia
preta Sciskanego, rezultaty geometrycznie nieliniowej symulacji $ciskanej radialnie
powtoki walcowej z imperfekcjg oraz porownanie wynikow liniowej i nieliniowe;j
analizy zagadnienia $ciskania prostokatnej tarczy modelami dwuwymiarowymi (2D)
i trojwymiarowymi (3D).

Tematyke drugiego rozdziatu stanowi analiza numeryczna rozmaitych zagadnien
termicznych (stacjonarnych i niestacjonarnych), mechanicznych (liniowych) oraz
sprzgzonych problemow termomechanicznych, z uwzglednieniem efektow
czasowych za pomocg wybranych kombinacji metod obliczeniowych. Sa to metoda
elementow skonczonych (MES), bezsiatkowa metoda roéznic skonczonych (BMRS),
algorytmy genetyczne i metoda Monte Carlo. Rozwigzywane zagadnienia maja
bezposrednie odniesienia do analizy problemow napotykanych w inzynierii ladowe;.



W rozdziale zostaly opisane cztery kombinacje metod obliczeniowych:

1. Potaczenie MES i BMRS typu rownoleglego na poziomie dyskretyzacji zadania.
2. Potaczenie sprzgzone MES i BMRS na poziomie aproksymacji zadania.

3. Potaczenie MES i algorytmow genetycznych w procesie optymalizacji.

4. Polagczenie BMRS i metody Monte Carlo dla zadan wprost i odwrotnych.

Dla kazdej kombinacji, oprocz jej ogdlnej charakterystyki, zaprezentowano takze
wyniki przyktadowych analiz numerycznych.

W trzecim rozdziale niniejszej monografii przedstawiono analiz¢ naprezen
resztkowych powstajacych w szynach kolejowych w trakcie eksploatacji. W tym
celu wykorzystano wariant Metody Ré6znic Skonczonych uogélnionej na dowolnie
nieregularne siatki weztow (UMRS). W niniejszym rozdziale opisano oryginalny
model mechaniczny oraz model obliczeniowy UMRS. Przedstawiono réwniez
sposoby poprawy zbiezno$ci rozwigzywanego finalnie zadania minimalizacji. Czg$¢
praktyczna rozdziatu zawiera obliczenia testowe oraz przyktadowa analize naprezen
resztkowych w typowej szynie kolejowe;.

Czwarty rozdziat zawiera wybrane wyniki badania zbieznosci iteracyjnej metody
oszacowania bledu a posteriori danych eksperymentalnych z wykorzystaniem
aproksymacji fizycznie uzasadnionej zastosowanej do pol naprezen resztkowych
analizowanych w szynach kolejowych badanych metoda neutronografii. W pracy
podjeto probe wykazania zbiezno$ci oszacowan iteracyjnej metody estymacji bledu
a posteriori 1 uzyskano jej numeryczne potwierdzenie.

Marek Stonski

Edytor
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ANALIZA MES WYBRANYCH ZAGADNIEN
WYBOCZENIA KONSTRUKCJI

FE ANALYSIS OF SELECTED PROBLEMS OF STRUCTURAL
BUCKLING

Streszczenie

W pracy zajeto si¢ analiza trzech wybranych zagadnien utraty statecznoSci przez
wyboczenie metoda elementéw skoficzonych. Najpierw przedstawiono krotki prze-
glad literatury przedmiotu i oméwiono dwa podstawowe algebraiczne formaty ana-
lizy wyboczenia. Nastgpnie przedstawiono wyniki rozwigzania numerycznego kla-
sycznego zadania liniowego wyboczenia preta Sciskanego, rezultaty geometrycznie
nieliniowej symulacji $ciskanej radialnie powtoki walcowej z imperfekcja oraz po-
rownanie wynikéw liniowej i nielinowej analizy zagadnienia Sciskania prostokatne;j
tarczy modelami dwu- i tréjwymiarowymi. Zwrécono uwage na interpretacje za-
skakujacych wynikéw obliczen.

Stowa kluczowe: MES, wyboczenie, analiza nieliniowa, imperfekcje
Abstract

The paper deals with finite element analysis of three selected problems of loss of
stability via buckling. First a short overview of relevant literature and discussion
of two algebraic formats of buckling analysis are presented. Then the results of
simulations are shown for: the classical linear buckling analysis of a bar in com-
pression, the geometrically nonlinear analysis of imperfect cylindrical shell under
radial pressure, and the comparison of linear and nonlinear analysis of buckling of
a rectangular panel using two- and three-dimansional models. Particular attention is
paid to surprising results of computations.

Keywords: FEM, buckling, nonlinear analysis, imperfections
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1. Wprowadzenie

Analiza statecznos$ci konstrukcji byta przez dziesigciolecia w centrum uwagi naukow-
cOw i inzynieréw, bowiem nie tylko jest to tematyka niezwykle interesujaca i trudna,
ale takze niedostateczna wiedza w tym zakresie prowadzita w historii do katastrof. Na
tym polu badain w II polowie XX wieku, kiedy burzliwie rozwijaty si¢ modele i na-
rzgdzia analizy numerycznej, wyrdznili si¢ naukowcy z Politechniki Krakowskiej, por.
np. [6,11,17,18]. Ten watek pojawia si¢ takze w kontekscie konstrukcji powtokowych
w niedawno wydanej ksiazce [12].

W ostatnich latach zaznaczyt si¢ wzrost zainteresowania badaniami naukowymi do-
tyczacymi niestatecznego zachowania materiatow niesprezystych, cf. [2,3,5,9, 10]. Na-
tomiast w tej publikacji zajeto si¢ modelowaniem numerycznym wyboczenia uktadéw
sprezystych, postugujac si¢ albo rozwigzaniem uogdlnionego problemu wiasnego, albo
analiza geometrycznie nieliniowa (duzych deformacji). Zwrécono uwage na wplyw im-
perfekcji na zagadnienie wyboczenia, por. np. [14].

W tym pierwszym przypadku rozwiazuje si¢ problem wiasny:

(Ko + ) \K,)v =0 (1)

gdzie K to macierz liniowej sztywnosci uktadu, K, to macierz geometryczna (Sztyw-
nosSci naprgzeniowej) zalezna od naprezen w stanie przedwyboczeniowym wywotanym
tzw. obcigzeniem konfiguracyjnym. Rozwiazaniem jest zbior wartosci wtasnych A; i od-
powiednich wektoréw wlasnych v, okreslajacych formy deformacji powyboczeniowe;j,
przy czym w rozwigzaniach numerycznych oblicza si¢ tylko kilka najnizszych warto-
Sci \;. Zazwyczaj inzyniera interesuje minimalna warto$¢ wiasna, ktéra jest krytycznym
mnoznikiem obciazenia \g,., oraz odpowiadajaca jej posta¢ wyboczenia, opisana z do-
ktadnoScia do skalarnego mnoznika przez wyznaczony wektor vy,.

Alternatywnie w zadaniu geometrycznie nieliniowym rozwiazuje si¢ metoda Newtona-
Raphsona sekwencj¢ przyrostow obciazenia, w ktérych poszukuje si¢ spetnienia z wy-
magang doktadnoscig réwnania réwnowagi:

KrAu=Af 2

w ktéorym Kt to macierz styczna bedaca suma trzech macierzy: liniowej, geometrycznej
i wstgpnych przemieszczen (ta ostatnia zalezy od gradientéw przemieszczenia w stanie
przedwyboczeniowym), A f to residuum, czyli r6znica pomigdzy wektorem sit zewnetrz-
nych i wewnetrznych, a Aw to poszukiwany przyrost wektora przemieszczenia (dla ukta-
du zdyskretyzowanego u zawiera przemieszczenia weztowe). Mozna udowodnié [17], ze
warunkiem stanu krytycznego, czyli albo punktu bifurkacji (utraty jednoznacznosci roz-
wiazania), albo punktu granicznego (osiagnigcia nosnosci uktadu) jest osobliwo$¢ ma-
cierzy stycznej modelu:

det KT =0 3)



W tej publikacji zatozono, ze material jest sprezysty, przy czym w punktach 2—4 za-
fozono liniowe zwiazki Hooke’a, a w punkcie 5 poréwnano wyniki dla sprezystosci li-
niowej i modelu duzych odksztalcenn z materiatem typu Neo-Hooke. W punkcie 2 zajeto
si¢ najprostszym zagadnieniem wyboczenia, a mianowicie pretem prostym, poréwnujac
wyniki symulacji r6znymi modelami MES. W punkcie 3 przedstawiono wyniki anali-
zy geometrycznie nieliniowej modelu powtoki walcowej z imperfekcjami. W punkcie 4
przedstawiona zostata symulacja wyboczenia konfiguracji nazwanej tarcza. Zaleznie od
wymiaru modelu mozliwa byla analiza wyboczenia z ptaszczyzny tarczy lub jedy-
nie w jej ptaszczyznie. Wreszcie w punkcie 5 dla dwuwymiarowej reprezentacji tarczy
zastosowano model nieliniowej sprezystosci Neo-Hooke zaimplementowany w pakiecie
Ace w Srodowisku Mathematica. W analizie przyktadéw skupiono si¢ na kontrowersyj-
nych wynikach. Celem pracy jest migdzy innymi pokazanie, ze nawet uznany pakiet MES
moze produkowac wyniki niepoprawne (niezgodne z rozwigzaniem analitycznym) i ko-
nieczne jest krytyczne podejscie do wynikéw symulacji numerycznych.

2. Analiza numeryczna wyboczenia preta prostego

W tym punkcie zajgto si¢ najprostsza analiza wyboczenia, czyli rozwiazaniem uogo6l-
nionego problemu wtasnego (1) za pomoca pakietu MES Abaqus [13]. W takiej analizie
zaktada sig, ze ustréj liniowo-sprezysty jest idealny, a obciazenie jest zachowawcze (nie-
zalezne od deformacji) i jednoparametrowe.

°

PP P ; ,,
Al <l <

~ s <

Rys. 1. Warianty warunkéw brzegowych dla analizy Eulera preta prostego oraz tréjwymiarowy
i pretowy model MES

Na rys. 1 przestawiono warunki brzegowe dla stupa prostego w klasycznej analizie
wyboczenia Eulera [15] oraz schematy modeli MES 3D i 1D. Analiza ma charakter stu-
dialny, wigc nie podajemy jednostek fizycznych. Stup 1D ma dtugos¢ 13 i kwadratowy
przekrdj poprzeczny o wymiarach 1x1. Model 2D to model ptaskiego stanu napreze-
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nia o takiej samej geometrii, w ktorym wyboczenie moze nastapic tylko w ptaszczyznie
modelu. W przypadku modelu 3D oprécz powyzej zdefiniowanej geometrii rozwazono
geometri¢ stupa krepego o wymiarach 4 x4 x 13 i smuktego o wymiarach 1x1x130.

Zatozone parametry materialowe majg arbitralne wartoSci: modut Younga E = 1000,
wspotczynnik Poissona v = 0. Sita $ciskajaca przylozona jako obciazenie konfiguracyj-
ne wynosi P = 100. Elementy 1D dostgpne w Abaqusie sa oparte na teorii belek Ti-
moshenki [15] z liniowa aproksymacja (element o symbolu B31) lub klasycznej teorii
Bernoulliego-Eulera z aproksymacja szesScienna (B33). W przypadku stupa o wymiarach
1x1x13 zbadano wptyw wymiarowosci modelu i warunkéw podparcia na wyniki.

W obliczeniach 2D i 3D zastosowano poczatkowo elementy skoriczone o liniowej in-
terpolacji (odpowiednio CPS4R i C3D8R). Przyjeto siatki elementéw o rozmiarze h =0.2.
W modelu 3D zbadano tez wptyw wariantu catkowania, wzbogacenia aproksymacji i za-
geszezenia siatki (h = 0.1) na wyniki przy trzech proporcjach wymiaréw stupa. W testach
stupa smuklego i krgpego zastosowano elementy o rozmiarze h = 0.5.

W Tabelach 1-3 przedstawiono otrzymane w obliczeniach MES krytyczne mnozniki
obciazenia (pierwsza warto$¢ wtasna). W Tabeli 1 poréwnano ich wartosci dla modeli
1D w zestawieniu z analitycznie obliczonymi sitami krytycznymi wedlug teorii Eulera
Pr i Timoshenki Pr. Zgodnie z [15] wiaze je nastgpujacy wzor:

Pg

Pp=—2_
i+

“)
gdzie GG to modut Kirchhoffa, A to pole przekroju preta, a dla przekroju kwadratowe-
go wspétczynnik k = 1.2. W przypadku modelu zdyskretyzowanego elementami B31
uzyto trzech gestosci siatki: 4, 13 i 65 elementéw. Wyniki otrzymane za pomocg modeli
1D dobrze zgadzaja si¢ z rozwiazaniami analitycznymi, a element o liniowej aproksy-
macji wykazuje zbieznos$¢ od géry do rozwiazania dla teorii Timoshenki niezaleznie od
warunkow brzegowych.

Tabela 1. Krytyczne mnozniki obcigzenia dla modeli 1D stupa o wymiarach 1x1x13 i ré6znych
warunkach brzegowych

Rodzaj podparcia T@) | T(3) | T65) | Pr | E(13) | Pg
utwierdzenie 1.235 | 1.215 | 1.213 | 1.213 | 1.217 | 1.217
swobodne podparcie | 5.175 | 4.844 | 4.813 | 4.810 | 4.867 | 4.867
utw.+podp. przesuwna | 11.30 | 9.844 | 9.712 | 9.701 | 9.956 | 9.932

W Tabeli 2 poréwnano wartosci sity krytycznej dla modeli 2D i 3D, zestawiajac je
z rozwigzaniami wedtug doktadniejszej teorii Timoshenki. W modelu 3D uzyto domysl-
nych elementéw oSmioweztowych C3D8R ze zredukowanym catkowaniem. Modele



Tabela 2. Krytyczne mnozniki obciazenia dla proporcji wymiaréw stupa 1x1x13 i réznych wa-

runkéw brzegowych, obliczone elementami 2D i 3D ze zredukowanym catkowaniem

Rodzaj podparcia 2D | 3D(h=0.2) | 3D(h=0.1) | Pr
utwierdzenie -1.937 -2.205 -2.431 1.213
swobodne podparcie | 4.695 4.586 4.705 4.810
utw.+podp. przesuwna | 9.324 9.348 9.611 9.701

Tabela 3. Wyniki dla r6znych wymiaréw stupa utwierdzonego i wariantéw elementéw skonczo-
nych — model 3D

Wymiary HS8 RI HS8 FI HS8 IM H20 Pr
1x1x13 -2.205 -2.735 2712 -2.625 1.213
1x1x130 | -2.139 1072 | -2.937 102 | -2.839 102 | -2.828 1072 | 1.217 102
4x4x13 | -4.75310° | -5.75910% | -5.715510% | -5.341 10> | 2.976 107

Rys. 2. Formy wyboczenia otrzymane w modelu 2D dla 3 wariantéw warunkéw brzegowych

2D i 3D daja wyniki dos¢ odlegte od rozwiazania analitycznego. Na rys. 2 przestawiono
formy wyboczenia uzyskane dla modelu 2D przy réznych wariantach warunkéw brze-
gowych. Przy prawym koficu mozna zauwazy¢ formy klepsydrowe wynikajace z zasto-
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Rys. 3. Formy wyboczenia otrzymane w modelu 3D dla 3 wariantéw warunkéw brzegowych

sowania RI. Jak pokazano w Tabeli 2, pierwsza warto§¢ wtasna obliczona za pomoca
modelu 3D zalezy tez znaczaco od gestosci siatki MES, cho¢ dla swobodnego podparcia
preta i warunkéw brzegowych typu utwierdzenie—swobodne podparcie wyniki wykazuja
zbiezno$¢ od dotu do rozwigzania analitycznego.

Dla wspornika pakiet Abaqus oblicza niepoprawng ujemng pierwsza warto$¢ wia-
sng (niezaleznie, czy stosowany jest algorytm Lanczosa, czy iteracji podprzestrzennych).
Standardowo oznacza to albo ze w modelu nie uwzgledniono wymaganej liczby wigzéw,
albo ze powinno byé przylozone obciazenie przeciwnego znaku. Zaden z tych dwéch
przypadkéw nie wystepuje w analizowanym modelu wspornika (model jest geometrycz-
nie niezmienny, a obciazenie nie moze by¢ rozciagajace). Nalezy wspomniec, ze w przy-
padku wspornika ze wzgledu na symetri¢ przekroju i warunkéw brzegowych pierwsza
i druga obliczona warto$¢ wtasna sa sobie rowne.

Poszukujac wyjasnienia przyczyny niepoprawnych wynikéw, wykonano obliczenia
wspornikow o trzech geometriach dla réznych opcji elementéw 3D, a wyniki zestawiono
w Tabeli 3. W tej tabeli H8 RI (ang. reduced integration) oznacza element oSmioweziowy
ze zredukowanym catkowaniem (C3D8R), tj. z 1 punktem Gaussa i kontrola klepsydro-
wych form deformacji (ang. hourglass control), H8 FI (ang. full integration) element
z pelnym catkowaniem 2x2x2 (C3D8), H8 IM (ang. incompatible modes) element nie-
dostosowany z pelnym catkowaniem, ale wzbogacong o funkcje kwadratowe aproksy-
macja przemieszczen (C3DS8I), a H20 to dwudziestowegztowy element o kwadratowe;j
interpolacji i zredukowanym catkowaniu (C3D20R). Nalezy zauwazy¢, ze przedostatni
element H8 IM (C3DS8I) bywa zalecany uzytkownikom Abaqusa przy analizie zagadnien
zginania, ale nie nadaje si¢ do analizy zagadniefi nieliniowych.

Na rys. 3 przestawiono dyskretyzacj¢ i formy wyboczenia uzyskane przy uzyciu mo-
delu 3D, a na rys. 4 powigkszenie sasiedztwa swobodnego korica wspornika, na ktérym
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Rys. 4. Zaburzenie deformacji stupa przy zredukowanym catkowaniu

wida¢ zaburzenie deformacji modelu o charakterze form zeroenergetycznych, podobne
jak w modelu 2D przy obciazonym konicu na rys. 2. Nalezy zaznaczy¢, ze efekt ten ma
charakter lokalny i nie wydaje si¢ wptywac na otrzymana wartos¢ mnoznika krytycznego
oraz form¢ wyboczenia.

3. Symulacja wyboczenia powloki walcowej z imperfekcjami

Drugie rozwazane zagadnienie jest znacznie trudniejsze. Przedmiotem badan jest po-
wloka walcowa nieidealna, w ktérej imperfekcja geometrii jest narzucona przez przeska-
lowany pierwszy wektor wiasny otrzymany z analizy problemu wtasnego. Przy imple-
mentacji w pakiecie Abaqus zastosowano podejscie przedstawione w [1].

Analizowany model to powtoka cylindryczna o §rednicy 34 m i wysokosSci 14 m. Za-
fozono stata grubos¢ powtoki 10 mm. Dolny brzeg powloki jest utwierdzony, a gérny
usztywniono na catym obwodzie pier§cieniem brzegowym, por. [4]. Przyjeto dane mate-
riatowe stali: modut Younga ¥ = 210 GPa i wspétczynnik Poissona v = 0.3.

Najpierw zostat rozwigzany problem wiasny (1) przy zatozeniu obciazenia konfigu-
racyjnego stalym cis$nieniem zewngtrznym 1 kPa, przedstawiony na rys. 5. Siatka MES
sktada si¢ z 214 elementéw czworokatnych powtokowych S4R wzdtuz obwodu i 28 ele-
mentéw wzdtuz wysokosci, por. [4]. Element S4R jest zdegenerowanym elementem trdj-
wymiarowym, uwzgledniajacym skonczone odksztalcenia membranowe i duze obroty,
zredukowane catkowanie i kontrolg form klepsydrowych, por. [13]. Obliczony krytycz-
ny mnoznik obciazenia to 2.62, a odpowiednia forma wyboczenia jest przedstawiona na
rys. 6. Widoczny jest wplyw usztywnienia gérnego brzegu belka obwodowa.

Na rys. 7 przedstawione zostaty wykresy zaleznoSci mnoznika ci$nienia radialnego
(oznaczonego LPF) od maksymalnego przemieszczenia prostopadtego do powtoki. Sy-
mulacje prowadzono algorytmem Newtona-Raphsona ze sterowaniem parametrem tuku
(ang. arc length control, czyli algorytmem Riksa).
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Rys. 5. Model powtoki walcowej z ci$niniem radialnym

Dla modelu bez imperfekcji, zwanego nieprecyzyjnie powloka idealna (oczywiscie
zawsze wystepuje w niej zaburzenie brzegowe) otrzymany wykres przybliza si¢ zgodnie
z oczekiwaniem do wartos$ci krytycznej bedacej rozwiazaniem problemu wlasnego 2.62.
Pozostate krzywe dotycza przypadkéw rosnacej amplitudy imperfekcji: 2 mm, 5 mm,
10 mm (czyli réwna grubosci powtoki), 20 mm. Jak nalezalo oczekiwal, zwigkszanie
sig¢ imperfekcji powoduje coraz wigksze przemieszczenia normalne ze wzrostem obcia-
zenia. Dla amplitudy imperfekcji réwnej grubosci powtoki zanika efekt ostabienia (ang.
snap through), a przy dalszym wzroScie imperfekcji symulowana $ciezka rownowagi jest
taka, jakby powtoka miata nieskoriczong no$nos¢, tzn. zalezno$¢ obciazenia od prze-
mieszczenia w stanie membranowo-gigtnym zbliza si¢ do odpowiedzi stabo nieliniowe;j.
Ten wynik, zgodny z zatozong w elementach S4R teoria duzych odksztalcen membra-
nowych, odbiega od racjonalnos$ci, poniewaz w modelu nie uwzgledniono nieliniowosci
fizycznych (w przypadku powtoki stalowej uplastycznienia materiatu).

Narys. 8 przedstawione zostaty formy deformacji powtoki symulowane dla imperfek-
cji 2 mm. Go6rny rysunek pokazuje deformacje przed osiagnigciem punktu granicznego
(granicy no$nosci), a dolny pod koniec symulacji, gdy pojawia si¢ lokalizacja wybo-

Rys. 6. Pierwsza forma wyboczenia idealnej powloki walcowej
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Rys. 7. Wykresy zalezno$ci mnoznika obciazenia od przemieszczenia normalnego do powtoki

czenia. Miejsce koncentracji przemieszczen normalych do powtoki i w konsekwencji
maksymalnych naprezen zredukowanych Hubera-Misesa-Hencky’ego (HMH) jest przy-
padkowe i wynika z btedéw zaokragleri w procedurze numeryczne;j.

4. Wyboczenie Sciskanej tarczy

W tym punkcie zajgto si¢ zagadnieniem wyboczenia prostokatnej tarczy wsporniko-
wej jak na rys. 9. Obliczenia zostaty przeprowadzone pakietem Abaqus przy uzyciu mo-
deli dwu- i tréjwymiarowych. Warunki brzegowe po lewej stronie nie ograniczaja efektu
Poissona. W modelu 3D translacja w kierunku x jest niemozliwa, ponadto przekréj pod-
porowy jest podparty na dwéch krawedziach, aby uniemozliwi¢ translacje w kierunkach
osi y i z. Wymiary tarczy to L = 13 1 H = 4, grubo$¢ jest réwna 1, modut Younga
E =1000, a wspétczynnik Poissona v = 0 (ze wzgledu na studialny charakter przyktadu
nie s3 podawane jednostki).

W tescie wartosci konfiguracyjnych obcigzen powierzchniowych to: p, = 100 (to daje
wypadkowa site Sciskajaca PP = 400) i p, = 2 (wypadkowa obciazenia poprzecznego jest
réwna 8). Pierwszy analizowany przypadek to wyboczenie symulowane modelem 3D
przy dzialaniu samego obcigzenia p,. Rozwiazanie problemu wtasnego daje dla trzech
typéw elementéw skonczonych: H8 RI (element szescioScienny o liniowej interpolacji
ze zredukowanym catkowaniem i kontrola form klepsydrowych), H8 FI (ten sam ele-
ment z pelnym catkowaniem) i H20 (element o kwadratowej interpolacji) wartoSci wlasne
przedstawione w kolumnach 2—4 Tabeli 4. Podobnie jak dla testu stupa, pierwsza wartos¢
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Rys. 8. Deformacje modelu powtoki z imperfekcja o amplitudzie 2 mm dla dwéch stanéw: przed
punktem granicznym i pod koniec Sciezki réwnowagi (kolory oznaczaja wartosci naprezenia za-
stepczego zgodnie z hipoteza HMH)

wiasna jest ujemna. Dodatkowo zestawiono w tej tabeli wartosci wiasne dla wyboczenia
gietno-skretnego pod dziataniem obciazenia p, zginajacego tarcze w jej plaszczyznie

T

_— e —

&? 13

Rys. 9. Geometria tarczy i konfiguracja obciazenia



17

Tabela 4. Krytyczne mnozniki obcigzenia dla modeli 3D wyboczenia gigtnego dla obciazenia p,
i gietno-skretnego dla obciazenia p,, a takze dla modeli 2D wyboczenia w ptaszczyznie

Wartos¢ wiasna H8 RI H8 FI H20 H20(p,) | Q4RI Q8
pierwsza -2.205e-2 | -2.736e-2 | -2.625¢-2 | 1.3614 | -0.2577 | -0.2977
druga 3.607e-2 | 4.668e-2 | 4.442¢-2 | -1.3620 | 0.3986 | 0.4667
trzecia 0.1218 0.1459 0.1402 -2.3965 | 1.2035 | 1.3444

(kolumna 5) oraz dla wyboczenia w ptaszczyZnie tarczy analizowanego modelem 2D
(kolumny 6-7).

Oczywiscie klasyczne wyboczenie modelu 3D wiaze si¢ ze sprzgzeniem Sciskania ze
zginaniem z ptaszczyzny tarczy, ktora staje si¢ ptyta. Odpowiadajace trzem warto§ciom
wlasnym formy wyboczenia otrzymane za pomoca elementu H20 sa przedstawione na
rys. 10.

Z perspektywy analizy kolejnych form wyboczenia dla ustrojow pretowych mogtaby
si¢ pojawi¢ watpliwos¢, czy forma nr 2 jest jakoSciowo r6zna od formy nr 1. Jednak forma
nr 1 wykazuje staty znak krzywizny, a forma nr 2 zmienny. Podobnie jak dla stupa, ana-
liza zagadnienia modelami continuum dostarcza wynikéw jako$ciowo innych niz analiza

== ==
==

Rys. 10. Trzy pierwsze formy wyboczenia gigtnego otrzymane w modelu 3D dla tarczy: w gor-
nym rzedzie formy pierwsza i druga obliczone elementem H20, w dolnym rzgdzie trzecia forma
dla elementu H20 i dla elementu H8 RI




ustroju pretowego. Sita krytyczna Eulera dla wyboczenia gigtnego modelu 3D wynosi
4.867 (obliczona numerycznie sita miesci si¢ w przedziale 8.82-10.5), a dla wyboczenia
gigtnego modelu 3D jest 16 razy wigksza, tj. réwna 77.87 (z symulacji 103.08-119.08).

Dodatkowo w rzgdzie dolnym po prawej pokazano trzecig form¢ wyznaczong przy
interpolacji liniowej i zredukowanym catkowaniu. Na swobodnym koricu wida¢ znie-
ksztatcenie deformacji przez formy zeroenergetyczne o charakterze klepsydrowym, cho¢
zgodnie z dokumentacja pakietu ABAQUS element H8 RI jest wyposazony w kontrolg
tych form i nie powinien ich wykazywac.

Gigtno-skretne formy wyboczenia odpowiadajace czwartej kolumnie wynikow w Ta-
beli 4 sg przedstawione na rys. 11. Nalezy zwréci¢ uwagg, ze w tym przypadku pierwsza
warto$¢ wlasna jest dodatnia, w pozostate dwie ujemne. Pierwsza i druga maja w przy-
blizeniu réwne moduly, a odpowiadajace im formy zwichrzenia sa podobne (wykazuja
odwrotne znaki skrgcania).

Rys. 11. Trzy pierwsze formy wyboczenia gigtno-skretnego otrzymane przy uzyciu elementu H20

Nastepnie wykonano obliczenia 2D przy zatozeniu ptaskiego stanu naprezenia. Uzyto
elementéw o liniowej interpolacji ze zredukowanym catkowaniem (Q4 RI) oraz elemen-
téw o kwadratowej interpolacji (Q8). Jak wspomniano, obliczone przez pakiet Abaqus
warto$ci wlasne sa zestawione w dwodch ostatnich kolumnach Tabeli 4. Formy wybo-
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czenia otrzymane za pomoca elementu Q8 sa przedstawione na rys. 12. W naroznikach
widoczne sg niefizyczne deformacje, a ponadto, jak dla przypadku 3D, pokazano zabu-
rzona formami zeroenergetycznymi trzecig form¢ wyboczenia dla elementu Q4 RI.

Rys. 12. Trzy pierwsze formy wyboczenia w plaszczyznie tarczy otrzymane w modelu 2D przy
uzyciu elementu Q8 oraz trzecia forma wyboczenia dla elementu Q4 RI

5. Analiza 2D deformacji tarczy przy Sciskaniu ze zginaniem

Nastepne obliczenia dla testu tarczy zostaty przeprowadzone za pomoca pakietéw
numerycznych stworzonych na bazie programu Wolfram Mathematica [7, 8]. Pierwszy
pakiet, AceGen, jest generatorem kodéw, gdzie réwnania zapisywane sa w metajezyku,
a nastgpnie przetwarzane w kod, ktéry moze by¢ uzyty w innych programach. AceGen
tworzy kody m.in. w jezykach C/C++/C#, Fortran (dla Abaqusa, Elfena oraz FEAP),
a takze w jezykach pakietow matematycznych Mathematica lub Matlab. Podstawowa za-
leta generatora AceGen jest automatyczne rézniczkowanie oraz optymalizacja wyrazen.
Pozwala on na znaczaca efektywnos$¢ pracy badacza przy generowaniu modeli. Drugi pa-
kiet, AceFEM, jest silnikiem obliczeniowym metody elementéw skoniczonych, w ktérym
moga zostaé wykorzystane kody wygenerowane za pomoca AceGena w obrgbie jednego
Srodowiska.

Ponizej rozwigzano test tarczy prostokatnej opisany w poprzednim punkcie za pomo-
ca dwéch modeli materiatowych. Pierwszy z nich to zwykly model Hooke’a dla matych
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deformacji, drugi to model Neo-Hooke’a dla duzych deformacji sprezystych. Ten drugi
model zostal szczegétowo opisany np. w rozdziale 5 w [8], dlatego ponizej podano tylko
podstawowe informacje o nim.

Dla odksztalcalnego ciata izotropowego o ciagltym rozktadzie masy wektor X oznacza
lokalizacje poczatkowa czastki ciata w czasie ¢, natomiast wektor x oznacza potozenie
aktualne czastki X w chwili ¢. Funkcja x = (X, ¢) opisuje ruch ciata. Gradient defor-
macji F jest zdefiniowany standardowo jako:

(X, 1)

F="x ®

W modelu Neo-Hooke energia sprezysta Hemholtza jest dana réwnaniem:
1 1., 5 1
W(C) = Spu (trC = 3) + JA(J* = 1) = (u+ 5A) InJ (©6)

gdzie 1 1 A\ sa stalymi Lamégo, C to lewy tensor deformacji Cauchy—Greena, a J to
wyznacznik gradientu deformacji F.

Drugi tensor Pioli-Kirchhoffa jest dwukrotnoscia pochodnej potencjatu sprezystego
1 (C) po C, zatem zwiazek konstytutywny jest nastgpujacy:

S = %(JQ -NCt+pur-ch (7)

W tescie przedstawionym na rys. 9 grubos¢ tarczy jest jednostkowa, jak poprzednio
modut Younga E = 1000, wspétczynnik Poissona v = 0. Warto$¢ konfiguracyjnego obcia-
zenia powierzchniowego, $ciskajacego wspornik, wynosi p,, = 100, a wartos¢ obcigzenia
poprzecznego wywolujacego zginanie p, = 2.

Zbadano dwa przypadki wzrostu obcigzenia. W pierwszym oba obcigzenia rosng pro-
porcjonalnie, czyli ich wzrost jest skalowany jednym mnoznikiem. W drugim przypadku
najpierw przylozone zostaje tylko obciazenie p,, a nastgpnie p, pozostaje state i przy-
kfadana jest sifa p, (oczywiscie dla liniowej sprezystoSci mozna to zrobi¢ w 2 krokach,
ale dla modelu nieliniowego w procesie przyrostowym).

W przypadku pierwszym na rys. 13 przedstawiono zaleznosci sity wypadkowe;j Sci-
skajacej P od przemieszczenia poziomego u i pionowego v prawego gérnego wierzchot-
ka tarczy, otrzymane dla stosowanych modeli.

Na rys. 14 przedstawiona zostata forma deformacji i naprgzenia zredukowane otrzy-
mane dla koficowego stanu liniowo sprezystych symulacji (por. rys. 13). Na rys. 15 po
lewej przedstawiony zostal wykres zaleznosci pierwszego wspélczynnika tensora Cau-
chy’ego oznaczonego S, od pierwszego wspotczynnika tensora Greena F,.;, otrzyma-
ny dla jednoosiowego Sciskania. Natomiast na rys. 15 po prawej przedstawiona zostata
deformacja i rozkltad napr¢zeri zredukowanych otrzymanych dla koicowych stanéw
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Rys. 13. Poréwnanie wykresu wypadkowej P obcigzenia Sciskajacego p, w funkcji przemiesz-
czenia poziomego u i pionowego v prawego konca wspornika dla modeli liniowego i nieliniowego

z wykresow nieliniowych na rys. 13. Gwalttowny wzrost przemieszczen dla modelu nie-
liniowego widoczny na tych wykresach jest zwiazany z wyboczeniem, a modelowanie
duzych deformacji umozliwia symulacj¢ ekstremalnego wygigcia wspornika. Nalezy za-
znaczy¢, ze w modelu nie jest uwzgledniona niestateczno$¢ materiatowa, por. np. [16].
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Rys. 14. Deformacja modelu liniowego wywotana $ciskaniem sprzgzonym ze zginaniem

W przypadku drugim, zaleznoSci sity wypadkowej Sciskajacej od przemieszczenia
poziomego i pionowego prawego korca belki otrzymane dla modelu Hooke’a pokaza-
no na rys. 16, natomiast dla modelu Neo-Hooke na rys. 17. Na rys. 18-19 wida¢ rézne
zachowania wspornika w zaleznosci od uzytego modelu materiatu. Dla modelu Hooke’a
(przy matych deformacjach) po przylozeniu obcigzenia p, tarcza zgina si¢ w dot tak jak
mozna oczekiwac. Natomiast dla modelu z duzymi deformacjami prawa cz¢$¢ wspornika
niespodziewanie unosi si¢ w gor¢ przy obciazeniu p, dzialajacym w dol. Wynika
to z faktu, ze sztywno$¢ materiatu w geometrycznie nieliniowym modelu Neo-Hooke
rosnie wraz z deformacja (por. rys. 15), wiec bardziej podatna staje si¢ mniej Sciskana

gbérna czes¢ wspornika. To przyktad nieoczekiwanego wyniku symulacji numerycznej
zachowania prébki z dominujacymi naprezeniami Sciskajacymi.

21
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Rys. 15. Wykres zaleznosci S, od E,, w modelu Neo-Hooke i forma nieliniowej deformacji
wywotanej Sciskaniem sprzgzonym ze zginaniem
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Rys. 16. Zaleznosci wypadkowej P obciazenia Sciskajacego p, od przemieszczenia poziomego u
i pionowego v prawego korica wspornika dla modelu Hooke’a

6. Podsumowanie

W pracy zajeto si¢ analiza MES trzech zagadnien niestatecznego zachowania si¢ kon-
strukcji w postaci wyboczenia preta prostego, powloki walcowej i tarczy. Zatozono spre-
zyste zachowanie materiatu. W pierwszym przypadku uzyto modeli 1D, 2D i 3D, w dru-
gim elementéw powlokowych, a w trzecim poréwnano wyniki dla modeli 2D i 3D. Ob-
liczenia zostaty wykonane pakietami Abaqus i AceFEM.
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Rys. 17. Zaleznosci wypadkowej P obciazenia Sciskajacego p, od przemieszczenia poziomego u
i pionowego v prawego konca wspornika dla modelu Neo-Hooke
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Rys. 18. Wyniki dla modelu liniowego: rozktad naprezen zredukowanych Hubera-Misesa dla tar-
czy poddanej Sciskaniu tuz przed przytozeniem sity p,, a nastgpnie na koficu procesu zginania

Z przedstawionych analiz mozna wyciagnaé nastgpujace wnioski:

1. Pierwsze wartosci wtasne obliczone dla modeli stupa 1D dobrze aproksymuja roz-
wiazanie analityczne niezaleznie od zastosowanej teorii belek i warunkéw pod-
parcia, natomiast otrzymane modelami 2D i 3D sg nizsze od analitycznych dla
swobodnego podparcia i warunkéw mieszanych (zamocowanie+przegub), a nie-
poprawne dla wspornika; zaskakujacy jest szczegdlnie brak zgodnosci nawet dla
smuktego wspornika o proporcjach 1x1x130.
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Rys. 19. Wyniki dla modelu z duzymi deformacjami: rozktad napre¢zen zredukowanych Hubera-
Misesa dla tarczy poddanej Sciskaniu tuz przed przylozeniem sity p,, a nastepnie na koficu pro-
cesu zginania

. Niezaleznie od algorytmu rozwigzania problemu wtasnego Abaqus liczy dla geo-

metrii wspornika reprezentowanej modelem 2D lub 3D ujemna pierwsza wartos¢
wtlasna, co oczywiscie nie oznacza, ze nalezy przylozy¢ obciazenie konfiguracyjne
o odwrotnym znaku; otrzymane w przypadku tych modeli wartosci krytycznego
mnoznika obciazenia sa niepoprawne.

. Wartosci wtasne zaleza od typu interpolacji i catkowania w elemencie, a nie tylko

od gestosci siatki MES.

. Eliminacja form deformacji elementéw zwana hourglass control przy zredukowa-

nym catkowaniu (uzyciu jednego punktu Gaussa w elementach czworobocznych
1 szeScioSciennych) nie sprawdza si¢ dostatecznie w zagadnieniach wyboczenia.

. W geometrycznie nieliniowej analizie powtoki walcowej z zaburzeniem geometrii

proporcjonalnym do pierwszej formy wyboczenia pojawia si¢ zjawisko lokalizacji
wyboczenia.

. Analiza problemu wtasnego wyboczenia tarczy modelami 3D i 2D dostarcza gigt-

nych, gigtno-skretnych i ptaskich form wyboczenia, przy czym Abaqus ponownie
pokazuje niekiedy ujemne wartoSci wlasne, nie majace fizycznego uzasadnienia.
Zapewne jest to wina solwera dla zagadnienia wtasnego, ale nie znaleziono na to
jednoznacznego dowodu.
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7. Symulacja testu $ciskanej tarczy pokazuje, ze obliczenia przeprowadzane réznymi
modelami moga dac¢ nie tylko rézne jakoSciowo rozwiazania, ale tez wyniki zaska-
kujace. Réznice pomigdzy wynikami dla modelu Hooke’a i Neo-Hooke wynikaja
z faktu, ze sztywno$¢ materialu w modelu Neo-Hooke ros$nie wraz z deformacja.
Z tego powodu bardziej podatna staje si¢ czg$S¢ wspornika, ktéra jest mniej Sciska-
na, i wspornik wybacza si¢ w kierunku odwrotnym niz przytozona niewielka sita
poprzeczna.

Nalezy takze zwrdci¢ uwage, ze wyniki przedstawionych analiz zmienityby sig¢ catko-
wicie, gdyby zrezygnowano z zatozenia o (liniowej) sprezystosci materiatu. Dopuszcze-
nie w symulacjach uplastycznienia umozliwiloby bardziej kompleksowgq i realistyczna
oceng obcigzenia granicznego (nosnosci) badanych konfiguracji, a takze analiz¢ niesta-
tecznego zachowania przy rozciaganiu w postaci szyjkowania. Ten ostatni typ analizy ma
juz jednak raczej charakter niestatecznos$ci materiatowej, por. np. [16].
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WYBRANE KOMBINACJE METOD OBLICZENIOWYCH
1 ICH ZASTOSOWANIA W INZYNIERII

SELECTED COMBINATIONS OF COMPUTATIONAL
METHODS AND THEIR APPLICATIONS IN ENGINEERING

Streszczenie

W pracy przedstawiono wybrane kombinacje metod obliczeniowych oraz rezultaty
obliczen dla wybranych zagadnien inzynierskich o charakterze termicznym, mecha-
nicznym i termomechanicznym. Wsr6d kombinacji mozna wyrdéznié rozmaite Spo-
soby taczenia metody elementéw skonczonych oraz metody réznic skoriczonych
w wersji bezsiatkowej, jak tez potaczenie podejs¢ stochastycznych typu Monte Car-
lo czy algorytmy genetyczne z wyzej wymienionymi. Takie potaczenia pozwalaja
na lepsze wykorzystanie zalet tych metod, jak mniej czasochtonna generacja dys-
kretyzacji obszaru, wigksza doktadnos$¢ rozwigzania lub/i jego pochodnych, esty-
macja rozwigzania w punkcie, przy jednoczesnym zredukowaniu badZ wyelimino-
waniu ich wad. Na szczegdélng uwage zastuguje mozliwos¢ znacznie bardziej efek-
tywnej analizy problemdéw odwrotnych, w ktérych nieznane jest obciazenie kon-
strukcji oraz probleméw nieustalonych, w ktérych historia zmian rozwiazania
w czasie moze by¢ ograniczona tylko do jednego punktu.

Stowa kluczowe: kombinacje metod obliczeniowych, MES, metody bezsiatkowe, za-
gadnienia termomechaniczne, metoda Monte Carlo, algorytmy genetyczne

Abstract

The paper presents selected combinations of computational methods as well as the
results of selected engineering problems of a thermal, mechanical and thermo-—
mechanical nature. Those combinations include various techniques of combining
the finite element method and the finite difference method in the meshless version
as well as the combination of stochastic approaches, like Monte Carlo or genetic al-
gorithms with the above-mentioned ones. Such couplings allow for a more effective
use of the advantages of these methods, namely less time-consuming generation of
problem discretization, better accuracy of the solution and/or its derivatives, solu-
tion estimation at a selected point. On the other hand, reducing or eliminating their
disadvantages is possible. Particularly noteworthy is the possibility of a much more
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Wydziat Inzynierii Ladowej, Politechnika Krakowska.
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effective analysis of inverse problems, in which the load subjected to the structure
is unknown, and of transient problems, in which the history of solution changes in
time may be limited to only one point.

Keywords: combinations of computational methods, FEM, meshless methods, ter-
momechanical problems, Monte Carlo methods, genetic algorithms

1. Wprowadzenie

Rzeczywiste zjawiska termomechaniczne, zachodzace w konstrukcjach inzynierskich,
mozemy skutecznie analizowaé, budujac ich odpowiednie modele. Podstawowym mode-
lem, od ktérego zaczyna si¢ ten ztozony na ogét proces, jest model mechaniczny. Stano-
wi on zbidr hipotez i zalozen upraszczajacych, odnoszacych si¢ do materiatu, geometrii,
warunkow podparcia czy obcigzenia. Im prostszy model, tym tatwiejsza jego pdZniejsza
analiza, ale tez wigkszy btad (zwany btgdem nieuniknionym), jaki popetniamy juz na tym
wstepnym etapie.

Kolejnym modelem jest model matematyczny. Jest to opis modelu mechaniczne-
go w formalizmie matematyki, czyli relacje pomigdzy rozmaitymi polami fizycznymi,
wynikajace ze wszystkich powyzszych zalozeih modelu mechanicznego. Modelem ma-
tematycznym moze by¢ zaréwno réwnanie wariacyjne, zagadnienie minimalizacji funk-
cjonatu czy tez uktad réwnan rézniczkowych czastkowych, wszystkie z odpowiednimi
warunkami brzegowymi (tzw. zagadnienie poczatkowo-brzegowe), jak i zadanie opty-
malizacji nieliniowej w obszarze ograniczonym. Bardzo rzadko daje si¢ tak postawione
zagadnienie rozwigzac, stosujac metody i przeksztatcenia analityczne (jak np. bezposred-
nie catkowanie rownar). Jest to mozliwe tylko przy wyjatkowo prostej postaci samego
réwnania oraz ksztalcie obszaru zadania. NajczgSciej takie zadanie musimy rozwiazywac
numerycznie w spos6b przyblizony.

Koicowym rezultatem jest zatem model numeryczny, ktéry stanowi dyskretny (skon-
czony) odpowiednik modelu matematycznego i moze przyktadowo prowadzi¢ do uktadu
réwnan algebraicznych (liniowych badZ nieliniowych) czy tez uogélnionego problemu
wlasnego. Blad, jaki popetniamy na tym etapie, moze by¢ zwiazany zaréwno z dys-
kretyzacja obszaru zadania (czyli jego zamiang na zbiér weztéw lub/i elementéw), jak
i aproksymacja nieznanej funkcji ukrytej pod znakiem odpowiedniego operatora rdz-
niczkowego. Mozna go kontrolowaé o wiele tatwiej niz btad nieunikniony, polepszajac
obydwa wymienione aspekty modelowania numerycznego (tzn. zagg¢szczajac siatke lub/i
podnoszac stopien aproksymacji). W dalszej kolejnoSci méwi si¢ tez o modelu infor-
matycznym, ktérym jest program komputerowy (wtasny lub komercyjny) potrzebny do
uruchomienia obliczen i bazujacy na modelu numerycznym. Pamigtaé nalezy, iz kazdy
uzyskany wynik liczbowy musi zosta¢ poddany krytycznej analizie, by zminimalizowac
ryzyko Zle przyjetych parametréw modeli oraz zwyklego biedu ludzkiego.
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Metody obliczeniowe, stuzace do budowy modelu numerycznego danego zjawiska,
mozemy klasyfikowa¢ na rézne sposoby. Jedna z takich mozliwych klasyfikacji dotyczy
postegpowania z obszarem zadania. Metody pseudoanalityczne lub pétanalityczne zakta-
daja ciagly posta¢ rozwigzania przyblizonego ijego pochodnych na calym obszarze,
w postaci kombinacji funkcji bazowych, spetniajacych a priori warunki brzegowe (co
jest wykonalne tylko dla prostych geometrycznych ksztaltéw) oraz nieznanych wspét-
czynnikéw (metody energetyczne, metody residuéw wazonych, metody bazujace na roz-
winigciu w szereg Fouriera [30]). Druga grupe stanowia tzw. metody siatek, w ktérych
to metodach aproksymacje¢ funkcji buduje si¢ na podobnych zasadach, ale nie na catym
obszarze, tylko na zbiorze podobszaréw, powstatych z podziatu obszaru na okreslony
sposéb. Funkcje bazowe nie spetniaja warunkéw brzegowych, ktére wymusza si¢ na inne
sposoby, ale podstawowym problemem jest zapewnienie ciagtosci funkcji (i jej pochod-
nych) na styku podobszaréw. Wtasnie ta grupa metod, pozwalajaca na analiz¢ obszaréw
o dowolnie ztozonych geometriach, stata si¢ powszechnie wykorzystywana w Swiecie
inzynierii obliczeniowe;j.

Najstarsza metoda siatek siggajaca konca XIX wieku jest metoda réznic skoiczonych
(MRS [28]). U jej podstaw lezy zamiana obszaru zadania na siatke weztéw (w klasycznej
wersji metody, tylko regularna) oraz zamiana operatoréw rézniczkowych na réznicowe.
Mimo swojej prostoty, wersja klasyczna MRS mogta stuzy¢ jedynie do rozwiazywania
prostych liniowych zagadnien, sformutowanych na prostych obszarach. Dlatego juz od
polowy XX wieku byla ona stopniowo wypierana przez rodzaca si¢ wtedy metode ele-
mentéw skoriczonych (MES [35]), o wiele bardziej ogdlna i dajaca si¢ latwiej zauto-
matyzowaé. Dos¢ powiedzieé, ze ogromny wysitek, ktéry witozono w rozwijanie MES,
zaowocowal tym, iz metoda ta jest podstawa zdecydowanej wigkszosci systeméw obli-
czeniowych inzynierii wszelkiego rodzaju, w tym oczywiscie inzynierii ladowej. War-
to nadmieni¢, iz MES ma bardzo dobrze opracowane podstawy matematyczne, w tym
kryteria zbieznoSci rozwiazania przyblizonego, ale takze analize btedéw, ktéra mozna
przeprowadzi¢ bez znajomoSci rozwigzania Scislego.

Mimo swojej ogdlnosci i wielu zalet, takie wady MES, jak przyktadowo czasochion-
na generacja i przebudowa siatki elementéw, mata doktadnos$¢ pochodnych rozwigzania,
zjawisko blokady (usztywnienia) rozwiazania dla zadait mechanicznych czy tez staba do-
ktadnos¢ rozwiazania dla zadah geometrycznie nieliniowych, poskutkowaty poszukiwa-
niami nowych metod obliczeniowych, zazwyczaj bardziej skutecznych w okre§lonych za-
stosowaniach. Koniec lat 70. XX wieku przyniost gwattowny rozw6j metody elementéw
brzegowych (MEB [4,33]), w ktdrej dyskretyzacji podlega brzeg obszaru (co pozwala na
redukcj¢ wymiaru zadania o jeden). Juz od wczesnych lat 70. XX wieku rozwijana byta
nowatorska wersja MRS ( [29, 34], takze w Polsce [15]), uogélniona na siatki dowolnie
nieregularne. W latach 90. XX wieku zaliczona zostata ona do szerokiej klasy metod bez-
siatkowych (MB [14, 16, 17]) i zyskala nazwe bezsiatkowa metoda réznic skoficzonych
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(BMRS [21,28]). W metodach bezsiatkowych aproksymacje¢ funkcji buduje sig¢, wyko-
rzystujac same wezly, bez struktury regularnej, elementu skoiczonego czy ograniczen
rzutowania. Dzigki temu wszelkie operacje na weztach, typu przesuwanie, dodawanie,
odejmowanie, nie wpltywaja na topologi¢ calej dyskretyzacji, jak ma to miejsce w MES.
Dodatkowo metody bezsiatkowe wykorzystuja rézne techniki aproksymacji nieznanej
funkcji, jak podziat jednosci, kriging, funkcje sklejane, czy tez technike lokalnej aprok-
symacji za pomoca najmniejszych wazonych ruchomych kwadratéw (Moving Weighted
Least Squares MWLS [12,13], ktéra jest powszechnie stosowana w BMRS [20, 21, 28]).

Inny sposdéb podzialu metod obliczeniowych wykorzystywany w tym opracowaniu
to metody twarde (deterministyczne) i metody migkkie (stochastyczne lub probabili-
styczne). W metodach twardych (MRS, MES, MEB, MB) dla ustalonego zbioru para-
metréw zadania (obciazenie, materiat, geometria), przechodzac przez dyskretyzajg¢ ob-
szaru i aproksymacje¢ nieznanej funkcji, otrzymujemy jedno rozwigzanie odpowiadajace
temu zbiorowi. W metodach miekkich (metoda Monte Carlo (MC [5, 19, 22, 32]), al-
gorytmy genetyczne (AG [6, 18,23]) i ewolucyjne (AE [2]), zbiory rozmyte [26], sieci
neuronowe [31]) brana jest pod uwage losowos¢ i niepewnos$¢ parametréw modelu, wy-
korzystywane sa procesy stochastyczne oraz metody estymacji rezultatow, co prowadzi
do rodziny rozwiazan, z ktérej nalezy wyloni¢ najlepsze rozwiazanie, przyjmujac odpo-
wiednie kryteria.

Algorytmy genetyczne (AG) sa grupa probabilistycznych metod przeszukiwania prze-
strzeni dopuszczalnych rozwiazan w celu znalezienia optymalnego rozwiazania odpo-
wiedniego zagadnienia optymalizacji [30]. Chociaz charakteryzuja si¢ powolng zbiez-
noscia, pozwalaja na skuteczne rozwiazywanie probleméw wypuktych i niewypuktych
(zwiazanych z postacia funkcji celu). Funkcjonowanie AG nieprzypadkowo przypomina
zjawiska ewolucji biologicznej, poniewaz ich twoérca, J.H. Holland [8], czerpat inspira-
cje z nauk biologicznych. W AG problem definiowany jest jako Srodowisko, w ktérym
istnieje pewna populacja jednostek. Kazdemu z osobnikéw przypisuje si¢ pewien ze-
staw informacji stanowiacych jego genotyp, ktory jest podstawa do stworzenia fenotypu.
Fenotyp jest zbiorem cech pozwalajacych na oszacowanie wartosci funkcji celu modelu-
jacej srodowisko. Innymi stowy, genotyp opisuje proponowane rozwiazanie zadania,
a funkcja celu (fenotyp) ocenia, jak dobre jest to rozwiazanie. Sam genotyp sktada
si¢ z chromosoméw, w ktérych kodowany jest fenotyp i ewentualnie niektére informacje
pomocnicze dla algorytmu genetycznego. W najprostszym przypadku chromosom sktada
si¢ z gendw, ktore sa cyframi binarnymi (tj. bitami O lub 1). Ponadto w szerszej klasie
algorytméw ewolucyjnych (AE) chromosomy moga réwniez reprezentowad liczby dzie-
sigtne. Poczatkowa populacja jest generowana losowo lub tworzona na podstawie wstep-
nych informacji dotyczacych §rodowiska. Populacja ta podlega ciggtym modyfikacjom,
poprzez okreSlona z géry badz kontrolowana na biezaco liczbe pokolen genetycznych za
pomoca operatoréw genetycznych, przyktadowo selekcji, krzyzowania, mutacji i innych.
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Z kolei idea podejscia probabilistycznego, nazwanego metoda Monte Carlo i opraco-
wanego przez S. Ulama i J. von Neumanna [19], bazuje na wykonaniu szeregu symula-
cji (préb), reprezentujacych analizowane zagadnienie z losowo wybranymi warto$ciami
wejsciowymi. Liczba préb zakoniczonych powodzeniem odniesiona do liczby wszystkich
préb, przeskalowana przez wielkosé wymiarowa (dtugos$é, powierzchnia, objetos¢, war-
to$¢ funkcji) pozwala na oszacowanie nieznanego rozwigzania, pod warunkiem ze liczba
préb jest wystarczajaco duza. Ta prosta koncepcja zostata wykorzystana w réznych za-
gadnieniach algebraicznych i rézniczkowych, w ktérych okreSlenie rozwiazania moze
by¢ ktopotliwe (np. w duzych przestrzeniach) lub nawet praktycznie niemozliwe przy
uzyciu analitycznych metod i deterministycznych narzedzi numerycznych.

W niniejszym opracowaniu metoda Monte Carlo znajduje zastosowanie w oszacowa-
niu rozwiazywania zagadnien brzegowych w wybranych punktach wewnetrznych obsza-
ru zadania. Seria préb przeprowadzana jest za pomoca techniki stochastycznej, zwanej lo-
sowymi Sciezkami (random walks), a mianowicie losowego wyboru trasy prowadzacej od
rozwazanego punktu wewngtrznego (z nieznang wartoscia rozwigzania) do punktéw po-
tozonych na brzegu obszaru, gdzie rozwiazanie jest znane (z warunkéw brzegowych pod-
stawowego typu). Przyktadowo catkowita suma wszystkich liczbowych wskazan brzego-
wych (trafienia brzegowe), przeskalowana przez dane wartosci brzegowe i odniesiona
do liczby wszystkich losowych Sciezek, szacuje rozwiazanie réwnania Laplace’a w tym
konkretnym punkcie. W rzeczywistosSci jest ona zbiezna do rozwigzania MRS, pod wa-
runkiem iz liczba losowych Sciezek jest wystarczajaco duza. Co wigcej kazda Sciezka
sktada si¢ z serii losowych ruchéw od wezta do wezta, ktére mozna uznac za elementy
taficucha Markowa.

W najprostszym przypadku wszystkie kierunki ruchu i rozmiar kroku (odlegtos¢ po-
migdzy sasiednimi weztami) sa wstepnie zdefiniowane (np. w przypadku uzycia regular-
nej siatki punktéw), co prowadzi do tzw. ustalonej losowej Sciezki. Ta prosta koncepcja
zostata w p6zniejszych latach udoskonalona i rozszerzona na wigksza liczbe zagadnien.
W tym opracowaniu uwage poswigcono potaczeniu MC z BMRS, co skutkuje algoryt-
mem pozwalajacym na oszacowanie rozwiazania w punkcie, dla szerszej klasy zadan
brzegowych, z nieregularnymi chmurami weziéw, wygenerowanymi dla obszaréw o zto-
zonej geometrii.

2. Sformulowanie zagadnienia termomechanicznego

Tematyke opracowania stanowi analiza numeryczna rozmaitych zagadniefi termicz-
nych (stacjonarnych i niestacjonarnych), mechanicznych (liniowych) oraz sprz¢zonych
zagadnien termomechanicznych, z uwzglednieniem efektow czasowych. Najbardziej ogél-
ne sformutowanie takiego sprzgzonego zadania mozna poda¢ w nastgpujacy sposéb: zna-
lez¢ skalarna funkcje temperatury (7') i wektorowa funkcje przemieszczen (u), ktére
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spetniaja odpowiednie rownania rézniczkowe i warunki poczatkowo-brzegowe natury
termicznej

cpT +divg=f w Q

T=T na 9r, q-n=q na 99, T=0 da t=0 M
i mechanicznej (przy zatozeniu matych przemieszczen, gdy ||ul| < |2]))
dive+b=0 w
2

on=t na OO, u=1u na 99, u=0 dla t=0

W powyzszych réwnaniach p oznacza gesto$¢ masy, ¢ ciepto wiasciwie, T = T (x) €
$ C C? nieznana funkcje temperatury, T’ temperature przypisang do brzegu, q nieznany
wektor strumienia ciepla, ¢ strumieni ciepta przypisany do brzegu w kierunku normal-
nym, f intensywno$¢ generacji ciepta wewnatrz obszaru (tzw. Zrédto ciepta), o tensor
naprezenia drugiego rzedu wynikajacy z € tensora odksztalcenia drugiego rzedu, b wek-
tor sit masowych, t wektor naprezenia, przypisany do brzegu, u = u(x) € ®"* c C?
nieznany wektor przemieszczenia i U wektor przemieszczenia przypisany do brze-
gu. Wymiar n moze by¢ réwny 1 (przypadek 1D, przyktadowo konstrukcje pretowe), 2
(przypadek 2D, przyktadowo zadania ptaskie (PSO lub PSN) i osiowo-symetryczne) lub
3 (ogdlny przypadek 3D). Ponadto €2 oznacza dziedzine (obszar) zadania, a 97 i 0§},
oraz niezaleznie 0€); i 0€2,, sa czgSciami brzegu obszaru Jf2 z odpowiednio danymi wa-
runkami brzegowymi, podczas gdy n jest wersorem normalnym do brzegu i skierowanym
na zewnatrz obszaru.

Réwnania (1) i (2) powinny by¢ uzupelnione odpowiednimi zwigzkami fizycznymi,
przyktadowo prawem Fouriera dla materialéw anizotropowych

q=-AVT 3
a takze uogdlnionym prawem Hooke’a dla materialéw sprezystych
oc=E:¢&" “)

W powyzszych réwnaniach, A jest tensorem drugiego rzedu wspétczynnikéw przewo-
dzenia ciepta (w specjalnych przypadkach A = AI, A € R dla materiatéw izotropowych
i A = diag)\; dla materialéw ortotropowych, ¢ = 1,...,n), a E jest tensorem czwartego
rzgdu mechanicznych statych materiatowych (przyktadowo, modut Younga F i wspot-
czynnik Poissona v lub state Lame’go, alternatywnie). Tensor catkowitego odksztatcenia
(e) moze by¢ poddany dekompozycji na czg§¢ mechaniczng () oraz termiczng ™)

e=¢c"+¢el ©)
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przy zatozeniu matych odksztatcen. Co wigcej cz¢$¢ mechaniczna moze zawiera¢ wptyw
efektow sprezystych i plastycznych (¢* = €° + €P), jednak tylko efekty sprezyste sa
rozwazane w opracowaniu (e* = €¢). Odksztalcenie mechaniczne €“ jest powiazane
z wektorem przemieszczen (u) poprzez réGwnania geometryczne, konsekwentnie

" 1
e =Viu=_ (Vu+ vu') (6)

dla matych odksztatcert (|| Vul| < eqaqm < 1, zazwyczaj €44, = 1072 ), podczas gdy
el = aTl @)

gdzie « jest wspétczynnikiem rozszerzalnosci termicznej, a I jest tensorem jednostko-
wym drugiego rzegdu.

Lokalne (mocne) sformutowanie sprzg¢zonego zagadnienia, podane powyzej, moze
by¢ zastosowane bezposrednio do analizy MRS lub BMRS w wersji lokalnej, tj. analizy
z aproksymacja budowang jedynie na bazie punktéw (weztéw), bez wymuszania struktu-
ry siatki i bez catkowania pomig¢dzy/dookota weztéw. Jednak w przypadku metody ele-
mentéw skonczonych oraz wariacyjnej wersji BMRS nalezy wyprowadzi¢ odpowiednie
sformutowania globalne, najcz¢sciej sformutowanie stabe (wariacyjne), dla obu typéw
modeli. Jest to dosy¢ ztozone zagadnienie, dlatego zostalo pominigte w niniejszym opra-
cowaniu. Jednak wigcej szczeg6téw na ten temat mozna znalez¢é w pracach [11,28,35].

3. Ogoélna charakterystyka kombinacji metod obliczeniowych

W literaturze naukowe;j z tej dziedziny, MES i inne alternatywne metody sa najcze-
Sciej przedstawiane jako antagonisci, jednak z rzetelnym poréwnaniem ich zalet i wad.
Mimo to rozmaite sprzg¢zenia tych metod do obliczeniowej analizy zagadnien brzego-
wych mechaniki i inzynierii ladowej zostaly zapoczatkowane juz na poczatku lat dzie-
wigcédziesiatych ubieglego wieku. Od tego czasu, mimo iz temat ten zostat znacznie roz-
winigty przez wielu badaczy, jest on nadal w fazie rozwoju. Gliéwna ideq takiego sprzgze-
nia metod jest wyeliminowanie lub zredukowanie wad jednej metody (np. czasochtonne
generowanie siatki, niski stopieil zbieznosci pochodnych rozwiazania, ztozonos$¢ obli-
czeniowa, czas obliczefl) lub/i wykorzystanie zalet innej metody (brak struktury weziow,
nadzbiezno$¢ pochodnych rozwiazania, wygtadzanie za pomoca techniki aproksymacji
najmniejszymi kwadratami, niezalezna siatka catkowania, oszacowanie gradientu funkcji
celu, istnienie stochastycznych rodzin rozwiagzan, mozliwo$¢ aproksymacji rozwiazania
w punkcie itp.) w bardziej efektywny sposéb. Przez lata wszystkie te badania zaowo-
cowaty réznymi mozliwymi podejSciami kombinowanymi, w ktérych sprzg¢zenie mozna
zbudowac na réznych poziomach analizy numerycznej, co prowadzi do nastgpujacej ich
klasyfikacji:
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1.

Rézne metody stosowane w roztacznych podobszarach z odpowiednimi strefami przej-
Sciowymi (kombinacja réwnolegta), np. sprzezenie MES z metodami bezsiatkowymi,
stosowane na poziomie dyskretyzacji, z dodatkowymi mechanizmami zapewniajacy-
mi ciggto$¢ rozwigzania (i jego pochodnych) na warstwie stykowej (interfejsie),
o charakterze numerycznym (specjalne funkcje ksztattu, funkcja kary, mnozniki La-
grange’a [1]) czy tez wynikajacymi bezposrednio ze sformutowania matematycznego
zadania [10,11].

Dyskretyzacja obszaru zadania za pomoca jednej metody i generowanie schematéw
aproksymacyjnych za pomoca technik innych metod (kombinacja taczona, kombina-
cja sprzgzona), np. aproksymacja MES, po ktdrej nastgpuje numeryczne rézniczko-
wanie za pomocg metody MWLS (np. zunifikowana MES-BMRS [9] lub ulepszona
MES-BMRS [24]) lub kombinowany algorytm MES-AG do rozwiazywania zagad-
nieri odwrotnych [7,23] i optymalizacji topologicznej [3].

. Ogolne przetwarzanie koficowe wynikow jednej metody, za pomoca schematéw aprok-

symacyjnych typowych dla innych metod (kombinacja szeregowa), np. zastosowanie
MWLS (typowego dla BMRS) w analizie a posteriori btedéw rozwiazania MES [9].

Kombinacja wybranych aspektéw i zasad dwdch lub wigcej réznych metod nume-
rycznych w celu opracowania zupelnie nowego oryginalnego podejscia (kombinacja
rozszerzona), np. bezsiatkowa metoda Monte Carlo, stuzaca do aproksymacji rozwia-
zania zagadnien brzegowych w wybranym punkcie [22], znajdujaca praktyczne zasto-
sowanie w analizie zagadnien odwrotnych [25].

W opracowaniu bardziej szczegétowo zostaly opisane cztery wybrane kombinacje

metod obliczeniowych. Nalezg do nich:

1.

2.
3
4.

Potaczenie MES i BMRS typu réwnoleglego na poziomie dyskretyzacji zadania (roz-
dziat 4).

Potaczenie sprzezone MES i BMRS na poziomie aproksymacji zadania (rozdziat 5).
Potaczenie MES i algorytméw genetycznych w procesie optymalizacji (rozdziat 6).

Potaczenie BMRS i metody Monte Carlo dla zadar wprost i odwrotnych (rozdziat 7).

Dla kazdej kombinacji, précz jej ogélnej charakterystyki, zaprezentowano takze wyniki
analizy numerycznej dla r6znych zagadnienl termicznych, mechanicznych i termomecha-
nicznych, ktérych ogdlne sformutowanie dyskutowano w poprzednim rozdziale. Ogra-
niczono jednak wigkszo$¢ technicznych szczeg6téw z nimi zwiagzanych, odsytajac czy-
telnika do prac Zrédtowych. Wszystkie zaprezentowane algorytmy i wyniki sa efektem
prac autora opracowania oraz jego wspoétpracy z innymi naukowcami (J. Orkisz, J. Jasko-
wiec, R. Putanowicz) z ostatnich 10 lat. Oprdcz przegladu najciekawszych, ale wcze$niej
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opublikowanych wzoréw i wynikéw [10, 11,22-25], pokazano tez najnowsze wyprowa-
dzenia oraz rezultaty obliczeri uzyskane dla pierwszego i dwoch ostatnich wariantow.
Pracg zwigzle podsumowano w rozdziale 8 oraz wskazano kierunki przysztych prac.

4. Polaczenie MES i BMRS na poziomie dyskretyzacji obszaru

Obszar zadania jest podzielony na zbiér roztacznych podobszaréw (co najmniej dwéch),
z r6znymi metodami w kazdym z nich. W celach ilustracyjnych zalézmy, ze caty obszar
zadania € jest podzielony na dwa podobszary: 211 Q9 (21 U = Q101 N Qs = ).
Podzial ten jest wykonywany z okreslonych powodéw, na przyktad materiat przypisa-
ny do podobszaru €21 jest znacznie bardziej wrazliwy na obciazenie termiczne (np.
z powodu silniejszego przewodnictwa materiatu) i dlatego wymaga bardziej doktadnego
rozwigzania niz drugi, mniej wazny {2o. Mozna zastosowaé catkowicie rézne metody
w obu podobszarach, z niezaleznymi gestosciami dyskretyzacji, stopniami aproksymacji,
siatkami niezgodnymi na interfejsie (czgsSci wspdlnej podobszaréw) i wymusza¢ warun-
ki ciagtosci rozwiazania na tym interfejsie. Idea sprzgzenia opiera si¢ na wprowadzeniu
bardzo cienkiej (cho¢ skoficzonej) warstwy materiatu 02 o, oddzielajacej te dwa podob-
szary. Jej szerokosc jest dobierana zgodnie z odpowiednimi zatozeniami heurystycznymi
i zalezy od parametréw dyskretyzacji i aproksymacji. Wzdtuz tej warstwy interfejsu jest
obliczana dodatkowa catka krzywoliniowa (w 2D) lub powierzchniowa (w 3D). Wynika
ona bezpoSrednio ze stabego sformutowania (np. zasada wariacyjna) pierwotnego zada-
nia. W zwiazku z tym zar6wno sformulowanie zadania, jak i jego rozwiazanie pozostaja
ciagle, chociaz aproksymacja rozwiazania wykazuje nieciagtos¢, ograniczong przez sze-
rokos$¢ warstwy interfejsu.

W konsekwencji mozna sformutowac jeden monolityczny schemat obliczeniowy,
w ktérym stosowane sg sprz¢zone dwupolowe (dla zagadnient termomechanicznych) ele-
menty skoiczone i nieregularna chmura weztéw. Problem algebraiczny rozwiazuje si¢
jednocze$nie dla obu podstawowych niewiadomych, mianowicie temperatury wezlo-
wej 1 wektora przemieszczenia. Odpowiednie schematy aproksymacji, powiazane z MES
i/lub BMRS, sa wprowadzane do réwnan wariacyjnych. Dodatkowe catki po wspdlnej
warstwie interfejsu mozna podzieli¢ na dwie grupy, mianowicie calki, w ktérych wyste-
puje odwrotnos$¢ szerokosSci (zapewniaja one ciaglo$¢ rozwigzania) oraz wszystkie pozo-
state (z mnoznikami réwnymi 1 i samej szerokosci), ktére zapewniaja ciagto$§¢ pochod-
nych rozwiazania, a zatem moga by¢ traktowane jako sktadniki regularyzacyjne. Podsta-
wy takiego potaczenia oraz jego zastosowanie dla zagadnien termicznych, sformutowa-
nych w sposéb wariacyjny, zostaly zaprezentowane w [10], rozszerzenie dla wariacyj-
nych zagadnieri termomechanicznych w [11], a w pracy [25] pokazano technike taczenia
podobszaréw dla MES 1 metody Monte Carlo. W niniejszym opracowaniu dyskutowany
jest nowatorski pomyst taczenia poobszaréw dla metod korzystajacych z réznych sfor-



36

mulowan (mocnego i wariacyjnego) tego samego zagadnienia, na przyktadzie ustalonego
zadania termicznego (1), dla izotropowego materiatu.

T

Metoda elementow
skonczonych (MES)
- sformutowanie wariacyjne

punkty Gaussa

siatka do catkowania
po interfejsie

gwiazda réznicowa

Bezsiatkowa metoda
an I réznic skonczonych (BMRS)
- sformutowanie lokalne

Rys. 1. Schemat potaczenia MES i BMRS na poziomie dyskretyzacji obszaru

Dla uproszczenia zalézmy, iz 21 podlega dyskretyzacji wg zasad MES, podczas gdy
BMRS zastosowano w {2s (rys. 1). Punktem wyjscia dla odpowiedniego sformutowania
wariacyjnego jest prosta globalna forma, otrzymana bezposrednio z (1) poprzez pomno-
zenie przez skalarna funkcje testowa v i scatkowanie po obszarze €2, mianowicie

—/v/\ATdQ = /vfdQ ®)

Q Q
w ktoérej wszystkie catki moga zostac¢ roztozone na sumg catek po dwéch podobszarach
iich wspdlnym interfejsie (zalozywszy, iz / = / z na interfejsie z0€ o, gdzie

Q 001,
z oznacza jego grubosc)

—/Ul)\ATdQ—/Uz)\ATdQ— / Z’UL2AT dos) =
Q1 Qo 08 2

:/vlfdQ-i-/vgfdQ-i- / v f doQ)

Q1 Q2 Q1 2

®
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Poprzez catkowanie przez czgsci powyzsze réwnanie moze by¢ przeformutowane na for-
me globalng stabg (dla €21 i 20 2), z dodatkowym czlonem brzegowym na 0€2; i po-
nownie na formg¢ globalna mocna (dla €25)

— / v1 q-nd@Q—i—/Vm -qu—/)\ngTdQ—l— / zVui9-qdoQ) =
an Ql QQ 891,2

= /Ulf dQ + /’sz dQ + / ZULQf dof)
Q1 Qo 0 2
) (10)
w ktérej ' = © + T' jest nieznang (prébna) funkcja temperatury w €2y, podczas gdy
V1, V2, V12 € HS (Q) sa funkcjami testowymi. Dodatkowo © € Vi T € V, gdzie

Vo={0cH (Q): ©=0nadQr}iV = {@eHl(Q): @:TnaaQT}.Prze-

strzen Hé“ jest przestrzenia Sobolewa k-tego rzgdu funkcji, ktére spetniaja jednorodny
warunek brzegowy na 927 i ktérych k-te pochodne sa catkowalne z kwadratem. Mimo
iz wszystkie funkcje 1 ich pochodne pozostaja ciagte w réwnaniu (10), ich odpowied-
niki aproksymacyjne, pojawiajace si¢ w catkach po interfejsie 02 2, beda wykazywaly
nieciagtos¢. Dlatego tez wprowadzono dwa dodatkowe operatory skalarne

(V12 =05(v1+v2), [v]]yo=v1—v2 (1n

ktére pozwalaja na obliczenie Sredniego rozwiazania na interfejsie. W ten sposéb otrzy-
muje si¢ ostateczne sformutowanie wariacyjne zadania z réwnolegta dyskretyzacja i aprok-
symacja

- [wandes [Voqae- [xearas [ 2 (o) (n) a0
891 Q1 QQ aQI,Z

+ / 2MV¥vig-s-sT-VT) doQ = /vlf dQ + /UQf dQ + / z{vy 2) f dOQ

01,2 971 Q Q12

(12)
gdzie s = [s1, s2] jest wektorem stycznym do interfejsu.

Zat6zmy, iz standardowe podejscie MES zastosowano do podobszaru €2 (dla modelu
2D) i 0§21 » (dla modelu 1D). Dlatego tez obydwie funkcje testowe vy, vy 2 oraz funk-
cja temperatury 7' moga by¢ aproksymowane za pomoca tych samych funkcji bazowych
(ksztattu) N1 (zgodnie z podejSciem Bubnova-Galerkina), przyktadowo 7' = N;T;
i VI = BTy, gdzie By = VN, a T oznacza wektor weztowych stopni swobody
(j. temperatury w wezlach obszaru €2;1). Jednak dla €25, gdzie pracuje lokalna BMRS,
funkcja testowa vy jest przyjeta w formie pseudo-funkcji (dystrybucji) Diraca (v = ).
Zgodnie z jej wlasnoscia wybierajaca, takie jej przyjecie prowadzi do oryginalnego lo-
kalnego sformutowania zagadnienia przeptywu ciepta (1), ktére moze by¢ rozwigzane
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za pomoca metody kolokacji rownan réznicowych w weztach, bez potrzeby catkowania
po obszarze. Standardowe funkcje ksztaltu Ng i ich pochodne Bs = VN3 sa jednak
wymagane dla tych elementéw skoniczonych z €25, ktérych krawedzie sa zlokalizowane
na interfejsie 0§ ». Innymi stowy, szczatkowa strukturalna siatka jest potrzebna w {2a,
blisko interfejsu (rys. 1). Biorac to wszystko pod uwage, koincowy uktad rownan alge-
braicznych moze mie¢ nastgpujaca postaé

[ Kii Kip } [ T } _ [ Fq ] (13)
Kyi1 Koo ) F,
w ktéorym mozemy wyr6zni¢ nastgpujace podmacierze i podwektory

A 1
K= /AB{B1 dQ + / ;N{Nl doQ + 5 / 2AB] -s-s! - By doQ

Ql 8912 891,2
A 1
Ki»=— ZNTN, doQ + 5 / 2AB] -s-sT - By dOQ
z
89172 891,2
A 1
Ky =— / CNIN doQ + 3 / 2ABY -s-sT.B; doQ
z
80172 891,2
A T 1 T T (14)
K2,2 =-\M (Xz) + *NQNQ dof) + 5 Z)\BQ S-S - B2 doQ)
z
8{2172 691,2
1
F, —/NIfdQ+2 / ZNTf doQ + / NTg doQ
Q1 BQLQ 6Qn1

Fy :f(X2)+% / ZNTf doQ

001 2

gdzie M oznacza macierz pasmowa wzorow réznicowych dla operatora Laplace’a, uzy-
skiwana metoda kolokacji wegztowej, a X o oznacza wektor wspdtrzednych weztéw z pod-
obszaru (2.

W podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ zalezno$ci dla zadania mechanicznego (2)
oraz sprzg¢zonego, termomechanicznego (1) i (2). Jednak koncowe wzory sg bardziej zto-
zone z powodu funkcji przemieszczen o wektorowej postaci [11].

Podejscie rownolegte MES/BMRS zastosowano do testowego ustalonego zadania ter-
momechanicznego, ktérego rozwiazanie sciste jest opisane funkcja trygonometryczng T
(dla temperatury) oraz wielomianem stopnia drugiego @ (dla przemieszczenia). Obszar
ma ksztatt prostokata (rys. 2 a), z warunkami brzegowymi podstawowymi (dana tempe-
ratura i przemieszczenie) na brzegach poziomych i naturalnymi (dany strumien ciepta
i obciazenie krawedziowe) na brzegach pionowych. Dyskretyzacj¢ obszaru, uwzglednia-
jaca podzial na potowy, pokazano na rys. 2 b. W gérnej polowie obszaru zastosowano
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P not:es=244. elem=404, dof='244 Iokalna BMRS
i ‘e ! drugi stopief
. . 08 4o o ¢
warunki _—] warunki o I e 100 weztéw
podstawowe 06 naturalne 1e ;
04 04 vy ot
aQe,z aQn,ZM : . [T, i3 e ‘) interfejs
interfejs ) e -} 10 weztéw
. > 0 N
ol 00, Warunlkl » 9 elementéw
- naturalne
04 —
aQ",l 06 aQ o
06 a T
warunki "_‘: ! o8 MES
podstawowe/o' 05 1 y pierwszy stopien
05 0 0).(5 1 15 144 Wezfy
o0 a) b) 242 elementy

el

Rys. 2. Obszar prostokatny z interfejsem poziomym (a) oraz jego réwnolegla dyskretyzacja za
pomoca BMRS i MES (b)

lokalna wersje BMRS, stad dyskretyzacja za pomoca weztéw nieregularnie roztozonych
i przyjety drugi stopien aproksymacji. Z kolei dolna potowa ma przypisana MES, z li-
niowymi funkcjami ksztattu, o gestosci siatki rézniacej si¢ od siatki w gérnej potowie.
Dodatkowo niezalezna regularna siatka do catkowania zostata wygenerowana na inter-
fejsie, ktéry stanowi warstwe materiatu o grubosci z = 3.63 - 10~* m, kt6ra dobrano na
bazie parametréw aproksymacji i dyskretyzacji w obydwu potowach. Zadanie rozwiaza-
no dla nastgpujacych parametréw materialowych: A = 1 J/(M-s-C°), E = 10° Pa,
v=0.16,a =12-1075 1/C°,
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Rys. 3. Wyniki obliczenn dla zadania termomechanicznego z réwnoleglta kombinacja BMRS
i MES: a) czgs$¢ termiczna (temperatura 7', sktadowa strumienia ciepta ¢,, sktadowa strumie-
nia ciepta gy, calkowity strumien ¢), b) cze$¢ mechaniczna (przemieszczenie wzgledne, na-
prezenie 0, naprezenie o, , naprezenie zredukowane o,..q wedtug hipotezy Hubera-Misesa-
Hencky’ego)
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Wyniki obliczen zaprezentowano graficznie na rys. 3 a dla czgSci termicznej (tem-
peratura 7', sktadowe strumienia ciepta q = V7T, strumieri catkowity ||q||) oraz na
rys. 3 b dla czesci mechanicznej (norma przemieszczenia ||u|, sktadowe naprezenia o,
naprezenie zredukowane wedtug hipotezy Hubera-Misesa-Hencky’ego o,..4), za kazdym
razem na zdeformowanym ksztalcie obszaru. Dodatkowo obliczono normy $cistego btedu
wzglednego (w odniesieniu do znanego rozwiazania analitycznego) obydwu rozwiazan
(er = T—T, e, = u—i) w trzech normach, mianowicie L? (norma $rednio-kwadratowa

\ // e-edQ), H' (semi-norma // Ve - Ve df)i L' (norma maksimum, max |e|).
Q Q

Obliczono tez norme L? nieciagtosci (skoku) rozwiazania numerycznego na interfejsie.
Wzgledne normy bledu temperatury sa nastepujace: L? = 2.40-1073, L™ = 1.57-1072,
H' = 5.43 - 1072 oraz na interfejsie L? = 1.21 - 10~3. Natomiast wzgledne nor-
my bledu dla przemieszczenia sa nastepujace: L? = 2.83 - 1073, L™ = 7.46 - 1072,
H! = 2.82-10"2 oraz na interfejsie L? = 1.24-10"2. Mozna zauwazyc¢, iz rzad nie-
ciagtosci jest niski i odpowiada on rzgdowi bigdu samego rozwigzania w podobszarach.
Mimo zastosowania podobnych parametréw aproksymacji dla obydwu pél fizycznych
(temperatura, przemieszczenie), na ogét btad przemieszczenia jest wigkszy niz btad tem-
peratury. Podobnie rzad zbieznoSci przemieszczenia jest nizszy niz rzad zbieznoSci tem-
peratury, co spowodowane jest wektorowym charakterem pola przemieszczenia. Jednak
poprzez zastosowanie techniki aproksymacji podwyzszonego rzedu, opisanej w kolejnym
podrozdziale, mozna t¢ réznice efektywnie zniwelowac.

5. Polaczenie MES i BMRS na poziomie aproksymacji funkcji

Generowanie schematéw aproksymacyjnych wysokiego rzegdu w MES wymaga mo-
dyfikacji wyjSciowej siatki weztéw i elementéw, wprowadzenia dodatkowych uogélnio-
nych stopni swobody lub odpowiedniej projekcji z obszaru odniesienia do rzeczywiste-
go. Moze to by¢ klopotliwe, gdy wymagane sa czgste modyfikacje dyskretnego modelu
(wstawianie, usuwanie i przesuwanie dowolnych weziéw ma silny wptyw na topologie
siatki). Ponadto aproksymacja moze by¢ rozpigta na réznych typach elementéw skoriczo-
nych, co komplikuje podziat i unifikacj¢ tych elementéw (np. w zadaniach z ruchomym
brzegiem). We wszystkich wariantach parametry catkowania numerycznego musza by¢
wybrane w odpowiedni sposob, aby unikna¢ osobliwos$ci w macierzach sztywnosci ele-
mentéw, jak rowniez zjawiska blokady objetosciowej. Podejscie MES-BMRS, tym razem
z potaczeniem na etapie aproksymacji funkcji, pozwala na wyeliminowanie wszystkich
tych wad. Dyskretyzacja obszaru oraz aproksymacja w elementach skonczonych, przy
uzyciu prostej bazy wielomianowej stopnia p”, odpowiadajacej rzedowi operatora réz-
niczkowego p’ = p, sa zachowane w calym procesie rozwiazania i pozwalaja na otrzy-
manie rozwigzania podstawowego. Nastgpnie rozwazane sa dodatkowe wyrazy wyzszego
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rzedu (do stopnia wielomianowego p’ > p’ wlacznie). Te wyrazy pochodza z rozwi-
nigcia warto$ci nieznanej funkcji w szereg Taylora, w punktach catkowania numerycz-
nego. Moga sktadac¢ si¢ z pochodnych wyzszego rzedu, jak rowniez moga odpowiadad
za redukcj¢ nieciagtosci i/lub osobliwoSci rozwiazania. Pochodne wyzszych rzedéw sa
obliczanie za pomoca skladania formut réznicowych (generowanych w sposéb bezsiat-
kowy w weztach) i podstawowego rozwiazania MES, odpowiadajacego standardowym
funkcjom ksztattu. Wyrazy korekcyjne modyfikuja tylko prawa strong réwnai MES, pro-
wadzac do prostej procedury iteracyjnej. Warto podkreslié, ze ostateczne rozwiazanie nie
zalezy od jakosci pierwotnej interpolacji. To rozwigzanie jest obarczone tylko btedem ob-
cigcia wynikajacym z rozwinigcia w szereg Taylora.

W przeciwienistwie do réznych technik wyzszego rzedu stosowanych w MES, MRS
i metodach bezsiatkowych, zaproponowane podejscie [24], ktére pozwala na uzyskanie
rozwigzania wielomianowego w ramach interpolacji wysokiego rzedu p*’, ma wiele za-
let, a mianowicie:

- nie wymaga wprowadzania dodatkowych weziéw ani uogdlnionych stopni swobody
o nieznanych wartosciach do standardowych schematéw MES, ani zadnych modyfika-
cji istniejacej struktury dyskretyzacji i/lub aproksymacji,

- nie wymaga wprowadzania wiszacych weztéw (tzn. weztow wierzchotkowych jednego
elementu, ale nalezacych do krawedzi elementéw sasiednich) ani statycznej kondensa-
cji dodatkowych wewnetrznych stopni swobody (poniewaz takich nie ma),

- moze byé zastosowana najprostsza interpolacja MES niskiego rzedu p* < pf (np.
tréjkaty ze standardowymi funkcjami liniowymi), bez wzgledu na koficowy rzad inter-
polacji p,

- nie jest wymagane odwzorowanie migdzy obszarem rzeczywistym a obszarem odnie-
sienia, ani uzycie zadnych specjalnych (ortogonalnych) funkcji ksztattu,

- zastosowanie najprostszych funkcji ksztaltu pozwala na uniknigcie Zle uwarunkowa-
nych i osobliwych schematéw aproksymacii,

- numeryczne parametry catkowania odpowiadaja podstawowemu rzgdowi interpolacji
(p"), co prowadzi do zmniejszenia liczby wymaganych punktéw catkowania (np. tylko
3 punkty na kazdy element tréjkatny z liniowymi funkcjami ksztattu),

- globalna macierz sztywnosci K jest generowana i agregowana, jak rowniez odwracana
(K~1) lub rozktadana na czynniki tréjkatne (K = LLT) tylko raz dla catego procesu
rozwigzania,

- pochodne niskiego rzedu (1 ,..,p’) sa obliczane na etapie przetwarzania wyni-
kéw z wykorzystaniem interpolacji MES (dla gtadkich rozwiazan) lub aproksymacji
MWLS, a takze biezacego rozwiazania T, na przyktad T odpowiadajacego p*,



42

oQ s aQt warunki brzegowe podstawowe
5
0, 0,\
4 . warunki brzegowe
warunki brzegowe 2 natiraliag
35 naturalne \
3 Q,, 0Q ‘
|, 0, 0Q,, 00, 0Q,, Q)
25 0 u
2 -1
15 Q) , 0Q,
2
1 oQ,, 00,
% | 6Qq, aQt 23 2 1 o 1 2 3
warunki brzegowe 1 2 3 aQT’ OQ’/
podstawowe aQT, aQu
6QT, aQH a) L-ksztaltka (stal) b) prostokat z otworem kolowym (beton)

Rys. 4. Obszary przyjete do obliczei dla sprzezonej MES-BMRS, a) ksztalt L, b) prostokat
z kolowym otworem

ry

pochodne wyzszego rzedu (p* + 1, ..., p') sa obliczane za pomoca sktadania formut
réznicowych odpowiadajacych niskiemu rzgdowi aproksymacji,

tylko prawa strona (wektor obciazenia F') globalnego uktadu réwnan algebraicznych
(KT = F + A) jest modyfikowana za pomoca odpowiedniej korekty A sktadajacej
si¢ z pochodnych wyzszego rzgdu,

cata procedura rozwiazania bazuje na iteracyjnym rozwiazaniu uktadu réwnan algebra-
icznych, z ta sama macierza sztywnosci, cho¢ z prawa strong modyfikowana na kazdym
kroku iteracji; ten system moze by¢ rozwiazany, na przyktad, za pomoca rozktadu
L i LT okreslonego a priori, a mianowicie rekursywnych formut "krok wstecz" i "krok
wprzod",

wysoka jakos¢ rozwiazania wyzszego rzgdu z bardzo wysokim tempem zbieznosci,

ze wzgledu na cechg nadzbiezno$ci, pochodne rozwiazania charakteryzuje wysoka do-
ktadno$¢ i tempo zbieznoSci, w petni konkurencyjne wobec samego rozwiazania,

rozwigzanie wyzszego rzgdu moze by¢ stosowane jako wysokiej jakosci rozwigzanie
referencyjne do celow szacowania bledéw a posteriori, jak réwniez w technikach ad-
aptacyjnych.

Przyktadowe obliczenia przeprowadzono dla dwéch obszaréw pokazanych na
s. 4 a, b i zadania termicznego z trygonometrycznym rozwigzaniem analitycznym. Dla

kazdego obszaru wygenerowano ciag silnie nieregularnych siatek adaptacyjnych, na pod-
stawie kryterium szacowanego bledu rozwiazania, ktérego estymator zbudowano na r6z-
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Rys. 5. Wyniki obliczenn dla sprzgzonej MES-BMRS: a) koricowa siatka MES dla obszaru L,
b) konicowa siatka MES dla prostokata z otworem, c) wykresy zbiezno$ci rozwiazan dla obszaru
L, d) wykresy zbiezno$ci rozwiazan dla prostokata z otworem

nicy pomiedzy rozwiazaniem podstawowym (dla rzedu p” = 1) i ulepszonym (dla rzedu
pH = 4). Dzieki temu koncentracje weztéw pojawily sie tam, gdzie mozna spodziewaé
si¢ duzego btedu rozwigzania, przyktadowo w okolicach zaokraglonych narozy, gdzie
schematy réznicowe bazuja na lokalnych nieregularnych konfiguracjach weztéw. Do-
datkowo zbadano tempo zbieznosci temperatury w normach L2, L™ i H! dla obydwu
rzgdow aproksymacji. Wyniki pokazano na rys. 5 ¢, d. Wykresy zbieznosci dla rozwia-
zania podstawowego (linia przerywana dla p* = p = 1 pierwszego stopnia interpola-
cji, odpowiadajacego operatorowi rzgdu pierwszego z réwnania wariacyjnego, w postaci
tréjkatnych ES) nosza wyrazne pigtno MES, mianowicie tempo zbieznoSci pochodne;j
(semi-norma H1') jest wyraznie stabsze niz samego rozwiazania, a bledy wigksze. Z ko-
lei tempo zbieznosci pochodnej dla rozwigzania ulepszonego (dla p! = 4) jest w petni
konkurencyjne w stosunku do tempa zbieznosci samego rozwiazania, ktére jest okoto
3 razy (w skali logarytmicznej) wigksze niz dla p”, a bledy o wiele mniejsze. Tak wiele
uzyskano bez zadnej modyfikacji wyjsciowej siatki MES, bazujac tylko i wylacznie na
istniejacych weztach elementach i stopniach swobody.
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6. Polaczenie MES i AG dla zadan optymalizacji

W zadaniu termomechanicznym sformutowanym wprost (jak to zostato przedstawio-
ne w rozdziale 2.) nieznane pole skalarne (temperatura T), pola wektorowe (strumien cie-
pta q, przemieszczenie u) oraz pola tensorowe (odksztalcenie € i naprezenie o) podlegaja
wyznaczeniu w obszarze zadania {2 oraz na jego brzegu 0f2, na podstawie znanych pa-
rametréw materiatowych (A, E) oraz parametrow obcigzenia, do ktérych naleza zadana
temperatura brzegowa T, strumien brzegowy G, przemieszczenie brzegowe ii, ci$nienie
brzegowe t, a w przypadku zadaf nieustalonych takze wartosci poczatkowe temperatu-
ry i przemieszczenia. Jednak jezeli ktérakolwiek z tych wielkoSci (geometria, materiat,
obcigzenie) jest rowniez nieznana, mamy do czynienia z zadaniem odwrotnym. Jezeli
nieznana jest geometria obszaru, takie zadanie nazywamy zadaniem optymalizacji topo-
logicznej, polegajacym na takim dobraniu geometrii, by spetnione byly odpowiednie do-
datkowe kryteria, przyktadowo kryterium najmniejszej masy konstrukcji przy zapewnie-
niu okres§lonej wytrzymatosci jej elementéw (np. optymalny dobor potaczen pretowych
w konstrukcjach kratowych czy ramowych) czy tez maksymalnej nosnosci konstrukcji.
Jezeli nieznane sa parametry materiatlowe, méwimy o zadaniu identyfikacji materialowe;j,
do ktérej wymagana jest znajomos¢ odpowiedzi konstrukcji (przemieszczenia, tempera-
tura, odksztatcenie) w wybranych jej punktach, ktérej Zrédlem sa najczesciej pomiary
eksperymentalne. Z kolei jezeli nieznane jest obcigzenie dziatajace na istniejaca kon-
strukcje, to rowniez na podstawie pomiaréw wielkoSci wyjsciowych jego parametry pod-
legaja wyznaczeniu w zadaniu identyfikacji obcigzenia. Zadania tego typu naleza do sze-
rokiej klasy zagadnien SHM (ang. Structural Health Monitoring, czyli monitorowanie
zywotnos$ci konstrukeji), ktérej bardzo gwattowny rozwdj mozna zaobserwowac w ostat-
nich latach.

Dla skupienia uwagi, rozwazmy ustalone (niezalezne od czasu) zagadnienie mecha-
niczne (2) z obciazeniem danym na brzegu (ii, t) oraz w postaci sit masowych b. Zat6z-
my, iz wybrane parametry tych obciazefi (w liczbie m,,) sa nieznane (P = [z, T2, bo])
i musza by¢ wyznaczone na podstawie dodatkowych informacji, mianowicie pomiaréw
sktadowych odksztalcen &; lub/i przemieszczen 4 ;, w odpowiednio m. i m,, wyizolowa-
nych punktach wewnetrznych lub/i brzegowych X; i X;

ERi) =&+ Asy, i=1,2..m., 0&)=10;%+Au;, j=1,2 ..m, (I5)

z przypisanymi tolerancjami pomiarowymi Ae; i Au; w kazdym punkcie pomiarowym.
Podstawowy model matematyczny takiego zadania odwrotnego identyfikacji obcigzenia
stanowi nieliniowe zagadnienie optymalizacji

PPY = argmin F (P) (16)
(P)
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z funkcja celu

ol & e, P) -4\ 1 K (u(%,P) —a;)\°
Pl () ey (M an

i=1 j=1

. . - . min) . max C oy P
a takze z obszarem ograniczonym przez warto$ci graniczne Pi( ) Pi( ) kazdej wspot-
rzgdnej wektora P, mianowicie

P e [ Pi(min) P}(max) } . 1=1,2,...,m, (18)

1

oraz z warunkami ograniczajacymi typu nieréwnosciowego

|€()’\(z,P)—él| §A€i, i:1,2,...,m€, ‘U(ij,P)-’[Lﬂ §AUJ', j:1,2,...,mu

(19)
w ktérym wspoirzedne wektora P to zmienne decyzyjne, a bezwymiarowa skalarna funk-
cja celu F' sformutowana jest na podstawie Sredniego btedu kwadratowego migdzy zmie-
rzonymi i obliczonymi wartoSciami. Nalezy zwréci¢ uwage na wysokie ryzyko ztego
uwarunkowania zadania odwrotnego, jezeli liczba danych pomiarowych m. +m,, bedzie
niewiele wigksza niz liczba zmiennych decyzyjnych m,.

Rozmaite metody optymalizacji typu deterministycznego, probabilistycznego i ztozo-
nego moga by¢ zastosowane do rozwiazania (17) z (18) i (19), przyktadowo bezgradien-
towe metody wyszukiwania (algorytmy genetyczne AG lub ewolucyjne AE) lub meto-
dy pétanalityczne typu gradientowego (bisekcja, gradienty sprzg¢zone, kierunki dopusz-
czalne). Niezaleznie jednak od rodzaju metody numerycznej rozwigzanie rozwazanego
zagadnienia optymalizacyjnego wymaga wielu rozwiazan pomocniczych zadan brzego-
wych (2) dla ustalonego P. Dlatego ztozono$¢ obliczeniowa metody silnie zalezy od
wyboru metod posSrednich, a takze od liczby zmiennych decyzyjnych. Zostata opraco-
wana nastgpujaca strategia numeryczna taczaca metode elementéw skonczonych oraz
podejscie bazujace na algorytmach genetycznych (MES/AG):

1. Generacja algebraicznego modelu MES
KU (P)=F(P) (20)

rozwazanego zadania, z macierza sztywnoSci K koincowego uktadu réwnan, po agre-
gacji. Mimo iz wektor obciazen weztowych F (ktéry zawiera P) podlega ciaglej
modyfikacji, K pozostaje niezmieniona. Dlatego tez, jej odpowiednia dekompozycja
LLT moze by¢ przeprowadzona tylko raz, podczas gdy w ramach kolejnych poko-
lent genetycznych wykonuje sig tylko krok-wstecz i krok-wprzéd (LV (P) = F (P)
i LTU (P) = V (P)), co prowadzi do uzyskania wektora weztowych przemieszczen
U. W ten sposéb wyznaczenie U (P) wymaga dwéch prostych algebraicznych ope-
racji macierzowych.
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2.

. Wyznaczenie wartosci rozwiazania P

Generacja startowej populacji SO — {55.(()2), i=1,2,.M, j=1,2, ..., m} sktada-
jacej sie z ciagu M liczb binarnych s; z losowa selekcja m bitéw {0, 1} dla kazdego
osobnika tej populacji. Liczba M jest przyjmowana, podczas gdy liczba m jest dobie-
rana jako najmniejsza liczba catkowita spetniajaca ponizszg nieréwnos¢

7 3

<P'(maX) _ P‘(min)> -10°<2m—1, i=1,2,...M (21)

gdzie ¢ = 1,2, 3, ... oznacza liczbg pozycji znaczacych kazdego osobnika populacji
(czyli liczbe cyfr Swiadczacych o rozdzielczoSci pomiarowej).

K k=0,1,2,..., odpowiadajacych biezacej
populacji S*), za pomoca prostej transformacji liczb binarnych na dziesietne

(Pl ]Ji<rnin>) f;Qj—l 5%
p

P = P 31 ,

i=1,2,..M (22)

. Wyznaczenie wartosci funkcji celu (17) dla kazdego osobnika populacji P®*), za po-

moca agregacji wektora prawej strony F (P(k)) , po ktérej nastgpuje rozwiazanie ukta-
du réwnan (20) i odpowiedni post processing rozwiazania MES (obliczenie pochod-
nych rozwigzania).

. Ciagle przetwarzanie populacji rozwiazan (S(k’),P(k)) == (S(k+1),P(k+1)) za

pomoca trzech podstawowych operatoréw genetycznych, mianowicie

- selekcja (typu ruletkowego), w ktérej kazdy osobnik populacji ma przypisane praw-
dopodobienstwo wyboru
FL(p)
(2

Pi = = (23)
-1 (pk)
> (e)

ktére jest odwrotnie proporcjonalne (AG poszukuja maksimum funkcji) do jego
udzialu w sumie wartosci funkcji celu (17); w ten sposéb, losowo wybrane osobniki
(zgodnie z rozktadem p;) przechodza do kolejnego etapu,

- krzyzowanie, w ktérym losowo wybrane pary osobnikow (sgk), sgk)) e S(*) wy-

mieniaja czgsci fancuchéw bitowych, przyktadowo
{101}, 1001}, 1} > {111|,,,0101 |, 1} 24)

gdzie punkty graniczne m; i mg sa réwniez losowo dobierane; prawdopodobien-
stwo krzyzowania jest zwykle na poziomie 0.6 < p. < 0.9,
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- mutacja, w ktérej kazdy bit ma przypisana liczbg losowa r € [0, 1], zgodnie z zato-

zonym prawdopodobieristwem mutacji p,, < .Jezeli r < pyy, to ten

(m+1)-M
wybrany bit zmienia si¢ zOna 1,lubz 1 na 0.

Podczas gdy operator selekcji wzmacnia najsilniejsze jednostki S(*), nie tworzy on
zadnych nowych. Z drugiej strony nowe osobniki (nowe kombinacje bitéw) moga by¢
dostarczane przez dwa pozostale operatory; istnieje jednak ryzyko, ze juz ustalone
optymalne rozwiazanie ulegnie pogorszeniu, a w konsekwencji spadnie ogdlna jego
jakos¢. W zwiazku z tym zaréwno p., jak i p,,, powinny male¢ w miare kontynuowania
procesu optymalizacji.

6. Zastosowanie kryterium zatrzymania obliczen, ktére opiera si¢ na kontroli zatozone-
go procentu osobnikéw P, ktére maksymalizuja (17). W obliczeniach praktycznych,
jezeli nie ma poprawy jakosci rozwigzania po okreslonej liczbie populacji, proces za-
trzymuje si¢. Brane sa ponadto pod uwage ograniczenia nieréwnosciowe (19). Jezeli
jednak kryteria zatrzymania obliczen nie sa spetnione, nalezy wrécic do trzeciego eta-
pu.

7. Uzyskanie ostatecznego rozwiazania MES dla (u,e,0) na podstawie najlepszego
osobnika ostatniej ustalonej populacji PP lub, czesciej, najlepszego osobnika
w ogoéle (jaki tylko pojawil si¢ w czasie procesu).

W pierwszej kolejnosci zastosujemy powyzej opisany algorytm do zadania odwrot-
nego plaskiej kratownicy, a mianowicie odzyskania jej pelnego stanu statycznego (prze-
mieszczenia, odksztalcenia, naprezenia) na podstawie pomiaréw odksztalcen w wybra-
nych pretach, wykonywanych za pomoca czujnikow odksztatcenia zamocowanych do
elementéw konstrukcyjnych. Co wigcej, dane te moga by¢ uzupetnione pomiarami prze-
mieszczenia, jesli sa one dostepne. Algorytm MES jest stosowany jako narzedzie dyskre-
tyzacji i aproksymacji rozwiazania ustalonego zadania kratownicy ze znang lokalizacja
i wartoScia sit. Z drugiej strony AG sg odpowiedzialne za zorientowane na zagadnienie
przeszukanie dopuszczalnej przestrzeni rozwiazan (osobnikéw populacji) przez okreslo-
na liczbe pokolen genetycznych. Obliczenia sa przeprowadzane do momentu spetnienia
odpowiednich kryteriéw ich zatrzymania. Zaproponowany algorytm rozwiazania zostat
przeanalizowany pod katem réznych zadan zwigzanych z kratownica, z réznymi parame-
trami dotyczacymi doktadnosci rozwiazania, dopuszczalnej przestrzeni rozwiazan, liczby
nieznanych sit, a takze liczby czujnikéw. Za kazdym razem poréwnania migdzy pierwot-
nym stanem statycznym (ktéry stuzyt jako zZrédto symulowanych danych eksperymen-
talnych) a odzyskanym wskazywaly na bardzo dobra zgodnos$¢ ostatecznych wynikow.
Poza okresleniem zewnetrznego obciazenia kratownicy, algorytm ten zostat zastosowa-
ny do nowatorskiej identyfikacji uszkodzonych czujnikéw odksztatcenia, jak réwniez do
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nowatorskiego projektu optymalnej liczby czujnikéw odksztatcenia, dla okreslonego roz-
miaru kratownicy [23].

a)
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Rys. 6. Wyniki obliczen taczonej MES-AG dla zadania odwrotnego kratownicy ptaskiej: a) wyj-
Sciowy i odzyskany uktad sil, b) wykres maksymalnej i Sredniej warto$ci funkcji celu, c) wyjscio-
wy stan statyczny, d) odzyskany stan statyczny

Reprezentatywne wyniki dla symulacji numerycznej procesu odzyskiwania obcigze-
nia i stanu statycznego kratownicy pokazano na rys. 6. Punktem wyjscia jest konfiguracja
10 sit pionowych, o wartosci 20 kN kazda, dziatajacych w dét i przylozonych w we-
ztach pasa gérnego kratownicy (zielone wektory, rys. 6 a) oraz odpowiadajacy jej stan
statyczny (deformacja, rozktad naprezen i odksztatcen, rys. 6 c). Na podstawie takiego
obcigzenia rozwiazywane jest zadanie statyki (przy zalozeniu sztywnosci na rozciaganie
E A = 107 kN) i obliczane sa odksztalcenia kazdego z pretéw. Odksztalcenia wszystkich
22 krzyzulcéw (pretéw ukosSnych) podlegaja losowemu zaburzeniu z amplituda 10%
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i traktowane sa jako symulowane pomiary ¢; £ 0.1¢;, @« = 1,2, ..., m. = 22. Nastgpnie
uruchamiany jest wiasciwy algorytm metody MES-AG, opisany powyzej. Do obliczen
przyjeto populacje ztozona z M = 40 osobnikéw, o m = 14 bitach kazdy oraz p, = 0.8
i py, = 0.1. Warto$¢ kazdej z 10 sit jest niezalezng zmienna decyzyjna, dobierang z prze-
dziatu dopuszczalnego od Py, = 0 do Ppax = 100 kN. Populacja startowa dobierana
jest w sposéb catkowicie losowy, bez jakiejkolwiek przestanki odno$nie do rozwiaza-
nia wyjsciowego. Przeprowadzono 500 generacji genetycznych. Na rys. 6 b pokazano
zmiang Sredniej (na cata biezaca populacje) i maksymalnej odwrotnosci wartosci funkcji
celu /' w odniesieniu do numeru generacji k. Po zakoficzeniu procesu, wzgledne Srednie
bledy, w odniesieniu do obciazenia i odksztalcenia, wynosza odpowiednio 10% i 11%.
Na rys. 6 d, pokazano odzyskany stan statyczny na podstawie wyznaczonego obciaze-
nia. Caty proces obliczeniowy, ktéry zajat 7 minut i 30 sekund, wymagat rozwiazania
500 - 40 = 20 000 pojedynczych zadah za pomoca MES. Warto nadmieni¢, iz to sa-
mo zadanie rozwiazywane za pomoca najprostszej metody przeszukiwan, z podziatem
przedziatu dopuszczalnego co 1 kN, wymagatoby rozwiazania kratownicy dla 10%° kom-
binacji obciazenia, co znacznie przekracza dzisiejsze mozliwosci obliczeniowe.

Innym przyktadem zastosowania podejscia MES-AG moze by¢ optymalizacja trasy
ciggna sprezajacego w konstrukcjach mostowych. Modelem mechanicznym mostu jest
belka wieloprzgstowa o dlugosci L i sztywnosci na zginanie F/ 1, z kablem o wstgpnym
naprezeniu oy, ktérego modelem matematycznym jest funkcja sklejana (typu spline) dru-
giego rzgdu. Algorytm MES dla obciazenia belki pod wptywem sprezenia sprowadza si¢
do zamiany oddziatywania kabla (sily sprezajacej N;) na zastgpcze obciazenie ciagte oraz
sity i momenty skupione [27], na poziomie elementu skoficzonego, podobnie jak to ma
miejsce dla cigzaru wlasnego i obciazen uzytkowych. Na dlugosci belki wprowadza sig¢
n; punktow konstrukcyjnych kabla, ktérych potozenia poziome z;(;) sa ustalone, nato-
miast potozenia pionowe z;, stanowigce zmienne decyzyjne dla zadania optymalizacji,
moga siggac od gérnej do dolnej krawedzi belki, z uwzglednieniem otuliny betonowe;j.
Zadanie polega na takim doborze potozen pionowych tych punktéw, aby spetnione by-
to okreslone kryterium projektowe, przyktadowo minimalne ugigcie belki, maksymalna
jej no$nos¢ lub minimalna reakcja hiperstatyczna (dla konstrukcji dwu- i wieloprzesto-
wych), co pozwala na zmniejszenie ryzyka zerwania kabla w okolicy podparcia. Dla
kryterium minimum ugigcia modyfikacji ulega funkcja celu F' oraz postaé wektora P
(od ktoérego zalezy tylko prawa strona rownan MES), mianowicie

P=[z0) 2w — 2] s F(P)=|UP) (25)

gdzie || - || oznacza norme Euklidesa (Srednio-kwadratowa). Wszystkie pozostate sktad-
niki samego sformutowania oraz algorytmu taczonej MES-AG pozostaja niezmienione.
Obliczenia przeprowadzono dla nastgpujacych danych:

- modut Younga betonu F = 35220.5 MPa,
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- przekr6j poprzeczny prostokatny o polu powierzchni A = 1 m? i momencie bezwtad-
nosci I = 8.3332 m?,

- gestos¢ masy betonu p = 2500 kg/m?,

- typ konstrukcji: belka dwuprzgstowa, swobodnie podparta, o calkowitej dlugosci
L = 40 m, przgsta réwnej dtugosci (po 20 m),

- pole powierzchni ciggna A; = 1.5 - 10 m2,

- sila sprezajaca Ny = oAy = 1476 - 1.5 - 10* kN = 221.4 kN, naciag dwustronny,
pominigte straty sity sprezajacej,

- 9 punktéw konstrukcyjnych kabla sprezajacego, o ustalonych potozeniach poziomych

X, =[0 6 12 1957 20 2043 28 34 40 ] m (26)

- N = 8 elementéw skonczonych o funkcjach ksztattu Hermite’a, dopasowanych do
rozktadu punktéw kabla (co nie jest wymogiem koniecznym).

nalyzed beam with tendon route o Deformation, v, =0.00651m

o drect FE
FE approx

04 “042m] -042m ~0.2m] =
6e+02KN Be+02kN.
1e+02kN
B

x[m] x[m]

Shear force, T =303kN Bending moment, M, _ =1.09e+03kNm

M [kNm]

x[m] x[m]

Rys. 7. Wynik procesu optymalizacji trasy ciggna sprezonej belki dwuprzestowej z naciagiem
dwustronnym: statyka dla wspoétrzednych ciggna otrzymanych z procedury optymalizacji za po-
moca MES-AG

Wyniki procesu optymalizacji za pomoca MES-AG (z parametrami podobnymi jak dla
zadania odwrotnego kratownicy), dla kryterium minimum ugigcia, pokazano na rys. 7.
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Na pierwszym rysunku (gérny lewy rég) pokazano przebieg trasy kabla po optymaliza-
cji, ktéry jest zgodny z ogdlnie przyjetymi zasadami jej projektowania w przypadku tego
typu konstrukcji. Na drugim rysunku (gérny prawy rég) pokazano wykres przemiesz-
czefi, na trzecim (dolny lewy rég) rozktad sit poprzecznych, a na czwartym (dolny prawy
r6g) rozktad momentéw zginajacych. Warto zauwazy¢, iz uzyskana zostata symetria trasy
ciggna, mimo iz nie zostala ona wymuszona w jego modelu.

7. Polaczenie MC i BMRS dla zadan wprost i odwrotnych

W celu analizy szerszej klasy zagadnien eliptycznych (anizotropia materiatowa, ob-
szary o ztozonej geometrii, nieregularne siatki weziéw, mieszane warunki brzegowe,
niezerowa intensywnos¢ obciazen), konieczne jest przeformutowanie i rozszerzenie wy-
branych aspektéw oryginalnego podejscia Monte Carlo (MC) z ustalong losowa Sciezka
(rozdziat 1).

Losowy wyboér czterech zwrotdw dla dwdéch wzajemnie prostopadtych kierunkéw,
z réwnym prawdopodobienstwem kazdy, co jest naturalne dla regularnej siatki, nie obo-
wiazuje w przypadku nieregularnych chmur weziéw. Nalezy zatem zastosowaé nowe
kryteria wyboru kierunku, wykorzystujac nieregularny rozktad weztéw (kryterium odle-
glosci, kryterium krzyza, kryterium sasiadéw Voronoi, typowe dla analizy BMRS). Za-
rowno catkowita liczba weztéw w takiej konfiguracji (nazywana gwiazda lub matryca
w analizie MRS), jak i ich rozklad powinny by¢ okreSlone w taki sposéb, aby wyniko-
wy schemat aproksymacji pozostal dobrze uwarunkowany i nieosobliwy. Zatem liczba
weztéw jest zwykle wigksza niz jest to wymagane ze wzgledu na rzad operatora réznicz-
kowego. Najprostsze kryterium opiera si¢ tylko na odlegtosci migdzy weztami. Z kolei
w kryterium krzyza, dla przypadku 2D, najblizsze sasiedztwo wezta centralnego jest po-
dzielone na cztery strefy. Kazda z czterech potosi jest przypisana do jednej z tych stref.
Okreslona liczba weztéw (zwykle 2, 3, 4, w zaleznosSci od rzgdu pochodnych), najblizej
wezta centralnego (punktu), jest wybierana z kazdej strefy osobno, dlatego liczba wegztow
w gwiezdzie MRS jest zawsze stala.

W konsekwencji réwne prawdopodobienistwa kierunku ruchu, odpowiadajace stan-
dardowemu podejsciu MC, nie obowiazuja przy heterogenicznym rozktadzie kierunkéw
ruchu. Dlatego nalezy ustali¢ nowe zasady ich wyznaczania, biorac pod uwage nieregu-
larnosci weztéw. Najbardziej intuicyjna koncepcja opiera si¢ na odwrotnej proporcjonal-
nosci migdzy dtugoscia mierzona migdzy dwoma weztami, odtozona w kierunku nastep-
nego ruchu, a prawdopodobieristwem jego wyboru. Innymi stowy, im dtuzsza dlugosé
kroku w danym kierunku, tym mniejsze prawdopodobiernistwo wyboru tego kierunku. Ta-
ka koncepcja moze by¢ wdrozona w spos6b naturalny przy uzyciu techniki aproksymacji
MWLS, réwniez typowej dla BMRS.

Podczas gdy potencjalne kierunki nastgpnego ruchu i odpowiednie prawdopodobien-
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stwa wyboru zostaty przeformutowane, ogélne zasady procedury losowej Sciezki pozo-
staja niezmienne. Kolejny element $ciezki jest generowany losowo, do czasu az osiagnig-
ty zostanie pierwszy wezel brzegowy, w ktéorym znamy warto$¢ rozwigzania. W konse-
kwencji nie wszystkie wezty brzegowe koricza losowa Sciezke, poniewaz moga one od-
powiada¢ naturalnym warunkom brzegowym, dla ktérych znamy warto$ci pochodnych,
zamiast samego rozwigzania. Ponadto nalezy zbudowa¢ odpowiednig statystyke trafier
we wszystkie wezty (nie tylko brzegowe) odwiedzone w czasie prowadzenia $ciezki. Jest
to wymagane z punktu widzenia ostatecznej formuty MC, ktéra mozna uzna¢ za nieob-
ciazong estymacj¢ stochastyczng wszystkich znanych parametréw materiatowych
i obciazeniowych zadania. Tak zbudowane podejscie MC-BMRS ma wiele zalet, a mia-
nowicie:

- nie wymaga dodatkowej przebudowy pierwotnego zagadnienia brzegowego,

- moze by¢ zastosowane do ztozonych geometrii i zagadnien eliptycznych w bardziej
og6lnej formie, poniewaz zaréwno dtugos¢ kroku, jak i kierunki ruchu sa zmienne,
a zatem skutecznie dostosowujg si¢ do lokalnego rozktadu weziéw i natury réwnania,

- bierze pod uwage wszystkie dane a priori (np. parametry obciazenia, wspdtczynniki
materialowe, wymiary obszaru),

- dostarcza wyrazna relacje typu stochastycznego wiazaca wielkoSci wyjsciowe (warto-
$ci nieznanej funkcji w wybranych punktach) i dane wejSciowe (np. parametry obcia-
zenia), dlatego jest szczegdlnie wygodne w zadaniach, w ktérych wartosci funkcji
w wybranych punktach musza by¢ wielokrotnie obliczane (np. zagadnienia nieliniowe,
rozwigzywane w sposob przyrostowo-iteracyjny, zagadnienia niestacjonarne, zadania
odwrotne),

- moze by¢ dodatkowo sprzgzone z dowolnymi metodami deterministycznymi i stocha-
stycznymi, np. sprz¢zenie MC/MES w celu analizy tego samego zadania w kilku pod-
obszarach; w kazdym podobszarze obowigzuje inna metoda (np. zgodnie z wymogami
doktadnos$ci i ograniczeniami geometrii) i jest ona stosowana oddzielnie, a nastgpnie
obliczana jest dodatkowa catka po wspdlnym interfejsie, wymuszajaca ciagtos¢ roz-
wiazania i jego pochodnych,

- jest ono bardzo proste i szybkie, szczeg6lnie gdy wysoka doktadnos$¢ rozwiazania nie
jest jednym z najwazniejszych aspektéw analizy (np. wstgpna ocena rozwiazania dla
przysztych procedur iteracyjnych).

W kolejnych podrozdziatach zaprezentowano sposéb obliczania prawdopodobiefistw ru-
chéw w ramach budowy losowej $ciezki po obszarze, a takze sposéb wyznaczania konco-
wej formuty MC, dla kilku przyktadowych zadan termicznych oraz oméwiono rezultaty
wybranych przyktadéw obliczeniowych.
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7.1. Jednowymiarowy ustalony przeplyw ciepla

Sformutowanie lokalne zadania (1) dla przypadku jednowymiarowego sprowadza si¢
do dwupunktowego zagadnienia brzegowego, w ktérym nieznana funkcja temperatury
T € C? musi spetnia¢ nastepujace réwnanie rézniczkowe z mieszanymi warunkami
brzegowymi

d\dT d*T
_d$dx_)\(x)w:f(x)’ z € (a0) @7
dT
A(b)@@) =q, z=>o.

Przyjeto niejednorodny material o funkcji przewodzenia ciepta A = A (z) € C*'. Zna-
ne obcigzenie termiczne stanowig temperatura brzegowa 7, strumieni brzegowy ¢ oraz
funkcja zrédta ciepta f = f (x).

Zat6zmy, iz obszar zadania (odcinek [a, b]) zostal poddany dyskretyzacji za pomoca
siatki weztéw nieregularnie roztozonych o wspétrzednych x;, ¢ = 1,2, ..., n. Rdwnania
réznicowe sg generowane w weztach na podstawie (27) metoda kolokacji, co prowadzi
do uktadu réwnan algebraicznych

=T, 1=1,

ms

Z ()\;;MQJ ($Z> + )\iM?),l (l‘z) )Tl(z) = —f (xl) y 7 = 2, ey — 1,
=1 (28)

ms
Ao Y Moy (x0) Ty = @, i =n
=1

Wspotczynniki réznicowe dla pierwszej Mo ; i dla drugiej pochodnej M;z; pochodza
z aproksymacji MWLS rozpigtej dla i-tego wezla siatki. Sa one rozwigzaniem lokalnego
uktadu réwnati

M () = (AT (2) W2 (2) A (2)) ' AT (2) W? () (29)

gdzie A jest macierza o wymiarach [3 X my], wspélczynnikéw rozwinigcia wartosci
T (x;) wzgledem T (x), w szereg Taylora do drugiego rzgdu wtacznie, zbudowany na
gwiezdzie roznicowej w x 0 mg weztach numerowanych [ = 1,2, .., mg (rys. 8 a). Na-
tomiast W' jest diagonalng macierzag wagowa o wymiarach [ms x ms], z osobliwymi

wagami przypisanymi kazdemu weztowi gwiazdy postaci w; () , gdzie

- |z —z|6 4+ ¢
€ oznacza mala liczbe przeciwdziatajaca dzieleniu przez zero (gdy x ~ x;). Dla metody
MC-BMRS losowa $ciezka moze rozpoczaé si¢ w dowolnym weZle x;, w ktérym nie

znamy rozwiazania (wezty wewnetrzne ¢ = 2,3, ...,n — 1 oraz wgzet brzegowy ¢ = n,
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Rys. 8. Schematy budowy losowych Sciezek dla zadan termicznych: a) jednowymiarowego usta-
lonego, b) jednowymiarowego nieustalonego, ¢) dwuwymiarowego ustalonego

(rys. 8 a)). Dla ustalonego wewngtrznego wezta x;, okres§lamy sasiednie wezly w liczbie
ms — 1 za pomocg odpowiedniego kryterium, a nastgpnie wyznaczamy prawdopodobien-
stwa ruchu w ich kierunku na bazie drugiego réwnania z (28), czyli

Ti = Zpl(i)Tl(i) +sif (), 1€{2,3,..,n} (30)
=2

gdzie prawdopodobienstwa p;;) 1 czynnik skalujacy s; wynosza

)\;MZJ (.Q?Z) + )\Z'M;g,l (.Z'l) 1
D)y = —7 y o Si= T (31)
NiMa 1 () + A M3 1 () NeMo 1 (27) + AiM3 1 ()
ms
oraz oczywiscie Z piiy = 1. Podobnie czynimy w prawym wezZle brzegowym, gdzie na
1=2
bazie trzeciego réwnania z (28) mamy
ms
Tin) = ZPZ(n)Tz(n) + Snqp (32)
1=2
gdzie
My, (-Tn) 1
Pitn) = — 2 S = T (33)
tn) M (xn) T MM ()
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Rys. 9. Wyniki zastosowania metody MC-BMRS dla ustalonego zadania termicznego 1D:
a) zbiezno$¢ rozwiazania w funkcji IV, b) czas obliczeniowy w funkcji n

Ostatecznie koicowa formuta dla wyznaczenia pojedynczej wartosci 7;, zgodnie z regu-
fami metody Monte Carlo, jest nastgpujaca

1 n—1
T(z;) =T~ N (Ni,lTa + > Nusif (@) + Ni,nanb> =
1=2

. 34
=T, + N (Z Nigsif (z7) + Ni,nSnQb>

=2

gdzie N oznacza liczbe wszystkich losowych Sciezek wyznaczonych dla wezta z;, a IV; ;
oznaczaja indykacje (trafienia) weztowe.
W celu zilustrowania dziatania algorytmu MC-BMRS, rozwiazano zadanie (27) dla

2

a=1,b=4, \(z) = x, rozwiazania $cistego T () = sin (bx> (dla ktérego wy-
—a

znaczono obciazenie termiczne) i n = 17. Przeprowadzono obliczenia klasyczna BMRS

oraz MC-BMRS w celu oszacowania wartosci znajdujacej si¢ w §rodku obszaru (dla

x = 2.5). Narys. 9 a pokazano zbieznos¢ Scistego wzglednego btedu rozwigzania w tym
punkcie w funkcji liczby losowych Sciezek IV, wraz z teoretycznym oszacowaniem bie-

du \/—N, typowym dla MC, w ktére wyniki numeryczne bardzo dobrze si¢ wpisuja. Na

rys. 9 b pokazano poréwnanie czasu obliczen potrzebnego do wyznaczenia tego rozwia-
zania za pomoca BMRS poprzez rozwiazanie uktadu (28) oraz MC-BMRS za pomoca
wzoru jawnego (34) i N = 1000 (co daje btad ~ 3%), w odniesieniu do liczby weztéw n.
Mozna zaobserwowaé wyrazng przewage proponowanego podejscia, jezeli rozwiazanie
potrzebne jest jedynie w kilku wybranych punktach obszaru.
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W dalszej kolejnosci zatézmy, iz funkcja Zrédta ciepta f (x) jest nieznana. Dlatego
zastapimy ja jej interpolacja zbudowang na trzech réwno roztozonych punktach

xfz[a ath b] (35)
2
postaci
3
f@)=> Lj@)fi=Lx)f (36)
j=1

gdzie L; oznaczaja funkcje bazowe (wielomiany Lagrange’a drugiego stopnia), a f; nie-
znane wartosci funkcji f w punktach xy, ktére sg stopniami swobody modelu Zrédia
ciepta. Dodatkowo przyjmiemy dane pomiarowe w postaci odczytow temperatury

T, £ ATy, i=1,2,...,my (37)

w m; punktach pomiarowych. Tak sformutowanie zadanie jest zadaniem odwrotnym
identyfikacji obcigzenia termicznego, ktére sprowadza si¢ do zadania optymalizacji

~ N\ 2
. 1 & (T (24,P) —T;
PP — argmin F (P), F(P)=,|— et 38
gmin £ (P), F(P) mtE}( AT ) (38)

w ktorym wektor zmiennych decyzyjnych P to wektor wartosci funkcji f, czyli P = f.

Stosujac standardowe metody optymalizacji otrzymamy zlozone i czasochtonne al-
gorytmy przeszukiwan obszaru badz iteracyjne metody gradientowe, ktérych zbiezno$¢
silnie zalezna jest od punktu startowego. Wysoki czas obliczen zwiazany jest z potrze-
ba wielokrotnego rozwiazywania uktadu réwnan (28) dla r6znych wartosci f. Pierwszym
sposobem przezwycigzenia tego ograniczenia moze by¢ zastapienie rozwigzywania ukta-
du réwnafi jawnym wzorem (34) na temperature obliczang tylko i wytacznie w punktach
pomiarowych x;. Przyspieszy to proces rozwiazywania zadania, chociaz nie uwolni nas
od pozostatych jego mankamentéw. Jednak mozna postapic jeszcze inaczej, budujac jaw-
ne wzory na parametry P, wykorzystujac fakt, iz temperatura w punktach pomiarowych
T (Z;,P) moze by¢ niezaleznie obliczona dla kazdego punktu pomiarowego z osobna
z wykorzystaniem wzoru (34). W takim przypadku mozna analitycznie rézniczkowac
funkcje celu (warunek konieczny istnienia minimum), a wynikajacy z tego liniowy uktad
réwnan algebraicznych
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- mt me me -
2
Z Sia Z Si15i2 Z Si1Si3
i=1 =1 i=1

mt mg mg fl
Z Si25i1 Z 51-2,2 Z Si 253 fo | =
i—1 i—1 i—1 3

me mi m

Z Si35i1 Z 5352 Z 51-2,3
L =1 R =1 =1 4 ~ (39)
Z Sin (Tz —myTy — SnNi,nQb>
=1

me

= Z Si2 <Tz —myTy — SnNi,nQb>
i—1

me
Z Si 3 (TZ —miT, — SnNi,nQb)
i—1

mozna tatwo rozwigzac, wykorzystujac jego mate rozmiary, symetri¢ i dodatnig okreslo-
nos¢. Pomocnicza zmienna S; ; nalezy obliczac jako

1 n—1 . .
Sij =% Y NusiLj(z), i=1,2,.,m, j=1,2,3 (40)
=2

Dla tego samego zadania ustalonego (ale tym razem o nieznanej postaci funkcji f)
przyjeto m; = 5 pomiarowych temperatur pochodzacych z symulacji numerycznej (war-
to$ci analityczne, zaburzone z losowa amplituda do 10% wartosci oryginalnej). Przepro-
wadzono analiz¢ zadania optymalizacji (17) za pomoca kilku metod standardowych oraz
nowej metody MC-BMRS, wedtug (39). W przypadkach, w ktérych udato si¢ wyzna-
czy¢ parametry Zrédla ciepta metodami standardowymi (na co ogromny wplyw miaty
przyjety obszar dopuszczalny, czyli zakres wartoSci f; oraz punkt startowy), czasy obli-
czen siggaty od kilku do kilkunastu minut. Natomiast zastosowanie metody MC-BMRS,
w ktorej najkosztowniejszym etapem jest generacja losowych Sciezek, wymagato czasu
ponizej sekundy. Wszystkie obliczenia przeprowadzono na komputerze o 16GB RAM
i procesorze 1.8 GHz, wykorzystujac autorski program napisany w srodowisku Matlab.

7.2. Jednowymiarowy nieustalony przeplyw ciepta

Sformutowanie lokalne zadania (1) dla nieustalonego przypadku jednowymiarowego
sprowadza si¢ do zagadnienia parabolicznego (poczatkowo-brzegowego), w ktérym nie-
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znana funkcja temperatury 7 € C? musi spetnia¢ nastepujace réwnanie rézniczkowe
z mieszanymi warunkami brzegowymi i z warunkiem poczatkowym

T(a,t)=T,(t), z=a, t>0
o*T  oT
ol of _ -
a@xQ ot f (.’E,t) T E (a’7 b) , t=> 0 (41)
oT
oL _ _ -
Aax(b,t) @), x=>b t>0
{ T (z,0)=Ty(z), z€|a b], t=0

Dla uproszczenia przyjeto jednorodny materiat o wspétczynniku dyfuzji cieplnej o, kté-
ry zalezy od wspodtczynnika przewodzenia ciepla A, ciepta wlasciwego c oraz gestosci
masy p. Znane obcigzenie termiczne stanowia temperatura brzegowa T, (t), strumiefi
brzegowy gy (t), temperatura poczatkowa Tj (z) oraz funkcja Zrédta ciepta f = f (x, t).
Zastosowanie BMRS z aproksymacja MWLS i technika kolokacji w weZle o numerze
(i, k + 1) oraz niejawnego (bezwarunkowo stabilnego) schematu catkowania po czasie,
dla nieregularnej siatki n weztéw i pozioméw czasowych o module At (rys. 8 b), prowa-
dzi do nastgpujacych réwnafi réznicowych dla weztéw wewngetrznych

Me
~ T k1 — Tige .
OéZMs,l (i) Ty kes1 — erAitl = f(@i,tk+1), 1=2,.,n—=1, k>1
=1

(42)

Na tej podstawie okre§lamy relacje

ms

Ti 1 = ZPZ(i),kHTl(i),kH + pixTik + sif (T, the1) (43)

=2

w ktdrej prawdopodobienistwa wyboru kierunkéw losowych Sciezek oraz mnozniki ska-
larne wynosza

OéAtM;g,l (1‘1) 1 At
. — A 8 = —
pl(l)’k—i_l 1-— OzAtMg’l ({L‘Z)’ pz’k 1-— OéAtMg’l (l‘z)’ ! 1-— OéAtMg’l (l’z)
(44)
Z uwagi na posta¢ naturalnego warunku brzegowego, postgpowanie dla ¢ = n czyli

r = xy = borazt = t41 jest identyczne, jak dla zadania ustalonego, czyli zgodnie
z wzorami (32) 1 (33).
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a) i MESH / CLOUD of NODES (n = 390) b) i Temperature history for x=2.5

Analytical solution
FOM implicit
FD Monte Carlo

N W A D N ®©

S
®

Rys. 10. Wyniki zastosowania metody MC-BMRS dla nieustalonego zadania termicznego 1D:
a) siatka BMRS, b) historia temperatury 7" dla Srodka przedziatu, w funkcji czasu dla rozwigzania
analitycznego, BMRS oraz MC-BMRS

Ostateczny wzor metody MC-BMRS dla obliczenia wartosci 7T} .41 jest nastepujacy

k41

1

,Ti,k—l-l = N <Z (N(i,k—l-l),(l,r)Ta (tr) + N(i,k—l—l),(n,r)SnQb (tr)) +
r=2

n—1k+1

+ZN(7,]<:+1 llTO .Tl +ZZNZIC+1 ZTslf(xla ))7 i:2737“'7n7 k21

=2 r=2

(45)
Podejscie przetestowano na modelowym matematycznym przykladzie, dla ktérego przy-
jetoa = 0,b = 5, « = 1, A = 1, a obciazenie termiczne okreslono na podstawie
rozwigzania analitycznego T (x,t) = sin(x +t). Zalozono 30 pozioméw czaso-
wych o At = (0.3448 oraz nieregularng siatke o n = 13 weztach na kazdym poziomie
(rys. 10a) oraz N = 5000 losowych $ciezek. Na rys. 10b pokazano histori¢ temperatury
dla punktu Srodkowego (x = 2.5) w funkcji czasu, dla rozwiazania analitycznego, stan-
dardowego BMRS ze schematem niejawnym oraz opisywanego powyzej MC-BMRS,
z zastosowaniem wzoru (45). Mozna zauwazy¢, iz rozwiazanie MC-BMRS stanowi do-
bre przyblizenie rozwigzania BMRS (ale bez potrzeby rozwiazywania zadania na calej
siatce), ktore z kolei stanowi dobre przyblizenie rozwiazania $cistego.

7.3. Dwuwymiarowy ustalony przeplyw ciepla

Sformutowanie lokalne zadania (1) dla przypadku dwuwymiarowego sprowadza si¢
do zagadnienia Poissona, mianowicie znalez¢é funkcje temperatury 7' € C2, taka iz
T : (x1,72) € Q C R? — N, ktéra spetnia nastepujace réwnanie brzegowe dla materiatu
anizotropowego
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0 oT 0 oT
—— (2 - -\ - = Q
e ( 1 (21, 72) R (€E1,fc2)) 05 ( 2 (71, T2) . (ﬂfl,ﬂ?z)) f(z1,22) W
(46)
z odpowiednimi warunkami brzegowymi typu podstawowego
T(:Cl,l‘Q) = T(:Cl,l‘Q) na BQT (47)
i naturalnego
oT _
—An (21, 22) 5~ (71, 72) = @ (21, 22) na 99, (48)

on
Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, stosujac dyskretyzacje BMRS, aproksy-

Monte Carlo, TEMP. T Monte Carlo, AV. HEAT FLUX q = (qz - qz)oAs
min = -9.95e-01, max =9.82e-01 x Y

inf

2 1 min = 4.42e-02, max = 2.40e+00
a) L?=1.05-01, L™ = 4.5%-01, H' = 2.70e-01 b)
-

L2= 1.05e-01, L = 4.53e-01, H' = 2.70e-01

0 1 2 3
X4 X
local MFDM, TEMP. T local MFDM, AV. HEAT FLUX q = (? + a9)°°
5, Tin=<1.02e4(00, max =1.040+(0 d min = 6.27e-02, max = 2.21e+00
€) L*=1120.02 L =3.87e-02 H' = 1.110.02 ) - 112002, L™ = 3.870-02, H' = 1.11e-02
) [

Rys. 11. Rezultaty analizy ustalonego przeptywu ciepta dla L-ksztattu; a) temperatura wg metody
Monte Carlo, b) strumieri ciepta wg metody Monte Carlo, c) temperatura wg BMRS, d) strumien
ciepta wg BMRS

macje MWLS oraz technike kolokacji dla weztow wewnetrznych x;, € €2 i dla weziow
brzegowych z warunkiem naturalnym x,. € 9€, (rys. 8c), otrzymujemy
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T, =
m
Jr
g=1 87:E1 . Mkz,o =+ >‘1|k Mk4,0 + 87562 . Mks,o + )‘2’k MkG,o
S q
T, = Ty + . . X, €00
' jglpj o /\1’r nl’r MT2,0 -+ )\2|7' n2|r MTs,o " I
(49)
gdzie fr = f(xx), & = (%), Ml = M (%), A2, = A2 (%), Ml = M1 (%),
8)\1 6)\1 8)\2 a)\2
Noly = Ao (xi)y SoL| = O, D2 D2y o, =
2le = Ao (k). 5 T on 6 5, = o (xk), mal, = n1(xr), nal,
n2 (x,) an = [ng,ng| jest wersorem normalnym do brzegu 0f),, zorientowanym na
zewnatrz obszaru. Prawdopodobiernistwa wyboru kierunku ruchu sa réwne
oA o\
671 M]@,j + )‘1|k Mk47j + o2 ng’j + >\2|k: Mk’ﬁ’j
Ty Oh  *m el
pj = aixl . Mkz,o + )‘1|k Mk4,0 + 87382 kMk3,0 + )\2|k:Mk6,0 (50)

_ )‘1|r nl"r MTz,j + AZ‘T‘ n2’r MTS,j
)\1‘7, nl‘r MT2,0 + )‘2‘7« nQ’r MTs,o,

x, € 0Q),

\

dlaj =1,2,...,m, podczas gdy ostateczna formuta MC jest dana za pomoca nastgpuja-
cego jawnego wzoru

n(© ()

12 1 G- N
Tpy~—> T,N©® — — L -
g N ; N ; )\1‘7' nl’r M7"2,0 + )‘2’7“ nQ’r MTB,O

feN (51)
92
8.%'2

71 Mkz,o + >‘1|kMk?4,o +
k

Mk?:s,o + )\2|kz Mk’e,o
k

T, =1, r=1,2, ...,n(e)

dlak=1,2,...,n® +n.
Reprezentatywne wyniki przedstawiono na rys. 11, dla obszaru w ksztalcie litery
L, z warunkami brzegowymi zaréwno typu podstawowego, jak i naturalnego. Ponadto
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zastosowano model dyskretyzacji za pomoca nieregularnie roztozonych weztéw, o li-
czebnosci n = 348. Funkcje obcigzenia termicznego (1, f, ¢) zostaly utworzone na pod-

_ x
stawie rozwiazania analitycznego T (z,y) = sin (% + %y) przyjeto tez funkcje ma-

teriatowe A\, = 22 i Ay = y?. Liczba losowych $ciezek zostata ustawiona na N = 3000.
Zaprezentowano nastgpujace wykresy: rozwigzania metody Monte Carlo dla temperatu-
ry i §redniego strumienia ciepta oraz réwnowazne rozwigzania BMRS. Dodatkowo §ciste
btedy rozwiazania numerycznego (w odniesieniu do analitycznych rozwiazan) zostaty
oszacowane w normach L2, L oraz semi-normie H' i przedstawione w postaciach
liczbowych. Chociaz wyniki metody Monte Carlo sa mniej precyzyjne, ogélna jakosc¢
rozwiazania jest rozsadna, szczegdlnie w pordwnaniu do zatozonego rozwiazania anali-
tycznego T i odpowiednich rozwiazai BMRS. Dodatkowo ich otrzymanie jest znacznie
prostsze (jedna formuta na kazdy wezet z nieznana wartoScig temperatury).

8. Podsumowanie

W opracowaniu zaprezentowano wybrane kombinacje ré6znych metod obliczeniowych
oraz ich przyktadowe zastosowania w zagadnieniach mechaniki i inzynierii ladowe;.
Szczegdlng uwage zwrdcono na mozliwos¢ lepszego, bardziej efektywnego wykorzysta-
nia zalet taczonych metod, przy jednoczesnej redukcji ich wad. Jako modelowy przyktad
wskazano og6lng klas¢ nieustalonych zadan termomechanicznych oraz ich szczegdlne
przypadki.

Dla ustalonego zadania termomechanicznego zastosowano réwnoleglte podejscie MES-
BMRS pozwalajace na stosowanie réoznych metod dyskretyzacji w podobszarach, z odpo-
wiednim scaleniem aproksymacji nieznanych pdl fizycznych na interfejsie. Po raz pierw-
szy zaproponowano potaczenie dwoch réznych sformutowan zadania brzegowego, mia-
nowicie sformutowania wariacyjnego (typowego dla MES) oraz lokalnego, ktére moze
by¢ wykorzystane w BMRS.

Ustalone zadanie termiczne poddano analizie numerycznej, wykorzystujac metode
sprzgzona MES-BMRS, w ktérej rzad interpolacji w elementach skoficzonych podno-
szony jest bez potrzeby wprowadzania dodatkowych weztéw i stopni swobody, na spo-
s6b réznicowy, poprzez obliczanie dodatkowych wyrazéw wynikajacych z rozwinigcia
funkcji w szereg Taylora. Dzigki temu posunigciu mozna znacznie obnizy¢ btad rozwia-
zania oraz przyspieszy¢ jego zbiezno$¢. Dodatkowo istnienie dwéch rozwigzan dla jednej
siatki MES, podstawowego i ulepszonego, jest podstawa do stworzenia efektywnego es-
tymatora btedu, ktéry moze by¢ wykorzystany w procedurze adaptacyjnej siatki MES.

Zadania optymalizacji, zwiazane z identyfikacja obciazenia konstrukcji inzynierskiej,
analizowano za pomocg taczonej MES-AG. Algorytm MES odpowiada za budowg ukta-
du réwnan algebraicznych, w ktérym prawa jego strona zawiera nieznane parametry
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obciazenia. Sa one wyznaczane za pomoca stochastycznej metody przeszukiwan (AG),
ktéra stuzy do minimalizacji okreSlonej funkcji bledu. Podejscie zastosowano do zada-
nia odwrotnego kratownicy ptaskiej oraz, po raz pierwszy, do optymalizacji trasy ciggna
sprezajacego w konstrukcjach belkowych.

Zadania wprost i odwrotne realizowano za pomocg taczonej metody MC-BMRS. Al-
gorytm BMRS odpowiada za sposéb budowy tras weztowych (losowych §ciezek) prowa-
dzacych od wybranego wezta z niewiadoma wartos$cia rozwiazania, poprzez inne wezty
siatki az do wezta, w ktérym rozwiazanie jest znane. Rozktad weziéw moze by¢ dowol-
nie nieregularny, a rozwazane zagadnienie liniowe moze by¢ w miarg ogdlne. Podejscie
zastosowano dla trzech wariantéw zadania termicznego, w tym odwrotnego oraz, po raz
pierwszy, do zadania nieustalonego.

Plany przysztej pracy badawczej sa przede wszystkim zwiazane z rozwijaniem podej-
Scia MC-BMRS dla zagadnien odwrotnych, zwlaszcza zagadnien identyfikacji obciazefi
typu mechanicznego. Uzyskane juz wyniki dla zadan termicznych (skalarnych) nie po-
zwalaja wprawdzie wyciaga¢ bardzo ogélnych wnioskéw, ale potwierdzaja jego poten-
cjat w zadaniach, w ktérych niewiadoma jest wektorem. Metoda powinna pozwoli¢ na
uzyskiwanie nieznanych parametréw obcigzenia w spos6b pétanalityczny, bez potrzeby
stosowania metod optymalizacji numerycznej, kosztownych i czulych na dobér parame-
trow.

Podziekowanie

Badania uzyskaly wsparcie finansowe Narodowego Centrum Nauki (NCN) w ra-
mach projektu wiasnego 2015/19/D/ST8/00816 pt. Komputerowa analiza inzynierskich
nieustalonych zagadnien termosprezystych i termoplastycznych, za pomoca sprzgzonej
MES / bezsiatkowej MRS.
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WYBRANE ASPEKTY NIEKTORYCH ZASTOSOWAN
UOGOLNIONEJ METODY RQZNIC SKONCZONYCH
W ANALIZIE NAPREZEN RESZTKOWYCH

SELECTED ISSUES OF CERTAIN APPLICATIONS
OF GENERALIZED FINITE DIFFERENCE METHOD
IN THE ANALYSIS OF RESIDUAL STRESSES

Streszczenie

W pracy przedstawiono dwa modele mechaniczne bgdace podstawa zbudowania modelu numerycznego
UMRS stuzacego do analizy naprgzen resztkowych w ciatach poddanych obcigzeniom cyklicznie zmien-
nym powodujacym ich lokalne uplastycznienie. Przedstawiono wybrane wyniki testow stuzacych ustale-
niu parametrow modelu numerycznego oraz wyniki obliczen przeprowadzonych dla rzeczywistego
obiektu, jakim jest szyna kolejowa. Zaproponowano dwa sposoby prowadzace do przyspieszenia procesu
obliczeniowego.

Przedstawione wyniki wydaja si¢ wskazywac, ze uzyskano model obliczeniowy pozwalajacy na sprawne
i bardzo konkurencyjne czasowo w stosunku do pelnej spr¢zysto-plastycznej analizy przyrostowej wy-
znaczanie rozkltadow naprgzen resztkowych w ciatach pryzmatycznych poddanych obciazeniom cyklicz-
nie zmiennym. W szczegoélnosci potwierdzono efektywnos¢ metody ortogonalizacji przestrzeni zmien-
nych decyzyjnych przy rozwiazywaniu zadania nieliniowej minimalizacji oraz zasadno$¢ stosowania
w trakcie obliczen nieregularnych siatek weztow o wiasciwie zlokalizowanych strefach koncentracji.

Stowa kluczowe: naprezenia resztkowe, Uogolniona Metoda Roznic Skonczonych, minimalizacja
Abstract

Two mechanical models, which may be used to develop a Generalized Finite Difference Method (GFDM)
based numerical model to analyze residual stresses in bodies subjected to cyclic loads resulting in loca-
lized yielding of the material are presented in this chapter. Selected results of tests, which have been used
to determine certain parameters of the numerical model, and the results of calculations performed for
areal engineering object, i.e. railroad rail have been presented as well. Two approaches leading to
substantial speedup of calculations have been proposed as well.

The results shown seem to indicate, that the obtained numerical model should allow for an efficient ana-
lysis of residual stresses in prismatic bodies subjected to cyclic loads. This type of analysis should be very
time competitive with respect to the full standard incremental elasto-plastic calculations. In particular the
efficiency of the decision variables space orthogonalization method in the solution of the nonlinear mini-
mization problem has been confirmed as well as the legitimacy of application of irregular nodal meshes
with properly located concentration zones.

Keywords: residual stresses, Generalized Finite Difference Method, minimization
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1. Wstep

Rozwoj transportu szynowego wiaze si¢ nierozerwalnie z postgpem technolo-
gicznym w produkcji podstawowych materiatow wykorzystywanych do budowy
samych $rodkéw transportu (lokomotywy, wagony osobowe i towarowe o réznym
przeznaczeniu) oraz do budowy drég szynowych, po ktorych te srodki transportu
maja si¢ w bezpieczny sposob poruszac. Poczatkowo [30] stal wykorzystywana do
produkcji szyn charakteryzowala si¢ niska twardoscia przy wysokiej ciagliwos$ci
[17], co skutkowato stosunkowo niska odpornoscia na zuzycie wynikajace z
kontaktu tocznego. Przy niewielkim nacisku jednostkowym kot taboru kolejowego
nie byl to jednak czynnik krytycznie wptywajacy na koszt utrzymania szlakoéw
kolejowych. Ciagle dazenie do poprawy ekonomiki transportu kolejowego
powodowato podnoszenie dopuszczalnego nacisku na 0§, a to z kolei skutkowato
przyspieszonym zuzywaniem szyn. Aby rozwiaza¢ ten problem, zaczeto powszech-
nie stosowa¢ szyny wykonywane ze stali o coraz wyzszej wytrzymatos$ci, a co za
tym idzie podwyzszonej odpornosci na $cieranie. Jednak towarzyszaca wysokiej
wytrzymalosci twardos¢, przy coraz dluzszym czasie eksploatacji spowodowata
pojawienie si¢ nowego zagrozenia dla bezpieczenstwa transportu szynowego, mia-
nowicie pgkania szyn na skutek zmeczenia materiatu wynikajacego z powtarzaja-
cego si¢ kontaktu tocznego. Pekanie zmgczeniowe byto przyczyna wielu wykolejen
[35, 40] skutkujacych $miercig pasazerow i znacznymi stratami materialnymi [2].
Badania prowadzone na fragmentach szyn pozyskanych w miejscach katastrof [7] 1
z toréw testowych [14] pokazaly, ze napr¢zenia wywotane w szynach kolejowych
w trakcie procesu produkcyjnego (prostowanie na prostownicy rolkowej),
uktadania w torze i eksploatacji moga stanowi¢ jeden z istotniejszych czynnikow
wptywajacych na inicjalizacjg 1 propagacje szczelin [16, 33].

Naprezenia calkowite istniejace w dowolnej chwili w szynie kolejowej moga
by¢ traktowane jako suma naprezen chwilowych (sprezystych) — wywotanych
przez aktualnie dziatajace obciazenia oraz naprgzen resztkowych (sprezysto-pla-
stycznych) bedacych skutkiem niesprezystych odksztatcen wystegpujacych w czgsci
gtowki szyny kolejowej. Przeprowadzone badania eksperymentalne [7] wskazuja,
ze naprezenia resztkowe wywotane w szynie kolejowej w trakcie produkcji (ob-
robka cieplna wraz z nastgpujacym po niej prostowaniem na prostownicy rolkowej
[32]) i eksploatacji moga osiagna¢ wartosci porownywalne z wartoscig naprezen
chwilowych, tak wigc stanowia one istotny komponent napre¢zen catkowitych.

Dazenie do poprawnego oszacowania bezpiecznego czasu eksploatacji szyn
kolejowych spowodowato potrzebe stworzenia niezawodnej metody analizy napre-
zeh resztkowych, pozwalajacej na uzyskanie dostatecznie doktadnych dla celow
praktycznych wynikéw w rozsadnym czasie i1 racjonalnym kosztem. Niestety
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wszystkie eksperymentalne metody wyznaczania naprezen resztkowych (zaréwno
niszczace [15, 31], jak i nieniszczace [39]) wymagaja dlugiego czasu i dostgpu do
specjalistycznego sprzgtu. Sa zatem kosztowne i dodatkowo obarczone znaczacym
btedem doswiadczalnym, w szczegdlnosci jezeli pozadana jest informacja o roz-
ktadzie naprezen w catym przekroju szyny. Standardowe metody analizy sprezy-
sto-plastycznej [np. 18] pozwalaja wprawdzie uzyska¢ petng informacje¢ o rozkta-
dzie naprezen resztkowych i catkowitych w dowolnym przekroju szyny kolejowe;j,
ale wymagaja duzego nakladu pracy obliczeniowej [5] (trojwymiarowa analiza
sprezysto-plastyczna zalezna od czasu, w trakcie ktorej nalezy rozwazy¢ wiele
cykli obciazenia), co z kolei skutkuje dtugim czasem obliczen albo koniecznoscia
korzystania z dostgpu do komputerow o duzej mocy obliczeniowej. Dodatkowo
sama natura procesu obciazania przez kontakt toczny powoduje problemy z jego
precyzyjnym odwzorowaniem w toku analizy (nie jest znany ani doktadny rozktad
cisnienia w strefie kontaktu, ani nawet Scista lokalizacja tej strefy na powierzchni
gtéwki szyny w trakcie pojedynczego analizowanego zdarzenia rozumianego jako
przejazd jednego kota).

Poniewaz w wielu przypadkach wystarczajaca do celow praktycznych jest zna-
jomo$¢ jedynie oszacowania rzeczywistego rozkladu naprezen resztkowych wy-
wotanych w trakcie eksploatacji, zaproponowano model mechaniczny [19, 20],
ktéry pozwala na bardzo sprawne numeryczne znalezienie takiego oszacowania po
przyjeciu nastgpujacych zatozen upraszczajacych:

1) problem jest traktowany jako quasi-statyczny, powtarzajace si¢ niecyklicznie

obcigzenia kontaktowe sg symulowane przez obcigzenia powierzchniowe
o odpowiednio dobranym rozktadzie, a program obciazenia Pa(f) zmienia

si¢ cyklicznie 1 jest ograniczony przez p, (t) < Po (t) <ps (t);

2) material jest idealnie sprezysto-plastyczny, dopuszcza si¢ aby jego wlasnos$ci
zmienialy si¢ w trakcie eksploatacji, jednak pod warunkiem, ze po dosta-
tecznie duzej liczbie cykli obciazenia ustabilizuja si¢ i pozostana niezmienne
do konca efektywnego czasu zycia konstrukcji.

Przy tak przyjetych zatozeniach proponowany model obliczeniowy pozwala na
wyznaczenie rozktadu naprezen resztkowych stanowiacego oszacowanie od gory
(w sensie energii uzupetniajacej) rzeczywistych naprezen resztkowych generowa-
nych w analizowanym ciele przez rozpatrywany program obcigzenia.

Dalsze prace [3, 23] pozwolily na ostabienie drugiego z wymienionych powyzej
zatozen, tak ze zaktualizowana wersja modelu mechanicznego pozwala na uwz-
glednienie materiatu sprezysto-plastycznego wykazujacego wzmocnienie kinema-
tyczne. Jako produkt uboczny analizy prowadzonej z zastosowaniem tego modelu,
oprocz oszacowania rozktadu naprgzen resztkowych, uzyskuje si¢ rowniez osza-
cowanie rozktadu odksztatcen plastycznych wywotanych w ciele przez rozwazany
program obciazenia.
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Model mechaniczny opisany w pracach [3, 19, 20, 23] i skrotowo przedsta-
wiony ponizej jest ogolny i moze by¢ zastosowany do analizy zachowania dowol-
nej bryly trojwymiarowej pod wplywem obciazen cyklicznie zmiennych powodu-
jacych uplastycznienie materiatu. Jednak ze wzgledu na potrzeby praktyczne,
W niniejszej pracy bedzie rozwazane jedynie jego zastosowanie do analizy
zachowania si¢ cial pryzmatycznych (szyna kolejowa) i cial wykazujacych
obrotowa symetrig (kota taboru kolejowego). W takich przypadkach zadanie jest
dalej traktowane jako trojwymiarowe, ale tensor naprezen resztkowych nie zalezy
od jednej z trzech zmiennych przestrzennych (to jest zmiennej z w kierunku osi
podtuznej w przypadku szyny lub zmiennej obwodowej 6 w przypadku kota
taboru kolejowego). Ostatecznie w dalszych rozwazaniach przyjmuje sig, ze

ij =ij(x, y) w przypadku szyny kolejowej i o i =Oij (r,z) w przypadku kota

taboru kolejowego.

2. Model mechaniczny

Oryginalny model mechaniczny [19] uogoélniony na przypadek wystepowania
wstepnych naprezen resztkowych [20] (wywotanych na przyktad prostowaniem
szyny na prostownicy rolkowej) moze by¢ sformulowany nastgpujaco: oszacowa-
nie rozktadu naprezen resztkowych wywotanych w ciele wykonanym z materiatu
idealnie sprezysto-plastycznego poddanym dzialaniu obciqzen cyklicznie zmien-
nych moze zosta¢ wyznaczone przez rozwiqzanie nastepujqcego zadania nielinio-
wej minimalizacji:

znajdz:

mm@(c )8( ) J( o ) ljkl(le Glrc?)dVa (2.1)
pr;y: '

cj,; =0 w, 2.2)
Gl] n;=0 na oV, 2.3)
q)(o,.j +c;;(t))s S, w . (2.4)

Minimalizowane wyrazenie (2.1) reprezentuje catkowita energi¢ uzupetniajaca
rozwazanego ciala, podczas gdy zaleznosci (2.2)—(2.4) przedstawiaja odpowiednio
roOwnania rownowagi wewngtrznej, zerowe statyczne warunki brzegowe i warunek
plastycznosci. Wielkosci wystepujace w powyzszych wzorach oznaczaja:

ij (t) — zalezne od czasu naprezenia sprezyste (wyznaczone tak, jakby rozwa-

zane cialo odksztatcato si¢ wylacznie sprezyscie w czasie catego pro-
cesu obciazenia),



71

G;; — niezalezne od czasu naprezenia resztkowe spowodowane w rozwaza-

nym ciele przez dany program obciazenia,

csfjo — wstgpne napregzenia resztkowe istniejace w rozwazanym ciele przed
poddaniem go aktualnemu programowi obciazenia,

G, — granica plastycznosci,

Cjiw — macierz podatnosci sprezystej.

Model mechaniczny [19, 20], skrétowo zaprezentowany powyzej, zostal pozniej
rozwinigty tak, aby mozliwe bylo uwzglednienie kinematycznego wzmocnienia
materiatu [3, 23]. Zmodyfikowany model moze by¢ przedstawiony nastgpujaco:
oszacowanie rozktadu odksztalcen plastycznych i naprezen resztkowych wy-
wotanych w ciele wykonanym z materiatu wykazujacego kinematyczne wzmocnie-
nie i poddanym obciqzeniom cyklicznie zmiennym moze by¢ wyznaczone przez roz-
wiqzanie nastepujqcego dwuetapowego zadania nieliniowej minimalizacji:

etap [:

znajdz Ay, takie, ze:

S = Ay eir» 2.5)
rozwiazujac zadanie nieliniowej minimalizacji z ograniczeniami w celu wyzna-

czenia samozrownowazonych naprezen resztkowych cs;. jako funkcji odksztatcen
plastycznych &f :

min ®(G;~ ),@(Gz-)= IG;CI-]-k,GZ[dV— jsgcg-dV , (2.6)
Gy V |4

przy:
ol . =0 w, 2.7

chn;=0 na oV , (2.8)

min ‘P(sgh),‘}’(sgh): [ &0 Aghij Ciipa AkgmnemndV — [el53;dV (2.9)
Vv Vv

E-H
Q((Ag/gh ~Ljgn r) Eg +GZ~(I)JSG)/ w . (2.10)

Tak jak w sformutowaniu oryginalnym, zaleznosci (2.6) i (2.9) przedstawiaja
catkowita energi¢ komplementarna rozwazanego ciata, podczas gdy zaleznosci
(2.7), (2.8) i (2.10) reprezentuja odpowiednio rownania rOwnowagi wewnetrzne;j,
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zerowe statyczne warunki brzegowe 1 warunek plastycznos$ci. Pozostale oznaczenia
nie wystegpujace we wzorach (2.1)—~2.4) to:

sgh — niezalezne od czasu odksztalcenia plastyczne spowodowane w danym
ciele przez przylozony program obciazenia,

Ay — macierz wiazaca odksztalcenia plastyczne i naprezenia resztkowe w
rozwazanym ciele, wyznaczona jako rozwiazanie zadania (2.6)—(2.8),

Ijjy, — macierz jednostkowa,

E - modut Younga,

H - modul wzmocnienia izotropowego.

3. Model obliczeniowy UMRS

(X0-Y0)

X

Rys. 3.1. Nieregularna ,,gwiazda” operatora r6znicowego

W celu numerycznego rozwiazania zagadnienia (2.1)—(2.4) lub (2.6)—(2.10) na-
lezy dokona¢ jego dyskretyzacji i zastosowac jedna z metod analizy dyskretnej, np.
Metode Elementow Skonczonych (MES) [4, 41], Metode Roéznic Skonczonych
(MRS) [8, 37] czy Metode Calek Brzegowych (MCB) [1]. Przedmiotem niniej-
szego opracowania jest zastosowanie MRS uogdlnionej na dowolnie nieregularne
siatki wezlow (UMRS) [13]. Przyjmujac uzasadnione merytorycznie zatozenie
o niezalezno$ci stanu naprezen resztkowych od jednej z trzech zmiennych przest-
rzennych odpowiednio zorientowanego uktadu wspotrzednych we wskazanym
przekroju analizowanego ciata (szyna lub koto taboru), wprowadza si¢ dowolnie
nieregularna siatke weztdw. Nastepnie wybranym punktom rozpatrywanego obsza-
ru, zwanymi ,,punktami centralnymi”, wedtug okreslonych kryteriow [13] przypi-
suje si¢ odpowiednia liczbe weztow z ich sasiedztwa tworzacych ,,gwiazdy rozni-
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cowe” (rys.l). Liczba weztow w gwiezdzie zalezy od rzedu operatora rdznico-
wego, ktory ma zosta¢ utworzony oraz od pozadanego rzedu aproksymacji.
W przypadku operatorow rzedu pierwszego wystgpujacych w sformutowaniach
przedstawionych w punkcie 2 minimalna liczba weztow w gwiezdzie jest rowna
trzy. Po utworzeniu gwiazd réznicowych we wskazanych punktach obszaru mozna
wygenerowac¢ niezbedne wzory roéznicowe jedna z wielu dostgpnych metod [6, 9,
11, 13, 28]. W niniejszym opracowaniu stosowano metode minimalizacji funkcjo-
natu bledu zaproponowana po raz pierwszy w [13] i dalej rozwijang przez wielu
autorow [24]. Zastosowanie tej metody pozwala na wyrazenie wszystkich sktado-
wych tensorow naprezenia i odksztalcenia oraz ich niezbgdnych pochodnych
w arbitralnie wskazanych ,,punktach centralnych” jako kombinacji liniowych war-
tosci weztowych tych wielkosci, zgodnie ze wzorami:

r u N r
Gij‘P‘ = zlam‘P‘Gij‘m" (31)
m=
r u N r
%iafe] = 2 Pfp| O (3.2)
m=
r u N r
Glj,y‘P‘ = ijl’ym‘P‘ Gl]‘m‘ s (33)
gl = AZ/[:OLS e’ (3.4)
iip = 2 %l .
m=

w ktérych przyjeto nastepujace oznaczenia:

ocz‘ P wspolczynniki operatora réznicowego na wartos¢ funkcji w punkcie
centralnym P gwiazdy S,

ﬁi\ Pl wspotczynniki operatora roznicowego na warto$¢ pierwszej pochodne;
0/ox w punkcie centralnym P gwiazdy S,

yi‘ P~ wspotczynniki operatora roznicowego na warto$¢ pierwszej pochodne;

0/0y w punkcie centralnym P gwiazdy S,

r

Sjim| ~ sktadowa tensora naprgzen resztkowych w wezle m gwiazdy S,
sg‘m‘ — skladowa tensora odksztatcen plastycznych w wezle m gwiazdy S.

Sumowanie we wzorach (3.1)~(3.4) odbywa si¢ po wszystkich weztach m
nalezacych do gwiazdy S.

Ostatecznie sformutowanie zadania (2.1)—(2.4) lub (2.6)—(2.10) ma charakter
mieszany, gdyz wystepuja w nim zaréwno elementy sformutowania stabego (mi-
nimalizacja funkcjonalu energii uzupehiajacej (2.1), (2.6), (2.9)), jak i mocnego
(rownania rownowagi wewngtrznej (2.2) i (2.7), zerowe statyczne warunki brze-
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gowe (2.3) 1 (2.8) oraz warunki plastycznosci (2.4) i (2.10)) narzucone jedynie
w wybranych punktach obszaru.

4. Redukcja rozmiaru zadania minimalizacji

Formalnie algorytm postgpowania przy rozwiazaniu zadania (2.1)—~(2.4) lub
(2.6)—~(2.10) jest prosty. Sposob postgpowania w tym przypadku przedstawiono na
schemacie blokowym rys. 4.1 a). Po wprowadzeniu siatki weztéw nalezy zbudo-
wac funkcjonal energii uzupetniajacej naprezen resztkowych w rozpatrywanym
przekroju wyrazonej przez wartosci weztowe sktadowych tensora naprgzen reszt-
kowych (2.1) lub odksztatcen plastycznych (2.10) (SIATKA). Dalej nalezy zapisac
roOwnania roéwnowagi wewnetrznej (2.2) i (2.7), zerowe statyczne warunki brze-
gowe (2.3) i (2.8) oraz warunki plastycznosci (2.4) 1 (2.10) we wskazanych punk-
tach obszaru, wyrazajac je przez wartosci wgztowe odpowiednich tensorow. Wa-
runki rownosciowe (2.2) i (2.3) lub (2.7) i (2.8) definiujace zalezno$ci pomiedzy
warto$ciami weztowymi odpowiednich tensorow nalezy wykorzysta¢ do zmniej-
szenia globalnej liczby niewiadomych zadania (ELIMINACJA). Nastepnie nalezy
znalez¢ rozwigzanie zadania nieliniowej minimalizacji zmodyfikowanego funkcjo-
natu (2.2) lub (2.9) z ograniczeniami (2.4) lub (2.10) (MINIMUM). Po znalezieniu
rozwiazania zadania minimalizacji nalezy powroci¢ do kompletu zmiennych pod-
stawowych zadania (naprezenia resztkowe lub odksztatcenia plastyczne) (PO-
WROT). Niestety tak sformutowane zadanie charakteryzuje si¢ znaczna liczba
niewiadomych (zmiennych decyzyjnych) i nieliniowych ograniczen w zadaniu
optymalizacji. Poniewaz czas rozwigzania zadania jest zdeterminowany przez czas
rozwiazania zadania optymalizacji, takie postgpowanie nie rokuje nadziei na suk-
ces przy mozliwym do zaakceptowania czasie obliczen. Wtasciwsze jest tu postg-
powanie iteracyjne, zwiazane z faktem wystgpowania w rozpatrywanym ciele
dwoch stref: strefy sprezystej, w ktorej ograniczenia wynikajace z warunku pla-
stycznosci z definicji sa spelnione i strefy plastycznej, w ktdrej te ograniczenia sa
aktywne (rys. 4.1 b)). Niestety doktadne rozmiary, ksztalt ani potozenie tych stref
nie sa znane a priori, cho¢ w pewnym przyblizeniu mozna je oszacowa¢ na pod-

stawie znajomosci rozwiazania sprezystego zadania a;- (t) Wobec tego bardziej

racjonalne wydaje si¢ by¢ postgpowanie nastgpujace: po przyjeciu strefy plastycz-
nej (PODZIAL) dokonuje si¢ eliminacji zmiennych zaleznych w obu strefach i mi-
nimalizacji bez ograniczen funkcjonatu (2.1) lub (2.9) w przyjetej strefie sprezystej
ze wzgledu na wszystkie zmienne niezalezne wystgpujace w tej strefie (ELIMI-
NACIJA), a nastgpnie rozwiazuje si¢ zadanie nieliniowej minimalizacji stosownego
funkcjonatu przy nieliniowych ograniczeniach (2.4) lub (2.10) (MINIMUM). Przy
takim postgpowaniu nalezy jednak bezwzglednie pamigta¢ po rozwiazaniu zadania
nieliniowej minimalizacji o konieczno$ci weryfikacji spetnienia warunkoéw pla-
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styczno$ci w obszarze uprzednio przypisanym do strefy sprezystej (KONTROLA).
Gdyby okazato sig, ze warunek plastycznosci w jakimkolwiek punkcie analizowa-
nego obszaru nie jest spelniony (N), to rozwiazanie zadania nieliniowej minimali-
zacji nalezy powtdorzy¢ po uprzednim poszerzeniu strefy plastycznej o punkty,
w ktorych warunek plastycznosci nie byt spetniony (rys. 4.1 b)). Tak wigc zadanie
w tym przypadku rozwiazuje si¢ iteracyjnie, w kolejnych iteracjach modyfikujac
zasieg obliczeniowej strefy plastycznej. Doswiadczenie pokazato [26], Ze takie
postepowanie zwykle prowadzi do uzyskania poprawnego oszacowania rozmiaru
strefy plastycznej w 2—3 iteracjach, nawet jezeli wstgpne oszacowanie jej rozmiaru
charakteryzowalo si¢ znaczacym niedomiarem.

a) b)

POWROT

Rys. 4.1. Strategia rozwigzania zadania minimalizacji

5. Poprawa zbieznos$ci zadania minimalizacji

Nawet w przypadku zastosowania strategii redukcji wymiaru zadania minimali-
zacji przedstawionej na rys. 4.1 b) zadanie to charakteryzuje si¢ stosunkowo du-
zym rozmiarem (od kilkuset do ponad tysiaca zmiennych decyzyjnych i od kilku-
dziesigciu do kilkuset nieliniowych ograniczen). W przypadku rozwiazywania tego
zadania jednym z wariantéw Metody Kierunkéow Dopuszczalnych [21] znaczaca
poprawg jego zbieznosci mozna uzyskaé poprzez wilasciwy dobor przestrzeni
zmiennych decyzyjnych, w ktérej prowadzona bedzie minimalizacja. Jezeli zwrd-
cimy uwage na fakt, ze wyrazenia (2.1) i (2.9) sa formami kwadratowymi ze
wzgledu na wystepujace w nich zmienne decyzyjne, podobnie jak réwnania ogra-
niczen nierownosciowych (2.4) 1 (2.10), gdy zdecydujemy si¢ na zastosowanie wa-
runku plastycznosci Hubera-Misesa-Hencky’ego, to uzyskujemy kolejna mozli-
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wos$¢ poprawy zbieznos$ci zadania optymalizacji przez ortogonalizacje przestrzeni
zmiennych decyzyjnych i rozwiazywanie zadania minimalizacji w tej nowej prze-
strzeni. Zadanie minimalizacji (2.1) z ograniczeniami (2.4) lub (2.9) z ogranicze-
niami (2.10) w zapisie wektorowym mozna przedstawic¢ nastgpujaco:

znalez¢:

minF(x)=1x"-A-x, A=AT, (5.1)
X

przy ograniczeniach:

®;(x)= %XT ‘G;-x+H;-x+K;,dlai=12,..n, (5.2)

gdzie:

x — wektor zmiennych decyzyjnych zadania minimalizacji (niezalezne skta-

dowe tensora naprgzen resztkowych lub odksztalcen plastycznych
w obliczeniowej strefie plastycznej),

A — macierz podatnosci sprezystej,

G, — macierz kwadratowa wspotczynnikow ograniczenia nieliniowego,
H; — wektor wspolczynnikoéw ograniczenia nieliniowego,

K, — wyraz wolny ograniczenia nieliniowego,

a indeks i numeruje punkty obszaru, w ktérych narzucono ograniczenia nieli-
niowe.

Miarg jakosci (czyli ortogonalno$ci) przestrzeni, w ktorej odbywa si¢ minimali-
zacja jest wskaznik uwarunkowania macierzy A, ktory mozna wyrazi¢ jako:

K(A)= kmax(A) ]
gdzie A, 1 A

(5.3)

min 0znaczaja odpowiednio maksymalna i minimalng warto$¢
wlasna macierzy A.

Oczywiscie z najlepsza sytuacja bedziemy mieli do czynienia, jezeli wskaznik
ten bedzie rowny 1. Jest to tatwe do uzyskania w przypadku zadania (2.1) z ograni-
czeniami (2.4), gdyz wowczas macierz A jest dodatnio okreslona. W takiej sytu-
acji zastosowanie do niej rozktadu Choleskiego i prosta zmiana zmiennych [22]
pozwala na uzyskanie optymalnego wskaznika uwarunkowania.

Zagadnienie komplikuje si¢ w przypadku zadania (2.9) z ograniczeniami (2.10),
gdyz wowczas macierz A jest jedynie nieujemnie okreslona, co wyklucza zastoso-
wanie rozktadu Choleskiego. Jednak, wobec symetrii macierzy A, mozna do niej
zastosowac rozktad SVD [12, 29, 36]:

A=U".D-U, (5.4)
gdzie:

U - macierz ortonormalna(UT =y ),

D - nieujemnie okreSlona macierz diagonalna zawierajaca warto$ci bez-

wzgledne z warto$ci wiasnych macierzy A.
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Poniewaz D jest diagonalna i nieujemnie okre$lona, mozna ja dalej roztozy¢ na
iloczyn trzech macierzy:

D=S-J-S, 5.5

gdzie:

S - diagonalna macierz pierwiastkdéw z warto$ci wlasnych macierzy D, za
wyjatkiem wartos$ci rownych 0, ktore zastgpuje sig przez 1,

J — macierz jednostkowa, w ktorej w miejscach wystgpowania zerowych

warto$ci wlasnych macierzy D podstawia sig 0.

Tak wigc ostatecznie macierz A moze zosta¢ wyrazona przez iloczyn trzech
macierzy, z ktorych jedna jest ortonormalna, jedna jest diagonalna i nieosobliwa
a jedna jest diagonalna i osobliwa:

A=U".S.J.S-U. (5.6)

W ten sposob osobliwo$¢ macierzy A zostaje zawarta w macierzy J.

Jezeli wprowadzimy podstawienie:

y=S-U-x, (5.7)

i wyprowadzimy zalezno$¢ odwrotna:

x=8".U"y, (5.8)

to zaleznosci (5.1) 1 (5.2) mozemy wyrazi¢ jako:

minF(y)=L1-y"-J-y, (5.9)
y

przy:

®,(y)= (%-yT U-s7".G; +H,.)-S‘1 Ul y+K;, i=12,...n. (5.10)

W takim przypadku gradienty funkcji celu VF (y) 1 ograniczen Vd)[(y) (nie-

zbgdne, gdy zadanie minimalizacji jest rozwiazywane przy zastosowaniu Metody
Kierunkéw Dopuszczalnych) mozna wyrazi¢ w nowych zmiennych jako:

VE(y)=J-y

V(I)i(y)z(yT~U-S_l K, JFLZ.)-S‘1 U’

a gradienty ograniczen moga by¢ zapisane w starych zmiennych jako:

V,(y)= (xT -G, +H,.)-S‘1 U’ (5.12)

W przypadku zastosowania proponowanej powyzej metody, mozliwe sa dwie
strategie postgpowania. Strategia pierwsza polega na przeniesieniu obliczen do
nowej przestrzeni zmiennych decyzyjnych, prowadzeniu cato$ci obliczen w tej
przestrzeni. Powr6t do oryginalnych zmiennych decyzyjnych nastepuje dopiero po
znalezieniu ostatecznego rozwiazania zadania minimalizacji. Druga strategia spro-
wadza si¢ do prowadzenia obliczen w obydwu przestrzeniach. Wowczas zasadni-
cze obliczenia (wyznaczanie warto$ci i gradientOw ograniczen) prowadzi si¢

w przestrzeni oryginalnych zmiennych, a w przestrzeni nowych zmiennych
wyznacza si¢ jedynie kierunek przeszukiwania i dtugos¢ kroku.

(5.11)
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Obydwa sposoby postgpowania maja zalety i wady. W pierwszym przypadku
wszystkie ograniczenia musza zosta¢ wyrazone w nowych zmiennych decyzyj-
nych. Wprawdzie procedura ta musi by¢ wykonana tylko raz, przed przystapieniem
do obliczen, ale moze by¢ dlugotrwata. Korzyscia jest tu prowadzenie catosci obli-
czen jedynie w przestrzeni nowych zmiennych decyzyjnych. W drugim przypadku
unika si¢ koniecznos$ci wyrazania ograniczen w nowych zmiennych, kosztem pro-
wadzenia obliczen w dwoch przestrzeniach zmiennych decyzyjnych.

Warto zauwazy¢, ze w obydwu przypadkach najbardziej kosztowna czasowo
operacja, czyli dokonanie rozktadu SVD macierzy A, jest wykonywana jednokrot-
nie na poczatku obliczen.

F(x)
VE(x)
y
D(x)
VO (x)=Vd(y)

Rys. 5.1. Logika przeptywu informacji w zadaniu minimalizacji

W przypadku stosowania drugiej strategii postgpowania logike przeptywu in-
formacji w programie mozna przedstawic jak wyzej, narys. 5.1.

Obliczenia testowe przeprowadzone na kilku zadaniach nieliniowej minimaliza-
¢ji rézniacych sig liczba zmiennych decyzyjnych i nieliniowych ograniczen (Ta-
bela 1) wykazaty przydatno$¢ zaproponowanej metody.

Czas wykonania jednej iteracji w zadaniu minimalizacji z zastosowaniem orto-
gonalizacji jest okoto czterokrotnie dluzszy, co jest zwigzane z koniecznoscia wy-
konywania transformacji (5.8) i (5.12) na kazdym kroku obliczen. Czas ten
w przypadku niewielkiego rozmiaru zadania minimalizacji (pierwsze dwa wiersze
Tabeli 1) nie jest rekompensowany przez zmniejszenie liczby wykonanych iteracji.
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Dopiero przy dostatecznie duzym rozmiarze zadania zysk z tytulu znacznego
zmniegjszenia liczby wykonanych iteracji przewaza nad strata wynikajaca z wydtu-
zenia czasu wykonania pojedynczej iteracji.

Tabela 1
Wyniki obliczen testowych (czas obliczen w sekundach)
Przypa- Zmienne Ograni- . Czas Czas
. . Iteracje . . ..
dek  decyzyjne czenia catkowity iteracji
STD 108 17 144 3.48 0.024
SVD 108 17 49 3.46 0.071
STD 256 44 5955 66.27 0.011
SVD 256 44 211 9.28 0.044
STD 396 76 47197  1081.59 0.023
SVD 396 76 1595 157.39 0.099

STD - standardowe procedury optymalizacji [21],
SVD — procedury optymalizacji [21] w ortogonalizowanej przestrzeni.

Nalezy tu podkresli¢, ze zastosowanie procedury ortogonalizacji przedstawionej
powyzej nie wptywa w zadnym stopniu na jako$¢ uzyskanych wynikow. Jezeli
kryteria doktadnos$ci zakonczenia obliczen w obu przypadkach sa takie same, to
koncowy wynik zadania minimalizacji jest identyczny.

6. Obliczenia testowe

Zasadniczym celem prowadzenia obliczen testowych byto stwierdzenie jako$ci
uzyskanego oszacowania rozktadu naprezen resztkowych oraz ustalenie wybranych
atrybutdow modelu obliczeniowego, takich jak sposob catkowania (wokot wezta,
czy miedzy weztami), rzad kwadratury numerycznego catkowania, miejsca narzu-
cania warunkow plastycznosci 1 réwnan réwnowagi wewnetrznej (wezty czy
punkty niebedace weztami), sposdb narzucania zerowych statycznych warunkow
brzegowych (w weztach czy na odcinkach brzegowych), aproksymacja stanu na-
prezenia pomigdzy weztami (liczba weztdw w gwiezdzie réznicowej i rzad funkcji
wagowej w funkcjonale bledu zastosowanym do wyznaczenia wspolczynnikow
wzoréw réznicowych). Przeanalizowano rowniez wptyw postgpowania z rozwia-
zaniem sprezystym na jakos$¢ uzyskanych wynikow.

Podstawowym zadaniem testowym byto zadanie cylindra grubo$ciennego wy-
konanego z niescisliwego materiatu idealnie sprezysto-plastycznego poddanego
obciazeniom cyklicznie zmiennym, takim jak pulsujace ci$nienie wewngtrzne
i pulsujace rozciaganie ze skrgcaniem. W obu przypadkach parametry obciazenia
dobierano tak, aby uzyskac roézny zasieg strefy plastycznej (od 25% do 100% gru-
bosci cylindra), a uzyskiwane wyniki kazdorazowo poréwnywano ze znanymi roz-
wiazaniami analitycznymi [34, 42].
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Rys. 6.1. Cylinder grubo$cienny poddany obciazeniom cyklicznym
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Rys. 6.2. Siatki ré6znicowe stosowane w trakcie analizy 1D

Zadanie rozwigzywano zarowno jako zagadnienie jednowymiarowe, korzysta-
jac z obrotowej symetrii, jak i dwuwymiarowe. W przypadku jednowymiarowym
rozwazano regularne i nieregularne siatki r6znicowe (rys. 6.1.).

W przypadku dwuwymiarowym rozwazano regularng siatke réznicowq i obcia-
zenie cyklicznie zmiennym ci$nieniem wewngtrznym powodujacym uplastycznie-
nie 25% grubosci cylindra. Analizowano wycinek cylindra o szeroko$ci katowe;j
12° umieszczony w globalnym uktadzie wspolrzgdnych tak, aby jego o$ symetrii
byta obrécona pod katem 30° w stosunku do osi x globalnego uktadu wspotrzed-
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nych. Wszystkie obliczenia prowadzono w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych,
jedynie wyniki przedstawiono w uktadzie biegunowym dla lepszej czytelnosci.

a) 4
AlA|A[A

i olololo =3

%— olo[o]o 9

- O/0/o|o W

Rys. 6.3. Siatka ré6znicowa uzywana w analizie 2D:
a) dyskretyzacja wycinka cylindra,
b) lokalizacja wycinka w globalnym uktadzie wspotrzednych

Dla siatek nieregularnych dobierano rozmieszczenie weztow tak, aby uzyskac
zageszezenie siatki w strefie plastycznej przy jej matym zasiggu (rys. 6.2. b) — za-
sigg strefy plastycznej 25% grubosci cylindra) lub przy granicy stref po stronie
strefy plastycznej (rys. 6.2. c¢) i d) — zasigg strefy plastycznej to odpowiednio 50% i
75% grubosci cylindra). Dzigki temu mozna bylo zbada¢ wptyw nieregularno$ci
siatki weztow, rozmiaru strefy plastycznej, zlozonego stanu naprezenia i potozenia
granicy sprezysto-plastycznej w stosunku do wezlow na jako$¢ uzyskiwanych roz-
wiazan i tempo zbieznosci rozwigzania do rozwigzania analitycznego.

Celem rozwiazania zadania 2D byta weryfikacja poprawnosci wnioskow wy-
ciagnigtych na podstawie rozwigzania zadan jednowymiarowych.

Przeprowadzone obliczenia testowe pozwolity stwierdzi¢, ze stosunkowo ni-
skiego rzedu kwadratury typu Gaussa stosowane pomig¢dzy weztami pozwalaja
uzyska¢ wyniki znacznie wyzszej jakosci niz uzyskiwane przy catkowaniu wokot
weztow. Ograniczenia rownosciowe (rOwnania rownowagi wewnetrznej, statyczne
warunki brzegowe) i nierdéwnosciowe (warunki plastycznos$ci) powinny by¢ narzu-
cane w punktach pomigdzy weztami, gdyz wtedy wyniki sa zdecydowanie wyzszej
jakosci niz w przypadku narzucania tych warunkow w weztach. Zalezno$¢ ta jest
szczegllnie widoczna w przypadku siatek nieregularnych. Uwidocznita sig silna
odwrotna zaleznos$¢ jako$ci uzyskiwanego rozwiazania od rozmiaru gwiazd ro6zni-
cowych i rzedu wspotczynnikéw wagowych stosowanych w funkcjonale btedu do
wyznaczenia niezbgdnych wzoréw réznicowych. Nieregularne siatki weztow
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z wlasciwie przyjetymi strefami ich koncentracji (sasiedztwo granicy sprezysto-
plastycznej wydaje si¢ tu by¢ szczegodlnie istotne) znaczaco poprawiaja zbieznosé
uzyskanego rozwiagzania do rozwigzania analitycznego, przynajmniej w sensie
energii uzupetniajacej. Rozmiar strefy plastycznej, zlozony stan naprezenia i
lokalizacja granicy sprezysto-plastycznej nie wydaja si¢ znaczaco wptywac na ja-
ko$¢ wyznaczonych rozktadow naprezen resztkowych, jak dtugo siatka weztow jest
wystarczajaco gesta, a wezly sa wlasciwie rozmieszczone.

Dodatkowo warto zauwazy¢, ze pomimo iz w ogdélnosci model mechaniczny
(2.1)—~(2.4) pozwala na uzyskanie rozktadow naprezen resztkowych w ciele ideal-
nie sprezysto-plastycznym, ktore stanowia jedynie oszacowanie od gory w sensie
energii uzupetniajacej rzeczywistych naprezen resztkowych w tym ciele, to wyniki
obliczen testowych przy wtasciwie dobranych parametrach modelu numerycznego
sa zadziwiajaco dobrej jakosci, jak to pokazano ponizej dla wybranych przypad-
kow.

048 - — — = — — —— mmm— e mm————— - -~

Naprezenie
Naprezenie

L e e L

Promien

Rys. 6.4. Naprezenie resztkowe G, (wzdhuz osi podtuznej cylindra) na siatce nieregularnej

(przypadek 1D) wywotane przez pulsujace:
a) sil¢ osiowa i moment skrecajacy (uplastycznienie od zewnatrz),
b) ci$nienie wewngtrzne (uplastycznienie od wewnatrz)

Na rysunku 6.4 napr¢zenia podane sa w odniesieniu do granicy plastycznosci
materiatu, symbole O, [, A, & oznaczaja zasigg strefy plastycznej przy jakim
rozwiazywane bylo zadanie (odpowiednio 25%, 50%, 75%, 100%), a linia ciagla
oznaczono rozwiazanie analityczne.

Stwierdzono réwniez, ze w przypadku, gdy warunki plastycznosci (2.4) sa na-
rzucane w punktach niebedacych weztami, w zaleznosci od przyjetego sposobu

e
ij

rozwiazania resztkowego do warto$ci analitycznych od gory badz od dotu w sensie

postepowania z rozwiazaniem sprezystym o (t) mozna uzyska¢ zbieznosé
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energii uzupekiajacej (rys. 6.5) co moze pozwoli¢ na oszacowanie jako$ci uzyska-
nych rozktadow naprezen resztkowych takze w przypadkach, gdy rozwiazania
analityczne nie beda dostgpne.
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Rys. 6.5. Zbiezno$¢ rozwiazania od gory i od dotu w sensie energii uzupetniajacej

Na powyzszym rysunku liniami przerywanymi oznaczono wyznaczone wartosci
energii uzupeiajacej w funkcji liczby wezlow siatki dla zadania cylindra gru-
bosciennego poddanego pulsujacemu cisnieniu wewngtrznemu przy zasiggu strefy
plastycznej rownym 25%. Linig ciagla oznaczono warto$¢ analityczna energii,
rozwiazanie zbiezne od dotlu uzyskano, podstawiajac w zaleznosci (2.4) rozwia-
zanie sprezyste wyznaczone w weztach, a nastgpnie aproksymowane do punktow
narzucenia warunkow plastycznosci w taki sam sposob, jak naprezenia resztkowe,
natomiast rozwiazanie zbiezne od gory uzyskano podstawiajac do zaleznosci (2.4)
napre¢zenia sprezyste bezposrednio z zaleznos$ci analitycznych.

Na rysunku 6.6 przedstawiono wybrane sktadowe tensora naprgzen resztko-
wych uzyskane przez rozwiazanie zadania 2D przedstawionego na rys. 6.3. Roz-
wiazujac to zadanie, na podstawie wynikow obliczen testowych prowadzonych
w 1D przyjeto, ze réwnania roOwnowagi wewngtrznej 1 warunki plastycznosci
zostang narzucone w punktach niebedacych wezlami, zerowe statyczne warunki
brzegowe begda narzucone w $rodkach odcinkéw brzegowych, catkowanie bedzie
prowadzone pomigdzy weztami przy uzyciu kwadratur Gaussa 2x2, a wyniki
beda prezentowane w tych samych punktach, w ktérych narzucano réwnania

roOwnowagi wewngtrzne;j.
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Rys. 6.6. Cylinder gruboscienny poddany pulsujacemu ci$nieniu wewnetrznemu a) G,,,. , b) G;Z

Uzyskane rozktady naprezen resztkowych na liniach 1 — 1 (0),2 -2 (1J),3 -3
(), 4 —4 (A) (rys. 6.3. a)) przedstawiono powyzej, linia ciagla oznaczajac roz-
wiazanie analityczne. Podobnie jak na rys. 6.4 naprgzenia resztkowe odniesiono do
granicy plastycznosci.

Jak wida¢ uzyskano bardzo dobra zgodno$¢ rozwiazania numerycznego i ana-
litycznego, jedynie w poblizu granicy sprezysto-plastycznej i zewngtrznej pobocz-
nicy cylindra sktadowa o’ nieznacznie odbiega od wartoéci analitycznych.

Opierajac si¢ na wynikach przedstawionych powyzej testow, ostatecznie utrzy-

mano wszystkie parametry modelu numerycznego takie jak przedstawiono powy-
zej.

7. Analiza naprezen resztkowych w szynie kolejowe;j

Analiz¢ naprezen resztkowych w szynie kolejowej poddanej symulowanym ob-
cigzeniom kolami taboru przeprowadzono dla szyny 132RE wykonanej ze stali
charakteryzujacej si¢ granica plastycznosci 483 MPa, modutem wzmocnienia izo-
tropowego 54,5 MPa, modutem Younga 210 GPa i stata Poissona 0,3. Na podsta-
wie badan [25] przyjeto, ze z dostateczna do celow praktycznych doktadnos$cia roz-
ktad cisnienia w strefie kontaktu mozna opisa¢ biparabola rozpigta na prostokacie o
wymiarach 12,5x20 mm, przy czym wymiar wigkszy jest mierzony w kierunku
dhugosci szyny. Przyjmujac maksymalny nacisk kota rowny 150 kN, okreslono
maksymalne ci$nienie w strefie kontaktu réwne 1300 MPa.
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W trakcie obliczen postugiwano si¢ dwoma metodami w celu wyznaczenia nie-
zbe¢dnych rozktadow naprezen sprezystych pochodzacych od obciazenia kotami:
semianalityczng metoda zaproponowang przez Timoshenkg¢ i Langera [38] oraz
metoda czysto numeryczna wykorzystujaca Uogo6lniona Metode Réznic Skonczo-
nych i rozwinigcie w szeregi Fouriera [10]. Obie metody umozliwiaja znalezienie
naprezen sprezystych w dowolnym punkcie szyny kolejowej wywotanych przez
normalne, podtuzne i poprzeczne obciazenia przytozone w strefie kontaktu o do-
wolnym ksztatcie. Wszystkie obliczenia prowadzono w uktadzie wspdtrzednych,
w ktorym o§ x jest osig pozioma, a 0§ y 0sig pionowa w przekroju poprzecznym,
natomiast 0§ z pokrywa si¢ z osia podtuzna szyny. W tym samym uktadzie wspot-
rzednych prezentowane sa wyniki.

W celu ustalenia ggstosci obliczeniowej siatki UMRS w przekroju szyny kole-
jowej, niezbednej do uzyskania rozktadow naprezen resztkowych dostateczne;j ja-
kosci, uwzgledniajacej fakt wystgpowania znacznych gradientdéw naprezen
sprezystych i resztkowych w bezposredniej bliskosci strefy kontaktu przeprowa-
dzono obliczenia testowe na pigciu roznych siatkach, z ktorych trzy przedstawiono
na rys. 7.1. Za kazdym razem rozwazano obciazenie kontaktem tocznym dziala-
jacym w osi symetrii szyny.

Siatka #5
wezly 3778
gwiazdy 3600

Siatka #1 Siatka #3
wezly 460 wezly 1719
gwiazdy 400 gwiazdy 1600

i
i
iy

Y
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Rys. 7.1. Siatki obliczeniowe stosowane w trakcie obliczen

Obliczenia przeprowadzono dla obydwu modeli mechanicznych, to jest idealnie
sprezysto-plastycznego i sprezysto-plastycznego ze wzmocnieniem. Uzyskane wy-
niki (Tabela 2, rys. 7.2 1 7.3) wydaja si¢ wskazywac, ze siatka numer 3 oferuje ra-
cjonalny kompromis pomigdzy mozliwie krotkim czasem obliczen a dostateczna
do celow praktycznych jakoscia uzyskanych wynikow. Ze wzgledu na ograniczona
objetos¢ niniejszego opracowania, na rys. 7.2, 7.3 i w Tabeli 2 przedstawiono je-
dynie sktadowa tensora naprezen resztkowych dziatajaca w kierunku osi podtuzne;j
szyny, gdyz uwaza sig, ze ta wlasnie sktadowa tensora naprezen resztkowych ma
istotny wplyw na powstawanie i propagacje szczelin w gtowce szyny. Na rys. 7.2
przedstawiono rozktad tej samej sktadowej tensora naprg¢zenia resztkowego na osi
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symetrii szyny w obu wariantach obliczen. Wspotrzedna pionowa oznacza odle-
gto$¢ mierzona od stopki szyny w centymetrach.

Tabela 2
Wartos$ci ekstremalne sktadowej osiowej tensora napr¢zen resztkowych
Siatka Naprezenie Model") Réznica”

[MPa] standardowy  poszerzony  Calkowita  wzgledna
1 min. -70,897 -50,702 20,195 28,5%

max. 37,112 20,872 16,240 43,8%
o) min. -127,473 -97,132 30,341 23,8%

max. 51,013 31,825 19,188 37,6%
3 min. -152,079 -115,166 36,913 24,3%

max. 51,924 36,208 15,716 30,3%
4 min. -159,671 -127,390 32,281 20,2%

max. 50,053 37,409 12,644 25,3%
5 min. -176,436 -128,350 48,086 27,3%

max. 52,331 38,796 13,535 25,8%

model standardowy — material idealnie spr¢zysto-plastyczny,

model rozszerzony — material sprezysto-plastyczny ze wzmocnieniem izotropowym,
catkowita = standardowy — rozszerzony,

wzgledna = (standardowy — rozszerzony)/standardowy™*100
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Rys. 7.2. Sktadowa wzdluzna tensora naprezen resztkowych w gtéwce szyny, idealna sprezysto-

plastyczno$¢ po lewej, plastyczno$¢ ze wzmocnieniem po prawej

Ze wzgledu na czytelno$¢ planéw warstwicowych naprezen na rys. 7.3 w lewej
kolumnie przedstawiono §ciskanie, a w prawej rozciaganie, przy czym po lewej
stronie kazdego rysunku mamy wyniki uzyskane dla sprezysto-plastycznego mo-
delu materiatlu, a po prawej stronie dla modelu sprezysto-plastycznego ze wzmoc-
nieniem.
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Siatka #1 Siatka #1

Siatka #2 Siatka #2

©

Siatka #3

Siatka #4

<

Siatka #5

Rys. 7.3. Wplyw gestosci siatki obliczeniowej i modelu materiatu na sktadowa wzdtuzna tensora
naprezen resztkowych; na kazdym rysunku idealna sprezysto-plastyczno$é¢ po lewej, plastycznosé ze
wzmocnieniem po prawej:
lewa kolumna — $ciskanie (warstwice co 21 MPa),
prawa kolumna — rozciaganie (warstwice co 7 MPa)
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Aby zweryfikowaé mozliwos¢ dalszej poprawy jakosci wynikdw obliczen przy
ograniczeniu rozmiaru zadania, przeanalizowano mozliwo$¢ wprowadzenia niere-
gularnych siatek wezlow o zmiennej gestosci, lokalnie modyfikowanej w celu mi-
nimalizacji btedu wyznaczonych naprezen resztkowych. W tym celu zapropono-
wano wskaznik btedu rozwiazania wyrazonego w naprezeniach resztkowych i obli-
czany w $rodkach podobszarow catkowania jako:

M

Sew| (-

e = ec _%Cb(ﬁljc), (71)
éc

w ktorym wartosci e, 1 e- oznaczaja odpowiednio energi¢ sprezysta naprgzen

resztkowych wyznaczong w kazdym z weztéw m (rys. 7.4) otaczajacych rozwa-
zany podobszar catkowania i t¢ sama energi¢ obliczang w $rodku C tego podob-
szaru (rys. 7.4.) zgodnie ze wzorami:
€n = Gz}‘m‘ Cijklc%l‘m‘ (72)
€c =Gijc| Cijkl“kl\c\
przy czym napr¢zenia resztkowe w §rodku podobszaru catkowania sa wyznaczane
na podstawie wartosci weztowych wedtug zaleznosci (3.1). Sumowanie we wzo-
rach (7.1) 1 (7.2) odbywa si¢ po wszystkich weztach m € M wyznaczajacych roz-
patrywany podobszar catkowania (rys. 7.4.). Symbole x na tym rysunku oznaczaja
punkty kwadratury Gaussa.

Rys. 7.4. Podobszar catkowania wraz z weztami kwadratury Gaussa

Wartosci wskaznika btedu wyznaczone w ten sposéb dla kazdego podobszaru
catkowania sa mnozone przez warto$¢ funkcji plastycznosci obliczonego dla na-
prezen resztkowych w jego srodku, aby uwzgledni¢ wigksza wage przypisywana
jakosci rozwiazania w obszarach charakteryzujacych si¢ duza intensywnoscia tych
naprezen. Wartosci tak zdefiniowanego wskaznika bledu sa réwne zeru dla rozwia-
zania $cistego, jezeli podobszary catkowania sa prostokatne.

Po obliczeniu wartosci tak zdefiniowanego wskaznika btedu dla kazdego pod-
obszaru catkowania uzytkownik moze zdecydowac, ktére z nich powinny zosta¢
podzielone. W zaleznosci od przyjetej strategii postgpowania mozna albo podzieli¢
wszystkie podobszary catkowania, w ktorych wskaznik btedu przekracza przyjeta
arbitralnie warto§¢ progowa, albo podzieli¢ z gory okreslona liczbe podobszarow
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catkowania, w ktorych wskaznik btedu jest najwigkszy. W tej pracy przedstawione
zostana wyniki uzyskane przy zastosowaniu strategii drugie;j.

W celu uzyskania materialu do porownan zadanie (2.1)~(2.4) ze zdefiniowa-
nymi powyzej obciazeniami rozwiazano na trzech siatkach, z ktérych kazda ko-
lejna powstata przez czterokrotne zaggszczenie siatki poprzedniej, przy czym
siatka pierwsza byta identyczna z siatka pierwsza przedstawiona na rys. 7.1.

Na rys. 7.5. przedstawiono plany warstwicowe wskaznika btedu w glowce
szyny kolejowej dla siatek 1-3 w kolejnosci od najrzadszej po lewej stronie do
najgestszej po prawe;j.

Rys. 7.5. Wskaznik btedu w gtdwce szyny kolejowejﬂdla ciagu trzech siatek

Na podstawie warto$ci wskaznika bledu wyznaczonego na siatce pierwszej za-
proponowano podziat 2, 6, 10 i 14 podobszarow catkowania na tej siatce charakte-
ryzujacych si¢ jego najwigksza warto$cia. W rezultacie z wyjSciowej siatki o 400
podobszarach calkowania uzyskano siatki o 406, 418, 430 i 442 podobszarach,
ktoére przedstawiono na rys. 7.6 (jedynie gtdwka szyny, w pozostatej czgsci szyny
siatka jest identyczna z siatka lewa na rys. 7.1). Na kazdej z tych siatek powtd-
rzono obliczenia naprezen resztkowych w celu weryfikacji.

Rys. 7.6. Siatki zmodyfikowane na podstawie zaproponowanego wskaznika btgdu

Na rys. 7.7 przedstawiono wartosci sktadowej wzdluznej tensora naprgzen
resztkowych na osi symetrii szyny. Po lewej stronie przedstawiono wartosci po-
rownawcze uzyskane na trzech siatkach regularnych (400, 1600, 6400 podobsza-
row catkowania) i najgestszej z rozpatrywanych siatek nieregularnych, a po prawe;j
stronie wyniki uzyskane na wszystkich rozpatrywanych siatkach nieregularnych
i najgestszej siatce regularnej. Na osi pionowej wykresow oznaczono odlegtosci
w centymetrach mierzone od stopki szyny, a na osi poziomej wartosci naprgzenia
resztkowego w MPa.

W Tabeli 3 zebrano ekstremalne wartosci napr¢zen resztkowych wyznaczone na
kazdej z rozwazanych siatek identyfikowane przez liczbe podobszarow catkowa-
nia, odniesione do warto$ci uzyskanych na siatce najggstszej, traktowanych jako
warto$ci odniesienia. Stad kolumny tabeli oznaczone jako biqd zawieraja blad
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wzgledny procentowy danego rozwigzania w stosunku do rozwiazania na siatce

6400 podobszaréw catkowania.

Naprezenie Naprezenie
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Rys. 7.7. Sktadowa wzdluzna naprezen resztkowych na osi symetrii szyny
Tabela 3
Wartosci ekstremalne sktadowych tensora naprezen resztkowych na osi symetrii szyny
Naprezenie resztkowe [MPa]
Siatka B blad [° r 0 B 0
o ad [%] Oy btad [%] o, btad [%]
406 -149.132 -28.67 - - -128.721 -27.96
88.968 40.15 102.438 81.67 49.080 16.55
418 -153.735 -26.46 -3.628 -121.08 -139.829 -21.74
95.339 35.87 68.756 21.93 39.707 32.49
430 -193.980 -7.21 -89.182 -5334.61 -178.343 -0.19
78.797 46.99 99.710 76.83 40.961 30.36
442 -182.082 -12.91 -36.731 -2138.33 -166.848 -6.62
119.571 19.57 67.555 19.80 50.264 14.54
400 -108.743 -47.99 - - -77.797 -56.46
77.565 47.82 116.472 106.55 47.220 19.71
1600 -180.820 -13.51 -23.854 -1353.63 -168.439 -5.73
127.965 13.92 67.917 20.45 57.074 2.96
6400 -209.063 - -1.641 - -178.675 -
148.658 - 56.388 - 58.815 -

Nalezy tu zwroci¢ uwagg, ze w kazdym z rozwazanych przypadkow z siatka
nieregularng uzyskano wskazanie lokalizacji ekstremow sktadowej wzdtuznej na-
prezen resztkowych (najistotniejszej z praktycznego punktu widzenia) zgodne z lo-
kalizacja na siatce najggstszej, pomimo iz siatki nieregularne zawieraja tylko okoto
6,5% podobszarow catkowania siatki najggstsze;j.

Na podstawie analizy zawartos$ci Tabeli 3 mozna réwniez stwierdzié, ze pierw-
sze trzy siatki nieregularne wydaja si¢ by¢ zbyt rzadkie (maksymalny btad
wzgledny procentowy wyznaczenia warto$ci ekstremalnych jest na poziomie 40%,
jezeli pomina¢ sktadowa pionowa, dla ktorej pierwsze dwie siatki sa ewidentnie
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nicodpowiednie). Najgestsza z siatek nieregularnych ma 442 podobszary catkowa-
nia (czyli tylko okoto 10,5% wigcej niz najrzadsza z siatek regularnych) i pozwala
na uzyskanie wynikow zgodnych z wynikami uzyskiwanymi na posredniej siatce
regularnej, zwlaszcza jezeli ograniczymy si¢ do sktadowych poziomej i wzdtuzne;j
tensora naprezen resztkowych.

Tak wige wydaje sig, ze przedstawiony powyzej wskaznik bledu moze stanowic¢
efektywne wsparcie w analizie naprezen resztkowych, jezeli jesteSmy zaintereso-
wani oszacowaniem ekstremalnych wartosci tych napr¢zen w ciatach poddanych
obcigzeniom skupionym na niewielkich powierzchniach. Warto przy tym zwrocié
szczegdlng uwage na dobor podobszarow catkowania, ktore maja zosta¢ podzie-
lone, gdyz nawet niewielkie zmiany w ich liczbie znaczaco wptywaja na jakosc
koncowego rozwiazania.

8. Whnioski

W pracy przedstawiono dwa modele mechaniczne bgdace podstawa zbudowania
modelu numerycznego UMRS stuzacego do analizy naprezen resztkowych w cia-
fach poddanych obcigzeniom cyklicznie zmiennym powodujacym ich lokalne upla-
stycznienie. Przedstawiono wybrane wyniki testow sluzacych ustaleniu parame-
trow modelu numerycznego oraz wyniki obliczen przeprowadzonych dla rzeczy-
wistego obiektu, jakim jest szyna kolejowa. Zaproponowano dwa sposoby prowa-
dzace do przyspieszenia procesu obliczeniowego.

Przedstawione wyniki wydaja si¢ wskazywac, ze uzyskano model obliczeniowy
pozwalajacy na sprawne i bardzo konkurencyjne czasowo w stosunku do pelnej
sprezysto-plastycznej analizy przyrostowej wyznaczanie rozkladow naprezen
resztkowych w ciatach pryzmatycznych poddanych obciazeniom cyklicznie
zmiennym. W szczego6lnosci potwierdzono efektywnos¢ metody ortogonalizacji
przestrzeni zmiennych decyzyjnych przy rozwiazywaniu zadania nieliniowej mi-
nimalizacji [21] oraz zasadno$¢ stosowania w trakcie obliczen nieregularnych sia-
tek weztow o wlasciwie zlokalizowanych strefach koncentracji [27].
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Jacek Magiera”

ZBIEZNOSC ITERACYJNEJ ESTYMACJI BLEDU 4 PO-
STERIORI DANYCH EKSPERYMENTALNYCH METO-
DA APROKSYMACJI FIZYCZNIE UZASADNIONEJ

CONVERGENCE OF AN ITERATIVE 4 POSTERIORI ESTI-
MATION OF EXPERIMENTAL DATA ERROR BY THE
PHYSICALLY BASED APPROXIMATION

Streszczenie

W pracy przedstawiono wyniki badania zbieznosci iteracyjnej metody oszacowania
btedu a posteriori danych eksperymentalnych z wykorzystaniem aproksymacji fi-
zycznie uzasadnionej zastosowanej do pol naprezen resztkowych analizowanych
w szynach kolejowych badanych metoda neutronografii. Przedstawiona metoda nale-
zy do niestatystycznych metod analizy btedu danych pomiarowych i moze by¢ szcze-
golnie przydatna dla zastosowan w badaniach niszczacych, w przypadku ktérych nie
da si¢ wykona¢ serii badan dla tej samej probki w celu zbudowania statystyki bledu.
Dzigki wykorzystaniu podejscia hybrydowego, taczacego teorie badanych zja-
wisk z wynikami eksperymentalnymi i zatozeniami heurystycznymi (minimalizacja
krzywizny tensorowej mierzonego pola), mozliwa jest estymacja bledu w sposob ana-
logiczny do stosowanego w estymatorach typu Zienkiewicza-Zhu SPR (Superconver-
gent Patch Recovery) [1]. W proponowanym w pracy podejsciu biezace oszacowanie
btedu danego pola jest budowane w odniesieniu do pola wyzszej jakosci, jednak
w tym wypadku nie jest to pole aproksymacyjne wyzszego rzedu jak w estymatorze
ZZ, ale pole wygtadzone metoda aproksymacji fizycznie uzasadnionej. W pracy pod-
jeto probe wykazania zbiezno$ci oszacowan iteracyjnej metody estymacji bledu a po-
steriori 1 uzyskano jej numeryczne potwierdzenie.

Stowa kluczowe: analiza bledu a posteriori danych doswiadczalnych, aproksymacja
fizycznie uzasadniona, metody hybrydowe, trojwymiarowy stan naprezen resztkowych
w szynach kolejowych, neutronografia

Abstract

In the paper convergence of the iterative physically based method for estimation of
a posteriori error of neutron diffraction experimental data for rail residual stress was
investigated. The method belongs to non-statistical methods of experimental data
analysis and lends itself well to case of destructive testing which de facto prevent re-
petitive examinations of the same particular sample, thus also prevents of building
a true statistics for the sample. The cost of sample extraction and examination is usu-
ally prohibitive in that case. Thanks to application of a hybrid approach to the ad-
dressed problem that binds together physical, experimental and heuristic (minimisa-
tion of a tensor curvature functional) relations it is possible to estimate the error of

* Dr inz., e-mail: Jacek.Magiera@pk.edu.pl Katedra Technologii Informatycznych w Inzynierii,
Wyadziat Inzynierii Ladowej, Politechnika Krakowska.
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experimental data in a way similar to the well-known Zienkiewicz-Zhu SPR (Super-
convergent Patch Recovery) method [1]. In the approach proposed in this paper the
estimator is also built against a higher quality reference field but now it not a higher
approximation order field like in the case of ZZ estimator but a field that comes from
smoothing of experimental data with the physically based global smoothing method.
Numerical proof of convergence of the experimental data error estimates obtained by
this approach is presented in the paper.

Keywords: a posteriori error analysis of experimental data, physically based approx-
imation, hybrid methods, tri-axial rail residual stress

1. Wprowadzenie
Rozwazmy problem pomiaru pola tensorowego odksztatcen £(x), x = xq,x,

w dyskretnym zbiorze punkow x;,i = 1,2,.. K pewnego ciala A —rys. 1, dla ktore-
go zdefiniowane jest odwracalne odwzorowanie f{) do pola naprezen o(x):

o(x) = f(e(x). (M

Zatézmy tez, ze ciato to znajduje si¢ w ptaskim stanie naprezenia (PSN), w zwigz-
ku z czym tensor naprezenia z racji symetrii ma jedynie trzy roézne sktadowe:

o= [§;§ gg]. @)

Rys. 1. Cialo A, w ktorym dokonano pomiaréw odksztalcen £(x) w dyskretnym
zbiorze punktéw pomiarowych x*

Na rys. 1 pokazano dla ogdlnosci rozwazan sytuacje, kiedy cialo A o brzegu ze-
wnetrznym I moze mie¢ dwie strefy Ap 1 A., 1 dzielacy je wewngtrzny brzeg [y,
pozwalajaca opisa¢ przypadek wystepowania np. strefy sprezystej i plastycznej
w ciele, dla ktorych beda obowiazywac rdzne prawa fizyki.
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W rozwazanym przypadku pomiarow stanow resztkowych w szynach kolejo-
wych metoda neutronografii [2] oprocz przyjecia PSN zalozymy, ze przy odcigze-
niu stan resztkowy generuje liniowy zwigzek miedzy polem naprezen i odksztat-
cen, co pozwoli — wobec relacji (1) — sformutowa¢ metode globalng aproksymacji
fizycznie uzasadnionej wprost w przestrzeni naprezen. Zalozymy takze, ze z racji
niewielkiej objetos$ci probkowania V; pomiar metoda neutronograficzng jest punk-
towy, a jego wynik przypisany srodkowi cigzkosci probkowanej objetosci.

2. Metoda globalna aproksymacji fizycznie uzasadnionej

Metoda globalna aproksymacji fizycznie uzasadnionej zostata sformutowana
jako zadanie optymalizacji wielokryterialnej w obszarze ograniczonym. W kla-
sycznym sformutowaniu [3—7] zadanie znalezienia wygtadzonego pola naprezen
resztkowych  o(x), aproksymujacego  zbior K  wartoSci  pomiarowych
ai’j-, i,j= 1,2, k=1..K, spelniajagcego réwnania fizyki, rownania wynikajg-
ce z zadan heurystycznych, jak i pewne ograniczenia nierownosciowe, jest przed-
stawione jako dwuetapowa optymalizacja polegajaca na znalezieniu punktu stacjo-
narnego funkcjonatu hybrydowego ®(a, 1):

ming, ®(0,1) = 1®7(0) + (1 - )PE(a), A1€][0,1], (2)

przy zachowaniu warunkow, ze znalezione pole aproksymacyjne o(x) speinia
dane ograniczenia rownosciowe:

A(o) =0, 3)
1 nierownosciowe:
B(o) <e. 4)

We wzorze (2) ®T (o) to funkcjonat reprezentujacy teoretyczng czesé¢ wymagan,
ktére powinno spetnia¢ poszukiwane pole naprezenia (np. repezentujacego zasade
minimum energii albo warunek gtadkosci, czyli lokalnego tlumienia szumu, ktory
wnosi w rozwigzanie btad danych pomiarowych), a ®F (o) to funkcjonat zwigzany
z eksperymentem, chronigcy pole aproksymacyjne a(x) od zbytniego odejscia jego
przebiegu od powierzchni, ktéra by byla wygenerowana jako czysta interpolacja
danych pomiarowych (bez spetniania zadnych dodatkowych ograniczen). Udziat
wymagan teoretycznych (np. minimalizacji energii) i przeciwstawnych im wyma-
gan zwigzanych z zachowaniem wzglednej wiernosci danym eksperymentalnym
reguluje parametr A € [0,1], ktory jest traktowany jako ustalony na danym kroku
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minimalizacji po o(x) funkcjonatu hybrydowego (2). Nie jest on jednak z gory
znany, dlatego praktyczne rozwigzanie zadania metody globalnej wymaga sformu-
fowania w drugim etapie dodatkowego kryterium zakonczenia optymalizacji. Jedna
z mozliwos$ci — jesli jest znane dobre oszacowanie lokalnych bledow pomiarowych
w poszczegdlnych punktach pomiarowych lub globalnego biedu, np. w sensie war-
tosci $rednich czy maksymalnych — jest prowadzenie sekwencji rozwigzan zadania
(2)~(4) przy zwigkszanej sukcesywnie wartosci parametru A do momentu,
w ktorym spelnione zostang ograniczenia nierdéwnosciowe (5)—(6) monitorujace
odejscie pola aproksymacyjnego a(x) od wynikajacego z pomiaréw dyskretnego
pola warto$ci pomiarowych Uilj-, i,j=12, k=1..K:

e |lokalne:
of —of PP < Ack, i,j=12, k=1.K (5)
e globalne:
[t B o .
ij=1% &k=1 (Acﬁ)z = A0gobal-

We wzorach (5)—(6) budowane sg roéznice migdzy pomiarem w danym punkcie
pomiarowym x' (a raczej jego reprezentacja w przestrzeni naprezen) ai’j- =f (ei"j),
a jego cigglym przyblizeniem polem aproksymacyjnym o(x), reprezentowanym

lokalnymi wartosciami sktadowych tensora naprezenia w kolejnych punktach po-

. k appr Lo . . ;s .
miarowych o; i PPT Réznice te sa ograniczane lokalnymi wartoéciami btedu po-

miaru wyrazonego w sktadowych naprezenia o0y, i, j = 1,2 w kolejnych punktach
pomiarowych Aai’}"-,
Adgiopar W przypadku ograniczen typu globalnego. Wzory (5) i (6) sg formalnie
zapisywane w skladowych tensora naprezenia dlatego, ze nie w kazdym punkcie
muszg by¢ mierzone dane o &(x) dostateczne do wyznaczenia wg réwnania (1)
wszystkich sktadowych pola naprezenia w danym punkcie pomiarowym.

k = 1..K dla ograniczen lokalnych lub wartoscig srednia bledu

Sformutowanie (2)—+6) jest zapisane w sposob ogdlny, dla zastosowan
w praktycznych analizach wymaga wyspecyfikowania postaci teoretycznej ®7 (o)
i eksperymentalnej ®F (o) czesci funkcjonatu hybrydowgo (2) oraz szczegdtowego
zapisu warunkow rownosciowych (3) i nierdwnosciowych (4). W rozwazanym
przypadku analizy danych dla stanéow resztkowych w szynach kolejowych bada-
nych metoda uko$nych przekrojow [3—5] funkcjonat teoretyczny @7 (o) przyjeto
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jako niezmienniczag wobec obrotu krzywizne pola tensorowego o wg definicji
Karmowskiego [6]:

®T(o) = | Ay K2dA, (7)
gdzie k? jest zdefiniowana jako:

0’0, 0°c,
o)== [0 % 4
o 2x ov? ov , (8)

a % jest pochodng kierunkowa pola naprezenia catkowang po pelnym kacie
[0, 27]. Natomiast funkcjonat eksperymentalny ®F (¢) zostat zdefiniowany jako

1
®F(0) = Xfj=1 EZE=1 (

©)

czyli w klasycznym sensie wazonej metody najmniejszych kwadratow MWLS [8].
Znajdujace si¢ w mianowniku wyrazenie (Aal-’j-)p ma sens wspotczynnika wago-
wego wyrazajgcego stopien zaufania do pomiaru sktadowej o;; napre¢zenia
w k-tym punkcie pomiarowym. Wyktadnik p zostal wprowadzony dla lepszej kon-
troli nad procesem filtrowania danych stabej jako$ci. Ograniczenia rownos$ciowe
w przypadku samozrownowazonego pola naprezen resztkowych zostaty zdefinio-
wane jako:

e rOwnania rOwnowagi wewnetrznej:
0ijj =0 w A=A, UA,, (10)
e rOwnania rownowagi na brzegu:
o;jnj =0 na 0A, (11)

e rownania rownowagi w catym przekroju (wypadkowe sil i momentu):
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[ o.da=o0,
[ o,d1=0, "
[ o,d1=0,

[lo,+0,)y=(0,+0,)xld1=0.

Warto podkresli¢, ze dzigki sformulowaniu w naprezeniach réwnania fizyki,
ktére beda wymuszane na polu aproksymacyjnym naprezen, sa zawsze prawdziwe
i nie obejmuja rownan konstytutywnych, ktore z definicji niosa pewna dozg¢ nie-
pewnosci, jako ze sg modelem rzeczywistosci, a nie obiektywnym prawem fizyki.
Pozwala to traktowa¢ otrzymane z metody globalnej pola aproksymacyjne napre-
zenia jako statycznie dopuszczalne, co jest sporg zaleta w stosunku do klasycznych
metod numerycznego opracowania i ulepszania danych eksperymentalnych,
w ktérych otrzymane na podstawie obarczonych btedem pomiarowym mapy na-
prezen sa ulepszone czysto matematycznymi metodami wygladzania, w zwigzku
z czym pola aproksymacyjne zazwyczaj nie spetniaja zadnych praw fizyki obowia-
zujacych dla mierzonych eksperymentalnie warto$ci.

3. Iteracyjna metoda analizy bledu a posteriori metoda globalna

Kluczem do budowy iteracyjnej metody estymacji btedu a posteriori pola
uzyskanego z badan eksperymentalnych z wykorzystaniem metody globalnej
aproksymacji fizycznie uzasadnionej jest znalezienie ulepszonego pola aproksyma-
cyjnego badanej wielkos$ci fizycznej — w rozwazanym przypadku pola naprezen —
ktére mogloby by¢ potraktowane analogicznie do podej$¢ estymacji btedu a poste-
riori w klasycznych metodach numerycznych, np. wg koncepcji estymatora SPR
Zienkiewicza-Zhu [1] jako referencyjne pole wyzszego rzedu. Wprawdzie w przy-
padku fizycznie uzasadnionej analizy danych eksperymentalnych nie mamy do
czynienia ze zjawiskiem nadzbiezno$ci w aproksymacji pdl eksperymentalnych,
tylko z uzyskaniem wygladzonego pola spetniajacego zadane rownania fizyki
i realizujgce postulat eliminacji z pol pomiarowych btedow. Bledy te sa zwigzane
badz z losowym szumem wysokiej czestotliwosci (btad przypadkowy zwigzany
z wptywem roznych czynnikow na fizyke pomiaréw), badz bledéw systematycz-
nych zwigzanych np. z nieadekwatnym opisem fizyki modelu (np. w przypadku
neutronografii zaburzona siatka krystaliczna w wyniku ekstremalnych efektow
plastycznych i blokad dyslokacji na granicy ziaren) czy — takze w przypadku badan
neutronograficznych — efektami brzegowymi i dodatkowym rozproszeniem wigzki
neutronow przy brzegu badanego ciata spowodowanych efektem tzw. czgsciowego
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oswietlenia (ang. partial illumination) probkowanej objetosci. Majac ulepszone
w stosunku do oryginalnego pola pomiarowego pole aproksymacyjne, tatwo mozna
zbudowac oszacowanie btedu kazdej sktadowej pola napr¢zenia ze wzoru:

Aol = ok — o PPT|, ij =12, k=1.K. (13)
Jednak konfrontacja tego wzoru ze sformutowaniem metody globalnej (2)—(4), oraz
w szczegdlnosci definicjg funkcjonalu eksperymentalnego ®£(a) ze wzoru (9)
prowadza do wniosku, ze oszacowanie btedu a posteriori wg definicji ze wzoru
(13), ktore sig uzyskuje w wyniku minimalizacji funkcjonatu hybrydowego i znale-
zieniu ulepszonych pol aproksymacyjnych zostato wyznaczone dzigki wczesniej-
szej znajomosSci tego oszacowania, wprowadzonego w mianowniku funkcjonatu
eksperymentalnego (9) jako waga wyrazajaca zaufanie do danych eksperymental-
nych dla danej sktadowej napre¢zenia g;; w danym punkcie pomiarowym k. Jest to
oczywiscie niewykonalne wprost, dlatego potrzebna jest procedura iteracyjna,
w ktorej w zerowym (startowym) kroku wagi te zostang przyjete arbitralnie, np.
jako rowne sobie i wszystkie rowne jednosci (14) albo jak we wzorze (15) jako

inne ustalone warto$ci startowe Aai’;, by¢ moze rozne dla kolejnych skladowych
i kolejnych punktéw pomiarowych, przyjete na podstawie dodatkowej wiedzy

0 pomiarze czy jego fizyce:

A% =1,vij=121iVk=1,.K (14)

A%f = Ao}, Vij=12ivk=1.,K (15)

Tak dobrane wagi startowe Aoai'j- zostang wprowadzone do definicji funkcjo-
nalu eksperymentalnego (9), a dokonujgc minimalizacji funkcjonalu hybrydowego
(2)—(4) z tak przyjetymi wstepnie wagami, mozna zbudowac iteracyjny ciag aprok-
symacji, w ktorych pierwotnie arbitralnie dobrane wagi zostang sukcesywnie za-
stepowane wyliczanymi w kolejnych iteracjach zadania m-tymi przyblizeniami
wag, czyli kolejnymi oszacowaniami bledu a posteriori danych eksperymentalnych
wg wzoru:

AMol = |ok =MLk PP ij=12, k=1.K m=1.,M (16

gdzie indeks m numeruje iteracje procesu.
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Podobnie jak w przypadku wielu metod iteracyjnych powstaje pytanie, czy
podejscie, w ktorym arbitralnie przyjmuje si¢ punkt startowy jest zbiezne, czy jest
jaki$ obszar doboru punktu startowego, dla ktorego metoda jest zbiezna i obszar,
dla ktérego zbiezno$¢ moze by¢ problematyczna. Niniejsza praca probuje odpo-
wiedzie¢ na te pytania, positkujac si¢ metoda symulacji numerycznych, brak bo-
wiem dla metody globalnej podstaw matematycznych pozwalajacych zbudowaé
takie oszacowania i udowodni¢ zbiezno$¢ metodami analitycznymi. Powodem
braku takiego dowodu jest przede wszystkim charakter danych pomiarowych, ktory
moze by¢ zasadniczo rézny od zbioru do zbioru. W przypadku szyn kolejowych
badanych metoda neutronografii wynik wygtadzania jest uzalezniony od jakosci
iilosci danych, pozyskiwanie danych i pomiar majg charakter statystyczny.
Z punktu widzenia mechaniki czynnikiem niekontrolowanym jest np. historia de-
formacji materialu w zakresie plastycznym i jej konsekwencje na model materiatu:
w ekstremalnych warunkach obcigzenia moze dochodzi¢ do przemian fazowych,
ktére zmieniaja siatke krystaliczna, czyniac wyznaczanie stalej dy (odlegtosci
plaszczyzn krystalicznych w nieobcigzonym ciele [2]) takze procesem losowym,
podatnym na btedy, ktore trudno oszacowac. Stad jedyna opcja badania zbieznosci
wydaje si¢ podejscie numeryczne, w ktorym wnioskowanie oparte jest na wyni-
kach szerokiego spektrum réznorodnych testow numerycznych.

4. Testy zbieznosci iteracyjnej metody estymacji bledu a posteriori
danych doswiadczalnych dla réznych strategii doboru wag

Rozwazono i zbadano kilka strategii doboru wag startowych w celu przeanali-
zowania dziatania metody, jako$ci i zbiezno$ci wynikow, ktore sa mozliwe do
osiggnigcia 1 dzieki temu, na bazie wykonanych testéw numerycznych, uzyskania
racjonalnych przestanek dla weryfikacji zbiezno$ci metody i jej przydatnosci do
praktycznych jej zastosowan.

Testy wykonano dla probki szyny kolejowej typu RE132 stosowanej w USA,
ktéra byta zainstalowana w torowisku badawczym US DOT, Transportation Tech-
nology Center (TTC) w Pueblo, TX i poddana kontrolowanemu rezimowi obcigzen
co do catkowitego tonazu, jak i jednostkowego nacisku na 0$ (39 ton) [2]. Szyna po
wyjeciu z torowiska zostata pocieta na probki wg schematu czteroprobkowej wersji
metody ukosnych przekrojow [5]. Na rys. 2a pokazano schemat trepanacji, a na
rys. 2b zdjecie szyny pocigtej na probki o grubosci ok. 6.35 mm (1/4 cala). Kazda
z czterech probek zostata poddana analizie metoda neutronograficzng w podlegtym
pod US Dept. of Commerce osrodku badan neutronowych CNR/NIST w Gaithers-
burgu, MD. Rys. 3 pokazuje probke szyny zamocowang w trojosiowym refrakto-
metrze BT-8 dla badania naprezen resztkowych w celu wyznaczenia w niej pla-
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skiego stanu naprgzenia. Na rys. 4 przedstawiono siatke 364 punktow pomiaro-
wych, w ktorych dokonano pomiaréow dyfrakcyjnych (objetos¢ skanowana to
3x3x3 mm) oraz aktualny profil szyny po wyjeciu z torowiska z widocznym zuzy-
ciem i brakiem symetrii.

szyny (b)

Rys. 3. Probka szyny w refraktometrze BT-8 oraz idea pomiaréw neutronograficz-
nych [2]
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Rys. 4 Profil uzywanej szyny RE132 oznaczonej w [2] jako probka #5

Analiza metoda neutronograficzng polega na naswietlaniu malego fragmentu
objetosci ciala neutronami o odpowiedniej energii/dlugosci fali uzyskanymi z reak-
tora atomowego, a nast¢pnie pomiarze kata dyfrakcji neutronow od ptaszczyzn
krystalograficznych tego ciata. Dla danego typu materiatu, w stanie nieobcigzo-
nym, istnieje zalezno$¢ miedzy odlegtoscia niezdeformowanych ptaszczyzn krysta-
lograficznych dy a katem, pod jakim nastgpuje rozproszenie wigzki. Jesli ciato —
araczej jego siatka krystalograficzna — poddana jest deformacji obcigzeniami
czynnymi lub zostala trwale zdeformowana w wyniku ruchu dyslokacji w procesie
plastycznym i znajduje si¢ w stanie napr¢zen resztkowych, to odleglosci miedzy
plaszczyznami krystalograficznymi ulegaja zmianie 1 w zwigzku z tym kat rozpro-
szenia wigzki neutrondw bedzie inny. Jezeli znany jest parametr dy oraz kat rozpro-
szenia wigzki neutronow, ktdry z prawa Braga moze by¢ przeliczony na aktualng
odlegto$¢ migdzy ptaszczyznami krystalograficznymi d, to réznica migdzy wielko-
Sciami dy 1 d moze wprost sluzy¢ do znalezienia odksztalcenia w analizowanym
kierunku krystalograficznym hkl z klasycznego wzoru:

Shkl — d_dO’ (17)
do

a po wykonaniu kilku ekspozycji z r6znymi kombinacjami katow (¢, ) do wy-
znaczenia pelnego tensora odksztalcenia ¢;5,i,j = 1,2. Dzigki standardowo przyj-
mowanej w przypadku odcigzenia liniowej relacji miedzy odksztatceniem i napre-
zeniem wg wWzoru:

1
Epp = ESZ (hkl) [(011c08%@ + 05,5in%@ + 01,5In2¢)sin?y + (18)
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+(013€08¢ + 0,35inQ)sin2y + 0;,c0s%@ + g33c08% Y]+

+5;(hkl)(011 + 025 + 033)

mozliwe jest uzyskanie pola napr¢zenia w badanym ciele. Zazwyczaj katy (¢, )
przyjmuje si¢ jako (0,0), (0,90), (90,90) dla wyznaczenia napr¢zen oy, i =
1,2, 3 (bez sumacji po indeksie i), a dla wyznaczenia naprezen $cinajacych sg to
zazwyczaj katy (30, 90) i/lub (60,90).

4.1. Testy numeryczne zbieznos$ci iteracyjnej metody analizy bledu a posteriori
metoda globalna

Program testow dla zbadania zbiezno$ci estymacji bledu a posteriori danych
eksperymentalnych metoda globalng aproksymacji fizycznie uzasadnionej obej-
mowat wiele analiz powtarzanych dla réznych strategii doboru wag poczatkowych
(14) 1 réznych strategii doboru wyktadnika p. Wykonano je dla wszystkich 4. pro-
bek T1, 02/ O3 i T4 szyny RE132 #5. Program testow przedstawiono w Tabeli 1.

Tabela 1. Plan testow

Test |Strategia doboru | Wykladnik p Uwagi i objasnienia
# Aoag}

1 Aoo'l.’;. =1 p=1 Podstawowy wariant MNK

2 Aoo'l.’;. =1 p=2 Silniejsze wazenie, wzmocnienie
punktow o niskim bledzie i oslabie-
nie punktéw o znacznym biledzie

3 p=1 wpierwszym |Metoda posrednia, w pierwszym
A0gk = 1 kroku (m=1) kroku wagi nie wprowadzaja silnego
9ij = rozréznienia dobrych i ztych punk-

p=2 wkolejnych | pomiarowych, potem przyspie-

krokach (m>1) szenie obliczen
4 0.1 kat. pkt. 1| p=1 Kat. 1 (kategoria punktu 1) — punkty
Aoailj ={ 1 kat.pkt.2 z wngtrza gtowki szyn; Kat. 2 —
10 kat. pkt. 3 dane w pkt. z obszarow bliskich

brzegu (zjawisko utraty jakosci
spowodowane ,,czeSciowym oswie-
tleniem”); Kat. 3 — dane ze strefy
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pod powierzchnig toczna, ekstre-

malne bledy
5 Aogi’; p=1 Kategorie punktow jak wyzej; w
10 kat. pkt. 1 tescie #5 — odwrotnie jak w tescie
= 1 kat. pkt. 2 #4 — punkty z wnetrza glowki szy-
0.1 kat. pkt. 3 ny, gdzie bledy met. neutronogra-

ficznej sa zasadniczo najmniejsze,
maja najstabszy wplyw na wynik,
najsilniejszy wptyw na wynik maja
punkty o potencjalnie ekstremal-
nych bledach; test przecigzeniowy

6 A¢f =RND1() |p=1 Wagi losowe, btad [0, 15 MPa]

7 A¢f = RND2() |p=1 Wagi losowe, btad [0, 150 MPa]

Zbiezno$¢ jest badana w normach L2 i maksymowe;j:

(5" =3/, ("E) aa, (19)

Ey™ = maxy (MEf), (20)
gdzie:

ME;* = |amak — am ok (1)

Z racji duzej ilo$ci materiatu graficznego uzyskanego w analizach i ograni-
czonego miejsca, w niniejszej pracy przedstawione beda tylko niektore przyktado-
we wyniki prezentujace mapy pol aproksymacyjnych, wykresy zbieznosci wag
i norm btedu.

4.2. Wyniki testéw zbieznoS$ci

4.2.1. Test #1

W tesdcie #1 przyjeto naturalne parametry startowe: wagi jako jednorodne pole
jednostkowe Aoai'j- = 1 (pomiary we wszystkich punktach maja ten sam stopien
wiarygodnosci) oraz wyktadnik p we wzorze (9) jako p = 1. Test ten zostal wy-
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konany dla wszystkich serii pomiarowych T1, O2, O3 i T4 szyny, a takze dla ,,wir-
tualnych” probek usrednionych Taye i Oave'. Wyniki tego testu zaprezentowane bedg
dla prébki Ty, dla innych probek osiagnieto wyniki prowadzace do takich samych
wnioskow.

Razem z iteracja zerowa, czyli dla wag startowych przyjetych jak powyzej,
w tescie tym wykonano lacznie 5 krokow iteracyjnych. Wyniki zebrano w Tabe-
lach nr 2-5.

Tabela 2. Wyniki testu #1 — Probka #5 Tay,, Iteracja #0

Ox /DOy ayy/Aayy Oxy/D0yxy

o,, Sample #5T (avg) Experimental o, Sample #5T (avg, Experimental o, Sample #5T (avg, Experimental

Pomiar eksperymentalny

! Usrednianie ma sens w przypadku pomiaréw nominalnie tych samych pdl, z racji

statystycznego charakteru czesci bledéw pomiarowych ma szanse je zredukowac i popra-
wi¢ wyniki finalne.
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Sample #5T(avg) GV..,,.,,, PassC Oy Sample #5T(avg) GV ., Pass €
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® Mapy bledu a posteriori sktadowych naprezenia — pierwsze przyblizenie
g (zarazem wagi dla kolejnej iteracji #1)
<
B Ao, Sample #5T(avg) Error map for GM smoothened Data - Pass C 4, Sample #5T(avg) Error map for GM smoothened Data - Pass C Aoy, Sample #5T(avg; Error map for GM smoothened Data - Pass C
1) s
[y

Poniewaz po drugim kroku zasadniczo rozwigzania w napr¢zeniach, jak i wagi si¢
stabilizuja, przedstawione wyniki pomijajg rozwigzania dla krokéw nr 2 i 3, jesli
chodzi o mapy naprezen i mapy wag, natomiast w Tabeli nr 5 zebrano wyniki ana-
lizy zbiezno$ci i normy btedow wag dla wszystkich krokow iteracyjnych. W Tabeli
nr 2 zamieszczono takze mapy surowych danych pomiarowych dla zobrazowania
jakos$ci danych pomiarowych i jako odniesienie dla wygladzonych rozwigzan pola



109

aproksymacyjnego a. Mapy te shuza takze na kazdym kroku do szacowania btedu a
posteriori danych eksperymentalnych i budowy wag. Dla pelniejszego obrazu dla
tej probki zaprezentowano wszystkie sktadowe ptaskie naprezenia.

Tabela 3. Wyniki testu #1 — Probka #5 Tay,, Iteracja #1

Oxx / AO-xx

ayy /Aoy,

Oxy /Dy

Iteracja #l1

o, Sample #5T(avg) G, Pass -

o, Sample #5T(avg) GN,...,, Pass *
"

a5, Sample #5T(avg) GV, Pass -

Mapy bledu a posteriori

sktadowych naprezenia (zarazem wagi iteracji #2)

Ao, Sample #5T(avg) Eror map for GM smoothened Data - Pass 1

N
v‘?‘»‘g{% )

N

N5

-60

Aoy, Sample #5T(avg, Error map for GM smoothened Data - Pass 1

Ao, Sample #5T(avg) Error map for GM smoothened Data - Pass *
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Tabela 4. Wyniki testu #1 — Probka #5 Tavg, Iteracja #4 (ostatnia)

Oxx / Ao-xx

oyy /Aoy,

Oxy /A0y,

Iteracja #4

o, Sample #5T(avg) GV, Pass 4

o, Sample #5T(avg) GV, Pass 4

o, Sample #5T(avg) GV, Pass4

Mapy bledu a posteriori s

ktadowych naprezenia (zarazem wagi iteracji #5)

Ao, Sample #5T(avg) Error map for GM smoothened Data - Pass 4

Ao, Sample #5T(avg) Error map for GM smoothened Data - Pass 4

lac,,, Sample #5T(avg) Error map for GM smoothened Data - Pass 4

Analiza wynikéw z Tabel 2-4 pozwala konkludowaé, ze zaréwno same

aproksymacje pola naprezenia, jak i rozktady wag praktycznie nie roznig si¢ mig-
dzy sobag wizualnie, poza przypadkiem wag otrzymanych po iteracji #0 (dla wag
startowych przyznajacych de facto ten sam kredyt zaufania wszystkim punktom
pomiarowym) i po kroku #1. Roznice wida¢ szczegdlnie dla sktadowej oy,
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w skrajnych punktach powierzchni tocznej i w strefie kontaktu dwupunktowego
(prawa pionowa cze$¢ profilu szyny), gdzie materiat podlegat ekstremalnym obcia-
zeniom, tarciu, zgniotowi i plastycznemu ptynigciu. Zauwazenie roéznic migdzy
mapami bledow w Tabelach 3 i 4 (po pierwszym i czwartym kroku iteracyjnym)
jest juz znacznie trudniejsze i dopiero analiza danych réznicowych i norm btedow
liczonych ze wzoréw nr (19) 1 (20) pozwalaja te roznice zmierzy¢
i zobiektywizowa¢ — Tabela 5.

Analiza zbieznosci wag (Tabela 5) prowadzi do wniosku, Zze zasadniczo z
kroku na krok mamy do czynienia z procesem zbieznym, cho¢ zdarzaja si¢ nie-
wielkie wahnigcia w normach btedu. Jest to widoczne np. dla kroku nr 3 dla skta-
dowej oy, gdzie po osiggnieciu dla normy L, wartosci 2,87 MPa w drugim kroku
(m=2), wartos$¢ ta podnosi si¢ do poziomu 3.37 MPa w kroku nr 3.

Tabela 5. Wyniki testu #1 — Probka #5 Taye, zbiezno§¢ wag

m k_ m k _ m k _
Eyx = Eyy = Exy =

m_k _ Aam—-1_k m _k m—1 __k m -k m—1 __k
|A" 0%, — Ao |A ayy — A Uyyl |A Oyy =AD" "0y

Ao, Sample #5T(ava) GV, (W1-WO; Ao, Sample #5T(ava) GV, (W1-W0)

Normy btedu dla m=1

_ 1 = 1 - 2 1 2
@t =g [ Ceayaa |E) =5 (Y (FLo) =7 CE5)'aa
=9.61 MPa = 14.10 MPa = 7.76 MPa
Exxlmax = max;j i ( "Eky) Exxlmax = max;j i ( "Eky) Exylmax = max;; . ( 'EXy)

=121.98 MPa = 1360.37 MPa =42.01 MPa
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Ao, Sample #5T(@vg) GV, (W2-W1,

Aoy, Sample #5T(@vg) GV, (W2-W1,

Lo )

2o, Sample #5T(@vg) GV, (W2-W1,

1 1 1

0 L
m
-204

- -40-| - -40-| -
- -60- N - -60- -
T T T T T T
-20 a 20 -20 a 20
[\
Il 5 o 5
E = z = = < . = < s
#* = = o s o>
= B = : = :
Normy bledu dla m=2
— 1 2 — 2 1 2 = 2 1 2
B =5 [ (%65 da (B%)" =5 [ (lyYda (F20)' =5 [ (PB5)'as
A A A
= 2.87 MPa = 2.93 MPa = 2.01 MPa
Exxzmax = maxij,k( ZEJIccx) Exxzmax = maxij,k( ZE)’c‘x) Exyzmux = maxij,k( ZE)’CCJ’)
= 18.24 MPa = 23.99 MPa = 11.04.16 MPa
g, Sample #5T(ava) GV, ., (W3-W2) Aa,, Sample #5T(avg) GV, (WB-W2) Ag,, Sample #5T(avg) GV, (W3-W2)
od 1 1 1 0 1 1 1 od 1 1 1
' 0
fr_\ )0 D /,_\
-404 - -40- - -404 -
-60- ° - -60- - -60- -
T T T T T T T T T
-20 a 20 -20 a 20 -20 a 20
o
Il g B %
E = - - = -~ = s
o s = e E
= = > = e = -
Normy btedu dla m=3
_ 1 2 _ 2 1 2 = 2 1 2
B =7 [ (6L da (B =5 [ CryYda (F0) =5 [ CEb)as
A A A
= 3.37 MPa = 2.08 MPa = 1.55 MPa
Exxsmax = maxij,k( 3E:lccx) Exxsmax = maxij,k( 3E)’c‘x) Exy max =ma ii.k( 3E9]fcy) =3

= 69.10 MPa

= 17.88 MPa

= 13.35MPa
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Ao, Sample #51(avg) GV~ (Wa-W3] o, Sample #5T(@va) G, (WaW3, . Sample #5T(@va) GV (WA-W3,

1 1 1 1 1 1 1 1 1

-20- = 20

m h
O
-40 + -40 = -40 +
.sua\c_ﬁ/» -sna\_ﬁ» -sua\_/k

Normy btedu dla m=4

- 1 _ 1 N 2
(B =7 [ (‘E5)'da (B')" =3[ (*E)'da () = 7] (‘b)Y as
= 5.09 MPa = 3.27 MPa = 3.31 MPa

B g = maxjic(“EXy) B g = maxijic( “EX) %" max = Mm% “EXy)

= 51.40 MPa = 19.58 MPa = 17.55 MPa

Jeszcze bardziej jest to widoczne dla normy maksymowej, gdzie wartos¢
Eyy? = 18.24 MPa w kroku m=3 zwicksza si¢ do E,,>. _=69.10 MPa w kro-

XX max X max

ku trzecim. Jednak wynik ten nie jest powielany dla sktadowej o, co moze ozna-
czaé, ze ze wzgledu na sprzgzenie w metodzie globalnej wszystkich sktadowych
napregzenia w jednym funkcjonale hybrydowym, nastepuja czesciowe redystrybucje
sktadowych pola naprezenia w punktach o szczegdlnie duzym biedzie pomiaro-
wym. Jezeli porownamy mapy roznicowe 3D wag dla sktadowej o, w Tabeli 5
dla m=2 1 m=3, to wdrugim kroku rozktad lokalnych réznic wag w obszarze
glowki wykazuje jeszcze sporo fluktuacji, podczas gdy w trzecim kroku rozktad
ten jest praktycznie catkowicie ptaski, cho¢ lokalnie — w lewej skrajnej czesci po-
wierzchni tocznej — rozktad ten nie jest ptaski, co wlasnie wykrywa norma maksy-
mowa. Nie jest to jednak dowod na brak zbieznosci metody, poniewaz kolejny
krok (m=4) znowu prowadzi do zmniejszania wartosci norm btedu z kroku m=3.
Jak sie wydaje, estymacja a posteriori danych eksperymentalnych metoda globalna
ma swoje odrebne cechy i skok normy réznicy wag nie musi oznaczaé utraty
zbieznos$ci — raczej pewne wewnetrzne przewarto$ciowanie stopnia zaufania do
pomiardéw i korekte wezesniejszych oszacowan.
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4.2.2. Test #2

W tedcie #2 przyjeto wagi startowe takie same jak w teScie #1, natomiast wy-
ktadnik p zostat przyjety jako rowny 2. Celem testu byto zbadanie, jak podniesienie
wag do potegi wyzszej niz 1 wplynie na tempo zbiezno$ci. Teoretycznie punkty
pomiarowe o dobrej jakosci maja wagi o niewielkich warto$ciach (w niektorych
punktach zmierzaja nawet do zera), natomiast wagi dla punktow o duzych btedach
maja wartosci rzedu nawet setek MPa. Podniesienie tych wartos$ci do potegi wigk-
szej od 1 powinno prowadzi¢ w takim razie do zwigkszenia udziatu w funkcjonale
eksperymentalnym (9) pomiaréw o oszacowanej dobrej jako$ci (zwlaszcza tych,
dla ktérych wagi beda mniejsze od 1) i dodatkowego ostabienia punktow z pomia-
rami o niskiej jakosci (np. btad w punkcie rzgdu 100 MPa bedzie generowat wage
rzedu 1/10 000, czynigc praktycznie dany punkt pomiarowy zaniedbywalnym).
W testach dla probki T4 szyny #5 wykonano 3 kroki iteracyjne. W Tabelach 68
zebrano wyniki dla wszystkich sktadowych ptaskiego stanu naprezenia: oyy, 0y,
oraz oyy, a w Tabeli 9 mapy wag i rozklady réznic wag — co do bezwzglednej
wartos$ci — wyliczanych wg (21). Te ostatnie mapy obrazuja zbiezno$¢ lokalng wag.

Jak mozna zaobserwowac na rysunkach zamieszczonych w Tabelach 6-8,
proces iteracyjny dla pola napr¢zenia takze i w tym przypadku jest zbiezny, zasad-
niczo rozwigzania po drugim kroku iteracyjnym nie sg znaczaco rézne od tych
otrzymanych po kroku pierwszym. Mapy bledow dla poszczegdlnych sktadowych
takze si¢ stabilizujg po drugim kroku, zasadnicza poprawa oszacowania btedu na-
stepuje pomigdzy pierwszym a drugim krokiem iteracyjnym. Na rysunkach w Ta-
beli nr 9 pokazano rozklady réznic bezwzglednych wartosci kolejnych serii wag
mEl-kj, obliczonych na m-tym kroku wg wzoru (21) oraz wartosci norm btedu obli-
czonych wg wzoroéw (19) 1 (20).

Interesujaca obserwacja z analizy bledu a posteriori uzyskanych metoda glo-
balng (rysunki map biledu w Tabelach 6-8) jest uderzajaca zgodnos$¢ lokalizacji
obliczanych btedow z obszarami szyny, w ktérych btedow tych mozna by si¢ spo-
dziewa¢ na zasadzie racjonalnego rozumowania: sa to powierzchnia toczna,
w poblizu ktorej najwigksze btedy sa wyliczane dla wszystkich sktadowych napre-
zenia, strefa materialu startego obrecza kota (prawy gorny rog szyny) oraz charak-
terystyczny niewielki szpic utworzony na peryferiach powierzchni tocznej po lewej
jej stronie, ktory powstat w wyniku plastycznego plyniecia materiatu szyny w wa-
runkach ekstremalnego obcigzenia.



Tabela 6. Wyniki testu #2 — Probka #5 T4, Iteracja #0
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Oxx / AO-xx

oyy/Aay,y

Oxy /A0y,

o, Sample #5T2 Experimental

a,, Sample #5T2 Experimenta

o, Sample #5T2 Experimenta

>

=)
p—
8

=}

£

[P}

o

172)
-

o

s
1 g

g 0

S |a
o~ 0o

oy
0, Sample #6T2 G, Pass €

—

(0]

s
Re]

—
o —

on

=

I

g |~

< . i jng
— 209 2q 0

I 1 d - 2

S = = = S s =
8 = = = - pe P
—

Mapy btedu a posteriori (zarazem wagi — po podniesieniu do kwadratu —

dla iteracji #1)
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Aa,, Sample #5T2 Error map for GM smoothened Data - Pass 0 ba,, Sample #5T2 Error map for GM smoothened Data - Pass 0 Ag,,, Sample #5T2 Error map for GM smoothened Data - Pass 0

04

Sa to miejsca, gdzie materiat ewidentnie byt poddany ekstremalnym deformacjom
plastycznym, by¢ moze dochodzito nawet do przemian fazowych (hartowanie plus
ogromne ci$nienia od wysokiego tonazu skupione na niewielkiej powierzchni
gtowki). Ksztatt zdeformowanej gléwki szyny dowodzi, ze miato miejsce spore
zuzycie materiatu, ponadto nukleacja szczelin i mikropeknie¢, blokada dyslokacji
czy segregacja zanieczyszczen na granicach ziaren. Wszystkie te zjawiska powodu-
ja, ze struktura krystaliczna materiatu jest mocno zaburzona i daleko jej do struktu-
ry materiatu rodzimego, dla ktorej parametr dy (wzor (17)) bylby staty, jak to
przyjmowano w czasie eksperymentow neutronograficznych [2]. W zwigzku z tym
mozna przyjac za fakt, ze konsekwencja tego jest bledne wyznaczenie odksztatcen,
a btedy te dziedziczy wyznaczone z nich pole naprezen — i wlasnie te obszary wi-
dzimy w mapach roznicowych oszacowan bledow a posteriori. Interesujaca obser-
wacja jest takze stwierdzenie faktu, ze mapy te uwidaczniaja inne jeszcze miejsca
koncentracji btgdow. Przyktadowo dla skfadowej o), obszarem znacznego bigdu
sa prawa i lewa pionowa (lub bliska) skrajnia profilu glowki, gdzie raczej trudno
si¢ spodziewa¢ jakich§ efektéw mechanicznych w szynie, atakze i sama po-
wierzchnia toczna. Powodem tego stanu rzeczy jest prawdopodobnie fakt natry-
skowego hartowania szyn i mozliwych zmian wtasciwosci materiatu w warstwach
podpowierzchniowych, a takze kierunek naswietlania probki strumieniem neutro-
néw, ktory dla tej sktadowej generuje szczegdlnie duzo przypadkow czesciowego
o$wietlenia (ang. partial illumination) materiatu przy brzegach gtowki szyny, po-
wodujacych pojawienie si¢ wzmozonych amplitud btedu.



Tabela 7. Wyniki testu #2 — Probka #5 T4, Iteracja #1
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Oxx /DOy

ayy/Ady,

Oy / Aoy,

Iteracja #1

o, Sample #5T2 G, Pass *

1 1

\’\u;,,—ku
-40+ D @ L
-60] Ig L

1
T T
-20 a

o, Sample #5T2GM, ., Pass *

0, Sample #5T2 G, Pass *

B
0
20
¥ -
=
-

(«. == ‘
2

=

Mapy btedu a poster

iori (zarazem Zrédto danych dla wag iteracji #2)

Ag,, Sample #5T2 Error map for GM smoothened Data - Pass 1

Ao, Sample #5T2 Error map for GM smoothened Data - Pass 1

Ao, Sample #5T2 Error map for GM smoothened Data - Pass 1
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Tabela 8. Wyniki testu #2 — Probka #5 T4, Iteracja #2

Oxx/BOxx oyy /A0y, Oxy/D0yy

03, Sample #5T2 G, Pass 2

o, Sample #5T2 G, Pass 2 a,, Sample #5T2 G, Pass 2

Mapy btedu a posteriori (zarazem Zrédto danych dla wag iteracji #3)

Iteracja #2

Ao, Sample #5T2 Error map for GM smoothened Data - Pass 2 Ao, Sample #5T2 Error map for GM smoothened Data - Pass 2 Ao, Sample #5T2 Error map for GM smoothened Data - Pass 2

W Tabeli 9 przedstawiono wyniki analizy zbiezno$ci wag dla testu #2.
Zbieznos¢ jest badana wg zatozenia, ze jezeli oszacowania btedu (16) wyliczane
w lokalnych punktach pomiarowych k=1,.K z iteracji na iteracj¢ stabilizujg si¢
wokot pewnej nieznanej warto$ci doktadnego bledu, to metoda jest zbiezna, a uzy-
skane oszacowanie bledu a posteriori wiarygodne. Z racji przyjecia w funkcjonale
hybrydowym (9) definicji wag powiazanej z tak zdefiniowanym estymatorem ble-
du, zbiezno$¢ metody jest tozsama ze zbiezno$cia wag.



Tabela 9. Wyniki testu #2 - Probka #5 T4, zbiezno$¢ wag

119

m k _ m k _ m k _
Exx - Eyy - Exy -
m_k _ Am—1_k m_k m—1_k m_k m—1_k
e, =4 e, |ama}, — am ol |amak, — A" ot
Bo,, Sample #5T2 GV, 0, (W1-WO) Aay, Sample #5T2 G,y o (W1-WO) aay, Sample #5T2 G,y o (W1-WO)

i
Il % 5 0
E e < s - B < b < < =
= = = = P = - = .
Normy btedu dla m=1
_ 1 2 _ 2 1 2
_ 1 1Yoz 1k El.) == f gk ) dA
Ft =7 [ CEiYas (E)' =5, Cai'an (Fw) =53], Ce5)
4 — 16.38 MPa = 13.33 MPa =7.76 MPa
Exx, o = maxy i ( 'EX) By’ e =M% TEXy)
Exl = max;; ( 'EK.) = 78.14 MPa | ** max ik Fax XY max i, xy
X max i Ex) =110.98 MPa =42.01 MPa
Ao, Sample #512 GN ... (W2-WT, 0, Sample #5T2 G g (W2-WT, A0, Sample #5T2 GN 00 (W2-WT,
1 1 1 1 1 1 1 1 1
O—F—ﬂ ] I G-KK_\_
-204 -20] @ Q - -20] -
o
-404 -40] - -40-] -
o @
I -60- -60-] - -60-] -
T T T T T T T T T
E 20 20 20 a 20 20 a 20
2 29 1
PN i s Y P < hd
e b =
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Normy btedu dla m=2

— 2 1 2 = 2 1 2
1 ) (Ezyy) = ZL ( 1E;lvcy) dA (szy) = ZL ( 1E:lccy) dA
(B?)? = A?L ("Eix) dA =477 MPa = 6.67 MPa =3.79 MPa
Ex’, . =max;j( 2Ek.) = 48.82 MPa 2 _ 25k 2 _ 25k
max & = Exr® e = maxyjic( 2Exy) Exy” max = max;; i ( Efy)
= 47.95 MPa = 31.07 MPa|

Analiza danych w Tabeli 9 — wizualna, w postaci map z kroku m=1 i m=2
(drugi i trzeci krok iteracyjny) — oraz norm btedu dla m=1 i m=2 pozwala konklu-
dowac, ze osiagnigto bardzo dobra zbieznos$¢ dla iteracyjnego szacowania bigdu
a posteriori danych do$wiadczalnych w przypadku wag zdefiniowanych wg wzoru
(9) dla p=2. W trzech krokach iteracyjnych osiagnieto doktadnos¢ w sensie normy
L, na poziome kilku MPa (od 3.79 do 6.67 MPa), a w sensie warto$ci maksymal-
nych na poziomie ok. 50 MPa. Wobec poczatkowych oszacowan btgedu pomiaro-
wego na poziomie nawet 300 MPa (we wrazliwych punktach pod powierzchnia
toczng) oraz praktycznie niezauwazalng réznicg w wartosciach samych sktadowych
naprezenia, z inzynierskiego punktu wartosci te s, jak si¢ wydaje, akceptowalne.

4.2.3. Testy #3-7

Dyskusja wynikow pozostatych testow przeprowadzonych dla numerycznego
wykazania zbieznoS$ci iteracyjnej, fizycznie uzasadnionej metody analizy btedow
a posteriori danych eksperymentalnych znaczaco przekracza ramy niniejszej pracy,
zwlaszcza ze w przypadku czteroprobkowej metody ukos$nych przekrojow analizie
poddano w sumie 6 zbioréw danych, cztery dla pomiaréw na prébkach T1, O2, O3
1 T4 oraz dwoch wirtualnych probek uzyskanych dla danych usrednionych Taye
1 Oave. Zasadniczo wszystkie one prowadzity do podobnych wynikow, jak przyto-
czone powyzej wnioski dla dwoch najbardziej naturalnych wersji metody, ozna-
czonej w niniejszej pracy jako test #1 i test #2. Jak si¢ wydaje, czy to z podejsciem
p=1, czy p=2 metoda moze by¢ z powodzeniem stosowana w praktyce i nie wy-
maga zbyt wielu krokow iteracyjnych. W obu opisanych testach zasadnicza jakos$¢
oszacowan uzyskuje si¢ juz w trzecim kroku iteracyjnym, co nie jest wygorowa-
nym obliczeniowo kosztem. Wykonane w testach #3-#7 obliczenia pozwalaja tak-
ze konkludowa¢, ze metoda jest zbiezna i w zasadzie nieczula na wyboér wag
w pierwszym kroku iteracji. Niezaleznie, czy byto to naturalne przyjecie wag jed-
norodnych jak w testach #1, #2 i #32, czy arbitralnie zroznicowanych jak w testach

2 Nieopisywany przypadek, podejscie mieszane z testu #1 i #2 — waga w pierwszym

kroku iteracyjnym jest przyjmowana z wykladnikiem p=1, co si¢ wydaje bezpieczniejsze,
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#4 1#5, czy przyjetych losowo (i to ze znacznymi amplitudami zaburzenia losowe-
go) — otrzymywano konsystentne i porownywalne wyniki koncowe zarowno dla
pol aproksymacyjnych napre¢zenia, jak i map oszacowan bledow a posteriori. War-
to podkresli¢, ze zbieznos¢ wykazano takze w tescie #5, w ktérym wagi poczatko-
we przydzielono arbitralnie i to wbrew logice, przypisujac wysoki kredyt zaufania
punktom mapowanym w poprzednich testach jako punkty o szczegodlnie wysokich
btedach (powierzchnia toczna, pionowe czesci profilu szyny), a niski punktom z
wnetrza glowki, gdzie pomiary zdaja si¢ by¢ najbardziej wiarygodne, oraz w tescie
#7, gdzie wagi startowe losowano z amplitudg az 150 MPa. Obydwa te przypadki
daly wyniki zbiezne i to w podobnej liczbie iteracji (zbiezno$¢ uzyskano w 4-5
krokach).

Z praktycznego punktu widzenia wnioskiem badan jest konkluzja, ze aby
osiggna¢ dobre oszacowania bledu a posteriori danych do§wiadczalnych nie jest
potrzebna duza ilos¢ iteracji. Zwazywszy na uzyskane dla danych neutronograficz-
nych wyniki, ktére pokazuja, ze btad jest skoncentrowany gléwnie w obszarach
peryferyjnych profilu szyny, gdzie material byl poddany duzym deformacjom
w zakresie plastycznym, a jego amplituda sigga nawet 300 MPa i wigcej, iterowa-
nie rozwigzan w 2—3 krokach iteracyjnych daje oszacowania zbiezne z warto$ciami
oszacowan btedow réznych od kilku do kilkunastu MPa. Z praktycznego punktu
widzenia jest to absolutnie satysfakcjonujace.

5. Podsumowanie

W pracy podjeto problem wykazania zbiezno$ci iteracyjnych oszacowan btedu
a posteriori danych eksperymentalnych prowadzonych z wykorzystaniem sformu-
lowania globalnego aproksymacji fizycznie uzasadnionej. Positkujac si¢ realnymi
danymi pomiarowymi dla szyn kolejowych, ktore przebadano metoda neutronogra-
ficzng, w wyniku licznych testow i analiz pokazano, ze metoda ta moze postuzy¢
do obrobki danych i dostarczy¢ pdl aproksymacyjnych o wysokiej jakosci, glad-
kich, rézniczkowalnych, catkowalnych i spetniajacych z definicji wszystkie wbu-
dowane réwnania fizyki. Dzieki metodzie aproksymacji zapewniajacej zgodnosé
rekonstruowanych po6t z rownaniami fizyki mozliwe bylo nie tylko zbudowanie
map bledow lokalnych, zwigzanych z szumem losowym, ktory jest relatywnie la-
two odsia¢ z danych zwyktymi metodami wygladzania, np. opartych na klasycznej
metodzie MWLS [8], funkcjach typu wygtadzajacych funkcji sklejanych [9] czy
zakorzenionych w statystyce, jak metody wykorzystujace rézne sformutowania
regresji [9] i wiele innych. Jednak jak to pokazaty liczne przyktady zawarte w ni-

a potem — po w miar¢ dobrym oszacowaniu btedu a posteriori z wyktadnikiem p=2, dla
ogolnego przyspieszenia iteracji
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niejszej pracy, dzieki metodzie aproksymacji fizycznie uzasadnionej mozliwe jest
zlokalizowanie btedéw o duzo trudniejszym do znalezienia charakterze, jak btedy
systematyczne czy btedy modelu. Fizycznie uzasadniona obrébka pdél pomiaro-
wych 1 oparta na niej analiza btedu pozwolity bez trudu odfiltrowac biad losowy,
jednak uzyskane wyniki sg duzo ciekawsze i prowadza do wniosku, ze w przypad-
ku danych neutronograficznych btad o znacznej amplitudzie — nawet rzedu
300 MPa i wiecej — jest zlokalizowany w obszarach, gdzie materiat podlegat eks-
tremalnym deformacjom zmieniajacym wewnetrzng strukture materialu. Wynik
ten moze by¢ niezwykle wazny dla metody neutronograficznej, daje bowiem realna
szans¢ na zbudowanie korelacji migdzy mapami bledu wynikow pomiarowych
uzyskiwanych z metody globalnej a przyjmowanymi warto§ciami parametru do
w poszczegdlnych obszarach badanych cial. Jesdli dzigki zastosowaniu metody
aproksymacji fizycznie uzasadnionej udatoby sie wyznaczy¢ poprawne korekty
warto$ci stalej do i przeliczy¢ pomiary sktadowych tensora odksztalcenia w catym
badanym ciele, to jest mozliwe, ze datoby si¢ w ten sposdb osiagnaé nowa jakosé
i wewnetrzng spojnos¢ wynikow badan neutronograficznych. Mozliwe tez jest
pokuszenie si¢ o numeryczng symulacje wyznaczenia metoda odwrotng poprawne;j
wartosci statej do, co prawdopodobnie pozwolitoby przeliczy¢ lokalnie pomierzone
odksztatcenia £"*! i uzyskaé poprawe jakosci surowych danych neutronograficz-
nych.
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