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skalary
skalary
skalary
wektory, tensory
wektory, tensory
wektory, tensory
wektory, tensory

zakres strefy deformacji sprezysto-plastycznej (w i-tym elemen-
cie)

grubos¢ elementu taczonego (i-tego)

bezwymiarowy stosunek sztywnosci gigtnej i osiowej elementu
napr¢zenie odrywajace
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naprezenie odrywajace na gornej powierzchni i-tego elementu
grubos$¢ skleiny

przemieszczenie osiowe

przemieszczenie osiowe na dolnej powierzchni i-tego elementu
przemieszczenie osiowe na gornej powierzchni i-tego elementu
przemieszczenie poprzeczne (ugiecie)

wspotrzedna na kierunku osi ztacza

wspotrzedna na kierunku prostopadlym do plaszczyzny zagad-
nienia

wspotrzedna na kierunku prostopadtym do osi ztacza w plaszczyz-
nie zagadnienia (w i-tym elemencie)

sztywnos¢ podtuzna (w i-tym elemencie)

sztywno$¢ gigtna (w i-tym elemencie)

modut Younga (w i-tym elemencie)

modul Younga skleiny

efektywny modut Younga skleiny

modut Kirchhoffa (w i-tym elemencie)

modut Kirchhoffa skleiny

efektywny modut Kirchhoffa skleiny

i-ty niezmiennik tensora
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temperatura w K

energetyczny wspolczynnik $cinania

rozciagniecie glowne
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w kierunku i-tym)
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kat obrotu przekroju, kat nachylenia sity, orientacja kierunku mak-

symalnego rozciagniecia gtownego

pierwszy parametr Lamégo

catkowita energia uzupetiajaca (komplementarna)
energia wewnetrzna odksztalcenia sprezystego

i-ta funkcja naprezenia

lewy tensor deformacji Cauchy’ego—Greena
prawy tensor deformacji Cauchy’ego—Greena
tensor predkosci rozciagnigcia

tensor odksztatcenia Greena—de Saint-Venanta
tensor odksztatcenia Biota

— tensor odksztalcenia Darijani—Naghdabadi

materialny gradient deformacji

tensor obrotu

tensor naprezenia Pioli—Kirchhoftfa 2. rodzaju

tensor naprezenia Pioli—Kirchhoffa 1. rodzaju

tensor naprezenia Jaumanna

prawy tensor rozciggnigcia

lewy tensor rozciggnigcia

symetryczna czgs¢ przestrzennego gradientu przemieszczenia
tensor naprezenia Cauchy’ego

tensor naprezenia Kirchhoffa



1. Wprowadzenie

Projektowanie nowych i opisywanie zachowania istniejacych uktadow mechanicz-
nych jest zagadnieniem wieloaspektowym i tylko w najprostszych przypadkach lub
na drodze istotnych uproszen daje si¢ sprowadzi¢ do analizy pojedynczego mode-
lu obliczeniowego. W zdecydowanej wickszosci przypadkow spotykanych w prak-
tyce inzynierskiej i badawczej analiza ztozonych uktadéw mechanicznych wymaga
zastosowania roznych modeli opisujacych poszczegdlne elementy tych uktadow,
jak réwniez sprecyzowania warunkéw i mechanizmoéw interakcji przyjetych mode-
li. Zaréwno z punktu widzenia analizy wytrzymato$ciowej, jak i statecznosci oraz
uzytkowalno$ci uktadu kluczowe jest poprawne modelowanie interakcji miedzy
elementami no$nymi — te za$§ wspolpracuja ze soba przez zapewnienie ciaglosci
rozkladu sil wewnetrznych oraz deformacji za pomocg réznego rodzaju lacz-
nikow. W Swietle powyzszego wymiarowanie zlgczy jest najwazniejszym — obok
wymiarowania elementow no$nych — aspektem projektowania ztozonych uktadow
mechanicznych.

7Z}3czem nazywac bedziemy uklad zlozony z przynajmniej dwoch elementow
laczonych oraz lacznika zapewniajacego interakcje mechaniczng migdzy elemen-
tami taczonymi. Zigcza klasyfikowaé mozna m.in. ze wzgledu na mozliwos¢ rozia-
czenia i ponownego polaczenia Iaczonych elementéw bez uszkodzenia ktérego-
kolwiek z elementéw ztacza (por. rys. 1). Wyrdznia sie:

e 7zlgcza rozlaczne, ktore mozna wielokrotnie tgczy¢ i roztaczac,

e 7zlacza nierozlaczne, w przypadku ktorych roztgczenie jest mozliwe jedynie

wskutek zniszczenia tgcznika (spojenia) lub trwatej deformacji elementow 1a-

czonych.
ZtACZA

ROZLACZNE NIEROZtACZNE

* gwintowe
- na éruby ( sposeniowe | [ prastvezne |
- na wkrety
* kotkowe * spawane  zakuwanie nitow
* sworzniowe e zgrzewane e odksztatcenie tapek
» klinowe i wpustowe  lutowane * zawijanie krawedzi
* wielowypustowe * klejone * zawalcowanie

i wielokarbowe
* bagnetowe

Rys. 1. Klasyfikacja ztaczy z uwagi na roztacznosé
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Kolejnym kryterium klasyfikacji ztaczy jest geometria lacznika (por. rys. 2).
Wyrodznia sie:

e zlacza punktowe, w ktorych taczniki stanowig zbior skonczonej liczby ele-
mentow, ktorych wymiary sg z reguly istotnie mniejsze od wymiarow elemen-
tow taczonych,

e zlacza liniowe, w ktorych interakcje zapewniajg spojenia, ktérych wymiar
poprzeczny jest istotnie mniejszy od wymiaru podtuznego,

e 7zlacza powierzchniowe, w ktorych interakcje zapewniaja spojenia na catej
lub na czgsci powierzchni kontaktu elementéw taczonych.

[ PUNKTOWE ] [ LINIOWE ] [POWIERZCHNIOWE]

* gwintowe * spawane * zgrzewane
* kotkowe * lutowane * klejone
* sworzniowe

Rys. 2. Klasyfikacja ztaczy z uwagi na geometri¢

Niniejsza monografia poswigcona jest ztaczom klejowym, ktore w $wietle po-
wyzszych klasyfikacji okresli¢ nalezy jako zlacza nierozlaczne, powierzchniowe.
Cho¢ technologie klejenia znane i stosowane sg od wiekow, obecnie wykorzysty-
wane sg powszechnie tylko w niektorych gateziach przemyshu, w pozostatych zas
stosowane sg sporadycznie. Nalezy jednak zauwazy¢, Ze zainteresowanie potacze-
niami klejowymi nieustannie rosnie, a postepujacy rozwoj technologii wytwarzania
klejow 1 wykonywania potaczen klejowych oraz precyzja ich modelowania sprawia,
iz rozwigzanie to zyskuje coraz wigksze uznanie rowniez wsrod przedstawicieli tych
dziedzin techniki, ktore do tej pory w niewielkim tylko stopniu czerpaly z korzysci,
jakie daje zastosowanie ztaczy klejowych.

Wsrod powodoéw, dla ktorych zlacza klejowe znalazly szerokie zastosowanie
w przemysle, a ktore stanowia przewagg ztaczy tego typu nad alternatywnymi roz-
wigzaniami, mozna wymieni¢ m.in.:

e korzystny stosunek cigzaru objetosciowego i wytrzymatosci materiatu,

e odporno$¢ na korozje i niektére czynniki chemicznie agresywne,

e redukcje koncentracji naprezenia oraz tatwiejsza kompensacje odksztalcen
wymuszonych termicznie z uwagi na wigksza podatnos¢ skleiny wzgledem
rozwigzan alternatywnych,

e brak koniecznos$ci wykonywania otworow na tgczniki, ktore obnizajg no$nosc
calego zlacza z uwagi na obnizenie no$nosci elementéw taczonych,

e brak konieczno$ci wykonania obrobki mechanicznej (ztgcza plastyczne) lub
termicznej (ztacza zgrzewane), ktore mogltyby trwale i niekorzystnie wplynac¢
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na wlasnos$ci fizykomechaniczne elementow zlgcza, a co za tym idzie, row-
niez na jego no$nos¢ lub sztywnosc,

mozliwo$¢ zastosowania zltgczy klejowych do laczenia elementdéw o nie-
wielkich grubos$ciach — inaczej niz w przypadku ztaczy spawanych, w przy-
padku ktorych grubo$¢ spoiny (a zatem i no$nos¢ ztacza) warunkowana jest
grubos$cig najcienszego z taczonych elementow,

mozliwos$¢ taczenia materialdéw o odmiennym sktadzie chemicznym,
uszczelnienie skleing elementéw ztacza, zabezpieczajace elementy taczone
przed korozjg chemiczng i biologiczna,

odizolowanie elementéw taczonych warstwa skleiny, zabezpieczajacy je
przed korozja elektrochemiczna.

Z drugiej strony zlacza klejowe charakteryzuja si¢ tez cechami, ktore nalezy
uzna¢ za wady, z uwagi na fakt, ze nie dotyczg one wielu rozwigzan alternatywnych.
Sa to przede wszystkim:

wysokie wymagania dotyczace przygotowania powierzchni klejonych,
ograniczony zakres temperatur i/lub wilgotnosci, w ktorych zlacze zachowuje
swoje wlasnosci,

podatnos¢ na agresj¢ chemiczng ze strony okreslonych rozpuszczalnikdw,
podatnos¢ na promieniowanie ultrafioletowe,

stosunkowo dtugi czas dojrzewania,

niewielkie mozliwosci naprawy zlacza,

ograniczone mozliwo$ci wizualnej kontroli jakosci ztgcza,

wzglednie niska no$nos$¢ na odrywanie,

istotnie wigksza podatno$¢ ztacza wzgledem rozwigzan alternatywnych,
co przektada si¢ na wigksze przemieszczenia wzgledne elementow laczo-
nych — ma to znaczenie przede wszystkim przy tasmach sprezajacych, w przy-
padku ktorych poslizg na ztaczu skutkuje spadkiem sity sprezajacej,

duze wymiary ztacza — z uwagi na stosunkowo niewielkie dopuszczalne war-
to$ci naprezenia sita obciazajaca ztacze musi zosta¢ roztozona na wigksza
powierzchnie, co skutkuje znaczng dlugoscig zakotwienia, wielokrotnie prze-
wyzszajacg wymiary ztacz wykonanych w alternatywnych technologiach.



2. Przedmiot i zakres opracowania

Przedmiotem niniejszej monografii sa cienkie warstwy klejowe, stanowiace ele-
ment laczacy zlacza klejowego. Przez skleiny ,,cienkie” rozumiemy takie skleiny,
ktorych grubos¢ jest wielokrotnie mniejsza od dlugosci zlacza, tak ze dominuja-
cym stanem odksztatcenia w skleinie jest stan prostego Scinania. Poniewaz stan od-
ksztalcenia w warstwie adhezyjnej zalezy nie tylko od jej geometrii, ale rowniez
od jej wilasnosci mechanicznych, nie da si¢ poda¢ ogdlnego kryterium, okresla-
jacego, czy dang skleing mozna uzna¢ za cienka we wspomnianym wyzej sensie.
W duzym uproszczeniu mozna przyjaé, ze dla sklein cienkich stosunek L/t powinien
przyjmowac¢ warto$ci wicksze od okoto 10. Warstwa skleiny stanowi¢ moze tacznik
samodzielnego ztacza klejowego, jak rowniez element sktadowy zlozonego ukta-
du kompozytowego. Zajmowac si¢ bedziemy plaskimi zlaczami zakladkowymi
(por. rys. 3 14) oraz klejonymi belkami kompozytowymi (rys. 5).

element taczony
skleina

Rys. 3. Schemat ztacza jednozaktadkowego

element fgczony
skleina

0$
zfacza

|
Rys. 4. Schemat zlacza dwuzakladkowego

skleina

05
belki

Rys. 5. Schemat klejonej belki kompozytowe;j
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Niniejsza praca poswigcona jest zagadnieniu modelowania sklein $cinanych,
to znaczy tworzenia matematycznych modeli, stuzacych opisowi zjawiska fizycz-
nego, jakim jest proces $cinania skleiny w zlaczach i laminatach, oraz analizowa-
nia tych modeli, przez co rozumie¢ bedziemy wyznaczanie zaleznosci funkcyjnych
miedzy parametrami i zmiennymi w modelu oraz badanie charakterystyki owych za-
lezno$ci. W tym miejscu warto ujednoznaczni¢ stosowany w dalszej czesci opraco-
wania termin ,,model”. Zgodnie z jedng z definicji przytaczanych w Stowniku Jezyka
Polskiego, stowo ,,model” oznacza ,.konstrukcje, schemat lub opis, ukazujacy dzia-
lanie, budowe, cechy, zaleznosci jakiego$ zjawiska lub obiektu”. Tym samym przez
,model matematyczny” rozumie¢ bedziemy uktad rownan oraz jego rozwigzania,
za pomocg ktorych opisujemy uktad fizyczny. ,,Model analityczny” oznacza¢ bedzie
model matematyczny, ktérego forma jest odpowiednia do przeprowadzenia na nim
operacji z zakresu analizy matematycznej, wykorzystujacych aparat rachunku roz-
niczkowo-catkowego w celu zbadania struktury matematycznej wyprowadzonych
zaleznosci funkcyjnych. Za alternatywe dla modelu analitycznego uwaza¢ bedzie-
my model numeryczny, ktérego przewidywania sg z zasady przyblizone, a rezulta-
ty maja posta¢ nie tyle zaleznosci funkcyjnych, ile dyskretnych zbiorow danych.
Powyzsze wyjasnienia mogg okaza¢ si¢ konieczne wobec faktu, ze w literaturze
anglojezycznej na okreslenie niektérych z modeléw analitycznych wykorzystuje si¢
stowo theory (‘teoria’). Tymczasem wedtug Stownika Jezyka Polskiego pod termi-
nem ,.teoria” rozumie si¢ ,,cato§ciowa koncepcje, zawierajaca opis i wyjasnienie
okreslonych zjawisk i zagadnien”. W opinii autora kluczowym elementem tej defi-
nicji jest ,,cato§ciowo$¢” koncepcji oraz fakt, ze nie tylko ,,opisuje” ona zjawisko,
ale rowniez je ,,wyjasnia”. Nalezy zauwazy¢, ze opisy zjawisk $cinania sklein, jakie
znalez¢ mozna w literaturze, kazdorazowo poshuguja si¢ szeregiem zalozen uprasz-
czajacych (np. zasada ptaskich przekrojow Bernoulliego, zalozenie prostego $cina-
nia w skleinie itp.), ktorych przyjecie nie jest ani wyjasnione, ani nawet uzasadnione
inaczej niz zgodnoscig przewidywan z praktyka. Oznacza to, ze w omawianych opi-
sach matematycznych postugiwaé si¢ bedziemy zalezno$ciami funkcyjnymi, ktore
sg istotnie obserwowane, ale ktorych istotna przyczyna nie jest opisana sama w so-
bie. Z tych wzgleddéw, pomimo rozpowszechnionego w literaturze postugiwania sig¢
wyrazeniami typu ,,Bernoulli-Euler theory” lub ,,Volkersen’s Shear Lag Theory”,
konsekwentnie uzywac¢ begdziemy terminu ,,model”.

Zarowno w przypadku zlaczy, jak i belek klejonych warstwowo modelowa-
nie warstwy klejowej moze by¢ podobne (lub nawet identyczne), o ile tylko spetnio-
ne zostang okreslone warunki pracy warstwy tego typu. Znaczgca czgs¢ klasycznych
modeli analitycznych sklein $cinanych naktada nastepujace ograniczenia na wa-
runki pracy ztacza:

e Rozwazamy jedynie uktady symetryczne, z ptaszczyzng symetrii prostopadta

do plaszczyzny warstw klejowych i zawierajacg o$ ztacza.
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e (Geometria oraz wlasno$ci mechaniczne elementow ztacza, jak rowniez obcia-
zenie sg tego typu, ze dominujacym stanem mechanicznym w skleinie jest
stan prostego $cinania.

e Stan mechaniczny zdeformowane;j skleiny bedzie tym blizszy stanowi proste-
go $cinania, im stosunek sztywnosci skleiny do sztywnosci elementow taczo-
nych bedzie mniejszy. W zwigzku z tym wymaga si¢, aby grubos$¢ i sztyw-
nos$¢ skleiny byly istotnie mniejsze od grubosci i sztywnoS$ci elementow
laczonych, przy czym w tym miejscu przez sztywno$¢ rozumie si¢ sztywnosc¢
mechaniczng, okreslang przez zwigzki konstytutywne materiatu danego ele-
mentu ztgcza.

e (dnosnie do geometrii zlacza wymaga¢ bedziemy, aby gwarantowala w przy-
blizeniu jednorodny rozklad stanu naprezenia i stanu odksztalcenia na
kierunku prostopadlym do wspomnianej na poczatku plaszezyzny symetrii
zagadnienia. Jesli warunek ten spelniony jest w kazdym przekroju poprzecz-
nym kazdego z elementéw ztacza, mozliwe jest przyjecie zalozenia o ptaskim
stanie napr¢zenia (PSN) badz o plaskim stanie odksztalcenia (PSO).

Kwestia zalozenia o PSN lub PSO wymaga komentarza. Scisle rzecz biorac,

zadne z zalozen o stanie plaskim nie jest prawdziwe w ogélnym przypadku. Pta-
ski stan naprezenia jest wlasciwy zagadnieniom o wymiarach skonczonych na kie-
runku prostopadtym do plaszczyzny zagadnienia (tozsama z ptaszczyzna symetrii)
inieobcigzonych sitami o takim kierunku — na ptaszczyznach ograniczajacych konfi-
guracj¢ uktadu w tym kierunku okreslone sg jednorodne statyczne warunki brzegowe
(brzeg swobodny). Takie sg czgsto warunki obciazenia zlaczy zaktadkowych. Trzeba
jednak zwroci¢ uwage na fakt, ze wspomniane warunki nie sa warunkami wystarcza-
jacymi, a jedynie koniecznymi. Nawet w przypadku ograniczenia rozwazan do ukta-
dow obciagzonych jedynie w ptaszczyznie zagadnienia, deformacja w ptaszczyznie
zagadnienia pociaga za sobg deformacje¢ w kierunku do niej prostopadtym — mia-
ra tej deformacji jest oczywiscie wspotczynnik Poissona. W przypadku materiatu
jednorodnego deformacja ta nie pociaga za soba wystepowania sktadowych stanu
naprezenia, innych niz okreslone przez stan plaski. Jesli jednak mamy do czynienia
z uktadem kompozytowym (ztozonym z oddziatujacych na siebie elementow wyko-
nanych z materiatow o réznych wlasnosciach mechanicznych), to o ile wspotczynnik
ten nie jest zerowy lub identyczny dla wszystkich materiatow, o tyle owa niezgod-
no$¢ odksztalcen poprzecznych skutkowac bedzie zawsze wystepowaniem naprezen
na kierunku prostopadtym do ptaszczyzny zagadnienia. Z drugiej strony zalozenie
PSO wymaga, aby elementy zlagcza w ogole nie podlegaly deformacji w kierunku
prostopadtym do ptaszczyzny zagadnienia, co wobec skonczonych wymiaréow tych
elementow oraz wystgpowania wspomnianego brzegu swobodnego nigdy nie wysta-
pi. Stan mechaniczny, w jakim znajdujg si¢ elementy ztgcza, moze by¢ bliski PSN
(np. dla ztaczy smuktych, gdy ich dlugos¢ znacznie przewyzsza szerokosc) lub PSO
(np. dla zlaczy elementow szerokich lub ustrojow powierzchniowych), nigdy jednak
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nie bedzie to stan ptaski w sensie Scistym, a sktadowe tensora naprezenia i odksztal-
cenia zwigzane z kierunkiem normalnym do plaszczyzny zagadnienia podlega¢ beda
najwigkszej zmiennosci przy brzegach elementéw, co wida¢ na rysunkach 7-10.
Ta niejednoznaczno$¢ w interpretacji stanu mechanicznego znajduje swoj wyraz
w propozycjach dotyczacych modelowania ztaczy klejowych — cho¢ zdecydowana
wiekszo$¢ autoréw przyjmuje zatozenie PSO (np. Goland i Reissner 1944; Hart-
-Smith 1973a; Allman 1977; Cooper i Sawyer 1979; Delale i in. 1980), to niektorzy
dopuszczaja obydwie mozliwosci (Ojalvo i Eidinoff 1978).

Zatozenia dotyczace poszczegdlnych modeli oraz okreslajace zakres ich stoso-
walnosci zostang przedstawione w bardziej szczegotowy sposdéb w podrozdziatach
poswieconych omowieniu modeli analitycznych.

Wspoélng cecha omawianych modeli analitycznych jest redukcja zagadnienia
przestrzennego do zagadnienia plaskiego, dwuwymiarowego, to znaczy przy-
jecie, ze rozktad przemieszczen, odksztalcen i naprgzen w przekroju podtuznym
zlacza, zawierajacym jego plaszczyzne symetrii, opisuje z wystarczajaca doktad-
noscig deformacj¢ i rozktad sit wewnetrznych w calym zlaczu. Takie podejscie
skutkuje istotnymi uproszczeniami, ktére umozliwiajg znalezienie analitycznych
rozwigzan. Uzyskany z modelu ptaskiego rozktad pola przemieszczenia i stanu na-
prezenia ma stanowi¢ oszacowanie wielkosci tych pél w kazdym pionowym prze-
kroju podluznym skleiny. Nalezy jednak podkresli¢, ze rzeczywisty rozktad tych
pol wzdhuz szerokosci skleiny nie jest rtOwnomierny i zalezy od jej geometrii (sto-
sunku grubosci i szerokosci skleiny do jej dlugosci) oraz wtasnosci mechanicznych
(sztywnosci skleiny i elementow taczonych). Na rysunkach 7-10 zilustrowano roz-
ktad naprezenia stycznego w plaszczyznie srodkowej skleiny w ztaczach sztyw-
nych i podatnych o duzej i matej dtugosci zakotwienia (rys. 6a 1 6b) w stosunku do
szerokos$ci zlacza. Naprezenie (w MPa) odpowiada zadanemu na koncu tasmy jed-
nostkowemu (1 mm) przemieszczeniu. Wartosci liczbowe na rysunkach majg drugo-
rzedne znaczenie — rozwigzanie w ramach teorii liniowej okresla rozktad napr¢zenia
(z doktadnoscia do wspotczynnika proporcjonalnosci) dla dowolnej wartosci zada-
nego wymuszenia.

W przypadku cienkich warstw klejowych podlegajacych scinaniu materiat sklei-
ny w kazdym przekroju poprzecznym znajduje si¢ w stanie, ktory w mniejszym

a)

Rys. 6. Model MES zlacza o duzej (a) i malej (b) dtugosci zakotwienia
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Rys. 7. Rozktad naprezenia stycznego po szerokosci — ztacze sztywne,
duza dhugos¢ zakotwienia
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Rys. 8. Rozktad naprezenia stycznego po szerokosci — ztacze podatne,
duza dlugos¢ zakotwienia

lub wigkszym stopniu zblizony jest do stanu prostego $cinania. Stan ten bedzie
przedmiotem szczegoétowego omdwienia w rozdziatach 5 i 6. Nalezy przy tym za-
uwazy¢, ze stan mechaniczny skleiny mozna przyblizy¢ stanem prostego Scinania je-
dynie przy spetnieniu pewnych warunkéw. Wsrdd warunkow tych wymienic nalezy
przede wszystkim nastgpujace:
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e Grubos¢ skleiny musi by¢ mata w stosunku do globalnych wymiarow zta-
cza, a sztywno$¢ poprzeczna materiatu skleiny powinna by¢ istotnie mniejsza
od sztywnosci podtuznej elementdow laczonych. W przypadku gdy warunki
te nie sg spetnione, mozliwa jest silna zmienno$¢ wielkos$ci naprezenia stycz-
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Rys. 9. Rozktad naprezenia stycznego po szerokos$ci — zlacze sztywne,
mata dlugo$¢ zakotwienia
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Rys. 10. Rozktad napre¢zenia stycznego po szerokos$ci — zlacze podatne,
mata dlugo$¢ zakotwienia
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nego wzdhuz kierunku prostopadtego do ptaszczyzny skleiny, to zas — zgodnie
z rOwnaniami rOwnowagi:

oo ot

XX __ XZ

0x oz

pocigga za sobg obecno$¢ gradientu osiowego naprezenia normalnego (orien-
tacja osi jak na rys. 7-10). Jesli gradient ten jest wystarczajaco duzy, skleina
$cinana podlega dodatkowo nieréwnomiernemu osiowemu rozcigganiu, przez
co stan napre¢zenia 1 odksztalcenia w materiale skleiny jest stanem ztozonym
1 niejednorodnym;

e (Gradient naprezenia stycznego powinien by¢ odpowiednio maty — silna
zmienno$¢ wielko$ci naprezenia stycznego (wystgpujaca przede wszystkim
w sgsiedztwie swobodnego brzegu skleiny) skutkuje znaczacym przyrostem
odrywajgcego napr¢zenia normalnego, zgodnie z rownaniem rownowagi:

dc. Ot

XZ

0z Ox

To z kolei pociaga za soba obecnos¢ niemozliwego do pominigcia odksztat-
cenia liniowego (wydluzenia na kierunku prostopadtym do plaszczyzny
skleiny).

Warto zwrdci¢ uwage na fakt, ze w przypadku sklein wykonanych z silnie
odksztalcalnych materialow polimerowych, ktére wykazuja cechy zblizone
do cech materialéw niescisliwych, deformacja objetosciowa sklein jest silnie ogra-
niczona. Oznacza to, ze deformacja skleiny bedzie w przyblizeniu izochoryczna
(rdbwnoobjetosciowa), co w przypadku deformacji ptaskiej umozliwia interpreta-
cje stanu odksztalcenia jako stanu zbliZonego do stanu czystego Scinania. Fak-
tycznie, wiele stosowanych wspotczesnie materialow polimerowych wykorzysty-
wanych jako kleje wykazuje istotng niescisliwos$¢. Zarowno w przypadku sklein
w zlaczach zaktadkowych, jak i belkach kompozytowych udzial deformacji objetos-
ciowej moze by¢ wymuszany silng deformacja osiowa elementow taczonych — w ta-
kich przypadkach skleina podlegataby rozcigganiu lub $ciskaniu, jednakze w przy-
padku materialdow o bardzo duzej sztywnosci objetosciowej istotne odksztatcenia
liniowe na kierunku osi zlgcza musiatyby pociggna¢ za sobg podobnej wielko$ci od-
ksztalcenia liniowe o przeciwnym znaku na kierunku prostopadtym do plaszczyzny
skleiny — to z kolei wymagatoby obecnosci odpowiedniego naprezenia normalnego,
ktorego rzad wielko$ci powinien by¢ zblizony do rzedu wielko$ci naprezenia osio-
wego, co z kolei ograniczone jest warunkami rownowagi sit wewnetrznych na inter-
fejsie skleiny oraz okreslonymi dla elementéw laczonych statycznymi warunkami
brzegowymi. W efekcie skleina nie moze podlega¢ istotnej deformacji objetoscio-
wej, stad zaloZenie stanu prostego $cinania dla sklein wykonanych z podatnych
materialéw polimerowych jest tym bardziej uzasadnione.
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Nawet w sytuacji gdy spetnione sg warunki, o ktorych mowa powyzej, stan me-
chaniczny skleiny zawsze r6zni¢ si¢ bedzie od stanu prostego $cinania w otoczeniu
swobodnego brzegu skleiny. Na wielko$¢ obszaru oddziatywania jednorodnych wa-
runkoéw brzegowych na brzegu swobodnym wptywaja:

e geometria préobki — m.in. stosunek grubosci skleiny do jej dlugoscei,

e charakterystyka mechaniczna zlacza — stosunek sztywnosci skleiny do
sztywnosci elementéw laczonych, ale rowniez zdolno$¢ skleiny i elementu
laczonego do deformacji prostopadiej do ptaszczyzny ztacza. Jesli chodzi
o t¢ druga ceche, to w przypadku skleiny decydowac tu bedzie sztywno$¢
podhuzna (rozcigganie wskutek odrywania), a w przypadku elementu taczone-
g0 — sztywnos¢ gietna.

Uproszczong ilustracje omawianych zjawisk stanowi¢ mogg szkice konfigura-
cji aktualnej oraz mapy naprezenia stycznego w warstwie skleiny przedstawiono
na rysunkach 11-18. We wszystkich przypadkach zalozono, ze skleina zwigzana
jest z nieodksztatcalnym (wielokrotnie sztywniejszym niz skleina) podtozem (kra-
wedz dolna). Rozktad napregzenia stycznego zilustrowany jest w konfiguracji odnie-
sienia. Jednostkowa warto§¢ naprezenia dotyczy wielkosci naprezenia w obszarze
czystego $cinania — wyjatek stanowi rysunek 14, na ktérym jednostkowa warto§é
naprezenia nadano napr¢zeniu normalnemu obcigzajacemu element taczony. Wy-
niki analizy dotycza modeli liniowo-sprezystych — z uwagi na liniowo$¢ teorii uzy-
skane wyniki ilustruja rozwigzania (z doktadnosciag do czynnika skalujgcego) w ca-
tym zakresie obowigzywania tej teorii. Teoria liniowa obowigzuje w przyblizeniu
w przypadku deformacji na tyle matych, aby mozliwe byty do pominigcia zjawi-
ska geometrycznie nieliniowe oraz aby zwiazki konstytutywne byty w przyblize-
niu liniowe.

Rysunki 11 i 12 dotyczg przypadku skleiny o sztywno$ci znacznie mniejszej
niz sztywnos¢ elementu taczonego. Efekty brzegowe siegajag w przyblizeniu na od-
legto$¢ rowng grubosci skleiny.

Rysunki 13 i 14 dotycza przypadku skleiny o sztywnosci poréwnywalnej
ze sztywnoscig elementu laczonego. W takiej sytuacji nie mozna juz wyodrebniac
skleiny 1 elementu jako odrgbnych czgsci o swoistym charakterze pracy — skleina
W rownej mierze jest rozciggana, co §cinana, a efekty brzegowe siggaja daleko w gtab
uktadu. Zjawisko to jest jeszcze silniejsze, jesli dlugos¢ ztacza ma wymiar zblizo-
ny do grubosci skleiny.

Rysunki 15 1 16 dotycza przypadku samej tylko skleiny z ograniczong mozli-
woscig deformacji prostopadtej do ptaszczyzny zlacza (elementy tgczone o duzej
sztywnosci), co modelowane jest przyjeciem kinematycznego warunku brzegowe-
go na krawedzi gornej (rownomierne przemieszczenie poziome, brak przemieszcze-
nia pionowego). Podobnie jak w pierwszym z omawianych przypadkow zasigg od-
dzialywania brzegu swobodnego jest w przyblizeniu rowny grubosci skleiny.
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Rys. 11. Deformacja otoczenia brzegu swobodnego — skleina (szara) o matej sztywnosci, element
taczony (brazowy) o duzej sztywnosci. Utwierdzenie na powierzchni dolnej, normalne
obcigzenie rozciggajace przytozone do czota elementu taczonego
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Rys. 12. Rozktad napre¢zenia stycznego w otoczeniu brzegu swobodnego — warunki zadania
identyczne jak dla rys. 11
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Rys. 13. Deformacja otoczenia brzegu swobodnego —skleina (szara) i element taczony (bezowy)
o porownywalnych sztywnosciach. Utwierdzenie na powierzchni dolnej, normalne
obcigzenie rozciggajace przytozone do czota elementu taczonego
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14. Rozklad naprezenia stycznego w otoczeniu brzegu swobodnego — warunki zadania
identyczne jak dla rys. 13
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med Var: U Deformation Scale Factor: +4.000e+00.

Rys. 15. Deformacja otoczenia brzegu swobodnego — ograniczona deformacja prostopadta:
utwierdzenie na powierzchni dolnej, wymuszone przemieszczenie poziome i zerowe
przemieszczenie pionowe na powierzchni gorne;j
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Rys. 16. Rozktad napre¢zenia stycznego w otoczeniu brzegu swobodnego — warunki zadania
identyczne jak dla rys. 15
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Rys. 17. Deformacja otoczenia brzegu swobodnego — swobodna deformacja prostopadta:
utwierdzenie na powierzchni dolnej, zadane napre¢zenie styczne i zerowe naprezenie
normalne na powierzchni gornej
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Rys. 18. Rozktad napr¢zenia stycznego w otoczeniu brzegu swobodnego — warunki zadania
identyczne jak dla rys. 17

Rysunki 17 i 18 dotycza swobodnej deformacji prostopadlej do ptaszczyzny
ztacza (elementy taczone o malej sztywnosci gietnej), co modelowane jest przy-
jeciem statycznego warunku brzegowego na krawedzi gornej (réwnomierne na-
prezenie styczne, brak naprezenia normalnego). Obszar wystepowania efektow
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brzegowych jest wickszy niz w przypadku skleiny z ograniczong deformacja prosto-
padta, nadal jednak zblizony wymiarem do grubosci skleiny.

Nalezy zaznaczy¢, ze prawie wszystkie omawiane modele tworzone sa w ramach
liniowej teorii sprezystosci, nieliniowej teorii sprezysto$ci lub teorii plastycz-
nosci i nie uwzgledniajg wielu zjawisk fizycznych, ktore mogg istotnie wplywac
na prace ztgcza klejowego. Wsrdd najwazniejszych §wiadomie pominigtych czyn-
nikow nalezy wymieni¢ przede wszystkim wlasnosci lepkie materiatu skleiny oraz
wplyw temperatury.

Jesli chodzi o wlasno$ci lepkie materiatu, nalezy podkresli¢, ze materiaty, z kto-
rych wykonywane sg skleiny, nawet w zakresie matych odksztatcen sa w istocie ma-
teriatami lepkosprezystymi, czyli ich odpowiedz na zadane wymuszenie zalezy nie
tylko od wielko$ci zadanego napre¢zenia lub odksztalcenia, ale réwniez od predkosci
przyrostu tych wielko$ci. Oznacza to, ze wszystkie omawiane w niniejszej pracy mo-
dele ztaczy klejowych, wyprowadzone w ramach teorii sprezystosci i plastycznos$ci
z pomini¢ciem zjawisk lepkich, zwlaszcza zas liczbowe warto$ci parametréw tych
modeli, moga by¢ stosowane jedynie dla ustalonej predkosci deformacji. Zmiana
ustalonej warto$ci predkosci deformacji wymaga stosowania odmiennych parame-
trow modelu. Zmienno$¢ predkosci deformacji w toku procesu obcigzenia sprawia,
ze modele te nie moga by¢ stosowane bez odpowiednich modyfikacji. Antycypu-
jac wyprowadzane w dalszej czeSci opracowania wyniki, juz teraz nalezy zwrdcic
uwagg, ze nawet jednostajny proces $cinania skleiny (w sensie statego przyrostu
przemieszczenia w jednostce czasu) skutkuje w ogéInosci niejednostajng (zmien-
na w czasie) predkoscia rozciggnieé gldéwnych (por. rownanie (6.1)). W przypadku
lepkosprezystych materiatoéw skleiny modelowanie konstytutywne w ramach teorii
sprezystosci (z pominigciem wilasno$ci lepkich) jest w sensie Scistym niepopraw-
ne wilasnie z uwagi na wspomniang niejednostajnos¢. Dopuszczalnosé stosowania
sprezystych lub sprezysto-plastycznych zwigzkow konstytutywnych moze by¢ tu-
taj uzasadniona jedynie niewielkim wptywem wilasnosci lepkich — wielko$¢ tego
wptywu powinna by¢ jednak kazdorazowo sprawdzana do$wiadczalnie. W praktyce
wyglada to tak, Ze w modelach obliczeniowych wyprowadzonych z teorii sprezy-
stoSci i plastycznosci wartosci parametrow tych modeli (zwlaszcza statych spre-
zystych) zalezg od predkosci odksztalcenia. Nalezy bardzo wyraznie podkreslic,
ze podejscie takie jest jedynie niedoskonatym przyblizeniem o ograniczonym zakre-
sie stosowalno$ci 1 w zadnej mierze nie moze by¢ intepretowane w kategoriach
formulowania lepkosprezystego zwiazku konstytutywnego. Zwigzki fizyczne
muszg bowiem spelnia¢ postulaty determinizmu, lokalnoséci oraz obiektywnoS$ci
materiatlowej (Szeptynski 2020a), natomiast zwigzki postugujace si¢ predkosciami
odksztatcenia i predkosciami napr¢zenia niekoniecznie spetniajg ostatni z owych
postulatow. Aby tak byto, wykorzystywane miary predkosci napr¢zenia i odksztat-
cenia muszg by¢ obiektywne, czyli niezalezne od wyboru uktadu odniesienia. Wy-
brane miary tego rodzaju omoéwiono w pracy (Prager 1961). Nalezy ponadto zwrdcié
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uwagge, ze w przypadku wielu klejow nalezy spodziewac¢ sig, ze ich charakterysty-
ka lepkosprezysta dana bedzie nieliniowym zwiazkiem konstytutywnym, o czym
$wiadczy np. nieliniowa zalezno$¢ krzywej pelzania od poziomu obcigzenia kleju
(Piekarczyk 2023).

Specyficznym zjawiskiem zwigzanym z wilasnosciami lepkimi materiatu skle-
iny jest tzw. efekt Mullinsa — zjawisko zmiany charakterystyki fizycznej ma-
terialu przy ponownym obcigzeniu wzgledem jego charakterystyki pierwotnej
(por. rys. 19). Wtoérna charakterystyka materiatu zalezy od maksymalnej wartosci
naprezenia, osiagnietej we wczesniejszych procesach obcigzenia, przy czym, jesli
kolejne procesy nie przekraczaja tej wielkos$ci, to wlasno$ci mechaniczne materia-
hu w tych procesach sa w przyblizeniu takie same. Oznacza to, ze charakterystyka
zlacza klejowego jest zawsze inna przy pierwszym dociazeniu niz przy wszystkich
p6ézniejszych procesach obciagzenia, nawet jesli maksymalna wielko$¢ obcigzenia
jest wcigz taka sama.

-
(@) A — = _ _ _ charakterystyka
. .
- ’." K pierwotna
- 8
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/ "’ =
’ Obcquenle
I’ dciazeni
" EmmEEEEE OdcCigzenie

>
| g
Rys. 19. Efekt Mullinsa

Z tego wzgledu omawiane modele nie moga by¢ stosowane bez odpowied-
nich modyfikacji do opisu zagadnien obcigZenia niemonotonicznego Iub obcig-
zenia cyklicznego. W naszych rozwazaniach pomini¢te zostang zatem wielokrotne
procesy obciazenia i odciazenia (zwlaszcza obcigzenia cykliczne), skutkujace zmia-
ng charakterystyki mechanicznej materiatu skleiny oraz powstawaniem i rozwojem
peknieé i zmeczeniowa degradacja wlasnosci mechanicznych materiatu.

Rezygnacja ze stosowania $cistych zwiazkow konstytutywnych lepkosprezy-
stosci sprawia, ze konieczne jest rowniez wylaczenie z zakresu naszych rozwazan
obcigzen o charakterze dynamicznym, czyli procesow obcigzenia zachodzacych
na tyle szybko, ze konieczne staje si¢ uwzglednienie zjawisk inercyjnych (obcigze-
nia z wysokimi predkosciami odksztatcenia, drgania, obcigzenia udarowe).

Kolejnym §wiadomie pomijanym w wigkszosci opracowan czynnikiem, istotnie
wplywajacym na odpowiedz mechaniczng sklein polimerowych, jest podatnosé
charakterystyki mechanicznej na wplyw temperatury. Wtasnosci mechaniczne
sklein w ztaczach klejowych wykazujg znaczng wrazliwo$¢ na wysokos$¢ tempera-



27

tury otoczenia (Zajac 2018). Ogblnie mozna stwierdzi¢, ze wraz z wzrostem tem-
peratury sztywnos$¢ i wytrzymato$¢ polimeréw spadaja. Ziagcza pracujace w pod-
wyzszonych temperaturach wykazuja cechy wlasciwe zlaczom o bardziej podatnych
skleinach — bardziej rownomiernym rozktadem odksztatcenia i napr¢zenia wzdtuz
dhugosci zaktadu. W omawianych modelach zlaczy klejowych pominigty zostanie
wplyw temperatury na wlasnosci mechaniczne sklein. Oznacza to, ze — podobnie jak
w przypadku zjawisk lepkich — modele te stosowane by¢ mogg jedynie w warunkach
ustalonej temperatury oraz pod obcigzeniem, ktore nie doprowadzi do istotnego za-
burzenia jednorodnego pola temperatury w objetosci skleiny (przede wszystkich
chodzi tu o obcigzenia udarowe lub obcigzenia cykliczne o wysokiej czestotliwosci).
Tym samym liczbowe warto$ci parametréw takich modeli moga by¢ wykorzystywa-
ne jedynie dla temperatury, przy ktorej zostaly one wyznaczone — zmiana warunkow
termicznych pociagga za soba koniecznos$¢ doboru odmiennych parametréw modelu.
Roéwniez i w tym miejscu nalezy podkresli¢, ze podejscie takie nie ma nic wspdlne-
go z modelowaniem konstytutywnym wiasciwym dla termosprezystosci (Nowac-
ki 1972) lub termolepkosprezystosci (Christensen 1982).

Majac na uwadze powyzsze spostrzezenia, mozemy stwierdzi¢, ze wiasciwym
przedmiotem niniejszej monografii sg §cinane warstwy klejowe, pracujace w wa-
runkach ustalonej temperatury, obciazone monotonicznie na sposéb quasi-
-statyczny, przy czym geometria zlacza i charakter obcigzenia sg tego rodzaju,
ze dominujacym stanem mechanicznym w skleinie jest stan prostego Scinania.

Opracowanie obejmuje swoim zakresem:

1. wprowadzenie uwzgledniajace charakterystyke zlaczy klejowych oraz ma-
tematyczny opis stanu prostego §cinania wraz z modelowaniem konstytu-
tywnym dla owego stanu w ramach nieliniowej teorii sprezystosci,

2. szczeglOlowy opis zalozen wybranych analitycznych modeli zlaczy zaklad-
kowych wraz z wyprowadzeniem réwnan rzadzacych zagadnieniem $cinania
zlaczy tego typu oraz sformulowaniem stosownych warunkéw brzegowych,

3. przeprowadzenie symulacji numerycznych poréwnujacych przewidywa-
nia wybranych analitycznych modeli zlaczy zaktadkowych,

4. przedstawienie autorskiego modelu wielowarstwowej belki kompozyto-
wej oraz jego rozwigzan analitycznych,

5. walidacj¢ numeryczng i eksperymentalng zaproponowanego modelu.

W opracowaniu tym przedstawione zostang wybrane analityczne modele $cina-
nych ztaczy klejowych oraz modelowanie klejonych belek kompozytowych. Szcze-
gbétowy opis tych modeli poprzedzony zostal omowieniem matematycznego mo-
delowania zjawiska $cinania warstwy adhezyjnej, czyli kinematyki stanu prostego
$cinania oraz modelowania konstytutywnego materiatow, z ktorych wykonuje si¢
skleiny.

W dobie stosunkowo tatwego dostepu do zaawansowanego oprogramowania,
wykorzystujacego nowoczesne metody obliczeniowe (przede wszystkim metode
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elementow skonczonych, MES), oraz komputeréow o bardzo duzych mocach obli-
czeniowych pojawia si¢ uzasadnione pytanie o potrzebe¢ i zasadno$¢ opracowywa-
nia, badania i rozwijania opiséw teoretycznych i wynikajacych z nich modeli ana-
litycznych. Cho¢ stosowalno$¢ uproszczonych modeli analitycznych ograniczona
jest przez koniecznos$¢ spetnienia okreslonych warunkow (np. takich, jak omowione
w powyzszych akapitach), stanowia one praktyczne narzedzie shuzace projekto-
waniu i analizie ztagczy klejowych. Trzeba przy tym zauwazy¢, ze znaczaca czgsé
zlaczy, bedacych przedmiotem analiz w szeroko rozumianej praktyce inzynierskiej,
rzeczywiscie spelnia zatozenia, przy ktorych stosowanie uproszczonych modeli
jest uzasadnione.

O uzytecznosci tych modeli stanowi ich prostota, dzieki ktorej mozliwe jest wy-
znaczenie zamknietych wzorow opisujacych deformacje i rozklad sit wewnetrz-
nych w elementach zlacza. Wzory te stanowi¢ moga narzgdzia projektowe i anali-
tyczne, ktore z kolei mogg stuzy¢ formutowaniu zalecen lub wymagan okreslanych
przez normy branzowe. Problem formutowania zasad projektowania dla konstrukcji
wykorzystujacych ztacza adhezyjne jest niezwykle ztozony — jedng z kluczowych
trudnosci okazuje si¢ silna zmienno$¢ wynikow badan do$wiadczalnych, spowo-
dowana samg tylko r6znicg rozmiaréw probki (efekt skali), jak rowniez wptywem
pozornie nieistotnych réznic w sposobie przekazywania obcigzenia (warunki brze-
gowe). Owe roznice skutkujg catkowicie odmiennym stanem naprezenia w probkach
(Pasternak i Ciupack 2014). Problem ten mozna czgsciowo rozwiazac przez wpro-
wadzenie wspotczynnikow konwersji, ktore pozwalajg uwzgledni¢ wptyw omawia-
nych czynnikoéw na no§nos¢ elementu (van Straalen 2000).

Znajomos¢ analitycznej struktury rozwigzania pozwala rowniez ,,spojrze¢ w glab
zagadnienia”, czyli w sposob $cisty 1 jednoznaczny okresli¢ zwiazki przyczynowo-
-skutkowe (zaleznosci miedzy zmiennymi niezaleznymi a zaleznymi) oraz wew-
netrzne zwigzki miedzy rozmaitymi aspektami pracy rzeczywistego uktadu fizycz-
nego. Analizy wplywu tych czynnikoéw dokonuje si¢ za pomoca klasycznych metod
rachunku rézniczkowo-catkowego w ramach analizy parametrycznej zamknigtego
rozwigzania analitycznego. W przypadku rozwigzan numerycznych analiza taka jest
z samej natury owych metod ograniczona zardbwno w swoim zakresie, jak i rozdziel-
czosci (dyskretny zbidr wynikéw symulacji numerycznych). Jesli chodzi o mode-
le analityczne, to w przypadkach gdy uzyskanie zamknigtego rozwigzania nie jest
mozliwe, modele te w stosunkowo prosty sposob dostarczy¢ moga przyblizonych
rozwigzan numerycznych, uzyskiwanych przez zastosowanie najbardziej podsta-
wowych metod obliczeniowych, takich jak np. metoda réznic skonczonych (MRS)
(Bigwood i Crocombe 1990), czy iterowana metoda Rungego—Kutty (Szeptynski
i Nowak 2021), ktore realizowa¢ mozna na komputerach osobistych i ktore nie wy-
magaja specjalistycznego oprogramowania — z powodzeniem stosowaé tu mozna
darmowe i otwarte oprogramowanie typu Scilab, Octave itp.
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W niniejszej pracy zaimplementowano wybrane modele analityczne w progra-
mie do obliczen symbolicznych wxMaxima, przy czym przy wyznaczaniu nume-
rycznych wartosci statych catkowania oraz wartosci i wektorow wlasnych macierzy
wspotczynnikow uktadu rownan rézniczkowych postuzono si¢ programem Octave.

Symulacje numeryczne metodg elementéw skonczonych (MES), przedstawio-
ne w niniejszej monografii, przeprowadzone zostaly z wykorzystaniem programu
Abaqus. Ztacza ze skleing o silnie nieliniowej charakterystyce modelowano z wyko-
rzystaniem subrutyn VUMAT, przy zatozeniu mozliwosci wystapienia duzych od-
ksztatcen. W pozostatych przypadkach postugiwano si¢ liniowg teorig sprezystosci
(male odksztalcenia, liniowe zwigzki konstytutywne). Stosowano szescienne ele-
menty skonczone, ktorych maksymalny wymiar powiagzany byt z minimalnym wy-
miarem okreslajagcym geometri¢ ztgcza, czyli z grubos$cia skleiny.



3. Charakterystyka polaczen klejowych

Wartosciowe zestawienie kluczowych cech charakterystycznych ztaczy klejowych
oraz ich wykonania mozna znalez¢ w pracy (Mirski i Piwowarczyk 2008). Mecha-
nizm pracy ztacza klejowego zasadza si¢ na zjawiskach adhezji (powierzchniowe-
go zwigzania skleiny z elementem lgczonym) oraz kohezji (wewnetrznej spojnosci
skleiny). Mechanizmy adhezji majg ztozong natur¢ fizykomechaniczng i wyjasniane
sa na gruncie teorii oddziatywan migdzyczasteczkowych. W wigkszej skali o wlas-
no$ciach potaczenia adhezyjnego decyduje stopien penetracji nieréwnosci lub
otwartych poréw powierzchni elementu laczonego przez materiat skleiny. Zasadni-
czo mniejsza lepko$¢ (m.in. w warunkach podwyzszonej temperatury), wigksze ci-
$nienie oraz dtuzszy czas wnikania materiatu skleiny zwigkszaja site adhezji. O sile
adhezji stanowi rowniez zwilzalno§¢ powierzchni elementu taczonego przez ma-
terial skleiny, na co wplyw maja wtasnosci fizykochemiczne obydwu materiatow,
a takze chropowatos¢ i niejednorodnos¢ powierzchni.

O wlasnosciach mechanicznych ztacza klejowego w najwickszej mierze (lecz nie
wylacznie) decyduje dobor materialu skleiny, ktéra zagwarantowaé ma spetienie
wymagan stawianych ztaczu w zakresie jego no$nosci, sztywnosci i trwalosci w za-
danych warunkach pracy. Wsrod stosowanych materialow wymieni¢ mozna:

e Kkleje na bazie zywic epoksydowych — kleje wystepuja w postaci jednosktad-
nikowej lub dwusktadnikowej (zywica i utwardzacz). W zaleznosci od po-
wierzchni klejenia wigzanie nastgpuje po uptywie od kilku minut do kilku
godzin — pelng wytrzymatos$¢ ztacze osiaga niekiedy dopiero po kilku dniach.
Czas ten mozna skroci¢ przez dogrzewanie ztacza w temperaturze z zakresu
60+80°C, co sprzyja rowniez polepszeniu wtasnosci mechanicznych ztacza.
Zlacza na bazie zywic epoksydowych charakteryzujg si¢ wzglednie wigksza
sztywnoscig w porownaniu do np. zlaczy na bazie poliuretanu. Utwardzanie
ztacza w temperaturze powyzej 180°C zwigksza wytrzymatos¢ kleju, jednak-
ze dzieje si¢ to kosztem sprezystosci (podatnosci) ztacza i jego udarnosci.
Wytrzymato$¢ na $cinanie klejow na bazie epoksydu siega okoto 25 MPa. Za-
kres temperatur dopuszczalnych dla stosowania ztgczy na bazie klejow epok-
sydowych to nawet przedziat —250+175°C, jakkolwiek w praktyce nie stosuje
si¢ zywic epoksydowych w temperaturach powyzej 120°C (Broughton 2012);

e kleje poliuretanowe — kleje wystepuja w postaci jednosktadnikowej lub
dwusktadnikowej, z rozpuszczalnikiem Iub bez rozpuszczalnika. Klej jed-
nosktadnikowy bez rozpuszczalnika utwardza si¢ wskutek pobierania wody
z powietrza lub w wyniku natryskiwania. W przypadku kleju jednosktadni-
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kowego z rozpuszczalnikiem konieczne jest catkowite lub prawie catkowite
odparowanie rozpuszczalnika. Klej dwusktadnikowy zaczyna twardnie¢ po
zmieszaniu sktadnikow w temperaturze pokojowe;j, jakkolwiek zwigkszenie
temperatury przyspiesza proces twardnienia. Kleje poliuretanowe charaktery-
zuja si¢ mniejsza wytrzymaloscig i wigkszg podatnoscia od klejow na bazie
zywic epoksydowych (Kwiecien 2012). Wytrzymatos$¢ klejow poliuretano-
wych na $cinanie zawiera si¢ najczgsciej w zakresie od 0,5 MPa do okoto
15 MPa. Deklarowany przez producentéw (np. Gallagher) zakres temperatur
dopuszczalnych dla stosowania ztaczy na bazie klejow poliuretanowych to
w przyblizeniu —60+100°C. Odpowiedni dobor sktadnikow pozwala zwigk-
szy¢ maksymalng dopuszczalng temperature nawet do 150°C;

e kleje metakrylowe — kleje dwusktadnikowe, w ktorych utwardzacz moze
by¢ dodany w postaci proszku, pasty Iub lakieru. Charakteryzuja si¢ wysoka
wytrzymaloscig na $cinanie (do 40 MPa). Zakres temperatur dopuszczalnych
dla stosowania zlaczy na bazie klejow metakrylowych to okoto —40+130°C
(Mirski i Piwowarczyk 2008);

e cyjanoakryl — kleje bez rozpuszczalnika o bardzo krotkim czasie wigzania,
rzgdu od kilku do kilkunastu sekund. Twardniejg pod wptywem wody pobie-
ranej z powietrza. Wytrzymato$¢ na Scinanie zawiera si¢ najczesciej w zakre-
sie 2+7 MPa. Zakres temperatur dopuszczalnych dla stosowania zlaczy na
bazie klejow cyjanoakrylowych ogolnego zastosowania to okoto —54+82°C
(Troughton 2009).

O jakosci zlacza — z punktu widzenia wytrzymato$ci, sztywnos$ci oraz trwatosci

—w duzej mierze decyduje sposob wykonania ztacza, czyli:

e przygotowanie powierzchni—usunigcie zanieczyszczen: osadow, pytow, tlen-
kéw (rdzy), tluszezu, olejow, smardow, warstw reakcyjnych, przypowierzch-
niowo zwigzanej wody. Stosuje si¢ rOwniez aktywne przygotowanie pozada-
nej powierzchni przez zwigkszenie jej powierzchni wlasciwej droga obrobki
mechanicznej (szlifowanie, chropowacenie itp.), chemicznej (m.in. trawienie,
utlenianie) lub innymi metodami. Jako$¢ zlacza mozna zwigkszy¢ przez za-
stosowanie podktadow, ktore poprawiaja adhezje, zwigkszaja trwatosé wigza-
nia, a ponadto dodatkowo zabezpieczajg powierzchnie przed zawilgoceniem
i korozja. Przygotowanie powierzchni wptywa w istotny sposob na no$nos¢
zlgcza, nie ma jednak wptywu na jego sztywno$¢ (Amorim i in. 2018);

e wykonanie mieszanki — konieczne jest zachowanie odpowiednich proporcji
sktadnikow w klejach wielosktadnikowych, wtasciwe ich zmieszanie, elimi-
nacja pgcherzy powietrza;

e nakladanie kleju — powinno by¢ wykonane w czasie nie dtuzszym niz okres-
lony przez producenta dla danego materiatu;

e utwardzanie — moze by¢ efektem procesu fizycznego lub chemicznego, od-
dziatywania podwyzszonej temperatury lub promieniowania UV. W czasie
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utwardzania elementy zlacza powinny pozostawa¢ w niezmiennym potoze-
niu. Czas utwardzenia kleju mozna zmniejszy¢ przez uzycie aktywatorow.
W niektorych przypadkach ich stosowanie jest wrecz konieczne.

Wsrdd czynnikow wptywajacych na trwato$¢ polaczen klejowych wymieni¢ na-

lezy przede wszystkim nastgpujace:

e temperatura — czynnikiem, ktéry w najwyrazniej zauwazalny sposob wpty-
wa na no$nos$¢ i sztywnos¢ potaczen klejowych, jest temperatura, ktora w spo-
sob bezposredni oddziatuje na strukture wewnetrzng polimerowych materia-
tow sklein. Niekiedy przyjmuje si¢, ze maksymalng temperaturg bezpieczne;j
pracy ztacza klejowego jest 100°C (Piekarczyk 2023), w rzeczywisto$ci jed-
nak dopuszczalny zakres temperatury dla stosowalnosci kleju zalezy silnie
od jego sktadu. Wielkoscig odniesienia dla wszelkich rozwazan z tego zakre-
su jest temperatura zeszklenia Tg, czyli temperatura, przy ktorej chtodzony
polimer w stanie wysokoelastycznym lub lepko-ptynnym przechodzi w stan
szklisty, co pociaga za sobg silny przyrost lepkosci. W rzeczywisto$ci jest
to wielkos$¢ do pewnego stopnia umowna, poniewaz proces zeszklenia zacho-
dzi w pewnym zakresie temperatur. Wtasnie w tym zakresie zmienno$¢ wia-
sno$ci mechanicznych materiatu wskutek zmian temperatury jest najwigksza.
Zarowno wytrzymato$¢ sklein, jak i ich sztywno$¢ malejg wraz z wzrostem
temperatury. Rozklad naprezenia stycznego w ztaczach w wyzszych tempe-
raturach charakteryzuje si¢ wigksza rownomierno$cig (Zajac 2018) — obsza-
ry koncentracji naprezenia przy brzegach skleiny ulegaja zmniejszeniu kosz-
tem podwyzszenia wielko$ci napr¢zenia stycznego w srodkowej czgsci ztacza,
gdzie i tak jest ona mniejsza od wartosci maksymalnej, ktora wystepuje przy
brzegach. W ten sposob nosnos¢ materiatu skleiny jest w wigkszym stopniu
wykorzystana na wickszym obszarze zltgcza. Przypadkiem granicznym jest
tutaj skleina doskonale podatna (ptynna, plastyczna), dla ktorej rozktad napre-
zenia jest staty. Owo zwigkszenie rownomiernosci rozktadu naprezenia stycz-
nego odbywa si¢ jednak kosztem sztywnos$ci zlacza. Z drugiej strony kleje
wystawione na dziatanie niskich temperatur mogg stawac si¢ bardziej kruche;

e wilgotnos¢é — zjawisko absorpcji wody przez materiat skleiny wpltywa nieko-
rzystnie na jej wlasnosci mechaniczne. Woda pochtaniana jest przede wszyst-
kim w obszarze zachodzenia przemiany szklistej (witryfikacji), w mniejszym
za$ stopniu w obszarach, w ktorych skleina jest w stanie plastycznym lub
szklistym. Przyjmuje si¢, ze skutki absorpcji wilgoci z otoczenia sg przy-
najmniej czgsciowo nieodwracalne z uwagi na spowodowane absorpcja mi-
kropekniecia i tworzenie mikropustek oraz zachodzace w obecno$ci wody
reakcje chemiczne. Obserwuje si¢ rowniez spadek temperatury zeszklenia
polimeréw, spowodowany absorpcja wody z otoczenia (Jurf i Vinson 1985;
Fevery iin. 2021);
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e obecnos$¢ promieniowania UV — poza tym, ze $wiatto UV stosuje si¢ w celu
utwardzenia materiatu skleiny, wplyw promieniowania ultrafioletowego
na prac¢ polaczenia klejowego jest wieloraki i zalezy zarowno od materialu
skleiny, jak i od czasu ekspozycji oraz pozostalych warunkoéw pracy ztacza.
Przyktadowo, dla klejow na bazie zywic epoksydowych obserwuje si¢ spa-
dek wytrzymatosci na $cinanie w temperaturze pokojowej przy diugotrwa-
tym oddziatywaniu promieniowania UV, przy czym zmianie ulega rowniez
charakter zniszczenia (wigkszy udziat kruchego pekania) (Khaleel i in. 2019),
a sztywno$¢ materiatu wzrasta (Nguyen i in. 2012). Z drugiej strony dtu-
gotrwate naswietlanie moze prowadzi¢ do wzrostu wytrzymalo$ci zlacza
w podwyzszonych temperaturach (Amorim i in. 2018). Przy badaniu wptywu
promieniowania UV koniecznie trzeba zwroci¢ uwage na fakt, ze zar6wno
w przypadku probek badanych w laboratorium, jak i rzeczywistych zlaczy
wplywu promieniowania ultrafioletowego nie da si¢ odseparowa¢ od jedno-
czesnego wptywu podwyzszonej temperatury;

o agresywnos¢ chemiczna Srodowiska — trwalo$¢, nosnos¢ i sztywnos¢ zta-
czy, z uwagi na agresywne oddziatywanie substancji chemicznych obecnych
w srodowisku, zalezy oczywiscie od tego, w jakim stopniu materiat skleiny
jest podatny na szkodliwe odzialywanie konkretnego czynnika agresywnego.
Wisrdd substancji potencjalnie szkodliwych dla potaczenia wymieni¢ nalezy
wode (zwlaszcza wrzatek), oleje, alkalia, benzyny, alkohole, ketony, estry,
acetony, zwigzki aromatyczne, a takze kwasy (np. solny, siarkowy, azotowy)
i zasady (np. wodorotlenek sodu, wodorotlenek potasu) (zob. np. Weggemans
1967). O mozliwos$ci zastosowania zadanego materiatu do wykonania ztacza
klejowego w okreslonym $rodowisku chemicznym decyduje nie tylko rodzaj
czynnika agresywnego, ale rowniez jego stezenie;

e cykliczna zmienno$¢ warunkow pracy — kluczowym aspektem zagadnie-
nia trwatos$ci potgczen klejowych jest zmiennos¢ warunkéw pracy, ktora
— podobnie jak w przypadku szerzej znanych zjawisk zmeczenia i mecha-
niki pekania metali i stopow — skutkuje obnizeniem wytrzymatosci skleiny.
W przeciwienstwie do metali, w przypadku ktorych obserwuje si¢ wystepo-
wanie trwatej (nieograniczonej) wytrzymatosci zmeczeniowej, w niektorych
materiatach sklein polimerowych taka graniczna warto$¢ moze nie istnie¢ —
w takiej sytuacji wytrzymalo$¢ zmgczeniowa okresla si¢ dla z gory ustalonej
liczby cykli obcigzenia (ISO 9664:1993). Wytrzymalos¢ zmeczeniowa zalezy
istotnie od charakterystyki obciazenia. Obserwuje si¢, ze amplituda obcigze-
nia ztacza $cinanego w wiekszym stopniu wptywa na wielko$¢ wytrzymato-
$ci zmeczeniowej niz liczba cykli obciazenia (Houjou i in. 2021). Podobnie
jak wytrzymato$¢ dorazna roéwniez i wytrzymato$¢é zmeczeniowa spada wraz
z wzrostem temperatury 1 wilgotnosci. Nalezy przy tym zwrdci¢ uwage, ze na
obnizenie wytrzymatosci zmeczeniowej wzgledem doraznej ma wplyw nie
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tylko zmienno$¢ warto$ci obcigzenia mechanicznego, lecz rowniez cykliczne
zmiany warunkoéw pracy zlacza, m.in. temperatury i wilgotno$ci. Zmienne
warunki pracy mogg doprowadzi¢ do zniszczenia ztacza (odspojenia) nawet
przy braku obcigzenia mechanicznego (Korta i in. 2015). Na zmeczeniowg
wytrzymalos¢ ztgcza klejowego ma rowniez wplyw geometria zlgcza, zwlasz-
cza za$ obecno$¢ karbu. Koncentracja napr¢zenia stycznego oraz odrywaja-
cego naprezenia normalnego pojawia si¢ nie tylko w karbie, ale rowniez przy
brzegach zlgcza (Broughton i in. 1999), co w najwigkszym stopniu dotyczy
zkaczy o sztywnych skleinach.



4. Zastosowania polaczen klejowych

ZYacza klejowe, podobnie jak inne zlacza powierzchniowe oraz liniowe, charaktery-
zuja si¢ wigksza jednorodnoscia rozktadu stanu napr¢zenia we wszystkich elemen-
tach zlacza niz w przypadku zltaczy punktowych, w ktorych obecnos¢ punktowego
lacznika niejednokrotnie wigze si¢ z wystgpowaniem koncentracji naprezen, a tym
samym z uzaleznieniem globalnej no$nosci ztacza od lokalnej silnej zwyzki wiel-
kos$ci naprezenia w strefie kontaktu. Powodem, dla ktorego ztacza klejowe zyskaly
ogromng popularno$¢ oraz nieustannie znajduja zastosowanie w wielu obszarach
przemystu, jest fakt, ze umozliwiajg one taczenie elementow konstrukcyjnych wy-
konanych z r6znych materialow. Ztacza zgrzewane, lutowane czy spawane moga by¢
stosowane jedynie do taczenia elementéw wykonanych z takich materiatow, dla kto-
rych wykonanie takiego ztacza jest w ogodle technologicznie mozliwe. W przypadku
ztaczy klejowych ograniczenie to wtasciwie nie istnieje — umozliwiajg one taczenie
wszystkich kluczowych materiatdéw konstrukcyjnych, takich jak metale i stopy (stal,
aluminium), materialty mineralne (beton, ceramika, kamien), materiaty drewnopo-
chodne (tarcica, drewno klejone) czy wreszcie tworzywa sztuczne — w kazdej konfi-
guracji. Pozwala to na tworzenie uktadow wielomateriatowych, w ktorych wykorzy-
stuje si¢ specyficzne wlasnosci kazdego z materialu w mozliwie najefektywniejszy
sposob. Umozliwia to osiggni¢cie wymaganej wytrzymatosci, sztywnosci i statecz-
no$ci uktadu przy jednoczesnym zmniejszeniu zuzycia materiatu oraz catkowitej
jego masy, co dodatkowo zwicksza no§nos¢ graniczng uktadu oraz ma istotne zna-
czenie w przemysle lotniczym i motoryzacyjnym.

Pierwsze prace naukowe z zakresu modelowania ztaczy klejowych Volkersena
(Volkersen 1938) oraz de Bruyne’a (de Bruyne 1944) pojawily sie w kontekscie
zastosowania ztaczy tego typu w przemysle lotniczym. Elementy metalowe taczone
byty za pomocg kleju fenoloformaldehydowego juz w 1942 roku, zas w 1946 roku
wykorzystano po raz pierwszy zywice epoksydowe (Piekarczyk 2023). W pdzniej-
szych latach wiele kluczowych opracowan dotyczacych zlaczy klejowych zleca-
nych bylo przez panstwowe instytucje zwigzane z przemystem lotniczym (Hart-
-Smith 1973b; a; Renton i Vinson 1973; Cooper i Sawyer 1979; Delale i in. 1980).
Obecnie ztacza klejowe stosuje si¢ m.in. do: spajania drugorzednych elementow
konstrukcyjnych, taczenia poszycia z konstrukcja no$ng kadtuba, a niekiedy row-
niez laczenia elementow sktadowych samej konstrukeji nosnej (da Silva i in. 2011).

Zastosowanie ztgczy klejowych w przemysle motoryzacyjnym jest ograniczone
z uwagi na dlugos¢ czasu wigzania i dojrzewania skleiny, ktora jest niekompaty-
bilna z koncepcja seryjnej produkcji samochodow na linii montazowej. Stosuje si¢
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jednak polgczenia klejowe np. w przypadku klejenia okien (da Silva i in. 2011), ob-
lachowania oraz elementow wykonczenia wnetrza. W przemysle motoryzacyjnym
obserwuje si¢ wzmozone zainteresowanie wykorzystaniem rozwigzan wielomateria-
lowych (stali, stopéw aluminium i stopow magnezu o wysokich wytrzymatosciach,
kompozytow) z uwagi na mozliwo$¢ obnizenia masy samochodu przy jednocze-
snym zachowaniu no$nosci i sztywnosci konstrukeji, co z kolei pozwala na wigksza
oszczednos¢ paliwa i w konsekwencji na ograniczenie emisji szkodliwych dla sro-
dowiska czynnikow. W przypadku uktadéw wielomateriatlowych nie jest mozliwe
zastosowanie ztaczy spawanych, a wykorzystanie tacznikow punktowych (nitow,
srub) wymaga ostabienia otworami przekroju taczonych elementéw nos$nych. ta-
czenie roznych materialow stanowi obecnie szerokie pole dla zastosowan zlaczy
klejowych (Goede i in. 2009; Korta i Uhl 2013). Zaréwno w przypadku przemyshu
lotniczego, jak i przemystu motoryzacyjnego stosowane ztacza klejowe nie maja
z reguly charakteru omawianych w niniejszej pracy zlaczy scinanych — kluczowym
aspektem stosowania ztaczy klejowych w tych galeziach przemystu jest no$nosc¢
ztacza na odrywanie.

Technologie taczenia za pomocg sklein wykorzystywane sa powszechnie w bu-
downictwie. W istocie, zastosowanie w taczeniu jakiejkolwiek zaprawy — mineralnej
czy mineralno-polimerowej — ma charakter ztgcza klejowego (adhezyjnego). W tym
sensie wszystkie tradycyjne technologie wznoszenia konstrukcji z elementow ma-
lowymiarowych (cegty, bloczki, pustaki) czy prace wykonczeniowe (glazurnictwo,
posadzkarstwo) wykorzystuja technologie aczenia wlasciwe ztaczom klejowym.
Charakter pracy polaczen tego typu — podobnie jak w przypadku np. sklein polime-
rowych wykorzystywanych w kotwach chemicznych lub przy tworzeniu dzwiga-
réw z drewna klejonego — jest oczywiscie odmienny od omawianego w niniejszym
opracowaniu. Ztgcza klejowe w budownictwie petnig niejednokrotnie dodatkowa
funkcje uszczelnienia. Ztacza klejowe w postaci cienkich $cinanych warstw adhe-
zyjnych znajdujg w budownictwie zastosowanie np. przy ksztattowaniu kompozy-
towych elementdéw konstrukeyjnych takich jak drewno klejone krzyzowo (CLT) lub
jako zamocowanie elementéw wzmacniajacych konstrukcje w postaci tasm z wiok-
na weglowego (CFRP), wtokna szklanego (GFRP) Iub innych tasm kompozytowych
(Kowal 2016). Zastosowanie potaczen klejowych w konstrukcjach metalowych oraz
roznorodne aspekty zastosowan ztaczy tego typu omowiono w pracach (Piekar-
czyk 2012, 2013). Technologie klejenia wykorzystywane sa m.in. w mostownictwie
—juz w latach 50. XX wieku stosowano klejenie w konstrukcji mostéw stalowych
(Piekarczyk 2023). Technologia ta znajduje zastosowanie w mostownictwie zarow-
no w weztach konstrukcji kratowych, jak i potagczeniach kompozytowych ptyt po-
mostow z elementami wsporczymi czy dzwigarami, czy wreszcie przy wzmacnianiu
mostow doklejanymi elementami (Lagoda 2005). Ziacza klejowe z powodzeniem
wykorzystywane sa w taczeniach elementow metalowej szkieletowej podkonstruk-
cji dla fasad. Klejenie jest réwniez efektywna metodg wzmacniania i usztywniania
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zarowno niewielkich profili zimnogietych i cienko$ciennych, jak i podatnych na lo-
kalna utrate statecznosci sSrodnikow blachownic (Piekarczyk 2018). Technika ta ma tg
zalete, ze nie prowadzi do uszkodzenia powtoki galwanicznej czy powstania spowo-
dowanych wysokg temperaturg napr¢zen resztkowych, jak dzieje si¢ to w przypadku
spawania. Innym przyktadem zastosowania klejenia jest konstrukcja azurowych ptyt
stalowych klejonych z cienkosciennych profili. W przypadku zastosowania ztacza
klejowego przy kotwieniu ta§m sprezajacych nalezy zwrdci¢ uwage na mozliwe
dwojakie znaczenie terminu ,,ztacze klejowe”. Z jednej strony elementami taczo-
nymi bezposrednio sg tasma i podtoze, z drugiej za$ to tasma wraz z klejem moze
mie¢ charakter tacznika, ktoéry za pomocg warstwy adhezyjnej tworzy zlacze dwoch
elementéow konstrukcyjnych. Taki charakter ma zastosowanie tasm sprezajacych
w celu wzmocnienia lub zabezpieczenia uszkodzonych badz narazonych na uszko-
dzenie elementow konstrukcyjnych. Szczegdlnie szerokie zastosowanie wzmocnien
tego typu dotyczy zarysowanych konstrukcji zelbetowych (Hollaway 2003) oraz
zabezpieczenia zabytkowych $cian murowanych, narazonych na oddziatywania sej-
smiczne lub parasejsmiczne (Shrive 2006). Zastosowanie podatnych sklein pozwala
réwniez na naprawe zlacza klejowego, ktore wskutek obcigzenia ulegto zniszezeniu
(Kwiecien 1 in. 2016). W pracy (Sahellie i Pasternak 2015a) porownano no$nos¢
zginanych trojpunktowo ceownikéw, ktorych potki wzmocnione zostaly blachami
przyklejonym za pomoca zywicy epoksydowej lub akrylowej — obydwa kleje cha-
rakteryzuja si¢ podobnymi wlasno$ciami wytrzymatosciowymi, przy czym zywi-
ca epoksydowa wykazuje w temperaturze pokojowej nieco wigkszg wytrzymatosc
1 znacznie wigksza sztywnos$¢. Wyniki przeprowadzonych badan doswiadczalnych
wskazuja, ze wieksza odksztalcalno$¢ zywicy akrylowej zadecydowata o tym, ze no-
$nos¢ ceownika bylta praktycznie identyczna jak w przypadku belek wzmacnianych
epoksydem, mimo ze zywica akrylowa charakteryzuje si¢ mniejsza wytrzymatoscia.
Zastosowanie zlgczy klejowych w ksztattowaniu konstrukcji no$nych nie jest po-
wszechne z uwagi na istotne ograniczenia wynikajace ze wzglednie nizszej trwatosci
zlaczy tego typu, a spowodowane znaczng podatnoscig sklein na zmienne warunki
atmosferyczne, wahania temperatur czy oddziatywanie promieniowania UV.



5. Kinematyka prostego Scinania

Prostym $cinaniem nazywamy stan mechaniczny ciata odksztatcalnego, w ktorym
proste wlokna materialne — zbiory punktow odksztalcalnego osrodka ciagtego
tworzace odcinek prosty — w wyniku deformacji pozostaja proste, lecz nachylo-
ne wzgledem siebie odmiennie niz w konfiguracji odniesienia (rys. 20). Wtokna
pierwotnie prostopadle po deformacji nachylone sg pod pewnym katem o, ktéry na-
zywac bedziemy katem $ciecia.

deformacja X, A

X\ /\ _’%

A X
a
~ ~

A4 > A4 >
X
L A 1 I /L X
konfiguracja konfiguracja
odniesienia aktualna

Rys. 20. Proste $cinanie

W praktyce najczesciej wykorzystywang miarg wielkosci $cigcia jest parametr

y=tga (5.1)

nazywany odksztalceniem katowym lub odksztalceniem postaciowym. W przy-
padku matych deformacji wielkosci te sa w przyblizeniu rowne, czyli y = a. W po-
nizszej analizie przyjmowac bedziemy v > 0.

Deformacja ciata odksztalcalnego moze mie¢ charakter prostego Scinania jedy-
nie lokalnie (w nieskonczenie matym otoczeniu wybranego punktu) lub globalnie
— dla obszaru o skonczonych wymiarach. Dla przejrzystosci ponizszych rozwazan
oraz w celu czytelniejszego ich zilustrowania analizowa¢ bedziemy fragment osrod-
ka ciagglego o skonczonych wymiarach. Zaktada¢ bedziemy ponadto, ze wewnatrz
rozwazanego obszaru deformacja ma charakter jednorodny, co pociagnie za soba
stalos¢ tensorowego pola gradientu deformacji oraz innych tensorowych miar, stu-
zacych opisowi deformacji i stanu mechanicznego ciata. Wyniki i wnioski dotyczace
ponizszej analizy mozna stosowac rowniez w przypadku deformacji niejednorodne;j,
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przyjmujac je za obowigzujace w wystarczajagco matym otoczeniu dowolnego punk-
tu continuum, w ktorym gradient deformacji przyjmuje posta¢ charakterystyczna
dla stanu prostego $cinania. Deformacja w stanie prostego $cinania moze by¢ opisa-
na roOwnaniami:

x =X, +7vX,
x, =X, (5.2)
Xy =X,

gdzie: x, (i = 1, 2, 3) to wspdtrzgdne przestrzenne okreslajace aktualne potozenie
w przestrzeni punktoéw materialnych, ktorych potozenie w konfiguracji odniesienia
okreslajg wspotrzedne materialne X, (i = 1, 2, 3).

Jest to deformacja plaska. Zakltadamy wigc, ze ciato nie doznaje odksztalcenia
na kierunku prostopadtym do plaszczyzny zagadnienia, zatem formalnie nalezy stan
ten nazwa¢ plaskim stanem odksztalcenia. Odpowiadajacy powyzszym réwna-
niom materialny gradient deformacji jest rowny:

1
F=x®V, =(0 (5.3)
0

oS = <
- o O

Wyznacznik gradientu deformacji (jakobian) w stanie prostego $cinania jest
rowny:

J =det(F) =1 (5.4)

Jest to zatem deformacja izochoryczna (réwnoobjgtosciowa). Poniewaz jako-
bian odwzorowania wspotrzednych materialnych we wspotrzedne przestrzenne jest
niezerowy, odwzorowanie to jest odwracalne. Przestrzenny gradient deformacji
jest rowny:

I -y 0
f=F'=/0 1 0 (5.5)
0 0
Wyznaczymy teraz kolejne miary deformacji. Materialny gradient przemiesz-
czenia:

H=u®V, =F-1 (5.6)

I
[ )
oS O <
S O O
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Przestrzenny gradient przemieszczenia:

h=u®V, =1-f=

S O O
S O <
S O O

(5.7)

Symetryczna cze$§¢ materialnego gradientu przemieszczenia — tensor malych
odksztalcen Cauchy’ego:

| 0 y/2 0
8=§(H+HT)= 0 0 (5.8)
sym 0

Symetryczna cze$¢ przestrzennego gradientu przemieszczenia

. 0 v/2 0
n:E(h+hT)= 0 0 (5.9)
sym 0
Prawy tensor deformacji Cauchy’ego—Greena:
1 Y 0
C=F'F-= v?+1 (5.10)
sym 1
Lewy tensor deformacji Cauchy’ego—Greena:
V41 v 0
B=FF = 10 (5.11)
sym 1
Materialny tensor odksztalcenia Greena—de Saint-Venanta:
[ ] 1 1
Y 0O —={x-——] O
0 50 2 ( L ]
1 2 2
E=—(C-1)= 5.12
;D T o PRI B (>.12)
2 2\,
Sym 0 sym 0
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oraz jego czg¢S¢ liniowa, czyli symetryczna cze$¢ materialnego gradientu przemiesz-
czenia — tensor malych odksztalcen Cauchy’ego:

0 Y 0 0 lk—l 0
1 2 2070
=—(u®V, +V, ®u)= = ! 5.13
g 2(u x tVx ®u) 0 0 0 0 (5.13)
Sym 0 sym 0

W tym miejscu warto zwréci¢ uwage na fakt, ze nieliniowa miara odksztatcenia
postaciowego £, (w ramach teorii duzych odksztatcen) oraz miara liniowa g; (teoria
matych odksztatcen) sg w przypadku prostego $cinania identyczne.

Prawy tensor rozciagniecia w wyjsciowym uktadzie wspotrzednych reprezen-
tuje macierz:

2 Y 0
2
1 A +1
U= 2+ = ! 0 5.14
= 0 1422 A (5.14)
Va+y 5
sym | sym 1+

gdzie: A, (i = 1, 2, 3) sg rozciggnigciami glownymi, czyli wartosciami wasnymi
tensora rozciagnigcia:

KI=\/l+%(y+\/y2+4)=%e[l;+oo)

2

7»2=\/1+%(y—«/y2+4)=%e(0;1] (5.15)

1

Ay =1

Odksztatcenie postaciowe mozna wyznaczy¢ jako funkcje rozciggnie¢ gltow-
nych:

. » 1
|y|:\/xl +F—2=\/AZ+F—2 (5.16)

1 2
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Tensor obrotu w wyj$ciowym uktadzie wspotrzednych reprezentuje macierz:

T . (m
cos(z - 24)) —sin (5 - 24)) 0
R=/gin [§—2¢j cos (g—&b) 0 (5.17)
0 0 1

gdzie: ¢ oznacza kgt zawarty miedzy kierunkiem Scinania (o$ X)) a kierunkiem
wlokna podlegajacego najwigkszemu rozciagnigciu (o$ wlasna tensora rozciggnie-
cia, odpowiadajaca maksymalnej wartosci wlasne;j):

2=y =, ¢e[§;§] (5.18)
-

Latwo pokaza¢, ze:

| 11
=t _ =, ——=——) 5.19
lv|=tgd o T Tk (5.19)

Nalezy przy tym pamigtac¢ o definicji 1 zakresie wartosci rozciagnig¢ glownych,
zgodnie z rownaniami (5.15). Powyzsze zalezno$ci mozna zilustrowaé geometrycz-
nie (zob. rys. 21 i1 22). Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze orientacja witokien podle-
gajacych ekstremalnym rozciggni¢ciom nie pokrywa si¢ z przekatnymi $cinanego
elementu, ale rozni si¢ w zalezno$ci od wielkosci odksztalcenia katowego.

Z uwagi na przejrzystos¢ i jednoznaczno$¢ prowadzonych rozwazan nalezy
wskaza¢ rdznice pomigdzy $Scinaniem ,,prostym” a $cinaniem ,,czystym”. Czystym
Scinaniem nazywamy plaskg deformacje izochoryczna, w ktorej wiokna na jed-
nym kierunku doznajg skrécenia, za$ na kierunku prostopadlym — wydluzenia,
przy czym nie zachodzi sztywny obrét wlékien.

Zatem w przypadku czystego $cinania — inaczej niz w przypadku prostego §cina-
nia — w rozkladzie biegunowym gradientu deformacji tensor obrotu jest tensorem
jednostkowym, za$ tensor malych obrotow jest tensorem zerowym. Zachodzi
zatem:

R=1=>F=RU=VR=U=V (5.21)
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konfiguracja konfiguracja
odniesienia aktualna
L

A
Y

L yL

Rys. 21. Proste $cinanie — geometryczna interpretacja parametrow zagadnienia; d — dlugosc
poczatkowa wtokien podlegajacych ekstremalnym rozciggnigciom

'y

]L

Rys. 22. Proste $cinanie — geometryczna ilustracja zwigzkoéw (5.20)

deformacja
deformacja /—\
<,
=
konfiguracja konfiguracja konfiguracja konfiguracja
odniesienia aktualna odniesienia aktualna

Rys. 23. Ilustracja graficzna czystego $cinania w dowolnym uktadzie odniesienia (po lewej) oraz
w uktadzie, ktérego osie pokrywaja si¢ z kierunkami rozciagni¢é glownych



44

Gradient deformacji musi by¢ wiec tensorem symetrycznym. W przypadku czy-
stego $cinania wartosci wlasne F sg rowne rozciggnigciom gltdéwnym, a jego wektory
wlasne sg tozsame z wektorami wlasnymi prawego i lewego tensora rozciggnigcia
i pokrywaja si¢ z kierunkami rozciggnie¢ gtéwnych. W przypadku prostego $cina-
nia, ktoremu odpowiada niesymetryczny gradient deformacji, tensor F ma potrojna
wartos¢ wlasng roéwna 1 i tylko dwa liniowo niezalezne wektory wlasne.

Mozna pokazaé, ze stan czystego S$cinania reprezentuje gradient deformacji
0 ogolnej postaci:

A sin® +iCOSZ U} [i —lecoswsinw 0
7\’1 7\‘1

1 . 5.22
A cosz\v+7h—sm2\|/ 0 (5-22)
1

sym 1

gdzie: v jest katem uwzgledniajagcym orientacje kierunkow rozciggnie¢ glownych,
jak rowniez orientacjg przyjetego uktadu wspoétrzednych. Dla symetrycznego gra-
dientu deformacji pozostate miary deformacji réwniez dane sg tensorami symetrycz-
nymi — w szczegolnosci symetryczny jest gradient przemieszczenia, a zatem jego
cze$¢ antysymetryczna — tensor matych obrotow — jest tensorem zerowym.

W konteks$cie rozdzialu 6, w ktorym omawiany bedzie stan napr¢zenia zwigzany
ze stanem prostego Scinania, wazne jest poczynienie pewnej uwagi terminologicz-
nej. W wigkszos$ci opracowan dydaktycznych stanami prostego i czystego $cinania
nazywa si¢ okreslony typ deformacji. Z drugiej strony stanem ,,czystego $cinania”
nazywa si¢ rowniez szczeg6lny rodzaj stanu naprezenia lub stanu odksztatcenia @
(przede wszystkim w ramach liniowe;j teorii sprezystosci) — sg to stany dewiatorowe
(bezsladowe) o zerowym wyznaczniku (Rychlewski i Blinowski 1998):

tr(@)=0, det(w)=0 (5.23)

czyli tensory, ktore w uktadzie swoich osi wlasnych maja postac:

0l 0 O
0= -0 0 (5.24)
sym 0

za$ w uktadzie osi obréconych wzgledem osi wlasnych o kat 45° wokot osi odpowia-
dajacej zerowej wartosci wlasnej reprezentowane sg przez macierz:
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0 o O
0= 0 0 (5.25)
sym 0

Postugujac si¢ terminem ,,czyste $cinanie”, konieczne moze okaza¢ si¢ dopre-
cyzowanie, w jakim znaczeniu jest on uzyty. Mozna stwierdzié, ze tensor matych
odksztatcen, odpowiadajacy deformacji prostego §cinania, jest stanem odksztatcenia
czystego $cinania. Przy zalozeniu liniowego zwigzku konstytutywnego uogoélnione-
go prawa Hooke’a w ramach liniowej teorii sprgzystos$ci rowniez stan napre¢zenia,
odpowiadajacy deformacji prostego $cinania, bedzie stanem czystego $cinania.

Szczegdltowe omowienie roznic i zaleznosci miedzy stanami czystego i prostego
$cinania mozna znalez¢ w pracy (Thiel i in. 2019).



6. Modelowanie konstytutywne skleiny
w stanie prostego Scinania

Materiatami, ktore wykorzystywane sg3 w wykonawstwie ztaczy klejowych, sa —
jak wspomniano — gtéwnie polimery. Z mechanicznego punktu widzenia poli-
mery wykazujg wiasnosci, ktore wymagaja odpowiedniego modelowania. Sg to
przede wszystkim:

e nieliniowo$¢ zwiazkow fizycznych — typowa krzywa naprezenie — odksztat-
cenie, charakterystyczna dla polimerow, po bardzo niewielkim zakresie li-
niowym juz dla stosunkowo matych deformacji wykazuje spadek styczne-
go modulu sztywnosci wraz z postepujacym odksztatceniem (ostabienie).
W przypadku niektorych polimerdw przy odpowiednio duzej deformacji
moze doj$¢ do krystalizacji indukowanej odksztalceniem — nieuporzadko-
wana struktura wewnetrzna zwinigtych tancuchow polimerowych pod wpty-
wem silnego wydtuzenia zaczyna nabiera¢ cech struktury uporzadkowane;,
charakteryzujacej si¢ wickszg sztywnoscia i wytrzymatoscig (wzmocnienie)
(por. rys. 24);

Q
>

' ostabienie wzmochienie

zakres liniowy

>
€
Rys. 24. Typowa nieliniowa charakterystyka mechaniczna polimeréw

e termolepkosprezystos¢ — odpowiedz mechaniczna polimeréw na zadane
wymuszenie statyczne lub kinematyczne zalezy od czynnikow czasu i tem-
peratury. Polimery wykazuja znaczne pelzanie pod stalym obcigzeniem
i relaksacje przy zadanym odksztatceniu, zalezno§¢ sztywnosci materiatu
od predkosci obciazenia, a takze znaczace thumienie ruchu oscylacyjnego.
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Wiasno$ci mechaniczne polimerdw podlegaja duzej zmiennoS$ci w zalez-
nosci od temperatury — przede wszystkim dla temperatur bliskich tempe-
raturze zeszklenia . w przypadku temperatur istotnie mniejszych od T,
materiat znajduje si¢ w stanie szklistym, wykazujgc stosunkowo najwigk-
sza sztywno$¢ oraz cechy wilasciwe materiatom sprezystym. Dla temperatur
bliskich T, materiat wykazuje cechy przejsciowe migdzy stanem szklistym
a wysokoelastycznym, a sztywnos¢ materiatu istotnie spada przy wzroscie
temperatury. Dalszy wzrost temperatury skutkuje ustabilizowaniem si¢ nie-
wielkiej sztywnosci materiatu az do niemal zupelnego przejscia w stan ciekly

(por. rys. 25).

G[Pa] A .
stan
lepko-ptynny

stan | stan
lepkosprezysty : wysokoelastyczny
| (plateau)

stan
szklisty

temperatura
zeszklenia

Rys. 25. Typowa zalezno$¢ modulu sztywnosci poprzecznej polimeréw od temperatury

Cechy te sa oczywiscie powigzane, przez co zjawiska termiczne i wlasnosci lep-
kie materiatu moga same z siebie skutkowa¢ globalnie (na poziomie probki lub ele-
mentu) nieliniowg charakterystyka mechaniczng uktadu. Niemniej nawet w ustalo-
nych warunkach temperatury, przy quasi-statycznym obcigzeniu ze stala predkoscia
odksztatcenia oraz w krotkich przedziatach czasowych, w ktdrych nie obserwuje si¢
zjawisk reologicznych, lokalne (w punkcie) zwiazki konstytutywne dla polimerow
odbiegaja od liniowego zwigzku uogolnionego prawa Hooke’a.

W dalszej czgséci opracowania zajmowac si¢ bedziemy niemal wytacznie mode-
lami sprezystymi (w ogdlnosci nieliniowymi), a tylko w pojedynczych przypad-
kach pojawia si¢ odniesienia do plastycznos$ci i lepkosprezystosci. Pewne metody
uwzgledniania termolepkosprezystego charakteru rzeczywistych zwigzkow konsty-
tutywnych wskazane zostaty w podrozdziale 7.10. Podejscie polegajace na opisy-
waniu sklein polimerowych za pomocg modeli sprezystych jest rozpowszechnione
z uwagi na fakt, ze analityczne modelowanie sklein $cinanych dotyczy w ogromnej
wiekszos$ci projektowania zlaczy w ustalonych warunkach temperatury oraz pod
obciazeniem quasi-statycznym. Przy spetnieniu tych warunkoéw modelowanie kon-
stytutywne moze odbywac si¢ w ramach nieliniowej teorii sprezystosci.
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W tym miejscu warto zwrdci¢ uwage na to, ze sam charakter deformacji w stanie
prostego $cinania sprawia, ze modelowanie z pomini¢ciem zjawisk lepkich jest je-
dynie przyblizeniem. Nawet bowiem, jesli obcigzenie jest realizowane ze stala pred-
kos$cig deformacji, w tym sensie, ze odksztalcenie katowe y zmienia si¢ w czasie
ze statg predkoscig y(¢) = const, to predko$¢ zmiany rozciggnie¢ gtownych w czasie
nie jest stala, ale zalezna od aktualnej wielkosci odksztatcenia katowego y. Z prze-
ksztatcenia zaleznosci (5.16) mamy:

. 1 Y .
A=—| 1+ 6.1

Nawet w zakresie duzych deformacji, odpowiadajacych vy € (0; 1), predkos¢ roz-
ciagnigcia zawiera si¢ w przedziale (0,5007; 0,724y) a wzgledny przyrost predkosci
rozciagnigcia w tym zakresie wynosi okoto 45%. Dla niektorych materiatow poli-
merowych ich wlasnos$ci mechaniczne w tak waskim zakresie zmiennos$ci predkosci
odksztalcenia zmieniajg si¢ jedynie w nieznacznym stopniu. Wyniki do§wiadczalne
badan polimerow Sika® PS oraz Sika® PST w probie jednoosiowego rozciggania
z predkosciami 10%/min, 100%/min oraz 1000%/min (10- i 100-krotna zmiana
predkosci odksztalcenia) wskazuja, ze charakteryzujace ten materiat state materia-
lowe zmieniajg si¢ w zakresie zaledwie kilkunastu procent. Do takich samych wnio-
skow prowadzg wyniki doswiadczen przeprowadzonych w ramach przygotowania
pracy (Kisiel 2018) na poliuretanie Sika® PM w probie jednoosiowego rozciggania.

Jesli ograniczymy nasze rozwazania do sklein §cinanych quasi-statycznie, to bez-
wzgledna zmiana wartosci predkosci odksztalcenia w obcigzeniach tego typu nie
pociaga za sobg istotnej zmiany wartosci parametrow opisujacych materiat skleiny
w ramach teorii sprezysto$ci. Podsumowujac, mozna stwierdzi¢, ze w klasie roz-
wazanych w tym opracowaniu materialow oraz typow polaczen modelowanie
takich ukladow w ramach nieliniowej teorii sprezystosci (z pominieciem cech
lepkich materialu) jest przyblizeniem uzasadnionym i nie prowadzi do istot-
nych btedow.

6.1. Nieliniowe materialy hipersprezyste

Znaczng czg$¢ materiatldw sprezystych, do ktorej naleza roéwniez polimery, mozna
z powodzeniem modelowa¢ w ramach teorii pierwszego gradientu. Szczegdlnym
przypadkiem modelowania tego rodzaju jest model materialu hipersprezystego
(sprezystego w sensie Greena), takiego ze:
6. material jest sprezysty w sensie Cauchy’ego:
e aktualny stan napreZenia w czastce zalezy jedynie od wyboru czastki oraz
aktualnego stanu odksztalcenia w czastce, ale nie od historii deformac;ji:
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S(X, 1) = F(X.E(X, 1)) (6.2)

e deformacja jest odwracalna — zwiazek konstytutywny jest wzajemnie
jednoznaczny:

3, EX, =X, S(X,1) (6.3)

7. istnieje skalarna funkcja argumentu tensorowego W(E), nazywana potencja-
lem sprezystym, taka ze:

ow .
’:E i, j=1,2,3 (6.4)

W powyzszej definicji jako tensorowg miar¢ naprezenia wskazano tensor napre-
zenia Pioli-Kirchhoffa 2. rodzaju S, zas za miar¢ odksztatcenia przyjeto material-
ny tensor odksztalcenia Greena—de Saint-Venanta E. Wybor ten podyktowany
jest checia wykorzystania wyjatkowej cechy tej pary miar napr¢zenia i odksztal-
cenia, a mianowicie ich energetycznego sprzezenia. Energetycznie sprzezonymi
miarami naprezenia i odksztalcenia nazywamy tensory, dla ktorych iloczyn ska-
larny miary naprezenia oraz pochodnej wzgledem czasu miary odksztalcenia
jest rowny gestosci mocy odksztalcenia sprezystego. Catkowita moc zwigzang
z ruchem ciala odksztatcalnego definiujemy jako catkowita moc sit zewnetrznych
objetosciowych i1 powierzchniowych na predkosciach punktow odpowiednio wew-
natrz i na powierzchni ciata:

P={[[®a)av +[[(gi)ds (6.5)
14 S

Wykorzystujac rownania ruchu, warunki rownowagi czworoscianu oraz symetrie
tensora naprezenia Cauchy’ego, mozna pokazac (Szeptynski 2020a), ze:

P=%j}[j[%uiuijdV+IIJ/-J‘(GUDU)dV (6.6)

k F,

gdzie: E, jest energig Kinetyczng ciala; P, oznacza moc odksztalcenia sprezyste-
go; a o, to sktadowe tensora naprezenia Cauchy’ego; D, to sktadowe tensora
predkosci rozciagniecia. Funkcje podcatkowe w powyzszych wyrazeniach nazy-
wac bedziemy odpowiednio gestoscig energii kinetycznej i gestoscig mocy odksztal-
cenia sprezystego.

Tensor predkos$ci rozciagnigcia jest rowny pochodnej wzglgdem czasu syme-
trycznej czesci przestrzennego gradientu przemieszczenia:



50

d 1
D=——-u®V,+V,®u)=* 6.7
3 o UV HV,®u=1 (6.7)

n

Zgodnie z przytoczong definicjg tensor napr¢zenia Cauchy’ego oraz symetryczna
czg$¢ przestrzennego gradientu przemieszczenia sa miarami energetycznie sprze-
zonymi. Miarami tego rodzaju sa m.in. energetycznie sprz¢zone miary naprezenia
i odksztatcenia (Szeptynski 2020a).

Tabela 1

Energetycznie sprzgzone miary naprezenia i odksztatcenia

Miary energetycznie sprzezone

Miara naprezenia

Miara odksztalcenia

Tensor napr¢zenia Cauchy’ego
c

Symetryczna czg$¢ przestrzennego
gradientu przemieszczenia

n=%(u®vx + Vi ®u)

Tensor napr¢zenia Pioli—Kirchhoffa 1. rodzaju
T=JoF '

Materialny gradient deformacji
F=x® Vx

Tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa 2. rodzaju

Materialny tensor odksztatcenia

_ -1 -T
S=JF 'oF E:%(C_l)

Tensor napr¢zenia Kirchhoffa Symetryczna czg$¢ przestrzennego
t=Jo gradientu przemieszczenia

n=%(u®VX+Vx®u)

Tensor odksztatcenia Biota
EB = U - 1

Tensor napre¢zenia Jaumanna

T, = %(SU +US)

Cala dwuparametrowa rodzine energetycznie sprz¢zonych miar naprezenia i od-
ksztalcenia tworza réwniez tensory Darijani-Naghdabadi (Darijani i Naghdabadi
2010). Miary te zostang bardziej szczegétowo omoéwione w podrozdziale 6.2.1.1.

Z makroskopowego punktu widzenia polimery sg materiatami jednorodnymi
iizotropowymi. W przypadku materiatow izotropowych potencjal sprezysty musi
by¢ funkcjq izotropowa, a zatem da si¢ go wyrazi¢ jako funkcje niezmiennikow
swojego argumentu tensorowego:

W(E;)=W(I,(E), I,(E), I;(E)) (6.8)

Przy takim sformutowaniu zwigzek konstytutywny (6.4) mozna zapisa¢ w naste-
pujacej postaci:
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_ow _aw ol ow oL, oW ol

i GE. ol OE. ol, 0E, ol OF 69
joo Oh OFy O Oy O3 OF;

Wykorzystujac zwigzek miedzy tensorem odksztatcenia a prawym tensorem de-
formacji, powyzsze rGwnanie mozna przepisa¢ w postaci:

/i /) )/
ijzaWZGWaCkl:z@W:z al/AV 61+0W8 +6W8 (6.10)
aEij oCy aEij aC; ol aCij 81 6C 8] 6C

J

A A A

gdzie: I, I,, I, s3 niezmiennikami tensora C:
I =22 +22+22
L =005 + M50 +A7A5 (6.11)
I, =222222

Po wykorzystaniu zasad rézniczkowania niezmiennikow symetrycznych tenso-
row drugiego rzedu zwigzek konstytutywny przyjmuje postac:

s=2l P W i1-0+ P (6.12)

o1, ol, o1,

Wykorzystujac nastepnie zwiazki miedzy tensorami deformacji C oraz B a gra-
dientem deformacji F oraz zwigzek miedzy tensorem naprezenia S oraz tensorem
napre¢zenia Cauchy’ego o, po wielu przeksztalceniach otrzymujemy:

o= 2 || W ;W g W 2\/7—1 (6.13)

\/z o1, oI, | ol

Szczegdly powyzszego wyprowadzenia mozna znalezé w pracy (Szeptynski
2020a). Warto przy tym wspomnie¢, ze prawy i lewy tensor deformacji maja te same
wartosci wlasne (odpowiadajgce jednak odmiennym wektorom wiasnym), zatem
ich niezmienniki sg takie same. Duza czg$¢ popularnych modeli materialow nieli-
niowych scharakteryzowana jest potencjatem sprezystym, bedacym funkceja jedy-
nie pierwszego niezmiennika tensorow deformacji, czyli W =W (l,). Jesli ponadto
zalozy si¢ nie$ciSliwo$¢ materialu, wtedy 7, =det(B)=1, a wzor (6.13) uprasz-
cza si¢ do postaci:
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o=2"g_pB (6.14)

81
)
B
Wielko$¢ B nazywa si¢ niekiedy funkcja odpowiedzi naprezenia. Nalezy pod-
kresli¢, ze powyzszy zwigzek obowigzuje jedynie dla materiatow niescisliwych, kto-
re charakteryzuja sie tym, ze — z uwagi na nieskonczong sztywnos$¢ objgtosciowa
— stan ich naprezenia moze by¢ zawsze powickszony o dowolnie duza sktadowa
hydrostatyczna, poniewaz nie wplywa to na stan odksztalcenia i pole przemiesz-
czenia. Dla materialéw niesScisliwych sam zwigzek konstytutywny na podstawie
zadanej deformacji wyznacza zatem stan naprezenia niejednoznacznie, z do-
kladnoscia do skladowej hydrostatycznej. Skladowa ta musi by¢ wyznaczona
na podstawie warunkéw brzegowych.
W teorii nieliniowych zwigzkow konstytutywnych czesto wykorzystuje si¢ od-
mienny jeszcze zestaw niezmiennikéw, a mianowicie:

2 4
L=J3, L=J3I, J=ﬁ (6.15)

W kategoriach zdefiniowanych wyzej niezmiennikow zwigzek konstytutywny
dla nieliniowego materialu hipersprezystego przyjmuje ogolna postaé:

o2 L7 oL {6_W_21(716_V_V+21—28_V_VH1

AR ol, o1, ol,

J (6.16)

W dalszych rozwazaniach uzyteczna okaze si¢ rowniez kolejna forma zwigzku
konstytutywnego, umozliwiajacego wyznaczenie tensora napr¢zenia Cauchy’ego,
a mianowicie posta¢ rownan fizycznych, w ktorej potencjal sprezysty wyrazony jest
jako funkcja rozciagnie¢ gtéwnych W =W (A, X,, A;). Rozciagnigcia gtdwne jako
wartosci wlasne tensorOw rozciggnigcia rowniez sg niezmiennikami, zatem gwa-
rantuja izotropowy charakter potencjatu sprezystego. Uwzgledniajac zwiazki (6.11)
oraz zasady rozniczkowania funkcji ztozonych, mozemy napisa¢ dla k=1, 2, 3:

A

3 I 2
W W _(2x) W o (1 xz)aW 2 s aVAV, (6.17)
on, i o1, Ok ol, ol, « |ol,
albo inaczej:
aW_zx E}—W+(1 x)aW L aW, k=1,2,3 (6.18)

O o, o, M o,
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Zapiszmy teraz zwigzek (6.13) w bazie {b”, b®, b’} unormowanych wek-
torow wlasnych tensora deformacji B. W bazie tej tensor B ma posta¢ diagonalna.
Tensor jednostkowy jest tensorem izotropowym, ktéry ma posta¢ diagonalng w do-
wolnym uktadzie wspolrzgdnych, zatem tensor po prawej stronie zwigzku (6.13)
ma w bazie {b'", b®, b} posta¢ diagonalna. Stad ptynie wniosek, ze w tej bazie
tensor naprezenia ¢ musi by¢ w postaci diagonalnej, a zatem tensory ¢ oraz B sg
wspoélosiowe. Mozemy zatem napisac:

2 [|oW  ~oOW ~ OW

o, = — ] — x,i—a—pfx;‘ +2 [ — (6.19)
\/E o1, ol, ol, ol
Po przeksztatceniach:
5 I
o, = M 2, a—pf+(11 —kﬁ)a—pf —;apf (6.20)
\/7 ol of, M ol
3
ow
N
co z kolei pozwala nam napisac:

_ M O k=1,2,3 (6.21)

kT A h. o
17v¥27%3 k

Powyzsze rownanie, a takze rownania (6.13) 1 (6.16) beda tymi postaciami zwigz-
ku konstytutywnego, ktore beda wykorzystywane w dalszej czesSci opracowania.
Tensor naprezenia Cauchy’ego mozemy zapisa¢ w notacji absolutnej w nastepujacy
Sposob:

o=c,b" ®b")+05,b® @b?)+5,(b” @b?) (6.22)

Jesli oznaczymy sktadowe i-tego wektora wiasnego B w wyjsciowym uktadzie
wspotrzednych przez b;’) (j=12,3), wtedy sktadowe tensora napr¢zenia ¢ w tym
uktadzie bedg rowne:

o, =0, + 6,526 + 5,50 (6.23)
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6.2. Stan prostego Scinania w wybranych modelach
nieliniowej sprezystosci

W nastepnych podrozdziatach omoéwiony zostanie stan naprgzenia w przypadku sta-
nu prostego $cinania, odpowiadajacy wybranym postaciom funkcyjnym potencjatu
sprezystego, jakie zostaly zaproponowane do opisu materialdéw nieliniowo sprezy-
stych. Rezultaty ponizszych analiz maja dwojakie zastosowanie:

1. Modele konstytutywne nieliniowej sprezysto$ci formutowane w sposob
ogolny dla dowolnych zagadnien tréjwymiarowych mogg stanowi¢ podsta-
we formutowania zwigzku konstytutywnego miedzy naprezeniem stycznym
a odksztatceniem postaciowym w konstrukcji uproszczonych nieliniowych
modeli obliczeniowych (Szeptynski i Nowak 2021). Zwigzki wyprowadzone
w ponizszych podrozdziatach moga by¢ wykorzystane w analitycznych mo-
delach omawianych w rozdziale 7, dostarczajac tym samym réwnan rzadza-
cych zagadnieniami $cinania sklein nieliniowo sprezystych.

2. Wyprowadzone z przyjetych modeli zaleznosci migdzy naprezeniem stycz-
nym a odksztatceniem postaciowym w okreslonych okolicznosciach moga nie
tylko lokalnie (w punkcie) modelowa¢ stan materiatu skleiny, ale moga tez
stanowi¢ przyblizony opis zachowania calego ztacza klejowego (Szeptynski
iin. 2021). Wymaga si¢ przy tym, aby rozklad napr¢zenia stycznego na dtu-
gosci zlacza byl mozliwie jednorodny i bliski prostemu $cinaniu. Sytuacja
taka wystepuje np. w przypadku ztaczy podatnych o wzglednie duzej grubosci
skleiny, nie tak duzej jednak, aby stan napre¢zenia odbiegal znaczaco od stanu
prostego $Scinania.

Postugiwac si¢ bedziemy wzorami (6.13), (6.16) 1 (6.21), w ktorych przyjmowac

bedziemy dla stanu prostego $cinania:

e rozciggniecia glowne:

A=A, Ay = %, Ay =1 (6.24)

e niezmienniki tensoréw deformacji C i B:
7 2, 1 2
I, =1+A +P=y +3
A 1
12=1+XZ+F=«/2+3 (6.25)

Iy=1
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e unormowane wektory wlasne tensora deformacji B:

b = 1 Jo,_TENY R \W2+4,0: 1 [1,~2,0]
VP +aspfrea V2 e

2
[[,_V‘ Y +4,o]: L .10] (6.26)

b? =

V2 VA2 +1

b® =[0,0,1]

1
\/yz +4—yy* +4

N
Z uwagi na jednostkowa warto$¢ I; w stanie prostego $cinania znikaja roznice
. . . . . A A A - - ¥
miedzy niezmiennikami 1,, I,, I; oraz I, I,, I5:

A _ —

L=1, TL=J

I=J

W
WA

L=1,, J=\I,=1I,=1 (6.27)
6.2.1. Material Kirchhoffa—de Saint-Venanta

Najprostszg postacig potencjalu sprezystego, ktoéra wykorzystywana jest do for-
mutowania zwigzkoéw konstytutywnych w ramach teorii liniowej, jest potencjat
w postaci jednorodnej funkcji kwadratowej (wystepuja w niej wylacznie wyrazy
drugiego stopnia), nazywany potencjalem Kirchhoffa—de Saint-Venanta.

W postugiwaniu si¢ tym potencjatem kluczowe jest sprecyzowanie, jaka para
— miary napre¢zenia i odksztatcenia — zwigzana jest za pomocg tej funkcji. Formal-
nie nic nie stoi na przeszkodzie, aby zwiazek konstytutywny odpowiadajacy temu
potencjatowi wiazat ze sobg jakiekolwiek dowolnie wybrane miary naprezenia i od-
ksztatcenia. Wyrazenie sktadowych tensora naprezenia jako pochodnych kwadrato-
wego potencjatu Kirchhoffa—de Saint-Venanta daje w rezultacie liniowy zwigzek
konstytutywny miedzy przyjetymi miarami naprezenia i odksztalcenia. W $wie-
tle tych spostrzezen nalezy zwréci¢ uwage na to, ze termin ,,materiat liniowo spre-
zysty” w ramach nieliniowej teorii sprezystosci jest niejednoznaczny. W ramach teo-
rii liniowej postugujemy si¢ najczesciej tylko jedng miarg naprezenia i tylko jedng
miarg odksztalcenia — wszystkie miary naprezenia przyjmujemy za bliskie tensorowi
naprezenia Cauchy’ego, miary odksztalcenia za§ — za bliskie tensorowi matych od-
ksztalcen Cauchy’ego. W takiej sytuacji wspomniana niejednoznaczno$¢ nie istnieje
— zwiazek konstytutywny, odpowiadajacy potencjatowi Kirchhoffa—de Saint-
-Venanta, w przypadku teorii liniowej to liniowe uogélnione prawo Hooke’a:

1
W= ESW €8y = 0; =Sy (6.28)
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W przypadku izotropii:
W =[G(8;06, +8,8,)+Ad,5,le;e, = o, =2Ge, + Ad,&y (6.29)

J

gdzie: A 1 G to parametry Lamégo. Wracajac do zagadnien nieliniowych, nalezy
zwrdci¢ uwage, ze inaczej niz w pozostalych omawianych tutaj propozycjach —
dla ktérych potencjat definiuje si¢ w kategoriach niezmiennikdow (6.11) lub (6.15)
— potencjat Kirchhoffa—de Saint-Venanta najtatwiej okresli¢ przez wybdr pewnej
pary miar napr¢zenia i odksztatcenia, a sam potencjat zdefiniowaé przez analogie
do wzoru (6.29). Ograniczymy wybor takiej pary do par energetycznie sprz¢zonych.

Zajmijmy si¢ parg tensora naprezenia Cauchy’ego oraz symetrycznej czesci prze-
strzennego gradientu przemieszczenia:

W= [G(Siksjl +8,8,)+ A8, 8, Inmy =0, = 26, + A8y (6.30)

W przypadku prostego Scinania:

| 0 y/2 0
nzz(F’l®Vx+Vx®F’l)= 0 0 (6.31)
sym 0

Wtedy wszystkie sktadowe tensora napr¢zenia Cauchy’ego poza napr¢zeniem
stycznym G, s3 zerowe, naprezenie styczne zas jest rowne:

~ ~ 1
Glz—Gy—G(k—x) (6.32)

Otrzymuje si¢ zatem liniowy zwigzek miedzy naprezeniem stycznym a odksztat-
ceniem postaciowym. Jednakze w kategoriach rozciggnig¢ gtownych jest to zwigzek
nieliniowy.

Oczywiscie odmienny wybor miar napr¢zenia i odksztalcenia skutkowac bedzie
innymi zwigzkami konstytutywnymi. Jesli — w nawigzaniu do wzoru (6.2) — bylby
to tensor napr¢zenia nominalnego S oraz materialny tensor odksztalcenia E, wtedy:

S, =2GE,, + A3, E,, (6.33)
W przypadku prostego Scinania:
0 y/2 0
E= /2 0 (6.34)

sym 0
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Sktadowe tensora napr¢zenia:

S11 =]\vE22w S23 =0
S, =(G+A)E,, §;,=0 (6.35)
Sy =AE,, S, =GE),

Powyzsze zwiazki sg oczywiscie zwigzkami liniowymi — w szczego6lnosci zwia-
zek migdzy materialnym naprezeniem stycznym a odpowiadajagcym mu odksztat-
ceniem postaciowym jest $cista proporcjonalnoscig. W tym miejscu warto zwro-
ci¢ uwage na obecnos¢ normalnych sktadowych stanu naprezenia S, S,,, S,, — jest
ona zwigzana z warunkami kinematycznymi narzuconymi na deformacj¢e. Mozemy
zauwazy¢, ze wielko§é owych skladowych normalnych zalezy od wielkosci od-
ksztalcenia liniowego £, ktore w przypadku prostego Scinania oraz przy zalo-
zeniu dostatecznie malej deformacji (y <1) jest istotnie mniejsze od odksztal-
cenia postaciowego £ ,. W dalszych rozwazaniach dotyczacych stanu naprezenia
W stanie prostego Scinania skupimy si¢ przede wszystkim na naprezeniu stycznym,
przyjmujac, ze sktadowe normalne maja drugorzedne znaczenie.

Jesli wyznaczymy teraz tensor naprezenia rzeczywistego zgodnie z zalezno$cia:

o= LFSF (6.36)
J

to w przypadku prostego $cinania zalezno$¢ migdzy rzeczywistym naprezeniem
stycznym a odksztatceniem postaciowym lub rozciggnigciami glownymi bedzie
nastgpujaca:

G G+A 5 G, 1) G+A[(, 1Y
01225}’4' > YSZE(k—x]‘F 5 (7\‘—%) (6.37)

Otrzymany zwigzek jest zwigzkiem nieliniowym. Powyzsze obliczenia ilustrujg
fakt, ze w ramach nieliniowej teorii sprezystosci nie da si¢ w sposdb pozbawio-
ny jakichkolwiek subiektywnych wyboréw okresli¢, czym jest ,,materiat liniowy”.
W tym konteksécie pojawia si¢ koncepcja modelowania za pomoca liniowego
zwigzku konstytutywnego (wynikajacego z przyjecia potencjatu Kirchhoffa—de
Saint-Venanta) materialéw, ktérych charakterystyka w kategoriach pewnych
miar naprezenia i odksztalcenia (np. naprezenie nominalne, odksztalcenie inzy-
nierskie) jest nieliniowa — kluczowym elementem takiego podejscia jest odpowied-
ni wybor miary naprezenia i odksztalcenia.

Wyjatkowo uzyteczne w takim podej$ciu mogg okazac si¢ parametryczne rodzi-
ny miar odksztalcenia Setha—Hilla (Seth 1961; Hill 1968) lub Darijani—-Naghdabadi
(Darijani i Naghdabadi 2010). W tej ostatniej pracy zaproponowano dwuparame-
trowa rodzing nieliniowych miar deformacji. Tensor odksztatlcenia DN definiowany
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jest w bazie wektoréw wilasnych u, (i = 1, 2, 3) prawego tensora rozciggnigcia U
nastepujaco:

E/(U)=3 /0., @u, (6:38)
i=1

Zaktadamy, ze funkcja f, zalezna od rozciagnie¢ gléwnych, jest scisle rosnagca
oraz spetnia ponizsze warunki:

=)= d—f = i =—00 i =400
fO=D=0. S =L lmfO)=elim f(R)=se (639)

Autorzy zaproponowali zalezng od dwoch parametrow funkcje o postaci:

f)= L(k‘* -1, gdzie: op > O{a ~0 (6.40)
o+B p—0

Tensory odksztalcenia, zdefiniowane z wykorzystaniem powyzszej miary od-
ksztatcenia, oznaczaé bedziemy symbolem E*P i nazywa¢ bedziemy tensorami
odksztatcenia Darijani—-Naghdabadi (DN). Tak zdefiniowana rodzina miar odksztat-
cenia jest rozszerzeniem jednoparametrowej rodziny tensoréw odksztalcenia Setha—
—Hilla, ktéra odpowiada przyjeciu f = 0 lub a = 0. Do rodziny tej przynaleza kla-
syczne miary odksztatcenia nieliniowej teorii sprezystosci.

Tabela 2
Tensory odksztalcenia z rodziny tensoréw Darijani-Naghdabadi
Tensor odksztalcenia
Greena—de Saint-Venanta E3Z0 _ l(UZ -1
(=2, p=0) lub (0 =0, B=-2) 2
Tensor odksztalcenia Biota :
1B 0. B= EMY = -1
(a=1,B=0) lub (=0, B=-1)
Tensor odksztalcenia Hencky’ego (=)
y'eg ) :ln(U):z( 1) (U-1)"
(a=0,B—>0) lub (¢ —>0, =0) < n
n=
Tensor odksztalcenia Almansiego £(02) _ 1 a- U_z)
(a=-2,B=0) lub (=0, =2) 2

W tym miejscu warto zwrdci¢ uwagg, ze tensory rodziny Setha—Hilla nie spetnia-
ja warunkow na wartosci parametréw a, B okreslonych w definicji (6.40). W prak-
tycznych obliczeniach uzyteczne okazuje si¢ rozszerzenie dopuszczalnych wartosci
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parametrow a, p rOwniez o warto$ci niespetniajgce omawianych warunkow — w ta-
kim jednak przypadku istnieje tylko pewien skonczony zakres wartosci rozciagniec
glownych, dla ktorych miary odksztatcenia DN sg wzajemnie jednoznaczng funkcja
rozciggnie¢ gtownych (Kwiecien 2015; Szeptynski i in. 2021).

Tensor naprezenia T*P)| ktory jest energetycznie sprzezony z tensorem od-
ksztatcenia E*P), definiujemy jako tensor, dla ktérego zachodzi:

[[[@PEeydr =P, (6.41)
4

1 ktory bedziemy nazywac tensorem naprezenia Darijani—Naghdabadi (DN).

Zastosowanie nieliniowych miar odksztalcenia i naprezenia, pozbawionych ja-
snej interpretacji fizycznej (z uwagi na dowolno$¢ wyboru parametréw a, ), spra-
wia, ze aby moc odnies¢ te miary do pomiaréw doswiadczalnych, konieczna jest
znajomos$¢ zwigzku migdzy tymi miarami a wielkosciami mierzonymi w ramach
eksperymentu. W sposob szczegdlny dotyczy to miary naprezenia DN. W odnie-
sieniu do pojecia energetycznego sprzezenia, wykorzystujac metody osi gtéwnych
Hilla, w pracach (Farahani i Naghdabadi 2003; Darijani i Naghdabadi 2010) poka-
zano, ze w bazie wektorow wilasnych tensora U zwigzek miedzy dwoma tensorami
napre¢zenia DN T;“’B) oraz 7};9’“’) jest nastepujacy:

rap _ (@+B) 9 +yd )
Y (S+y) o +pa Pt Y

9 - 9 -
pan 2 ©@4B) O 2 =0 717 o
B RN O B (Y E Mo B

dla (i=j) lub (b, =%,)

(6.42)
dla (i#j) oraz (A, #1 )

za$ w przypadku o — 0, f — 0:

7“,‘(8%?_1 + \in_w_l) TOW

Ti](a,ﬁ) - 5+3) p dla (i=j) lub (A; =2))

A AT (S A (6.43)
TP :( M)y TNy )Ti@"") dla (i#j)oraz (A, #X )
Y (S+y)[ni, ~Inx,] 7 /

Zwazywszy na fakt, ze tensor T jest energetycznie sprzezony z tensorem E?9),
ktory jest po prostu materialnym tensorem odksztatcenia Greena—de Saint-Venanta,
E?9 = E, zauwazamy, ze T?? jest tensorem Pioli—Kirchhoffa 2. rodzaju, T?? = S,
ktéry wyrazi¢ mozna w kategoriach tensora napr¢zenia nominalnego T lub tensora
naprezenia rzeczywistego ¢ za pomocg znanych zwigzkow:

S=F'T=JF 'oF " (6.44)
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W pracach (Darijani i Naghdabadi 2010; Kwiecien 1 in. 2017; Szeptynski 1 in.
2021) zastosowano miary Darijani—-Naghdabadi (DN) do modelowania rozciaga-
nia oraz $cinania. Dla prostego $cinania tensor odksztatcenia DN w swoich osiach
wlasnych (tozsamych z osiami wtasnymi U) ma postaé:

A=) 0 0
E*P = —3 1+ 5 A =2" 0 (6.45)
sym 0

Fundamentalnym zalozeniem modelowania zagadnien $cinania z wykorzysta-
niem miar DN oraz potencjatu sprezystego Kirchhoffa—de Saint-Venanta jest przy-
jecie, ze tensor E*P) jest wspélosiowy z tensorem T*” =S, a zatem Ze w bazie
wektorow wlasnych U, tensor naprgzenia materialnego ma postaé:

S 0
S= {M} S,

(6.46)
4 sym

S O O

gdzie: S‘l, 5‘2 s pewnymi nieznanymi warto$ciami wlasnymi tensora napr¢zenia
materialnego. Zalozenie to narzuca juz pewne cechy konstytutywne materiatu.
W wyrazeniu (6.46) staly czynnik P/4,, bedacy miarg nominalnego naprezenia
stycznego, wylaczony jest przed macierz reprezentacji tensora po to, aby osta-
tecznie zapisa¢ zwigzek miedzy naprezeniem nominalnym (mierzonym w czasie
doswiadczenia) a rozciagnieciem gltownym. Korzystajac ze zwiazku (6.44) oraz
ze znajomosci orientacji osi wlasnych tensora rozciagniecia (5.18), mozna pokazac,
ze w pierwotnej bazie tensor T ma postac:

A%S, + S, A'S, - S, 0
1+ M1+2%)
POV A
TZT S —5) AoONSHS, (6.47)
S Y C R P
0 0 0

Sktadowa T, interpretowana jest jako miara nominalnego powierzchniowe-
go obcigzenia zewngtrznego na kierunku osi x, (kierunek $cigcia), przylozonego
do plaszczyzny prostopadtej do kierunku osi X, (por. rys. 20). Skoro wytgczylismy

czynnik P/A,, musi by¢ zatem:
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4~ —~ ~ ~
L‘}:l: S, =08, —A(1+2%) (6.48)
AM1+A%)

W ten sposob wyrugowali$my niewiadoma 52. Wzér (6.42) pozwala nam wyra-
zi¢ sktadowe tensora T“® w kategoriach sktadowych tensora T*? =S. Jedynymi
niezerowymi sktadowymi sg:

TP = {P O‘)}x P s (6.49)
Ay | o epatt '
P = {ij)} Ml((.ff : E)W‘ (278, = (1+27)] (6.50)

Zaktadajac zwiazek miedzy tensorami E“P oraz TP, dany potencjalem
Kirchhoffa—de Saint-Venanta, réwnania fizyczne przyjmujq postac:

TP =2GESP + ASERY,  i,j=1,2,3 (6.51)

gdzie: G, A, sg stalymi charakteryzujgcymi materiat. W przypadku prostego $ci-
nania E\“P =0, zatem mozna pokazaé, ze 16 ie (6.51) dl kazniko

3 R pokazaé, ze roéwnanie (6.51) dla wskaznikdéw
(i, j) = (3,3) bedzie spetnione tylko wtedy, gdy:

[(0=PB) A (S5 =0)]V[S; = 0] (6.52)

Zazwyczaj z gory przyjmuje si¢, ze naprezenie normalne, prostopadte do plasz-
czyzny zagadnienia jest zerowe. Z drugiej strony, jesli Scinanie ma charakter defor-
macji w ptaskim stanie odksztatcenia (PSO), to wtedy tensor naprezenia musi by¢
tensorem antyptaskim, dla ktérego skladowa 5’3 # (0. Dalsze przeksztalcenia maja
na celu wyrugowanie niewiadome;j 5‘1. Podstawienie (6.49) do rownania (6.51),
zapisanego dla (7, j) = (1,1), 1 kolejne podstawienie uzyskanego wyniku do roéw-
nania (6.50) pozwala wyrugowaé 5’2 z wyrazenia na T,.>°P, ktére mozna zapisa¢
jedynie jako funkcje naprezenia nominalnego i rozciggnie¢ gldwnych, zalezna
od parametréw o, B. Podstawienie (6.50) do (6.51) dla (i, j) = (2,2) pozwala osta-
tecznie napisac:

2 o-1 —p-1
[P/(I:)}:(lfﬁ)ax(aig)ﬁ RGOS A D AIG =2+ 0 20

1 o™ +palt

— o _9P o _ 4B o _ 4B
T w200 AR A 0 )

(6.53)
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Jesli przyjmie si¢ o = 3, wtedy:

{i’h)} ey 7‘;2(1 (6.54)
A, a(l+A7%)

Korzystajac ze zwigzku (5.20), mozna sprawdzi¢, ze:

dafray] _(ad[Poy
dy| 4, y:o_ dy du| 4,

zatem stala G moze by¢ interpretowana jako poczatkowy styczny modul sztyw-
nosci poprzecznej Kirchhoffa.

W pracy (Szeptynski i in. 2021) dokonano doswiadczalnej walidacji uzyteczno$¢
wzoru (6.53) w modelowaniu pracy ztacza klejowego z wykorzystaniem podatnego
polimeru Sika® PM. Poczatkowy styczny modut Kirchhoffa przyjeto na podstawie
badania materiatu skleiny w stanie jednoosiowym, przy zatozeniu niescisliwosci
materialu, przyjmujac mianowicie, ze poczatkowy wspotczynnik Poissona jest row-
ny 0,5. Parametry a, § dobrano nastepnie tak, aby zminimalizowa¢ réznic¢ migdzy
krzywa przewidywang roéwnaniem (6.53) a krzywg bedaca srednim przebiegiem na-
prezenia nominalnego wzgledem rozciagnigcia dla trzech probek. Obcigzeniu pod-
dano uktad trzech betonowych blokow, taczonych na powierzchni 100 x 100 mm
skleing o grubosci 10 mm. Optymalizacji doboru parametrow o, f dokonano z uzy-
ciem programu Mathematica. Wynik dopasowania ilustruje rysunek 26.

=G, (6.55)

A=l
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Rys. 26. Zestawienie pomiaru do$wiadczalnego oraz krzywej przewidywanej réwnaniem (6.53),
dla a=1,665- 107, = 1,735 - 10 (Szeptynski i in. 2021)
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Podsumowujac ten podrozdzial, nalezy podkresli¢, ze zaprezentowane podejs-
cie — cho¢ posiada potencjalnie duze mozliwosci praktycznego zastosowania — ma
raczej charakter modelowania do celow projektowych, nie za$§ $cistego modelu
konstytutywnego. Dla badanego materialu wykazano niezgodno$¢ przewidywan
w zakresie rozciggania modelu, ktorego parametry dobierane byty na podstawie da-
nych z prob Scinania. Wyjatkowo mocno nalezy zaznaczy¢, ze parametry o, f nie sa
w zadnym razie ,,stalymi charakteryzujacymi material” — w najlepszym przypadku
mozna okresli¢ je mianem parametréw modelu obliczeniowego, wyznaczajacych
zwigzki konstytutywne i okreslajacych miarg odksztatcenia w tym modelu.

6.2.2. Material Mooneya—Rivlina

Jednym z najpowszechniej stosowanych modeli konstytutywnych nieliniowych ma-
terialow sprezystych jest model Mooneya—Rivlina (Mooney 1940; Rivlin 1948).
Mozna go uwazaé za szczegdlny przypadek tzw. uogoélnionego wielomianowego
potencjalu sprezystego (Rivlin i Saunders 1997):

N M
w=> C,I,-3)I,-3) + ;Dk (J-1)* (6.56)

i,j=0

W przypadku materialow niescisliwych (o nieskonczonej sztywnosci objetoscio-
wej) pomija si¢ drugg z sum, czyli przyjmuje si¢ D, =0 (k= 1, ..., M). Scisliwym
materialem Mooneya—Rivlina nazywa si¢ materiat hipersprezysty, dla ktérego po-
tencjal sprezysty przyjmuje si¢ w postaci:

W =Cio(, =3)+Cy (I, =3)+ D(J = 1)* (6.57)

co odpowiada przyjeciu N=1,M=1,C =0, C, =0 w wyrazeniu (6.56). Dla zgod-
nosci z uogodlnionym prawem Hooke’a w granicy matych odksztatcen oznaczy¢
mozna 2(C,, + C,) = G, 2D, = K, gdzie: G oraz K s poczatkowymi stycznymi
modutami sztywnosci, odpowiednio poprzecznej i objgtosciowej. Dla niescisliwego
materialu Mooneya—Rivlina przyjmujemy D, = 0, a potencjat sprezysty przyjmu-
je postac:

W=Co(I,=3)+Cy (I, -3) (6.58)

Szczegdlnym przypadkiem materiatu Monneya—Rivlina jest tzw. material neo-
hooke’owski (ang. neohookean solid) — odpowiednio §cisliwy lub niescisliwy — kto-
ry odpowiada sytuacji, gdy C,, = 0 (Rivlin 1948). Dla materiatu Mooneya—Rivlina
(W ogolnosci Scisliwego) mamy:

ow ow ow

=Cy5

or, " ol aJ (659
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Po podstawieniu do wzoru (6.16) i1 przyjeciu warto$ci niezmiennikow wilasci-
wych dla stanu prostego $cinania, zgodnie z (6.24) 1 (6.27), otrzymujemy:

2

5(2C10 + Cm)Y2 2(Cyy+Copy 0
2 2

o= —E(C10 +2C,, )y 0 (6.60)

2
Sym _E(CIO _Cm)Y2

Podobnie jak poprzednio mozemy zauwazy¢, ze stan naprezenia, odpowiadajacy
deformacji prostego $cinania, nie jest czystym $cinaniem — obecne sa naprezenia
normalne, ktorych wielkos$¢ jest jednak istotnie mniejsza od wielkosci napreze-
nia stycznego, o ile tylko deformacja jest dostatecznie mala (y <«1). Otrzymany
wynik jest niezalezny od wyboru miedzy modelem materiatu $cisliwego i niesci-
Sliwego, co jest zwigzane z izochorycznym charakterem stanu prostego $cina-
nia. Jednakze w przypadku materialu niescisliwego do stanu naprezenia danego
wzorem (6.60) mozna doda¢ stan naprezenia hydrostatycznego o dowolnej wiel-
kosci — z uwagi na niescisliwo$¢ materiatu (nieskonczong sztywnos¢ objgtosciows)
naprezenie takie nie bedzie miato wplywu na posta¢ deformacji. Wielko$¢ tej do-
datkowej skladowej hydrostatycznej dla materialow niescisliwych wyznacza si¢
ze statycznych warunkow brzegowych (kinematyczne warunki brzegowe zada-
ne sa przez zalozone dla deformacji prostego Scinania pole przemieszczenia).

Warto tez zwroci¢ na uwage na to, ze pomimo nieliniowosci ogolnej postaci
zwiazku konstytutywnego dla materiatu Mooneya—Rivlina, zwiazek miedzy na-
prezeniem stycznym a odksztalceniem postaciowym przy prostym Scinaniu jest
liniowy — nie dotyczy to jednak zwigzku konstytutywnego wyrazonego za pomoca
rozciggnie¢ gtownych:

1
q2=%q0+va=qu+QﬂEu=2K%+C@{K—xj (6.61)

6.2.3. Material Yeoh

Potencjat sprezysty Yeoh mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci (Yeoh 1993):
3 N .
w=>C-3) (6.62)
i=1

Jest to kolejna propozycja potencjalu w formie wielomianu zaleznego od nie-
zmiennikow tensoréw deformacji. Stosuje si¢ rowniez modele bardziej ogolne, dla
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ktorych potencjat sprezysty ma posta¢ analogiczng do (6.62), przy czym sumowanie
odbywa si¢ dla wiekszej wartosci indeksu (z >3). Model Yeoh opisuje materiaty
nieScisliwe. Dla materiatu Yeoh mamy:

W _cva20,(-n+36,0-37, P, ‘Z—ZV:

0 (663
oI, or, (6.63)

W przypadku prostego $cinania materiatu Yeoh tensor napr¢zenia Cauchy’ego
jest rowny:

1-|—y2 y O
0 =2(C, +2C,y* +3Cy") 1 0[+pl (6.64)
1

sym
Tak jak w przypadku wszystkich modeli materiatow niescisliwych stan napreze-
nia wyznaczany jest niejednoznacznie, z doktadnoscig do superponowanego stanu
napregzenia hydrostatycznego o pewnej nieznanej z gory wielkosci p. Nieliniowy
zwigzek miedzy naprezeniem stycznym a odksztalceniem postaciowym jest naste-

pujacy:
o1, =27(C +2C, 7" +3C,y") (6.65)

Dla zgodnosci z przypadkiem matych odksztatcen przyjmuje si¢ 2C, = G,..

6.2.4. Material Genta

Potencjat sprezysty Genta, wyprowadzony z koncepcji ograniczenia wydtuzalnosci
fancuchéw polimerowych, mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci (Gent 1996):

A ] —
W= —i(lm -3)In —A1—3 (6.66)
2 I -3

gdzie: IAm jest stalg charakteryzujacg materiat. Potencjat opisuje material niescisli-
wy. Uogolnienie na przypadek materialu $cisliwego omowione jest w pracy (Hor-
gan 1 Saccomandi 2004). Potencjat ten ma osobliwos¢, gdy pierwszy niezmiennik
tensorow deformacji [, =1,,. Parametr I, jest zatem pewna warto$cia graniczna,
do ktorej dazy warto$¢ niezmiennika /;, w miarg jak wielkos¢ skladowych stanu
naprezenia w materiale dazy do nieskonczonosci. Model Genta jest jedng z wielu
propozycji nalezacych do klasy modeli ograniczonego rozciggnigcia (ang. limited-
-stretch models) — szczegdtowe omdwienie modeli tego typu mozna znalez¢é w pracy
(Rickaby i Scott 2015). Dla materiatu Genta mamy:
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-1

W _Go W3 W, W, (6.67)
ol, 2| 1I,-3 ol, ol,

Po podstawieniu do (6.13) oraz wykorzystaniu zwiazkow (6.24) i (6.25) otrzy-
mujemy:

; v+l v 0
=G, 5 — 1 O0|+pl, gdzie: J,=1,-3 (6.68)
m Y sym 1

Nieliniowy zwigzek miedzy naprezeniem stycznym a odksztalceniem postacio-
wym jest nastgpujacy:

In¥

J, =7

6, =G, > (6.69)

Warto zwréci¢ uwage na sytuacje, gdy pierwszy niezmiennik tensoréw deforma-
cji moze przyjmowac dowolnie duza wielkos¢ (fancuchy polimeru moga dowolnie
si¢ wydtuzac) — zachodzi wtedy:

G

tim 7 == (1,-3) (6.70)

1>
co odpowiada potencjatlowi materiatu neohooke’owskiego.

6.2.5. Material Beatty’ego

Kolejng propozycja modelu ograniczonego rozciggnigcia widkien polimerowych

jest model Beatty’ego materiatu niescisliwego, dla ktérego potencjal sprezysty
przyjmuje posta¢ (Beatty 2008):

N3
1 - [ -3
W= m(Am I in L (6.71)
2 @l,-3) -3
1+—
I
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Dla materiatu Beatty’ego mamy:

I, -
WGy by oW, W o
o, % (,-1)1,+1,-3) oI, oI,
Po podstawieniu do (6.13) otrzymujemy:
Aon 241 0
I (I -3) ! !
6=G)——"—"— 1 0[|+pl (6.73)
(Im_y2_3)(lm+y2) sym 1

Nieliniowy zwigzek migdzy naprezeniem stycznym a odksztalceniem postacio-
wym jest nastgpujacy:

1,(,-3)y
(4, -y =3)L,+7")

012 = GO (674)

6.2.6. Material Warnera

Kolejna propozycja modelu ograniczonego rozciggnigecia widkien polimerowych
jest model Warnera materiatu niesci§liwego, dla ktérego potencjal sprezysty przyj-
muje posta¢ (Warner 1972):

A

w=-50] 1~ 423 (6.75)
2 A
=3
Dla materiatu Warnera mamy:
W _G L, W, W, (6.76)
or, 21 -1, o1, oI,
Po podstawieniu do (6.13) otrzymujemy:
[A 'Yz +1 Y 0
c=G,—"— 1 0]|+pl (6.77)
2
Im -v - 3 sym 1
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Nieliniowy zwigzek miedzy naprezeniem stycznym a odksztatceniem postacio-
wym jest nastgpujacy:

o), =G (6.78)

AN

6.2.7. Material Arrudy—Boyce

Wyprowadzenie potencjatu sprezystego Arrudy—Boyce zasadza si¢ na metodach me-
chaniki statystycznej, zastosowanych do reprezentatywnego elementu objetoscio-
wego o ksztalcie sze§cianu, w ktorym istnieje osiem odksztatcalnych tancuchow
na kierunkach przekatnych tego szescianu (Arruda i Boyce 1993). Model ten do-
tyczy materiatow nieScisliwych. Propozycjami podobnego typu sa modele poje-
dynczego tancucha polimerowego (Kuhn i Griin 1942), trzech wzajemnie prosto-
padtych tancuchéw polimerowych (James i Guth 1943) oraz czterech tancuchow
faczacych srodek czworo$cianu foremnego z jego wierzchotkami (Wang i Guth
1952), przy czym ten ostatni model jest tozsamy z modelem Arrudy—Boyce (Elias-
-Zuniga 1 Beatty 2002).
Ogo6lng postac potencjatu Arrudy—Boyce mozna przedstawi¢ nastepujaco:

/\ . _1
W =G, {éL &) - (%H (6.79)

mo L'(€) oznacza odwrotna funkcje Langevina. Parametr fm,
podobnie jak w uprzednio omoéwionych propozycjach, oznacza maksymalng do-
puszczalng warto$¢ pierwszego niezmiennika tensoréw deformacji. Funkcja Lange-
vina dana jest wzorem:

gdzie: &= I/]

—&
L(@)—“—eg L cigh(e) -+ (6.80)
e & g
Funkcja do niej odwrotna nie daje si¢ wyrazi¢ w postaci zamknigtego wzoru,
dlatego stosuje si¢ roznego rodzaju przyblizenia (Jedynak 2017). W réwnaniu (6.79)
funkcj¢ odwrotng do funkcji Langevina mozemy rozwingé¢ w szereg McLaurina
wzgledem zmiennej &:

a 297&5 . 153987 126117¢° .
175 875 67375

L&) =3¢+ (6.81)
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a nastepnie podstawi¢ &= IAI/ I:m i rozwing¢ cale wyrazenie (6.79) w szereg
McLaurina wzglgdem zmiennej /,. Zachowujac pie¢ pierwszych wyrazow rozwi-
nigcia, w rezultacie otrzymujemy:

2 3 4 5
AL E AR N R REIEL R =1 )
2 I, 20 I, 350 I, 7000 I, 673750 I,
(6.82)
co mozna zapisa¢ w ogolnej postaci:
k
NS I
WGy, o] - (6.83)
k=1 I,
. 1 3 33 513 42039
gdzie: o, =—, 0y =—,0; =——,0, =———, 0ls = .
2 20 350 7000 673750

. Zwigzek (6.82) z reguly zapisuje si¢ w nieco odmienny sposob, oznaczajgc
I,, =3N, oraz dodajac do wartosci potencjatu stata, co zawsze mozna zrobi¢ dla do-
wolnej funkcji petnigcej role potencjatu. Cechowanie takie mozna wykona¢ w taki
sposob, aby potencjat przyjat ostatecznie postac:

1A 1 1o
Wx~G,|—(I,-3)+—{U —-9)+ I7=27)+...
o[ 3t =3) 20N(‘ ) 1050N2(1 )
B g+ —210 (5503 (6.84)

T E PErT—
7000N 673750N

Przy takiej formie potencjatu, w stanie niezdeformowanym, czyli dla I , =3 war-
to$¢ potencjatu jest zerowa.
Dla materiatu Arrudy—Boyce mamy wtedy:

k-1

5 A
I
a_WZGozko‘k =N G_WZO, ow

81A1 k=1 I, ol ) ol

=0 (6.85)
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Po podstawieniu do (6.13):

k-1 .2
s 23 vy +1 v O
0=2G, Y ka, | 1 0[+p1 (6.86)
k=l 1, sym 1

Nieliniowy zwigzek miedzy naprezeniem stycznym a odksztalceniem postacio-
wym mozna zapisa¢ nastepujaco:

5
61, =2Gyy Y ko, (6.87)

k=1 I

Nalezy zaznaczyc¢, ze aproksymacja (6.81) stanowi dobre przyblizenie jedynie dla
malych wartosci & W miarg jak nigzmiennik /;, przybliza swojg wartos¢ do mak-
symalnej warto$ci dopuszczalnej /,,, blad wzgledny rosnie do nieskonczonosci.
Mimo oczywistej niedokladnosci przyblizenie to z powodzeniem stosowane jest
w praktycznych obliczeniach numerycznych (np. w programie Abaqus). W sytuacji
gdy deformacja jest tego rodzaju, ze maksymalne wartosci /; sa znaczaco mniejsze
od warto$ci granicznej /,,, btad tego przyblizenia nie ma istotnego znaczenia.

6.2.8. Material Ogdena

Potencjat sprezysty Ogdena mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci (Ogden 1972):

N
W= Zi(xf‘s + AL F AP —3) (6.88)
s=1 a‘s

gdzie: A, A, A, sg rozciggnigciami glownymi (wartosciami wlasnymi tensorow roz-
ciggnigcia);a N, G, a, D (s =1, 2, ..., N) sg stalymi charakteryzujgcymi wlasnosci
mechaniczne materiatu. Potencjat w postaci (6.88) dotyczy materialéw niescisli-
wych. Inaczej niz w przypadku pozostatych omawianych modeli potencjat Ogdena
nie jest wyrazony jako funkcja niezmiennikow tensoréw deformacji, ale jako funk-
cja rozciggnie¢ gtdownych. Skorzystamy zatem z postaci (6.21) zwigzku konstytu-
tywnego. Dla prostego $cinania mamy:

N
Gl — 7\41 6W — 1 ZGS‘}\‘?S,I +p
7\‘17\’27\’3 a7\‘1 7\'27\'3 s=1 ‘

N
o= W 1 D.GAP T+ p
ks Ohy  Aghy & (6.89)
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N
oy = }\,3 ow _ 1 ZGSA‘?:—I +p
Mhohy Ohy MM

2 s=1

Tak jak w przypadku pozostatych modeli materiatéw niescisliwych do stanu na-

prezenia mozna doda¢ sktadowa hydrostatyczng. Po uwzglednieniu zwiazkow (6.24)
mozemy napisac:

N N N
6, =Y. GA" +p,  ©,= GA“+p, o;=) G +p (6.90)
s=1 s=1

s=1

Po podstawieniu zwigzkow (6.90) 1 (6.26) w (6.23) otrzymujemy:

N N
on = (Z GS;\‘% Gs}‘_as

2 2
= ]72+4+y\/y2+4+[sz=1: Jy2+4—y\/y2+4+p

Oy = (ZN:Gs?‘aS j (r+ \/m)z + [ZN: G ] (y— \/m)z +p
27 +4+ 117 +4) 272 +4— 77 +4)

P e
Y2+4+y\/m V2+4_Y\/m

N
653 =).G,+p (6.91)
s=1

s=1 s=1

s=1 s=1

Powyzszy zwigzek staje si¢ bardziej czytelny, jesli wyrazimy go wytacznie za
pomoca maksymalnego rozciggnigcia gtownego:

1 - o —a
x2+1[st(k 2% ‘)}4—1)
s=1

S =

s=1

1 c +o -
On=r +1[ZGS(X2 S+ *‘)}+p

RN - 1
o, = G, (L% L
2 %2+1LZ‘ o )}

N
s=1
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W przypadku materiatu Ogdena, wyrazniej niz w przypadku pozostaltych oma-
wianych tutaj modeli, zauwazalna jest konieczno$¢ wyznaczenia nieznanej sktado-
wej hydrostatycznej. W powyzszym rozwigzaniu naprezenie normalne o, jest state
i niezerowe nawet przy braku deformacji (y = 0), co wymaga wskazania przyczyn
takiego stanu, np. wymuszonego zerowego odksztatcenia, prostopadtego do ptasz-
czyzny prostego $cinania. Innem rozwigzaniem moze by¢ np. zatozenie, ze na brze-
gu swobodnym, prostopadlym do trzeciej osi przyjetego uktadu Wsp(;)vlrze;dnych, na-
prezenie normalne ma by¢ zerowe — wtedy musi zachodzi¢ p = —Z

s=1 8"



7. Analityczne modele Scinanych zlgczy klejowych

W niemieckim czasopi$mie Lufifahrtforschung (Badania Lotnicze), nr 15 z 1938 ro-
ku, ukazat si¢ artykut niespelna trzydziestoletniego Olafa Volkersena, poswigcony
dystrybucji sit pomiedzy tacznikami w ztaczu nitowanym (Volkersen 1938). Praca
ta stata si¢ punktem odniesienia dla p6zniejszych analiz dotyczacych rozktadu na-
prezenia stycznego w ztgczach klejowych. Od tamtego czasu zagadnienie to podej-
mowata ogromna liczba badaczy, a szczegélowe omowienie wszystkich opubliko-
wanych wynikow wymyka si¢ ramom niniejszej monografii. Zadanie to podejmuje
w pewnym zakresie opracowanie (da Silva i in. 2009b) — z tej publikacji pochodzi
tabela 3, ktéra w pewnej mierze oddaje liczbe 1 réznorodnos¢ podejs¢ w modelowa-
niu ztaczy Scinanych.

W niniejszej ksigzce omowione zostang tylko niektdre z propozycji wymienio-
nych w tabeli 3. Na poczatku szczegotowo scharakteryzowane zostang najwczes-
niejsze propozycje, ktore stanowig swego rodzaju punkt odniesienia dla modeli
opracowywanych pozniej. Tymi fundamentalnymi modelami s3: modele pretowe
Volkersena i de Bruyne’a oraz model belkowy zaproponowany przez Golanda
i Reissnera, przy czym obydwa modele doczekaty si¢ tworczego uogolnienia, kto-
rego autorem byt Hart-Smith. Cho¢ modele wspomnianych autoréw traktowane sa
z reguty jako odrebne propozycje, wydaje si¢ uzasadnione, aby omowic je szczegd-
lowo, rowniez z uwzglednieniem pdzniejszych modyfikacji Hart-Smitha.

Modele, ktore zostang omowione w dalszej kolejnosci, ukazujg stopniowy roz-
woj badan nad zlaczami Scinanymi, ktory dokonywatl si¢ przez rezygnacje z ko-
lejnych zatozen upraszczajacych, $wiadome uogdlnianie modeli wcze$niejszych
o aspekty w nich pominiete lub zastosowanie nowych narzgdzi analitycznych.
Z uwagi na wybor matematycznego sformutowania zagadnienia mechaniki o$rod-
kow ciaglych modele te mozna podzieli¢ na dwie klasy:

1. modele wyprowadzone ze sformulowania lokalnego, czyli z warunku spet-
nienia okreslonego uktadu réwnan rézniczkowych, czyli rownan réwnowagi,
zwigzkow kinematycznych i zwigzkow fizycznych;

2. modele wyprowadzone ze sformulowania globalnego, czyli z warunku spet-
nienia przyjetych zasad wariacyjnych teorii sprezystosci, przy czym z uwagi
na statyczny charakter warunkow brzegowych, okreslanych dla rozwazanych
zagadnien, kazdorazowo wykorzystywane jest tu twierdzenie Castigliano
o0 minimum energii uzupelniajacej (komplementarnej).
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Tabela 3
Poréwnanie cech modeli ztaczy $cinanych
MATERIAL E[I:‘ ‘f (?;E;LEY wgﬁggﬁﬁg ROZWIAZANIE
s |z y
E E ROZNE
MODEL Z a 2 ) & @
ARBEEE 5| ¢ $ | %
z zlo|S|Nlol=l2|S O )
AHBEHEBEH B EIE R R
515(2|5|2(8|2|8lE|glz|8| 2 | ¢
z|l2|Z|2|S|Z|E8|=2|5|8|&|z| 2 | 3
J|Zz|3|Z|N|<|8|o|Z| 2|0 |@& < z
(Volkersen 1938) O O O Oo|o O O
i(cl}zzlizrsfer 1944) . = = = 0H =
(Wah 1973) | d O Oo|o d | d
wsms % a[aa] |o[a]o oo o
(Pirvics 1974) d d O o|lo|jo|o|og|o
gc(}}rrlgilr‘?ann 1975) e R R N A 0o
(Srinivas 1975) O O o|o|jo|o|o Oo| o d
(Renton i Vinson 1977) | O O (I I A I I A I I A O OO
(Allman 1977) O O o|o|o oo d
(Ojalvo i Eidinoff 1978) | OJ O O O [ O
(Delale i in. 1980) a|o|g o|o|o|o ol o d
o 0] 0] |2 [o]o]e] |o]e :
(Bigwood o|lo|o O o|lo|o O O
i Crocombe 1990)
(Cheng i in. 1991) O O O o(ojo|jo|oj|o
i(Bcl;g;ch;ie 1992) = 0le o 0eu .
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Jesli chodzi o modele wyprowadzone z lokalnego sformutowania zagadnienia
brzegowego, jako kolejne kryterium klasyfikacyjne dla analitycznych modeli ztaczy
$cinanych mozna przyja¢ zatozenia przyjmowane w tych modelach i dotyczace de-
formacji elementow taczonych. Mozna wskazac tu trzy gtowne klasy modeli:

1. model pretowy — elementy taczone podlegaja tylko deformacji osiowej. Zna-
jomo$¢ przemieszczen osiowych przekrojéw poprzecznych elementdéw 1a-
czonych jest wystarczajaca do opisu deformac;ji i rozktadu sit przekrojowych
w tych elementach. Z uwagi na przyjete zatozenia, dotyczace kinematyki ele-
mentow ztacza, zagadnienie brzegowe redukuje si¢ w istocie do problemu
jednowymiarowego. Jest to model wykorzystany w historycznie pierwszych
modelach zlaczy zaktadkowych (Volkersen 1938; de Bruyne 1944; Hart-
-Smith 1973b);

2. model belkowy — elementy tgczone podlegaja zarowno deformacji osiowe;j,
jak 1 deformacji poprzecznej. Podobnie jak w przypadku modelu pretowe-
go przyjete zatozenia, dotyczace charakteru deformacji elementow zlacza,
pozwalaja na zredukowanie zagadnienia do problemu jednowymiarowego.
Wisrdd stosowanych modeli belkowych mozna wyr6znic:

2.1. model Bernoulliego—Eulera — elementy taczone podlegaja deforma-
cji osiowej oraz zginaniu przy zatozeniu hipotezy plaskich przekrojow
Bernoulliego: przekroje poprzeczne, ktore sa ptaskie i prostopadie do
osi elementu przed deformacja, po deformacji pozostaja ptaskie i sg pro-
stopadte do zdeformowanej osi elementu. Jest to standardowe podej$-
cie wykorzystane w wigkszosci najpowszechniej stosowanych modeli
(np. Goland i Reissner 1944; Hart-Smith 1973a; Ojalvo i Eidinoft 1978;
Cooper i Sawyer 1979; Bigwood i Crocombe 1989);

2.2. model Timoshenki-Ehrenfesta (Timoshenko i Gere 1984; Elishakoff
2020) — stanowi uogolnienie modelu Bernoulliego—Eulera, w ktorym
odstepuje si¢ od wymogu, aby przekrdj po deformacji byt prostopadty
do zdeformowanej osi elementu. Kat obrotu przekroju stanowi dodat-
kowa zmienng zalezng. Podejscie to wykorzystano np. w pracy (Delale
i1in. 1980). Zatozenia dotyczace deformacji przekroju poprzecznego ele-
mentdéw tgczonych, analogiczne do propozycji Timoshenki, wykorzysta-
no réwniez w pracy (Yang i Pang 1996);

2.3. model belki laminowanej — w tym podejsciu elementy taczone traktuje
si¢ jako elementy kompozytowe, laminaty zbudowane z licznych cien-
kich warstw. Tego typu podejscie zastosowano np. w pracach (Renton
i Vinson 1973, 1977; Yang i Pang 1996);

3. modele dwuwymiarowe — rozwaza si¢ w nich ogdlne plaskie (dwuwymia-
rowe) zagadnienie brzegowe mechaniki osrodkow ciaglych. Zalozenia doty-
czace np. rozktadu sktadowych tensora naprezenia w przekroju poprzecznym
elementu pozwalajg réwniez i w modelach dwuwymiarowych zredukowaé
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wymiar zagadnienia do jednego, jednakze istotny jest fakt, ze wymaga si¢
od rozwigzania spetnienia rownan rzadzacych zagadnieniem ptaskim. Podejs-

cie tego rodzaju omowiono np. w pracach (Renton i Vinson 1973, 1977).
Trzeba przyznaé, ze sposrod modeli belkowych najczesciej wykorzystywany
jest model Bernoulliego—Eulera. Wér6d modeli alternatywnych, poza modelem
Timoshenki—Ehrenfesta, mozna réwniez wymieni¢ udoskonalone modele defor-
macji §cinajacej (ang. Reined Shear Deformation Theories) — stanowia uogoélnie-
nie modelu Timoshenki—Ehrenfesta, w ktorym odstepuje si¢ od zatozenia, ze po
deformacji przekrdj pozostaje plaski. Spaczenie (deplanacja) przekroju opisywane
jest za pomocg pewnej funkcji zmiennej wzdhuz wysokosci przekroju — rézne pro-
pozycje funkcji deplanacji mozna znalez¢ w pracach (Murthy 1981; Reddy 1984;
Touratier 1991; Zenkour 2006; Atmane i in. 2010). Zastosowanie modeli tego ro-
dzaju jest jednak uzasadnione wytacznie w przypadku, gdy deformacja postacio-
wa elementow taczonych ma istotne znaczenie, a zatem, gdy elementy te sg krepe.
W typowych zastosowaniach ztaczy klejowych stosunek grubosci elementu do dhu-

. h .
gosci zlacza z reguty przekracza warto$¢ 7 =10, ktora czesto uznaje si¢ za war-

to$¢ graniczng, powyzej ktdrej nie obserwuje si¢ znaczacych roéznic miedzy naj-
prostszym modelem Bernoulliego—Eulera a modelami bardziej zaawansowanymi.
Modele te sa jednak powszechnie wykorzystywane w opisie belek kompozytowych
(Vo 1 Thai 2012).

W kolejnych podrozdziatach oméwione zostang wybrane prace dotyczace mode-
lowania analitycznego ztaczy klejowych. Modele te zostang rowniez krotko scharak-
teryzowane, zgodnie z wyzej wymienionymi kryteriami klasyfikacji.

7.1. Pretowy model zlacza dwuzakladkowego

Najprostszym modelem analitycznym dla ztaczy klejonych jest model opublikowany
pierwotnie przez Olafa Volkersena (Volkersen 1938), a nastepnie przez Normana A.
de Bruyne’a (de Bruyne 1944). Kluczowe zatozenia tego modelu sg nastgpujace:

e eclementy laczone podlegaja wylacznie rozciaganiu (model pretowy),

e skleina podlega wylacznie prostemu $cinaniu,

e materialy maja liniowg charakterystyke sprezysta,

e odksztalcenia i przemieszczenia sq male.

Jest to zatem model pretowy i zarazem model lokalny, ktérego rownanie rza-
dzace wyprowadza si¢ z lokalnych réwnan réwnowagi (w punkcie). Pierwotne pro-
pozycje Volkersena oraz de Bruyne’a zostaly istotnie rozwinigte przez Leonarda
J. Hart-Smitha, ktory w swojej analizie przygotowanej dla NASA uwzglednit takie
cechy zlacza jak:
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odksztalcalno$¢ termiczna,

asymetri¢ charakterystyk mechanicznych elementow zlacza,
obecno$¢ naprezenia odrywajacego,

nieliniowa (biliniowa) charakterystyke materialowa skleiny.

Wplyw nieliniowosci charakterystyki materiatowej skleiny omowiony jest w od-
rebnym podrozdziale 7.8.

Rozwazamy zlacze dwuzakladkowe (zob. rys. 28) o statej szerokos$ci b, syme-
tryczne wzgledem plaszczyzny Srodkowej sSrodkowego elementu zlgcza. Przyj-
mujemy jednak, ze dwa elementy zewngtrze moga mie¢ w ogo6lnosci odmienng
charakterystyke mechaniczng (sztywno$¢ podtuzng) od elementu wewnetrznego.

Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze model Volkersena—de Bruyne’a nie nadaje sig¢
do opisu zlaczy jednozakladkowych. Zatozenie, ze elementy taczone przenosza je-
dynie sity osiowe, pociaga za sobg brak globalnej rownowagi zlacza — mimosrod
prostych dziatania sit osiowych w elementach zlacza sprawia, ze uktad obcigzony
jest momentem, ktory moglby by¢ zrownowazony jedynie przez obecnos¢ sit po-
przecznych lub momentow zginajacych (por. rys. 27).

N Y
N
Rys. 27. Brak rownowagi globalnej w pretowych modelach

ztaczy jednozaktadkowych

Z podobnych wzgledéw model ten nie jest odpowiedni do opisu niesymetrycz-
nych ztaczy dwuzaktadkowych — brak symetrii uktadu prostych dziatania sit osio-
wych sprawia, ze taki rownolegly uktad sit redukuje si¢ do pary. Dopiero propo-
zycja Golanda—Reissnera, w ktorej elementy taczone modelowane sa jako belki
zginane, pozwala na opis zlaczy jednozaktadkowych. Nalezy jednak zwroci¢ uwa-
ge, ze analiza rOwnowagi sit wewnetrznych — analogiczna do ponizszej — moze by¢
przeprowadzona rowniez dla ztaczy jednozaktadkowych. Rezultaty takiej analizy
sa jakosciowo identyczne z tymi przedstawionymi ponizej i — cho¢ formalnie nie
sg spetnione globalne warunki rownowagi sit zewngtrznych — z powodzeniem wy-
korzystywane sg jako pierwsze przyblizenie rozktadu sit wewngtrznych w ztaczach
jednozaktadkowych.

Zapiszmy rownania rownowagi dla wyodrebnionych elementéw nieskonczenie
matego wycinka zlgcza (por. rys. 28):
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dv,
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Rys. 28. Model pretowy symetrycznego ztacza dwuzaktadkowego — rownowaga
sit wewnetrznych

Sity osiowe N, N, o wymiarze N/m s3 wynikiem catkowania odpowiednich na-
prezen normalnych po wysokosci przekroju elementéw taczonych — sg to sily osio-
we w elementach taczonych, podzielone przez szeroko$¢ ztacza b.

Zgodnie z zatozeniami skleina podlega wylacznie prostemu $cinaniu, zatem roz-
ktad przemieszczenia na kierunku prostopadtym do skleiny jest liniowy (rys. 29).

Wykorzystujac dla kazdego z materiatéw liniowe zwiazki geometryczne oraz li-
niowe zwigzki konstytutywne, mozemy wyznaczy¢ napr¢zenia styczne w skleinie:
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1, =Gy, =G~ (7.2)
U, —u
1, =Gy,=G 3t 2 (7.3)
ul(xz
! I jhl
- '
o o
t
| s
R

Rys. 29. Kinematyka prgtowego modelu symetrycznego
ztacza dwuzaktadkowego

oraz sity w elementach taczonych. Odksztatcenia liniowe w elementach taczonych,
uwzgledniajace zjawiska rozszerzalnosci cieplnej, mozna zapisa¢ nastepujaco:

o O AT =g AT (7.4)
dx E, Ehy
Wy g =% q A= AT (7.5)
dx E2 EZ 2
N
s o 2% gar=L5 g AT (7.6)
dx E, Esh,

gdzie: a, (i = 1, 2, 3) sa wspotczynnikami rozszerzalnosci cieplnej materiatow, z kto-
rych wykonane sg kolejne elementy laczone; AT jest rdznicg temperatury roboczej
1 temperatury montazu; a u, (i = 1, 2, 3) sa przemieszczeniami elementow spowo-
dowanymi odksztatcalno$cig termiczng. Z uwagi na jednorodnos¢ materiatu oraz
rozktadu temperatury odksztatcenia termiczne sg state, niezalezne od zmiennej x,
zatem po zrozniczkowaniu powyzszych zwigzkow otrzymamy:
2 2 2
ﬂ:d_zlElhw %:d_uzzEzhza %:d_u;EJ% (7.7)
dx  dx dx  dx dr  dx
Podstawienie powyzszych zwigzkow do rownan rdéwnowagi po prostych prze-
ksztalceniach daje nam:
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2

dl;‘+L11=0

& Eh

2

d”;— Lo+—Lt =0 (7.8)
& Eh ' Eh

2

d”23_L12:0

& Eh

Pomnézmy drugie rownanie rownowagi przez 2, a nastepnie odejmijmy od niego
roOwnanie pierwsze i rownanie trzecie:

2 2 2 2
duzz_dzi1 N duzz_duzg N 1 . 2 (1,-1,)=0 (7.9)
dx dx dx dx Eh  Eh,

Zrozniczkujmy dwukrotnie wyrazenia (7.2) i (7.3) wzgledem zmiennej x:

ﬁ_g d’u, B d’u, (7.10)
A | & dx? '
d’t, _G d’u, B d*u, (7.11)
d | d? dx? '

Powyzsze rownania mozemy wykorzysta¢ w rownaniu (7.9) po uprzednim prze-
mnozeniu go przez czynnik G/t:

2 2
drl—dtug( L ](12—11)20 (7.12)

2 2 +
dx dx t\ Eh  E,h,
Z uwagi na symetri¢ ztacza musi zachodzi¢:
Uy =uy, N3:N1> L ="T (7.13)

co pozwala zapisa¢ powyzsze rOwnanie w postaci:

2
2dT21_E( L, 2 jrlzo (7.14)
o2 1 \Eh  Eh

lub, po podzieleniu przez 2 i przyjeciu oznaczenia T, = T, w postaci:

2
d—§—|321=0, adzie: p= |2 L+ |50 (7.15)
dx t\Eh  E,h
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Powyzsze rownanie jest jednorodnym liniowym réwnaniem rézniczkowym zwy-
czajnym drugiego rzedu o statych wspotczynnikach, w ktérym niewiadoma jest
rozklad napre¢zenia stycznego w skleinie na dlugosci zlacza. Rozwigzanie ogolne
tego réwnania jest nastepujace:

1(x) = C, cosh(Bx) + C, sinh(Bx) (7.16)

State catkowania C|, C, wyznaczymy z warunkow rownowagi sit wewngtrznych
oraz warunkow zgodnosci przemieszczen. Jesli przyjmiemy poczatek uktadu wspot-
rzednych w srodkowym przekroju zlacza, wtedy rownowaga sit wewnetrznych 1 sit
zewnetrznych, przy myslowym rozcieciu uktadu przez ptaszezyzny styku sklein
i elementéw taczonych, wymaga, aby suma napre¢zen stycznych na powierzchniach
sklein rownowazyta obcigzenie zewngtrzne:

'—.N\N

T(x)dx=N (7.17)

0|~

Podstawiajac do powyzszego rownania og6lna posta¢ rozwiazania (7.16), otrzy-
mamy:

smh(BLJ N (7.18)
p
co daje:
T, BL
G =—anB AL gdzie: 1, =% (7.19)
2sinh (Bz)

Drugie rownanie konieczne do wyznaczenia statych catkowania wyznaczamy
zrownania, ktore, podobnie jak rownanie (7.15), wyprowadza si¢ z jednokrotnie zrdz-
niczkowanych rownan (7.2)—(7.3) po podstawieniu zwiazkow (7.4)—(7.6). Tak zapi-
sane rownania, po kolejnym zro6zniczkowaniu i uwzglednieniu rownan rownowagi
(7.1), daja w rezultacie rownanie rzadzace zagadnieniem (7.15). Poszukiwane przez
nas rownanie mozna interpretowac jako warunek zgodno$ci przemieszczen. Nale-
zy zwréci¢ uwage na fakt, ze w sformulowaniu zagadnienia nie podano zadnych
warunkow brzegowych typu kinematycznego, zatem przemieszczenia elementow
zlacza wyznaczane sa z dokladno$cia do ruchu bryly sztywnej. W kontekscie
przemieszczen mozemy zatem mowi¢ nie tyle o przemieszczeniach w jakims ustalo-
nym uktadzie wspotrzgdnych, co o przemieszczeniach wzglgdnych. I tak przemiesz-
czenie dolnej i gornej krawedzi skleiny mozna wyznaczy¢ nastgpujaco:
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u (x)= jsldx +uy, uy(x) = Iszdx +y (7.20)

gdzie: u, , u, sa stale i nie beda podlega¢ wyznaczeniu. Uwzgledniajac zwigzki
(7.4)—(7.6), przemieszczenie punktu na dolnej krawedzi skleiny wzgledem punktu
na krawedzi gornej mozna zapisac nastepujaco:

Au=u, —u, =J-(ENZ +a2ATjdx—J.(év—;l+alAdeJ+(u2’o —uy,) (7.21)

2772 11

Z drugiej strony, obliczone powyzej przemieszczenie wzgledne krawedzi gorne;j
1 dolnej wyznaczy¢ mozna jako catke odksztalcen postaciowych w skleinie:

t
Au=yt=—r1 7.22
=z (7.22)
Mozemy wigc napisac:
t N, N,
—1=|| —————+(a, —o)AT |dx+ (u,, —u 7.23
- j[Ezhz ot (@) J (13 ~1,0) (7.23)

Trzeba przy tym podkresli¢, ze nie uwzgledniamy rozszerzalnoS$ci termicznej
materialu skleiny. Po obustronnym zrézniczkowaniu powyzszej zaleznosci otrzy-
mamy:

et _ N _ M, —a)AT (7.24)
&x G Eh, Eh

W ten sposob otrzymujemy warunek na pochodng rozktadu naprezenia styczne-
g0, bedacy pierwszym rownaniem, z ktérego wyznaczymy state catkowania C i C.:

ﬂzg £_£+(a2_al)AT (725)
dx | Eh, Eh

Przy zastosowanym podej$ciu powyzsze roéwnanie jest kluczowe dla rozwigza-
nia zagadnienia. Do rownania (7.25) podstawiamy rozwigzanie ogolne rownan row-
nowagi, dane wzorem (7.16). Jest to rownanie, za pomoca ktéorego wyznaczymy
stalg calkowania C,. Rownanie (7.25) musi by¢ spelnione dla dowolnego x, poki
jednak nie wiemy, w jaki sposob wyrazajg sig sity osiowe N, i N,, warunek ten mo-
zemy zapisa¢ tylko w jednym z dwoch ustalonych punktow, w ktorym wielkosci te

. L S L
sg znane, czyli dla x = iE. Wartosci sil osiowych przyjmujemy wtedy w réwna-

niu (7.25) zgodnie ze statycznymi warunkami brzegowymi:
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(7.26)

za$ parametr f wyrazamy w réwnaniu tym zgodnie z zaleznos$cig (7.15). Niezaleznie
od tego, czy wykorzystamy warunki brzegowe dla x = L czy dla x= %, wynik

otrzymamy taki sam, a mianowicie:

Fave 2 2Eh + (o, —ay )BAT
L
cosh (B) 1+ Eshy ! + 2 cosh(BLJ
2 2Eh Eh  E,h, 2
State catkowania, okreslone wzorami (7.19) i (7.27), pozwalaja na wyznaczenie
rozktadu naprezenia stycznego zgodnie z wzorem (7.16). Znajomos$¢ tego rozktadu

pozwala z kolei na wyznaczenie rozkladu sity osiowej w kazdym z elementow la-
czonych:

G =

(7.27)

Ni(x)=

o=

—Iqmﬁ:

= g - K% sinh(Bx) + %cosh(ﬁx)) - (% sinh(—%j + % cosh (_BTLJ ﬂ (7.28)

N,(x)=2 ji T(x)dx =
L

2

= 2[(% sinh(Bx) + %cosh(Bx)j - [% sinh(—%j + % cosh (_BTLJ ﬂ (7.29)

W powyzszej analizie uwzgledniono jedynie napr¢zenia normalne w elementach
laczonych oraz naprezenie styczne. Wielkos$ci te s3 odpowiedzialne za dwa z trzech
podstawowych mechanizmdéw zniszczenia ztacza — sa to odpowiednio: zerwanie
elementu wskutek rozciggania oraz zniszczenie skleiny wskutek §cinania. Trzecim
mechanizmem, ktoéry dla okre§lonych rozwigzan materiatlowych niejednokrotnie
okazuje si¢ by¢ kluczowy przy okreslaniu no$nosci ztgcza, jest zerwanie przyczep-
nosci miedzy skleing a elementami tgczonymi, za co odpowiedzialne sa naprezenia
odrywajace na powierzchni pomiedzy skleing a elementami taczonymi. W celu
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oszacowania wielkosci tych naprezen Hart-Smith zaproponowat model analityczny
przedstawiony na rysunku 30. Rozwaza si¢ rownowage sit poprzecznych przyto-
zonych do zewngtrznego elementu taczonego. Nalezy zauwazy¢, ze propozycja ta
jest w sprzecznosci z zalozeniami analizowanego uprzednio pierwotnego modelu,
w ktorym przyjeto, ze elementy taczone podlegaja wytacznie deformacji osiowe;j
(obecnos¢ wyltacznie sity osiowej) — w rozszerzeniu tego modelu, uwzgledniajacym
obecnos$¢ naprezen odrywajacych, zaktada si¢ obecnos¢ sity poprzecznej i momentu
zginajacego. Element taczony jest opisywany za pomoca modelu belkowego. Wy-
niki ponizszej analizy mozna superponowa¢ na wyniki uzyskane uprzednio, majac
jednak w swiadomosci fakt niespdjnosci zatozen obydwu podejscé.

———————

N/2 <={7 i ]

Rys. 30. Roéwnowaga sit poprzecznych przylozonych do elementu zewnetrznego

Zapisanie réwnan rownowagi sit poprzecznych oraz momentéw prostopadtych
do ptaszczyzny zagadnienia wzgledem $rodka elementu daje nam nastepujacy uktad:

do
—+p=0
o P

d_M_Q+ _:

(7.30)

Zwiazek konstytutywny dla elementu zewnetrznego, traktowanego obecnie jako
belka Bernoulliego—Eulera, jest nastepujacy:

d*w M

- = 7.31

d*  EI (7.31)
gdzie: EI oznacza sztywno$¢ gietng elementu zewnetrznego, zas zwigzek konstytu-
tywny dla skleiny rozcigganej poprzecznie Hart-Smith zaproponowat w nastepujace;j
postaci:
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w
p= Ea,effgai = _Ea,eff 7 (732)

gdzie: £, . jest efektywnym modulem Younga materiatu skleiny przy rozciaga-
niu, uwzgledniajacym ograniczenia w deformacji poprzecznej do osi rozcig-
gania zarOwno w plaszczyznie zagadnienia, jak i w kierunku do niej prostopadtym.
Znak ,—” w rownaniu (7.32) wynika z konwencji znakowania ugi¢cia w przyje-
tym uktadzie wspolrzgdnych (rys. 28). Podstawiajac rownanie rownowagi sit po-
przecznych do rdwnania rownowagi momentow oraz wykorzystujac wprowadzone
zwigzki konstytutywne, mozna napisaé:

4
d_zv_ﬁwﬂﬁ:o (7.33)
dx t dx 2

W powyzszym rownaniu przyjmuje si¢, ze gradient napr¢zenia stycznego jest
zerowy. Uzasadnia si¢ to faktem, ze ekstremalne naprezenia odrywajace pojawia-
ja sie w obszarach, w ktorych (przy odpowiednio duzym obcigzeniu) dochodzi
do uplastycznienia w skleinie wskutek $cinania — w przypadku materiatéw niewy-
kazujacych wzmocnienia w takich obszarach rozktad naprezenia stycznego jest sta-
ly, co pozwala zapisa¢ réwnanie rzadzace dla zagadnienia wyznaczania napr¢zen
odrywajacych w nastgpujacej postaci:

4 E
((ljx—:‘/+484w=0, gdzie: 8=,[ﬁ >0 (7.34)

Pierwiastki rownania charakterystycznego sg rowne +3(1+1i). Catka ogdlna po-
wyzszego rownania rézniczkowego moze by¢ zapisana w nastepujacej postaci:

w(x) = D, cosh(9x)cos(9x) + D, cosh(9x)sin(9x) +
+ D; sinh(8x) cos(8x) + D, sinh(8x)sin(9x) (7.35)

Warunki brzegowe, pozwalajace wyznaczy¢ state catkowania, po wykorzystaniu
roOwnan rownowagi oraz zwigzkow konstytutywnych mozna zapisa¢ w nastepujacej
postaci:

e rownowaga sil poprzecznych:

~

L

2

J' Ea,eff
t

3
wdx =0 = jwdxzo (7.36)
L
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e statyczne warunki brzegowe:

2
Ml =032 o (7.37)
2 L
2
Q|L—o:>d3—w i (7.38)
2 dc | 2EIL '
2

2

Tak zapisane statyczne warunki brzegowe oznaczaja, ze elementy taczone na
koncu obcigzonym sg w ogo6lnosci obcigzone sitg osiowg (pierwotna analiza) oraz
sila poprzeczna, nie sg jednak obcigzone momentem zginajacym. Jesli przyjmie-
my D, = D, =0, wtedy warunek (7.36) bedzie spetniony tozsamosciowo, natomiast
warunek (7.37) zapisany dla obydwu koncow da nam dwa rownowazne sobie row-
nania, ktore spetnione beda wtedy, gdy:

D, cosh SL sin SL)_ D, sinh SL cos SL (7.39)
2 2 2 2
W przypadku ztaczy o dostatecznie duzej dtugosci zaktadu mozna przyjac, ze:
cosh SL ~ sinh SL ~ lexp SL (7.40)
2 2 2 2
co po uwzglednieniu w (7.39) daje nam warunek:
D, sin(%) =D, cos [%j (7.41)

Z kolei warunek (7.38) po uwzglednieniu, ze D, = D, = 0, przyjmuje postac:

29° {(D2 —D;)cos (%j cosh (%j —(D, + D;)sin (%j sinh (%ﬂ = r% (7.42)

Po wykorzystaniu uproszczenia (7.40) warunek ten mozna zapisa¢ w postaci:

SL AN
(D, - DQCOS(TJ —(D, + D3)sm(7J =1e 2 28}?E] (7.43)
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Rownania (7.41) i (7.43) stanowig uktad, ktérego rozwigzaniem jest:

9L 9L
D, =—sin (%j =te 2 #, D; =—cos (%j =te 2 };1 (7.44)
2 29°El 2 29°El

Znajomos¢ statych catkowania pozwala nam wyznaczy¢ — ponownie przy wyko-
rzystaniu (7.40) — maksymalne rozciggnigcie skleiny na koncu ztacza (rowne wygie-
ciu elementu):

Waxy = WL =— h (7.45)

—1

s 49°ET

ta za$ warto$¢, po wykorzystaniu zwigzku konstytutywnego (7.32), okresla wartos¢
maksymalnego naprezenia odrywajacego:

h E,. E, uih
Wmax _ TS m Leff — ’C4 B ff}ll (7‘46)
t 49° t EI 4EIt

pmax = _Ea,eff

Jesli sztywnos$¢ gigtng elementu zewngtrznego obliczymy jako sztywno$¢ gietng
ptyty, co odpowiada zatozeniu, ze elementy taczone znajdujg si¢ w plaskim stanie
odksztalcenia, wtedy sztywnos$¢ gietna moze by¢ zapisana nastgpujaco:

ER
= % (7.47)
12(1-v7)
a wzor (7.45) przyjmie postaé:
3Ea eff (1 - Vz)hl
=14 . 7.48
pmax \/ Elt ( )

Praktycznym wnioskiem, plynacym z uzyskanego rezultatu, jest spostrzezenie,
ze dla ztaczy, w ktorych taczone sa elementy smukte, naprezenie odrywajace nie sta-
nowi istotnego problemu — niewielka sztywno$¢ elementu skutkuje tym, ze jego de-
formacja poprzeczna nie powoduje wystapienia istotnych naprgzen odrywajacych.

Podsumowaniem powyzszej analizy niech beda rysunki 31 i 32, ilustrujace w po-
gladowy sposob rozktad naprezenia stycznego oraz sit osiowych na dtugosci ztacza,
a takze rozktad naprgzen w przekroju poprzecznym zlacza.

Warto podkresli¢ kilka faktow:

e W rozwazanym modelu pomija si¢ obecno$¢é naprezenia stycznego w ele-
mentach laczonych. Prowadzi to nieuchronnie do braku rownowagi sil
wewnetrznych na plaszezyznie styku elementu i skleiny. Obecnos$¢ na-
prezenia stycznego, liniowo zmiennego na wysokosci przekroju elementu 1a-
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czonego i gwarantujacego spehnienie statycznych warunkéw brzegowych na
powierzchni zewnetrznej elementu, uwzgledniono w pracy (Tsai i in. 1998).

L2 ! L2 |
El: hl ' G: t
N/2 ! N
N72 s = G,t N\ E,h,
E,h/ 1(x)4 -4
K
Ny (x) A
\
Ny(x)
K

Rys. 31. Rozklad naprezenia stycznego oraz sit osiowych na dtugosci zlacza

A-A

(o} T P
naprezenie  naprezenie naprezenie
normalne styczne  odrywajace

Rys. 32. Rozklad naprezen w przekroju poprzecznym ztacza

e Podobnie pomija si¢ obecno$¢é naprezenia normalnego w skleinie. Zakta-
da si¢ zatem, ze wskutek rozciggania elementdéw taczonych sama skleina nie
bedzie podlegac¢ rozciaganiu, a jedynie Scinaniu. Takie zatozenie jest uzasad-
nione przede wszystkim w przypadku sklein cienkich o znacznie mniejszej
sztywnosci poprzecznej niz sztywno$¢ podtuzna elementéw taczonych. Wy-
dtuzenie sklein uwzglednia si¢ np. w pracy (Delale i in. 1980).

e Rozklad naprezenia stycznego charakteryzuje si¢ koncentracjami zlo-
kalizowanymi na koncach zlacza oraz wzglednie niewielkim wyt¢zeniem
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materialu skleiny w obszarze srodkowym. Maksymalne naprezenia styczne

na koncach ztacza sg réwne:

I 2sinh? [BZLJ
1:|7 = B 1+

L=1,,—
B ¢ sinh(BL)

I 2sinh? (BLJ
L= B 1+ 2

1

1 =1, —
2 ¢ sinh(BL)

~ (e —0ty)AT

Btgh[ﬁj)
T 3 79

+
Eh  Eh,

Btgh[ﬁj]

1 2
e
Elhl E2h2

+ (o, —a,)AT

(7.50)

e Przyrost wielkoSci naprezenia na koncu ztacza wzgledem Sredniego napreze-
nia stycznego jest tym wigkszy, im wigksza jest sztywnos¢ poprzeczna skleiny
wzgledem sztywnosci podtuznej elementéw taczonych.

e W przypadku laczenia elementéw o réznej sztywnosci (2E\h # E,h,)
rozklad naprezenia stycznego jest niesymetryczny, przy czym mniejsza
warto$¢ naprezenia stycznego obserwuje si¢ po tej stronie, po ktorej element
bardziej podatny ma koniec swobodny, a element sztywniejszy ma koniec ob-
cigzony. Wynika to z faktu, ze zard6wno element podatny obcigzony niewiel-
ka sita osiowg (blisko konca swobodnego), jak i element sztywny podlegaja
mniejszym odksztatceniom, co pociaga za sobg mniejsza deformacje skleiny
1 mniejsza wielkos$¢ napr¢zenia stycznego.

7.2. Belkowy model zlacza jednozakladkowego

Jak juz zostato wspomniane w po-
przednim podrozdziale, model
pretowy formalnie nie ma mozli-
wosci spelnienia warunkow glo-
balnej rownowagi sit zewnetrznych
w przypadku ztgcza jednozaktad-
kowego. Mimosréd dziatania prze-
ciwnych sit osiowych w elemen-
tach takiego zlacza domaga si¢
uwzglednienia efektow zginania
elementéw ztacza (rys. 33).

Rys. 33. Rownowaga brzegowego obcigzenia zew-

netrznego w zlaczu jednozaktadkowym
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7.2.1. Sformulowanie naprezeniowe — zlacze symetryczne

Pierwszym modelem analitycznym, podejmujacym probe wiasciwego opisu zlaczy
jednozaktadkowych, byt model zaproponowany w pracy (Goland i Reissner 1944).
Podstawowe zatozenia tego modelu sg nastgpujace:

e clementy laczone podlegaja rozcigganiu i zginaniu, zgodnie z modelem

belki Bernoulliego—Eulera (model belkowy),

e skleina podlega wylacznie prostemu $cinaniu,

e materialy majg liniowg charakterystyke sprezysta,

e odksztalcenia i przemieszczenia sa matle.

Jest to zatem lokalny model belkowy. Propozycja ta zostata nastepnie rozwi-
nigta w raportach Hahna, przygotowywanych dla Douglas Aircraft Co., przede
wszystkim jednak w raportach NASA (Hart-Smith 1973a; Cooper i Sawyer 1979).
Pierwotna propozycja M. Golnada i E. Reissnera dotyczyta taczenia elementow
identycznych (zlacze symetryczne). Uwzglednienie asymetrii charakterystyk me-
chanicznych elementow taczonych znaczaco komplikuje oryginalne podejscie ana-
lityczne i w raporcie Leonarda J. Hart-Smitha przytoczone jest jedynie przyblizone
rozwigzanie odpowiedniego problemu. Kluczowg modyfikacja, wprowadzong przez
Hart-Smitha wzgledem oryginalnej propozycji Golanda—Reissnera, bylo popraw-
ne wyznaczenie momentu zginajacego elementy taczone w przekroju koncowym,
na granicy obszaru klejenia. W pierwotnym rozwigzaniu nie byt spelniony warunek
zerowania si¢ momentu zginajacego na swobodnym koncu jednego z elementow,
co prowadzilo do istotnego niedoszacowania wielko$ci momentu w drugim — ob-
cigzonym — elemencie. Kolejnym uogolnieniem wprowadzonym przez Hart-Smitha
byto uwzglednienie idealnie sprezystej — idealnie plastycznej charakterystyki mate-
riatu skleiny.

Na rysunku 34 zilustrowano geometri¢ uktadu, przedstawiono stosowane uktady
wspotrzednych oraz wyjasniono stosowane oznaczenia dotyczace wspdirzednych
oraz sit wewnetrznych.

Obcigzenie zewngtrzne mozemy roztozy¢ na sktadowa podtuzng i poprzeczna:

N =Pcoso, Q= Psino

gdzie:

=arct
i s 2L, +L

W rozwazanym modelu rozwazane sg dwa obszary:

e obszar 1 —poza strefg klejenia: x, € (0;L,),

e obszar 2 — strefa klejenia: x € (—%; %j
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T = e e e
—p =) w—p = -

N T dN
Lf:}JM +dM,
M. Q, Q,+dQ,

Rys. 34. Model belkowy zlacza jednozaktadkowego — rownowaga sit wewngtrznych

Uwzglednienie deformacji elementéw laczonych poza strefa klejenia jest
konieczne, poniewaz wptywa w bezposredni sposdb na prace ztacza i umozliwia
wyznaczenie sil przekrojowych na brzegu obszaru klejenia. Nalezy zauwazy¢,
ze zagadnienie to jest bardzo czesto pomijane w alternatywnych modelach, ktorych
autorzy przyjmuja, ze sity te sa z gory znane.

W kazdym z powyzszych obszarow przyjmujemy osobny uktad wspotrzednych.
Z uwagi na cechy symetrii ztgcza nie ma konieczno$ci wyznaczania deformacji dol-
nego elementu poza strefa klejenia — przemieszczenia bedg antysymetryczne wzgle-
dem przemieszczen elementu gornego.

Przemieszczenia podtuzne goérnego elementu w obszarze 1 oznaczymy przez u,,
przemieszczenia poprzeczne za$ (ugigeia) przez w,. Symbolami u , w, oraz u,, w,
oznaczymy przemieszczenia podluzne i ugiecia, odpowiednio w gérnym i dolnym
elemencie taczonym.

Zapiszmy rownania réwnowagi:

e rownowaga sit osiowych:

WMo (7.51)
dx

—1=0 (7.52)
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e rownowaga sit poprzecznych:

dg
—+p=0 7.53
o P (7.53)
do,
—p=0 7.54
o P (7.54)
e réwnowaga momentow:
d _o +x (7.55)
2
M,
d 0, + h;’ 0 (7.56)

Wystepujace w powyzszych rownaniach miary sit wewnetrznych to sity osiowe
1 sity poprzeczne oraz momenty zginajace, odniesione do szerokosci przekroju po-
przecznego elementow. Ich wymiary fizyczne to odpowiednio N/m dla sit oraz Nm/m
dla momentoéw. W rownaniach rownowagi momentow przyjeto, ze prosta dziatania
sumy naprezen stycznych w skleinie lezy w geometrycznym $rodku skleiny.

Zapiszmy teraz zwigzki konstytutywne dla elementow zlacza. Sztywno$¢ po-
dtuzna elementdéw taczonych oznaczymy przez A4, przy czym wyrazac si¢ ona bedzie
w odmienny sposob, zaleznie od zatozonego stanu pracy elementu:

d N Eh < PSN

il i=1,2, A= 7.57

& 4 Eh o pso (7.57)
(1-v)

Powyzszy zwigzek obowigzuje jedynie dla przemieszczen punktow osi oboj¢tne;j
(wyznaczonej dla stanu prostego zginania) lub przy obciazeniu wytacznie sitami
osiowymi — w przypadku zlozenia stanu rozciggania/Sciskania ze stanem zginania
odksztatcenia liniowe (pochodne przemieszczen) uwzglednia¢ musza réwniez li-
niowo zmienng sktadowa rozktadu odksztalcenia na wysokosci przekroju, zgodnie
z hipotezg Bernoulliego. Elementy laczone traktujemy badz jak plyty zginane
walcowo (plaski stan odksztatcenia), badz jak belki zginane (ptaski stan napreze-
nia). Przy tych zalozeniach mamy:

Eh3
Wi:_ i, i=1,2, D= 7.58
2 3
dx D Eh

e PSO
"12(0-v?)
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Obecnos¢ wspotczynnika k, tlumaczy si¢ checig uwzglednienia potencjalnej
niezalezno$ci sztywnosci gietnej i sztywnosci podtuznej, ktore tylko w przypadku
materialow izotropowych mozna tatwo powigza¢ ze sobg za pomoca parametrow
okreslajacych geometrie przekroju i wlasno$ci mechaniczne materialu. Rozwazamy
zatem sytuacj¢ bardziej og6lna, ktéra dotyczy¢ moze w szczegolnosci ztgczy wyko-
rzystujacych materiaty anizotropowe (np. kompozyty). Dla zadanych sztywnosci 4
oraz D wspolczynnik k, moze by¢ zdefiniowany nastg¢pujaco:

12D
hA

Zwiazki konstytutywne, analogiczne do (7.58), obowigzuja oczywiscie réwniez
w obszarze 1 dla przemieszczen u, w,, bedgcych funkcjami zmiennej x .

Liniowe zwiazki konstytutywne dla materialu skleiny okreslamy zaréwno dla
stanu prostego $cinania skleiny, jak i dla stanu rozciagania skleiny w kierunku pro-
stopadtym do ptaszczyzny klejenia wskutek oddziatywania naprezen odrywajacych:

e Scinanie skleiny:

b (7.59)

G
=0y = 7(“2] —y ) (7.60)
e rozcigganie poprzeczne skleiny:
Ea,eff

gdzie: u , 1 u,, oznaczaja przemieszczenia podtuzne, odpowiednio dolnej po-
wierzchni gérnego elementu i gérnej powierzchni dolnego elementu; a £, oznacza
efektywny modut Younga, uwzgledniajacy ograniczenia swobody deformac;ji skle-
iny w kierunku prostopadtym do kierunku dziatania naprezen odrywajacych, podob-
nie jak to zostalo omowione w poprzednim podrozdziale.

Odksztalcenie liniowe w elementach zginanych, spowodowane obcigzeniem
osiowym i zginaniem, wyraza si¢ w uktadzie wspotrzednych (x, z) wzorem:

%=ﬂ+%(z+_’7“) (7.62)
& A4 D 2
%2&_%(2__}’”] (7.63)
&x A4 D 2

Wyznaczmy wielko$ci odksztatcen elementow taczonych w ptaszczyznie styku
ze skleina:
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d
hp _dw| N, M h (7.64)
dx dx|,_: A4 D2
2
duzT du2 N2 Mzh
r_Guwl N, Myh 7.65
dx dx|.+ A D2 ( )
2

W pracach poswigconych analizie omawianego modelu zaproponowano technike
przyblizonego rozwigzania uzyskanego uktadu réwnan rozniczkowych, polegajaca
na rozprzegnigciu rownan uktadu, wykorzystujac fakt, ze dla matych przemieszczen
1 odksztatcen ich réznica jest bardzo mata i moze by¢ pominigta. Aby osiggnac ten
cel, funkcje w, wyrazi¢ nalezy w nieco odmienny sposob:

1 1
w =§(w1 + W2)+5(W1 -w,) (7.66)

Zgodnie ze zwigzkami konstytutywnymi (7.58) mozemy napisaé:

d*w, N d’w, d? M, +M,

@ e e T o7

Po zrézniczkowaniu powyzszej zaleznosci i wykorzystaniu w uzyskanym wyni-
ku réwnan rownowagi (7.55) i (7.56) otrzymamy:

3

%(wl Fy)= —%[Ql +0, —t(h+1)] (7.68)

Ponownie wykonujac rézniczkowanie i wykorzystujac rownania réwnowagi
(7.53) 1 (7.54), uzyskamy nastepujacy rezultat:

d h+tdrt
@(Wl + Wz) = ?a (769)

Postepujac w analogiczny sposob, mozemy pokazac, ze:

! 2
y(wl _Wz)ZBP (7.70)
Tak jak wspomniano, dla malych przemieszczen (w,, w, <1) mozemy przyjac,

ze ich roznica jest pomijalnie mala, (w, —w,) =0, wtedy:

1
w, za(w1+w2) (7.71)



95

Podobnie dla malych odksztalcen (dw,/dx, dw,/dx <« 1) mozemy przyja¢, ze ich
roznica jest pomijalnie mata, wtedy:

—rx——(W+Ww,) (7.72)
Nie mozemy jednak przyja¢ podobnego zatozenia odno$nie do wyzszych po-
chodnych. W réwnaniu (7.69) poza poszukiwanymi przemieszczeniami poprzecz-

nymi wystepuje rowniez naprezenie styczne. Wykorzystajmy zatem zwigzki konsty-
tutywne (7.60) 1 zrozniczkujmy je jednokrotnie:

di_Gfduy duy (1.73)
& 7| & dx

a nastgpnie podstawmy w uzyskanym rezultacie zwigzki (7.64) i (7.65):

EZE[Nz—NI_MZJerﬁ} (7.74)

dx ¢ A D 2

Po kolejnym rézniczkowaniu i wykorzystaniu rownan rownowagi (7.51) i (7.52)
oraz (7.55) 1 (7.56) otrzymamy:

Or_0f (2,000 0 00.1] 779

& 1|4 2D D 2

Kolejne rozniczkowanie, po wykorzystaniu roéwnan rownowagi (7.53) i (7.54),
daje nam réwnanie rzgdzace rozkladem naprezenia stycznego w skleinie:

3
d_‘3C — B2 ﬂ =0, gdzie: B= E(z + MJ >0 (7.76)
dx dx t\ A 2D

Wspotczynnik B mozna rowniez wyrazi¢ inaczej, wykorzystujac zwigzki (7.59):

26,3 1+5) < PSN
Ehi\ K\ h

B= (1.77)
260-v) 1+i[l+1J & PSO
Eht K h

W zaleznosci od opracowania wspotczynnik f wyraza si¢ w rozmaity sposob przez
parametry zadania. W raporcie (Cooper i Sawyer 1979) zaklada si¢ konsekwent-
nie, ze elementy pracuja w plaskim stanie odksztatcenia i w rezultacie w zwiazkach
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konstytutywnych (7.57) i (7.58) uwzglednia si¢ czynnik (1-v,). Z kolei w rapor-
cie (Hart-Smith 1973a) sztywno$¢ podtuzng wyraza si¢ zgodnie z zalozeniem PSN,
podczas gdy sztywno$¢ gigtna przy zatozeniu PSO. Ponadto, bez stowa komentarza,
przyjmuje si¢ w obliczeniach, ze:
M ~l & r =0
h h

Uproszczenie takie moze by¢ uzasadnione powszechng przed dekadami praktyka
wykonywania sklein o mozliwie najmniejszej grubosci. Z drugiej strony w zapro-
ponowanym oszacowaniu momentu zginajacego na poczatku strefy klejenia Hart-
-Smith nie stosuje powyzszego przyblizenia wobec identycznego cztonu i to pomimo
faktu, ze oszacowanie to rowniez wynika z poczynienia kolejnych upraszczajacych
przyblizen. Wobec braku komentarza ze strony autora, trudno stwierdzi¢, czy byto
to dzialanie celowe, brak konsekwencji czy pomytka. Wyrazenie (4 + ¢) pojawia si¢
W rozwigzaniu z uwagi na przyjecie w rownaniach rownowagi (7.55) 1 (7.56), ze mo-
ment od naprezenia stycznego w skleinie wyznaczany jest przy redukcji naprezen
stycznych w ptaszczyznie srodkowej skleiny. Jesli jednak zredukowac¢ uktad napre-
zen na plaszczyznie interfejsu, wtedy ramie dziatania wypadkowej byloby rowne
rzeczywiscie h. Tak przyjeto np. w pracach (Renton i Vinson 1977; Ojalvo i Eidinoff
1978; Tsai i in. 1998).

Rozwigzanie ogdlne rownania (7.76) ma postac:

1(x) = C, cosh(Bx) + C, sinh(Bx) + C, (7.78)

Z uwagi na antysymetri¢ zagadnienia $cinania symetrycznego ztacza jedno-
zaktadkowego rozklad naprezenia stycznego w skleinie musi by¢ symetryczny,
co oznacza, ze stata catkowania C, = 0. Z drugiej strony suma naprezeh stycznych
w skleinie musi rownowazy¢ sktadowa pozioma obcigzenia zewngtrznego:

L/2 N
jrdx:Nzr L, edzie 1, =~ (7.79)

avg avg
-L/2 L

co daje nam:
%sinh (BTLJ +GL=1,,L (7.80)

Podstawmy teraz ogolna posta¢ rozwiazania (7.78) do rownania (7.69):

4

%(wl +w,) =%C]Bsinh([3x) (7.81)



97

Rozwigzanie powyzszego rownania rozniczkowego bedzie sumg catki ogdlnej
rownania jednorodnego oraz dowolnej catki szczegdlnej rownania niejednorodnego.
Catka ogdlna rownania jednorodnego jest rowna:

(W +w,),, = Cyx° + Csx* + Cox + C, (7.82)
Calke szczegblng rownania niejednorodnego przewidujemy w postaci funkcji:
(w, +w,),, = Cgsinh(Bx) (7.83)

Po podstawieniu do (7.81) wyznaczamy stalg catkowania C,:

h+tC
“= o
p

Rozwigzanie ogodlne rownania (7.81) ma zatem postac:

h+tC,

WA W, =———
p

sinh(Bx) + C,x° + Csx* + Cox + C, (7.84)

Ponownie, z uwagi na antysymetri¢ zagadnienia musimy zapewni¢ antysyme-
tryczny rozktad sumy ugie¢ (poniewaz kazde ze sktadowych ugie¢ rowniez musi by¢
antysymetryczne), co mozliwe jest jedynie wtedy, gdy C, = C, = 0.

Pozostale stale catkowania wyznaczymy ze stosownego uktadu warunkow brze-
gowych, przy czym — tak jak zostalo to zasygnalizowane na poczatku tego podroz-
dzialu — do zapisania tych warunkéw w sposob poprawny konieczne jest uwzgled-
nienie deformacji elementow ztgcza poza obszarem klejenia. Element tgczony
traktowany jest jak belka (ptyta) zginana. W réwnaniu belki Bernoulliego—Eulera
(rownanie drugiego rzedu, wykorzystujace rozktad momentu zginajacego) uwzgled-
nimy efekty drugiego rzedu typu P — o (rys. 35). Réwnanie to mozna zapisaé
W nastepujacej postaci:

2
M,
vy =—3°, gdzie: M, =[Ox, — Nw,(x,)] (7.85)

Ll
'

Rys. 35. Deformacja elementu faczonego poza obszarem klejenia
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lub inaczej:

2
ddxwzjo — kW, = —%xl, gdzie: ky = \/g >0 (7.86)

1

Warto zwroci¢ uwage, ze w powyzszej analizie nie uwzglednia si¢ wplywu prze-
mieszczenia sit weztowych, tzw. efektu P — A. Jest to uzasadnione podejscie, zwa-
zywszy na fakt, ze dla zagadnienia nie sa okreslone zadne specyficzne warunki brze-
gowe typu kinematycznego, przez co pole przemieszczen wyznaczone moze by¢
z doktadno$cia do ruchu bryty sztywnej. Translacje i obrét uktadu traktowanego
jak bryta sztywna mozna dobra¢ w taki sposob, aby przemieszczenie wezta obcigzo-
nego bylo zerowe.

Rozwigzanie ogodlne rownania (7.86) wyznaczamy jako sume catki ogdlnej row-
nania jednorodnego (bedaca kombinacja funkcji hiperbolicznych) oraz dowolne;j
catki szczegdlnej rownania niejednorodnego (przewidujemy ja w postaci funkcji
wielomianowej stopnia pierwszego). Po odpowiednim doborze wspotczynnikow
catki szczegdlnej otrzymujemy nastepujace rozwigzanie ogolne:

w,(x,) = D, cosh(kyx,)+ D, sinh(k,x,) + tgox, (7.87)
przy czym skorzystaliSmy tu z nastepujacych zaleznosci:
h+t
k2D N 2L, +1L

Zgodnie z zatozeniami dotyczacymi obcigzenia zewngtrznego, na obcigzonym
koficu elementu poza obszarem klejenia (x, = 0) moment zginajacy musi by¢ zerowy,
co pociaga za soba:

d? W,

M,(0)=-D"2

- =-DkyD, =0 = D, =0 (7.88)

x=0

Obecnie mozemy zapisa¢ juz komplet warunkéw brzegowych, koniecznych do
wyznaczenia statych catkowania C,, C,, C,, C,, D,:
e ciaglo$¢ przemieszczen na granicy obszaréow 11 2:

L
wy(x, =Ly)=w (xz—zj (7.89)
e cigglo$¢ kata obrotu na granicy obszarow 11 2:
d d
Doy 0 (7.90)
dx, -, dx [,
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e rownowaga sil wewnetrznych na granicy obszarow 11 2:

L L N
N|x=-=|=N,| x==|=—24 7.91
[r=-)-w (x5 )2 (791
d2w0| 3 d2w1| 3 d2w2 M,
> =— =—— =—-_—°d (7.92)
A | A | D
X1=Lo x*—z Xfi
d3W0 | _ dBWl | _ d3W2 _ Qend
3 =— = 3 =-—-=C (7.93)
dx; L de” | ¢ de” | ¢ D
1=Lo X==7 x—z

e statyczne warunki brzegowe na swobodnych koncach elementow laczo-

nych:
etnethe o
(i:? . o d;:z/z » 0 (7.95)
5 2
Ci? .- 0. d;xv;/z - 0 (7.96)
2 2

Do tego dochodzi jeszcze warunek (7.80). W zwigzkach (7.91) i (7.93) zachodzi
N, ,=Noraz Q_ = O, podczas gdy wartos¢ M_  nie jest z gory znana i musi by¢
wyznaczona.

Nalezy ponadto pamigtac, ze funkcj¢ w, i jej pochodng przybliza¢ bedziemy
zgodnie z wzorami (7.71) i1 (7.72), natomiast w przypadku warunkow brzegowych
na drugg i trzecig pochodna konieczne jest wyrazenie ich zgodnie z (7.66). Oznacz-

my teraz wielkosci sit przekrojowych na granicy obszaréw 1 1 2 nastgpujgco:

d*w, ) . M,

=D,k sinh(kyL,) = ——cnd (7.97)
dxlz x=Ly D
dSWo 3 0

= D,k cosh(kyL,) =—=24 (7.98)
dX]3 x=Ly D
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Warunek (7.89) przyjmuje nastepujaca postac:

. h+tC, . (BL) C,(LY C, L
D, sinh(k,L,)+tg@L, = ————Lsinh| — |- —%| = | — =% = (7.99
2 (kyLy)+tgoL, 2Dl33 (2) 2(2j ) ( )
Warunek (7.90) przyjmuje postaé:
h+t BL LY C
D,k cosh(k,L,)+t cos +>C, = +=2 (7.100
2y (kyLy)+tgo= DB (2j24(2j > ( )
Warunek (7.91) zapisujemy w nastepujacy sposob:
d*w| d>w,| 1( & d?
= == —W+w)+—w —w 7.101
dx12 . dx2|_L 2 dXZ( 1 2) dx2( 1 2) ; ( )
x=L, x—fz x:—z
Wykorzystujac rozwigzanie (7.84), mozemy napisaé:
2 2
Dok2 sinh(kyLy) =~ Crginn [ BE) 3¢, £ L mp o dw
2D B 2 22dxx:7£dx:£
2
(7.102)

Po uwzglednieniu warunkow (7.92) i (7.95) dla x = —L/2 oraz oznaczen (7.97)
otrzymamy':

Dy sinh(ky L) =~ Cginn [ BE ) 30, L - Mew (7.103)
2D B 2 2 2D

co, po skorzystaniu z (7.95), mozemy zapisac nastepujaco:
1 . h+tC, .  (BL L
— D, k3 sinh(ky L,) + ———Lsinh| = |+3C, = =0 7.104
2 27N ( N 0) 2D B ( 2 ) 4 2 ( )

Kolejny warunek, ktory bedzie wykorzystany do wyznaczenia statych catkowa-
nia, zapiszemy, wykorzystujac rownanie (7.74), wynikajace ze zwigzkow konstytu-
tywnych dla materiatu skleiny oraz uwzgledniajagce rownania rownowagi sit osio-
wych i momentow. W réwnaniu tym podstawimy rozwigzanie (7.78) oraz warunki
brzegowe na wartosci sit osiowych (7.91) i (7.94) oraz warto$ci momentodw zginaja-
cychdla (7.92)1(7.95) x =-L/2:
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M
Cﬁsinh(%}z%{% ;)nd g } (7.105)

co, po skorzystaniu z (7.97), mozemy zapisac nastepujaco:

2
Cﬁsinh(%} +D, G];t wh sinh(ky L)) = g% (7.106)

W powyzszym réwnaniu przemnézmy obie strony rownania przez 3, a nastgpnie
wykorzystajmy definicj¢ parametru § z (7.76) i parametru &, z (7.86):

QEE + Mjsmh[ﬁij D, M Ginne, 1) =Y (7.107)
pla’ 2D 2 2D y

Pigtym, ostatnim brakujacym warunkiem brzegowym bedzie warunek (7.80).
Réwnania (7.99), (7.100), (7.104), (7.107) 1 (7.80) stanowig uktad pieciu liniowych
rownan algebraicznych na pigciu niewiadomych: C, C,, C,, C,, D,, ktéry mozna
zapisa¢ w nastepujacej postaci:

3
D, sinh(kyL,)+C, ZhBDSI h[BLJ+L—C +LC =-tgoL,

2 ) 16
Dy, cosh(y L) — C, 2 o h[BLJ_Ech Lot
2B*D 2) 8 2
—D ky sinh(ky L) + C, —— 4t Gnn BEY L3 LC =0 (7.108)
2 ZBD 2) 2
D, N_hSinh(kNLo) + Q[g + (ht t)h)sinh [B—LJ = N
2D Bl4d 2D 2 ) 4

£smh(BL] +LC;=N
B 2

Uktad ten uprosci sig, jesli wprowadzimy nowe niewiadome:

F = %sinh (%j , F, = D, sinh(ky L) (7.109)
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Wtedy:

h+t I L
F2 +F12F}—2D+ EC“ +ZC6 =—tg(pLO

h+t BLY) 3 1

szNCtgh(kNLO) —Fi _2BD Ctgh(?] —§L2C4 —EC() =—tgo

2 (7.110)
ok +EM+§LC4 =0
2 2D 2
1‘72Nh+E1 £+(h+t)h _N
2D A 2D A
2R +LC;=N

Rozwiazanie powyzszego uktadu mozna wyznaczy¢ symbolicznie, niemniej ma
ono dos¢ ztozong posta¢. Kluczowe dla projektowania ztaczy jednozaktadkowych
sg w zasadzie dwie wielkoSci — maksymalne naprezenia styczne w skleinie T oraz
moment obcigzajacy elementy tgczone na granicy obszaru klejenia M. Ekstremal-
ne naprezenie styczne w skleinie obecne jest na koncu obszaru klejenia 1 jest rowne:

Tinax = t(i%j =G, COSh(B?Lj-F G, =Fl[3ctgh(%j+ (O (7.111)

Z zalezno$ci (7.86), (7.97) 1 (7.109) mamy natomiast:
M, =-F,N (7.112)

Wielkos¢ F, mozna zatem interpretowac jako mimosrod dziafania sity rozcigga-
jacej ztacze wzgledem osi elementu przed deformacja na granicy obszarow 1 1 2,
czyli po prostu przemieszczenie poprzeczne (ugigcie) przekroju granicznego. Poszu-
kiwane warto$ci sg nastepujace:

e ckstremalne naprezenie styczne w skleinie:

Tm_ale...Alen‘* (7.113)
Tave T =TTy
e moment zginajacy w obcigzonym przekroju koncowym:
+12
My = N(h+ 1)1 (7.114)

T,y — T,
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gdzie bezwymiarowe wspotczynniki A, =, m,, m;, ©m, zdefiniowane sa nastgpu-

jaco:
2
A= B°D BL coth(B—Lj -2
N 2
m, =12-6BL coth(%j +B*L*,  m,=24+12kyLcoth(kyL,)+ Lky

ADtp* A
1[3 = 5 T[4 = —_—
GN 2D

h(h +1)

Nalezy zauwazy¢, ze rozwigzania uzyskane przez Hart-Smitha r6znig si¢ od po-
wyzszych, co wynika po pierwsze z odmiennie przyjetej definicji parametru f,
po drugie za$ — z uwagi na zastosowane przez niego uproszczenie:

sinh(kyL,) = cosh(kyL,) = %exp(kNLo)

Rozwiazania zapisane w pracy (Hart-Smith 1973a) sg nastgpujace:
e ckstremalne naprezenie styczne w skleinie:

T 40\)?

avg

2 2
T _q, M {1+3k0 vl

t ! ’ _
A @+Z)}kngﬂkL)l] (7.115)

e moment zginajacy w obciazonym przekroju koncowym:

242 '
\ 1+ 3];\’;:, ; (1 + K3L —k'Lctgh(l'L)j
Mend:N( ;t) ( )2 5 , (7116)
ko 2h \32k,1) 3

gdzie:

2 227!
A= /E’ A= lﬁM A2, k= 1+kN_L+kN_L
Eht 4 4 k 2 24

Ostatnim elementem analizy zlacza jednozaktadkowego jest wyznaczenie napre-
zen odrywajacych. Rozwazmy zatem zwigzek konstytutywny (7.61) dla skleiny przy
rozcigganiu w kierunku poprzecznym do plaszczyzny klejenia i zrézniczkujmy go
dwukrotnie:
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2 E . dZ d2
4P _ e[ dw, dwi (7.117)
dx t dx dx
Wykorzystajmy teraz zwigzki konstytutywne (7.58):
d’p E,

Zrozniczkujmy powyzsze réwnanie po raz kolejny i wykorzystajmy rownania
rownowagi momentow (7.55) i (7.56):

d3p Ea,eff
§: Dt (QI_QZ) (7.119)

Ponownie zrézniczkujmy uzyskany wynik, a pochodne sit poprzecznych wyraz-
my zgodnie ze zwigzkami (7.53) i (7.54). Uzyskamy w ten sposob réwnanie rza-
dzace rozkladem naprezen odrywajacych:

4 2E

jx—f—s“p:o, gdzie: 9= thf (7.120)

Jest to zasadniczo to samo rownanie, ktore zostato wyprowadzone przy analizie
ztaczy dwuzaktadkowych. Jego rozwigzanie ogdlne dane jest wzorem (7.35), przy
czym w przypadku zagadnienia antysymetrycznego, jakim jest $cinanie ztacza jed-
nozakladkowego o identycznych (symetrycznych) elementach taczonych, rozktad
naprezenia odrywajacego musi by¢ koniecznie symetryczny, co pozwala pomina¢ te
sktadniki rozwigzania, ktore sg antysymetryczne:

p(x) = H, cosh(9x)cos(9x) + H, sinh(3x)sin(9x) (7.121)

State catkowania H , H, wyznaczymy z warunku rownowagi sit poprzecznych,
przytozonych do myslowo odcietego jednego z elementoéw taczonych, oraz warun-
koéw brzegowych na moment zginajacy w elementach tgczonych. Suma naprezen
odrywajacych musi rownowazy¢ poprzeczng sktadows sity obcigzajacej ztacze:

L/2

[ peod=0, (7.122)

-L/2

co daje nam:

H+H,y sin (%j cosh(%) + ucos(%jsinh (%j =0, (7.123)
9 2 2 9 2 2
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Wr6émy do rownania (7.117) i zapiszmy je dla x = L/2, wykorzystujagc warunki
brzegowe (7.92) i (7.95):

2 E
d P | Fuen Moy (7.124)
dx |7L t D
2
co daje nam:
E
29%| H, cosh SL cos(\g—L)—Hl sinh(%)sin[S—LJ _ Zactt Mg (7.125)
2 2 2 2 t D

Roéwnania (7.123) i (7.125) stanowia liniowy uklad dwoch rownan algebraicz-
nych na state catkowania H , H,. Jego rozwigzanie jest nastgpujgce:

E i
M{(%)h(wj(wjh(%) +29%, (Mjh(%j
y__t D 2 2 2 2 /] 2 :
! 9*[sinh(8L)+sin(9L)]
) ]
M{(MJh(MJ(wjh(M] +28%, (%jh(w)
gt D 2 2 2 2 /] 2 =
) 9°[sinh(9L)+sin(9L)]

Maksymalne naprezenie odrywajace wystepuje na koncu obszaru klejenia,
czylidla x=+L/2:

Ea,eff Mend : : 3
7T[smh(8L) —sin(9L)]+29°Qy[cosh(8L) + cos(8L)

Prnax = (7.126)

29°[sinh(9L) + sin(9L)]

Inne rozwigzanie mozna znalez¢ w raporcie (Hart-Smith 1973a), w ktoérym au-
tor postuzyt sie uproszczeniem (7.40), a ponadto zatozyt, ze suma naprezen odry-
wajacych ma by¢ rowna 0. O ile zalozenie takie jest jak najbardziej uzasadnione
w przypadku zlgcza dwuzaktadkowego, o tyle w przypadku ztacza jednozaktad-
kowego moze ono by¢ zaledwie przyblizeniem. W calej swojej pracy Hart-Smith
przyjmowat, ze sktadowa pozioma (rownolegta do osi ztacza) obcigzenia jest rowna
wielko$ci obcigzenia, za$ sktadowa poprzeczna, ktora konieczna byta do uwzgled-
nienia w rownaniu (7.85), skutecznie wyrugowat w sposob analogiczny, jak zostato
to zrobione w rownaniu (7.87). Odmiennie rzecz si¢ ma w raporcie (Cooper i Sawyer
1979), w ktorym obydwie sktadowe uwzgledniane sa w taki sam sposob, jak zostalo
to pokazane w tym podrozdziale. Zgodnie z rozwigzaniem Hart-Smitha maksymalne
naprezenie odrywajace jest rowne:
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Ea,eff Mend
t 2D9?

Puax = (7.127)

co fatwo mozna uzyska¢ z rdwnania (7.126) po przyjeciu Q) = 0 w przej$ciu granicz-
nym (3L) — .

Podsumowaniem powyzszej analizy niech begdzie rysunek 36, ilustrujacy w po-
gladowy sposob rozklad napregzenia stycznego, sity osiowej oraz naprezenia odry-
wajacego na dtugosci zlacza.

2 L

&~
~
N

A AV

N(x) A

.

px) A

N— /;‘

Rys. 36. Rozklad naprezenia stycznego, sity osiowej oraz naprezenia odrywajacego
na dlugosci ztacza

7.2.2. Sformulowanie naprezeniowe — zlacze niesymetryczne

Omowione powyzej rozwigzanie Hart-Smitha, $cisle zwigzane z pierwotnym po-
mystem Golanda i Reissnera, jest tylko jednym z wielu mozliwych sposobow za-
stosowania zalozen modelu belkowego. Odmienne ich wykorzystanie zaprezento-
wane jest np. w pracy (Bigwood i Crocombe 1989). Rozpatrywano w niej zlacze
niesymetryczne. Komplet rownan rzadzacych zagadnieniem ma posta¢ analogiczna
do réwnan (7.51)—(7.61):

e rownania rownowagi:

W yemo, Wi (7.128)
dx



do do,
tp=0, &, 9
R o L
dM
Q]"‘Tﬁ_ -0, + ?2:

e zwiazki konstytutywne:
m deformacja osiowa elementéw taczonych:

Eh < PSN

du, N,
—L =t i=1,2, A =< Eh
& 4] 1= o pso
(1 —V; )
m deformacja poprzeczna elementow taczonych:
ER
5 ky, — PSN
d*w, M, 12
o o TREOPTL gp
' = < PSO
12(1-v?})

m deformacja postaciowa skleiny:
=Gy
m rozcigganie poprzeczne skleiny:
p= E Jeff €,
e zwiazki kinematyczne:
m kinematyka belkowego modelu elementow tagczonych:
diny Ny, My Iy
dx 4 D 2

du2,T _N, _ M, h
dx 4, D, 2
m deformacja postaciowa skleiny — proste $cinanie:
y= Uyr U p
t

m rozcigganie poprzeczne skleiny:
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(7.129)

(7.130)

(7.131)

(7.132)

(7.133)

(7.134)

(7.135)

(7.136)

(7.137)

(7.138)
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Roéwnanie (7.137) podstawia si¢ do (7.133). Uzyskany zwigzek nalezy nastepnie
zrdzniczkowac, a nastepnie podstawi¢ w nim réwnania (7.135) i (7.136). Otrzymu-
jemy:

dt_GHN, Mohy ) (M Mk _, (7.139)
& t{\4 D, 2) 4 D2

Powyzsze rdwnanie rozniczkujemy kolejno dwa razy, wykorzystujac rownania
rownowagi (7.128)—(7.130):

2 2 2
dr, Gl VA B | GIOh Ok o (g4
A t\4 4, 4D, 4D,) i\ 2D, 2D,

3 2 2
E_g[l AL +h—2]E=G[ o ]p (7.141)

& |4 4, 4D 4D, Jdx (|\2D, 2D,
Ostatnie rownanie mozna zapisa¢ w postaci:
d’t drt
ﬁ_KIE:sz (7142)

gdzie:

11 Kk b h
K1=g —t—t——+—2-[>0, K2:E .
t\ 4 A, 4D, 4D, 26\ D, D,

Nastepnie rownanie (7.138) podstawia si¢ do (7.134). Uzyskany zwigzek na-
lezy nastgpnie dwukrotnie zrozniczkowac, a nastepnie podstawi¢ w nim rownania
(7.132). Otrzymujemy:

2 E
dp _ Eaer [% _ %} (7.143)

& ¢ | D D,

Powyzsze rownanie rozniczkujemy kolejno dwa razy, wykorzystujac rownania
rownowagi (7.128)—(7.130):

Ep B O M h W |_,
D, D, 2\D, D,

d'p Eeer (1 1) Eoar( B h|de
& ¢ \p, D,)' 2 \D, D Jax (7.145)

(7.144)
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Ostatnie rownanie mozna zapisa¢ w postaci:

d'p dr

E E
K, - a,off i_’_ 1 -0, K, = actt [ 1y, Ay
¢ \D D, 2 \ D, D,

Roéwnania (7.142) i (7.146) stanowig liniowy uktad dwdch rownan roézniczko-
wych zwyczajnych. Rozprze¢gnigcia tych réwnan mozna dokonaé, rézniczkujac
pierwsze z nich czterokrotnie, drugie zas dwukrotnie:

gdzie:

d’t d’t d*p
o7 KigsTKgr
d®p d2p d’t
PRGREShr dk hen

(7.147)

Czwartg pochodng p w pierwszym réwnaniu mozemy wyrazi¢ za pomocg row-
nania (7.146) przez p i pierwszg pochodng t. Z kolei p mozna za pomocg réwna-
nia (7.142) wyrazi¢ przez pochodne 1. Otrzymujemy wtedy:

d’t d’t d’t dt
J_K1$+K3@_(K1K3 +K2K4)a=0 (7148)

Z drugiej strony trzecig pochodna T w drugim réwnaniu mozemy wyrazi¢ za po-
mocg rownania (7.142) przez p i pierwsza pochodna 7, a nastepnie pochodna t moz-
na za pomoca rownania (7.146) wyrazi¢ przez pochodne p, co daje nam:

d’*p

P

dp  d'p

e dx? s

(KK, +K,K,)p=0 (7.149)

Rownania (7.148) i (7.149) stanowig dwa niezalezne rownania rzadzace za-
gadnieniem. Sg to jednorodne liniowe roéwnania rézniczkowe zwyczajne o statych
wspotczynnikach — ich rozwigzania beda odpowiednimi kombinacjami liniowymi
funkcji wyktadniczych:

7
() =) Ce” (7.150)
i=1



110

gdzie: B, sa pierwiastkami rownania charakterystycznego:
B -K,p+K,B~K;p=0 (7.151)
gdzie:

K,=KK,+K,K, =
2

GE,w|(1 11 1 K B\ I(k h
= —_—t |t ——+— || —+—=

£ D, D, )\ 4 A4, 4D, 4D,) 4\ D, D,

Rozpisujgc wyrazenie w nawiasie kwadratowym, mozna przekonac sig, ze K, > 0.
Od razu mozna spostrzec, ze jednym z pierwiastkow jest zero, B, = 0. Rozktad napre-
zen odrywajacych okresla funkcja:

6
p(x)=Y D" (7.152)
j=l1

gdzie: 9} sa pierwiastkami rownania charakterystycznego rownania (7.152). Ma ono
niemal 1dentyczng posta¢ jak réwnanie (7.151), z tg jedynie rdznica, ze wyktadniki
poteg przy niewiadome;j sg kazdorazowo o jeden mniejsze. To oznacza, Ze pierwiast-
ki 8/. (/=1,2,...,6) to po prostu niezerowe sposrod pierwiastkow B (i=1,2, ..., 7).
Po podzieleniu rownania (7.151) przez B otrzymuje si¢ rOwnanie szostego stopnia,
w ktorym wystepuja jedynie parzyste potggi niewiadomej — mozna je okresli¢ mia-
nem rownania ,,dwusze$ciennego”. Wprowadzenie nowej niewiadomej a, takiej
ze o’ = 3, pozwala zapisa¢ rOwnanie sze$cienne:

o’ — Ko’ + K- K =0 (7.153)

ktorego pierwiastki mozna znalez¢ w nastepujacy sposob:
1. Wyznaczamy wielkosci:

2 3

KK

R=-Kiik, -2 KK
3 273

2. Obliczamy wyr6znik rownania (7.152):

3 2
A= 5 + E
3 2
Jesli A> 0, rownanie ma jeden pierwiastek rzeczywisty i dwa sprze¢zone pier-
wiastki zespolone:

K
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K, K| 2 K,
0c1=u+v+?, o, =€u+e v+?, oy =€ u+€v+?

gdzie:

u=m[3—§—\/X], v=%(3/—%+\/g]

Jesli A= 0, rbwnanie ma jeden podwdjny i jeden pojedynczy pierwiastek rze-
czywisty:

a1=a2=3§+%, oc3=—2i/§+%

Jesli A <0, rownanie ma trzy roézne pierwiastki rzeczywiste:

K

o, =—+2 /—Ecos 1 arccovaLZ(k—l)n , k=1,2,3
3 3 3 R ’_E
3

Znajac pierwiastki o, o, a,, mozna z kolei wyznaczy¢ B, (i = 2, ..., 7). W pracy
(Bigwood i Crocombe 1989) zamieszczono jeszcze inne wzory pozwalajace wyzna-
czy¢ rozwigzanie og6lne rownan (7.148) i (7.149). Rozwiazania szczegdlne wyzna-
cza sig¢ przez taki dobor statych catkowania C, (i =1, ..., 7) iDj (j=1,...,6), aby
spetnione zostaty stosowne warunki brzegowe. Konieczne jest zatem sformutowanie
siedmiu warunkéw brzegowych dla rownania (7.149), wyznaczenie funkcji t(x) po-
zwala bowiem na znalezienie p (x) za pomocg rownania (7.142). Poszukiwane wa-
runki brzegowe wynika¢ bedg m.in. ze statycznych warunkow brzegowych na kran-
cach obszaru klejenia:

M, =M, Q,=0, N,=N o o L
M,=0,0,=0, N,=0 2
(7.154)
{M1=o, 0,=0,N,=N L
~ & X =—
M,=-M,, 0,=0Q, N,=N 2



112

Powyzsze warunki mozna uwzgledni¢ w nastgpujacy sposob:

e Zapisujemy rownanie (7.139) dla x =—
runki brzegowe (7.154):

L .
7 orazdla x= 3 uwzgledniajac wa-

di __GIN M (7.155)
d&_t  1l4 D 2

2
dy _GIN Myh (7.156)
dr|._. t\4 D, 2

2

e Rozniczkujemy dwukrotnie rownanie (7.142), a druga pochodna rozktadu
napre¢zenia odrywajacego wyrazamy za pomoca zwiazku (7.143) z uwzgled-
nieniem warunkow brzegowych (7.154):

5 3 E M
x:—E x:_E 1
dS’E d3’C EaeffM
proc] Pt I S i (7.158)
xX=— X=— 2
2 2

e Rozniczkujemy trzykrotnie réwnanie (7.142), a trzecig pochodng rozktadu
naprezenia odrywajgcego wyrazamy za pomocg zrozniczkowanego zwigz-
ku (7.143) z uwzglednieniem warunkéw brzegowych (7.154) oraz rownan
rownowagi (7.130):

d’t d*t E, e O

gx:_i l@x:_é _K2K4T|x:—§ =K2 p 31 (7159)

d’t d*t E, .« O

—_— —_— -K.K,t| . =—-K, ———= 7.160

G i I i 24 |x:5 27 D, ( )
2 2

Si6dmym brakujacym warunkiem bedzie warunek réwnowagi sit:

0 |

w(x)dx =N (7.161)

|~
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Rownania (7.155)—(7.161) stanowig uktad siedmiu réwnan, w ktérym niewiado-
mymi sg state catkowania C, ..., C.. Z uwagi na liniowos¢ zagadnienia jest to uktad
liniowych rownan algebraicznych. Rozwigzanie tego uktadu mozna wyznaczy¢
standardowymi metodami, przy czym jego postac¢ zalezy oczywiscie od charakteru
rozwigzania (7.150), to znaczy od liczby rzeczywistych i zespolonych pierwiast-
koéw rownania charakterystycznego (7.151).

Kluczowe roznice miedzy podejsciem Bigwooda i Crocombe’a a ujgciem pro-
blemu przez Hart-Smitha sg nastgpujace:

e W rozwigzaniu Hart-Smitha rozpatruje si¢ deformacj¢ elementu taczonego
poza obszarem skleiny, zaktadajac przy tym, ze elementy poddane sg dziata-
niu wylacznie sit, nie za§ momentu zginajacego. Moment zginajacy na granicy
obszaru skleiny wynika wlasnie z deformacji elementow poza tym obszarem.
Bigwood i Crocombe przyjmuja natomiast wartosci sit przekrojowych (w tym
réwniez momentu zginajgcego) na granicy obszaru skleiny jako dane warunki
brzegowe i ignoruja deformacje elementéw poza tym obszarem.

e W analizie Hart-Smitha rozktad naprezenia stycznego w skleinie okreslany
jest za pomoca uktadu rownan rézniczkowych zwyczajnych (7.69), (7.76)
i (7.86), ktory jednoczesnie okresla rozktad ugigcia elementow taczonych.
W podejsciu Bigwooda i Crocombe’a rozklad naprezenia stycznego wyzna-
cza si¢ z pojedynczego rownania rozniczkowego siodmego rzedu.

Jesli chodzi o warunki brzegowe (7.154), to trzeba zaznaczy¢, ze o ile sktado-
we N oraz Q sily zewngtrznej obcigzajacej zlacze sa co do zasady znane, o tyle
warto$¢ brzegowego momentu zginajgcego nie wynika w sposdb bezposredni z sa-
mego tylko obcigzenia zewngtrznego przyjetego w modelu — jego wartos¢ zalezy,
jak sie o tym przekonali$my, analizujac rozwigzanie Hart-Smitha, od geometrii zia-
cza i charakterystyki fizycznej jego elementéw. W tym sensie mozna rozumie¢ za-
gadnienie $cinania ztgcza jako zadanie statycznie niewyznaczalne — same rownania
rownowagi globalnej nie wystarczaja do wyznaczenia brzegowych wartosci sit prze-
krojowych w elementach tagczonych i konieczne jest uwzglednienie ich deformacji.

W $wietle tego spostrzezenia nalezy zauwazy¢, ze wszystkie modele, ktore for-
mutujg warunki brzegowe w sposob analogiczny do (7.154) — a stanowia one zdecy-
dowang wigkszos¢ wsrod propozycji obecnych w literaturze — nie sg rozwigzaniami
kompletnymi, poniewaz nie specyfikuja sposobu okreslania brzegowych wartosci
momentu zginajacego, na ktore si¢ powoluja. Mozliwe sg tutaj dwa rozwigzania.
Pierwsze z nich jest jedynym poprawnym ze $cisle analitycznego punktu widzenia
—nalezy bowiem przeprowadzi¢ analiz¢ analogiczng do tej zaprezentowanej w roz-
wigzaniu Hart-Smitha, to znaczy przeanalizowa¢ deformacje tych czesci elemen-
tow taczonych, ktore znajduja si¢ poza obszarem zaktadu, a nastepnie sformutowac
warunki zszycia na granicy obszaru klejenia i swobodnych czgéci elementow 1a-
czonych. Warunki te obejmujg warunki lokalnej rownowagi sit przekrojowych oraz
warunki zgodnosci przemieszczen analogiczne do (7.89)—(7.93). Rownania te, wraz
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ze statycznymi warunkami brzegowymi na obcigzonych koncach elementow taczo-
nych, daja uktad réwnan, z ktérych mozna wyznaczy¢ wilasciwe wartosci statych
catkowania w rozwigzaniu ogdélnym. Wplyw deformacji elementow taczonych poza
obszarem klejenia uwzgledniono w pracach (Goland i Reissner 1944; Hart-Smith
1973a; Cooper i Sawyer 1979). Alternatywnym rozwigzaniem jest wykorzystanie
wzoru na M_, wyprowadzonego przez Golanda i Reissnera (np. Renton i Vinson
1977; Allman 1977), lub wzor (7.116) Hart-Smitha (np. Ojalvo i Eidinoff 1978).

W tym drugim podejSciu nalezy wyraznie zaznaczy¢, ze wzor Golanda—
—Reissnera, mimo ze czgsto przywotywany jest w literaturze, a jego wykorzysta-
nie jest szeroko rozpowszechnione, jest wzorem obarczonym bledem, co wykazano
w pracy (Hart-Smith 1973a). W tym miejscu warto wyjasni¢ niescistos¢ zwigzana
z tym wzorem. Rownania zapisane w pracy (Goland i Reissner 1944) mozna zapi-
sa¢ w nastepujacej postaci (por. rys. 37):

d’w, M .
20 =——2, gdzie: M, (x)=[0x — Nwy(x))]
dx; D
. (7.162)
d'w, M, - t+h
o = 5 gdzie: M,(x)= [Q(L0 +x)— N(w] (x)+ TH
przy czym:
0 h+t
== =t 7.163
N 2L, +L gt ( )
- L, o, L2
Q
D N
N Xy . X
z \
""" e
Zvﬁ—/lf/f—i
Rys. 37. Konfiguracja odniesienia i konfiguracja aktualna symetrycznego
ztacza jednozaktadkowego
Rozwigzania ogdlne powyzszych rownan mozna z tatwosciag wyznaczyc¢:
w, (x) = C, cosh(kyx,) + C, sinh(kyx,) + tg dx (7.164)

w; (x) = Cy cosh(ky x) + C, sinh (kyx) + tg (x + L) — % (7.165)
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gdzie: k, zdefiniowane jest tak jak w (7.86). W pracy (Goland i Reissner 1944) state
catkowania C, ..., C, wyznaczono z nastgpujgcych warunkow:
e Kkinematyczne warunki brzegowe:

wy(x, =0)=0 (7.166)
w (x:£)=0 (7.167)
2
e warunki zgodnosci przemieszczen:
Wy (x, =Ly)=w(x=0) (7.168)
| _dw (7.169)
d‘x x =Ly d‘x x:7£

Uktad rownan (7.166)—(7.169) pozwala wyznaczy¢ state catkowania:

(oo

C =0,
cosh(kN ]sinh(kNLO) + sinh(kN éj cosh(kyL,)

N |~

h;r ! {cosh(k L )s1nh(kN

N | I~

j + sinh(kNLO)} - [LO + ;j sinh(ky L,)tg ¢
G =

cosh(kN éj sinh(ky L) + sinh(kN ;)cosh(kNLO)

LCOSh(k L )[cosh k - } (L()Jrg)cosh(kNLo)tgd)
C,=

cosh(k,v 2jsinh(kNL0) N sinh(kN g)cosh(kNLO)

Brzegowe wartosci sit przekrojowych sa rowne:

2
M, =-D ddxfo =—DC,k? sinh(kyL,) =
x =L,
h;r ! {cosh(kN ;j —1} + (LO +§)tg¢
= Dk, sinh(k,L,) (7.170)

cosh(kN g)sinh(kNLO) N sinh(kN éjcosh(kNLo)
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3
Oua=-D ddxngo =-DC,ky cosh(kyL,) =
x=Ly
hzﬂ{cosh(kﬁ, gj - 1} + (LO + éj tgd
= Dk; cosh(ky L) (7.171)

cosh (kN éj sinh(kyL,) + sinh [kN gj cosh(kyL,)

Zgodnie z tym, co zostalo napisane wczesniej, wzory (7.170) 1 (7.171) sq niepo-
prawne, cho¢ czgsto przytaczane i wykorzystywane w publikacjach poswigconych
ztaczom $cinanym. Blad pojawia si¢ w drugim z réwnan (7.162), poniewaz wzor
na wielko$¢ momentu zginajgacego w elemencie nie uwzglednia momentu pocho-
dzacego od naprezen stycznych w skleinie, a zatem ignoruje wszelka interak-
cje z drugim z laczonych elementéw. Poniewaz rozklad naprezen stycznych jest
niejednorodny na dhugo$ci zlacza i zalezy od deformacji elementéw taczonych, za-
tem niemozliwe jest wyznaczenie brzegowej warto$ci momentu zginajacego (a pew-
nej klasie zagadnien rowniez sity poprzecznej) bez jednoczesnego wyznaczenia roz-
ktadu naprezenia stycznego w skleinie, czyli znalezienia kompletnego rozwigzania
postawionego zagadnienia.

Uzyskane rozwigzanie jest rowniez niepoprawne pod innym wzgledem. Moment
przewidywany na swobodnym koncu elementu taczonego jest rowny:

Mend2 = _D% =
__pe2 h[u]Hh(M) . h(Mj .
+2sinh((L, — L)ky )) (t+h)— (Lo + %jsinh((L0 - LYky)tg (I)} (7.172)

1 jest rozny od zera, co jest sprzeczne ze statycznym warunkiem brzegowym
na moment zginajacy, zapisanym dla brzegu swobodnego.

W pracy (Hart-Smith 1973a) wykazano ponadto, ze dla wystarczajaco dlugich
ztaczy wzér Golnada—Reissnera szacuje brzegowy moment zginajacy z niedo-
miarem. Z tych wszystkich wzgledow stosowanie wzorow (7.170) i (7.171) jest
niedopuszczalne. Zalecane jest stosowanie przyblizonych wzorow (7.115) 1 (7.116)
dla ztaczy dtugich lub wzordéw doktadnych (7.113) i (7.114).
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7.2.3. Sformulowanie przemieszczeniowe

W modelach zlacza, zaprezentowanych w poprzednich dwoch podrozdziatach,
réwnania rzadzace zagadnieniem $cinania sg wyrazone za pomocg wielkosci o wy-
miarze fizycznym napr¢zenia. Sg to: naprezenie styczne i napr¢zenie odrywajace
w skleinie. Jest to cecha wspdlna wiekszosci modeli analitycznych. Mozna zauwa-
zy¢, ze w ogole wiekszos¢ Scistych rozwigzan ptaskich zagadnien liniowej teorii
sprezystosci formutowana jest wlasnie w kategoriach napre¢zen, poczawszy od roz-
wigzania Alfreda A. Flamanta (Flamant 1892), na rozwigzaniach zagadnienia szcze-
liny skonczywszy (Westergaard 1939). Przyczyn tego rodzaju podejs$cia do zagad-
nien ptaskich mozna wymieni¢ kilka — niegdy$ kluczowe znaczenie mogly mie¢
zarowno mozliwo$¢ wykorzystania funkcji naprezen Airy’ego, jak 1 mozliwos¢
walidacji eksperymentalnej za pomoca badan elastooptycznych. Obecnie, w dobie
powszechnie stosowanych obliczen numerycznych o niemal dowolnie duzej doktad-
nosci i niewielkim koszcie obliczeniowym, aspekty te maja drugorzedne znaczenie.
Weciaz jednak najistotniejszymi elementami poszukiwanych rozwigzan analitycz-
nych sg przede wszystkim funkcje okreslajgce rozktad naprezenia w elementach
zlgcza — z uwagi na wymagania w zakresie nosnosci (wytrzymatosci materiatu) to
one pozwalajg projektowac. Sformutowania, w ktérych mozliwe jest wyznaczenie
tych funkcji bez odnoszenia si¢ do sktadowych pola przemieszczenia i zwigzanych
z nimi kinematycznych warunkéw brzegowych — co nieuchronnie skutkowatoby
zwigkszeniem zlozono$ci rozwigzania, sa w dalszym ciggu uznawane za prostsze
1 majace wigksze znaczenie praktyczne. W wielu przypadkach rozwigzania zagad-
nien w sformutowaniu naprezeniowym umozliwiaja wyznaczenie przemieszczen na
drodze catkowania odksztatcen z doktadnos$cig do ruchu bryly sztywnej —nie zawsze
jest to jednak mozliwe, co wynika np. z niespetnienia warunkdéw nierozdzielnosci
odksztatcen (modele dwuwymiarowe w sformutowaniu globalnym). O ile w wick-
szosci zagadnien praktycznych sformutowanie naprezeniowe jest rzeczywiscie uza-
sadnione, o tyle trzeba zwroci¢ uwage, ze coraz powszechniejsze stosowanie zlaczy
klejowych w odpowiedzialnych konstrukcjach inzynierskich, rowniez jako elementu
nos$nego, domaga si¢ koniecznosci zar6wno wyznaczenia przemieszczen elementow
ztacza (np. w celu oszacowania strat w sile sprezajacej w tasmie kotwionej na kleju),
jak réwniez uwzglednienia kinematycznych warunkoéw brzegowych (odksztatcenia
wymuszone termicznie, sejsmicznie lub przez osiadanie itp.). W takim przypadku
moze si¢ okazac, ze sformutowanie przemieszczeniowe jest lepszym rozwigzaniem,
cho¢by nawet z matematycznego punktu widzenia byto bardziej ztozone. Nalezy bo-
wiem zauwazy¢, ze modele zlaczy, formutowane w ramach liniowej teorii sprezysto-
sci dla uktadéw jednorodnych (w ktorych parametry zadania nie zaleza od potozenia
punktu), prowadza nas do rownan rzadzacych w postaci liniowego uktadu réwnan
rozniczkowych o statych wspoétczynnikach — uktady takie za$ stanowig najprostsza
klase, dla ktérej znane sg skuteczne algorytmy wyznaczania rozwigzan. Dotyczy
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to oczywiscie zardéwno sformutowania przemieszczeniowego, jak i napr¢zeniowe-
go. Propozycje przemieszczeniowego sformutowania zagadnienia $cinania zlacza
jednozaktadkowego mozna znalez¢ np. w pracy (Yang i Pang 1996). Konfiguracja
rozpatrywanego ztacza przedstawiona jest na rysunku 38.

\e,

Rys. 38. Konfiguracja zlacza jednozaktadkowego z kinematycznymi
warunkami brzegowymi

‘:'427 BZ’ DZ’ K2 o

A17 Bl’ Dl’ Kl

Przedstawiana propozycja dotyczy dos$¢ ogodlnego przypadku dwoch ortotropo-
wych laminatow. Zaktada si¢, ze ich deformacje mozna opisa¢ za pomoca trzech
funkcji okreslajacych przemieszczenia w kazdym z przekrojow poprzecznych tych
elementow — przemieszczenia podiuznego u,, ugigcia w, oraz kata obrotu przekroju
poprzecznego ¢, gdzie wielko$ci oznaczone i = 1 (i = 2) dotycza elementu gor-
nego (dolnego). Zaktada sig, ze przemieszczenia podhuzne i poprzeczne punktow
przekroju dla kazdego z elementdw wyrazajg si¢ w omawianym modelu w nastepu-
jacy sposob:

u, (%,2) =u;(x) = z; - §;(x) (7.173)
u;(x,2) = wi(x) (7.174)

Mozna zauwazy¢, ze powyzsze zalozenie jest tozsame z zatozeniami mode-
lu belki Timoshenki—Ehrenfesta albo szerzej — teorii $cinania pierwszego rzedu,
w ktorej zaktada sig, ze przekrdj po deformacji pozostaje ptaski, cho¢ niekoniecznie
prostopadty do zdeformowanej osi belki. Zwigzki konstytutywne dla elementow 13-
czonych, traktowanych jako anizotropowe ptyty laminowane, przyjeto za (Whitney
1987) w postaci nastgpujacych rownan:

~du, . do,

R (1.175)
dw,

=K. | —L—0, 7.176

Ql l(dx lj ( )

vo=p % _pdo (7.177)
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gdzie:

[ZizE*(Zi)]dZi:

— o |
s
— o | &

4= [[E(z)dz,, B = [[2E(z)dz, D, =

1

o=

SR

0|

X

Il

7
— |

[G (z)]dz;

A

W zdefiniowanych powyzej wielkos$ciach E* oznacza pierwsza sktadowa macie-
rzy sztywnosci dla ptaskiego stanu odksztatcenia, okreslajacg zwiazek konstytutyw-
ny miedzy naprezeniem normalnym i odksztatceniem liniowym na kierunku rozcia-
gania. Symbol G* oznacza wspotczynnik proporcjonalno$ci migdzy naprezeniem
stycznym a odksztalceniem postaciowym przy S$cinaniu elementu w ptaszczyznie
zagadnienia, za$ K, 0znacza energetyczny wspotczynnik $cinania. W ogdlnym przy-
padku elementu laminowanego warto$ci £* oraz G* zaleza od materiatu poszcze-
g0lnych warstw i tym samym sg funkcjg wspotrzednej z. W przypadku elementu
jednorodnego A, sprowadza si¢ do sztywnosci podtuznej, D, jest sztywnoScig gigt-
na, B, = 0, za$ zwigzki konstytutywne (7.175)—(7.177) sg identyczne jak dla belki
Timoshenki-Ehrenfesta. Zerowa warto$¢ B, skutkuje znacznym uproszczeniem sfor-
mutowania zagadnienia i moze wystgpowaé rowniez w przypadku elementow lami-
nowanych, pod warunkiem ze uktad warstw w laminacie jest symetryczny wzgle-
dem plaszczyzny $rodkowej elementu.

Uktad przedstawiony na rysunku 38 jest ukladem statycznie wyznaczalnym,
a obcigzenie zewnetrzne jest w rownowadze, zatem reakcje podporowe beda ze-
rowe. Mozemy wiec wyznaczy¢ rozktad sit przekrojowych w elementach taczo-
nych poza obszarem klejenia — przemieszczenia i sity przekrojowe w i-tym ele-
mencie poza obszarem klejenia oznaczane bedg indeksem dolnym (7, 0). Zapiszemy
zatem:

NL0 (x,)=Pcoso

dM,
X €(0,L):90,(x) =

1

M, (x,)=P[x;sinp— W0 (x;)cos o]

d
_ P{sin(p i IO (p} (7.178)

1,0
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N, (x,)=Pcoso
dM,

) dw, ,
Xy €(0,L,):40,0(x,)= =P|sing— dx’ cos¢ (7.179)

2
M, o (x,) ==P[(L, — x,)sin @+ w, 4 (x,)cos 9]

gdzie:

B h +h, +2t

t =
e 2(L+L,+1L)

Po podstawieniu powyzszych zaleznosci do zwiazkow konstytutywnych (7.175)—
—(7.177) otrzymujemy réwnania rzadzace zagadnieniem w obszarach poza skleina:

du d
Ali—Blﬂ:PCOS(P
dx dx
dw,, .
(K, + Pcoso) dx —K1¢1’0 = Psin@ (7.180)
du, , do, .
B, ? -D, F + Pcos oW = Px, sing
du do
Azf—B2 20— Pcoso
dwz’0 .
(K, + Pcoso) i — 2(1)2’0 = Psin@ (7.181)
du d
B, f -D, LEX +Pcosow, , = P(x, — L,)sin@

Sa to dwa niezalezne od siebie niejednorodne uktady liniowych réwnan rdznicz-
kowych zwyczajnych o statych wspotczynnikach. Rozwigzania tych uktadow beda
sumg rozwigzan uktadéw jednorodnych (COUJ) i niejednorodnych (CSUN) Ukta-
dy jednorodne mozna z tatwoscig sprowadzi¢ do postaci, w ktorej po lewej stronie
mamy pierwsze pochodne niewiadomych funkcji. W obydwu przypadkach otrzymu-
jemy uktad jednorodny o nastgpujacej ogdlnej postaci:



[ d”i,o
dx
do;
dr
dw,

dx

0 0 BPcosqz)
AD, - B;
0 0 Al.Pcosq;
AD, - B;
K,
S 0
Pcoso+K,

i=12
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(7.182)

Rozwigzanie uktadu jednorodnego wyznaczamy jako stosowng kombinacje li-
niowg funkcji wyktadniczych, ktorych wyktadniki sg proporcjonalne do zmiennej
niezaleznej oraz wartosci wlasnych macierzy wspdtczynnikow w powyzszym ukta-

dzie. Wartosci te to:

Pia

0, Bi,Z = _Bi,3 = \/

AK,Pcoso

(4D, - Bi2 )(Pcosp+K;)

(7.183)

Wprowadzmy oznaczenie 3, =, ,. Wtedy wektory wlasne odpowiadajace po-
wyzszym warto§ciom wlasnym sg rowne:

B, coso
A4;cos@ ,

B, )
—(A.D. — B:
(4D, - BY)

Yiz =

B

B, cos
A;cos

—“L(4D. - B’
(4D~ B))

(7.184)

Poniewaz warto$ci wlasne sa pojedynczymi pierwiastkami rOwnania wiekowego,
stad COUJ jest kombinacja liniowa o nastgpujacej postaci:

Yi ,08 Zcz ke

ylk

z1y11+czze "Yia+Cise

Yi,s

(7.185)

Rozwigzania szczegodlne ukladu niejednorodnego mozemy z tatwoscia przewi-
dzie¢ w postaci funkcji wielomianowych:

y],sc =

PCOS(px1 Pcoscpx2
4 4,
tg(P s y2,sc = tg(p
B B,
Xtge——- (x, —L))tgo——=
4 | i 4, |

(7.186)
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Mozemy zatem ostatecznie napisac:

_ Pcos
Uy (%) =c; + B cos (p[czeﬁ‘x‘ +ce B 1+ — e X,
1

¢1,0 (x;) =4, cos (p[czeB‘xl + Cse_ﬁlxl J+tgo

X, —P1 X B
wl’o(xl):B—];(AlDl —B)[c,e’™ —cie ™ ‘]+xltg(p—j (7.187)
1

P
| Peose
A2

u2,0 (XZ) =C4+ B2 Ccos ([)[CseBZJr2 + Cﬁe_ﬁzxz ] .

¢2,0 (x,) =4, C‘)S(P[cseBZJCZ + cse_ﬁzxz ]+tgo

X —[H X B
W, 0(X5) =%(AZD2 —B))[cse" —ce P )+ (x, —Lz)tg(p—A—z (7.188)
2

State catkowania c , ..., ¢, wyznacza si¢ wraz ze statymi catkowania rozwigzan
ogolnych dla przedziatu §rodkowego na podstawie statycznych i kinematycznych
warunkow brzegowych oraz warunkow zszycia na krancach przedziatow.

Zapiszemy teraz rownania rzadzace deformacja elementéw zlagcza w obszarze
klejenia. Rownania rownowagi sit przekrojowych muszg w tym przypadku uwzgled-
nia¢ obecno$¢ naprezenia stycznego na interfejsie ze skleina. Maja one takg sama
postac jak w pozostatych modelach belkowych (przy zatozeniu, ze napr¢zenia stycz-
ne redukuje si¢ na interfejsie, nie za$§ w srodku wysokosci skleiny):

W se, W (7.189)
dx dx
do, do,
©, 20 Y2, 7.190
p p ( )
dM, h dm, h,
M o o, _0, 41220 7.191
1 Ql T2 i Q2 12 ( )

Jesli chodzi o naprezenie styczne w skleinie, to zaktadajac liniowy zwigzek kon-
stytutywny oraz kinematyke prostego $cinania (tak jak w wiekszo$ci omawianych
modeli), mozemy napisac:

G
=G,y = Ta(uz,T - ”1,3) =

G h h d d
=7“[<u2 —ul>+(¢2§+¢1 3J+§[%+%ﬂ (7.192)
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gdzie: u, , oznacza przemieszczenie osiowe dolnej powierzchni gornego elemen-
tu; a u,, to przemieszczenie osiowe gornej powierzchni srodkowego elementu.
Powyzszy zwiazek rozni si¢ od analogicznych zwigzkow w alternatywnych mode-
lach tym, Zze wyznaczajac przemieszczenie wzgledne gorej i dolnej powierzchni
skleiny, uwzglednia nie tylko przemieszczenia podtuzne u, i katy obrotu ¢, prze-
krojow poprzecznych elementdw taczonych, ale réwniez przesunigcie wzgledne
tych powierzchni, wynikajace z przyrostu ugiecia elementdw, ktéry w przypadku
belki Timoshenki—Ehrenfesta moze by¢ rézny od obrotu ich przekrojéw poprzecz-
nych. W pracy (Yang i Pang 1996) zatozono, ze przyrost ugiecia skleiny jest $red-
nig arytmetyczna przyrostow ugiecia przylegajacych do niej elementow, za$ rozktad
przemieszczen wynikajacych z tego obrotu jest liniowy w obrebie skleiny. Wyni-
ka z tego, ze przemieszczenie wzgledne jest proporcjonalne do grubosci skleiny
(rys. 39). Warto zwrdci¢ uwage, ze efekt ten nie zawsze jest uwzglgdniany w mo-
delach postugujacych si¢ modelem Timoshenki—Ehrenfesta (por. Delale i in. 1980).

konfiguracja
odniesienia

konfiguracja | |
aktualna

b

Rys. 39. Wplyw przemieszczen osiowych, obrotow i ugieé
na deformacj¢ postaciowa skleiny

Zwigzek konstytutywny dla poprzecznego napr¢zenia normalnego w skleinie
(naprezenia odrywajacego) réwniez formutujemy analogicznie jak w alternatyw-
nych propozycjach:

E
p==2(n ~w) (7.193)
Podstawiajac zwigzki konstytutywne (7.192), (7.193) i (7.175)—(7.177) do row-

nan rownowagi (7.189)—(7.191), otrzymujemy uktad rownan rzadzacych zagadnie-
niem:

2 2
P fjxﬂuT[(z w202 ) [‘Z: ddtzﬂ_o (7.194)

Azdzuz—Bzd2¢2—%[(u2—u1)+(¢z ok (dwu“%ﬂw (7195)

dx? dx? dx  dx
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d2W d(l) Ea,e
Kl( o _E]}Tff(% ~w)=0 (7:196)
dzw d¢ Ea,e
Kz( dx22 _32]_ tff (v, =) =0 7197
d*u d*¢ dw,
B, dle - D, dle —KI(EI—¢1)+
G h h h t(dw, dw
*7”7‘[“‘2‘“J*("’z?”d’l?)*z(a”ﬁ)}‘) 7%
d*u ) dw
B, dx22 _Dz_dxzz —Kz(az—¢2)+
G, h h h t{dw, dw
+ 2“ _t2 {(uz —u1)+(¢2?2+¢1 ELJ-FE(EI-FEZJ} =0 (7.199)

Rozwigzanie uktadu powyzszych rownan wraz z rozwigzaniami (7.187) 1 (7.188)
musi ponadto spetnia¢ warunki brzegowe i warunki zszycia, na podstawie ktorych
wyznaczane sg state catkowania. Warunki te sg nastepujace:

e Kkinematyczne warunki brzegowe:

W0 (x,=0)=0
U (x,=0)=0 (7.200)
Wy (x,=L,)=0

e statyczne warunki brzegowe:
Ni(x=L)=0 N,(x=0)=0
O(x=L)=0, 10,(x=0)=0 (7.201)
M (x=L)=0 M,(x=0)=0

e warunki zszycia:
o warunki zgodnos$ci przemieszczen:

uo(x =L)=u(x=0) Uy o(x, =0)=u,(x=L)
(I)I,O (x,=L)=¢;(x=0), ¢2,0 (x;=0)=¢,(x=L) (7.202)
wo(x =L)=w(x=0) Wz,o(xz =0)=w,(x=L)
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o réwnowaga sil przekrojowych:

Nl’o(xl =L)=N,(x=0)=Pcoso

1

. dw,,
Qo =L)=0,(x=0)=P|sinp— dx’ Cos @ (7.203)
L

M, o(x, =L)=M,(x=0)=P[L;sin@—w,,(L)cos¢]

N,o(x, =0)=N,(x=L)=Pcoso

l: ! dW2 O :l
O 0(x, =0)=0,(x=L)=P|sinp— dx’ Cos @ (7.204)
0

M, o(x, =0)=M,(x=L)=—P[L,sin@+w, ,(0)cos ¢]

Rozwigzania obowigzujace poza obszarem klejenia wyznaczone sg z doktad-
noscig do szesciu statych calkowania, za$ rozwigzanie obowigzujace w obszarze
klejenia zaleze¢ bedzie od 12 statych calkowania (sze$¢ niewiadomych funkcji,
uktad drugiego rzgdu). Wymaga si¢ zatem, aby wyznaczy¢ 18 statych catkowania
na podstawie 21 warunkow (7.198)—(7.201), z ktérych jednak czes¢ jest liniowo
zalezna od pozostatych. Z réwnan (7.187) wynika, ze pochodne rozktadéw sit osio-
wych w elementach taczonych ré6znig si¢ jedynie znakami. Jesli zatem rozklad sity
w jednym elemencie jest wyznaczony jednoznacznie, to rozktad w elemencie dru-
gim wyznaczony jest z doktadnos$cig do stalej, co wymaga tylko jednego warunku
brzegowego, a nie dwoch. To samo dotyczy zwigzanych rownaniami (7.188) rozkta-
dow sit poprzecznych.

Stormutowanie dane rownaniami (7.194)—(7.199) r6zni si¢ nieco od przedstawio-
nego w pracy (Yang i Pang 1996). Autorzy omawianej propozycji w zaprezentowa-
nym uktadzie rownan nie wykorzystali bowiem zwigzku konstytutywnego (7.193),
pozostawiajac w rownaniach naprezenie odrywajace p jako cze$¢ niejednorodna
uktadu, a nastepnie poszukujac przyblizonego rozwigzania uktadu niejednorodnego
przez rozwinigcie p(x) w szereg cosinusow. Doktadnos¢ tak uzyskanego rozwigzania
zalezy od liczby uwzglednionych wyrazow szeregu. Pomini¢cie dalszych wyrazow
wymaga ponadto specyficznych zabiegéw w celu zapewnienia rOwnowagi sit wew-
netrznych.

Wydaje si¢ jednak, ze stuszniejsze jest tutaj poszukiwanie $Scistego rozwigzania,
tym bardziej Ze znane sg metody jego wyznaczenia. Jedna z tych metod jest meto-
da uogoélnionych wektorow wlasnych, ktora jest omdéwiona szczegotowo w podroz-
dziale 8.1, poswieconym autorskiemu modelowi belki kompozytowej. W przypadku
ogolnym (laminaty niesymetryczne, ztacze niesymetryczne) konieczne jest nume-
ryczne wyznaczenie warto$ci wlasnych macierzy wspotczynnikow w jednorod-
nym uktadzie liniowym pierwszego rzedu oraz uogoélnionych wektoréw wiasnych,
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niemniej samg posta¢ funkcyjng rozktadow przemieszczen mozna zapisa¢ wtedy
analitycznie.
Sciste rozwigzanie analityczne przedstawimy dla przypadku elementéw jedno-
rodnych (B, = B, =0) w zlaczu symetrycznym, czyli gdy:
A =4,=4, D, =D, =D, K =K,=K
h =h,=h, L=L =L,

Uktad réwnan (7.194)—(7.199) mozna w takim przypadku sprowadzi¢ do uktadu
liniowego pierwszego rzedu o nastgpujgcej postaci:

y' = Ay (7.205)
gdzie:
T
Y= Y25 Y35 Yas Vss Vs> Vs Yss Yo Vios Vits Via]
T
y,:[yl'a y;, )’és yz'la J’;a yéa J/;, yé: J/;, )’1’0’ J’{p)’]’z]

) 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ]
A 0 _Gah 0 0 _G, _G, 0 _Goh 0 0 _G,
At 2At 24 At 2At 24

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
_Gho 4Kt +G 1 o Gh-4K Gh G, h o o G,h
2Dt 4Dt 4D 2Dt 4Dt 4D
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 £, 0 0 0 0 0 _E, 0
Ao Kt Kt
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
Gy Gh oy G Gy Gho o, G
At 2 At 24 At 2At 24
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
2 2 _
G, 0 G,h o o G,h G,h 0 4Kt + G, h o o Gh—4K
2Dt 4Dt 4D 2Dt 4Dt 4D
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
E
0 0 0 0 _E, 0 0 0 0  —a 0

L Kt Kt |

du, 0 do, dw,

YV =uy, Voy=—"> Y3 =0, Vo =—"7"-» Vs =W, Y6 = 5
1 1 2 dx 3 1 4 dx 5 1 6 dx

du, do, dw,
Y, =U,, Vs =—"» Vo = ¢ 5 Vio=—"7 > Y =w,, Yo =—"—
7 2 8 dx 9 2 10 dx 11 2 12 dx



127

Rownanie wiekowe dla macierzy wspotczynnikow jest nastepujace:

X {Xz —(G“h(h”) 426 H[X“ _2E, o +E} =0 (7.206)

2Dt At Kt Dt

Wsréd wartosci wlasnych macierzy wspotczynnikow mamy sze$ciokrotng zero-
wa wartos¢ wlasna:
A=A =Ay=X,=ks=As=0 (7.207)

Z uwagi na dodatnio$¢ parametréw zadania kolejne dwie jednokrotne wartosci
wlasne moga by¢ wyznaczone nastepujaco:

2
2
Ay =—hg = AU + G“>O

7.208
2Dt At ( )

Ostatnie cztery wartosci wlasne sg pierwiastkami rownania dwukwadratowego.
Z uwagi na dodatnio$¢ parametrow zadania moga tu zajs¢ w praktyce tylko dwie
sytuacje:
2

2K“t
e Przypadek 1: <
yp DE

a

1

Otrzymujemy cztery rozne rzeczywiste wartosci wlasne:

2
Ay =—hyg = | Ca [1— 2K t}o

Kt DE

a

(7.209)

Kt

a

E 2
A==y = C[l-i- 1—2§t]>0

K%t

2
e Przypadek 2:
yp DE

a

>1

Otrzymujemy dwie pary sprzezonych pierwiastkow:

- - [E, DE, DE,
}\.9:}\,102—7\4”2—7\,]2242Dt|:\/l+ m‘i’l\/l— fzt:l (7210)

Przypadek, w ktorym 2K*t = DE,, $wiadomie pomijamy z uwagi na skonczo-
na doktadnos¢ wyznaczania liczbowych warto$ci parametrow zadania. Dla rzeczy-
wistych warto$ci parametrow zadania, odpowiadajacych sytuacji, gdy sztywnos¢
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skleiny na $cinanie jest istotnie mniejsza od sztywnosci elementow taczonych na
zginanie, zachodzi drugi z wyzej wymienionych przypadkow.

Pojedynczym warto$ciom wilasnym odpowiadaja wektory wilasne, okreslone
z doktadnoscig do skalara. Po wprowadzeniu oznaczen:

h A _tD _t+h

5 oy =——, oy =——0r,
2D Y T2
Ah(h+1t)+4D Ah(h+t)+4D A(h+1)
o, =— o=t _
4K 4K 2G,

a

} (7.211)

Wektory witasne odpowiadajace pojedynczym wartosciom wilasnym mozna
przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

Vo =[h, A2, — oAy, — A2, — 0y, — Oy, — Aoy = A2, — Ay, — A2, — oy, — oA ]
Ve = [hgs s = 0 Mg, — 0 Ag, = 0y, = 0 A, = Ag, = Ag, — O, — OLAG, = 0y, — 0y A ]
vy =[0,0,1, %y, —a, kg, —ty)g, 0,0, — 1, — Ay, ay g, 0t,A5 ]

Vip =[0,0,1, Ay, — azﬁo: - azMo: 0,0,-1,= %, O‘27”1305 0‘27“;‘0]

Vir =00, 0,14, = 0,A0), =05, 0,0, =1, = Ay, ey, Ay ]

Vi, =[0,0,1, hpyy — 0AT,, —0hh, 0,0, =1, — Ay, aAs,, oA ] (7.212)

Podprzestrzen wlasna odpowiadajgca zerowej wartosci wlasnej o krotnosci k= 6
ma wymiar m = 2. Sze$¢ uogolnionych wektoréw wilasnych odpowiadajacych tej
warto$ci wlasnej tworzy kolekcje ztozong z dwoch tancuchow tych wektorow:

(7.213)

Vl,l,l = [17 09 07 O) 07 07 1, 07 0, 0, 0, 0]
V1,1,2 = [Oa 17 Oa O: 05 O, 0, 1, O, O, O, 0]

V121 =[0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0]
Vi22=[03,0,1,0,0,1,-05,0,1,0,0,1]

Vi3 =[0,03,0,1,~-0,,0,0,-0a;,0,1,-ay,, 0] (7.214)
Via4 =[-05,0,0,0,0,-04,0,0,0,0,0,-0,]

Funkcje bedace rozwigzaniami jednorodnego uktadu réwnan (7.205) i odpowia-
dajace zerowym wartosciom wlasnym sg rowne:

y
Y () =[e;vy ) +eg(xvy ) + v, ,)]e™
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2
X
Vi (%)= {09"1,2,1 +00(XVy 5+ Vi0,) T ¢ [7 Vipi t XV, T V53 j +

3 2
x x .
T (Z Viaat ?V1,2,2 TXVi23 T Vioa ]:Ie l (7.215)

Funkcje spetniajace uktad rownan (7.205) i odpowiadajace wartosciom wias-
nym A, i A, sg nastgpujgce:

¥, (x) = ¢, Yo (%) =14 vy (7.216)
Posta¢ funkcji bedacych rozwigzaniami ukltadu rownan (7.205), ktére odpowia-
daja pozostatym pojedynczym wartosciom wilasnym, zalezy od tego, czy wartosci
te sg wartosciami rzeczywistymi czy tez zespolonymi. W przypadku rzeczywistych
warto$ci wlasnych mamy:
Yo(x) =ci5€™v,, Yio(¥) =€V

¥y (x) =cl7ek“xvll, ylz(x)zclgex‘z"v12 (7.217)
W przypadku zespolonych wartosci wlasnych zachodzi v, =V, oraz v,, =Vv,,:
Yo () = ;5" [cos (I (R )X)R (Vo) —sin(T(hg)x) I ()]
V1o (1) = 16" [cos (T (Mo )X) T (V) +sin(I (A )x)R (V)]
¥y, (0) = ¢ 1% [cos (S (A, )X)R(v,,) —sin(I(h,)x)I (v;))]
Y1, (0) = c g™ [cos (S(A,)x) I (vy,) +sin(I (A, D0)R(v,,)]  (7.218)

Calka ogodlna uktadu réwnan jednorodnych jest zatem réwna:
12
Y =y, () +¥,,(0) + Dy, (%) (7.219)
=

W celu zapisania warunkow (7.200)—(7.204) trzeba wyrazi¢ sily przekrojowe
za pomocg sktadowych rozwigzania (7.219):

N, = Ay, O =K(ys—»), M, =-Dy,
N, = Ay, O, =Ky =) M, ==Dy,

State catkowania c, ..., ¢, wyznacza si¢ jako rozwigzanie odpowiedniego ukta-
du rownan algebraicznych. Z uwagi na rozmiar uktadu oraz znaczng liczb¢ parame-
trow zadania, od ktorych zalezg wspotczynniki przy niewiadomych w tym uktadzie,
wyrazenie statych catkowania za pomocg zamkni¢tych wzorow jest niezwykle trud-
ne i niepraktyczne.

(7.220)
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7.3. Modele dwuwymiarowe

W podejs$ciach omawianych w poprzednich podrozdziatach kluczowym ich aspek-
tem byto zatozenie dotyczace kinematyki elementéw taczonych oraz zwigzkow kon-
stytutywnych odpowiadajacych przyjetym miarom deformacji. W przypadku mode-
lu pretowego przyjeto, ze wystarczajaca do opisu deformacji ztacza jest znajomos¢
samych tylko przemieszczen osiowych, ktore wigzaty si¢ z sitami osiowymi za po-
mocg liniowego zwigzku konstytutywnego uogolnionego prawa Hooke’a dla stanu
jednoosiowego. W przypadku modelu belkowego zalozenie hipotezy ptaskich prze-
krojow Bernoulliego pozwolilo na opis deformacji w kategoriach przemieszczen
podtuznych i ugig¢ oraz na sformutowanie liniowego zwiazku miedzy krzywizna
ugigcia i momentem zginajacym. W obydwu modelach zatozono, ze skleina pod-
lega prostemu $cinaniu. W kazdym z nich sformutowanie matematyczne problemu
fizycznego sprowadza si¢ do zagadnienia jednowymiarowego, danego réwnaniem
rézniczkowym zwyczajnym, ktérego rozwigzanie okresla rozktad poszukiwanych
wielkos$ci wzdluz osi ztgcza — zmienno$¢ tych wielkosci na kierunkach prostopa-
dtych do osi zlgcza okreslona jest przez zatozong z gory kinematyke deformacii.

Mozliwe jest jednak podejscie odmienne, w ktérym rozwaza si¢ ogélny przy-

padek deformacji dwuwymiarowej (ptaski stan naprezenia lub ptaski stan od-
ksztalcenia). Rownaniami wyznaczajacymi charakter rozktadu przestrzennego
sktadowych tensora naprezenia w poszczegdlnych elementach ztgcza sa rownania
lokalnej rownowagi naprezen w plaszczyznie przekroju podluznego zlacza. Sg
to zatem réwnania rézniczkowe czastkowe, ktore wraz ze stosownymi zwigzkami
konstytutywnymi oraz warunkami brzegowymi okreslaja dwuwymiarowy rozklad
skladowych tensora naprezenia i tensora odksztalcenia. Za pomocg stosunko-
wo ogolnych zalozen dotyczacych stanu naprezenia rownania te mozna scatkowac
wzgledem wspotrzednych na kierunku poprzecznym do osi zlacza. W rezultacie
wyprowadza si¢ rOwnania rézniczkowe zwyczajne, pozwalajace wyznaczy¢ rozktad
wszystkich poszukiwanych napr¢zen i odksztalcen w plaszczyznie zagadnienia.
Sformutowanie matematyczne problemu okazuje si¢ w takim przypadku znacznie
bardziej ztozone niz w modelach pretowych i belkowych — umozliwia jednak opis
zjawisk, ktoérych uwzglednienie w modelach prostszych jest niemozliwe. Wsrod
nich nalezy wymieni¢ przede wszystkim:

e jednorodne warunki brzegowe na swobodnym brzegu skleiny prostopa-
dtym do osi ztacza — w rozwigzaniach wyprowadzonych z obydwu omawia-
nych uprzednio modeli mozna zauwazy¢, ze brzegowe warto$ci napr¢zenia
stycznego sg rozne od zera. Rzad rownan rozniczkowych (7.15) 1 (7.76) unie-
mozliwia uwzglednienie dodatkowych jednorodnych warunkow brzegowych
na brzegu swobodnym. Scianka warstwy skleiny prostopadta do osi ztacza
jest przeciez brzegiem nieobcigzonym, co wymusza zerowanie si¢ napr¢zen
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normalnych i stycznych do brzegu — w tym przypadku naprezen $cinaja-
cych skleing;

e deformacje postaciowa elementéw laczonych — prostota matematycznego
sformulowania zagadnienia we wczesniej omawianych modelach wynikata
z zalozenia specyficznego charakteru deformacji elementow taczonych, skut-
kujacego obecnoscig jedynie odksztatcen liniowych — $wiadomie pomija-
no udziat odksztalcen postaciowych. Bardziej ogélne modele nie maja tego
ograniczenia;

e odksztalcenia liniowe prostopadle do plaszczyzny skleiny w elementach
laczonych — w modelach uproszczonych obecno$¢ poprzecznych naprezen
normalnych rozpatrywana byta jedynie w kontek$cie naprgzen odrywajacych
na interfejsie skleiny i elementow laczonych. Analiza plaskiego stanu napre-
zenia pozwala dodatkowo na wyznaczenie dwuwymiarowego pola poprzecz-
nego napre¢zenia normalnego réwniez w elementach taczonych;

e anizotropi¢ wlasnos$ci mechanicznych elementéw laczonych — zagadnie-
nie $cinania ztacza w modelach prostszych sformutowane jest w kategoriach
sit przekrojowych w elementach tgczonych i naprezen w skleinie. Przy takim
podejsciu (lokalnym — w przekroju) nie jest mozliwe uwzglednienie anizotro-
pii lokalnych (w punkcie) zwiazkow konstytutywnych. Zamiast tego dopusz-
czano mozliwo$¢ niezaleznego okreslania sztywnos$ci podtuznej i sztywnosci
gietnej, co mialo odwzorowywaé wptyw anizotropii materiatu. W przypadku
gdy zagadnienie sformulowane jest lokalnie w kategoriach naprezen i od-
ksztalcen (w punkcie), anizotropia materialu moze by¢ uwzgledniona w spo-
sob Scisty.

7.3.1. Dwuwymiarowy model lokalny

W literaturze mozna znalez¢ dwojakie podejscie do dwuwymiarowej analizy stanu
naprezenia i odksztalcenia w zlaczach klejowych. Jednym z nich jest podejscie lo-
kalne, w ktorym réwnan rzadzacych zagadnieniem dostarcza uklad rownan dwu-
wymiarowego zagadnienia teorii sprezysto$ci — wspomniane rownania lokalnej
rébwnowagi naprezen, zwigzki kinematyczne i zwigzki konstytutywne. Rozwigzan
poszukuje si¢ zatem w okre$lonej klasie rozwigzan zagadnienia ptaskiego.

Na uwagg zashugujg prace W. Jamesa Rentona i Jacka R. Vinsona — raport (Ren-
ton i Vinson 1973) przygotowany dla Air Force Office of Scientific Research, ktore-
go tres¢ zostata nastgpnie opublikowana w artykule (Renton 1 Vinson 1977). Autorzy
rozwazali bardzo ogdlny przypadek ztacza, w ktorym elementy rozpatrywane byty
jako laminaty ztozone z ortotropowych warstw, lezacych w ptaszczyznach, ktére
w ogodlnosci byly nachylone wzgledem plaszczyzny skleiny. Jedynymi ogranicze-
niami bylo to, aby uklad warstw w laminacie byt symetryczny wzgledem ptasz-
czyzny srodkowej oraz aby zagadnienie bylo symetryczne wzgledem ptaszczyzny
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prostopadtej do ptaszczyzny skleiny i1 zawierajacej o$ zlacza. Poza obcigzeniami
mechanicznymi autorzy uwzglednili réwniez deformacje termiczng. Wadg przed-
stawionego przez autorow rozwigzania jest jego bardzo duza ztozono$¢ — wzglednie
zwarty zapis samych tylko rownan rzadzacych zagadnieniem wymaga uzycia okoto
60 wspotczynnikow, z ktorych duza czgs¢ wyraza si¢ jako rozbudowane sumy ca-
lek oznaczonych. W propozycji modelu Rentona i Vinsona otrzymuje si¢ rowna-
nie r6zniczkowe 6smego rzedu na rozktad naprezenia stycznego w skleinie — samo
rownanie za$ wyprowadza si¢, wykorzystujac rOwnania rzadzace dwuwymiarowym
zagadnieniem liniowej teorii sprezystosci, a takze z definicji sit przekrojowych, wa-
runkéw réwnowagi tych sit oraz stosownych warunkéw brzegowych na napre¢zenia
i sily przekrojowe.

7.3.2. Zastosowanie twierdzen wariacyjnych w sformulowaniu globalnym

Alternatywnym podejsciem do rozwigzania lokalnych réwnan rzadzacych dwuwy-
miarowym zagadnieniem teorii sprezystos$ci jest wykorzystanie sformulowania
globalnego i zastosowanie twierdzen wariacyjnych, konkretnie za$ twierdze-
nia Castigliano o0 minimum energii komplementarnej (uzupehiajacej). Tak wy-
znaczone rozwiazanie jest zatem rozwigzaniem slabym, ktore nie musi spetniaé
wszystkich rownan lokalnego sformutowania dwuwymiarowego zagadnienia teorii
sprezystosci. Chodzi tu przede wszystkim o zwiazki kinematyczne oraz kinema-
tyczne warunki brzegowe, bowiem zastosowanie twierdzenia Castigliano wymaga
wyznaczenia jedynie statycznie dopuszczalnego pola naprezenia, czyli takiego,
ktore spelnia réwnania réwnowagi i statyczne warunki brzegowe. Zaktada sie,
ze zwiazki konstytutywne sa spelnione, co umozliwia wyznaczenie pola odksztat-
cenia odpowiadajacego statycznie dopuszczalnemu polu naprezenia, jednakze tak
wyznaczony stan odksztatcenia w ogolnosci nie bedzie odpowiadal jakiemukolwiek
rzeczywistemu polu przemieszczenia. Nie wymaga si¢ bowiem, aby zostaty spetnio-
ne warunki catkowalno$ci zwigzkow kinematycznych — czyli warunki nierozdziel-
nosci odksztalcen — przez co w przypadku ogélnym nie jest mozliwe wyznaczenie
W sposob jednoznaczny przemieszczen, ktore dla wyznaczonego pola odksztatcen
spetniac¢ beda zwigzki kinematyczne.

Ogolny schemat analizy w takim przypadku zaczyna si¢ od przyjecia pew-
nych wstepnych zalozen, dotyczacych rozktadu stanu naprezenia na grubosci ele-
mentoéw zlgcza, i wprowadzenia jednej lub kilka nieznanych funkcji, ktore podle-
ga¢ beda wyznaczeniu, a ktore wyznaczaja 6w stan. Sktadowe tensora naprezenia
w kazdym z elementéw wyraza si¢ za pomoca wprowadzonych funkcji na podstawie
przyjetych zatozen, lokalnych réwnan réwnowagi dla ptaskiego stanu napre¢zenia
oraz statycznych warunkow brzegowych. Znajomos¢ sktadowych tensora napreze-
nia pozwala wyznaczy¢ na podstawie przyjetych zwiazkéw konstytutywnych skta-
dowe tensora odksztatcenia, co z kolei umozliwia zapisanie wyrazenia na energi¢
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komplementarng w postaci funkcjonatu zaleznego od niewiadomych funkcji i ich
pochodnych. Funkcjonat ten ma posta¢ catki objetosciowej po catej konfiguracji zla-
cza. Zatozenie z gory ogolnej postaci rozktadu naprezen i odksztalcen na grubosci
elementow pozwala w wyniku wspomnianego catkowania zredukowac¢ problem do
zagadnienia jednowymiarowego. Poszukuje si¢ nastgpnie minimum odpowiedniego
funkcjonatu zgodnie z twierdzeniami wariacyjnymi — nalezy przy tym pamigtac,
ze twierdzenia o minimum energii obowiazuja jedynie dla ukladéw liniowych,
co oznacza, ze niedopuszczalne jest stosowanie ich w przypadku wystgpowania
duzych odksztalcen lub w sytuacji, gdy ktory$s z materiatdw wykazuje nieliniowa
charakterystyke mechaniczng. Poniewaz rozwaza si¢ energie ciala odpowiadajacg
statycznie dopuszczalnemu polu naprezenia, zatem odpowiednim twierdzeniem
do zastosowania jest wlasnie twierdzenie Castigliano. Standardowym podejsciem
w poszukiwaniu ekstremal funkcjonatu tu zastosowanie podstawowych réwnan ra-
chunku wariacyjnego, a mianowicie rownan Lagrange’a—Eulera.

Tego typu podejscie stosowato wielu autorow. W pracy (Allman 1977) rozwia-
zanie zagadnienia zostato uzaleznione od dwdch funkcji naprezen, do wyznacze-
nia ktorych wykorzystano rownania wyprowadzone z zastosowania twierdzenia
Castigliano — uzyskano w rezultacie uktad dwoch niejednorodnych réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych czwartego rzedu na dwie nieznane funkcje naprezen. W pra-
cach (Chen i Cheng 1983; Cheng i in. 1991) rozktad napre¢zenia zapisano, wykorzy-
stujac cztery pomocnicze funkcje — dwie z nich okreslajg symetryczng (jednorodng)
sktadowa naprezenia normalnego w przekroju elementéw taczonych, a dwie po-
zostate — rozktad sktadowej antysymetrycznej (liniowo zmiennej). Rozktad napre-
zenia normalnego w przekroju jednego z elementéw taczonych daje sie przy tym
wyrazi¢ przez funkcje okreslajace rozktad w drugim elemencie. Te dwie niezalez-
ne funkcje wyznacza si¢ jako rozwigzanie uktadu dwoch niejednorodnych réwnan
rozniczkowych zwyczajnych czwartego rzgdu. We wezesniejszej pracy analizowano
przypadek ztagcza symetrycznego, w pracy pozniejszej zas — zlacza niesymetryczne-
go. Twierdzenie Castigliano zastosowano réwniez w pracach Zhao, Z.-H. Lu oraz
Y.-N. Lu. W artykule (Zhao i in. 2011) wyprowadzono uktad dwoch jednorodnych
rownan rézniczkowych zwyczajnych pigtego rzedu na funkcje okreslajace rozktad
naprezenia stycznego i poprzecznego naprezenia normalnego w skleinie. Tymcza-
sem w pracy (Zhao i in. 2014) wyprowadzono uktad czterech niejednorodnych
réwnan rézniczkowych zwyczajnych czwartego rzedu na cztery funkcje, z ktorych
dwie sg liniowo niezaleznymi kombinacjami funkcji rozktadu momentu zginajacego
w elementach tgczonych, dwie pozostate zas§ — analogicznymi kombinacjami funk-
cji rozktadu sit osiowych.

We wszystkich wspomnianych wyzej propozycjach otrzymany uktad réwnan
jest uktadem liniowym o statych wspolczynnikach — rozwigzania tego typu ukta-
doéw mozna znalez¢ za pomocg metody uogolnionych wektoréw wiasnych, kto-
ra zostanie bardziej szczegétowo omowiona w podrozdziale 8.1.1, poswigconym
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wyznaczaniu analitycznego rozwigzania dla réwnan rzadzacych zagadnieniem
zginania wielowarstwowej belki kompozytowe;.

Zastosowanie analizy dwuwymiarowego rozkladu stanu napr¢zenia wraz z wy-
korzystaniem twierdzen wariacyjnych omowione zostanie szczegdtowo na przykta-
dzie propozycji Allmana. Punktem wyjsScia b¢dg dla nas réwnania réwnowagi
w dwuwymiarowym zagadnieniu liniowej teorii sprezystosci:

(K) (K) (K) (K)
00w’ Ote’ o 0t B0 _, (7.221)
Ox 0z Ox 0z

gdzie: indeks K = 1, 2 okresla element taczony, w ktérym dana funkcja okresla
rozktad naprezenia. Podstawowe zaloZenia dotyczace rozkladu naprezen na wy-
sokosci przekroju s3 nastgpujace:

1. osiowe naprezenie normalne w elementach faczonych ma rozktad liniowy,

2. naprezenie styczne w elementach laczonych ma rozktad kwadratowy,

3. poprzeczne naprezZenie normalne w elementach laczonych ma rozktad

szeScienny,

4. naprezenie styczne w skleinie ma rozktad staly,

5. poprzeczne naprezenie normalne w skleinie ma rozktad liniowy.

Zatozenia 2 1 3 wynikajg wprost z zatozenia 1 oraz z réwnan rownowagi (7.221).
Jesli bowiem przyjmiemy:

oX(x,z) =z A (x)+ B, () (7.222)

wtedy z pierwszego z rOwnan rOwnowagi otrzymamy:

oc'X) z* d4 dB
(K) _ XX _ K K
T (xz)=—|—22dz=-"-—"F -z —-C,(x 7.223
Xz ( ) I ax 2 1 ] K( ) ( )
natomiast z drugiego:
otk 2 d*4, z* d°B dc
(K) _ Xz _ K K K
oo (x,z)=—|—2-dz=——- +—- +z- +D,(x 7.224
zz ( ) J- ax 6 i 2 2 i 2 1 K( ) ( )

Funkcje A (x),..., Dy (x) mozna wyrazi¢ przez funkcje rozktadu sit przekrojo-
wych, wykorzystujac definicje sit przekrojowych oraz statyczne warunki brzegowe.
Wprowadzmy teraz definicje sil przekrojowych:

e sila osiowa w K-tym elemencie taczonym:

12
Ne@ = | 0¥ (x,z)dz (7.225)

7h1(/2
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e sila poprzeczna w K-tym elemencie tagczonym:

By 12

0= | 1 (xz0)dz (7.226)

_hK/Z
e moment zginajacy w K-tym elemencie tagczonym:

12
M) = [ 20 (rz)dz, (7.227)

7hl(/2
Podstawiajgc wyrazenie (7.222) do definicji (7.225) 1 (7.227), otrzymamy:

B /2 h /2

[ oW z)dzg = | [z - A + B ldz =B = Ny

7hK/2 7hK/2

By 12 12 e

[ 2o zdeg = [ (2 A + 2 Beldz, =5 A =My
~hgp z==hgp
stad:
M
oW =M@ N e ¢, =2k (7.228)
hy hy hy

Jesli chodzi o rozktad naprezenia stycznego i poprzecznego napr¢zenia nor-
malnego, konieczne jest uwzglednienie statycznych warunkow brzegowych na po-
wierzchniach zewngtrznych elementow tagczonych:

e warunki brzegowe na naprezenie styczne:

m clement gorny:

1:;12) (x,z = _%j =0, Tilz) (x,z = +%) =1,(x) (7.229)

m clement dolny:

) (xaz = _h_;j =t,(x), 1 (x,z = +%2j =0 (7.230)
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e warunki brzegowe na poprzeczne naprezenie normalne:
m eclement gorny:

o(ni=-t)oo. o0(na=sblope

m element dolny:

ol (x,z = —%j =p,(x), o (x,z = +%2J =0 (7.232)

Wykorzystujac wyrazenie (7.228) w zwiazkach (7.223) i (7.224), otrzyma-
my w wyniku pochodne rozktadu sily osiowej i momentu zginajacego. Pochodne
te mozna oczywiscie wyrazi¢ za pomoca pozostalych sit przekrojowych, wyko-
rzystujac lokalne réwnania rownowagi sit przekrojowych. Dla sil przekrojowych
okreslonych wzorami (7.225)—(7.227) maja one posta¢ analogiczng do zwigz-
kow (7.51)—(7.56), jedynie z zastrzezeniem dotyczacym ramienia momentu wy-
padkowej naprezen stycznych, tak samo jak zostalo to powiedziane przy omawia-
niu modelu Bigwooda i Crocombe’a:

e rownowaga sil osiowych:

%4‘1“ =0 (7.233)
dx
%—ra =0 (7.234)
dx
e rownowaga sil poprzecznych:
do,
& P ( )
do,
-, =0 7.236
dx P ( )
e rownowaga momentow:
dM, h
-0 +1t,—=0 7.237
n O +r, 2 (7.237)
dm, h,
-0, +1,—=0 7.238
™ O +1, > (7.238)
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Rowniez dla skleiny mozemy zapisa¢ warunek rownowagi sit poprzecznych
(rys. 40):

—p)=0 (7.239)

Pittettttes

- - € - - -

T A Y T, +dr,

> = = > >

Naassszanyl
DN SN

Rys. 40. Rownowaga sit poprzecznych w skleinie

Wykorzystanie rownan réwnowagi (7.237) i (7.238) w wyrazeniu (7.223) daje
nam:

B 2
D (x, Z)__%Zl i, 3(%] +%]—Cl (7.240)
1
6 B 2
@O(o=-2 g3 2] 2 g, (7.241)
h; h, h,

Warunki (7.229) 1 (7.230) beda spelnione wtedy, gdy:

Cp(x )—%—;% K=1,2 (7.242)

€0 mozna ostatecznie zapisa¢ w postaci:

(x,2) = 2%[ -6h1-Zep1-2¢, -3¢} (7.243)
0,2 =2 20-G1- 1+ 26, - 363 (7.244)

Wykorzystajmy teraz powyzsze zaleznosci w rownaniu (7.224). Uwzglednienie
rownan rownowagi (7.235), (7.236) 1 (7.239) pozwala nam napisac:
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_ . ) .
3 z z z? z?
M _ 1 1 1 1
o, (x,z)=|—=2| — +H——t—+— — +D 7.245
2 (%,2) > thJ Y4 T u 2t h12t_(p2 p+D ( )
(2)(xz)—-2i3—§_ +_—i—i+i_( —p)+D, (7.246)
hy P |4 2mt Bt AR
Warunki (7.231) i (7.232) beda spetnione wtedy, gdy:
L) D= ) (7.247)
co daje nam ostatecznie:
3 1 p h
c‘;;(x,z):[ngcl—Ec?k—g—;[ncl—cf—cf](pz—pl) (7.248)
3 1
GS)(X,Z){l—ECﬁECﬂZZ 8—2[1 G—G +G1p—p)  (7.249)

Allman wprowadzit funkcje naprezen @ (x), @,(x), ktorych drugie pochodne
wyznaczaja odpowiednio symetryczng (jednorodng) i antysymetryczng (liniowo
zmienng) sktadowa rozktadu napr¢zenia poprzecznego w skleinie:

1 ¢ d*o
5(;72 —pl)=—h1 R (7.250)
2
1 d’o,
E(pl+p2)= — (7.251)

Powyzsze zwiazki wraz z rdwnaniami réwnowagi (7.233)—(7.239) pozwalaja
wyrazi¢ sily przekrojowe i naprezenia w skleinie za pomocg wprowadzonych funk-
cji naprezen. Z zalozenia o liniowym rozktadzie poprzecznego naprezenia normal-
nego w skleinie mozemy napisac:

02 ‘;Pz) + (P, ;PJ ¢,, gdzie: ¢, = 2—: (7.252)

co po uwzglednieniu definicji (7.250) i (7.251) daje nam:

p(x)=

d’®

t

p(x)=

+
dx? hlhdx2C

(7.253)
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Réwnanie rownowagi (7.239) i definicja (7.250) pozwalajg nam napisaé:

2
%:_(pz pl):_ 2 d qzl (7.254)
dx t h+h, dx

co po scatkowaniu daje nam:

T,=— 2 &-{-Cl (7.255)
h +h, dx

Korzystajac z rdwnan rdownowagi (7.233) i (7.234), mozemy z kolei napisac:

2

N, = D, —cx+c 7.256
1 h] +h2 1 1 2 ( )
2
N,=- D +ex+e (7.257)
h +h,

Przeksztalcajac rownania rownowagi (7.235) i (7.236) oraz wykorzystujac defi-
nicje (7.250) 1 (7.251), mozemy otrzymac:

d 2t d°0,
— (0, +0)=p, —p, =—— _ 7.258
@t e=rn= s (7.258)
d d’o
a(@ -0)==(p+p)=-2 dx22 (7.259)
Po obustronnym scatkowaniu powyzszych rownan otrzymujemy:

2t do,
+0, = — 7.260
0+0, AT (7.260)
0-0,=-2 4, +d, (7.261)

dx
co z kolei pozwala nam napisac:

0-—1 40 _do, (7.262)

h+h, dx  dx
0, ‘4P, 4P, cs (7.263)

Thoth, dv o dx
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Wykorzystajmy wreszcie rOwnania rownowagi (7.237) i (7.238) oraz zwiazki
(7.255), (7.262) 1 (7.263):

My o bt de dey k[ 2 dey oo
2 hth &t 2| hth dx

WMy g g ot 4D 4Dy B2 4By ] (7065

dx 2 hih A dr 2| ik dr

Po obustronnym scatkowaniu powyzszych rownan otrzymamy:

M= @, -G he, (7.266)
h +h, 2

M=t g o b —G e (7.267)
h +h, 2

Wszystkie niewiadome zostaly zatem wyrazone przez dwie funkcje napre¢zen
oraz ich pierwsze pochodne. W otrzymanych zwigzkach wystepuje siedem statych
catkowania, ktore wyznaczy¢ nalezy ze stosownych warunkéw brzegowych:

e warunki brzegowe w x:—gz
Nl =N, Q] =0, M] :Ml
N, =0, 0,=0, M,=0 (7.268)
1,=0
L
e warunki brzegowe w x—E
N1:0, QIZOa M1:0
N,=N, 0,=0, M,=-M, (7.269)
1,=0

a

Spetniony musi by¢ ponadto warunek rownowagi sit wewnetrznych i sil zew-
netrznych:

L/2
j 1, (x)dx =N (7.270)

-L/2
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Dodatkowo spetnione musi by¢ rownanie globalnej rownowagi sil zewnetrz-
nych. Z warunku zerowania si¢ momentu sit zewnetrznych wzgledem srodka sklei-
ny mozemy napisa¢ zalezno$¢ wiazaca ze soba obciazenia brzegowe:

0- h +h, +2tN_]\Zl + M,
2L L
Powyzszy warunek nie jest dodatkowym warunkiem brzegowym, lecz jedynie
wewnetrzng zalezno$cia miedzy wartosciami sit zewnetrznych okreslajacych wa-
runki brzegowe. Warunki (7.268)—(7.270) to lacznie 15 rownan, ktoére pozwalaja
wyznaczy¢ siedem statych catkowania c, ..., ¢, oraz osiem nieznanych warto$ci
brzegowych dla dwoch funkcji napr¢zen oraz ich pierwszych pochodnych. Otrzy-
mujemy zatem liniowy uktad 15 rownan algebraicznych na 15 niewiadomych:

(7.271)

(Lj 2 do,
T, ——=|=— —| 4+¢ =0
2 h+h, dc | L
2
S
2 h+h, dx |L
2
N1(—£j= 2 @1(—£j+%+c2=N
2) h+h 2

L t do|  do,|
L _ -0
Ql( ) Wt dele dr e

2 2
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LY ¢ d<I>1| ch2|
Qz( 2j_fa+h2 dr |’ x|
2 2

+c5=0

Sy =——2 cpl(éj_cp,(_é) caL=N
h +h, 2 2

Jest to uktad nieoznaczony — rzad macierzy wspotczynnikdéw i rzad macierzy
uzupelnionej sg rowne 12, zatem rozwigzanie zaleze¢ bedzie od trzech parametrow,
ktérych warto§¢ mozna wybra¢ dowolnie. Jedynymi niewiadomymi, ktore powyz-
szy uktad okresla w sposéb jednoznaczny, sg stata catkowania ¢, oraz brzegowe
warto$ci pochodnej funkcji naprezenia @ . Mozna tak dobra¢ wartosci parametrow
W trzyparametrowej rodzinie rozwigzan powyzszego uktadu, aby:

RO RO R

Wtedy rozwigzanie tego uktadu dane jest nastgpujgcymi wzorami:

10 |
a

—

=

&

|

|

0|~

N N
C] :f’ ) :C3 :?
Nh M, Nh, M, M, M,
4= T 57 - ) Co=—= G =—=
2L L 2L L 2 2
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do,| do,| N
S 2T o+ h
© rm 2L(hq 5)
2
W) Mo Npipy, 82 Ny M
dx |z L 2L dx [z 2L L
2 2
Mozna zatem napisac:
o2 N (7.273)
ho+h d L
N =—2 ®1+N(l—fj (7.274)
hy +h, 2 L
YA— ®1+N(1+fj (7.275)
hy +h, 2 L
0 =— dq)l—dq)ul(N—hl—Ml) (7.276)
h+h & de Ll 2

0, -1 4% 49 +1(Nh2 —sz (7.277)

“hoth, dx A L\ 2
M, =L @1—®2+Ml(l—fj (7.278)
h +h, 2 L
M, =L ®1+<D2—M2(1+fj (7.279)
h, 2L

Wykorzystanie wzordéw (7.273)—(7.279) w zwiazkach (7.228), (7.243), (7.244),
(7.248) i (7.249) umozliwia wyrazenie naprezen we wszystkich elementach ztacza
za pomocg funkcji naprezen @, i @, oraz ich pochodnych:

e naprezZenia w elemencie gérnym:

I cpl—cpzml(l—ﬂ b 2 ®1+N[1—f] (7.280)
B | b+ h 2 L)] h|h+h, 2 L
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J— 2 ~
T;lg(x,z)zé(l | _t do,_ do, +1(N_}’1_M1) _
2 h | hth & dr Ll 2

1 ) 2 dd, N
-—(1-2¢, -3 —L 4 7.281
7= Cl){ Wi dr J (7.281)
ol (x z)—l(1+gg _lc3j d'o, ! &0, _
200 27 27 A h+h, A
hy , 3. d*0
- +¢, -8 - 7.282
4(h1+h2)[ Cl Cl Cl] ( )

e napre¢zenia w elemencie dolnym:

ol = 6% f4h <D1+<D2—M2(l+£j |2 CI)+N(1 j (7.283)
W | h+h, 2 L hy| h+h, 2 L

10,5 =2 CZ){ ; d®1+d®2+l(Nh2_M2ﬂ_

= 2 h h +h, dx de L\ 2
1 2 2 do, N
-—(1+2E,-3 7.284
4( G, Cz){ hth v L} (7.284)
1 ¢ do, d'o
2) =— 1—— +
Gzz ()C,Z) 2( Cl C ]|:h h dx2 dxz :|
— 7.285
e naprezenia w skleinie:

T, =— 2 &+E (7.286)

h+h, dx L

2 2
po—t 4O, 4O, (7.287)

h+h, dx? dx?

Warto zauwazy¢, ze zmienno$¢ napr¢zen na wysokosci przekroju poprzeczne-
go w kazdym elemencie zlgcza opisana jest za pomocg zmiennej bezwymiarowej
¢ (i=1,2,a), ktora w kazdym przypadku przyjmuje wartosci z przedziatu (-1;1).
W kolejnym kroku poszukiwania rozwigzania, gdy wyznacza¢ bgdziemy energig
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komplementarng, catkowanie po konfiguracji ciala mozna zrealizowa¢ wlasnie
z wykorzystaniem pojedynczej zmiennej bezwymiarowej § e <—1; 1> dla kazdego
z elementéw — odpowiednie calki nalezy jedynie przemnozy¢ przez odpowiednia

dz, : S
pochodnag f (i=1,2,a). Wzory (7.280)—(7.287) mozna przedstawi¢ w nieco inngj

1

postaci:
o(©)= AN Qr+b*(©) (7:288)

gdzie:
o =[oy.ol. T, o =[ol.0. 2T, oV =[p.r] (7.289)

do, do,  do, do,]|
1° dx B dxz B 29 dx B dxz

y=|® (7.290)

Jedynymi niezerowymi elementami macierzy A", A®, A® sa:

40— 236 +1)+h] P 68 A 32—

e T A

40 GV ICE+h)=2t=h] o (C+DBCE+R) =3t —h]
23 = R =

4(hy +hy) 2 (hy + hy)

o 2BCeh) -] o) 60 o _30-CY)

11 2 4 14 27 35
hy (hy +h) h; 2h,
A(Z) — (C — I)Z[C(Z + hz) +21+ hz] A(z) — (C - 1)[3C(l + h2) +3t+ hz]
. 4(hy +hy) T 2hy (hy + hy)
2
AV =L ey o
13 h2 +h1 CJ 16 22 h2 +h1

Wektory b, b@, p® sg rowne:

L(Lz}[mﬂ% J
n\2 L hy

b = 0
—L[Na+©+§%5@2—n}

2L
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YL PR
m\2 L hy
b® = 0

U wvagy 3Ma 2
2L[N(l O+ 1)}

b | ©
N/L

Mozemy teraz przystapi¢ do wyznaczenia sktadowych tensora odksztalcenia
w kazdym z elementow ztacza. W pracy Allmana zalozono, Zze elementy laczone
charakteryzuja si¢ izotropig transwersalng, a wyrdzniona o$ symetrii materiatu jest
rownolegta do osi zlgcza. O materiale skleiny zatozono, Ze jest izotropowy. W prosty
sposob mozna uogolni¢ ten model na przypadek ortotropowych elementow tgczo-
nych, przyjmujac zwiazki konstytutywne w nastepujacej postaci:

e zwiazki konstytutywne dla elementow taczonych (K = 1, 2):

(K) (K)
1 _V)’x _sz O 0 0
(K) (K) (K)
E, Ey E’
(K) (K)
\% 1 \%
- _ Xy zy - _
(K) - — 0 0 0 (K)
Sx[x( E)(cK) E)(/K) EEK) ze
ey’ y& 1 o)’
(K) ——=_ __Z 0 0 0 (K)
€ (K) (K) (K) 9
= 1=| Ex ESE; == | 7291
el . &)
»z vz
ol I T R
yZ
(K) (K)
€ 1 T
-7 0 0 0 0 —% 0 | -7
2G,;
0 0 0 0 0 —1
(K)
2ny
przy czym:
(K) (K) (K) (K) (K) (K)
V}’Z sz Vi _ Vi ny — Vyx

&)~ p(K)° K ~ (K’ K) ~ oK)
E® K E® " E E® " ES
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e zwigzki konstytutywne dla skleiny:

& __P ®__Ta
€ E, e (7.292)

Zaktada si¢ przy tym, oczywiscie, ze jedna z ptaszczyzn symetrii kazde-
go z materiatéw ortotropowych pokrywa sie z ptaszczyzna symetrii zlacza,
druga zas$ jest prostopadta do osi ztacza.

W tym miejscu warto zwroci¢ uwage na dwa zagadnienia. Juz we wstep-
nej czgsci tego podrozdzialu wspomniano, ze zastosowanie twierdzenia
Castigliano ograniczone jest jedynie do ukladéw liniowych, a zatem ta-
kich, dla ktorych stuszne jest zalozenie o matych odksztatceniach oraz dla
ktorych obowigzujg liniowe zwigzki konstytutywne uogoélnionego prawa
Hooke’a. Oznacza to, ze podejscie omawiane w tym podrozdziale nie ma bez-
posredniego zastosowania do zagadnien nieliniowych, a zatem uwzglednia-
jacych badz duze odksztatcenia, badz nieliniowa charakterystyke mechanicz-
ng materialow.

Po drugie, zwigzek (7.291) daje si¢ w bezposredni sposob wykorzystac
do opisu plaskiego stanu napre¢zenia (PSN). Dla zagadnien plaskiego stanu
odksztatcenia (PSO) ogodlna posta¢ zwiagzku konstytutywnego jest analogicz-
na, jednak — jak wiadomo — same elementy macierzy sztywno$ci wyrazaja si¢
przez stale sprezyste w odmienny sposob.

Pozostaje jeszcze kwestia naprezen normalnych (w PSO) i odksztatcen
liniowych (w PSN) prostopadtych do ptaszczyzny zagadnienia — sg one li-
niowo zalezne od sktadowych tensorow naprezenia i odksztalcenia w ptasz-
czyznie, jednak ich obecno$¢ nie wptywa na dalszy tok rozumowania, po-
niewaz sktadowe te nie majg swojego przyczynku w wyrazeniu na energie
wewnetrzng. W przypadku PSN (PSO) sktadowa odksztatcenia (napr¢zenia)
prostopadta do ptaszczyzny w stanie antyplaskim nie wykonuje zadnej pracy,
poniewaz odpowiadajaca mu sktadowa naprezenia (odksztalcenia) w stanie
ptaskim jest zerowa.

Przy oznaczeniach jak w (7.289) gestos¢ wewnetrznej energii odksztatce-
nia sprezystego dla poszczegolnych elementow zlacza mozna zapisa¢ w na-
stepujacej postaci:

o) = %(G<K>)TC<K>G(K> (7.293)

gdzie macierze podatnosci dla poszczegdlnych elementow ztgcza zapiszemy
W nastgpujacej postaci ogolne;j:
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G ¢y’ 0
cP=|cP Y 0 |(K=12), c<3>={
0 0 4C¥

3)
Ci 0 (7.294)
0 4cy

gdzie sktadowe macierzy podatnosci dla elementow taczonych (K =1, 2) wy-
znacza si¢ w nastepujacy sposob:
e plaski stan naprezenia:

ct 1 cw 1 cw 1
11 E(K) H 22 E(K) H 33 4G(K)
X z
(K) (K)
c® &) __ Ve Va
12 = ¥21 = (K) — (K)
Ex EZ
e plaski stan odksztalcenia:
(K). (K) (K),,(K)
) — 1-vy Vi & _17Vy Vi C&) _ 1
11 £© ) 22 E® > 33 4G
X z
(K),,(K) (K) (K),,(K) (K)
C(K) — C(K) _ Vi Viz TV _ Vo Vix Vi
12T T (K) T (K)
EX EZ

Jesli chodzi o state sprezyste charakteryzujace skleing, to przyjmujemy,
ze E, 4= [Cl(f)]’l. jest efektywnym modutem Younga skleiny przy rozrywaniu wy-
znaczanym odpowiednio do zatozonego stanu (PSN lub PSO), za$ modut Kirchhoffa

1
4G, = 1T

Roéznica w zwiazkach (7.294) w stosunku do zwiazkoéw (7.291) i (7.292) do-
tyczy jedynie wspotczynnika réwnego 2 przy module sztywnos$ci poprzecznej,
co wynika z symetrii tensora naprezenia i konieczno$ci dwukrotnego uwzglednienia
udziatu napre¢zenia stycznego w mierze gestosci energii odksztatcenia.

Przyjecie zwigzkow konstytutywnych umozliwia nam zapisanie wyrazenia

na energi¢ komplementarng. Zgodnie z definicja energia komplementarna, wyra-
Zona wzorem:

Y=0-1, =% [[[oseav =[] quuds (7.295)
4 s,

osigga minimum dla rzeczywistego stanu napr¢zenia. Nalezy przy tym zauwazy¢,
ze praca L zewnetrznych sit powierzchniowych wyznaczana jest jedynie dla czesci
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brzegu S, a zatem dla tej jego czeSci, dla ktorej okreslone zostaty kinematyczne
warunki brzegowe. W sformutowanym przez nas zagadnieniu nie rozwaza si¢ zad-
nych kinematycznych warunkow brzegowych, a jedynie warunki statyczne na brze-
gowe wartosci wewnetrznych sit powierzchniowych. Pociagga to za sobg dwie waz-
ne konsekwencje. Po pierwsze, uzyskane przez nas rozwiagzanie okresli w sposob
jednoznaczny jedynie pole naprezenia i odksztalcenia w zlaczu, ale nie dostarczy
nam zadnej informacji o przemieszczeniach elementdéw zlacza. Pole przemieszezen
wyznaczone moze by¢ jedynie z dokladnos$cia do calki ogolnej jednorodnych
zwigzkow kinematycznych, czyli z dokladnoscia do ruchu bryly sztywnej, zatem
do rozwigzania tego mozna doda¢ dowolng translacje i dowolny maty obrot. W dal-
szej czesci tego podrozdziatu pokazane zostanie, ze pole przemieszczenia w ogole
nie moze zosta¢ okreslone w sposob jednoznaczny dla pola odksztatcenia, wyzna-
czonego z zatozonego stanu naprezenia zgodnie z wzorami (7.291) 1 (7.292). Druga
konsekwencja jest to, ze w wyrazeniu (7.295) catka powierzchniowa jest zerowa,
a zatem energia komplementarna jest rowna wewnetrznej energii odksztalce-
nia sprezystego:

Y=0= % mcﬁgydlf (7.296)

Uwzgledniajac (7.288)—(7.290), (7.293) i (7.294), powyzsze wyrazenie mozna
zapisa¢ w nastepujacej postaci:

L

1P IS |
yoo I Z_K J‘ Ay +bF)Y CEABy +b5NdE [dx  (7.297)
2 = 2 .
)
gdzie nalezy przyja¢ h, = t. Catkowanie wzgledem zmiennej y zostalo pominigte
z uwagi na symetri¢ zagadnienia i zalozenie stanu ptaskiego. Wyrazenie to mozna

przepisa¢ w uproszczonej postaci:

[x" Ay +%"b+c]dx (7.298)

e 10 | B

P ==
2

N |~

gdzie:

1

> [l ey eoam g (7.299)

K=1 1

A
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3 1
b=>"| i [[(A%) COp® ()]s (7.300)
K=1 -1
Sktadnik ¢ jest niezalezny od funkcji naprezen i ich pochodnych, zatem nie ma
znaczenia w zagadnieniu minimalizacji funkcjonatu Castigliano wzgledem tych

funkcji i w dalszych obliczeniach bedzie pomijany. Elementy symetrycznej macie-
rzy A (A[j =A,i,j=1,.., 6) i macierzy b sa nastepujace:

Ay = A5 = Ay = Ay = Ayg = A5 = Ays = A5 =0

4 vl (Y c®l (Y
Ay =————| =3 —+1| +1|+=[3] —+1| +1
(h+m)"| A hy h, h,

2 2
32| O 1+3t+9(tj +CPh, 1+3t+9(tj
4]7,1 4 hl 4h2 4 hz 16Cg)t
+

15(h, + hy)? (g +1y)?

2 2
Pl ol BULLIUAE LN I W TC 7] UL L] (L
2h 4\ H 2h 4h CcOP
+ 22

105(h, + h,)? 3(hy +hy)?

O o
C'1 1 + Cll
3 3

1 2

Azz =

Ay, =12(

L2 e
s n

13
Ags = g(célz)hl + Cg)hz) + Cl(ls)t




A = 1 Cl(;) 6
5(h +hy) h

Ay =—
Ps(h+hy)|

1
Ay =—-—| CY
34 5(h1+h2)_ 12[

1 t
Ay =— | C?139—+11|-CD
36 105(h1+h2){ ”[ h, J 27 h

L T (6hi+ 1J _cW [6

L6l 11
hz

1

&‘l\

2

+1J

1 -

6L 41 |-c?| 6L 11
hy hy |

| S

390 411

A46 = _g|:$+ﬁ:|

(M Y (2) Y
b = Gy M (1—fj—CL N+ M
(h+hy)| B o\ h 2 L) h h,

4c®| snn | 1-3 1 |v6nt,| 6L +1
hl hl

W h

)

b, = +
: 15L(h +h,)
4c® 5Nh2£1—3t]+6]\;[2(6t+1j
.\ hy hy _ 16CH) Nt
15L(h + hy) L(hy +hy)
C, 5Nhl[1+3J+6M1{6+1]
hl l’ll X lj
by = |+
15k +hy) L 2
c® 5Nh2(1+3tJ+61\712(6t+1]
s i (z 1}
15 + hy) L 2

L

b, = 24{@*{}) %(i -

b

lj _c® %j(Lrlj
2 B \L 2

151
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4

by =—| C) M sy ~-C M2 _sy
5L h h

2
b =1 co[ 1M, sy (1—fj+cf§> M2 sy (Lﬁj
5 h 2 L I 2L

Zagadnienie minimalizacji energii komplementarnej przedstawia si¢ zatem
nastepujaco:

L

2
Jx, @, @, 0!, ©,, D), O] = jF[x,cDI,cD;,cD;', ®,, D), ®4)dx —>min (7.301)
L

2
Funkcja podcatkowa ma postac:

F=yx"Ay+y'b (7.302)
Dla tak postawionego zagadnienia réwnania Eulera—Lagrange’a s3 nastgpujace:

& [or |_dfor] oF
dx?| 00! | dx| o®) | 0D,

(7.303)
& oF | dfoF |, oF _,
dx?| 0®5 | dx| oD, | oD,

Po wykonaniu stosownego rézniczkowania otrzymujemy nastepujacy niejed-

norodny liniowy uklad dwéch réwnan rézniczkowych zwyczajnych czwartego
rzedu o stalych wspolczynnikach:

d’® d‘® d*® d‘®
a; @, +oy, dle + 03 dx4l +0o,,0, "'0‘15—22"'0‘16 dx42 =B,
2 4 2 4 (7.304)
d°o, d'o, d°o, d'o,
ay D, +ay e + 0y e + 0, D, +0lys o2 *+ Oy ) =B,
gdzie:
o =24,

oy, =445 24y, o3 =245

Oy =0y =24y, Qs = 0Ly = 245y = 2455 + 24,4,

Og = Olyy = 2454
Oyy =24y,

Oys =44, — 245, Oy =24
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[31 = _b] > Bz = _b4

Jednoznaczne rozwigzanie powyzszego uktadu rownan uzyskuje sie po uwzgled-
nieniu warunkéw brzegowych na funkcje @ (x) oraz @ (x) i ich pochodne:

o[Gralt)e{ Helih

ﬂ :ﬂ :ﬁ(hlJrhz)
dyx |z dx |z 2L
2 2
dd, M, N do,| N M,
=—2——(h+1), =—(h+t)——
de |t L 2L(2 ) dx |z zL(}ﬁ ) L
2 2

W pracy (Allman 1977) rozwigzano uktad (7.304) w przypadku zlacza syme-
trycznego, wykorzystujac spostrzezenia dotyczace parzysto$ci i nieparzystosci
funkcji naprezen. W przypadku zlacza niesymetrycznego w celu wyznaczania roz-
wigzania analitycznego uktad réwnan (7.304) mozna przeksztatci¢ w uktad réwnan
pierwszego rzedu, stosujac podstawienia:

do d*® do
(7.305)
do d*® d’o
vs =0, Ve = de, V= dxzz’ Vg = dx32

Nastepnie nalezy rozwiaza¢ uktad rownan (7.304) z uwagi na czwarte pochod-
ne funkcji napr¢zen, co pozwala zapisa¢ rownania rézniczkowe pierwszego rzedu,
w ktorych po lewej stronie jest v lub vy, po prawej za$ pozostate funkcje v.. Uktad
rownan pierwszego rzedu przyjmuje wtedy postac:

V1 T0o 1 000 0 0 0][v] [0]
Vil 001 00 0 0 0] |0
Vil o0 01 0 0 0 0lfv]| |0
vi| |B o pr 0B 0 R 0y |&
v 170 00 0 0 1 0 ofv|o (7:306)
vl o0 00 0 0 1 0lv]| |0
vil o0 000 0 0 1w|]o0
] B 0 B 0 P 0 K 0] w| [R]
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gdzie:
P OOl — Oy Olyg P = Oly50g — Uy Qog
1= 2 H 2 2
O30, — Olig O30, — Olig
P = OlygOlyy — Oy Qlog P = OlygOlys — OlysOlye
3 2 s 4 — >
O30, — Olig O30, = Og
P = Oy O — O30y P - OppQyg — 03045
5 2 H 6 2
Oly30p6 — Olig O30y — Olig
P = Ol Olyg — OLy30py P = Oly50yg — Oly300ps
7 2 H 8 2
O30, — Olig O30, — Olig
R = B0ty —Batls R. = Byou; —Bios
1~ 2 2 = 2
O30y —Olig O30, — Olig

Standardowym podej$ciem w wyznaczaniu rozwigzania ogolnego liniowego
uktadu rownan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu o statych wspot-
czynnikach jest wyznaczenie wartosci wlasnych i wektoréw wilasnych macierzy
wspotczynnikdw przy funkcjach niewiadomych. W ogoélnym przypadku zlacza nie-
symetrycznego otrzymuje si¢ wtedy roéwnanie wiekowe dsmego stopnia z osmioma
niezaleznymi parametrami — zgodnie z twierdzeniem Abela—Ruffiniego w przypad-
ku ogoélnym nie da si¢ wyrazi¢ pierwiastkow takiego rownania za pomocg pierwiast-
nikéw tych parametrow.

Ograniczymy zatem nasze rozwazania do zlaczy symetrycznych, czyli takich,
dla ktorych zachodzi:

h=hy=h, M =M,=M, C=C?(i,j=1,2,3)

Allman zwrécil uwage, ze w przypadku zlgcza symetrycznego rozklad napreze-
nia stycznego jest symetryczny. Zgodnie z wzorem (7.254) rozktad ten okreslony
jest za pomocg pochodnej funkcji naprezen @ (x), zatem sama funkcja @ (x) musi
by¢ funkcja nieparzysta. Z drugiej strony, odejmujac stronami rownania (7.266)
i (7.267), tatwo przekonac sig, ze funkcja @ (x) jest rowna réznicy rozktadu mo-
mentéw powigkszonej o pewng stata. W przypadku zlacza symetrycznego rozktad
momentu zginajacego jest symetryczny — kombinacja liniowa funkcji parzystych
jest funkcjg parzystg, a zatem i funkcja @, (x) musi by¢ parzysta.

Latwo sprawdzi¢, ze w przypadku zlaczy symetrycznych zachodzi dodatkowo:

Ay = A= Ays = Ayy = 4 =0, bs =0
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€O pociagga za soba:
Oy =05 =045 =0, P=F=R=F=0

W rezultacie uktad rownan (7.304) przeksztatca si¢ w dwa niezalezne rGwnania:

4 2
d (IZI —ay, 9 L+ dy, D, Bl
dx dx?
. 2 (7.307)
d'®d, . d°O
o -0y, o +(x22CD [32
gdzie:
28| (C, +2C5)| 1+ EZ (C33+3C12+5C22
o,
oy =

o 3 2
N n 35C](13) —| +C,, TIELLANE I
h 2h 4\h

2
420C;, 1+3’+3(’)
o 2h 4\h
~ s § U
T 35 ’ 11 39(¢Y
Bt 2o ) TG LA e ( )
8 h 2h 4\h
105C1{Nh+6M( }
5P *
Bl_%_ 35 } 1 39 L
nt Cf,”( j+c22 1+=—— [
h 2n " 4ln

Oy 24Q2C;+C))

% 5p2 [c{? % +§§szj

Oy =—
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5 _ By _ 12C,, M
: a 4 3) t 26
* |G z"‘gczz

Obydwa rownania sg rownaniami liniowymi, zatem rozwigzania ogélnego po-
szukiwac¢ bedziemy jako sumy catki ogolnej rownania jednorodnego (CORJ) i catki
szczegolnej rownania niejednorodnego (CSRN). CSRN mozna z tatwoscig wyzna-
czy¢ metodg przewidywania:

) Nh+6]\71(1+2)
x ~
O 5()=—"-= = (7.308)
N 4+6’+3[’j
n o\
o, (=t =M (7.309)
0y 2

CORJ przewidujemy jako kombinacj¢ liniowg funkcji wyktadniczych. Réwnanie
charakterystyczne, odpowiadajace rownaniom (7.307), jest w obydwu przypadkach
réwnaniem dwukwadratowym. Charakter rozwigzania zalezy od wartosci wyrdznika
rownania dwukwadratowego oraz znaku pierwiastkow zwigzanego z nim réwnania
kwadratowego. Zauwazmy, ze wszystkie wspotezynniki a; (7,7 =1,2) sa dodatnie.
Wprowadzmy oznaczenia:

2 3 2
150{3(’) +6t+4} 35C1(13)(tj +C22(8+44t+78(tj J
__4a, n) " h h n
.

6‘121 2 2 2
14| c, 816 418 L v, 418t 19[ 1| |+30c ~
h h h h h

(7.310)

t
5C | 35CY = +26C
_ _4&22 11|: 11 h 22:|

G, = = 7.311
Poa, 42(2Cy5 +C,)’ (7310

Z uwagi na dodatnig okre$lono$¢ tensorow sprezystosci rOwniez a, 1 O, s3
zawsze dodatnie, co tatwo sprawdzi¢, korzystajac z wzorow (3.310) i (3.311).
W zwigzku z tym mogg wystapié nastgpujace przypadki:
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® a, €(0;1) — cztery pierwiastki rzeczywiste rOwnania charakterystycznego:

1 - | _
hs = =E\/am(1—«/l—a,{), Py Z_E\/%(l_ —a,)

1 I - | _
hes = :E\/am(lh/l—a,(), A s =1y }ﬁ\/am(u,/l—a,{)

Calka ogélna rownania jednorodnego:

Dy o(x)=Cy cosh(Xx) + Cy , sinh(x) + Cy 5 cosh(X,x) + C , sinh(X,x) (7.312)

® 4, >1—dwie pary sprz¢zonych pierwiastkow zespolonych réwnania charak-
terystycznego:

- a 1 1 1 1
hgg=—-h=— KL Ja | |=[ 14— |-i |=|1-—
o 2 : \/2[ \/&'K J \/2( \/&'K

Calka ogélna rownania jednorodnego:

D, (%) = Cyc, cosh(R[A]x) cos(I[A]x) + Cy , cosh(R[A]x)sin(I[A]x) +
+Cy s sinh(R[A]x)cos(I[A]x) + Cy , sinh(R[A]x)sin(I[A]x)  (7.313)

gdzie:

‘R[?»]=%\/&K1(\/§+1) :%\/2\/&1& + 0y

S[)\']:%\/&Kl(\/@_l) :%\/2 Gy —Ogy
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Osiem statych calkowania C, , ..., C, ,, C, , ..., C, , nalezy wyznaczy¢ ze wspo-
mnianych juz wcze$niej warunkow brzegowych, zapisanych dla calki ogélnej réw-
nania niejednorodnego:
Dy (x) =Dy o(x)+ Dy 5 (x), K=12 (7.314)

Warunki brzegowe:

L-
e nabrzegu ¥ = Y

D D N
®, =0, b:SlzNﬁ, D, =0, d 2=52=—1[NM—M}
dx L dx Ll 2
(7.315)
e na brzegu x=£:
2
@, =0, &:51:]\7&, @, =0, d(DZ:—Sz:l Nh+t_M
dx dx Ll 2
(7.316)

W praktyce najczgsciej zachodzi &, €(0;1) oraz @, >1, stad funkcja @ (x)
okreslona jest z reguty wzorem (7.312), funkcja @,(x) zas wzorem (7.313). Tak jak
wspomniano wczesniej, w przypadku zlgcza symetrycznego funkcja @ musi by¢
funkcjg nieparzysta, stad:

G,=C;=0 (7.317)
funkcja @, z kolei musi by¢ funkcja parzystg, co wymaga:
C,,=C5=0 (7.318)

Pozostate state catkowania dla przypadku a, € (0;1), a, >1 okreslaja wzory:

_ §;sinhw, - N[sinho, — o, cosh, ]

= . : (7.319)
"~ A, cosho, sinhw, — A, sinh®, coshw,
- d, sinh o, '—N[smhoa1 .—031 cosho, ] (7.320)
© A, cosho, sinhm, —A, sinh o, cosh,
c, - d,Lsing, sinhg, — 1\~4[g.2 cos¢c, sinhg, + §1 sing, coshg; | (7.321)
’ 2[g, coshg, sinhg, +¢, cosc, sing, ]
Cpy=m 8,Lcosc, coshg, — Mg, cosg, sinhg, —¢, sing, coshg, ] (7.322)

2[g, coshg, sinhg, + ¢, cosc, sing, ]
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gdzie:

7‘1:%\/&11(1_\/1_&1% A, :%\/dn(l"'\/l_aﬁ)
R = o (J +1), SAI= i (o D

L L L L
mIZEkl, 0, = = =

Dla pozostatych przypadkéw state catkowania mozna wyznaczy¢ w stosun-
kowo prosty sposob, rozwiazujac liniowy uktad czterech rownan algebraicznych
po uprzednim przyjeciu zerowych wartosci przy odpowiednich parzystych lub nie-
parzystych sktadnikach rozwigzan ogdlnych.

Opisana w tym podrozdziale procedura wyznaczania rozwigzania analitycznego
na podstawie modelu Allmana jest z pewnoscia ztozona, ostatecznie jednak pozwala
na uwzglednienie wielu zjawisk, o ktérych wspomniano na poczatku podrozdzia-
hu: przede wszystkim chodzi tutaj o jednorodny warunek brzegowy na brzegu swo-
bodnym skleiny, ale roéwniez o uwzglednienie pelnego ptaskiego stanu napr¢zenia
(wraz z poprzecznymi napr¢zeniami normalnymi oraz naprezeniami stycznymi)
w elementach tgczonych, odrywanie skleiny czy wreszcie anizotropie zwigzkow
konstytutywnych. W podobny sposdb wyznacza si¢ rozwigzania przy zatozeniu od-
miennych funkcji niewiadomych wyznaczajacych rozklad naprezen w elementach
zlacza, tak jak zaproponowano w pracach (Chen i Cheng 1983; Cheng i in. 1991;
Zhao iin. 2011, 2014).

Na koniec warto wspomnie¢ o pewnej niescistosci, jakg obarczone jest catko-
wanie lokalnych réwnan réwnowagi naprezen. W podej$ciu wykorzystujacym
twierdzenie Castigliano nie okresla si¢ zadnych kinematycznych warunkow brze-
gowych, tym samym w og6lnym przypadku nie ma gwarancji, ze zatozone pole
naprezenia odpowiada takim polom odksztatcenia i przemieszczenia, ktore spetniaja
warunki zszycia na granicach obszarow, w ktorych sa okreslone. Podobnie, rowniez
zwiazki kinematyczne (geometryczne) nie sg wykorzystywane w sformutowaniu
zagadnienia, a ich spelnienie nie jest weryfikowane ani nawet wymagane. Ogolna
posta¢ pola naprezenia zakladana jest z gory, a sktadowe tensora napr¢zenia wy-
znaczane sg wylacznie na podstawie rownan rownowagi i statycznych warunkow
brzegowych. Odksztatcenia, ktore wykorzystywane sg przy wyznaczaniu energii
wewnetrznej, obliczane sg jedynie na podstawie zwigzkéw konstytutywnych, co
oznacza, ze w przypadku ogélnym nie ma gwarancji, ze spetnione sa zwiazki ki-
nematyczne lub — rbwnowaznie — rownania nierozdzielnosci odksztatcen. Latwo
sprawdzi¢, ze te ostatnie istotnie nie sg spelnione dla zalozonego stanu napre¢zenia.
Zatozmy dla uproszczenia ptaski stan napr¢zenia w goérnym elemencie, okreslony
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wzorami (7.228), (7.243) i (7.248), dla przypadku symetrycznego zlacza i elemen-
tow taczonych wykonanych z materiatu izotropowego:

M(x)(%}r N(x)

o, (x,z)=6
2D =0 )

()z&{l(z_j }Lllzf_j{gj ]
2 h h 4 h h
cTzz(x7z) =

3 2 3
3(2z) 1(2zY) |p(x) h 2z 2z 2z
=l+=| — |—=| — £ LA | (T [anindiy [ i il X)— X
{ 2(/1) 2(”} > w5 ) TG ) (At
Sity przekrojowe i napr¢zenia powigzane sa rOwnaniami rownowagi (7.233)—

—(7.239). Sktadowe pola odksztatcenia, odpowiadajace tak okreslonemu polu napre-
Zenia, s nastepujace:

£ (x,2) = é[% (02 -vo, ()], E.(xz)= %[czz (1,2) - VG (x.2)]

€, (x,z)= —%[Gxx (x,2)+0_(x,2)], e, (x,z)= % T.(x,2)

Powyzsze wielkosci musza spetnia¢ rownanie nierozdzielno$ci odksztalcen,
ktore dla zagadnien ptaskich przyjmuje postaé:
o° o* ol
Co %% O g (7.323)
oz ox0z  Ox

Po podstawieniu wyrazen na sktadowe tensora odksztatcenia oraz wykorzystaniu
roOwnan rownowagi lewa strona powyzszego warunku moze zosta¢ zapisana w na-
stepujgcej postaci:

E%ﬂ{[m+v>(p1(x>—p2<x>>+%%{[l+4%)pl<x>—pz<x>ﬂ+

W d?
+§{1z(l+v)<pl<x)—pz(x))+24v%pl (x>+7@([”6%)%(@—;72@)}}

2 hZ d2 3 d2
+(;) TQ(pz(x)—pmx»{%] hzﬁ(pz(x)—(nzéjpl(x)]}
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Aby spelniony byt warunek nierozdzielnosci odksztatcen, powyzsze wyrazenie
musiatoby by¢ rowne 0 dla dowolnych warto$ci wspotrzednych x oraz z. Juz samo
zerowanie si¢ wspotczynnika przy z2 wymagatoby, aby druga pochodna réznicy na-
prezen odrywajacych byla rowna 0, co — na podstawie réwnania (7.250) — wyma-
gatoby, aby czwarta pochodna funkcji naprezen @, byta zerowa dla dowolnego x,
co stoi w oczywistej sprzecznos$ci z rownaniami (7.307). Wida¢ zatem, ze warunek
ten nie jest spelniony, co oznacza, Ze nie sa spelnione warunki calkowalnos$ci
zwiazkow kinematycznych i dla tak okreslonego pola odksztalcenia nie istnieje
jednoznacznie okreslone pole przemieszczenia. Jest to w zasadzie ten sam pro-
blem, ktory w kontekscie modelowania belek zginanych poprzecznie z wykorzy-
staniem wzoru Zurawskiego sygnalizowal Love juz na poczatku minionego stulecia
(Love 1906).

7.4. Deformacja postaciowa elementow laczonych

Zaktada sig, ze w obydwu podstawowych modelach liniowych — pretowym i belko-
wym — ktore omawiane byty na poczatku tego rozdziatu, elementy taczone znajduja
si¢ wyltacznie w jednoosiowym stanie naprgzenia — czystym rozcigganiu w przypad-
ku ztacza dwuzaktadkowego lub mimosrodowym rozcigganiu w przypadku zlacza
jednozaktadkowego. Pomija si¢ obecnos$¢ i wplyw naprezen stycznych w elemen-
tach taczonych. Badania przeprowadzone przez Tsai, Oplingera i Mortona, wskazu-
jace na faktyczny wplyw naprezen stycznych w elementach laczonych na zacho-
wanie zlgcza (por. rys. 41), staty si¢ motywacja do opracowania bardziej ogdlnego
liniowego modelu, ktory uwzglednialby ich obecnos¢ (Tsai i in. 1998).
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Rys. 41. Rozktad przemieszczen wyznaczony metodg prazkéw mory w ztaczach dwuzaktadkowych
elementow kompozytowych (widkna grafitowe w matrycy epoksydowej): a) elementy
izotropowe; b) elementy jednokierunkowo zbrojone (Tsai i in. 1998)
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Opracowany przez autoréw model to w dalszym ciggu liniowy model lokalny
— w przypadku zlaczy dwuzakladkowych jest to model pretowy, w przypadku
zlaczy jednozakladkowych — belkowy. W obydwu przypadkach analiza modelu
przebiega w sposob analogiczny jak w przypadku podstawowych modeli liniowych,
omoéwionych w poprzednich podrozdziatach. Kluczowa réznica dotyczy sposobu wy-
znaczenia przemieszczen osiowych na interfejsie skleiny oraz elementow taczonych.
O ile w przypadku modeli Volkersena—de Bruyne’a oraz Golanda—Reissnera prze-
mieszczenie to wynikato wylgcznie z obecnos$ci napr¢zen normalnych i odksztat-
cen linlowych w przekroju elementéw taczonych (wskutek obcigzenia osiowego
dla modelu pretowego, dla modelu belkowego zas dodatkowo wskutek zginania),
o tyle w nowej propozycji uwzgledniono dodatkowo wplyw naprezenia stycznego
i odksztatcenia postaciowego w elementach taczonych.

Podstawowym zatozeniem modelu Tsai, Oplingera i Mortona (TOM) jest przyje-
cie, ze rozklad naprezenia stycznego w przekroju elementu lgczonego jest linio-
wy i zmienia si¢ od warto$ci 0 na brzegu swobodnym (zewnetrzna powierzchnia
elementu) do wartosci r6wnej naprezeniu stycznemu w skleinie na interfejsie.

Jak zobaczylismy w poprzednim podrozdziale, modele dwuwymiarowe uwzgled-
niaja deformacj¢ postaciowg elementdw taczonych — dopuszczaja przy tym bardziej
ogolne (np. kwadratowe) funkcje rozkladu odksztatcen postaciowych. Sg jednak
przy tym bardzo ztozone, tymczasem — jak si¢ niebawem okaze — w modelu Tsai,
Oplingera i Mortona uwzglednienie deformacji postaciowej wymaga jedynie drob-
nej modyfikacji pojedynczego parametru w stosunku do podstawowych rozwigzan
dla pretowego modelu Volkersena—de Bruyne’a lub belkowego modelu Golanda—
—Reissnera.

7.4.1. Z}acze dwuzakladkowe — model pretowy

Na poczatku rozwazmy przypadek zlacza dwuzakladkowego, symetrycznego
wzgledem plaszczyzny Srodkowej Srodkowego elementu (E /i, = E h,). Zakla-
da sig, ze skleina podlega prostemu $cinaniu. Wowczas jej kinematyke opisuje si¢
zaleznoscia analogiczng do zwiazkow (7.2), (7.3) i (7.60), co po zatozeniu liniowe-
go zwigzku konstytutywnego dla materiatu skleiny pozwala napisac:

G
T, = Ta(uz,r _”1,3) (7.324)

gdzie: T, oznacza naprezenie styczne w skleinie; G, to modut Kirchhoffa materia-
tu skleiny; # to grubo$¢ skleiny; u, , oznacza przemieszczenie osiowe dolnej po-
wierzchni gornego elementu; a u, ;. to przemieszczenie osiowe gornej powierzchni
srodkowego elementu. Przemieszczenia te wyznacza si¢ zgodnie z zatozeniem o li-
niowym rozkladzie odksztalcen postaciowych y,, v, w elementach laczonych.
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Rowniez o materiatach elementéw laczonych, zaktadajac, ze charakteryzujg sig li-
niowymi zwigzkami konstytutywnymi, mozemy napisac:
T, =4z + B, (7.325)
T, =4z, +B, (7.326)
gdzie: 1, G, (i = 1, 2) oznaczajg odpowiednio naprezenia styczne i modut Kirchhoffa
dla zewnetrznego (i = 1) i wewngtrznego (i = 2) elementu. Powyzsze rozklady na-
prezen stycznych musza spelnia¢ ponizsze warunki brzegowe:

(7.327)

Na podstawie powyzszych rOwnah wyznaczamy state 4,, 4,, B, B,. Rozklad na-
prezen stycznych i odpowiadajacych im odksztatcen postaciowych okreslony jest
nastepujaco:

hy 2 Gh 2
27 21
T, = h S Y, =— G ; z, (7.329)
2 2

Przystepujemy teraz do wyznaczenia przemieszczen u, , oraz u, .. Przemieszcze-
nia punktéw na ptaszczyznie styku beda catka odksztaicen 11n10wych i odksztalcen
postaciowych. Przemieszczenie wynikajace z odksztalcen liniowych, spowodowa-
ne dzialaniem sit osiowych w elementach taczonych, jest state dla calego przekro-
ju — jest to przemieszczenie tych punktow, w ktorych odksztatcenie postaciowe jest
zerowe. W przypadku zewnetrznego elementu taczonego punkty te znajdujg si¢
na powierzchni zewnetrznej elementu — przemieszczenie tych punktow oznaczy-
my przez u, . W przypadku elementu srodkowego, z uwagi na symetri¢ zagadnie-
nia, sg to punkty w $rodku przekroju — przemieszczenie tych punktéw oznaczymy
przez u, . Mozemy zatem napisac:

2
hy
u(x,z) =u p(x)+ _[YI(X C)dE, =u r(x) + 8(22 {1"‘;_1"‘(2] ] (7.330)

2
h,
s (x,2) = uzo(x)+jy2(xc2)dc2—u20() T(ze) (hzj (7.331)
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Mozemy wtedy napisac:

h T h
U p =1 (Elj =ur+ 2“Gl (7.332)
1
h T h
Uy =U, (—f} =y — 4QG2 (7.333)
2

co pozwala nam przepisa¢ wyrazenia (7.330) 1 (7.331) w postaci:

2
h
ul(x,zl)zul’B(x)+%{4(Z—j +4Z—i—3] (7.334)
o, | (2
Uy (x,2)) =1y 1 (x) + G 4 W +1 (7.335)

Znajomos$¢ rozktadu przemieszczenia osiowego w przekroju elementow taczo-
nych pozwala nam wyznaczy¢ sity osiowe w tych elementach:

I

d
N, = J.Edu‘dz gy S B dt (7.336)
dr 3G, dr
2
n
d
N, = jEd“Zdz gy | S P 0t (7.337)
dx & 66, dv

2

. Z powyzszych zw1qzkoW mozna wyznaczy¢ pochodne przemieszczen u, ,
1u, , aotrzymane zaleznoSci podstawi¢ do zrézniczkowanego obustronnie rowna-
nia (7.324):

dr, _ G, duyr dup _GI[ Ny Py dt, | ﬂ_,_idﬁ (7.338)
& 1| d&c & ) |\ Bk 6G, dx ) \ER 3G, dx

Powyzsze rownanie po raz kolejny rézniczkujemy obustronnie:

5 2
dra:Ga[ 1 dv, 1 le_[ hy h jd } (7.339)

dx? E,h, dx Eh dx | 6G, 3G, ) dx?
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a nastepnie wykorzystujemy réwnania rownowagi, ktore dla ztagcza dwuzaktadko-
wego symetrycznego wzgledem ptaszczyzny srodkowej przyjmuja postac:

W (7.340)
—2+2ra=0
Otrzymujemy:
2 2
0% Gl L 2 | [ b (7.341)
& ¢ |\En Eh 6G, 3G, ) dx

Po przeksztatceniach réwnanie (7.339) mozna zapisa¢ w postaci analogicznej
do (7.15):

G(1 2
& \Eh " Eh
S la_plt, =0, gdzie: B, = TP S0 (7.342)
I G(hn h
1+ L+ 2
¢ |36, 66,

Rozwigzaniem ogdélnym powyzszego rownania jest, oczywiscie, kombinacja li-
niowa funkcji hiperbolicznych, analogiczna do rozwigzania (7.16):

7,(x) =C, cosh(B,x) + C, sinh(f3,x) (7.343)

State catkowania wyznaczamy z réwnania rownowagi globalne;j:

2

1O |

T, (x)dx=N (7.344)

0|~

oraz z rownania (7.338), ktorego rola w rozwigzaniu jest analogiczna do réwnania
(7.25) dla modelu Volkersena—de Bruyne’a. Rownanie (7.336) nalezy zapisa¢ w jed-
nym z dwéch punktow, dla ktorych okreslone sa warunki brzegowe:

N

L
N=—=1,L N,=0 dla x=——
2 2

avg

. (7.345)
N, =0, N,=N=21,L dla xzz
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7 rozwigzania stosownego uktadu réwnan liniowych otrzymamy:

_ Eyh,
o =—Toall o TedBd 2B (7.346)
b (BLY ? B,L Eyh '
2sinh| == 2cosh| = 1+ ==
2 2 2E,h,

Podsumowujac rezultaty powyzszej analizy, nalezy stwierdzi¢, ze z matema-
tycznego punktu widzenia uogolnienie zaprezentowane w pracy (Tsai i in. 1998)
sprowadza si¢ do zastgpienia wspdtczynnika B z réwnania (7.15) wielkoscig B,
z rOwnania (7.342), przy czym nalezy zwrdci¢ uwagg, ze zawsze < p. Poniewaz
warto$ci B maleja wraz z wzrostem sztywnosci elementow taczonych oraz z wzro-
stem podatnosci skleiny, mozna w uproszczeniu stwierdzi¢, ze uwzglgdnienie na-
prezen stycznych w elementach taczonych w ztaczu dwuzaktadkowym jest do pew-
nego stopnia rownowazne rozpatrywaniu ztgcza o powickszonej wartosci stosunku
sztywnosci podtuznej elementdw do sztywnosci poprzecznej skleiny.

7.4.2. 7Z}acze jednozakladkowe — model belkowy

W analogiczny sposéb autorzy (Tsai i in. 1998) opracowali belkowy model sy-
metrycznego zlacza jednozakladkowego. Przyjmowac bedziemy E, = E, = E,
G, = G,= G, h, = h,= h. Rbwnania rownowagi zaklada si¢ w takiej samej postaci
jak (7.51)—(7.56), a zwiazki konstytutywne identyczne z (7.57) i (7.58). Tak samo
jak w przypadku analizy ztgcza dwuzaktadkowego zaklada sie liniowy rozklad na-
prezen stycznych i odksztalcen postaciowych w elementach laczonych (7.325)
1(7.326). Odmienne sa jednak warunki brzegowe:

(7.347)

przez co musimy teraz przyjac:

- %"[zl J} = T_a[zl %} (7.348)

T, | h T, | h
T, :f[a_zz} Y2 :_HI:__22:| (7.349)
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Kinematyka skleiny opisana jest zwigzkiem o ogélnej postaci roOwnania (7.324).
Inne natomiast bedg wyrazenia na przemieszczenia u, r i u, 5. W pracy (Tsai i in.
1998) przemieszczenia te rozlozono na skladowe pochodzace od rozciggania
i Scinania uzz\fT i uf:’B oraz te pochodzace od zginania ufT i uﬂfg:

_N M _ N M
Uyr =Uyp TUs 7, Uyg =Up+Up (7.350)
Przemieszczenia od rozciagania i Scinania wyrazaja si¢ wzorami podobnymi

do (7.330) i (7.331). Po zastosowaniu przeksztatcen analogicznych jak w analizie
ztacza dwuzaktadkowego mozna napisac:

z 2
N N N Tl Z Z
up =upp+ | v dG =up s+ —3+4—+4(—] (7.351)
! Ih g SG[ B\ h
z, h 2
u =+ [y,de, =ul + 22 3+4i—4[ﬂj (7.352)
2 2.B ,!: 24952 2,7 8G hl hl

Sity osiowe mozna wtedy wyrazi¢ nastgpujacymi wzorami:

h
2 N d N
v=| pY g | s T (7.353)
" dx 3G dr
3
0
2 N d N
N, = jEd&dz2 _pp| Lor | D 4L, (7.354)
AT & 3G dx
3

Odksztatcenia liniowe skrajnych wtokien, spowodowane dziataniem momentu
zginajacego, wyznacza si¢ ze zwyktych wzorow dla belki Bernoulliego—Eulera:

oo _du M, duh M h_6M, (7.355)
1= = 1 - T o2 '
& El & EI2 Eh
v _duy M, dyy  Myh_ 6M, (7.356)

g = =—2z, = = 5
dx EI dx EI 2 Eh
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Mozna teraz zapisa¢ obustronnie zroézniczkowane rownanie (7.324), uwzglednia-
jace rozktad (7.349), zwiazki (7.353) 1 (7.354) oraz zrézniczkowane zwigzki (7.355)
1(7.356). Po przeksztalceniach otrzymamy:

dt +@{NI—N2+6(MI+M2)+%<&}:O

Eh Eh? 3G dx

7.357
= (7.357)

Ponowne zrozniczkowanie daje nam w rezultacie:

[1+Mjﬁ+i[L(le_dN2j+ 6 (dMlerMZ)H:o (7.358)

3Gt ) dx* ¢t |ER\ dx dx ) ER*\ dx dx

W powyzszym réwnaniu uwzgledni¢ nalezy rownania rownowagi (7.51) i (7.52)
oraz (7.55) i (7.56). Otrzymujemy w efekcie nastgpujace rOwnanie:

26 h\d*t, G 2 6
I+ — |—+—*|—1,+—(Q,+0, —1,(h+1) |=0 (7.359
( 3thdx2 z{ Eh e Ehz(Ql 0l ))} ( )

Kolejne rézniczkowanie pozwala nam wykorzysta¢ rownania rownowagi (7.53)
1(7.54), co prowadzi do ponizszego rezultatu:

3Gt ) dx ¢t | Eh ER® | dx (7:360)

(1+ 2Gahjdl_ G, [i+ 6(h+t)}dta o

W pracy (Tsai i in. 1998) przy wyznaczaniu momentu napr¢zenia stycznego

w skleinie, dziatajacego na elementy laczone, zatozono, ze naprezenie styczne dzia-

fa w plaszczyznie interfejsu inaczej niz w modelu Hart-Smitha, w ktoérym przyje-

to, ze dziata ono w ptaszczyznie srodkowej skleiny. Stosujac podejscie autorow

omawianego modelu, nalezy w powyzszym roéwnaniu zastapi¢ wyrazenie (h + ¢)

w drugim sktadniku w drugim nawiasie samg tylko wielkoscig 4. Wtedy rozwigza-
nie upraszcza si¢ i rownanie rzadzace zagadnieniem mozna zapisa¢ w postaci:

d3T 2 dta

dx3_Bsdx

=0, gdzie: B = 8 (7.361)

Eh L+%
G, 3G

a

Rozwiazanie ogdlne rownania (7.361) ma postaé:
1,(x) =C, cosh(B,x) + C, sinh(B,x) + C, (7.362)

Rozktad napre¢zenia stycznego w symetrycznym ztgczu jednozakladkowym jest
symetryczny, zatem stata C,, odpowiadajgca antysymetrycznej sktadowej rozktadu,
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musi by¢ zerowa. Pozostate state catkowania wyznaczono w cytowanej pracy, ko-
rzystajac z nastepujacych warunkow:
e warunki brzegowe:

M =M, 0=0, N =N L
&S x=——
M,=0, Q,=0, N,=0 2
(7.363)
M, =0, Q0 =0, N, =0 L
&S x=—
M,=-M, 0,=0, N,=N 2
e warunek rownowagi globalnej:
L
2
j T,()dx=N=1,,L (7.364)

0|~

Warunki (7.363) uwzgledniane sg przez zapisanie warunku (7.357) dla x = i%,

z przyjeciem odpowiednich warto$ci brzegowych sit przekrojowych. W obydwu
przypadkach otrzymujemy to samo réwnanie, z ktorego mozna wyznaczy¢ statg C:

(v o]
2
c-_ 1 GlEn En (7.365)

- Y
sinh (BLJ .t (1 4 2Gh j
2 3Gt

Po wykorzystaniu definicji wspotczynnika B (7.361) oraz wprowadzeniu ozna-
czenia:

k= M (7.366)
Nh
powyzsze wyrazenie mozna zapisa¢ w postaci:
T L

c = JuePl 1+ 3"L (7.367)

sinh [BS]

2
Warunek (7.364) pozwala wyznaczy¢ statg C.:
G, =E—%sinh P.L =§‘Eav (1-k) (7.368)
L B,L 2 4
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Ostatecznie, rozklad napr¢zenia stycznego mozna przedstawi¢ za pomocg
funkcji:

'Ca(X) — Tz’g BS‘L (1+3k) COSh(Bsx)

2 sinh[BSL)
2

Podobnie jak w przypadku analizy ztacza dwuzaktadkowego mozna stwierdzic,
ze uwzglednienie deformacji postaciowej elementow $Scinanych z matematycznego
punktu widzenia sprowadza si¢ do zastgpienia w réwnaniu rzagdzacym (7.76) wspot-
czynnika 3 wspotczynnikiem B z (7.361). Zawsze zachodzi przy tym > . Oznacza
to, ze uwzglednienie odksztatcen postaciowych w elementach laczonych moze mie¢
ten sam jako$ciowy 1 ilosciowy skutek, co rozwazenie ztgcza, w ktoérym elementy
taczone wykazuja wigksza sztywno$¢ lub tez skleina wykazuje wigksza podatnosé.

Rozwigzanie dane rownaniem (7.369) potrzebuje komentarza. Wyznaczenie
tego rozwiazania wymaga znajomosci wszystkich sil przekrojowych w brzego-
wych przekrojach elementow laczonych. W tym sensie rozwiazanie to moze oka-
zac si¢ niewystarczajace do opisu rzeczywistych ztaczy, dla ktorych sity te moga by¢
nieznane. Ztacza jednozaktadkowe sa z reguly projektowane jako ztacza wylacznie
rozciaggane — albo inaczej — czesto jedynym znanym obcigZeniem zewnetrznym,
uwzglednianym w projekcie, jest sila osiowa, sila poprzeczna za$ oraz moment
zginajacy na brzegach zlacza nie sa zadane z gory jako obciazenie zewnetrzne,
ale sg silami wynikajacymi z deformacji poprzecznej (zginania) elementow laczo-
nych. Zjawisko to jest catkowicie pominiete w pracy (Tsai i in. 1998). Najprostszym
sposobem uwzglednienia deformacji gigtnej elementéw taczonych poza obszarem
klejenia jest zastgpienie wspotczynnika B wspotczynnikiem B w réwnaniu (7.76)
1 powtorzenie analizy przedstawionej w podrozdziale 7.2. W podejsciu tym jest jed-
nak pewna doza braku konsekwencji — model Tsai, Oplingera i Mortona uwzglednia
bowiem obecnos¢ odksztatcen postaciowych y _oraz ich wptyw na przemieszczenia
punktow przekroju elementéw taczonych na kierunku osi ztgcza. Z drugiej strony,
te same odksztalcenia y _ skutkujg przeciez przyrostem przemieszczen poprzecznych
do osi ztacza na jego dlugosci. Konsekwentne uwzglednienie deformacji postaciowe;j
wymagatoby zatem zastosowania do opisu deformacji gigtnej elementow taczonych
nie modelu Bernoulliego—Eulera, lecz modelu Timoshenki—Ehrenfesta. Analiza ta-
kiego modelu bytaby jednak odmienna od podejscia zaproponowanego przez Hart-
-Smitha z uwagi na odmienng struktur¢ rownan rzadzacych zagadnieniem zginania
belki Timoshenki—Ehrenfesta. W rezultacie okazataby si¢ bardzo skomplikowana,
co — wobec faktu, iz deformacja postaciowa w typowych dla zlaczy zaktadkowych
elementach smuklych ma pomijalnie maly udziat w deformacji globalnej — bytoby
rozwigzaniem niepraktycznym.

+3(1—k) (7.369)
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7.5. Niejednorodnos¢ rozkladu naprezenia stycznego
w przekroju poprzecznym skleiny

Propozycja Irvinga Ojalvo i Harveya Eidinoffa z marca 1978 roku (Ojalvo i Eidinoff
1978) dostarcza pierwszego modelu, w ktorym zaktada si¢ zmienno$¢ wielkosci na-
prezenia stycznego w skleinie na kierunku prostopadlym do plaszczyzny zlacza.
Autorzy powotuja si¢ na prace Golanda i Reissnera, a takze raporty Hart-Smitha. By¢
moze w czasie swojej pracy badawczej nie byli $wiadomi istnienia modelu Allmana,
ktéry opublikowany zostal w ostatnim kwartale 1977 roku. Model zaproponowany
przez Ojalvo i Eidinoffa to lokalny model belkowy, w ktorym elementy taczone
modelowane sg zgodnie z modelem belki zginanej Bernoulliego—Eulera. Autorzy
przyjeli, ze osiowe naprezenie normalne, zwigzane z rozciaganiem lub Sciska-
niem skleiny, jest istotnie mniejsze od pozostalych skladowych stanu napreze-
nia i tym samym jest pomijane w analizie. Zgodnie z trzecim zalozeniem poczy-
nionym przez autorow, rozklad skladowych pola przemieszczenia w skleinie jest
liniowy. W pracy (Ojalvo i Eidinoff 1978) rozwazano zlacze symetryczne. Propo-
zycja Ojalvo i Eidinoffa zostanie oméwiona dla bardziej ogdlnego przypadku ztacza

M](’le Q1+dQ1;*\ M, +dM,
N14_|:|_>N1+le
T 2o
P,
P
1:1 -—————
Q, | Q. +dQ,
T,
P
P

T, s-eee

N, A - N, +dN,
wet tJI M, +am,

:Q Q. +dQ,
2 dx

Rys. 42. Roéwnowaga sit wewnetrznych w ztaczu jednozaktadkowym
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niesymetrycznego w celu zapewnienia spojnosci wynikow prezentowanych w po-

zostatych podrozdziatach. Podobnie jak w przypadku pozostalych modeli lokalnych

punktem wyjscia analizy sa rownania r6wnowagi sil wewnetrznych (por. rys. 42):
e rownania rownowagi sil przekrojowych dla elementow zlacza:

dn do dMm
ElJrrI:O, Elerl:O, dxl—QlJrrl%:O (7.370)
dn, do, dM, hy
— -1, =0, —=—-p, =0, -0, +1,—==0 7.371
dx 2 dx V2! dx 0, +1, > ( )
e rownania rownowagi sil poprzecznych i momentéow w skleinie:
do
“+(p,—p;)=0 7.372
ar (p,—p1) ( )
T +T dx
¥t+_(p2_pl)_Qa =0 (7.373)
2 2
e rownania rownowagi sil poprzecznych i momentéw w zlaczu:
49, 4o, 40, (7.374)
dr dx dx
dM, dMm h +t h, +t
( dxl+ dxz]—(Q1+Q2+Q3)—Nl 12 +N, 22 =0 (7.375)

W tym miejscu konieczny jest komentarz dotyczacy rownan rownowagi (7.372)
1(7.373). Zgodnie z trzecim zalozeniem rozktad przemieszczenia pionowego w sklei-
nie jest liniowy, co oznacza, ze poprzeczne odksztalcenie liniowe przyjmuje wartos¢
statg. Wobec pominigcia odksztalcalnosci wzdhuznej skleiny takze poprzeczne na-
prezenie normalne (napr¢zenie odrywajace) musi mie¢ stalg wartosé, to znaczy:

i (%) = py(x) = p(x) (7.376)
co pociaga za soba:
49, =0 (7.377)
dx
a= TIJFTTZ t (7.378)

Oznaczatoby to, ze wypadkowa sila poprzeczna w skleinie, rowna scatkowane-
mu po przekroju poprzecznym $redniemu naprezeniu stycznemu, musiataby by¢
stata na dlugosci zlacza, co stoi w oczywistej sprzecznosci z intuicjg i obserwa-
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cjami doswiadczalnymi. Dlatego tez w dalszej analizie przyjmowa¢ bedziemy,
ze réwnania (7.376) 1 (7.378) sa spelnione, podczas gdy rownanie (7.377) nie be-
dzie spelnione. Niescistos¢ ta zostala zauwazona i skomentowana w pracy (Ojalvo
i Eidinoff 1978).
Wyznaczymy teraz przemieszczenia poziome na interfejsach skleiny, przyjmujac
dla elementow taczonych kinematyke belki Bernoulliego—Eulera:
hy dw, h, dw,

U g =U ——— Uyp =Uy, +—=—=
1,8 =t ’ 27 U
2 dx 2 dx
Przemieszczenia pionowe na gornym i dolnym interfejsie skleiny oznaczymy od-
powiednio przez w, oraz w,. Wobec zatozenia o liniowym rozktadzie przemieszczeh
w skleinie mozemy zatem napisac:

(7.379)

ua(x,z)=w—§<ul,g () —th,,7 () (7.380)
w. (x,2) = M—f(m (x) = w, (x)) (7.381)

Mozemy teraz wyznaczy¢ odksztalcenie postaciowe w skleinie:

ou,

1
Ya(xﬂz) - 82

1
==, —u5)+—
sy 1) 2(

ow,

Ox

N %4_%} z(dw1 dw,

"1 ) (7.382)
dr  dr ) lde  dx

Odpowiadajace mu naprezenie styczne jest rowne:

1 1(dw, dw z(dw, dw
2)=G |- _ | L2 2 a2 7.383
fal%2) ”L(”” i) Z(dx de t(dx dxﬂ (7389

. . t . ,
Podstawiajac z = iz, otrzymamy wyrazenia na rozktad brzegowych wartosci

naprezenia stycznego w skleinie:

= (L) =Cal gy, gy ¢ 2 AWy Ay (7.384)
2)" 2 & 2 dr

=t [ L) Ga| SO 20 dwy (7.385)
2 t 2 dx 2 dx

Srednie naprezenie styczne w skleinie jest rowne:

ot (ze0y=Le utn G [ oy Py bt dwy

« (7.386)
2 2 dx
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Powyzsze wyrazenie nalezy teraz zrézniczkowac i podstawi¢ w nim zwigzki
konstytutywne belki Bernoulliego—Eulera:

%—& d2w1 —_% (7 387
dc 4, d D 87)
2
duy Ny Ay My (7.388)
dr 4, dx D,
W rezultacie otrzymamy:
Ao _Go\ Ny N [y It gy Bt (7.389)
dr 1|4, 4 2D, 2D,

Powyzsze wyrazenie nalezy nastepnie dwukrotnie zrozniczkowac, kazdorazowo
uwzgledniajac po rézniczkowaniu rownania réwnowagi (7.370) i (7.371):

d&’t, _G, {rl [L+ h(h, +t)]+

¢ 4, 4D,
i, i+h2(h2+t) 1 Qlt+h]+ta+h2 (7.390)
4, 4D, 27" D D,
&ty _Gudu(1 h(h+0)),
d ¢ |del4 4D
JAn( 1 ) plteh t+h (7391)
dx (4, 4D, 2\ b, D,

Powyzsze rdwnanie jest pierwszym z rownan rzadzacych zagadnieniem $cinania
zlacza jednozaktadkowego w modelu Ojalvo—Eidinoffa. Mozemy je przeksztalcic,
wprowadzajac oznaczenia:

ottt 4w 1fdy  do (7.392)
2 dc 2\ dx dx

Ar=fimh o d@o) l(ﬂ _d&j (7.393)
2 dx 20 dx  dx

skad:
T, =1, + AT, T, =T, At (7.394)
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Wtedy rownanie (7.391) mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

d’t, T{B drO+Bzd(Ar)+£[t+hl_t+hzﬂ (7.395)

dx’ ' dx & 2\ D, D,

gdzie:

B]:[1+ J (@(@H) hy (h, +1)J
4 4,) 4 D D,

1L 1) I h(h+0) h(h+1)
B, =| —- +— -
4 A 4 D, D,
Drugie z rownan uzyskamy, analizujac rozktad naprezenia odrywajacego. Zgod-

nie z wzorem (7.381) poprzeczne odksztatcenie liniowe w skleinie przyjmuje staly
rozktad w przekroju poprzecznym, dany zwiazkiem:

@ _ dw, W =W

7.396
== g, ; (7.396)
za$ odpowiadajace mu poprzeczne naprezenie normalne jest rowne:
(a) _ Ea eff
P=E, qnez = p (wy =w)) (7.397)

Powyzsze rownanie po dwukrotnym zrézniczkowaniu i uwzglednieniu zwigz-
koéw konstytutywnych (7.387) 1 (7.388) przyjmuje postaé:

d’p E,,eff(M MJ

(7.398)

& ¢ \D D,

Powyzsze rownanie nalezy zrozniczkowac po raz kolejny i wykorzysta¢ réwna-
nia rownowagi (7.370) 1 (7.371), co daje nam:

s, E
p _Zon (O Q) 1k b (7.399)
dx t D1 Dz 2 D2 Dl

Po kolejnym roézniczkowaniu i uwzglednieniu rownowagi sil poprzecznych
w elementach faczonych mozemy wreszcie zapisa¢ drugie z rdwnan rzadzacych mo-
delu Ojalvo-Eidinoffa:

iy E
9p _Leer| dy, Ahdy [1 11 (7.400)
& 2 |D, & D dx |\ D, D,
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Wykorzystujac definicje (7.392) 1 (7.393), powyzsze réwnanie mozemy zapisac
W postaci:

4 E

d_i’z"_’eff 1k A dy 1 ﬂ_,_h_Z d(ay _ LJFL pl (7.401)

dx t |2\D, D/ )dx 2D, D,) dx D, D,
Wykorzystajmy teraz zwigzki (7.384) i (7.385) 1 obliczmy At = %(Tl -T,):

At= %[% - %} (7.402)

Z drugiej strony, rownanie (7.392) zrézniczkowane jednokrotnie pozwala nam
napisac:

E
dp _ Eaer (dwy _ dwy (7.403)
& 7 (& &
Zachodzi zatem:
E
A= L Zaet (7.404)
2 G, &

oraz:

d(Ar) 1 Een d?p
dx 2 G, dx?

(7.405)

Powyzsze rownanie jest trzecim wymaganym do wyznaczenia trzech niewia-
domych — rozkladu naprezenia odrywajacego p, sredniego napr¢zenia stycznego
w skleinie 7, oraz odchytki At naprezenia stycznego na interfejsie skleiny wzgle-
dem naprezenia Sredniego t,. Z pomocg tego rOwnania mozna wyrugowac z rownan
(7.395) 1 (7.401) pierwsza pochodng At. Uktad réwnan rzadzacych zagadnieniem
$cinania niesymetrycznego ztacza jednozaktadkowego w ramach modelu Ojalvo—
—Eidinoffa jest nastepujacy:

d’t dt d?

SR e S &

d¢4“p dd‘: ddfp (7.406)
Lok, k= Laikp



177

gdzie:

PA I W PACR PAOET)
t|\4 4 ) 4l D D,

K, = G? KL_L}%@(@H)_M@+z)ﬂ
2Ea,eff AZ Al 4 D2 Dl
Kszﬂ tHh _tth , K4:ﬁ h M

2\ D D, 2t \D, D

E
Kszﬂ ﬁ_i_h_Z R K6:_ a,eff i_,.L
4D, D, t \D, D,
Jest to jednorodny liniowy uktad dwéch réownan roézniczkowych zwyczajnych
o statych wspotczynnikach na dwie nieznane funkcje p (x), 7,(x). Rozwigzanie ogol-
ne tego uktadu musi spelnia¢ uktad ponizszych warunkow, ktory pozwala wyzna-

czy¢ state catkowania:
e warunki brzegowe:

M =M, 0,=0, N =N L
&S x=——
M,=0, 0,=0, N,=0 2
(7.407)
M, =0, 0=0, N =0 L
X=—
M,=-M, Q,=0, N,=N 2
e warunek rownowagi globalnej:
L
2
j T()dv=N=1,,L (7.408)

Uktad rownan (7.405) znaczaco upraszcza si¢ w przypadku ztacza symetryczne-
go, czyli gdy:

wtedy:

K, =

Ga[l+h(h+t)
t|4 4D

}, K,=K,=K,=0, K;=—"-, K, =
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Uktad réwnan (7.406) sprowadza si¢ wtedy do dwoch niezaleznych roéwnan rdz-
niczkowych zwyczajnych:

d3to _K, dr,
3
. dx p dx (7.409)
p p
a e

Po wyznaczeniu rozwigzan powyzszych rownan rozktad At(x) mozna wyznaczy¢
na podstawie zwigzku (7.404), natomiast rozktad naprezenia stycznego w przekroju
poprzecznym skleiny, wykorzystujac rownania (7.394).

7.6. Deformacja podluzna skleiny

Propozycja zawarta w jednym z licznych raportéw NASA poswigconych modelo-
waniu zlaczy klejowych, przygotowana w 1980 roku przez turecki zespot z Uni-
wersytetu Lehigh (USA), ztozony z Feriduna Delale, Ferdi Erdogana oraz Meh-
meta N. Aydmoglu (Delale i in. 1980), wyroznia si¢ na tle alternatywnych modeli
uwzglednieniem deformacji osiowej skleiny. Jak zostanie to pokazane w podroz-
dziale 7.11, aspekt ten ma kluczowe znaczenie w poprawnym wyznaczeniu wiel-
kosci naprezenia odrywajacego, zwlaszcza w przypadku sklein wykonanych z ma-
terialow niescisliwych lub prawie niescisliwych (v = 0,5). Najpowszechniejszym
podejsciem do modelowania sklein w ztaczach klejowych jest zatozenie, iz podlega-
ja one prostemu $cinaniu, na ktéry superponowany jest stan rozciggania poprzecz-
nego do ptaszczyzny skleiny (odrywania), ujety jednak w uproszczony sposob, czyli
bez uwzglednienia wszystkich sktadowych ptaskiego (lub antyptaskiego) stanu na-
prezenia w materiale skleiny. W propozycji Delale, Erdogana i Aydinoglu zatozo-
no ogo6lng postaé plaskiego stanu odksztalcenia w skleinie, przyjmujac jednak,
ze skladowe tensora odksztalcenia majg jednorodny rozklad w przekroju po-
przecznym skleiny.

Model Delale—Erdogana—Aydinoglu jest lokalnym modelem belkowym,
w ktorym elementy belkowe modelowane sg za pomocg modelu belki Timoshenki—
—Ehrenfesta. Autorzy rozwazali ogoélny przypadek zlacza niesymetrycznego
w plaskim stanie odksztalcenia.

Réwnania rownowagi sil przekrojowych przyjmuja posta¢ analogiczna do tej
wykorzystanej m.in. przez Hart-Smitha czy Coopera i Sawyera:

Wi e =0, 99 , =0, i

h+t
a PR dx

2

~0 +1, 0 (7.410)
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h, +1t

M
S _p 20, 22_p=0, dM,

=0 (7411
a o o (7.411)

_QZ +Ta

Zwiazki konstytutywne dla belki Timoshenki—Ehrenfesta w przypadku pla-
skiego stanu odksztalcenia dla materialu ortotropowego sa nastepujace:

du, Ny ESn,
KK g = K 7.412
dx A4y « l—vif)vaf) ( )

dw o)

o =g By =xG Ok (7.413)

M EXn
d(#l:__K, Dy :x—KKK (7.414)

dr Dy 12(1- vV

gdzie: indeks K okresla, ktorego elementu laczonego powyzsze wielkosci dotycza
(K =1 — element gomy; K = 2 — element dolny); u,, w,, ¢, to odpowiednio prze-
mieszczenie podluzne, przemieszczenie poprzeczne (ugigcie) oraz kat obrotu K-tego
elementu; 4, to grubosé elementu; E* ), vif) , v(yf ), G to state sprezyste charakte-
ryzujace ortotropowy materiat liniowo sprezysty, z ktdorego wykonany jest K-ty ele-
ment; a K to energetyczny wspotczynnik $cinania, ktéry w pracy (Delale i in. 1980)
przyjeto jako rowny 5/6 (tak jak dla przekroju prostokatnego). Warto jednak zwro-
ci¢ uwagge na fakt, ze proponuje si¢ rowniez przyjmowanie dla przekroju prostokat-
nego wartos$ci k zaleznej od wspolczynnika Poissona (Olsson 1935; Cowper 1966;
Kaneko 1975).

Zwiazki konstytutywne dla izotropowej skleiny w plaskim stanie odksztal-

cenia s3 nastepujace:

A

E . E

p=—7 L +v,e )= ——————[(I-v,)e +v,e] (7.415)
-2 (1+v,)(1-2v,)

T =Gy (7.416)

gdzie stale sprezyste oznaczone daszkiem sg zmodyfikowanymi statymi sprezysty-
mi dla ptaskiego stanu odksztalcenia. Rownanie (7.415) mozna przeksztatci¢ do po-
staci:

ZZ:(1+va)(l—2va)p_ v, & (7.417)
E,(d-v,) I-v

a
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Zwigzki kinematyczne wyprowadza si¢ przy zatozeniu hipotezy plaskich prze-
krojow, uwzgledniajac przy tym wtasciwy modelowi Timoshenki—Ehrenfesta fakt,
ze obrocony przekrdj nie musi pozostawac prostopadty do zdeformowanej osi ele-
mentu. Przemieszczenia osiowe na interfejsach skleiny sa rowne:

mﬁ=%p—%%- (7.418)
h
Uyp =y o+, 72 (7.419)

gdzie: u, , oraz u,  oznaczaja przemieszczenia osiowe w $rodku cigzkosci przekroju
poprzecznego elementéw taczonych, spowodowane dziataniem samego tylko obcig-
zenia osiowego. Odksztatcenie postaciowe w skleinie wyznaczane jest przy zalo-
zeniu liniowego rozktadu przemieszczenia na grubosci skleiny, czyli jednorodnego
stanu odksztalcenia w przekroju (por. rownanie (7.60)):

a MWy —Up 1 h, hy
== = U+, = —u,+ O — 7.420
Yz p p [ 20 T2 2 Lot ) ( )
W analogiczny sposob wyznacza si¢ poprzeczne odksztalcenie liniowe (por. row-
nanie (7.61)):
gl = W= (7.421)
t

Podtuzne odksztalcenie liniowe wyznaczane jest jako odksztatcenie usrednione
na grubosci skleiny. Wykorzystujac zwigzki (7.412) 1 (7.414), mozemy napisac:

g My dng] AN M N, Mik] 0
2| dx  dx | 2|4 D 2 4, D, 2

Dalej postepowanie jest podobne do tego zaprezentowanego w pracy (Bigwood
i Crocombe 1989). Zwiazek kinematyczny (7.420) podstawiany jest do zwigzku kon-
stytutywnego (7.416), a nastepnie trzykrotnie rézniczkowany wzgledem zmiennej x.
Po pierwszym rozniczkowaniu pochodne przemieszczen i katow obrotu wyraza sig¢
zgodnie ze zwigzkami konstytutywnymi (7.412)—(7.414), za$ kazdorazowo po wy-
konanym rozniczkowaniu wykorzystuje si¢ rownania rownowagi (7.410) i (7.411).
W rezultacie otrzymuje si¢ rownanie:

3

=K,p (7.423)
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gdzie:

X, ZQHL+L]+1(/A(M NAC +r)ﬂ, X, :&[ﬂ_h_z]
t|\4 4,) 4 D, D, 2t\ D, D,

Jest to w zasadzie takie samo rownanie jak (7.141), a jedyna roznica dotyczy
licznikow w sktadnikach pochodzgcych od wptywu zginania we wspotczynniku K|
i wynika z przyjetego ramienia dziatania napr¢zen stycznych wzgledem $rodkow
cigzkosci elementow zginanych. W czestych w praktyce inzynierskiej zagadnie-
niach, dla ktorych />, pominigcie grubosci ¢t we wzorze na K| nie ma istotnego
wplywu na warto$¢ tego wspdtczynnika.

Drugie z rownan rzadzacych zagadnieniem wyprowadza si¢ przez podstawienie
zwiazkow kinematycznych (7.421) i (7.422) do zwiazku konstytutywnego (7.417).
Tak jak poprzednio, po pierwszym rozniczkowaniu pochodne przemieszczen i ka-
tow obrotu wyraza si¢ zgodnie ze zwigzkami konstytutywnymi (7.412)—(7.414),
a ponadto po kazdym wykonanym rézniczkowaniu wykorzystuje sie¢ rownania row-
nowagi (7.410) i (7.411). W rezultacie otrzymuje si¢ rOwnanie:

2 3
jx—f+K4p+K5(;x—T;+K6iZ’ =0 (7.424)

d*p
&

K. = Ea(l_va) Va ﬂ_{_ﬂ _1 L_{_i
U (+v,)(1-2v,)| 40-v)\ D, D,) t\B B,
K, = Eall=v.) {L+Lj
t(l+v, )1-2v )\ D, D,
E,v, l:[l 1} l[hl(hl+t) hz(h2+t)J:|
K, = —_———|+= -
20+v,)1-2v,)|\ 4 4,) 4 D D,

_ E(d-v,) b+t h+t
* 2u1+v)1-2v ) D, D,

gdzie:

Powyzsze roéwnanie mozna interpretowac jako uogoélnienie réwnania (7.145)
z modelu Bigwooda—Crocombe’a, z tym zastrzezeniem, ze — podobnie jak przy row-
naniu (7.423) — we wzorach na K, oraz K, dla zgodno$ci nalezatoby przyjac ¢ = 0.
Réwnania (7.423) i (7.424) stanowiag uktad rownan rozniczkowych zwyczajnych
na rozktad naprezenia stycznego oraz naprezenia odrywajacego.
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Uktad ten mozna przeksztalci¢ do jednego rownania rozniczkowego zwyczajne-
go siddmego rzedu na funkcje T (x). W tym celu nalezy czterokrotnie zrézniczko-
wac rownanie (7.423), a nastepnie czwarta pochodng naprezenia odrywajacego wy-
razi¢ przez rébwnanie (7.424). Pierwsza i druga pochodng naprezenia odrywajacego,
ktére pojawiajg si¢ w tym wyrazeniu, nalezy wyrazi¢ za pomoca rownania (7.423),
zroézniczkowanego odpowiednio jednokrotnie i dwukrotnie. W rezultacie otrzymu-
jemy réwnanie:

tay—2=0 (7.425)

gdzie:
a =K, -K,, a,=—K K, +K, +K,Kj, a, =K,K, - KK,

Rozwigzanie ogdlne powyzszego jednorodnego liniowego réwnania ze stalymi
wspotczynnikami wyznaczamy w standardowy sposob, zakladajac wyktadnicza
posta¢ rozwiazania i rozwigzujac uzyskane w ten sposob rozwigzanie charaktery-
styczne. Uzyskane rozwigzanie zaleze¢ bgdzie w liniowy sposob od siedmiu statych
catkowania:

7
— Bix
1,()=Y Ce (7.426)
i=1

gdzie: B, sa pierwiastkami rOwnania charakterystycznego rownania (7.425); a C, sg
stalymi catkowania. Wyznaczywszy ogo6lng posta¢ funkcji t (x), funkcje p(x) mozna
z tatwos$cia wyznaczy¢, wykorzystujac zwiazek (7.423).

Rownanie (7.425) wymaga zatem siedmiu warunkow brzegowych, na podstawie
ktérych wyznaczy¢ mozna state calkowania, a ktore okresla si¢ za pomocag warun-
kow statycznych na brzegowe wartosci sit przekrojowych oraz z warunku rownowa-
gi sit wewngtrznych i zewngtrznych:

M, =M, Q]:Q, N =N L
& x=——
M,=0, 0,=0, N,=0 2
(7.427)
M, =0, 0,=0, N,=0 L
o o x==
M, =-M, szQ, N,=N 2
L
2
j 1, (x)dx =N (7.428)

2|~
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Warunki (7.426) uwzglednia si¢ w podobny sposob, jak zostato to przedstawione
w podrozdziale 7.2 przy omawianiu modelu Bigwooda—Crocombe’a. W tym celu
nalezy zapisa¢ rownanie (7.416), wykorzystujac zwigzek (7.420). Rownanie to na-
lezy nastepnie zrézniczkowac, a pozniej wykorzystaé w nim zwigzki konstytutyw-
ne (7.412) 1 (7.414):

1 h
;{”z,o +0, ?2 U+ %}

o Ga| Ny Myhy Ny Mh (7.429)

dv, G,|N, Myh, N M h
dx t

, . . ., . L
Roéwnanie to mozna zapisaé¢ nastgpnie w punktach x = 5 oraz x =

_G N Mhb
L t|4 D2
2

Kolejne dwa rownania na state catkowania uzyskamy, rézniczkujac po raz kolej-
ny rownanie (7.428):

di_@ 1 @(@H) Iy (h, +1) 1 hy
dxz_t|:(A1+A 4( D, D, D 2( O+ G || (7:430)

2

L,
2

dt

a

dx

A4 D 2 dx

__G P Mhl} dr,

, . . L
Rownanie to zapisujemy w punktach x =—— oraz x=—

L t
X=—
2

2
zggﬂ, K1Ta (é)_d Tza
2 D, dx

_G.Oh
2D,

Kolejne warunki brzegowe uzyskamy z przeksztatcenia rownania (7.417), w kto-
rym uwzglednione zostang zwigzki (7.421) i (7.422):

wy—w 11— v, —2v2 v, N+Mh+&_&h_2 (7.431)
t E(lv) 2(1v) D 2 4 D, 2

Powyzsze réwnanie nalezy zrozniczkowac¢ dwukrotnie, wykorzystujac przy tym
rownania réwnowagi (7.410) 1 (7.411):
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1-v,—2v2 d*p v, (h h) 11 1
-+ —+ = |- —+—||p+
E,(-v,) d&* |40-v)\D, D,) t\ B B,
4 Va 1 1 +l h(h+1) h(h+1)]|dt, _
20-v )\ 4 4,) 4 D D, dx

(M, M
=-| L1-—= (7.432)
t\ b, D,

- . . . L L
Ponownie, rownanie to mozemy zapisa¢ w punktach x = 5 oraz x = > pod-

stawiajgc odpowiednie wartosci brzegowe momentow M, 1 M, oraz wyrazajgc funk-
cje T(x) oraz p(x) w ich ogolnej postaci:

2 —
ol gL b o B M
| L 2 dr |z (1+v,)(1-2v,) D,
2
d’ L dr, E(-v,) M
—1; +K3p(—]+ 5 = —
e | 2 dr |t (1+v,)(1-2v,) D,
2

2

Ostatnie dwa warunki brzegowe uzyskuje sie przez obliczenie trzeciej pochodnej
rownania (7.431) i wykorzystanie rownan rownowagi (7.410) i (7.411):

1-v,—2v: d’p v, [k h ) 1{1 1)|dp
+ — = || =+ ||+
E(-v,) d |41-v)\D, D,) t\B B,)|dx
Va 1 V) Yhh+t) h(y+0) d21a+
20-v )|\ 4 4,) 4 D D, dx?

S w10 0 .
200 D, D, i\ D, D,

S . . . L L
Wreszcie rownanie to mozna zapisaé¢ w punktach x = 5 oraz x = > podsta-

wiajgc odpowiednie wartosci brzegowe momentow Q, 1 O, oraz wyrazajgc funkcje
T () oraz p(x) w ich ogolnej postaci:
d’p
&

42
+ K3d_p + KS T2a

L dx| L dx

2 2 2

P KT, (_éj __Ed-v) QO
2) (+v,)(1-2v,) D,
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d’t
K
L dx” |z
5 L

d’p

dp
e’ dr

+K;
dx

N (Y=
2) (1+v,)(1-2v,) D,

L
2

Ponadto uklad sit wewnetrznych musi znajdowac sie¢ w globalnej rownowa-
dze z silami zewnetrznymi, dlatego spetnione muszg by¢ rownania:

10 | B

T, (x)dx =N (7.434)
4
5
[ peryax=0 (7.435)
:
3
I[p(x)-x]dsz%— —% (7.436)

(SRl

7.7. Wplyw grubosci skleiny

W $wiadomosci projektantow przez dlugi czas zywe bylo przekonanie, ze skleina
optymalna to skleina o najmniejszej mozliwej grubosci, zgodnie z zargonowym po-
wiedzeniem: ,,Najlepsza skleina to taka, ktorej nie ma”. Okazuje si¢ jednak, ze za-
stosowanie w zlaczach klejowych sklein o wiekszej podatnosci — co mozna osiaggnaé
przez zastosowanie bardziej odksztatcalnego materiatu skleiny lub wlasnie przyjecie
wiekszej grubosci warstwy skleiny — skutkuje bardziej réwnomiernym rozktadem
naprezenia stycznego i tym samym moze prowadzi¢ do bardziej efektywnego wyko-
rzystania wlasnosci mechanicznych skleiny 1 zwigkszenia nosnosci ztacza.

Przy okazji omawiania wplywu grubosci skleiny na rozktad napr¢zenia styczne-
go warto poswigci¢ nieco uwagi bardzo prostemu i zaskakujgco skutecznemu narze-
dziu analitycznemu, jakim jest pojecie podobienstwa modelowego. Na przyktadzie
omowienia tego specyficznego aspektu, jakim jest odpowiedni dobor grubosci sklei-
ny, zilustrowane zostang zalety wykorzystania w analizie parametrycznej wielkosci
okreslajacych kryteria podobienstwa. Cho¢ stuszne byloby postugiwanie si¢ liczba-
mi podobienstwa w catej monografii, z uwagi na ch¢¢ zachowania spojnosci z ory-
ginalnymi metodami analitycznymi, stosowanymi w przytaczanych artykutach, zde-
cydowano si¢ na wprowadzenie tego narzedzia dopiero w tym miejscu. W ostatnim
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rozdziale, poswigconym belkom kompozytowym, wtasnie sformutowanie zagadnie-
nia brzegowego w kategoriach liczb podobienstwa bedzie punktem wyjscia poszu-
kiwania zamknietych rozwigzan analitycznych.

Teoria podobienstwa, ktorej formalizm matematyczny wywodzi si¢ z analizy
wymiarowej, jest niezwykle uzytecznym narzgdziem analitycznym, ktore z po-
wodzeniem stosowane jest przy badaniu wptywu réznorodnych czynnikéw na od-
powiedz wybranego uktadu fizycznego — szczegdtowe omoéwienie tych zagadnien
mozna znalez¢ w pracy (Rychlewski 1991). Ujmujac rzecz w skrocie, mozliwe jest
takie przeksztalcenie matematycznego sformulowania zagadnienia opisujacego
dane zjawisko, ze da si¢ je scharakteryzowacé za pomoca wielkos$ci bezwymiaro-
wych (o jednostkowym wymiarze fizycznym) — wielkosci te nazywamy liczbami
podobienstwa lub inaczej liczbami kryterialnymi. Ich znaczenie praktyczne jest
trudne do przecenienia, poniewaz rozwigzanie zagadnienia matematycznego,
sformulowanego w kategoriach liczb podobienstwa, ma znaczenie uniwersalne,
czyli stosuje sie do wszystkich ukladéw fizycznych, ktére opisywane sg tymi
samymi liczbami podobienstwa (czyli speiniajag zwiazane z nimi tzw. kryteria po-
dobienstwa).

Teoria podobienstwa znalazta szerokie zastosowanie przede wszystkim w mecha-
nice plynéw (hydrodynamice, acrodynamice, reologii), termodynamice, kinetyce
chemicznej czy w zagadnieniach dyfuzji. Przyktadowo, fundamentalng charakte-
rystyka przeptywu plynu lepkiego jest liczba Reynoldsa, zdefiniowana nastgpujaco:
puL

n

gdzie: p — gestos¢ ptynu [kg/m?]; u — predkosé przeptywu [m/s]; L — wymiar cha-
rakterystyczny zagadnienia (np. $rednica przewodu) [m]; p — lepko$¢ dynamiczna
ptynu [kg/(m - s)]. Latwo zauwazy¢, ze Re = 1. Wielko$¢ liczby Reynoldsa pozwa-
la okresli¢ charakter przepltywu — mozna spotkac¢ si¢ z praktycznym oszacowaniem,
zgodnie z ktérym w przypadku przeptywu przewodem o przekroju kotowym dla
Re <2300 mamy do czynienia z przeptywem laminarnym, a dla Re > 2900 — z prze-
ptywem turbulentnym (Holman 2002; Schlichting i Gersten 2016). W mechanice
pltyndow powszechnie korzysta si¢ rowniez z innych liczb podobienstwa, takich jak
choc¢by liczba Eulera, Stokesa, Macha czy Strouhala.

Poza og6lng charakterystyka rozwigzania zagadnienia, liczba podobienstwa in-
formuje nas o tym, ze kazde inne zagadnienie (odpowiadajace innemu zestawowi
liczbowych wartosci jego parametrow fizycznych), ktore opisywane jest taka sama
warto$cia liczby podobienstwa, w kategoriach wielkosci bezwymiarowych opisy-
wane jest doktadnie tym samym rozwigzaniem. Liczby podobienstwa sg zatem na-
turalnymi kryteriami podobienstwa modelowego. Ich wykorzystanie umozliwia
badanie zjawisk fizycznych w r6znych skalach przez wykorzystanie modelu spetnia-
jacego kryteria podobienstwa.

Re =
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Ze wzgledow, ktore trudno okresli¢c w sposob obiektywny i jednoznaczny, liczby
podobienstwa nie sa powszechnie wykorzystywane w mechanice cial statych czy
w naukach technicznych ani tez przy opisie praktycznych zagadnien inzynierskich,
a nawet jesli tak jest, to jest to robione raczej nieswiadomie. Jest bowiem jasne,
ze bezwymiarowe wielkosci, takie jak stosunek wymiardw, np. 4 : L (belki zgina-

ne), B : L (fundamenty), lub wspotrzgdne bezwymiarowe, np. & = Li’ okazujg sig¢
niejednokrotnie tymi, dzigki ktorym opis zagadnienia staje si¢ najprostszy i jedno-
czesnie najbardziej uniwersalny. Ciekawy przyktad zastosowania takiego ,,ubezwy-
miarowienia” (ang. non-dimensionalization) mozna znalez¢ w omawianej juz pra-
cy (Ojalvo i Eidinoff 1978).

Najczesciej przytaczanym rezultatem teorii podobienstwa jest tzw. twierdze-
nie 7, przypisywane Edgarowi Buckinghamowi, chociaz byto ono stosowane i dowo-
dzone juz na przestrzeni kilku dekad poprzedzajacych jego publikacj¢. Rozwazmy
uktad fizyczny, ktéry daje si¢ opisa¢ za pomoca n wielko$ci wymiarowych (funkcji
stanu i parametrow modelu), ktorych wymiary fizyczne daje si¢ zapisa¢ jako iloczyn
catkowitych poteg m podstawowych wymiaréw fizycznych. Zgodnie z twierdze-
niem 7 uklad taki mozna opisaé za pomocg (n — m) wielko$ci bezwymiarowych.
Dla specyficznej struktury wewngtrznej analitycznego modelu, opisujgcego dany
uktad fizyczny, maksymalna liczba wymaganych wielkosci bezwymiarowych moze
by¢ w istocie mniejsza.

W kontekscie zagadnien $cinania warstw adhezyjnych zastosowanie powyz-
szego rezultatu mozna zilustrowaé na przyktadzie pretowego modelu symetrycz-
nego ztacza dwuzaktadkowego wedtug Tsai, Oplingera i Mortona ((Tsai 1 in. 1998).
Do pelnego opisu zjawiska fizycznego potrzebne sa:

e jedna wielko$¢ x o wymiarze fizycznym diugosci (zmienna niezalezna), okres-

lajaca potozenie rozwazanego przekroju poprzecznego skleiny,

e jedna wielko$¢ 1(x) o wymiarze fizycznym napre¢zenia (zmienna zalezna),

okreslajaca rozktad naprezenia stycznego w skleinie,

e dziesig¢ wielkosci charakteryzujacych geometri¢ uktadu i wtasnosci mecha-

niczne materiatdw tworzacych zlacze (parametry):

m cztery parametry o wymiarze fizycznym dlugosci, opisujace geometri¢
uktadu: 4, A, t, L,

m pi¢¢ parametrOw o wymiarze fizycznym napregzenia, opisujacych wlas-
nosci mechaniczne materiatow: £, G, E,, G,, G,

m jeden parametr o wymiarze fizycznym sity, opisujacy wielko$¢ obcigzenia
zewngetrznego N,

Mamy zatem n = 12 wielkos$ci wymiarowych opisujacych zagadnienie. Wymiary
fizyczne wszystkich wymienionych powyzej wielkosci daja si¢ wyrazi¢ za pomo-
cg tylko dwoch podstawowych wymiardow fizycznych — dlugoscei [£]=m oraz sity
[F]1=N:
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m [x]=[h]=[h]=[1=[L]1=[L][FT
 [7]=[E]=[G]=[E,]=[G,]=[G]=[L]"[F]
m [N, ]=[LT'[FT

Przyjmujemy w zwigzku z tym m = 2. Mozliwe jest zatem opisanie rozwaza-
nego uktadu mechanicznego za pomocg (n — m) = 10 wielkos$ci bezwymiarowych.
Z Yatwoscia mozna wskaza¢ takie wielkosci, przyjmujac cho¢by dwie niezalezne
wymiarowo wielkosci odniesienia, np. L, G, — wtedy zdefiniowa¢ mozemy naste-
pujace wielkosci bezwymiarowe, za pomocg ktorych mozliwe jest opisanie uktadu:

x h h, t

=—, o, =—, o, =—, oy =—

5 L ) L L
T E E G G N
0=—, =L —Z2 - -2 @, =2
3 B, 3 B, G, B, 3 B, G, e

Wszystkie powyzsze wielkosci sg dodatnie. Omowione rozwazania dotycza
ukladu fizycznego bez odniesienia do jakiego$ konkretnego modelu analitycznego,
stuzacego opisowi tego uktadu. W modelu Tsai—Oplingera—Mortona caty uklad daje
si¢ opisac za pomoca jednego rownania rzadzacego:

G, (1 2
dt S\ ER T En
Cr pr=o, 2 _ 1 2 ) o

‘ B; = (7.437)
2 K K
dx 1+ i L + hiz
t \ 3G, 6G,
Po wprowadzeniu bezwymiarowej wspotrzedne;:
crd_dd 1d @ 1 &
L “dx dédx Ldg’  dx? [P dE?
oraz bezwymiarowej miary naprezenia:
o= %
GI]
powyzsze rownanie daje si¢ zapisa¢ w postaci:
1 1 2
d%0 TN
—-m6=0, m=——1—22250 (7.438)
g
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gdzie wystepuja jedynie trzy wielko$ci bezwymiarowe. Rownanie zalezy od jedne-
go tylko parametru, ktory jest wlasnie liczba podobienstwa. Oznacza to, ze dowol-
ny inny ukfad fizyczny, ktory opisuje liczba m,, o takiej samej wartosci liczbowej,
w ramach modelu Tsai-Oplingera—Mortona opisywany jest identycznym réwna-
niem rzgdzacym. Oczywiscie, rozwigzanie zaleze¢ bgdzie rowniez od warunkow
brzegowych, ktére w tym przypadku okresla wielkos¢ sity $cinajacej ztacze:

{®(E.\:0) =T,

oo @ O@=Joe m=o, (7.439)

Jesli oprocz liczby mt, réwniez liczba podobienstwa m, bedzie taka sama w dwoch
modelach, to rozwigzania opisujace odpowiedz mechaniczng obydwu uktadow (wy-
razone w kategoriach wielkosci bezwymiarowych) beda takie same. W przypadku
modeli liniowych, w ktérych rozwigzanie zalezy liniowo od powyzszego niejedno-
rodnego warunku brzegowego, liczba podobienstwa n, ma drugorzedne znaczenie
— o podobienstwie uktadow fizycznych czy tez o podobienstwie modelu do uktadu
rzeczywistego stanowi¢ bedzie warto$¢ liczby podobienstwa 7 .

Powyzszy przyklad miat na celu zilustrowanie zastosowania teorii podobien-
stwa oraz korzySci ptynacych z takiego podej$cia. W zagadnieniach omawianych
w kolejnych podrozdziatach bedziemy si¢ postugiwac liczbami podobienstwa
w celu przeprowadzenia mozliwie ogolnej analizy wplywu wybranych czynnikow
na rozwigzania zagadnien $cinania warstw adhezyjnych w ramach przyjetych mo-
deli analitycznych.

Wspomniano juz o tym, ze zastosowanie w ztgczach klejowych sklein o wigkszej
podatnosci skutkuje bardziej rownomiernym rozktadem naprezenia stycznego. Spo-
strzezenie to staje si¢ oczywiste, jesli zwrocimy uwage na dwa przypadki skrajne.
Dla cienkich i sztywnych sklein w obcigzonym przekroju brzegowym wystepu-
je lokalizacja naprezenia, tymczasem dla skleiny doskonale podatnej (ptyniccie
plastyczne) rozklad naprezenia jest jednorodny (Hart-Smith 1973a). Rzeczywi-
ste ztacza wpisuja si¢ w ciagle spektrum zawarte miedzy tymi dwoma skrajnymi
przypadkami.

Przejrzystej ilustracji tego zjawiska moze dostarczy¢ nam omdwiony uprzed-
nio belkowy model Tsai—Oplingera—Mortona, ktory pozwoli rowniez sformutowac
proste, a jednoczesnie ogolne wnioski. Nalezy przy tym przyznaé, ze model oblicze-
niowy, na podstawie ktorego zostana one wyprowadzone, jest pod wiecloma wzgle-
dami bardzo uproszczony. Na rysunku 43 przedstawiony jest rozktad bezwymiaro-
wego naprgzenia wzglednego w funkcji wspotrzednej bezwymiarowej (podziatka
pozioma) i liczby podobiefistwa m, (kolejne wykresy).

Latwo dostrzec, ze wraz z wzrostem wartosci 7, dla ustalonego n, = ©,, mak-
symalna warto$¢ napr¢zenia stycznego w przekroju obcigzonym réwniez wzrasta,
zgodnie z wzorem:
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Omax =0 =0) =1,/ ctgh(y/m,) (7.440)

podczas gdy dla m, — 0 rozkfad naprezenia dazy do rozktadu statego (optymalne wy-
korzystanie wytrzymatosci skleiny). Warto pokaza¢ rowniez odpowiadajace powyz-
szym sytuacjom rozktady bezwymiarowej sity rozciagajacej ztacze, przedstawione
na rysunku 44.

4,5 _— 70 =16
—_— = m, =256
W= —_— 1, = 1024

—_— =4 T, — o

0 0,1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
g
Rys. 43. Rozktad naprezenia stycznego na dtugosci skleiny
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g
Rys. 44. Rozklad sity rozciagajacej na dtugosci skleiny

Wykresy te sg o tyle istotne, ze w przypadku sklein cienkich, dla ktorych nie-
mozliwe jest zastosowanie metod DIC, eksperymentalnego pomiaru wielko$ci na-
prezenia stycznego w skleinie dokonuje si¢ jedynie posrednio przez pomiar (np. ten-
sometryczny) odksztalcenia liniowego elementéw taczonych. Odksztatcenia te
(przy znanej charakterystyce materialowej tych elementow) pozwalajg oszacowac
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napre¢zenia normalne w ztaczu i rozktad sity rozciagajacej ztgcze. Im bardziej jed-
norodny jest rozktad naprezenia stycznego po dtugosci ztacza, tym bardziej rozktad
sity zbliza si¢ do rozktadu liniowego (,.trojkatnego™).

Fakt, ze charakter powyzszych wykresow zalezy od pojedynczego parametru,
jakim jest liczba podobienstwa =, znaczaco utatwia analiz¢ parametryczng zagad-
nienia — wystarczy bowiem zbada¢ analityczng zalezno$¢ m, od parametrow za-
dania. Wobec faktu, ze wszystkie parametry bezwymiarowe o (i = 1, 2, 3) oraz
Bj (j=1,2,3,4) sa dodatnie, tatwo pokazac, ze:

%<0
oo,

co oznacza, ze wraz z wzrostem grubosci skleiny liczba podobiefistwa m, male-
je, a zatem rozklad naprezenia stycznego staje sie bardziej jednorodny. Podob-
nie mozna pokazaé, ze bardziej jednorodnemu rozktadowi napr¢zenia stycznego
sprzyja:

e wzrost sztywnosci podluznej (wzrost grubosci lub modutu Younga) kazdego

z elementow taczonych,

e spadek sztywnosci poprzecznej (spadek modutu Kirchhoffa lub wzrost gru-

bosci) kazdego z elementow laczonych,

e spadek sztywnoSci poprzecznej (spadek modutu Kirchhoffa lub wzrost gru-

bosci) skleiny.

W naturalny sposéb wytania si¢ pytanie o optymalng grubo$¢ skleiny. Jest bo-
wiem oczywiste, ze 0 nosnosci ztacza (z uwagi na $cinanie) stanowi maksymalna
warto$¢ naprezenia stycznego — w przypadku wystepowania koncentracji, przy za-
danym obcigzeniu zewngtrznym odpowiadajace mu napr¢zenie maksymalne jest
wielokrotnie wyzsze niz w przypadku bardziej rownomiernego rozktadu napreze-
nia. Stad dla ustalonego materiatu skleiny (jego wytrzymatosci na $cinanie) nos-
nos$¢ na $cinanie zlgczy podatnych (o grubszych skleinach) jest wyzsza niz ztaczy
sztywnych (o cienkich skleinach). Nalezy przy tym pamigtac, ze no$no$¢ na §cinanie
stanowi tylko jedng ze sktadowych warunkujacych no$nos¢ ztacza. Wsrod pozosta-
tych czynnikéw mozna wymienic:

® nos$nos$¢ ztgcza na odrywanie,

e nosnos¢ elementdw taczonych,

e aspekty technologiczne,

e zagadnienia trwatosci uktadu.

Zmiana grubosci skleiny w odmienny sposéb wpltywa na wyzej wymienione
aspekty pracy ztgcza, przez co najczesciej okazuje sig, ze zwigkszenie grubosci skle-
iny skutkuje spadkiem nosnosci. Ponadto, jesli grubos¢ skleiny jest zbyt duza, stan
mechaniczny, w ktérym si¢ znajduje, znacznie odbiega od stanu prostego $cinania
i zbliza si¢ do ogolnego problemu dwuwymiarowego stanu napre¢zenia. Ponadto,
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nadmierna podatno$¢ ztgcza moze roéwniez zdyskwalifikowac je z uwagi na niespet-
nienie warunkow uzytkowalnosci ztacza.

Znacznie bardziej rozbudowang analiz¢ wptywu grubosci na rozktad naprezenia
stycznego i normalnego napre¢zenia odrywajacego mozna znalez¢ w pracy (Ojalvo
i Eidinoft 1978). Na podstawie opracowanego w cytowanej pracy analitycznego mo-
delu ztacza, w ktéorym zalozono liniowy rozktad naprezenia stycznego na grubosci
skleiny, autorzy sformutowali nastepujace wnioski:

e Pominigcie wplywu niejednorodnosci rozktadu naprezenia stycznego po gru-
bosci skleiny skutkuje niedoszacowaniem maksymalnego naprezenia stycz-
nego oraz przeszacowaniem maksymalnego naprezenia odrywajacego.

e Powyzsze efekty dotycza w najwigkszym stopniu skrajnych obszaréw na
dhugosci zlacza, gdzie najczesciej dochodzi do znaczacego wzrostu wielkos$ci
naprezenia zarOwno stycznego, jak i odrywajacego.

e Bezwymiarowymi wielko$ciami wptywajgcymi na wielkos¢ maksymalnego
naprezenia stycznego sa parametry:

_GI EL

a

T, = , T, =
" Eht EER

Zwigkszenie stosunku grubosci skleiny do grubosci elementéw laczo-
nych =, dla ustalonego m_ skutkuje zwi¢kszeniem wielkosci naprezenia
stycznego w plaszczyznie Srodkowej skleiny. Wzrost mt, (wzrost sztywnosci
poprzecznej skleiny wzgledem sztywnosci podtuznej elementu rozciagane-
go) dla ustalonego =, skutkuje zwi¢kszeniem przyrostu naprezenia stycz-
nego po grubosci skleiny. Nalezy zauwazy¢, ze obydwa wspomniane czynni-
ki sg ze sobg sprzezone przez zaleznos¢ od 1. Wzrost wielkosci parametru m,
skutkuje spadkiem wielko$ci maksymalnego naprezenia stycznego oraz
zwiekszeniem wielko$ci maksymalnego naprezenia odrywajacego.

e Nierownomierno$¢ rozktadu naprezenia stycznego na krawedzi zlgcza jest
tego rodzaju, ze naprezenie przy powierzchni styku z elementem obcig-
zonym przy rozpatrywanej krawedzi zlacza jest wigksze niz naprezenie
w Srodkowej warstwie skleiny. Analogicznie, naprezenie przy powierzchni
styku z elementem o brzegu swobodnym przy rozpatrywanej krawedzi zta-
cza jest mniejsze (rys. 45).

Wynik ten potwierdzaja wyniki symulacji numerycznych, ktére w schematycz-
ny sposob ilustruje rysunek 46 — nalezy przy tym zwrdci¢ uwagg, ze model Ojalvo
i Eidinoffa nie uwzglednia jednorodnego warunku brzegowego na brzegu swobod-
nym skleiny, co ostatecznie prowadzi do jako$ciowo odmiennego rozktadu napreze-
nia stycznego tuz przy brzegu. W przypadku przedstawionych wynikéw numerycz-
nych naprezenie styczne wyznaczane jest w srodku elementu skonczonego i dlatego
rowniez przy brzegu nie osigga warto$ci rownej $cisle 0.
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Rys. 46. Rozklad naprezenia stycznego na grubosci skleiny — wyniki symulacji MES

Szerokie omowienie zagadnienia wptywu grubosci warstwy adhezyjnej na nos-
no$¢ statyczng zlaczy klejowych mozna znalezé w pracy (Roskowicz i in. 2021).
Podsumowujac przytoczone w cytowanej pracy spostrzezenia i wyprowadzone
wnioski, mozna stwierdzi¢, ze wigkszos¢ doswiadczen przeczy przewidywaniom
czesci wezesnych analitycznych modeli ztgczy klejowych, zgodnie z ktorymi no-
$nos$¢ zlacza wzrasta wraz z wzrostem grubosci skleiny. Najczesciej zwieksze-
nie grubosci warstwy adhezyjnej skutkuje spadkiem nosnos$ci zlacza (Grant
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i in. 2009; da Silva i in. 2009a; Arenas i in. 2010). Przyczyn takiego stanu rzeczy
mozna upatrywac¢ m.in. w zjawiskach zwigzanych z efektami skali — grubsza skle-
ina zawiera proporcjonalnie wigcej pustek czy mikropeknig¢, ktore moga stac si¢
ogniskiem inicjujagcym zniszczenie zlacza. Dos¢ powszechnie przyjmuje sie poglad,
zgodnie z ktérym dla ztacza o ustalonej charakterystyce istnieje pewna optymalna
grubos$¢ skleiny, dla ktérej zlacze wykazuje najwiekszg nosnosé. Badania z za-
kresu poszukiwan takiej optymalnej wartosci mozna znalez¢ w pracach (Bezemer
iin. 1998; Arenas i in. 2010). W pracy (Roskowicz i in. 2021) otrzymano oszacowa-
nie optymalnej grubosci skleiny na no$no$¢ zlacza zaktadkowego przez zatozenie,
ze grubos¢ skleiny wptywa na graniczng (niszczaca) wartos¢ naprezenia Sredniego
w probie rozciagania klejowego ztacza doczotowego. Podejscie takie jest uzasadnio-
ne tylko przy zalozeniu, Ze napr¢zenie $rednie jest miarodajnym oszacowaniem wia-
snosci wytrzymatosciowych materiatu skleiny, a jego zalezno$¢ od grubosci skleiny
nie jest efektem niejednorodnosci rozktadu napre¢zenia, spowodowanego nieliniowag
charakterystyka materiatu, lecz wynika np. z efektow skali.

Nosnos¢ ztacza klejowego zalezy od grubosci skleiny, przede wszystkim z uwagi
na odmienno$¢ mechanizmoéw zniszczenia, odpowiadajacych réznym grubosciom
warstwy adhezyjnej. Dla sklein cienkich obserwuje si¢ czgéciej zniszczenie adhe-
zyjne (zerwanie przyczepno$ci miedzy skleing a elementami tgczonymi). W przy-
padku sklein grubszych czesciej obserwowanym mechanizmem zniszczenia jest
natomiast zniszczenie kohezyjne (utrata spdjnosci wewnetrznej materiatu sklei-
ny) (Arenas i in. 2010). Ogoélnie nalezy stwierdzi¢, ze wptyw grubosci ztacza na
charakterystyke mechaniczng zlgcza jest bardzo ztozony i nie daje si¢ opisac pro-
stymi, kategorycznymi wnioskami. Cze$¢ danych eksperymentalnych wskazuje
na niezalezno$¢ no$nosci ztacza na $cinanie od grubosci skleiny (Naito i in. 2012).
Zgodnie z innymi badaniami w okre$lonych warunkach no$nos¢ ztacza na Scinanie
moze wzrasta¢ wraz z wzrostem grubosci skleiny — zjawisko takie zaobserwowano
w przypadku twardych sklein pod obcigzeniem udarowym (Bezemer i in. 1998).
Obserwuje si¢ rowniez, ze w zlaczach o grubszych skleinach catkowita energia pe-
kania w postaci I (rozrywanie) i II ($cinanie w ptaszczyznie) moze by¢ wigksza, przy
czym wyniki dos§wiadczalne charakteryzuja si¢ duzym rozrzutem (Marzi i in. 2011).
Spostrzezenie to nie pozwala wnioskowaé od razu o pozytywnym wptywie wzro-
stu grubosci skleiny na no$no$¢ ztacza, poniewaz pekanie jest tylko jednym z kil-
ku mozliwych mechanizmoéw zniszczenia ztacza.

Podsumowujac powyzsze rozwazania, mozna stwierdzi¢, ze cho¢ zwiekszenie
grubosci skleiny moze skutkowa¢ obniZeniem wystepujacego w niej naprezenia
stycznego, to jednak niekoniecznie pociaga to za sobg zwigkszenie no$nosci zlacza.
W rzeczywistosci czgsto obserwuje si¢ spadek nosnosci zlacza, z uwagi na zmiane
charakteru jego pracy (wickszy udziat sit wewnetrznych pochodzacych ze stanu
zginania), zmiane decydujacego mechanizmu zniszczenia (adhezyjne/kohezyjne)
czy wreszcie z uwagi na efekty skali.
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Powyzsze spostrzezenie, dotyczace spadku wielkosci naprezenia stycznego
w grubszej spoinie, w swoim ogdélnym sformutowaniu dotyczy nie tylko zlaczy
klejowych, ale réwniez innych zjawisk, ktore — z mechanicznego punktu widze-
nia — maja podobny charakter. W pracy (Szeptynski 2020b) oszacowano wielkos¢
naprezenia stycznego w skleinie w belkach kompozytowych. Wyniki obliczen wska-
Zuja na wystepowanie wzglednie mniejszego naprezenia stycznego w skleinach
o wiekszej grubosci lub wykonanych z bardziej podatnego materialu. Porow-
nano cztery rodzaje belek kompozytowych, sktadajacych si¢ z trzech warstw wy-
konanych z materiatu drewnopochodnego, tgczonych podatnym klejem poliureta-
nowym. Belki poddano czteropunktowemu zginaniu. Dwa typy belek, rdznigce si¢
jedynie dlugoscia, wykorzystywaly sklejke oraz klej Sika®PST. Dla pozostatych
dwoch typdéw byly to belki klejone krzyzowo (cross laminated timber, CLT), ta-
czone klejami Sika®PS oraz Sika®PST. W tabeli 4 przedstawiono procentowy spa-
dek wielkosci maksymalnego naprezenia stycznego w odniesieniu do najwigkszej
oszacowanej wielkosci (odpowiadajacej skleinie o najmniejszej grubosci) dla belek
kompozytowych w stanie czteropunktowego zginania.

Tabela 4

Pordéwnanie oszacowan maksymalnego naprezenia stycznego w skleinach belek kompozytowych
w zalezno$ci od grubosci i materiatu skleiny

materiat . , G oszacowanie T/t

belki + materiat > model prost model belki
~ [ecm] | [mm] | [MPa] prosty . .| MES

skleiny (BE/TE) wielowarstwowej

sklejka + PST 120 1 4,054 100% 100% 100%
sklejka + PST 72 1 4,054 100% 98,1% 98,2%
sklejka + PST 120 2 4,054 95,7% 94,6% 95,7%
sklejka + PST 72 2 4,054 95,7% 89,5% 91,6%
CLT +PS 120 3 7,0678 71,2% 70,8% 69,6%
CLT + PST 120 3 4,054 71,2% 69,4% 67,8%

7.8. Wplyw nieliniowosci charakterystyki mechanicznej skleiny

Zastosowanie w zlgczach klejow polimerowych, ktore tylko w niewielkim zakre-
sie odksztalcen charakteryzuja si¢ w przyblizeniu liniowymi zwigzkami konsty-
tutywnymi, stawia projektantow przed konieczno$cia analizy nieliniowej. Nieli-
niowos¢ modelu analitycznego jest w tym przypadku zwigzana z charakterystyka
mechaniczng skleiny, moze jednak tez wynikaé¢ z innych czynnikéw — duzych od-
ksztatcen lub nieliniowej charakterystyki mechanicznej elementéw laczonych
(np. w przypadku uwzglednienia uplastycznienia materiatu). Jesli chodzi o typowe
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ztacza klejowe, duzym odksztatceniom podlega przede wszystkim skleina. Dla skle-
in cienkich, wykonanych z materiatow w przyblizeniu niescisliwych, dominujaca
postacig deformacji jest proste $cinanie. Dla deformacji tego typu liniowa i nielinio-
wa miara odksztalcenia sg takie same (por. sktadowe ¢, oraz E , we wzorach (5.12)
1 (5.13)). Z tego wzgledu w dalszej czgsci opracowania zajmowac si¢ bedziemy je-
dynie nieliniowoscig fizyczna, nie za$ geometryczng.

Najprostsza schematyzacja materialu nieliniowego jest wyrozZnienie w nim
dwéch zakreséw pracy, ktore interpretowaé mozna jako zakres sprezysty i zakres
sprezysto-plastyczny, przy czym dla uproszczenia mozna przyjaé, ze w kazdym
z tych zakreséw zwiazek konstytutywny dany jest funkcjg liniowa. Taka cha-
rakterystyke mechaniczna nazywamy charakterystyka biliniowa. Kluczowg trud-
noscig w jednoczesnym uwzglednieniu mozliwosci zmiany charakterystyki mecha-
nicznej zaréwno skleiny, jak i elementow taczonych jest koniecznos$¢ wyznaczenia
zakresu deformacji plastycznej dla kazdego z tych elementow. W przypadku zlaczy
niesymetrycznych na dtugosci ztacza nalezaloby wyznaczy¢ az siedem przedzia-
low charakterystycznych — obszar pracy sprezystej w srodku ztacza oraz maksy-
malnie po trzy obszary przy kazdym z koncoéw ztacza, w ktorych jeden, dwa lub
trzy materiaty podlegaja deformacji plastycznej. Zagadnienie to jest niezwykle trud-
ne z dwoch powodow. Po pierwsze, jak przekonamy si¢ pdzniej, parametry, ktore
okreslaja zakres uplastycznienia w kazdym z elementow, wystepuja jako niewia-
dome w nieliniowych réwnaniach, otrzymanych z warunkéw brzegowych i warun-
kéw zszycia — nieliniowo$¢ rownan wymaga zastosowania metod numerycznych,
a znaczna liczba niewiadomych uniemozliwia stosowanie prostych wykresow lub
nomogramow. Drugim powodem jest fakt, ze liczba siedmiu podobszarow jest licz-
ba maksymalng — rzeczywista liczba koniecznych do wyodrebnienia podobszarow
zalezy od warunkow zadania i nie jest z gory znana. Z tych wzgledow analityczny
opis wptywu nieliniowos$ci charakterystyki mechanicznej wykonuje si¢ odrgbnie
dla materiatu skleiny i dla materiatéw, z ktérych wykonane sg elementy taczone.
Duza czg$¢ analitycznych modeli zlaczy klejowych zaklada liniowa charaktery-
styke materiatlu skleiny. Pierwszym waznym uogolnieniem tych modeli, w ktorym
uwzgledniono nieliniowy zwiazek konstytutywny migdzy napr¢zeniem i odksztat-

Rys. 47. Biliniowa charakterystyka fizyczna
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ceniem, byly propozycje Leonarda Johna Hart-Smitha (Hart-Smith 1973a, 1973b).
Rozwazal on biliniowy zwiazek konstytutywny, w ktorym wyroéznia si¢ dwa prze-
dziaty odksztatcen (rys. 47) — w kazdym z nich charakterystyka mechaniczna mate-
riatu jest liniowa, jednak odpowiedni modut sztywnosci w kazdym z tych zakresow
moze by¢ w ogolnosci inny.

Modelowanie takie mozna interpretowac na przynajmniej dwa sposoby:

1) biliniowy zwiazek konstytutywny jest jedynie aproksymacjq rzeczywistego

zwiazku nieliniowego (krzywoliniowego),

2) biliniowy zwiazek konstytutywny opisuje zachowanie materiatu idealnie

sprezysto-plastycznego.

W zakresie pierwszym material ma charakterystyke liniowo-sprezysta, w drugim
za$ idealnie plastyczng (bez wzmocnienia — schematyzacja Prandtla) badz sprezy-
sto-plastyczng z liniowym wzmocnieniem.

W przypadku tej drugiej interpretacji nalezy poczynié zastrzezenie wlasciwe
wszystkim tzw. deformacyjnym modelom plastyczno$ci (np. Nadaia—Hencky’e-
go—lliuszyna), ze modele te opisuja jedynie zjawiska obcigzenia proporcjonalnego
(kierunki wtasne tensora napre¢zenia i stosunki sktadowych dewiatora napr¢zenia sg
state w czasie procesu obcigzenia) i monotonicznego (nie wystepuja procesy odcia-
zenia 1 ponownego obcigzenia). Ponizej zaprezentujemy analiz¢ wptywu nielinio-
wosci, bedaca uogolnieniem podejscia zastosowanego w pracy (Hart-Smith 1973b).
Oznaczenia przyjmujemy identycznie jak w podrozdziale 7.1. Kluczowa zmiana
w stosunku do analizy tam przedstawionej dotyczy koniecznosci wyznaczenia tych
obszardw na dlugo$ci ztacza, w obrgbie ktorych zwiazek konstytutywny materia-
hu skleiny ma ustalong posta¢ liniowa. Rozwigzanie zagadnienia liniowego wskazu-
je, ze przy koncach zlacza wystepuje znaczacy wzrost wielko$ci naprezenia styczne-
go — zatem to odcinki konicowe ztgcza beda tymi, w ktorych nastgpi zmiana postaci
zwigzku konstytutywnego. W celu uproszczenia nazewnictwa mowi¢ bedziemy,
ze w obszarze Srodkowym skleina pracuje w zakresie sprezystym, w obszarach kon-
cowych za$ — w zakresie plastycznym, przyjmujac druga z przytoczonych interpre-
tacji zwigzku biliniowego (schematyzacja Prandtla ze wzmocnieniem).

Wprowadzamy zatem trzy obszary:

. L
e obszar I — obszar deformacji plastycznej, x € (—5, - dl)

e obszar II — obszar deformacji sprezystej, x € (—d,, d;;)

.. L

e obszar III — obszar deformacji plastycznej, x € (dn, 2
W tym miejscu trzeba zwréci¢ uwage na fakt, ze w przypadku ztgczy, w ktorych
sztywnosci elementéw po obydwu stronach zlacza nie sa sobierowne (2E b # E,h,),
rozktad naprezenia stycznego jest niesymetryczny na dhugosci ztgcza, zatem wiel-
kos¢ obszaru deformacji plastycznej na jednym koncu bedzie w ogoélnosci rozna od
analogicznego obszaru na drugim koncu. Mozliwa jest rowniez sytuacja, w ktorej
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uplastycznienie wystepuje tylko na jednym koncu, podczas gdy na drugim wielkos¢
naprezenia stycznego nie przekracza wartosci t,:
e zwiazek konstytutywny w zakresie sprezystym:

U, —u
t=G,y=G,~— (7.441)
e zwiazek konstytutywny w zakresie plastycznym:
U, —u
T=Te+Gp(v—ve)=Te+Gp£%—vej (7.442)

gdzie, zgodnie z rysunkiem 47, t = G y..

Analiza w zakresie sprezystym jest identyczna, jak to przedstawiono w podroz-
dziale 7.1. Rownaniem rzadzacym zagadnieniem jest rownanie (7.15), a jego roz-
wigzanie og6lne dane jest wzorem (7.16). T¢ sama posta¢ matematyczng bedzie
miala réwniez funkcja rozktadu odksztatcenia postaciowego w zakresie sprezystym:

Yu (%) = C, cosh(B,x) + C, sinh(B,x), gdzie: B, = \/GT[

1 2
—+
Elh E2h2

J (7.443)

Jesli chodzi o analize w zakresie plastycznym, to w réwnaniu (7.9) nalezy pod-
stawi¢ dwukrotnie zrozniczkowany zwigzek kinematyczny:

y= @ (7.444)

a nastepnie wykorzysta¢ zwigzek konstytutywny (7.442), co ostatecznie daje nam
roOwnanie w nastepujacej postaci:

2 G G
d'YI_Biylzﬁi(]_Ep}ye, gdzie: Bp=\/—p( 1 N 2 J (7.445)

dx® 3 t \Eh  E,h,

Wyrazenie po prawej stronie jest stalg niezalezng od zmiennej x. Uzyskane row-
nanie jest liniowym réwnaniem niejednorodnym — jego rozwigzanie jest sumg catki
ogolnej rownania jednorodnego (CORJ) analogicznego do (7.15) oraz catki szcze-
g6lnej rownania niejednorodnego (CSRN). CORJ ma postac analogiczng do (7.443).
Na podstawie danej postaci cztonu niejednorodnego CSRN przewidujemy w postaci
funkcji rownej tozsamosciowo statej. Ostatecznie, po wykorzystaniu definicji para-
metréw B, oraz Bp, catka ogolna rownania niejednorodnego w zakresie plastycznym
przyjmie postac:
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2
71(x) = Cy cosh(B ,x) + C, sinh(B, x) - {E—z - lJye (7.446)

Analogicznie:

P

2
Y (x) = Cs cosh(B ,x) + Cy sinh(B, x) - [5—2 - 1Jye (7.447)

Musimy teraz zapewnic ciagto$¢ rozktadu odksztatcen i przemieszczen, zapisujac
stosowne warunki, ktore postuzg wyznaczeniu statych catkowania C (i = 1, 2, 3, 4)
W tym celu wprowadzimy nowe zmienne niezalezne. Warunki zszycia sa naste-

pujace:
e warunki zgodnosci odksztalcen:
Vi(=d) =vu(=d) =7, (7.448)
Yu(dy) =vu(dy) =, (7.449)

e warunki zgodno$ci odksztalcen, analogiczne do (7.25):

& LN, N (7.450)
dx ¢| E,h, Eh

Warunek nierozdzielno$ci odksztatcen zapiszemy dla y, w puncie x = —L/2 oraz
dla y,, w punkcie x = L/2 — w punktach tych wykorzystamy statyczne warunki
brzegowe:

Nl(—éj:ﬁ, Nz(—éj:o (7.451)
2) 2 2
L L
N, (E) =0, N, (E) =N (7.452)

Powyzsze roéwnania daja nam nastepujacy liniowy uktad rownan algebraicznych
na state catkowania C, (i =1, 2, 3, 4):
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L
B,
C, cosh(B,d,) - C,sinh(B,d,) =Y,

C, cosh(B,d,) +C, sinh(B,d,) =7,

C;cosh(B,d;)—C,sinh(B,d,) =

Cscosh(B,d,) + Cgsinh(B,d,) = B—eye

B, (7.453)
L L
C, cosh B,k — G, sinh Py ___N
2 2 2B, E Mt
L L
C, cosh BL +C; sinh BL __N
2 2 B,Eht

Rozwigzanie powyzszego uktadu rownan jest nastepujace:

C - sinh(B,d,) +sinh(B,d,) C = cosh(B,d,) —cosh(B.d,)

- o> 2 _ . (7.454)
sinh[B, (d, +d,)] sinh[B, (d, +d,)]
. Becosh(BpL]— Nsinh(B ,d,) . Besinh(BpLJ ~ Ncosh(B,d,)
C - B, 2 2EmB, C - B, 2 2E B,
3 9 4 —
cosh [sz (2d, —L)} cosh [sz (2d, —L)}
. Becosh[B”LJ _ Nsinh(B ,d,) . BesinhLB”LJ . Ncosh(B,d,)
c. - B, 2 Emip, c - B, 2 E\mip,
5= o Le=

cosh [sz (2d, - L)} cosh {sz(%lz - L)}
Powyzsze wzory obowigzujg dla dowolnych wartosci d, oraz d,, one same
jednak musza zosta¢ wyznaczone jako rozwigzanie nieliniowego uktadu rownan.
W celu wyznaczenia stosownych rownan zapiszmy warunek ciggtos$ci pochodnych
odksztatcen na granicy obszarow I i Il oraz II i III. Warunek ten mozna wyprowa-
dzi¢ z warunku (7.450). Warunki lokalnej ré6wnowagi sil osiowych wobec braku
skupionego obcigzenia osiowego na elementach laczonych wymagaja ciaglosci
rozkladu sil osiowych N, N, na calej dtugosci ztgcza. Oznacza to, ze prawa strona
warunku nierozdzielnosci odksztatcen musi by¢ ciagta, a poniewaz warunek ten obo-
wigzuje w analogicznej postaci w kazdym z obszaréw I, II 1 111, pociaga to za soba
konieczno$¢ ciaglosci lewej strony warunku, czyli ciaglo§é rozkladu pochodnej
odksztalcenia postaciowego skleiny — przede wszystkim za$ wymaga si¢ rownosci
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lewostronnych i prawostronnych wartosci tych pochodnych na granicy obszarow I
i Il oraz I1 i III. Mozemy zatem napisac:

dn| _dn
dr |, dx |,
(7.455)
% _ dyy
dr |, dx |,
Po podstawieniu rozwigzan (7.443), (7.446) i (7.447) otrzymamy:
B.[C; cosh(B,dy) — C; sinh(B,d))] =P ,[C, cosh(B,,d)) — C;sinh(B ,d))] (7.456)
B.[C, cosh(B,.d,) + C;sinh(B,d,)] =P ,[Cs cosh(B,d,) + Cssinh(B ,d,)] '
Nalezy przy tym pamigtac, ze state catkowania C, (i = 1, ..., 6) nalezy w powyz-

szym ukfadzie wyrazi¢ zgodnie z (7.454) przez niewiadome d, d,. Uzyskany wynik
mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

ctghB,L(&, +&,)]—csch[B,L(E, +&,)] =

N 1Y |
:msech{ﬁﬂ{ﬁl _E)_ +tgh BPL(gl _Eﬂ

ctgh[B,L(§, +&,)]—csch[B, (&, +&,)]=

N N - |
= msech[BpL(ﬁz _Ej_ +tgh _BPL(iz _Eﬂ

gdzie: niewiadome & , &, spetniajg zaleznosci d, = L, d, = £ L. Wyznaczenie roz-
wigzania powyzszego uktadu rownan wymaga podejsScia numerycznego.
Zagadnienie uprosci sie, jesli ograniczymy nasze rozwazania do ztacza syme-
trycznego, dla ktorego 2E h = E,h,. W takim przypadku rozktad naprezefi stycznych
musi by¢ symetryczny. Wtedy d, = d, = d, co pocigga za sobg C, = 0, a ponadto do
opisania rozktadu naprezenia w obszarze deformacji plastycznej wystarczy postu-
zy¢ sig jedng tylko funkcjg, y,(x) lub y, (x). Dla przypadku symetrycznego uktad
rownan (7.457) redukuje si¢ do jednego tylko nieliniowego rownania na & = d/L:

ctgh(2B,EL) —csch(2B,EL) =

N 1 1
= —2ye 5L sech[BpL(i - Eﬂ + tgh{BpL(g - EH (7.458)

W pracy (Hart-Smith 1973b) analizowany byl jedynie przypadek symetrycz-
ny — za pomocg stosownych przeksztatcen znaleziono przyblizong wielkos¢ strefy

(7.457)
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deformacji plastycznej. Przyblizenie to obowiazuje jedynie dla zlaczy symetrycz-
nych o odpowiednio duzej dlugosci. Zatozenie o symetrii pozwala napisac:

Y1 (%) =Y (x) (7.459)

i w konsekwencji C, = C, oraz C, = C,. Jesli poczatek uktadu wspotrzednych przy-
jety zostanie w Ssrodku zlacza, warunek symetrii rozktadu napr¢zenia stycznego
w czesci srodkowej pozwala wyeliminowac¢ antysymetryczny sktadnik w (7.443)
i przyja¢ C, = 0. Pozostafe state catkowania C, C,, C, oraz nieznany zasigg strefy
deformacji plastycznej d = d, = d, wyznacza si¢ z uktadu rownan, jaki tworza:

e warunki brzegowe:

N, (x = Ej =0 (7.460)

e warunki zszycia:

nx=d)=yy(x=d)=v,

% _ % (7.461)
dx x=d dx x=d
e warunek nierozdzielnosci odksztalcen:
%:1 L_i (7.462)
dx t|2Eh Eh

Z pierwszego z warunkow (7.461) wyznaczamy statg C, co pozwala zapisac:

cosh(B,x)

“ oosh(B.d) (7.463)

Yu(X) =y

W raporcie Hart-Smitha, w celu uproszczenia obliczen w opisie rozkladu od-
ksztalcenia w strefie deformacji plastycznej, zamiast zmiennej niezaleznej x wpro-
wadzono zmienng & = x — d. Po podstawieniu & zamiast x wzér (7.446) nadal
opisuje rozwigzanie rownania (7.445). Przy takiej zamianie zmiennych drugi z wa-
runkow (7.461) mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:
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dvu dy

—B v tgh(B.d)=C,B =N
dx o BeYe g (Be ) 4Bp dx o
co daje nam:
C,= E—wetgh(ﬁem (7.464)

P

Zapisujac pierwszy z warunkow (7.461), tym razem dla y, wyznaczamy staly
catkowania C,, co pozwala ostatecznie napisac:

B:

H® =1, {B—zcosh(ﬁpaw b

2
—<tgh(B,d)sinh(B &) - B—; -1 (7.465)
B, By

Mozna teraz zapisa¢ pierwszy warunek brzegowy (7.460) oraz warunek nieroz-
dzielnosci odksztatcen, zapisany dla x =§ z wykorzystaniem statycznych warun-

koéw brzegowych (7.460):

Y, {%cosh[ﬁp (%—d])+§—;tgh(ﬁed)sinh(ﬁp (%—d}}—{%—l}] =Y,

(7.466)
ol 5} 0|
—<sinh ——d | |+ —*%tgh(B,d)cosh ——d|||=
veB,,[ B B, 5 B, gh(B.d) B, 5 Eht
Powyzszy uktad rownan mozna przepisa¢ w nastepujacej postaci:
C = Acoshd + Bsinhd
, (7.467)
D = Bcoshd+ Asinhd
gdzie:
5=P (é—d) A=ﬁ Bzgtgh(ﬁ d)
\2 B B,
Y, P Lt
Cc=124 _g -1, D=—_%8
ye Bp Ye BpElh’lt

Po wprowadzeniu oznaczenia Ayp =Y, v, oraz wykorzystaniu definicji wspot-
czynnikow [, i Bp dwie ostatnie stale mozna zapisa¢ w odmiennej postaci:
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A 2 T
Cz—yp +B—;’ Dz(ﬂj(m_l’) &
Ye B T, 2 )\ B,
Rozwigzanie liniowego uktadu réwnan (7.467) jest nastepujace:

coshﬁz%, sinhﬁz%

(7.468)
Funkcje hiperboliczne nie sg jednak niezalezne od siebie — sg zwigzane wzorem
na tzw. jedynke hiperboliczna:
cosh? 8 —sinh*§ =1
co pozwala napisac:
(AC = BD)* —(AD - BC)* = —(A* - B*)(B* — 4%)

Na drodze przeksztatcen algebraicznych powyzszy zwigzek mozna przeksztatcié
do nastepujacej postaci:

DX_C =R_ 42

Po podstawieniu wyrazen na state 4, B, C, D otrzymamy:

te | (BLY (B ) (&, B2 [P C(B)

_ave Fe™ Fe | | 12 Fe || Fe _| Fe

2 CT ] Ao ewoa] (5] oo
Po przeksztalceniach otrzymamy:

2 2 2
(T_J (B_Lj :tghz(Bed){B—” Aypj sl (7.470)
T 2 B Ye

e

e e

Jesli tylko dhugos¢ ztacza jest wystarczajaco duza, wtedy dla L — oo, rowniez
id — o, aw takim przypadku:

lim tgh”(B,d) =1

Jesli wykorzystamy ponadto definicje wspotczynnikow B i Bp, wtedy rowna-
nie (7.470) mozna przepisa¢ w postaci:

N =./16E ht G 2+§A 214Gy A 7.471
- 11 2Ye Z(Yp) eYe Yp ( )
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Kluczowe dla uzyskanego rezultatu jest spostrzezenie, ze calkowita praca napre-
zenia stycznego na odksztatceniu postaciowym dla skleiny, ktorej charakterystyka
mechaniczna opisana jest krzywa przedstawiong na rysunku 47, jest rowna:

Y
p G G

® = [ «(y)dy {fyi + () +GeveAvp} (7.472)
0

Mozemy zauwazy¢, ze maksymalna sila, jakg mozna obciazy¢ zlacze, tak aby
na krancach zlacza wystepowalo maksymalne dopuszczalne odksztalcenie Y,
i odpowiadajace mu naprezenie T, jest rowna:

N = J16E,h1® (7.473)

Mozna zatem sformutowa¢ wniosek, ze dla odpowiednio dlugich zlaczy o za-
danej geometrii elementéw laczonych i zadanej grubosci skleiny ich no$nos¢
nie zalezy od dlugosci zlgcza, a okreslona jest wylacznie przez charakterystyke
mechaniczna skleiny — co wigcej, szczegdétowy charakter biliniowego zwiazku kon-
stytutywnego nie ma tutaj znaczenia, bowiem wystarczajacq charakterystyka ma-
terialu jest samo tylko pole pod wykresem t — v, czyli calkowita praca napreze-
nia stycznego na odpowiadajacym mu odksztalceniu postaciowym (por. rys. 48).

Rys. 48. Biliniowe charakterystyki materialowe rownowazne
z punktu widzenia no$nosci ztacza

Warto$ciowym spostrzezeniem ptynagcym z powyzszego wniosku jest to, ze ana-
liza zlacza przy zalozeniu odpowiednio zdefiniowanej idealnie sprezystej — ide-
alnie plastycznej charakterystyki materialowej (schematyzacja Prandtla) moze
by¢ uwazana za réwnowazng (z punktu widzenia nos$nosci skleiny na $cinanie)
z analiza dowolnej zadanej charakterystyki biliniowej, np. wyznaczonej jako
aproksymacja charakterystyki nieliniowej. Praktyczne znaczenie tego spostrzezenia
wynika z faktu, ze analiza z wykorzystaniem schematyzacji Prandtla jest znacznie
latwiejsza.

Podobng do powyzszej analize wplywu biliniowej charakterystyki mechanicznej
materiatu skleiny na prace symetrycznego zlacza jednozaktadkowego modelowa-
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nego elementami pretowymi (czyli z pominigciem zginania elementéw laczonych)
przeprowadzono w pracy (Godzimirski 1988). Z uwagi na nieliniowos$¢ zagadnienia
réwniez 1 w tej pracy precyzyjne wyznaczenie zakresu strefy plastycznej wymagato
obliczen numerycznych.

Analize¢ wptywu nieliniowosci przeprowadzono odmiennie w pracy (Bigwood
i Crocombe 1990). Autorzy rozpatrywali belkowy model ztagcza, w ktorym defor-
macja skleiny opisana zostata w ramach deformacyjnej teorii plastycznosci. Takie
podejscie narzuca w konsekwencji na analiz¢ wszystkie ograniczenia charaktery-
styczne dla deformacyjnych teorii plastycznosci, czyli przede wszystkim wymog,
aby proces obcigzenia byt procesem proporcjonalnym i monotonicznym. Uzyskano
w ten sposob nieliniowy uktad ztozony z sze$ciu rownan rézniczkowych zwyczaj-
nych oraz jednego rownania algebraicznego, okreslajacego warunek plastycznosci.
W réwnaniach tych styczny modut Younga materiatu skleiny wyznaczany byt z wy-
korzystaniem zatozonego warunku plastycznosci. Rozpatrywano warunki Misesa
oraz Raghavy—Cadella zuwzglednieniem zar6wno $cinania, jak i rozrywania skleiny.
Z uwagi na te zatozenia uzyskany uktad rownan charakteryzuje si¢ nieliniowoscia.
Z tego wzgledu uzyskanie dla niego rozwigzania mozliwe jest tylko na drodze ana-
lizy numerycznej. Poniewaz jednak jest to uktad réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych, mozliwe jest zastosowanie standardowych metod aproksymacji pochodnych
ilorazami ré6znicowymi oraz catkowania rownan typu explicit (marching method)
lub implicit (direct method).

Alternatywa dla biliniowej schematyzacji charakterystyki mechanicznej skleiny
jest oczywiscie wykorzystanie bardziej ogélnego zwigzku nieliniowego. Pomocne
w tym zakresie moga si¢ okazac rezultaty zaprezentowane w rozdziale 6, w ktérym
wyprowadzono zwiazki konstytutywne migdzy naprezeniem stycznym a odksztat-
ceniem postaciowym w stanie prostego $cinania dla szeregu wybranych modeli
materiatow hipersprezystych. Zwigzki te mogg by¢ wykorzystane w wyprowadze-
niach rownan rzadzacych zagadnieniem $cinania ztgcza w ramach ktéregokolwiek
z modeli analitycznych przedstawionych w rozdziale 7. Przykladowo, zastosowanie
zwiazku konstytutywnego Yeoh w modelu Volkersena—de Bruyne’a wymaga zasta-
pienia rownan (7.2) 1 (7.3) zwiazkiem (6.62). W rezultacie otrzymuje si¢ nieliniowe
rownanie rézniczkowe na odksztatcenie postaciowe:

dy 2( 1 2 2 4
— S — C, +2C,y* +3C,y*) =0 7.474
> t{Elhl EthJY( 1 oY 3Y) ( )

Rozwiazanie tego rownania dane jest w postaci uwiklanej w nastepujacy sposob
(Polyanin i Zaitsev 2003):
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dy

J
\/2[ ! + 2 ] \/Cl+2(C1Y2+C2Y4+C3Y6)

1\ Eh  Eh

=c, X (7.475)

gdzie: ¢, c, sg stalymi catkowania. Catka nieoznaczona w powyzszym réwnaniu
jest calka eliptyczng z uwagi na zmienng y>. Poniewaz state materiatowe C,, C,, C,
mogg przyjmowa¢ rozne wielkosci, a ponadto stata catkowania ¢, wystepujgca
w funkcji podcatkowej, nie jest z gory znana, znalezienie analitycznego rozwigzania
rownania (7.474) w postaci zamknigtego wzoru nie jest w ogolnosci mozliwe z uwa-
gi na nieelementarny charakter funkcji danych catkami eliptycznymi. Latwo spo-
strzec, ze nawet dla najprostszego modelu analitycznego Volkersena, wykorzystu-
jacego najprostszy (wielomianowy) nieliniowy zwiazek konstytutywny, znalezienie
zamknigtego rozwigzania jest w ogolnym przypadku niemozliwe. Z tego wzgledu
konieczne jest zastosowanie metod numerycznych.

W sposob podobny do zaprezentowanego powyzej wptyw nieliniowosci zwigz-
ku konstytutywnego materiatu skleiny przeanalizowany zostat w pracy (Szeptynski
i Nowak 2021). Zamiast charakterystyki biliniowej rozwazano kwadratowy zwiazek
konstytutywny o ogdlnej postaci (por. rys. 49):

T
a Ga

2
v=f(1)= Gi + Ssgn(t)[ ] (7.476)

0,4

0,2

[-]

el

-04-02 0 02 04 06 08
Y=/

Rys. 49. Krzywe naprezenie-odksztatcenie dla kwadratowego zwiazku konstytutywnego
(Szeptynski i Nowak 2021)

Rozwazano zatem materialy, ktore wraz z postepujacym odksztalceniem wy-
kazujg efekt ,,oslabienia”, rozumiany jako spadek stycznego modulu sztyw-
nosci (dla & > 0), lub efekt ,,wzmocnienia”, rozumiany jako wzrost stycznego mo-
dulu sztywnosci (dla & < 0). Zwiazek (7.476) moze by¢ uwazany za aproksymacje
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drugiego stopnia dowolnego przebiegu naprezenie — odksztatcenie. Wspotczynniki
tej aproksymacji mozna wyznaczy¢ na podstawie pomiaru doswiadczalnego:
e styczny poczatkowy modut Kirchhoffa:

e e ]
PIREA DI E DI I

e bezwymiarowy parametr nieliniowosci:

|ZLr e R R [ E e

5=G" . (7.478)
DIRGREIDINCNE DI

Przyjmujac za punkt wyjscia model zaproponowany w pracy (Tsai i in. 1998)
1 wykorzystujagc zaproponowany nieliniowy zwigzek konstytutywny dla materialu
skleiny, wyprowadzono nastepujace rownanie rzadzace zagadnieniem $cinania zla-
cza zaktadkowego:

(7.477)

P

T

2 -1

gdzie:

TO:—GG 16,1, , a:l£t2+£hl, B=2sgn(r)5£2hf
2sgn(1)8\ 3 G h 36 G G

a a

Rozwigzanie powyzszego nieliniowego, niejednorodnego rownania roznicz-
kowego mozna zapisa¢ w postaci niejawnej (uwiktanej) jako funkcje t(x), spetnia-
jaca ponizszg zaleznos¢:

J- A+ Bt
JD, +C(347° +2B7)

dr=+x+D, (7.480)

gdzie:

B 2hsgn(T)d C- 1

A= =

b

t h
_— + —_—,
3G G, G’ 3tE

zas D, D, sa statymi calkowania. W pracy (Szeptynski i Nowak 2021) pokazano,
ze catke po lewej stronie rownania (7.480) mozna zapisa¢ jako kombinacje¢ liniowa
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catki eliptycznej pierwszego rodzaju i catki eliptycznej drugiego rodzaju w postaci
Weierstralla. Nalezy si¢ zatem spodziewac, ze nawet dla prostej, wielomianowej po-
staci nieliniowego zwiazku konstytutywnego nie jest mozliwe wyrazenie funkcji t(x)
w postaci skonczonej liczby funkcji elementarnych. Przeprowadzono wigc analize
numeryczng, rozwigzujac rownanie (7.479) za pomoca metody strzatow, w ktorej
zagadnienie poczatkowe rozwigzywane byto algorytmem Rungego—Kutty czwarte-
go rzedu, sam za$ proces strzatldw sterowany byt gradientowa metoda najszybszego
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1,4
1,2

1

e 08
0,6
0,4

0,2

0
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

-

Rys. 50. Rozktad naprezenia wzglednego na dlugosci ztacza — cienka warstwa podatnej skleiny,
duze obciazenie (Szeptynski i Nowak 2021)
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Rys. 51. Rozktad napr¢zenia wzglednego na dlugosci zlacza — gruba warstwa podatnej skleiny,
duze obciazenie (Szeptynski i Nowak 2021)
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spadku, w ktorej zmiennymi decyzyjnymi byly wartosci poczatkowe funkcji niewia-
domej i jej pochodnej, gradient za§ aproksymowany byl centralnym schematem réz-
nic skonczonych. Rozwigzan numerycznych poszukiwano dla sze$ciu klas przypad-
koéw, zaleznych od sztywnosci materiatu skleiny, grubosci warstwy adhezyjnej oraz
wielkosci obcigzenia. Ten ostatni czynnik konieczny byt do uwzglgdnienia wiasnie
z uwagi na nieliniowos$¢ zagadnienia, wobec ktorego niedopuszczalne jest stosowa-
nie zasady superpozycji i skalowanie rozwigzan odpowiednio do wielko$ci parame-
tru obcigzenia. Wyniki analizy numerycznej zilustrowano na wykresach rozktadu
wzglednego napregzenia stycznego, bedacego funkcja wspotrzednej bezwymiarowe;
&=x/L (rys. 50-51).

Uzyskane wyniki sugeruja, ze w materialach wykazujacych ,,ostabienie” (w sen-
sie wskazanym uprzednio) rozklad napr¢zenia stycznego bytby bardziej nierdwno-
mierny niz w materiatach liniowych, przy czym zjawisko to byloby wyrazniej za-
uwazalne dla sklein cienkich. W tym miejscu nalezy jednak zaznaczy¢, ze powyzsze
whnioski nalezy traktowa¢ z duza ostroznoscia, bowiem skonfrontowane z rezulta-
tami doktadniejszych analiz moga okaza¢ si¢ niepoprawne z uwagi na prostote roz-
wazanego modelu analitycznego.

Analiz¢ numeryczng rownania (7.479) uzupetniono o symulacje MES, w ktorych
analizowano dwuwymiarowy model ztgcza zaktadkowego w programie Abaqus/

a) 3,0 ; ; i i b) 1,4 ; ; : g
—&— teoria, § =0 —S— teoria, §=0
—— teoria, 6=2,0 —=— teoria, =5,0
—% MES, =0 1,2 —i—=— MES, =0
&8 —— MES, 5=2,0 i MES, 5 = 5,0
1,0
2,0
0,8
el & 1,5 ol ¥
g S
0,6
1,0 -
0,4
05 0,2 ]
0 1 1 1 1 0 1 1 1 L
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
— _x

Rys. 52. Rozktad napr¢zenia wzglednego na dlugosci ztacza: a) cienka warstwa podatnej skleiny;
b) gruba warstwa podatnej skleiny (Szeptynski i Nowak 2021)
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Explicit. Zwigzek konstytutywny (7.476) zostat uogolniony na przypadek zagadnie-
nia tréjwymiarowego przy zalozeniu nie$cisliwosci materiatu, a nastepnie zaimple-
mentowany za pomocg subrutyny VUMAT. Wyniki symulacji MES przedstawiono
na rysunku 52.

Whioski ptynace z przeprowadzonej analizy sg nastepujace:

e Nalezy stwierdzi¢, ze wplyw nieliniowoS$ci charakterystyki materialowej
skleiny na rozklad naprezenia stycznego w zlaczu jest stosunkowo nie-
wielki. Analiza numeryczna réwnania (7.479) wskazuje, ze zmiana wielkosci
maksymalnego naprezenia stycznego, spowodowana uwzglednieniem nieli-
niowos$ci charakterystyki mechanicznej, nie przekracza kilkunastu procent
dla sklein cienkich i materialéw o silnej nieliniowosci. Dla sklein grubych
i materiatow, ktorych charakterystyka niewiele odbiega od liniowej, réznice
nie przekraczaja kilku procent. Rowniez w pracy (Godzimirski 1988) analiza
biliniowego zwigzku konstytutywnego wskazywata na przyrost wartosci na-
prezenia maksymalnego o nie wigcej niz kilkanascie procent. Sa to oszaco-
wania teoretyczne. Szczegolowa analiza numeryczna MES wskazuje jednak,
iz rzeczywisty wplyw nieliniowos$ci zwiazku konstytutywnego moze by¢
znacznie mniejszy i moze by¢ calkowicie zdominowany przez efekty brze-
gowe. Dotyczy to przede wszystkim sklein grubych, w przypadku ktérych
efekty brzegowe maja wigkszy zasigg.

e Dla materialow wykazujacych silniejsze ostabienie (czyli cechujacych
si¢ wickszymi dodatnimi warto$ciami bezwymiarowego parametru nielinio-
wosci) rozklad naprezenia stycznego na dlugosci ztacza byl bardziej nie-
réwnomierny niz w przypadku materiatow liniowych. Nieliniowo$¢ zwigzku
konstytutywnego ma zatem podobny wptyw na rozktad napr¢zenia jak zwigk-
szenie sztywno$ci lub pocienienie skleiny.

e Wplyw nieliniowos$ci charakterystyki materiatowej skleiny jest wyrazniej
widoczny dla zlaczy pod duzym obciazeniem — jest to oczywiste wobec
faktu, ze w zakresie dostatecznie matych odksztatcen nieliniowa czgs$¢ zwiaz-
ku konstytutywnego jest pomijalnie mata w stosunku do cze¢$ci liniowe;.

e Wplyw nieliniowosci charakterystyki materiatowej skleiny daje sie wyraz-
niej zaobserwowa¢ dla sklein cienkich.

7.9. Wplyw nieliniowosci charakterystyki mechanicznej
elementéow laczonych

Zagadnieniem jako$ciowo pokrewnym do problemu oméwionego w poprzednim
podrozdziale jest zbadanie wplywu nieliniowosci charakterystyki mechanicznej ma-
terialow, z ktorych wykonane sg elementy tgczone — chodzi tu przede wszystkim
o zagadnienie uplastycznienia elementu przy jego obcigzeniu osiowym, niemniej
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wyniki ponizszych analiz moga by¢ wykorzystane do przyblizonego opisu wszyst-
kich materiatow, ktére mozna charakteryzowaé za pomoca biliniowego zwiazku
konstytutywnego. W dalszej czgsci tego podrozdziatu postugiwac si¢ bedziemy ter-
minologia dotyczaca procesow deformacji sprezysto-plastycznej. W artykule (Go-
dzimirski 1988) analizowano wptyw biliniowej charakterystyki mechanicznej za-
rowno skleiny, jak i elementdéw taczonych, przy czym czynniki te analizowane byty
oddzielnie. Autor rozwazal niesymetryczne zlacze jednozaktadkowe, stosujac bel-
kowy model elementéw taczonych, czyli $wiadomie pomijajac ich zginanie. Wsrod
dwoch elementow taczonych wyrdzniono element bardziej podatny o grubosci
h, < h,. Ten wlasnie element podlega¢ bedzie uplastycznieniu.

\
|
|
|
1
I
1
I
I
1
|
|
|
I
I

7

PN N I U U U U

Rys. 53. Belkowy model niesymetrycznego ztacza jednozaktadkowego —
roéwnowaga sit wewnetrznych

Réwnania rownowagi sil wewnetrznych przyjmuja postaé (por. rys. 53):

%+r=0

(7.481)
%—TzO
dx

Tak jak w pozostatych czesciach tego opracowania wielkosci N,, N, o wymiarze
N/m oznaczaja gestosci sit osiowych na jednostke szerokosci przekroju poprzeczne-
go elementdéw taczonych. Zaklada sig, ze skleina znajduje si¢ w stanie prostego
Scinania, zatem:
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y=—"2—1 (7.482)

Po zrézniczkowaniu powyzszego wyrazenia mozemy wykorzysta¢ zwiazki ki-
nematyczne dla elementéw laczonych — zaktadamy, ze znajduja si¢ one w stanie
jednoosiowym. Mamy zatem:

dy 1/du, du | 1
S R T 7.483
dx t[dx g |~ e Al (7.483)

Zapiszmy teraz zwigzki konstytutywne:
e material stabszego elementu laczonego (por. rys. 54):

o M o g <l N
E., E, '"TE, E_h
g =4 © " " e e (7.484)
G =% O MizNo N o 00 N
El,p El,e El,phl El,eh] le El,ehl
e material mocniejszego elementu laczonego:
g, =%V (7.485)
E2 E2h2
e material skleiny:
=Gy (7.486)
c A
Coq--- arctg(E, )
| :
I
L1 arctg(E,)
>
€, €

Rys. 54. Biliniowa charakterystyka materialu stabszego elementu

Podstawienie powyzszych zwigzkoéw do réwnania (7.483) pozwala nam zapisa¢
réwnania rzadzace zagadnieniem w dwoch podobszarach:
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e w obszarze deformacji sprezystej:

N. N,
dTe :E 2.e _ le (7.487)
dx 1| Eyh Eh
e w obszarze deformacji plastycznej elementu stabszego:
4 G\ Moy My~ Mo Ny (7.488)
dx t| Eh, E h E h

gdzie: N, (x) oraz N, (x) sg funkcjami okreslajacymi rozktad sit wewngtrznych
w obszarze deformacji sprezystej; a Nl’p (x) oraz Nz’p (x) odnoszg si¢ do obszaru de-
formacji sprezysto-plastycznej elementu stabszego. Warunek rownowagi sit wew-
netrznych 1 zewngtrznych:

Ni(x)+ N, (x)=N (7.489)

obowigzujacy w analogicznej postaci w kazdym z wyr6znionych podobszarow,
umozliwia wyrugowanie z rownan (7.487) i (7.488) niewiadomej N,:

N-N,, N
d'fe :E Le le (7490)
dc 1| Eh  ELh
d, _GIN-N, N,=No_ N, (7.491)
dr 1| Eh E,h  Eh

Zrézniczkowanie pierwszego z rownan rownowagi (7.481) pozwala wyrazi¢ lewa
strong powyzszych rbwnan za pomocg pochodnej poszukiwanej sity osiowej N

dle e G N - Nl e Nl e
S =—— ——— (7.492)
dx t| E)h, E
2
d°n,, :_E N-N,, _NLP—NO N (7.493)
dx® t| E,h, E b E_h
Powyzsze réwnania mozna przepisa¢ w nastepujacy sposob:
dle,e 2
e BN =1, (7.494)
&N,
—BIN,, =1, (7.495)
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gdzie:

_6f 1 1 G 1 1
B@‘\/r(El,eszhJ’ B”‘\/t[El,pfﬁEzhz]

G| N G|l N N[ 1 1
fo=— N ] — - —
1| E,h, t| Ehy, W\ E, E

Lp l,e

Rownania (7.494) i (7.495) to niejednorodne liniowe réwnania roézniczkowe
zwyczajne drugiego rzedu o stalych wspdtczynnikach. Ich rozwigzania ogblne maja
postac:

Ny, (x) = 4 cosh(B,x) + 4, sinh(B,x) + 4, (7.496)

N, ,(x)= B, cosh(B,x) + B, sinh(B,x) + B, (7.497)

State 4,, B,, stanowigce CSRN, wyznaczamy z koniecznosci spetnienia row-
nan (7.496) i (7.497). Stale calkowania 4, 4,, B, B, wyznacza si¢ z ponizszych
warunkow:

e warunki brzegowe:

Ny =N 7.498
Nl,e (L) = 0 ( ' )

e warunek zszycia:
N, (d) =N, (d)=N, (7.499)

Ostatecznie otrzymujemy:

_ N, B sinh(B,L) — £,[sinh(B,L) —sinh(B,d)]

Al 2 .
B, sinh[B, (L —d)]

N, B2 cosh(B,L) — f.[cosh(B,L) - cosh(B,d)] /,
A, =— , A, =2

B sinh[B, (L —d)] B
gon-to g Bl NooshB,d)l /01— cosh(p,d)]
B, B, sinh[B d]
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Ostatnig niewiadoma, ktora nalezy wyznaczy¢, jest d — zasigg strefy deformacji
plastycznej. Oblicza si¢ go z warunku zszycia dla rozkladu napre¢zenia stycznego
w skleinie, ktory wyznacza si¢ z wykorzystaniem powyzszych rozwigzan zgodnie
z rownaniami réwnowagi (7.481):

Wd)=1d") = Wyl _ N,
drx | dx

x=d

(7.500)

x=d
Powyzsze rownanie mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:
B[4 sinh(B,d) + A4, cosh(B,d)] = [ B, sinh(B,d) + B, cosh(B ,d)] (7.501)

Podobnie jak w przypadku analizy wptywu nieliniowos$ci charakterystyki mecha-
nicznej materiatu skleiny rowniez w tym przypadku uzyskanie zamknigtego rozwia-
zania analitycznego wymaga rozwigzania nieliniowego réwnania algebraicznego
—w przypadku ogélnym konieczne okazuje si¢ zastosowanie metod numerycznych.

7.10. Uwzglednienie zjawisk termolepkosprezystych

We wstepnych rozdziatach niniejszej monografii wielokrotnie podkre§lano ograni-
czenia plynace z postugiwania si¢ modelami sprezystymi. Wskazano, ze wigkszos¢
zagadnien praktyki projektowej dotyczy zltaczy klejowych pracujacych w warun-
kach temperatury, podlegajacych jedynie nieznacznym wahaniom i obcigzonych
W sposob quasi-statyczny, co uzasadnia stosowanie modeli sprezystych. Istniejg
jednak wazne zjawiska, wobec ktérych podejscie takie bytoby zbyt daleko idgcym
uproszczeniem — mozna wymienic tu cho¢by zlacza w uktadach:

e podlegajacych wysokoczestotliwosciowym drganiom — elementy maszyn,

konstrukcje podlegajace wymuszeniom sejsmicznym lub parasejsmicznym,

e obcigzonych udarowo — projektowanie pojazdow na wypadek zderzenia,

przemyst zbrojeniowy,

e podlegajacych zjawiskom reologicznym wskutek dlugotrwalego uzytko-

wania,

e uzytkowanych w silnie zmiennych warunkach termicznych — dobowe

i roczne wahania temperatury powietrza w przypadku nieizolowanych zla-
czy pracujacych w srodowisku zewnetrznym, warunki pozarowe.

We wszystkich tych przypadkach konieczne staje si¢ uwzglednienie specyfi-
ki termolepkosprezystych zwigzkow konstytutywnych. W przypadku ogdélnym
uwzglednienie termolepkosprezystosci w sposob $cisty wymaga odpowiedniego
matematycznego sformutowania zagadnienia, jednakze struktura zwigzkéw konsty-
tutywnych termolepkospre¢zystosci, bedacych zlozonymi zwigzkami rézniczkowo-
-catkowymi, sprawia, ze uzyskanie rozwigzan analitycznych jest niemozliwe badz



217

mozliwe jedynie dla zagadnien niezwykle uproszczonych, co pociaga za soba zni-
koma warto$¢ uzytkowa tak uzyskanych rozwigzan.

Matematyczna struktura zagadnienia liniowej termolepkosprezystosci dla ma-
teriatu jednorodnego i izotropowego jest nastepujaca (Christensen 1982):

e rownania ruchu:

G;.; + b = pi; (7.502)
e zwiazki kinematyczne:
1
Sz'j = E(ui’j + uj,i) (7503)
e zwiazKki konstytutywne:
t
55 = j G(t - 1,0)¢, (v)dt (7.504)
t . t .
Gy = j K(t-1,009(t)dt -3 j (0,7 — 1)8(1)dt (7.505)

e rownanie przeplywu ciepla:

W+k0, T, % j ot —1,0)9(t)dt + j m(t—1,000(t)dt |=0  (7.506)

—00

e warunki poczatkowe:

u,(x,,) = u” (x) — potozenie poczatkowe
u,(X,1)) = vl.(o) (x) — predkos¢ poczatkowa (7.507)
0(x,7)) =T,(x) —temperatura poczatkowa

e kinematyczne warunki brzegowe:
u(x,t)=u,(x,f) dla xeS, — ustalone przemieszczenia (7.508)
e statyczne warunki brzegowe:

q,(x,1)=0;(x,1)-n;(x) dla xeS, — obciazenie brzegowe  (7.509)



218

e termiczne warunki brzegowe:

0(x,1) = é(x, 1) — ustalona temperatura
k(©;n;)= (/I\)(X,t) — ustalony strumien ciepta (7.510)
k(©,n)+h6= ‘i’(x,t) — konwekeyjny warunek brzegowy

gdzie:

sktadowe wektora przemieszczenia,

— sktadowe tensora odksztalcenia,

sktadowe dewiatora tensora odksztalcenia,

sktadowe tensora napre¢zenia,

sktadowe dewiatora tensora naprezenia,

odksztalcenie objetosciowe,

— temperatura,

temperatura poczatkowa,

— sktadowe wektora przemieszczenia poczatkowego,

— skladowe wektora predkosci poczatkowej,

— sktadowe wektora zewngtrznych sit powierzchniowych,
sktadowe wektora zewnetrznych sit objetosciowych,

— gestose,

— funkcja relaksacji zwigzana z deformacja postaciows,
— funkcja relaksacji zwigzana z deformacjg objgtosciowa,
funkcja relaksacji zwigzana z rozszerzalnoscig termiczna,
— funkcja relaksacji zwigzana z cieptem witasciwym,

— wspotczynnik przewodzenia ciepta,

— wspotczynnik przenikania ciepta,

— predkos¢ gestosci objetosciowej zrodta ciepla.

Nietrudno przekonac si¢, ze poszukiwanie analitycznych rozwigzan dla rze-
czywistych zagadnien inzynierskich w ramach przedstawionego powyzej modelu
obliczeniowego jest zadaniem niemalze z gory skazanym na porazke. Nalezy przy
tym zwréci¢ uwage na dwie cechy powyzszego sformutowania. Po pierwsze, jest to
uktad liniowy. Uwzglednienie nieliniowej charakterystyki materiatowej, co w przy-
padku duzych odksztalcen sklein polimerowych wydaje si¢ by¢ konieczno$cia,
istotnie komplikuje matematyczne sformutowanie problemu. Jedynym uniwersal-
nym podejsciem, umozliwiajagcym w praktyce znalezienie rozwigzan nieliniowych
zagadnien termolepkosprezystosci, jest podejscie przyrostowe, wykorzystywane
W numerycznym rozwigzywaniu zagadnien nieliniowych (zarowno geometrycznie,
jak i fizycznie) mechaniki osrodka cigglego.

Kolejng cecha powyzszego sformutowania, ktora czyni je do pewnego stopnia
bezuzytecznym, jest fakt, ze rbwnania rzadzace powyzszym zagadnieniem zostaly
wyprowadzone przy zatozeniu, ze stale materialowe, opisujace ggstos¢, sztywnosc,
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rozszerzalno$¢ termiczng, ciepto wilasciwe i przewodzenie ciepla, sa niezalezne
od temperatury.

Jeszcze jedng trudno$¢, jaka wigze si¢ z wykorzystaniem przedstawionego powy-
zej modelu obliczeniowego, przedstawia okreslenie interakeji miedzy elementami
skladowymi ukladu zlozonego (kompozytu). Powyzsze sformutowanie dotyczy
bowiem jednego tylko, jednorodnego i izotropowego komponentu. Warunki zgod-
no$ci przemieszczen, rOwnowagi sit wewnetrznych, ciagtosci rozktadu temperatury
i robwnosci strumieni ciepla na interfejsie pomigdzy komponentami kompozytu sta-
ja si¢ wzajemnie sprzezonymi warunkami brzegowymi dla kazdej z jednorodnych
poddziedzin zagadnienia.

Tak postawione zagadnienie daje si¢ z reguly rozwigza¢ niemal wytacznie meto-
dami numerycznymi. Warto zauwazy¢, ze w modelach numerycznych mozliwe jest
rowniez uwzglednienie zarbwno zaleznos$ci statych materiatowych od temperatury,
jak rowniez np. efektu Mullinsa (Ogden i Roxburgh 1999).

Jesli ograniczymy nasze rozwazania do zagadnief samej tylko lepkosprezystosci,
pomijajac efekty termiczne (np. przez zatozenie, ze deformacja przebiega w wa-
runkach ustalonej temperatury), mozemy skorzysta¢ z jednej z najskuteczniejszych
metod wyznaczania rozwigzan zagadnien lepkosprezystych, jakim jest twierdzenie
o analogii sprezysto-lepkosprezystej. Szczegdtowe wyprowadzenie tego twierdze-
nia mozna znalez¢ np. w pracy (Bodnar i in. 2006). Mozna spotka¢ dwa brzmienia
tego twierdzenia, z ktorych jedno dotyczy szczegélnego przypadku, przewidzianego
rowniez w bardziej ogdlnej wersji twierdzenia.

Bardziej ogdlne twierdzenie brzmi nast¢pujaco:

W ciele liniowo-lepkosprezystym, w ktorym reologiczny wspotczynnik Poissona
nie zalezy od wieku materiatu, rozktad naprezenia jest staty w czasie, zas rozktad
przemieszczenia wyznacza sie analogicznie jak dla ciata liniowo-sprezystego, przy
czym silty masowe oraz warunki brzegowe okreslone dla zagadnienia sprezystego
sq stosownymi transformacjami odpowiednich wielkosci z zagadnienia lepkospre-
zystego.

Wariant bardziej szczegdtowy, czgséciej przytaczany w literaturze, ma brzmienie:

Dla niestarzejgcego si¢ ciata liniowo-lepkosprezystego rozwigzanie zagadnienia
liniowej teorii lepkosprezystosci wymaga rozwigzania analogicznego zagadnienia
liniowej teorii sprezystosci, w ktorym niewiadomymi sq transformaty Laplace’a nie-
wiadomych z zagadnienia lepkosprezZystego, a takze znalezienia retransformat.

Zastosowanie analogii sprezysto-lepkosprezystej w przypadku materiatow nie-
jednorodnych i kompozytdéw omoéwione zostato np. w pracach (Hashin 1965; Scha-
pery 1967). Zasadniczo mozna stwierdzi¢, ze zalezne od czasu operatory catkowe
wystepuja w sformutowaniu zagadnienia brzegowego dla kompozytu wylacznie
w zwigzkach konstytutywnych teorii dziedziczenia — nie wystepuja natomiast w wa-
runkach zszycia na interfejsie miedzy fazami kompozytu, a zatem w jedynych row-
naniach, ktérych problem deformacji kompozytu r6zni si¢ od problemu postawio-
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nego dla materiatu jednorodnego. Oznacza to, ze analogi¢ sprezysto-lepkosprezysta
mozna stosowa¢ dla uktadéw wielofazowych bez zadnych modyfikacji, jednakze
pod warunkiem, ze strefa kontaktu miedzy elementami skladowymi kompozytu
jest stala w czasie. W przypadku, w ktorym ksztatt lub rozmiar interfejsu sg zmien-
ne w czasie (jak np. w przypadku zagadnien indentacji), transformacja Laplace’a
warunkow zszycia musi uwzglednia¢ t¢ zalezno$¢ od czasu i tym samym analo-
giczne zagadnienie sprezyste ma catkiem odmienne sformutowanie w stosunku do
wyjsciowego zagadnienia lepkosprezystego.

Zagadnienie upraszcza sig, jezeli istnieje mozliwo$¢ zastgpienia warunkow inte-
rakcji na styku komponentéw kompozytu niezaleznymi od deformacji i czasu wa-
runkami brzegowymi. Podejscie takie jest dopuszczalne jako rozwigzanie przybli-
zone, np. w przypadku gdy sztywno$¢ i czasy relaksacji materialow sktadowych
kompozytu sg istotnie rézne. Taka sytuacja moze zaj$¢ wtasnie dla podatnych sklein
polimerowych, taczacych tradycyjne materiaty konstrukcyjne, takie jak beton czy
stal, a nawet drewno. Podatno$¢ skleiny sprawia, ze reologiczne zmiany rozktadu
naprezenia i odksztalcenia w skleinie nie wptywajg istotnie na warunki zszycia
na interfejsie komponentow, za$ istotnie krotszy czas relaksacji skleiny pozwala na
zatozenie, ze warunki interakcji s3 w przyblizeniu niezaleznymi od czasu warun-
kami brzegowymi dla materiatlu skleiny. Nalezy jednak mie¢ swiadomos¢, ze takie
podejscie jest zaledwie przyblizeniem rzeczywistej odpowiedzi uktadu kompozy-
towego na zadane wymuszenie, a oszacowanie popetnianego przy takim podejsciu
btedu jest trudne.

Istotnym ograniczeniem stosowalnos$ci analogii spr¢zysto-lepkosprezystej jest
fakt, ze dotyczy ona wylacznie cial o liniowej charakterystyce fizycznej. Jesli
zatem wielkosc¢ obciagzenia lub deformacji wchodzi w zakres, w ktérym zwiazki kon-
stytutywne istotnie odbiegaja od zwiazkéw liniowych, stosowanie tej analogii nie
jest uprawnione.

Jednym z czesto wykorzystywanych sposobow uwzglednienia wplywu tempera-
tury na odpowiedz mechaniczng uktadu jest wykorzystanie tzw. zasady superpozy-
cji wplywu temperatury i czasu, zgodnie z ktora, jesli znany jest przebieg zmien-
nosci pewnej wielko$ci fizycznej O w czasie dla réznych temperatur (wsrdd ktorych
wyrézniamy jedng temperatur¢ odniesienia 0,), wtedy wielkoS¢ te dla pewnej tem-
peratury 0 i pewnej chwili £ mozna wyznaczy¢ jako rowng wielkosci odpowiadajace;j
temperaturze odniesienia i innej, przesunigtej, chwili czasu (rys. 55):

0(8,1) =0(6,,ar?) (7.511)

gdzie: a, to wspolczynnik przesunigcia w czasie. Do wyznaczenia wartosci tego
wspotczynnika stosuje si¢ najczesciej model Williama—Landela—Ferry’ego (WLF)
(Williams 1 in. 1955), zgodnie z ktorym:
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¢ (0-6,)

00, (7.512)

logy(a;)=-

gdzie: C, i C, sg stalymi, co do ktorych postuluje sig, ze sg charakterystyczne dla
danego materiatu.

0(6,1) = 0(6y,a;1) -

Rys. 55. Zasada superpozycji wptywu temperatury i czasu — model
Williama-Landela—Ferry’ego

Z rozwazan przedstawionych w niniejszym podrozdziale wylania si¢ stosun-
kowo prosty schemat postgpowania w uproszczonej probie uwzglednienia lepko-
sprezystej charakterystyki materialowej sklein: na podstawie twierdzenia o analogii
sprezysto-lepkosprezystej mozna przyjac, ze rozklad naprezenia w skleinie jest staty
w czasie, rozktad przemieszczenia za$ zmienia si¢ w czasie, odpowiednio do wtas-
nosci reologicznych materiatu. Zmienno$¢ przemieszczenia w czasie uwzglednic¢
mozna przez zastosowanie stosownej funkcji petzania ¢, za pomoca ktorej wyzna-
czy¢ mozna efektywng sztywno$¢ uktadu k_; na podstawie jego sztywnosci doraz-
nej k,, zgodnie z wzorem:

k
k(=170 d(; D (7.513)

W najbardziej uproszczonym podejs$ciu posta¢ funkcji petzania mozna zatozy¢
tak jak dla modelu standardowego:

gt
o) = (k—o—lj[l —e fot (7.514)

k

00

gdzie: k jest sztywnoscig ukfadu po catkowitej relaksacji; a ¢ jest funkcjg czasu
relaksacji. Mozna rowniez wykorzysta¢ bardziej ogoélne modele — w pracy (Sahellie
i Pasternak 2015b) przedstawiono modelowanie pelzania w zlaczu dwuzaktadko-
wym z wykorzystaniem reologicznego modelu Burgersa oraz uproszczonego wzoru
Findleya. Nalezy przy tym pamictac, ze analogia sprezysto-lepkosprezysta obowia-
zuje jedynie dla uktadow liniowych.
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Wplyw temperatury jest uwzgledniany nastepnie za pomocg superpozycji wpty-
wu czasu i temperatury, zgodnie z modelem WLF. Aby wyznaczy¢ przemieszcze-
nie u (¢, 0(¢)) (lub rownowaznie warto$¢ funkcji petzania) w pewnej chwili ¢, po pro-
cesie obcigzenia w zmiennych warunkach temperatury 0 (¢) nalezy wyznaczy¢ czas
zastgpezy ¢, dla ktorego warto$¢ przemieszcezenia po procesie obcigzenia w warun-
kach stalej temperatury 0 odniesienia bedzie identyczna z poszukiwang wartoscig:

u(t,0())=u(t,,0,) (7.515)

Czas zastgpczy wyznaczany jest jako suma obliczanych na podstawie mode-
lu WLF czasow, w ktérych temperatura byta ustalona:

C(6-6,)

N _
ty= | At -10 @O (7.516)
i=1

W podejsciu tym konieczna jest znajomo$¢ wspdtezynnikow C, C, w mode-
lu WLF.

Nalezy podkresli¢, ze na zakres stosowalno$ci zaprezentowanego powyzej po-
dejscia narzucone sg pewne ograniczenia, z ktérych najwazniejsze wymieniono
ponizej:

e Podejscie to mozna stosowac do ukladéow jednorodnych lub takich, w kté-
rych udzial jednego ze skladnikow kompozytu jest pomijalnie maly. War-
to zauwazy¢, ze podobne podejscie stosowane jest w zalaczniku B normy
PN-EN 1992-1-1, okreslajacej zasady uwzgledniania zjawisk reologicznych
w konstrukcjach zelbetowych. W przypadku innych uktadow kompozyto-
wych nalezy zapewni¢ warunki, w ktérych zmiany reologiczne w jednym
skladniku kompozytu nie wplywaja istotnie na warunki interakcji miedzy
komponentami (przemieszczenia na interfejsie, napre¢zenia kontaktowe). Sy-
tuacja taka wystepuje np. w przypadku, gdy wlasnosci sprezyste (sztywnosc)
i lepkosprezyste (czas relaksacji) potaczonych sktadnikéw istotnie si¢ r6znia.

e Czynniki wymuszajace — temperatura i obcigzenie — musza zmieniaé si¢
odpowiednio wolno, przy czym w trakcie zmiany jednego z nich drugi
powinien by¢ w przyblizeniu staly w czasie. Oznacza to, ze w trakcie pro-
cesu obcigzenia mechanicznego temperatura powinna by¢ stata, a sam proces
powinien przebiegaé quasi-statycznie, tak aby pomina¢ udziat zjawisk dyna-
micznych i natychmiastowa odpowiedz lepka materiatu. W trakcie procesu
wymuszenia termicznego (zmiany temperatury) obcigzenie mechaniczne po-
winno by¢ state, a sam proces powinien przebiegac na tyle wolno, aby w ma-
teriale nie doszto do zlokalizowanego przeptywu ciepta i niejednorodnego
rozktadu temperatury oraz aby deformacja wskutek oddzialywania termiczne-
go miala charakter procesu quasi-statycznego.
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e Zakres zmiennoS$ci wielko$ci naprezenia i odksztalcenia powinien zawie-
raé si¢ w obszarze w przybliZzeniu liniowej charakterystyki mechanicznej
materialu.

Przedstawiony powyzej schemat postepowania zaktada, ze kompozyt (zwlasz-
cza za$ skleina) jest liniowo-lepkosprezysty. Tylko w takim przypadku mozliwe jest
stosowanie analogii sprezysto-lepkosprezystej. Nalezy jednak mie¢ na uwadze fakt,
ze wiele doswiadczen wskazuje, iz niektore kleje moga mie¢ nieliniowa charak-
terystyke mechaniczng. Dla wigkszych poziomdéw obcigzenia petzanie w skleinie
moze mie¢ charakter staty lub po pewnym czasie ustawa¢ (Piekarczyk 2023).

7.11. Porownanie wybranych modeli analitycznych

Podsumowujac tres¢ poprzednich podrozdziatow, w ktoérych omawiane byty przy-
ktadowe modele analityczne zlgczy $cinanych, mozna sformutowaé nastgpujace
spostrzezenia i wnioski:

e W modelach zlaczy dwuzakladkowych z reguly rozwaza si¢ zlacza sy-
metryczne wzgledem plaszczyzny s$rodkowej srodkowego elementu zia-
cza. Z uwagi na t¢ ceche symetrii elementy taczone nie podlegaja zginaniu
i mozliwe jest opisywanie uktadow tego rodzaju modelami pretowymi — sg
to modele zasadniczo prostsze od modeli belkowych i dwuwymiarowych.
Réwnanie rzadzace rozkladem naprezen stycznych w skleinie jest jed-
norodnym réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu, podczas gdy réw-
nanie na rozklad naprezenia odrywajacego jest rOwnaniem czwartego
rzedu, niesprzezonym z rownaniem na napre¢zenie styczne (Volkersen 1938;
de Bruyne 1944; Hart-Smith 1973b; Tsai i in. 1998).

e Modele zlaczy jednozakladkowych musza uwzglednia¢ deformacje gigtng
elementow, co wymaga zastosowania modeli belkowych lub modeli dwuwy-
miarowych. W zaleznosci od zatozen modelu uzyskane uktady rownan rza-
dzacych zagadnieniem rdznig si¢ migdzy soba, w wielu przypadkach jednak
matematyczna struktura zagadnienia jest podobna — otrzymuje si¢ jednorod-
ny uklad dwéch sprzezonych rownan rézniczkowych. Jest to uklad rzedu
trzeciego z uwagi na rozklad naprezen stycznych oraz rzedu czwartego
lub széstego z uwagi na rozklad naprezenia odrywajacego. ZaloZenie sy-
metrii zlagcza skutkuje rozprzegnieciem ukladu (Goland i Reissner 1944;
Hart-Smith 1973a; Ojalvo i Eidinoff 1978; Delale i in. 1980; Bigwood i Cro-
combe 1989; Tsai i in. 1998). Uktad roéwnan, stuzacy opisowi ztaczy jednoza-
ktadkowych za pomocg modeli belkowych, mozna przeksztalci¢ do jednego
jednorodnego réwnania rozniczkowego zwyczajnego rzedu siodmego (Delale
iin. 1980; Bigwood i Crocombe 1989).
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e (Odmienne wykorzystanie modelu belkowego zaprezentowano w pracy (Yang

i Pang 1996). Przyjecie zatozen dotyczacych kinematyki elementow laczo-
nych, analogicznych do modelu Timoshenki—Ehrenfesta, oraz wykorzysta-
nie liniowych zwigzkéw konstytutywnych i liniowych zwigzkéw geome-
trycznych umozliwito sformutowanie zagadnienia w postaci trzech uktadow
rownan, ktoérych rozwigzania sprz¢gnigte sg ze soba za pomocg warunkow
zszycia. W obszarze klejenia rownania rzadzace zagadnieniem maja postaé
niejednorodnego uktadu szesSciu rownan rozniczkowych drugiego rzedu, zas
poza obszarem klejenia otrzymuje si¢ niejednorodne uktady trzech rownan
pierwszego rzedu. Inaczej niz w pozostatych omawianych modelach anali-
tycznych, w ktérych niewiadomymi sg funkcje rozktadu naprezenia stycznego
1 naprezenia odrywajacego, w tej propozycji niewiadomymi sg uogolnione
przemieszczenia elementéw zlagcza — przemieszczenia osiowe, przemiesz-
czenia poprzeczne (ugiecia) i obroty.

W lokalnym dwuwymiarowym modelu zlacza jednozakladkowego Ren-
tona i Vinsona sformutowanie zagadnienia mozna sprowadzi¢ do pojedyncze-
go niejednorodnego réwnania rézniczkowego zwyczajnego rzedu 6smego
na rozklad naprezenia stycznego w skleinie, przy czym czton niejednorod-
ny zwigzany jest z odksztatceniami termicznymi (Renton i Vinson 1977).

W przypadku modeli dwuwymiarowych, wykorzystujacych sformutowanie
globalne zwigzane z twierdzeniem Castigliano, matematyczna struktura za-
gadnienia zalezy w znacznym stopniu od przyjetych zatozen i wprowadzo-
nych funkcji niewiadomych. W wigkszo$ci propozycji otrzymuje si¢ uklad
dwoch sprzegnietych ze soba niejednorodnych réwnan rézniczkowych
zwyczajnych czwartego rzedu na funkcje niewiadome, ktorymi moga by¢,
przyktadowo, funkcje naprezen (Allman 1977), funkcje okreslajace rozktad
naprezenia normalnego (Chen i Cheng 1983; Cheng i in. 1991) lub funkcje
rozktadu sit przekrojowych (Zhao i in. 2014). W propozycji zawartej w pracy
(Zhao i in. 2011) uzyskano uktad rownan jednorodnych rzedu piatego z uwa-
gi na rozklad naprezenia stycznego i rzedu czwartego z uwagi na rozktad
naprezenia odrywajgcego — rownania te mozna sprowadzi¢ do pojedyncze-
go rownania rzgdu dziewigtego. Zatozenie symetrii zlgcza moze prowadzié
do rozprzggnigcia rownan w uktadzie (Allman 1977; Zhao i in. 2011).
Wszystkie omawiane modele s3 modelami liniowymi. Wynika to z wyko-
rzystania zatozen liniowej teorii sprezystosci, czyli zalozenia o matych prze-
mieszczeniach 1 matych odksztatceniach oraz przyjecia liniowych zwigzkoéw
konstytutywnych uogélnionego prawa Hooke’a. W konsekwencji uzyskane
rownania rzadzace zagadnieniem sg rownaniami liniowymi. Zalozenie o jed-
norodnosci wlasnosci fizykomechanicznych elementéw zlacza pozwala do-
datkowo uprosci¢ to sformutowanie, ktore w konsekwencji przyjmuje postaé
ukladu liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych o stalych wspél-



225

czynnikach. Znane s3 ogdlne metody wyznaczania analitycznych rozwigzan
takich uktadow w postaci zamknietych wzorow.

Pewna trudno$¢ w modelowaniu zlaczy stanowi sformulowanie warun-
kow brzegowych, pozwalajacych wyznaczy¢ wartosci stalych catkowania
w rozwigzaniach ogoélnych. W przypadku zagadnien sformulowanych w ka-
tegoriach naprezen lub sil przekrojowych musza to by¢ warunki typu
statycznego na brzegowe wartosci sil przekrojowych. W przypadku gdy
rownania rzadzace zagadnieniem wyrazaja si¢ przez napre¢zenia, konieczne
jest wyznaczenie zaleznos$ci miedzy wartosciami sit przekrojowych a funk-
cjami rozkladu naprezen i ich pochodnymi, tak jak zostalo to pokazane przy
omawianiu modeli zaproponowanych w pracach (Delale i in. 1980; Bigwood
i Crocombe 1989). Kolejna trudnoscia zwigzang z formutowaniem warunkow
brzegowych okazuje si¢ rowniez wyznaczenie warto$ci momentu zginaja-
cego M_ i sily poprzecznej O na krafcach obszaru klejenia — w sposob
scisly jest to mozliwe jedynie w przypadku obciazenia ztgcza bezposrednio
na krancach obszaru klejenia (co ze wzgleddéw technologicznych jest z reguty
niemozliwe) lub za pomoca tacznej analizy deformacji zarbwno w obszarze
klejenia, jak i poza nim.

W przypadku zagadnien sformulowanych w kategoriach przemieszczen
(Yang i Pang 1996) oprocz statycznych warunkoéw brzegowych konieczne
jest rowniez zapisanie warunkéw typu kinematycznego.

Cho¢ w wigkszosci przypadkow mozliwe jest zapisanie rozwigzania ogolne-
go w postaci zamknigtego wzoru, to wyznaczenie analitycznej postaci roz-
wigzania szczegdlnego, ktdore wymaga znajomosci wartosci statych catko-
wania, jest mozliwe jedynie w przypadku najprostszych modeli (Volkersen
1938; de Bruyne 1944; Goland i Reissner 1944) oraz ich modyfikacji (Hart-
-Smith 1973a, 1973b; Tsaiiin. 1998). W przypadku bardziej zaawansowanych
modeli wyrazenia na stale calkowania sg niezwykle trudne do wyprowadzenia
lub tez sg calkowicie niezdatne do praktycznych zastosowan z uwagi na zto-
zonos¢ tych wyrazen. W takich przypadkach konieczne jest numeryczne wy-
znaczenie statych catkowania — cho¢ wielkosci te sg wyznaczone numerycz-
nie, podstawia si¢ je do znanych analitycznych rozwigzan ogolnych. Nalezy
jednak zwrdci¢ uwage, ze w niektorych przypadkach wyznaczenie stalych
catkowania wigze si¢ z koniecznos$cia rozwigzania duzego uktadu réwnan
(np. w modelu Yanga—Panga jest to uktad 21 zaleznych rownan na 18 nie-
wiadomych), ktérego struktura moze sprawiaé¢ trudno$ci nawet w przypadku
numerycznego ich rozwigzywania. Warto zadba¢ wtedy o odpowiedni dobor
jednostek fizycznych lub sformulowanie zagadnienia w kategoriach liczb
podobienstwa w celu uniknigcia sytuacji, w ktorej macierz wspotczynnikow
uktadu jest z punktu widzenia precyzji obliczen (epsilon maszynowy) macie-
1rz3 osobliwa.
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e W przypadku uwzglednienia zjawisk nieliniowych wyznaczenie rozwig-
zania zagadnienia wymaga rozwiazania stosownego nieliniowego ukladu
réwnan. W przypadku nieliniowych zwigzkéw konstytutywnych nieliniowe
sa rownania rézniczkowe rzadzace zagadnieniem. W przypadku biliniowego
zwigzku konstytutywnego otrzymany uktad rownan jest uktadem liniowym,
ktorego rozwigzania ogdlne mozna wyznaczy¢ w standardowy sposob, nie-
mniej do wyrazenia stalych catkowania przez parametry zadania konieczne
jest rozwigzanie nieliniowego uktadu rownan algebraicznych, danego warun-
kami brzegowymi i warunkami zszycia.

Na kolejnych stronach przedstawione zostang w formie wykreséw teoretyczne
przewidywania wybranych modeli dla charakterystycznych przypadkow ztaczy jed-
nozaktadkowych. Liczba czynnikow istotnie wptywajacych na charakter rozktadu
naprezenia stycznego w skleinie jest bardzo duza. Czynniki geometryczne obejmuja
wymiary elementow laczonych i skleiny, dtugos$¢ obszaru klejenia i dtugos¢ swo-
bodnych elementow tgczonych. Czynniki fizyczne natomiast to przede wszystkich
wlasnosci mechaniczne materiatow, z ktérych wykonane sg wszystkie elementy
ztacza, jak rowniez wielko$¢ i charakter obciazenia zewnetrznego. Trudno bytoby
choc¢by tylko zilustrowaé¢ wptyw kazdego z tych czynnikow, za$ szczegdtowa ana-
liza parametryczna $cistych rozwigzan nawet dla najprostszych modeli okazuje si¢
by¢ niezwykle skomplikowana. Na zakres porownywanych przypadkow natozono
zatem nast¢pujgce ograniczenia:

e zlacze jest symetryczne — w przypadku ztgczy niesymetrycznych zmiennos¢
rozktadu naprezenia stycznego stanowi szerokie spektrum, zalezne od stosun-
kéw wymiardw i sztywnos$ci elementow taczonych;

e obcigzenie zewngetrzne stanowi dwojka przeciwnych sit lezacych na jednej
prostej; pomijany jest wptyw brzegowego momentu zginajacego;

e 7z uwagi na powyzsze zalozenie pomija si¢ rOwniez prace zlgcza poza obsza-
rem klejenia.

W swietle powyzszych zatozen wydaje sig, ze kluczowymi czynnikami wplywa-

jacymi na prace ztacza beda:

e stosunek sztywnosci elementéw laczonych do sztywnosci skleiny — roz-
patrywane sa dwa przypadki skrajne: sztywne elementy (blacha stalowa,
h =10 mm) taczone podatng skleing (gruba skleina # = 2 mm, podatny klej po-
liuretanowy £ = 12 MPa) oraz podatne elementy (ptaskowniki aluminiowe,
h =4 mm) taczone sztywng skleing (cienka skleina # = 0,5 mm, sztywny klej
epoksydowy E = 4500 MPa);

e stosunek grubosci elementow laczonych do dlugosci zakladu — ponownie
rozpatrywane sg dwa przypadki skrajne: ztacza dlugiego (L : & = 20) oraz
ztacza krotkiego (L : h = 8).

W kontekscie dtugosci zaktadu warto zwrdci¢ uwage na to, ze o ile w pierw-

szym przypadku elementy taczone sa wystarczajaco smukte, zeby moc je opisywaé
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za pomocg modelu belki Bernoulliego—Eulera, o tyle w drugim przypadku przyj-
muje si¢ powszechnie, ze jego zastosowanie nie jest zalecane. W zwiazku z tym
poréwnane zostang modele stosujace rézne podejscia do opisu deformacji gigtnej
elementow tgczonych. W ramach analizy porownawczej zestawione zostang zatem
wykresy opisujace rozklad naprezenia stycznego i naprgzenia odrywajacego w sklei-
nie dla czterech przypadkow, do opisu ktorych wykorzystano parametry zestawione
w tabeli 5.

Tabela 5
Charakterystyka porownywanych przypadkow obliczeniowych
PRZYPADEK 1 PRZYPADEK 2 PRZYPADEK 3 PRZYPADEK 4
sztywne elementy | podatne elementy | sztywne elementy | podatne elementy
podatna skleina sztywna skleina podatna skleina sztywna skleina
dhugie zlacze dhugie ztacze krotkie ztacze krotkie ztacze
E [GPa] 210 70 210 70
G [GPa] 80,8 26,3 80,8 26,3
v 0,30 0,33 0,30 0,33
E [GPa] 0,012 4,5 0,012 4,5
G, [GPa] 0,004 6,76 0,004 6,76
v, 0,48 0,48 0,48 0,48
h [mm] 10 4 10 4
t [mm] 2 0,5 2 0,5
L [mm] 200 80 80 32

Celem tego podrozdziatu nie jest porownanie wszystkich modeli, a jedynie wska-
zanie ewentualnych roznic miedzy istotnie réznigcymi si¢ od siebie podej$ciami
analitycznymi. Z tego wzgledu zdecydowano si¢ na porownanie jedynie propozycji
wymienionych ponize;j:

e model Golanda—Reissnera—Hart-Smitha (GRHS): lokalne sformutowanie

naprezeniowe, model belki Bernoulliego—Eulera,

e model Delale-Erdogana—Aydinoglu (DEA): lokalne sformulowanie napre-
zeniowe, model belki Timoshenki—Ehrenfesta, uwzglednienie podtuznej po-
datnosci skleiny,

e model Yanga—Panga (YP): lokalne sformulowanie przemieszczeniowe, mo-
del belki Timoshenki—Ehrenfesta,

e model Allmana (ALL): model dwuwymiarowy, sformulowanie globalne
(wariacyjne).

Przewidywania teoretyczne, uzyskane za pomoca wyzej wymienionych mode-

li, porownane sa ponadto w rezultatami symulacji numerycznych przeprowadzo-
nych z wykorzystaniem Metody Elementow Skonczonych w programie Abaqus
CAE. Zatozono przy tym — zar6wno w modelach analitycznych, jak i w modelu
numerycznym — ze ztgcze pracuje w plaskim stanie odksztalcenia.
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Naprezenie styczne w skleinie
(PRZYPADEK 1)
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Rys. 56. Rozktad napre¢zenia stycznego w skleinie — PRZYPADEK 1: sztywne elementy,
podatna skleina, dlugie ztacze

Naprezenie odrywajace w skleinie
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Rys. 57. Rozktad napre¢zenia odrywajacego w skleinie — PRZYPADEK 1: sztywne elementy,
podatna skleina, dlugie ztacze



Naprezenie styczne w skleinie

(PRZYPADEK 2)
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Rys. 58. Rozklad naprezenia stycznego w skleinie — PRZYPADEK 2: podatne elementy,
sztywna skleina, dtugie ztacze
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Rys. 59. Rozktad napre¢zenia odrywajacego w skleinie — PRZYPADEK 2: podatne elementy,

sztywna skleina, dtugie ztacze
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Naprezenie styczne w skleinie

(PRZYPADEK 3)
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Rys. 60. Rozktad naprezenia stycznego w skleinie — PRZYPADEK 3: sztywne elementy,
podatna skleina, krotkie ztacze

Naprezenie odrywajgce w skleinie
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Rys. 61. Rozktad naprezenia odrywajacego w skleinie — PRZYPADEK 3: sztywne elementy,
podatna skleina, krotkie zlacze. Brak wykresu dla modelu Yanga—Panga wyjasniony

w tekscie
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Naprezenie styczne w skleinie
(PRZYPADEK 4)
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Rys. 62. Rozklad naprezenia stycznego w skleinie — PRZYPADEK 4: podatne elementy,
sztywna skleina, krotkie ztacze
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Rys. 63. Rozktad napre¢zenia odrywajacego w skleinie — PRZYPADEK 4: podatne elementy,
sztywna skleina, krotkie zlacze
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Przeanalizowano réwniez niesymetryczny przypadek potaczenia taSmy wzmac-
niajacej zbrojonej wioknem weglowym z cegla petng za pomoca skleiny polime-
rowej. Przyjeto wiasciwosci tasmy wzmacniajacej Sika® CarboDur® typu S512
zgodnie z kartg producenta: modul Younga wzdluz wiokien £, =165 GPa, grubos¢
h, = 1,2 mm, szeroko$¢ b = 50 mm. Tasma tego typu jest materialem anizotropo-
wym — pozostate state sprezyste nie sg podawane przez producenta. W pracy (Hara
1in. 2010) badano wtasnosci laminatéw polimerowych zbrojonych wtéknem weglo-
wym — cho¢ jest to odmienny materiat od zatozonego, stosunki statych sprgzystych
w analizowanym modelu przyjeto na podstawie przedstawionych tam wynikow.
Przyjeto El,y =10 GPa, G, =4,5 GPa, v=0,3.

Rozpatruje si¢ potgczenie tasmy do cegly San Marco o wymiarach
250 x 120 x 55 mm. Wiasno$ci mechaniczne przyjeto za (Zajgc 2018): £, = 5,7 GPa.
Wspoétezynnik Poissona dla cegly peinej przyjeto za (Nichols i Totoev 1997) jako
rowny v, = 0,22.

Przeanalizowano dwa rodzaje materialu skleiny, ktéra kazdorazowo mia-
ta grubos¢ ¢ = 1 mm. Zatozono przy tym, ze skleina jest praktycznie niescisliwa,
skad v = 0,48. W pierwszym przypadku skleina wykonana zostata z poliure-
tanu Sika® PS, dla ktorego modut Younga £ = 18 MPa, a w drugim przypadku
przyjeto skleing na bazie zywicy epoksydowej Sikadur® 330 o module Younga
E = 4500 MPa.

Dhugos¢ zaktadu wynosi L = 200 mm. Zatozono, ze cegla jest utwierdzona, zas
ta§ma obciazona jest wylacznie sitg osiowa.

Porownano ze soba wyniki przewidywan teoretycznych dla ptaskiego stanu od-
ksztatcenia dla dwdch réznigcych sie istotnie modeli analitycznych:

e model Delale-Erdogana—Aydinoglu: lokalne sformulowanie napr¢zeniowe,
model belki Timoshenki—Ehrenfesta, uwzglgdnienie podluznej podatnosci
skleiny;

e model Allmana: model dwuwymiarowy, sformutowanie globalne (waria-
cyjne).

Uzyskane rezultaty porownano z wynikami symulacji MES dla modelu trojwy-
miarowego. Na wykresach umieszczonych na rysunkach 64—69 zestawiono rozkta-
dy sity osiowej w taSmie oraz napre¢zenia stycznego w skleinie. Niezerowe brzegowe
warto$ci naprezenia stycznego dla wynikow MES wynikajg z faktu, ze na wykresach
zaprezentowano warto$ci naprezenia w srodku ciezkosci elementu skonczonego,
nie za$§ warto$ci weztowe. Wykresy rozktadow naprezenia odrywajacego nie poka-
zuja ekstremalnych wartosci brzegowych w celu czytelniejszego poréwnania tych
rozktadow.
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Rozktad sity osiowej
(ztacze podatne — PS)
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Rys. 64. Porownanie teoretycznych przewidywan rozktadu sity osiowej w tasmie
dla przypadku ztacza podatnego
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Rys. 65. Porownanie teoretycznych przewidywan rozkladu naprezenia stycznego
w skleinie dla przypadku zlacza podatnego
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Rozktad naprezenia odrywajgcego
(ztacze podatne — PS)
1

0,8

—— Allman

0,6 —— Delale-Erdogan—Aydinoglu
MES

0,4

-
£

B o

Q

e
-0,5| 04 403 -02 -01 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

-0,4
0,6
0,8

-1
x/L

Rys. 66. Porownanie teoretycznych przewidywan rozktadu naprezenia odrywajacego
w skleinie dla przypadku ztacza podatnego
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Rys. 67. Porownanie teoretycznych przewidywan rozktadu sity osiowej w tasmie
dla przypadku ztacza sztywnego



235

Rozktad naprezenia stycznego
(ztacze sztywne — Sikadur 330)
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Rys. 68. Porownanie teoretycznych przewidywan rozktadu naprezenia stycznego
w skleinie dla przypadku ztacza sztywnego
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Rys. 69. Poréwnanie teoretycznych przewidywan rozktadu naprezenia odrywajacego
w skleinie dla przypadku zltacza sztywnego

Na podstawie uzyskanych rezultatdw mozna sformutowaé nastgpujace wnioski:
e W przypadku zlaczy symetrycznych rozktady naprezenia stycznego, uzy-

skane za pomocg modeli DEA oraz YP, sg w zasadzie identyczne i wykazuja
najlepsza zgodnos$¢ z numerycznym rozwigzaniem MES.
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e W przypadku sklein podatnych w zlaczach symetrycznych réznice w prze-

widywanych wielko$ciach naprezenia stycznego sg niewielkie i nie przekra-
czaja 1%. Najwyzsze oszacowania daje tutaj model Allmana, co wynika z fak-
tu, ze uwzglednia on jednorodny warunek brzegowy na brzegu swobodnym
skleiny — konieczno$¢ spelienia globalnego warunku rownowagi i spadek
naprezenia do warto$ci zerowej, przy jednoczesnej ograniczonej wielkos-
ci gradientu naprezenia (zwigzanej z matematyczna struktura rozwigzania,
wynikajacg z zatozen modelu), skutkuje zawyzeniem wielko$ci napreze-
nia w §rodkowej czgsci ztacza. W przypadku sklein sztywnych przewidywa-
nia modeli DEA oraz YP sg zblizone do rezultatow uzyskiwanych z wykorzy-
staniem modelu Allmana, przy czym ten ostatni wykazuje stosunkowo lepsza
zgodnos$¢ z wynikami numerycznej analizy MES, co wynika wlasnie ze spet-
nienia warunku jednorodnego brzegowego na brzegu swobodnym. Modele
DEA i YP, ktore ignoruja ten warunek, przeszacowujg wielko$¢ naprezenia
stycznego na koncu zlacza.

Jesli chodzi o rozktady naprezenia odrywajacego w zlaczach symetrycz-
nych, to najlepsza zgodnos$¢ z wynikami MES wykazuje model DEA. Jest
to spowodowane faktem, ze model ten jako jedyny sposréd poréwnywa-
nych modeli uwzglednia odksztatcalnos¢ podtuzng skleiny, czyli — w kon-
sekwencji — wptyw podluznego odksztatcenia liniowego na wielko$¢ napre-
zenia odrywajgcego. Efekt ten ignorowany jest w pozostalych modelach, co
skutkuje niedoszacowaniem wielkos$ci napr¢zenia odrywajacego, zwlaszcza
w przypadku, gdy material skleiny wykazuje duza sztywnos$¢ objgtosciowq.

Rozktad naprezenia odrywajgcego w skleinie
(PRZYPADEK 1)
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Rys. 70. Rozklad naprezenia odrywajacego na dlugosci skleiny wg modelu Delale-Erdogana—

—Aydinoglu w zaleznosci od wartosci wspodtczynnika Poissona materiatu skleiny.
PRZYPADEK 1: sztywne elementy, podatna skleina, dtugie zlacze
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W modelu DEA obserwuje si¢ duzy wptyw wartosci wspotczynnika Poissona
na oszacowanie rozktadu naprezenia odrywajacego jedynie dla warto$ci v bli-
skich 0,5 (por. rys. 70). Zasadniczo, wraz z wzrostem wartosci v maksymalne
naprezenie odrywajace zwicksza swojg wartos¢. Zaleznos$¢ ta nie obowigzuje
jednak dla materiatdow auksetycznych (o ujemnym wspotczynniku Poissona),
co wynika z ich duzej sztywnos$ci postaciowej, skutkujacej zwigkszeniem na-
prezen stycznych, ktore z kolei (z uwagi na réwnania rbwnowagi) pociaga
za sobg przyrost napr¢zen odrywajacych (por. rys. 71).

Rozktad naprezenia stycznego w skleinie

(PRZYPADEK 1)
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Rys. 71. Rozktad napr¢zenia stycznego na diugosci skleiny wg modelu Delale-Erdogana—
—Aydmoglu w zalezno$ci od warto$ci wspotczynnika Poissona materiatu skleiny.
PRZYPADEK 1: sztywne elementy, podatna skleina, dtugie ztacze

Modele GRHS oraz YP dostarczaja podobnych oszacowan. Rozktad napre-
zenia odrywajacego dla modelu YP w przypadku 3 nie zostat przedstawiony,
poniewaz wynik obcigzony byt trudnym do zidentyfikowania i wyelimino-
wania bledem, by¢ moze natury numerycznej. Model Allmana za§ w kazdym
przypadku oszacowuje wielko$¢ naprezenia odrywajacego na koncu ztacza
z niedomiarem — trzeba jednak zwrdci¢ uwage, ze na wykresach dla modelu
Allmana przedstawiony jest rozktad naprezenia p, czyli Sredniego (w prze-
kroju poprzecznym) naprezenia odrywajacego w skleinie. O ile w srodkowej
czesci ztacza rozktad naprezenia na grubosci skleiny jest w przyblizeniu jed-
norodny, o tyle przy brzegach naprezenia p, i p, istotnie r6znig si¢ od napre-
zenia $redniego (por. rys. 72).
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Rozktad naprezenia odrywajgcego w skleinie
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Rys. 72. Rozktad naprezenia odrywajacego na dlugosci skleiny i na jej grubosci wg modelu
Allmana — poréownanie z wynikami analizy MES. PRZYPADEK 1: sztywne elementy,
podatna skleina, dlugie zlacze

e W przypadku zlaczy niesymetrycznych ponownie daje si¢ zauwazy¢ dosc¢
dobra zgodnos$¢ przewidywan modelu DEA oraz wynikéw symulacji MES,
zwlaszcza w przypadku skleiny podatnej. W przypadku skleiny sztywnej
model analityczny niezbyt poprawnie odtwarza rozktad sity osiowej oraz
przeszacowuje warto$ci naprezenia stycznego zaro6wno przy brzegu, jak
i w srodkowej czesci ztacza. Podobnie jak w przypadku ztaczy symetrycznych
model Allmana oszacowuje brzegowe wartosci naprgzenia stycznego z nie-
domiarem, wykazuje jednak znacznie lepsza zgodnos¢ rozktadu sity osiowej
w przypadku skleiny sztywnej niz model DEA.



8. Liniowo-sprezyste modele wielowarstwowych
belek kompozytowych

W ciggu minionych dekad bardzo intensywnie rozwijano zagadnienia wytwarza-
nia, modelowania i zastosowania roznorodnych materiatow kompozytowych.
Wykorzystanie odmiennych cech mechanicznych réznych materiatdw w jednym
elemencie stwarza ogromne mozliwosci optymalnego ksztaltowania kompozytdw.

Przedmiotem rozwazan niniejszego rozdziatu sa wielowarstwowe belki kompo-
zytowe. Jesli chodzi o modelowanie analityczne elementéw tego typu, wyrdznia si¢
dwie gtéwne grupy modeli:

e modele pojedynczej warstwy rownowaznej (Equivalent Single Layer, ESL),

w ramach ktorych wszystkim warstwom kompozytu przypisuje si¢ wspdlne
przemieszczenie (Abrate i Di Sciuva 2017),

e dyskretne modele warstwowe (Discrete Layerwise, DLW) — kazda z warstw
opisywana jest odrgbnym zestawem parametrow okreslajacych jej deforma-
cje, przy czym osobno okreslana jest interakcja pomigdzy sgsiednimi war-
stwami (Abrate i Di Sciuva 2018; Li 2021),

e szczeg6lng klase modeli dyskretnych stanowia tzw. modele zygzakowe,
w ktorych liczba zmiennych stanu jest zmniejszona przez wprowadzenie
wspdlnej dla catego przekroju funkcji okreslajacej rozktad przemieszczen
(Tessler 1 in. 2010).

W naszych rozwazaniach pomijamy zatem wszelkie tworzywa gradientowe, jak
réwniez laminaty rozumiane jako kompozyty, w ktorych uktadana warstwami faza
rozproszona (zbrojenie) zanurzona jest w matrycy. W niniejszym rozdziale szcze-
gétowo omowione zostang wielowarstwowe belki kompozytowe, w ktérych sg-
siednie warstwy laczone sa warstwa skleiny. W przypadku kompozytéw wielo-
warstwowych taczenie ma z regulty posta¢ warstwy o grubos$ci znacznie mniejszej
niz grubosci sgsiednich tgczonych warstw. W uproszczeniu belki takie mozna uwa-
za¢ za uklad naprzemiennie nastepujacych po sobie warstw zginanych (panele)
i Scinanych (skleiny). Uproszczenie to mozna stosowac jedynie przy pewnych za-
lozeniach, podobnych do tych, ktére omowione zostaty w rozdziale 2. Zaktadamy,
ze sztywnos$¢ postaciowa skleiny jest istotnie mniejsza od sztywnosci podtuzne;j.
Grubos¢ skleiny musi by¢ wystarczajaco mata, aby stan naprezenia w skleinie byt
zblizony do stanu prostego $cinania oraz aby mozliwa do pominigcia byta niejedno-
rodno$¢ rozktadu naprezenia stycznego w kierunku poprzecznym do plaszczyzny
skleiny. Zaktada si¢, ze warstwy zginane spehniajg zalozenia modeli (wymienionych
w rozdziale 7), ktérymi bedg opisywane, przede wszystkim w zakresie smuktosci.
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Szczegdlng klase modeli analitycznych stanowig modele liniowe — w przy-
padku takich modeli dopuszczalne jest stosowanie zasady superpozycji. Ma to
wyjatkowe znaczenie w przypadku wykorzystania standardowych procedur pro-
jektowania z uwagi na okreslone normami kombinacje obcigzen — zastosowanie
modeli liniowych pozwala na niezalezng analiz¢ przypadkow prostych, natomiast
rozwigzania odpowiadajace ich kombinacjom, zgodnie z zasadg superpozycji,
wyznacza si¢ jako odpowiednie kombinacje rozwigzan uzyskanych dla przypad-
koéw prostych. Modele liniowe charakteryzuja si¢ jednocze$nie prostota, ktora
w okreslonych sytuacjach umozliwia znalezienie analitycznego rozwiazania za-
gadnienia teorii spr¢zystosci w postaci zamknigtego wzoru.

Prezentowany model belki wielowarstwowej jest modelem liniowym, dla kto-
rego mozliwe jest znalezienie zamknigtych analitycznych wzordéw, okreslajacych
ekstremalne warto$ci naprezenia stycznego, naprezenia normalnego czy ugigcia
— wzory tego rodzaju mogg dostarcza¢ uzytecznych oszacowan zar6wno na po-
trzeby projektowania, jak i analizy pracy konstrukcji, zwlaszcza za§ moga stuzy¢
za podstawe formutowania zalecen normowych.

8.1. Propozycja liniowego modelu belki wielowarstwowe;j

W pracy (Szeptynski 2020b) zaproponowano i oméwiono liniowy model belki wie-
lowarstwowej, ztozonej z ulozonych naprzemiennie N warstw $cinanych oraz
N+ 1 warstw zginanych. Zaklada si¢, ze warstwy $cinane spetniajg warunki, wobec
ktérych dominujacym stanem mechanicznym w warstwie $cinanej jest proste
$cinanie. Warstwy zginane modelowane s liniowym modelem belki Bernoullie-
go—Eulera. Schemat uktadu warstw przedstawiony jest na rysunku 73. Jest to model
zblizony do wczesnej propozycji z zakresu modelowania konstrukcji wykonanych
z drewna klejonego krzyzowo, przedstawionej m.in. w pracy (Schickhofer 2013).
W $wietle przytoczonych powyzej klasyfikacji model ten jest swego rodzaju roz-
wigzaniem posrednim miedzy modelami ESL a DLW — kazda z warstw moze bo-
wiem podlegaé¢ odmiennym przemieszczeniom podluznym, zaklada si¢ jednak,
ze wszystkie warstwy w danym przekroju poprzecznym podlegaja takiemu sa-
memu przemieszczeniu poprzecznemu (ugigciu).

i-ta warstwa zginana

YvY V j-ta warstwa $cinana
C—t i=1 i 1%
Clt 2
or %)
i=N+1 2

Rys. 73. Schemat wielowarstwowej belki kompozytowej
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W ogolnosci kazda z warstw moze mie¢ odmienng geometri¢ oraz odmienne wia-
sno$ci mechaniczne. Na potrzeby ponizszego wyprowadzenia zaktada sie, ze wszyst-
kie warstwy maja t¢ sama szeroko$¢ b. W przypadku belek, ktorych kolejne warstwy
r6znig si¢ szeroko$cia, konieczne jest uwzglednienie tego faktu przy zapisywaniu
lokalnych rownan réwnowagi przez przemnozenie sit wewnetrznych przez odpo-
wiadajacg im szeroko$¢ warstwy. Nalezy przy tym pami¢taé, ze omawiany model
moze shuzy¢ jedynie do przyblizonego opisu belek z warstwami o r6znych szeroko-
$ciach, poniewaz niezgodno$¢ szerokosci warstw sasiednich skutkowaé bedzie nie-
jednorodnos$cia rozktadu naprezen, ktora nie jest uwzgledniania w modelu. Ponadto,
rozpatrywanie warstw o zmiennej szerokosci formalnie wymagatoby uwzglednie-
nia obecnosci niejednorodnego pola naprezen normalnych i odksztatcen liniowych
prostopadtych do ptaszczyzny zagadnienia.

Zapiszmy réwnania rownowagi dla rozpatrywanego modelu. Rownowaga sit wew-
netrznych przytozonych do poszczegdlnych warstw zilustrowana jest na rysunku 74.

q
i=1 N YYYY N, +dN,
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Rys. 74. Rownowaga sit wewngtrznych w poszczegdlnych warstwach
belki wielowarstwowej

e rownowaga sil podluznych w warstwie zginanej:

%+b11=0
dx
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% —-bt,, +b1, =0, i

[
N
=

dN
— D ey, =0

e rownowaga sil poprzecznych w warstwie zginanej:

%+qb+bpl’3 +bhg =0

dx

%_bpi’T'Fbpi,B-i_bhigi:O’ i=2,...,N

dg
(N+1)
dx+ =bpiyiyr + Oy 8vany =0

e réwnowaga momentow w warstwie zginanej:

dMm, bh,
—L_ 0 +1,—=0
1 O+ 5

M, . bh ..
d(;v = Oy + Ty (; =0

e rownowaga sil poprzecznych w warstwie $cinanej:

dr.
b(p. »—p, =bt,—-+bt. f;
(Pis p(H—l),T) N i

gdzie:
b — szerokos¢ belki [m],
h, — grubo$¢ i-tej warstwy zginanej [m],
t - grubos¢ j-tej warstwy Scinanej [m],
N, - sita podluzna w i-tej warstwie zginanej [N],
Q. — sila poprzeczna w i-tej warstwie zginanej [N],
M. — moment zginajgcy w i-tej warstwie zginanej [Nm],
T, — naprezenie styczne w j-tej warstwie scinanej [N/m?],

— sily masowe w i-tej warstwie zginanej [N/m?],
sity masowe w j-tej warstwie §cinanej [N/m?],

X0
\
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g — poprzeczne obcigzenie powierzchniowe przytozone do wierzchniej
warstwy zginanej [N/m?].
Zwiazki migdzy sitami wewnetrznymi a przemieszczeniami w warstwach zgina-
nych wyznaczamy na podstawie liniowych zwiazkéw kinematycznych oraz linio-
wych zwigzkow konstytutywnych dla belki Bernoulliego—Eulera:

du, N, 2 M.
e/ AT dvz"z_ i (8.1)
dx  EA, & El
gdzie:

A, = bh, — pole przekroju poprzecznego i-tej warstwy zginanej [m?],

I, = ébhi3 — moment bezwtadnosci przekroju i-tej warstwy zginane [m*],

E, — modul Younga i-tej warstwy zginanej [N/m?],

u,(x) — przemieszczenie podtuzne osi i-tej warstwy zginanej [m],

w(x) — wspolne ugiecie wszystkich warstw zginanych [m)].

Po podstawieniu powyzszych zwigzkow do réwnan rownowagi sit podtuznych
otrzymamy:

2
E 4, % +bt, =0 (8.2)
d’u, .
EiAi?—br(H) +b1, =0, i=2,...,N (8.3)
d’u,y,
Eniny A ﬁ —bty =0 (8:4)

Rownania réwnowagi momentow nalezy zr6zniczkowac, a wystepujace w otrzy-
manym wyniku pochodne sit poprzecznych nalezy wyrazi¢ za pomoca réwnan
rownowagi sil poprzecznych. Tak przeksztatlcone rownania nalezy nastepnie dodac
do siebie stronami. Po uwzglednieniu w otrzymanym wyniku zwigzkow konstytu-
tywnych (8.1) otrzymamy:

N+1 N+l b N

d*w dr, o
Z[Ek[k]@ =gb+ bZ[hkgk]+ Ez[(hl + h(i+1))ai| + bZ[pi,B —Pusyrl (8.5)
=1 =1 i1

i=1

Naprezenia odrywajace mozna wyeliminowa¢ z powyzszego roéwnania, wyko-
rzystujac rownanie rownowagi sit poprzecznych w warstwie $cinanej:
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N+l N+l b N

d*w dr, N dt,
[E L )—F=qgb+b) [hg 1+— [(hi+h,. )—’}Lb [t,.—’ﬂi ,} (8.6)
kZ:;, Kl q kz::,kgk 2; )74 ; dx J;

Korzystajac z zalozenia, ze warstwa $cinana znajduje si¢ w stanie prostego
$cinania, naprezenie styczne w takiej warstwie mozna wyznaczy¢ z liniowego
zwigzku konstytutywnego:

Au, G,
1, =Gy, =G, t_l = t_l(um,T —U; ) (8.7)

i i

gdzie: G, to modut Kirchhoffa j-tej warstwy Scinanej, za$ przemieszczenie gornych
wiokien dolnej warstwy zginanej u,,, , oraz przemieszczenie dolnych wiokien gornej
warstwy zginanej u,, wyznaczamy ze zwigzkow kinematycznych modelu Bernoul-
liego—Eulera (por. rys. 75):

h dw
U o, =U ———— 8.8
i,B i 2 dx ( )
_ h(i+l) dw
Uiyt = Uy T S (8.9)

deformacja

Rys. 75. Kinematyka warstwy $cinanej

Po podstawieniu powyzszych zaleznosci do réwnan (9.2)—(9.4) i (9.6) oraz
po zastosowaniu odpowiednich przeksztalcen upraszczajacych otrzymujemy réw-
nania rzadzace zagadnieniem deformacji belki wielowarstwowej:

d*u, b h, h \dw
EA—L+=G —u)+| Z2+2L|— =0 8.10
A2 ‘ 1[(“2 u;) (2 Zde} ( )
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2
E 4, % - tiGm {(“z —u; )+ (ﬁ + Ljd—w} +
1

. 2 2 )dx
..+2G,. (U, —u;)+ @+ﬁ dw =0, i=2,...N (8.11)
t 2 2 )dx
d’u b h hy \dw
E - _"G —uy )+ Ly NN -0 (812
(N+1)A(N+1) P 0" v | Wy —uy) > 2 Jdx ( )
N+1 d4W N+1 N
DIEL]—=qb+b) g +b) [1.f]+...
k=1 dx k=1 i=1

b ul G du(i+1) du. h h(,'+1) d2W
et — h+h, +2)—|| ———— |+| =+ — |— 8.13
2;]:( i (i+1) 1) t,' |:[ dx dx 2 2 dxz ( )

Sa to rownania wyprowadzone z réwnan roéwnowagi poszczegdlnych warstw
1 wyrazone za pomoca przemieszczen — mozna je zatem uwaza¢ za zwiazki ana-
logiczne do réwnan przemieszczeniowych Lamégo, obowiazujacych w ogdlnych
sformutowaniach liniowej teorii sprezystosci.

Znajomos$¢ przemieszcezen poszezegdlnych warstw w belce pozwala na wyzna-
czenie naprezen w tych warstwach. Naprezenie normalne w i-tej warstwie zgina-
nej, zgodnie z przyjetym modelem Bernoulliego—Eulera, wyznacza¢ bedziemy jako:

Gi(zl.)in[%—dz—Wz} (8.14)

gdzie: z, oznacza odlegtos¢ od srodka cigzkosci przekroju poprzecznego i-tej war-
stwy zginanej. NaprezZenie styczne w j-tej warstwie $cinanej, zgodnie z zalez-
nosciami (8.7)—(8.9), wyraza si¢ nastgpujaco:

G, h, ho..\dw
B (j+1)
T —f{(”(j+1) _uj)+(?]+17)_d’l (8.15)

J

W tym miejscu nalezy zwroci¢é uwage na istotng ceche proponowanego mo-
delu, zaktadajaca, ze skleina ma skonczong grubo$¢. Wyklucza si¢ zatem stoso-
walno$¢ tego modelu do opisu belek o bardzo malej grubosci sklein. Sztywnos¢
na $cinanie skleiny, a w konsekwencji rowniez wielko$¢ naprezenia stycznego (dla
zadanej deformacji), jest odwrotnie proporcjonalna do grubosci skleiny, co oznacza,
ze w przypadku grubosci skleiny dazacej do 0 wielkosci te beda rozbiezne do nie-
skonczonosci, co pociagnie za sobg brak poprawno$ci sformulowania zagadnienia
teorii sprezystosci. Dla belek, w ktorych skleiny sa ,,nieskonczenie cienkie”, nalezy
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poming¢ odksztatcalnos¢ spoiny i w ogdle obecnos¢ warstwy $cinanej w modelu
oraz przyja¢ odpowiednie warunki zgodno$ci przemieszczenia i naprezenia na gra-
nicy migdzy panelami zginanymi.

Naprezenie odrywajace przylozone do i-tej warstwy zginanej okreslaja po-
nizsze zwigzki rekurencyjne:

1 d*w dt, bh
Pis b{El o —gb—-bhg, deTI} (8.16)
drt, .
p(i+1),T:pi,B—tia’+tifi, i=1,...,.N (8.17)
1 d*w d'f(, 1) d’E b/’l
.=—|EIl ——+bp.. —bho i=2,....N (8.18
pl,B b|: zzdx4 pl,T 1g1 ( dx dx ( )

Formalnie mozna wyznacza¢ naprezenia styczne w warstwach zginanych, sto-
sujac uproszczone podej$cie Zurawskiego (Zurawski 1856), a mianowicie:

rb(x,z):'l‘%dz

0

(8.19)

gdzie wspotrzedna z wyznaczana jest od wierzchu najwyzszej warstwy, zas napreze-
nia normalne ¢ (x, z) w kolejnych warstwach zginanych obliczane sg zgodnie z za-
leznoscig (8.14). Warto zauwazy¢, ze tak obliczone napr¢zenie styczne na krawedzi
warstwy zginanej bedzie miato t¢ sama warto$¢, co naprezenie styczne w sasiadu-
jacej warstwie zginanej, co zagwarantuje rownowage sil stycznych na powierzchni
styku skleiny i elementu. Istotnie, jesli zamienimy kolejno$¢ rézniczkowania i cal-
kowania we wzorze (8.19), a nastgpnie scatkujemy napre¢zenia normalne az do brze-
gu j-tej warstwy $cinanej, wtedy wartosci catek oznaczonych bedg — zgodnie z defi-
nicjg — rowne sitom osiowym w poszczegdlnych warstwach zginanych, odniesionym
do szerokosci przekroju:

<N hl2 <

Z@G(xz) 1 &
! = Z j o(x,z,)dz, |=— bzl

i=l _p/2 i=1

przy czym w ostatniej rownosci wykorzystalismy zwigzek konstytutywny (8.1).
Jesli z kolei w tak otrzymanej sumie wykorzystamy réwnania (8.2)—(8.4), wtedy
z tatwoscig przekonamy sig¢, ze rzeczywiscie zachodzi:

t 0o(x, 2) 4 =N
I ox ~h +Z(T<z T =T,

0
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Nalezy pamietaé, ze podejscie Zurawskiego nie jest w sensie $cistym rozwig-
zaniem zagadnienia zginania poprzecznego — odksztalcenia wyznaczone przy zato-
zeniu hipotezy Bernoulliego oraz te obliczone z wykorzystaniem wzoru Zurawskie-
go nie spetniajg bowiem warunkéw nierozdzielnosci (Love 1906; Piechnik 2007).
Poréwnanie wynikdéw uzyskanych za pomocg wzoru (8.19) z rezultatami analizy
MES wskazuje jednak, ze wzor ten stanowi wystarczajaco dobre oszacowanie wiel-
kos$ci napregzen stycznych w warstwach zginanych.

Sily przekrojowe wyznacza si¢ wedlug przedstawionych ponizej wzorow:

e sila osiowa:

N+1 N+l

N(x)= ZN Z (8.20)

e sila poprzeczna:

N+1

Q@%-EJEI]

o [’“’” e e [

e moment zginajacy:

N+1

du, d*w
Mp(x)= |:EiAi(Z i —Z )_Z_Ei]i_:| (8.22)
P ; o P4 di?

gdzie: Z, oznacza wspotrzedng srodka cigzkosci i-tej warstwy zginanej w glo-
balnym uktadzie wspotrzgdnych; a Z, oznacza wspoétrzedng dowolnie wybranego
bieguna P. Po wprowadzeniu bezwymiarowych zmiennych zaleznych oraz bezwy-
miarowej zmiennej niezaleznej &, zgodnie z zalezno$ciami:

x - u; (é) ~ w ,
I O I
gdzie L jest wymiarem charakterystycznym zadania (dtugos¢ belki, rozpietos¢ prze-

sta itp.), uktad rownan rzadzacych mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci (nie sumo-
wac wzgledem powtarzajacych si¢ indeksow):

d’*a, L dw
W—}_nu,ll (”2_”1)+nh,15 =0 (8.23)
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d’i, _ dw
=T i | (@ =) + 7, +

dx? dx
T T [(ﬁm —U;)+ ™, C}Ew} =0, i=2,....,N (8.24)
LR - dw
N Ty N(N+1) Uy —ty)+ 1,y dx =0 (8.25)
d*w > dit,,,  da, d*w
KZ[ ﬂ?a T g (820

Liczby podobienstwa zdefiniowane sa nast¢pujaco (nie sumowaé wzgledem
powtarzajacych sie indeksow):

ho+h
PP L= S
: 2L
G.I’
T, 5= i=1...,N
" Eht,
G.I’
M,y=—— i=lL..,N, j=i+l
Ehjt,
6G.L (h; + I,y + 21,
Tcw,i: ( Vol (Ga) l) l:l,,N
z A
12L3[q+z [he] z_l[zjfj]}
TCq ZN+1[Eh3]

W rezultacie otrzymuje si¢ uklad (N + 2) rownan rézniczkowych zwyczaj-
nych na (N = 1) nieznanych przemieszczen podtuznych u, i jedno przemieszczenie
poprzeczne w. Z uwagi na ugigcie w jest to uktad czwartego rzedu, a jesli chodzi
o pozostale niewiadome, to w uktadzie wystepuja pochodne rzedu maksymalnie dru-
giego. Aby znalez¢ jednoznaczne rozwiazanie tego uktadu, konieczne jest sformu-
lowanie (2N + 6) warunkéw brzegowych, ktore zalezg od przemieszczen podtuz-
nych Iub ich pochodnych oraz od rozktadu ugigcia lub jego pochodnych. Warunki
brzegowe moga rowniez by¢ sformutowane w kategoriach sit przekrojowych, zgod-
nie z wzorami (8.20)—(8.22). Z uwagi na liniowo$¢ modelu réwniez uktad réwnan
odpowiadajacy warunkom brzegowym bedzie algebraicznym uktadem liniowym
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— poprawnos$¢ postawienia zagadnienia (sformutowania warunkéw brzegowych),
a zwlaszcza istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzania, moze by¢ weryfikowana z wy-
korzystaniem twierdzenia Kroneckera—Capellego na drodze analizy otrzymane-
go uktadu rownan, wynikajacego z warunkow brzegowych. Uktad ten zalezy od
(4N + 1) liczb podobienstwa. Standardowa procedura pozwala zamieni¢ go na uktad
(2N + 6) réwnan pierwszego rzedu. Jest to w ogdlnosci niejednorodny uklad li-
niowych rownan rézniczkowych pierwszego rzedu ze stalymi wspélczynnikami.

8.1.1. Analityczne rozwiazanie zagadnienia zginania belki kompozytowej

Znane sg og6lne metody rozwigzywania uktadéw tego rodzaju, co omawiany uktad
rzadzacy zagadnieniem zginania belki kompozytowej. Uklad ten mozna zapisac
w ogolnej postaci:

y'(x)=A-y(x)+b(x) (8.27)

W przypadku gdy macierz wspoétczynnikéw A liniowego uktadu »n réwnan réz-
niczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu posiada wylacznie jednokrotne wartosci
wlasne, rozwigzanie ogdlne uktadu jednorodnego jest kombinacjg liniowa funkcji
wyktadniczych o postaci:

y() =Y. Cie"y;(x)
Jj=1

gdzie: Xj sg warto$ciami wlasnymi A; y; (x) sa odpowiadajacymi im wektorami
wlasnymi; a C_']_ sa statymi catkowania.

W przypadku wystgpowania wielokrotnych wartosci wlasnych — a taka sytuacja
zachodzi w rozwazanym uktadzie réwnan rzadzacych — rozwigzanie ogdlne moz-
na wyznaczy¢ za pomoca metody uogolnionych wektorow wlasnych. Algorytm
wyznaczania rozwigzania tag metodg omowiony zostal w opracowaniu (University
of Oslo 2011) oraz w pracy (Szeptynski 2022). Schemat algorytmu mozna przed-
stawi¢ nastepujaco:

1. Wyznaczy¢ wartoSci wlasne macierzy A.

2. Wyznaczy¢ liniowo niezalezne wektory wlasne macierzy A.

3. Dla kazdej wielokrotnej wartosci wlasnej A, oznaczamy liczbe liniowo nie-

zaleznych wektorow witasnych.

4. Dla kazdej wartosci wlasnej tworzymy kolekeje € tancuchéw uogélnionych

wektoréw whasnych.

UWAGA: Dla jednokrotnych warto$ci wtasnych kolekcja sktada si¢ z jedne-
go tancucha, ktéry zawiera jeden tylko element, ktorym jest odpowiadajacy
danej warto$ci wlasnej wektor wtasny. W przypadku wielokrotnych wartosci
wiasnych na poczatku kolekcja sktada si¢ z m jednoelementowych tancuchow,
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z ktérych kazdy zawiera po jednym ze zbioru wszystkich m znalezionych li-
niowo niezaleznych wektoréw wiasnych (réoznym od tych znajdujacych sie
w pozostatych tancuchach).

. Rozwazmy kolekcje €, odpowiadajaca k-krotnej wartosci wiasne;j kj. Oznacza-

my przez m liczb¢ liniowo niezaleznych wektorow wiasnych. Niech n ozna-
cza catkowitg liczbe wektorow zawartych w kolekcji €. Dopoki n < k nalezy:
5.1. Wyznaczy¢ wektor v spetniajacy rownanie:

(A-2, 1"y =0

1 bedacy liniowo niezalezny od wektoréw zawartych w kolekc;ji €.
5.2. Poczawszy od s = 1, obliczy¢:

(A=1, 1y, s=s+1
az do znalezienia takiego s = r, dla ktérego:
(A=2,1)'v£OA (A%, 1) v=0

Wyznaczony wektor v jest uogolnionym wektorem wlasnym rzedu .
5.3. Utworzy¢ tancuch {v,,...,v,}, wktorym:

v,=(4-1,1D)""v

5.4. Jesli w kolekeji € znajduje si¢ podzbior tancuchow, ktorych elementy sg
liniowo zalezne od wektorow nalezacych do nowo utworzonego tancu-
cha, to ze zbioru tego nalezy usung¢ tancuch najkrotszy.

5.5. Doda¢ do kolekcji nowo utworzony tancuch.

Krok 5 powtarza si¢ dla wszystkich wielokrotnych wartosci wtasnych.

Rozwigzanie szczego6lne uktadu jednorodnego odpowiadajace:

e jednokrotnej warto$ci wlasnej jest rowne:

Aix
y;(x)=ve’

e fancuchowi {v; ., Vv, ,,....v,  } zkolekeji €, odpowiadajacej k-krot-

nej wartosci wlasnej, jest rowne:

r r—q

X Ax

yj,p,(r—s+1) _[z (]/'— )|Vj,p,(qs+1)]e ”, N —1’ 2:-.., r
= (r—q)!
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8. Calka ogolna ukladu jednorodmego (COUJ) jest kombinacjg liniowa
wszystkich rozwiagzan szczegdlnych, odpowiadajacych wszystkim wyzna-
czonym w kroku siedmiu tancuchom. Wspotczynniki tej kombinacji sg sta-
tymi catkowania, ktore wyznacza si¢ z liniowego uktadu rownan algebraicz-
nych, wynikajacego ze spelnienia warunkow brzegowych i ewentualnych

warunkow zszycia.

9. Calka szczegoélna ukladu niejednorodnego (CSUN) moze by¢ wyznacza-

na metodg przewidywania.

10. Calka ogélna ukladu niejednorodnego jest sumg wyznaczonych COUJ

1 CSUN.

W zagadnieniach praktycznych czton niejednorodny w uktadzie rownan dany
jest z reguty funkcja statg lub da si¢ go opisa¢ prostymi funkcjami wielomianowymi,
dla ktérych przewidzenie catki szczegdlnej uktadu niejednorodnego nie przedstawia

wigkszych trudnosci.

8.1.2. Przykladowe rozwiazania analityczne zagadnienia zginania

belek kompozytowych

Powyzszy algorytm niech zilustruje przyktadowa jego realizacja dla przypadku bel-
ki trojwarstwowej, ztozonej z dwoch paneli zginanych oraz warstwy skleiny pomie-
dzy nimi. Schemat przekroju poprzecznego przedstawiono na rysunku 76.

b

E, .
% hlL
A A hy

Rys. 76. Schemat trojwarstwowej belki kompozytowej

Uktad rownan rzadzacych zagadnieniem zginania omawianej belki jest naste-
pujacy (dla uproszczenia zapisu pominigto tyld¢ nad symbolami bezwymiarowych

przemieszczen wzglednych):

d*u dw
dx21 +7, [(u2 —u)+m E} =0

0

d’u dw
dx22 ) [(”z —u)+m E}

(8.28)

(8.29)
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d*w du, du d*w
W:th + Ty {[ﬁ—jJ‘i‘nl ?:| (830)
gdzie:
2 2
nl:(h1+h2j, 712:GlL o= G,L
2L Eht, E,hyt,

_SGL U+ +2) _12L[q+ (hg + hgy) +(Bh)]
t(ER +Eyhy) ’ El + Eyhy

Ty

Uktad ten mozna sprowadzi¢ do nastepujacego ukltadu rownan pierwszego rzgdu:

Y'(€)=A-y(©)+b(E) (8.31)
gdzie:
0 1 0 0 0 O 0 0] [0]
, 0O -n, 0 0 —mm, O O 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
-, 0 m 0 0 mm 0 0 0
A= , B= (8.32)
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 O 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
1 0 -, 0 mm O 0 mr, 0] | 75 |

za$ sktadowe wektora funkcji niewiadomych wyrazaja si¢ za pomocg wyjsciowych
niewiadomych, czyli przemieszczen bezwymiarowych, w nastepujacy sposob:

—u _duy —u _du
N =Up, Y2 de’ V3 =y, Y4 de

W _dw _d2w _d3w
yS ’ y6 dx, y7 dxz’ y8 dx3

Wartosci wlasne macierzy wspotczynnikow:
A =—m T, + T, + 74
Ay =M, + T, + T,

Ay =hy=hs =g =N, =L =0
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Wektor wiasny odpowiadajgcy wartosci wiasnej A :
2 2 2 3
Vi = [T Ay, = AL, Ay, A, Ty, T, T, A ]
Wektor wiasny odpowiadajgcy wartosci wiasnej A,:
2 2 2 3
Vour =k, = TAy, kg, TS, Ty, Ty, TS, A,

Liniowo niezalezne wektory wlasne, odpowiadajace wielokrotnej zerowej war-
tosci wiasnej:
Vi =01,0,1,0,0,0,0,0]
v3,,=[0,0,0,0,1,0,0,0]

Tworzymy kolekcje tancuchow uogélnionych wektorow wiasnych. Na poczatku
kolekcje stanowig cztery tancuchy jednoelementowe, z ktorych kazdy zawiera jeden
z liniowo niezaleznych wektoréw wiasnych A:

8:{{"1,1,1} {Vz,l,]} {V3,1,1} {V3,2,1}}

Lancuchy odpowiadajace pojedynczym wartosciom wilasnym nie ulegng juz
zmianie. Zajmijmy si¢ wielokrotng wartoscig wlasna. Jej krotnos¢ wynosi k& = 6.
ZnalezliSmy m = 2 liniowo niezalezne wektory wlasne, odpowiadajace tej wartosci
wilasnej. Poszukujemy rozwigzania uktadu réwnan:

(A-21D"y =0 (8.33)

ktore jest liniowo niezalezne od wektorow zawartych w €. Mamy zatem uktad row-
nan, w ktorym macierz wspotczynnikow jest rowna:

(A_K31)k7m+l — AS —

0 AL 0 -mA 0 0 AL 0
m,(7y + 7, )7»12 0 -1, (7y + T, )7»12 0 0 —mm,(ny+m, )7»12 0 —nlnzklz
0 —TA 0 A 0 0 AL 0
—T05 (T, + Ty )AD 0 Ty (T + 70))AD 0 0 mmy(m,; +m,)A! 0 A
- —1, (15 + 1) 0 (15 +1y) 0 0 mm,(m,+m,) 0 Ty,
0 T AL 0 Al 0 0 T AL 0
—m,(my +70,)A? 0 (1, + 70, )AL 0 0 mm,(n;+m,)A} 0 T
| 0 Ty 0 A0 0 A, 0 |
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Jest to uktad rownan jednorodnych. Rzad macierzy wspotczynnikow wynosi 2,
zatem istnieje nieskonczenie wiele rozwigzan tego uktadu, zaleznych od 8 — 2 =6
parametrow. Ogolne rozwigzanie tego uktadu mozna zapisa¢ w postaci:

V=

(aym, +a, —a)m, + (a7, +a, —a)n
— 371 6 1/°%3 31 6 1/%2
= [al a,m, +as ag as a, ay a, -—

o
gdzie: a, ..., a, sa parametrami. Rozwazmy rozwigzanie odpowiadajace jedynemu
niezerowemu parametrowi a, = 1. Wtedy:
v=[0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, O]
Obliczamy:
(A-1,1)'v=[L0,1,0,0,0,0,0], s=1
(A-1;1)°v=[0,0,0,0,0,0,0,0], s=2

Mamy zatem » = 2, czyli wyznaczone rozwigzanie jest uogdlnionym wektorem
wlasnym rzedu drugiego. Tworzymy tancuch:

V3,l,l = (A - )\‘3 1)271 V= [19 09 1: 09 09 Oa 0, 0]
Vi =(A-11)°7v=[0,1,0,1,0,0,0,0]

W kolekeji € znajduje si¢ juz tancuch zawierajacy wektor liniowo zalezny od
wektorow tego nowego tancucha (stad zastosowano oznaczenie za pomocg iden-
tycznych indeksoéw), od ktorego jest krotszy. Usuwamy zatem z kolekcji poprzedni
fancuch, a nastgpnie dodajemy ten nowo utworzony:

V3Lt
8:{{"1,1,1} {Vz,l,l} { } {V3,2,1}}
V32

W kolekeji znajduje si¢ teraz pig¢ uogolnionych wektorow wiasnych — wcigz
potrzeba znalez¢ jeszcze trzy. Wezmy teraz inne rozwigzanie uktadu rownan (8.33).
Niech odpowiada ono a, = nr,. Wtedy:

v=[n, 0, 0, 0, 0, 0, 0, (m,+m,)]
Obliczamy:
(A-x1)°v=[0,mm,,0,-mm,,0,0,(n, +7;), 0], s=1

(A-21D'v=[mm,,0,—mm;,0,0,(n, +m;),0,0], s=2
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(A-2,1)°’v=[0,0,0,0,(r, +m,),0,0,0], s=3

(A-241)'v=[0,0,0,0,0,0,0,0], s=4

Mamy zatem r = 4, czyli wyznaczone rozwigzanie jest uogélnionym wektorem
wilasnym rzedu czwartego. Tworzymy tancuch:

Vis, =(A-21)""v=[0,0,0,0, (r, +73),0,0,0]

Vi, =(A-01D)"?v=[mm,,0,- 113, 0,0,(n, +73),0,0]
Vi =(A-41D)*" v=[0,mm,,0,- 173, 0,0, (n, +73), 0]
Viss =(A-21)"*v=[n,0,0,0,0,0,0, (r, + ;)]

W kolekeji € znajduje si¢ juz tancuch zawierajacy wektor liniowo zalezny
od wektorow tego nowego lancucha (rowniez tu zastosowano oznaczenie za po-
mocg identycznych indeksow), od ktérego jest krotszy. Usuwamy zatem z kolekcji
poprzedni taficuch, a nastgpnie dodajemy ten nowo utworzony:

V32,1
Vi1 V322
€= {V1,1,1} {Vz,l,l}
Vi1 Vi3s3
V304

Kolekcja € zawiera teraz dokladnie osiem wektoréw. W tym miejscu nalezy
zwrdci¢ uwage na to, ze utworzenie kompletnej kolekcji uogélnionych wektorow
wlasnych dokonato si¢ w minimalnej koniecznej liczbie dwoch zaledwie krokow
jedynie dzigki odpowiedniemu wyborowi rozwigzan uktadu (8.33).

Mozemy teraz skonstruowac rozwigzanie ogdélne uktadu jednorodnego, odpo-
wiadajace:

e pierwszemu tancuchowi:

yi (&)= C1V1,1,1 e
e drugiemu tancuchowi:

y,(&)= C2V2,1,1 e

e trzeciemu tancuchowi:

V3(8) =[GV, + Cy(Eva s + V3, )]ek3é
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e czwartemu tancuchowi:

£
Y. (&)= l:Csvs,z,l +C(EVs 1 +V3,,)+C (7 Vign tEV300+ Vs,

3 &2
& hit
+C (z V3ot ?Vs,z,z +8V353+ Vi j:'e :

Suma powyzszych rozwigzan stanowi catke ogolng jednorodnego uktadu
réwnan:

Y, &)=y, +Y,+ty;+Yy, (8.34)

State catkowania C, ..., C, wyznacza si¢ z warunkow brzegowych. Warunkow
tych ma by¢ doktadnie osiem. Aby rozwigzanie bylo jednoznaczne, warunki te mu-
szg zaleze¢ od funkcji niewiadomych, nie za$ jedynie od ich pochodnych. Warun-
ki sformutowa¢ mozna w kategoriach przemieszczen weztowych lub sit przekro-
jowych na krancach przedzialow charakterystycznych, analogicznie jak robi si¢ to
dla klasycznych jednorodnych belek.

Calke szczegolng uktadu niejednorodnego mozna wyznacza¢ metodg przewidy-
wania. Jednym z najczestszych przypadkdéw w praktyce projektowej jest obcigzenie
jednorodne, odpowiadajace funkcji ¢ (§) = const = ¢q. Funkcje te interpretuje si¢ jako
funkcje quasi-wielomianowa stopnia M = 0:

B :evi[f‘g'mm} (8.35)
m=0

Przewidujemy wiec rozwigzanie szczegdlne w postaci quasi-wielomianowej
wektorowej funkcji jednej zmienne;j:

Y, (&)=eﬂ[2amnm} (8.36)
m=0

W wigkszosci przypadkéw w wyrazeniu (8.36) przyjmujemy stopien wielomia-
nu M jako rowny stopniowi wielomianu w wyrazeniu (8.35). Wyjatek stanowig
sytuacje okreslane mianem ,,rezonansu”, w ktérych wyktadnik y jest rowny jednej
z warto$ci wlasnych. Gdy zmienna niezalezna nie jest zmienng czasowa, termin
»~rezonans” nie moze by¢ oczywiscie utozsamiany ze zjawiskiem rezonansu me-
chanicznego w uktadach drgajacych, cho¢ jego nazwa istotnie jest z nim zwigzana.
W naszym przypadku mamy y = A, = 0, zatem jest to przypadek rezonansowy. W ta-
kiej sytuacji stopien wielomianu w wyrazeniu (8.35) nalezy powigkszy¢ o liczbe
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réwng liczbie elementow najdtuzszego tancucha Jordana (tancucha uogdlnionych
wektorow wlasnych). Mamy zatem M = 0 + 4 = 4. Napiszemy wigc:

¥,(§)=D, +ED, +&'D, +&'D; +£'D, (8.37)

Po podstawieniu wyrazenia (8.37) do rownania (8.31) nalezy przyréwnaé do sie-
bie wspotczynniki przy wszystkich potegach zmiennej niezaleznej § w wyrazeniach
po lewej i prawej stronie rownania. Po prawej stronie znajduje si¢ wektor zerowy,
zatem wszystkie te wspotczynniki musza by¢ rowne 0. Otrzymujemy uktad 40 li-
niowych réwnan algebraicznych na 40 sktadowych wektorow D (m =0, 1, ..., 4).
W rzeczywistosci catke szczego6lng uktadu niejednorodnego mozna wyznaczyc
w prostszy sposob z uwagi na fakt, ze kolejne sktadowe rozwigzania y () nie sg nie-
zalezne — pie¢ sposrad tych sktadowych to pochodne trzech pozostatych, bedacych
bezwymiarowymi przemieszczeniami. Mozna zatem zalozy¢ jedynie funkcje y,, y,
oraz y, jako pewne wielomiany stopnia czwartego, pozostale zas sktadowe obliczy¢
jako odpowiednie pochodne. Przy takim podej$ciu otrzymuje si¢ uktad 15 rownan
na 15 niewiadomych wspotczynnikdéw. Rozwigzanie tego uktadu jest nastepujace
(uktad wektora zostat zmieniony tak, aby wynik byt czytelniejszy):

47‘1“2&3

127:17:2&2
—4m E(6+m,E7)

n | —12mEQR +myE?)

2400 | (my+my)E!
4(m, +m,)E>
12(n, + m;)&’
24(m, + m,)E

y, (&)= (8.38)

Sciste rozwigzania dla innych warunkéw podparcia lub innego obciazenia wy-
znacza si¢ w sposob analogiczny. Rozwigzania uzyskane w ten sposéb moga dostar-
czy¢ zamknietych wzorow, okreslajacych wielkosci kluczowe w procesie projekto-
wania — maksymalne ugiecie belki, ekstremalne wielko$ci napr¢zenia normalnego
w panelach zginanych lub ekstremalne napr¢zenie styczne w spoinie.

Na rysunkach 77-79 przedstawiono schematycznie przebieg zmiennosci linii
ugigcia oraz wielkos$ci naprezen ekstremalnych dla wybranych rodzajow belek.
W przypadku belki niesymetrycznej nalezy podkresli¢, ze zaprezentowane wykre-
sy maja jedynie charakter pogladowy, a stosunek wielkosci naprezenia normalne-
go w panelu gornym do wielkos$ci naprgzenia normalnego w panelu dolnym zale-
ze¢ bedzie zar6wno od materiatu, jak i geometrii przekroju poprzecznego obydwu
paneli.
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Niesymetryczna trojwarstwowa belka kompozytowa, podparta przegubowo, ob-
cigzona jest jednorodnym obcigzeniem ciaglym.

TR EEEEEEREERED: -

EZ’ hZ

| L |
[ >
X
\
we |
_‘,.----""""--.., tanuunnua WIOkna gorne
o wy .
““" ".,.' gbrnego panelu
e °. — WIdkna dolne
X dolnego panelu
ox)Y
X
7(x) \

Rys. 77. Schemat statyczny belki i wykresy linii ugiecia w (x), ekstremalnego napr¢zenia normalnego
w skrajnych wtoknach paneli zewngtrznych o (x) oraz naprezenia stycznego w skleinie 1 (x)

Liczby podobienstwa opisujace belke:

h +h, GL* GL*
Tcl = —— 5 T[z = , T[3 =
2L Eht E,hyt
6GL (h + h, +21) 1241
— 1 2

T, = , e =——————, A=, +T, + T
! (ER + Eyh) i Eh + Eyh e

e maksymalne ugiecie w Srodku przesta:

Whnax =

A
_ . J68mme? + (" + D8 [m,m, (1, + 705 +6) + (1, +73)° - 30 (n, +7,) — 38477, ]
> 38405 (" +1)

(8.39)

e ckstremalne naprezenie $ciskajace w panelu gornym w przekroju prze-
stowym:
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A A

5 —En, ng:z 1_x_2_ iez +i8nln4(262 e —:) —kxz(n2 +15)(e" +1)
A & e +1| 2L 8L (e" +1)
(8.40)
e ckstremalne naprezenie rozciggajace w panelu dolnym w przekroju prze-
stowym:
A A
T, | A 2e2 | h, 8mm,(2e? —e" —1)— A (m, + m;)(e" +1)
Gmax:l;27c5 1 | o + A s 4., A
A 8 e"+1| 2L 8L (e" +1)

(8.41)
e ckstremalne naprezenie styczne w skleinie w przekroju podporowym:
_ GL mms[Me" +1)—2(e" —1)]
t 203 (e +1)

Symetryczna pieciowarstwowa belka kompozytowa, podparta przegubowo, ob-
cigzona jest sita skupiong w $rodku przesta.

max

(8.42)

* P Ey, hy
G,t 7

"
B

A VAN

B L2 D L2 R
> >
- L »
X
w(x) Y
JUOTL LD imnnnnnnn WHGkna gorne
__.--“"‘ ""-..,_. gérnego panelu
i . — WiOkna dolne
X dolnego panelu
o(x) \
. Rys. 78. Schemat statyczny belki i wykresy
T linii ugigcia w (x), ekstremalnego
napre¢zenia normalnego w skrajnych
' wioknach paneli zewngtrznych o (x)
HOM

oraz naprezenia stycznego w skleinie

T(x)
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Liczby podobienstwa opisujace belke:

b+ h GI’ Gl
Tcl = —1 2 , T[:Z = , Tc3 =
2L Eht E,hyt

3
. _6GL (i +h2+2t), - ﬁnlnzﬁnz

tQER +Eh)

e maksymalne ugiecie w $rodku przesta:
W - PL A (€ + 1) + 24w, [(h —2)e" + (L +2)]
"A8(2E 1 + E, 1) A +1)

e ckstremalne napre¢zenie normalne we witdknach skrajnych w panelach
zewngetrznych w przekroju przgstowym:

(8.43)

_ PL E[((mh + 4mmy)e" + (myh —dmm,)) +2Lm 1, (A~ 2)e” + (A +2))]

g 203 (e* +1)(QEI, + E, 1)
nre (8.44)

e maksymalne naprezenie styczne w skleinie w przekroju podporowym:

A
GI’ n[e" —2he? +1]
QEL +E)t A% +1)

max

(8.45)

N | o

Symetryczna trojwarstwowa belka kompozytowa, utwierdzona obustronnie, ob-
cigzona jest sita skupiong w $rodku przesta.

G, t *P E, h §
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Rys. 79. Schemat statyczny belki i wykresy linii
ugigcia w (x), ekstremalnego naprezenia
normalnego w skrajnych widknach paneli
zewngtrznych o (x) oraz napr¢zenia

T(x)¥ stycznego w skleinie t(x)

o(x) ‘
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Liczby podobienstwa opisujace belke:

h GI? 6GL (h+1)
TClzz, T, ZE, Ty ZW, 7\.21”517'[3 +27'52

e maksymalne ugiecie w $rodku przesta:

A A
PL [m,m,(96 +A(T, +24)) + 20 ] (1 —e2 ) + 2A(m,A° + 247, T, )e>
Ve =00 -

A(e? +1) (8.46)

e ckstremalne naprezenie normalne we widknach skrajnych paneli zewnetrz-
nych w przekroju przgstowym i podporowym:

A n
PL* m[(2mm; + myh)e? — (2mm; — myh) + 1, [(A —4)e? + (A +4)]]
Gmax =
16E1 , 2
A (e? +1) (8.47)

- L
e ekstremalne naprezenie styczne w skleinie (dla x= Zj

T =

A A A A
_p G m[(mA” +16mm,)(e? +1)—32m et —m,[(A* —32)(e? +1)+64e*]]
GAEIt .2
Ae? +1) (8.48)

Wzory tego rodzaju mozna wyprowadzi¢ na podstawie $cistych rozwigzan ana-
litycznych dla wszelkich schematéw podparcia i obcigzenia. Nalezy jednak przy-
znaé, ze ich wyprowadzenie okazuje si¢ by¢ bardzo uciazliwym zadaniem nawet dla
prostych schematow jednoprzestowych, rowniez tych wykorzystujacych oprogra-
mowanie do obliczen symbolicznych (przy wyprowadzaniu powyzszych wzorow
wykorzystano program Maxima 5.43.0).

Korzystajac z powyzszych wzorow, nalezy zwrdci¢ uwage na pewien szczeg6dlny
aspekt dotyczacy przewieszen belki poza o§ podpory. W przypadku belek jedno-
rodnych, w typowym podejs$ciu analitycznym, ktore jest wlasciwe dla klasycznych
metod mechaniki budowli, przewieszenie traktowane jest jako ,,czesS¢ statycznie wy-
znaczalna”, co oznacza, ze w sytuacji braku obcigzenia na przewieszeniu, na podsta-
wie rownowagi uktadu sit zewnetrznych i wewngtrznych, przytozonych do myslowo
rozsunietych czesci ciala odksztatcalnego, przyjmuje si¢ zerowe sity przekrojowe
i zerowe sktadowe napregzenia w obszarze przewieszenia. W przypadku belek o od-
powiednio wysokiej sztywnosci podejscie takie jest uprawnione, jednakze w przy-
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padku belek bardzo wiotkich oczywiste jest, ze zakres oddzialtywania reakcji podpo-
rowej obejmowac moze rowniez istotna czgs¢ przewieszenia. W sposob szczegolny
dotyczy to belek kompozytowych z podatnymi skleinami. Rzeczywiscie, jednorodne
statyczne warunki brzegowe na koncu przewieszenia wcale nie pociggaja za soba
zerowania si¢ wszystkich sit przekrojowych. Owszem, uktad tych sit bedzie statycz-
nie rownowazny ukladowi zerowemu, ale same sity nie beda zerowe. Dotyczy¢ to
bedzie przede wszystkim podatnej skleiny, ktora, np. w strefie podporowe;j, zarowno
po stronie przestowej, jak i po stronie przewieszenia, deformowana jest w najwigk-
szym stopniu. Oznacza to, ze do poprawnego oszacowania ekstremalnych wielko$ci
naprezenia konieczne jest uwzglednienie dlugo$ci przewieszenia, ktore w praktyce
zawsze wystepuje. Stosowalnos¢ analitycznych modeli belek jednoprzestowych, po-
mijajacych obecnos$¢ przewieszenia, uzasadnione jest wytacznie w przypadku, gdy
dlugos$¢ przewieszenia jest bardzo mata.

8.2. Walidacja doswiadczalna i porownanie modeli liniowych

W pracy (Szeptynski 2020b) poréwnano przewidywania teoretyczne wybranych li-
niowych modeli belek kompozytowych z wynikami symulacji MES oraz wynikami
doswiadczalnymi. Wérod porownywanych modeli, oprocz propozycji przedstawio-
nej w poprzednim podrozdziale, rozwazano réwniez model niejednorodnej belki
Bernoulliego—Eulera, a takze model niejednorodnej belki Timoshenki—Ehrenfesta.

Niejednorodna belka Bernoulliego—Eulera

Podstawowym zalozeniem tego modelu jest hipoteza plaskich przekrojow Ber-
noulliego, zgodnie z ktora dowolny plaski przekrdj poprzeczny, prostopadty do osi
belki przed obcigzeniem, po obcigzeniu pozostaje ptaski i prostopadly do zdefor-
mowanej osi belki. Zatozenie to pocigga za soba z gory okreslony liniowy roz-
klad odksztalcenia liniowego wzdtuz wysokosci belki. W przypadku przekrojow
niejednorodnych (kompozytowych) rozktad taki wyznacza jednoznacznie rozktad
naprezenia normalnego, zgodnie z obowigzujacymi dla materialow sktadowych
zwigzkami konstytutywnymi. Belke taka opisuje rownanie rozniczkowe na rozktad
ugiecia w (x), analogiczne do rownania opisujacego klasyczna jednorodng belke
Bernoulliego—Eulera:

2 2
%(Db ‘c’lx—wj ~4(») (8.49)
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gdzie sztywno$¢ gigtna D, wyraza sig catka:
D, = HAZZ -E(z)d4 (8.50)

Jesli przyjmuje sig, ze kazdy z tych materiatow jest liniowym materialem spre-
zystym Hooke’a, to wtedy rozklad naprezenia jest odcinkowo liniowy. Sztyw-
nos$¢ gigtna jest wowczas $rednia wazong momentow bezwladnosci poszczegdl-
nych sktadowych przekroju poprzecznego, przy czym wagi sa proporcjonalne do
stosunku modutu Younga odpowiedniego materiatu do modutu odniesienia (Piech-
nik 2007).

Naprezenia normalne w omawianym modelu wyznacza si¢ zgodnie z wzorem:

o(x,z)=—————z (8.51)

Srednie naprezenia styczne oszacowaé mozna zgodnie z podejsciem
zaproponowanym przez Zurawskiego (Zurawski 1856):

o 8G(x) QS (2)
bD,

T(x,z) = I (8.52)

Niejednorodna belka Timoshenki—-Ehrenfesta

W modelu Timoshenki—Ehrenfesta rezygnuje si¢ z zatozenia o prostopadtosci prze-
kroju poprzecznego do zdeformowanej osi belki — kat obrotu przekroju poprzecz-
nego ¢(x) jest dodatkowa zmienna stanu opisujaca belk¢. ROwnania opisujace nie-
jednorodna belke Timoshenki—Ehrenfesta maja postac:

@[D ji’j 4(%)

(8.53)
e t(a)
kD, dx\ " dx

Sztywno$¢ poprzeczna na Scinanie D dla przekroju niejednorodnego (kompozy-
towego) wyznaczana jest wedhug wzoru:

D, = HA G(z)d4 (8.54)

Sztywno$¢ gigtna D, wyznaczana jest tak samo jak w przypadku niejednorod-
nej belki Bernoulliego—Eulera. W pracy (Szeptynski 2020b) zaproponowano, aby
warto$¢ wspotczynnika korekcyjnego k oszacowaé na podstawie przyréwnania
do siebie dwdch wyrazen na energi¢ sprezysta $cinania — jedno z nich wyznacza
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naprezenie styczne, zgodnie z zatozong kinematyka belki Timoshenki—Ehrenfesta,
drugie za$ czyni uzytek ze wzoru Zurawskiego. W efekcie otrzymuje sie wzor:

[DZ I, SG ((;) ] (8.55)

gdzie: s(z) to moment statyczny wzgledem S$rodka ciezkosci przekroju od tej jego
czegsci, ktorej punkty maja wieksze (lub mniejsze — zaleznie od orientacji lokalne-
go uktadu wspotrzednych) wartosci wspotrzednej z.

Porownaniu i walidacji doswiadczalnej poddano teoretyczne oraz numeryczne
oszacowania nastepujacych wielkosci fizycznych:

e sztywnos¢ belki — stosunek obcigzenia zewnetrznego do ugigcia maksymal-

nego,

e maksymalne napre¢zenie normalne,

e maksymalne naprezenie styczne.

Walidacji poprawnosci oszacowan dokonano na podstawie wynikow doswiad-
czen na dwoch typach belek kompozytowych — trojwarstwowych (dwa panele +
skleina) belek aluminiowych (Zajac 2008) oraz pigciowarstwowych (trzy panele +
dwie skleiny) belek drewnianych dwojakiego rodzaju: belek CLT oraz belek z kle-
jonych sklejek. Oznaczenia i wymiary belek podlegajacych badaniu przedstawio-
no w tabelach 6 1 7. W oznaczeniu belek TYP1-TYP2-t-L pierwszy symbol ozna-
cza typ warstwy zginanej (ALU — stop aluminium PA-38, B — drewno $wierkowe,
SK - sklejka), drugi symbol oznacza typ materiatu skleiny (PS/PSM/PST), pierwsza
z liczb oznacza grubos¢ ¢ skleiny w milimetrach (oznaczenie ,,DX” oznacza mini-
malng grubos¢ gwarantujaca potaczenie adhezyjne), a ostatnia liczba oznacza wyra-
zong w milimetrach rozpigtos¢ L migdzy podporami. Symbole %, &, h, oznaczajg
grubos¢ kolejno wierzchniej, srodkowej i spodniej warstwy zginanej, a b oznacza
szeroko$¢ belki.

Tabela 6
Charakterystyka belek drewnianych i wykonanych ze sklejki
poddanych czteropunktowemu zginaniu
. liczba b h, h, h, t L

LP. oznaczeme probek | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm]

1 B-PS-3-1200 3 100 22 25 22 3 1200

2 B-PST-3-1200 3 100 22 25 22 3 1200

3 B-PST-DX-1200 1 100 22 25 22 0 1200

4 B-PS-DX-1200 2 100 22 25 22 0 1200

5 SK-PST-1-1200 7 100 17 17 17 1 1200

6 SK-PST-1-720 6 100 17 17 17 1 720

7 SK-PST-2-1200 7 100 17 17 17 2 1200

8 SK-PST-2-720 6 100 17 17 17 2 720
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Tabela 7
Charakterystyka belek aluminiowych poddanych czteropunktowemu zginaniu
LP. oznaczenie lic,zba b by by ! L
probek | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm]
1 ALU-PSM-5-992 1 29,25 9,656 9,656 5 992
2 ALU-PSM-3,1-992 1 29,25 9,656 | 9,656 3,1 992
3 ALU-PSM-1,75-992 1 29,25 9,656 | 9,656 1,75 992
4 ALU-PSM-1,2-992 1 29,25 9,656 | 9,656 1,2 992
5 ALU-PSM-0,5-992 1 29,25 9,656 | 9,656 0,5 992

Belki drewniane oraz te wykonane ze sklejki obcigzane bylty w probie cztero-
punktowego zginania (rys. 80), belki aluminiowe natomiast w probie trojpunktowe-
go zginania (rys. 81).

L/3 L/3 L/3

P/2l lP/Z
o
L2

L

>

L2

)

Yy v ”>

Rys. 80. Schemat statyczny i potozenie czujnikdw przemieszczenia w probie zginania
czteropunktowego pigciowarstwowych belek drewnianych
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Rys. 81. Schemat statyczny i polozenie czujnikdw przemieszczenia w probie zginania
trojpunktowego trojwarstwowych belek aluminiowych
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8.2.1. Globalna sztywno$¢ belek kompozytowych

Na rysunkach 82 i 83 poréwnano sztywno$¢ belek kompozytowych, szacowana
z uzyciem roznych modeli teoretycznych, jak rowniez oszacowanie numeryczne
(dwuwymiarowy model MES) oraz pomiar doswiadczalny. Oszacowania teoretycz-
ne dane sg ponizszymi wzorami.

Sztywnos¢ belki kompozytowej w zginaniu tréjpunktowym:
e model kompozytowej belki Bernoulliego—Eulera:

3l
k= 1z (8.56)
48 D,
e model kompozytowej belki Timoshenki—Ehrenfesta:
3 -1
k= 1 + L (8.57)
48 D, 4xD,
e model trojwarstwowej belki kompozytowej (Szeptynski 2022):
-1
| D aQumymy +3mm, +4m; (1+ )+ 3 (1—e*) (8.58)
EbK’ AM+eP) '
gdzie:
h GI? 6(h+1)GL’ 6qL’
T, =—, T, =——0f), M, =———————, T, = , A, =4I, + 21
L > Eht o ERt YRR TN

Sztywnos$¢ belki kompozytowej w zginaniu czteropunktowym:
e model kompozytowej belki Bernoulliego—Eulera:

5!
k= 23 L (8.59)
1296 D,

e model kompozytowej belki Timoshenki—Ehrenfesta:

B L L
= ——+— (8.60)
1296 D,  6xD,

Wzor analityczny na sztywnos¢ pigciowarstwowej belki kompozytowej w cztero-
punktowym zginaniu, wynikajacy z autorskiego modelu obliczeniowego, jest zbyt
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ztozony. W ponizszych zestawieniach oszacowanie za pomocg zaproponowanego
modelu analitycznego wyznaczono, rozwigzujac zagadnienie brzegowe metodg roz-
nic skonczonych (MRS). Brak wynikow dla modelu autorskiego dla belek typu 3
i 4 (o grubosci skleiny ,,DX”) wynika z faktu, ze dla grubosci skleiny dazacej do 0
parametry modelu daza do nieskonczonosci i sformutowanie zagadnienia staje si¢
matematycznie niepoprawne. Uwaga ta dotyczy rowniez oszacowan naprezen.

1800

E 1600 W Bernoulli-Euler Timoshenko-Ehrenfest
Z B Model autorski MES
E 1400 B Eksperyment
2 1200
£ 1000
3
5 800
‘2 600
=
§~ 400
It in
= 0
1 2 3 4 5 6 7 8

Typ belki

Rys. 82. Poréwnanie globalnej sztywnosci pigciowarstwowych belek wykonanych z drewna
i sklejki (numeracja typoéw belek zgodnie z tabelg 6) (Szeptynski 2020b)

140
= M Bernoulli-Euler Timoshenko-Ehrenfest
=120 B Model autorski = MES
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6 80
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2
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Rys. 83. Porownanie globalnej sztywnosci trojwarstwowych belek aluminiowych
(numeracja typow belek zgodnie z tabela 7) (Szeptynski 2020b)

Na rysunkach 84 i 85 przedstawiono porownanie przewidywan teoretycznych,
symulacji numerycznych (tréjwymiarowy model MES) i wynikow doswiadczal-
nych, dotyczacych przemieszczen pionowych i wzglednych przemieszczen pozio-
mych paneli aluminiowych w trojwarstwowej belce kompozytowej poddane;j troj-
punktowemu zginaniu.
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Ugiecie spodu dolnego panela aluminiowego
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Rys. 84. Przemieszczenia pionowe paneli aluminiowych w tréjwarstwowej belce kompozytowe;j
poddanej zginaniu trdjpunktowemu (Szeptynski 2022)
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Rys. 85. Wzgledne przemieszczenia poziome $rodkow paneli aluminiowych w trojwarstwowe;j
belce kompozytowej poddanej zginaniu trojpunktowemu (Szeptynski 2022)
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8.2.2. Naprezenie normalne i naprezenie styczne w skleinie

Na rysunkach 86 i 87 przedstawiono poroéwnanie oszacowan na podstawie zapro-
ponowanego modelu analitycznego (wyniki MRS) oraz oszacowan numerycznych
(dwuwymiarowy model MES) dla maksymalnej warto$ci napr¢zenia normalnego
w panelach oraz napr¢zenia stycznego w skleinach pigciowarstwowej belki kom-

pozytowej.
18
E _ 16
ES 14
52
o =
% % 12
ggw
gg 8
v 2
535 °
5s 4
= =
S 2
0
1 2 3 4 5 6 7 8
Typ belki
M Bernoulli-Euler/Timoshenko-Ehrenfest M Model autorski MES

Rys. 86. Poroéwnanie oszacowan maksymalnego naprezenianormalnego w panelach belek wykonanych
z drewna i sklejki (numeracja typow belek zgodnie z tabelg 6) (Szeptynski 2020b)
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Rys. 87. Pordéwnanie oszacowan maksymalnego naprezenia stycznego w skleinach belek wykonanych
z drewna 1 sklejki (numeracja typow belek zgodnie z tabela 6) (Szeptynski 2020b)
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Wigksze wartosci maksymalnego napre¢zenia normalnego dla belek typu 51 7
nalezy zapewne tlumaczy¢ bardziej nierownomiernym rozktadem naprezenia na
dlugosci belek tego typu, zwigzanym z odpowiadajacymi im konfiguracjami para-
metréw mechanicznych i geometrycznych.

Na rysunkach 88 i 89 przedstawiono poréwnanie oszacowan teoretycznych (roz-
wigzanie analityczne) i numerycznych (trojwymiarowy model MES) rozktadow
napregzenia normalnego i stycznego w przekrojach belek kompozytowych. Zloka-
lizowane na niewielkim obszarze obcigzenie oraz podparcie skutkuja oczywiscie
obecnoscig zaburzen w rozktadzie naprezenia w przekroju poprzecznym belki — zja-
wiska te uwzglednione by¢ mogg jedynie w modelu MES. Dlatego, w celu porow-
nania przewidywan teoretycznych oraz wynikoéw symulacji numerycznej, wykresy
rozktadu naprezenia wykonano dla przekrojow znajdujacych si¢ w potowie odle-
glosci migdzy przekrojami podpartymi i obcigzonymi. Ponizej zestawiono rozktady
naprezenia dla belki trojwarstwowej (rys. 88).

W przypadku symetrycznej belki trojwarstwowej zaproponowany model anali-
tyczny umozliwia wyprowadzenie zamknigtych wzoréw na oszacowanie napreze-
nia maksymalnego. W przypadku zginania trojpunktowego maksymalne napr¢zenie
normalne we widknach skrajnych przekroju przgstowego wyraza si¢ nastgpujacym
wzorem:

o PL* 121,70, (1+ 7)) + 31, (21, — 7, )(1 — ™)
b’ 203 (1+e™)

(8.61)

W przypadku zginania trojpunktowego maksymalne napr¢zenie styczne w sklei-
nie w przekroju przgstowym wyraza si¢ wzorem:

M 12
. PG 37 -1 (8.62)
" bt E mial (e +1)

Ponizej zestawiono rozktady naprezenia dla belki pigciowarstwowej (rys. 89).

Na rysunku 90 przedstawiono poréwnanie rozktadow maksymalnego napreze-
nia normalnego w skrajnych wtoknach goémych i dolnych oraz rozktadéw napre-
zenia stycznego w gornej i dolnej skleinie belki pigciowarstwowej poddanej czte-
ropunktowemu zginaniu. Poréwnano przewidywania teoretyczne (rozwigzanie
analityczne) oraz wyniki symulacji numerycznej (tréjwymiarowy model MES).
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Rys. 88. Rozklady naprezenia w przekrojach belki trojwarstwowej (Szeptynski 2022)
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Rys. 89. Rozklady naprezenia w przekrojach belki pigciowarstwowej (Szeptynski 2022)
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Rys. 90. Rozklady naprezenia na dtugosci belki pigciowarstwowej (Szeptynski 2022)

8.2.3. Whnioski

W $wietle zaprezentowanych powyzej wynikow analiz mozna stwierdzic, ze:

e Zaproponowany analityczny model kompozytowej belki wielowarstwowe;j
dostarcza dobrych oszacowan sztywnosci belki oraz wielko$ci naprezenia je-
dynie dla cienkich sklein, grubszych jednak od najcienszej mozliwej warstwy
zapewniajacej adhezje.

e Btlad wzgledny oszacowania globalnej sztywnosci belek z cienkimi skleina-
mi za pomocg autorskiego modelu w stosunku do danych do§wiadczalnych
wynosi w przyblizeniu 10%, przy czym kazdorazowo jest to oszacowanie
z niedomiarem. Nalezy jednak zwréci¢ uwage, ze podobnag doktadnosé nie-
doszacowania daje dwuwymiarowy model MES. Nasuwa si¢ przypuszcze-
nie, ze przyjete w obydwu modelach parametry obliczeniowe moga odbiegac
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od wartosci rzeczywistych — dotyczy to przede wszystkim belek drewnianych
i wykonanych ze sklejki, dla ktorych do§wiadczalne oszacowania statych spre-
zystych charakteryzujg si¢ duzg zmiennoscig. Innym powodem zaobserwowa-
nych roznic moze by¢ wplyw nieliniowosci zjawisk rzeczywistych (lokalnie
duze odksztatcenia skleiny w obszarach brzegowych, nieliniowa charaktery-
styka fizyczna materialu skleiny), ktére pominicte sg zardwno w przyjetym
liniowym modelu analitycznym, jak i w liniowych symulacjach MES.

Model Bernoulliego—Eulera dostarcza oszacowan globalnej sztywnosci belki
ze znacznym nadmiarem.

Model Timoshenki—Ehrenfesta dostarcza oszacowan globalnej sztywnosci
belki ze znacznym niedomiarem.

Oszacowanie wielko$ci napr¢zenia stycznego jest podobne dla kazdego z mo-
deli analitycznych oraz dla symulacji numerycznych.

Zaproponowany model analityczny przewiduje nieznacznie wigksze napre-
zenia normalne we wioknach skrajnych w stosunku do wynikow symulacji
numerycznych. Réznica wzgledna wynosi okoto 10%.

Daje si¢ zaobserwowac nieznaczne rdznice w oszacowaniach zarowno glo-
balnej sztywnosci belek kompozytowych, jak i wielkos$ci naprezenia nor-
malnego oraz stycznego za pomocg dwu- i trojwymiarowego modelu MES.
Rdznice te nie wptywaja jednak istotnie na analiz¢ pordéwnawcza modeli ob-
liczeniowych.



Podsumowanie

Minione dekady pozwalaja nam by¢ §wiadkami gwattownego wzrostu zaintereso-
wania ztaczami klejowymi. Ich popularno$¢ wynika przede wszystkich z ogromnego
potencjatu uzytkowego, zwiazanego z faktem, ze skleiny polimerowe sa w stanie za-
pewni¢ potaczenie praktycznie dowolnej pary materiatdow. Pozwala to na tworzenie
metamateriatow, elementow konstrukcyjnych i catych konstrukcji kompozytowych,
ktore w bardzo efektywny sposdb wykorzystuja zalety mechaniczne materialow
sktadowych, kompensujgc przy tym ich ewentualne wady. Ztacza tego rodzaju po-
wszechnie wykorzystywane sg w przemysle lotniczym i motoryzacyjnym, a coraz
czesdciej spotyka sie rowniez ich zastosowanie w inzynierii ladowej. Wspolczesne
technologie wytwarzania klejow oraz wykonywania ztaczy zapewniaja dobre i po-
wtarzalne wlasnosci mechaniczne oraz trwatos¢ takich potaczen. Rozbudowana teo-
ria nieliniowych materiatdéw hipersprezystych oraz lepkosprezystych oraz jej imple-
mentacja w zaawansowanych programach metody elementoéw skonczonych pozwala
na wszechstronny i doktadny opis zachowania ztaczy klejowych w zagadnieniach
statycznych, dynamicznych i reologicznych, zar6wno w zakresie matych, jak i du-
zych odksztatcen. Z uwagi na nieprzecietny stopien skomplikowania owych teorii
stosowane metody analityczne sg z koniecznos$ci metodami numerycznymi, ktore
tylko w ograniczonym stopniu pozwalajg wejrze¢ w wewnetrzng strukture matema-
tyczng uzyskiwanych rozwigzan.

Jako podejscie alternatywne jawi si¢ tutaj zastosowanie modeli analitycznych.
Poczawszy od lat trzydziestych minionego stulecia opracowano kilkadziesigt mo-
deli tego typu, stosujac bardzo réznorodne podejscia — od formutowania proble-
mu lokalnie przez zatozenie kinematyki elementu pretowego lub belkowego, przez
uogolnione sformutowania lokalne, az po wykorzystanie twierdzen wariacyjnych
teorii sprezystosci 1 zwigzanych z nimi sformutowan globalnych. Pierwotnie typo-
wym podejsciem byto formutowanie modeli w kategoriach naprezen. Wykorzystanie
twierdzen energetycznych upowszechnito wykorzystanie stosownych funkcji napre-
zen. Stosunkowo rzadsze jest formulowanie zagadnienia w kategoriach przemiesz-
czen. O ile najwczesniejsze modele analityczne dotyczyly wylacznie zlaczy o ele-
mentach jednorodnych i izotropowych, o tyle wraz z rozwojem teorii belek i phyt
laminowanych mozliwe stalo si¢ precyzyjne opisanie rowniez takich ztaczy, w kto-
rych elementy taczone sg wykonane z anizotropowych wielowarstwowych kompo-
zytow (laminatéw). Kolejne pojawiajace si¢ propozycje pozwolity na uwzglednie-
nie wielu zjawisk, ktore pomijane byly w propozycjach wczesniejszych — deformacji
postaciowej elementéw taczonych, deformacji podtuznej skleiny, niejednorodnosci
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rozktadu naprezenia stycznego w przekroju skleiny czy jednorodnego warunku
brzegowego na swobodnym krancu skleiny. Te najbardziej zaawansowane modele
analityczne wykazuja niejednokrotnie bardzo dobra zgodnos$¢ z wynikami symulacji
numerycznych i z wynikami do§wiadczalnymi.

We wszystkich omawianych propozycjach stosuje si¢ podejscia, ktdre osta-
tecznie maja prowadzi¢ do sformutowania rownan rzadzacych w postaci rowna-
nia lub ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych, nawet jesli punktem wyjscia
byly rownania czastkowe opisujgce rozklady dwuwymiarowe. Jest to oczywiscie
zwigzane z faktem, ze teoria i metody rozwigzywania uktadow réwnan zwyczaj-
nych (zardwno analityczne, jak 1 numeryczne) umozliwiaja uzyskanie $cistych
rozwigzan w postaci zamknig¢tego wzoru dla znacznie szerszej klasy rownan, niz
to si¢ dzieje w przypadku réwnan czastkowych. Powszechnie przyjmuje si¢ row-
niez, ze wilasno$ci mechaniczne elementéw zlacza nie zmieniajg si¢ na dtugosci
zkacza, co pozwala przyjac state wspotczynniki w rownaniach rzadzacych. Wigk-
szo$¢ proponowanych modeli zaktada jednoczes$nie liniowe zwiazki konstytutyw-
ne i geometryczne, co skutkuje uzyskaniem rownan rzadzacych w postaci uktadu
liniowego o statych wspotczynnikach — najprostszej klasy roéwnan rézniczkowych
zwyczajnych, dla ktorych znane sg algorytmy wyznaczania rozwigzan analitycz-
nych. W wiekszosci sg to réwnania jednorodne. W przypadku zlaczy symetrycznych
mozliwe jest rozprzegnigcie rownan na napregzenie styczne (rownanie trzeciego rze-
du) i odrywajace (rownanie czwartego rzgdu) i wyznaczenie ich rozwigzan w po-
staci stosownej kombinacji funkcji wyktadniczych. Z uwagi na strukture rownania
najczesciej sa to funkcje hiperboliczne i/lub trygonometryczne. W przypadku zlaczy
niesymetrycznych konieczne jest rozwiagzanie uktadu rownan rézniczkowych lub
sprowadzenie go do réwnania wyzszego rzedu (siodmego lub 6smego) na rozktad
naprezenia stycznego. Analogiczne spostrzezenia mozna poczyni¢ w kontek$cie mo-
deli wykorzystujacych sformutowanie globalne przy uzyciu stosownie dobranych
funkcji naprezen.

Faktem jest jednak, ze te modele, ktore umozliwiaja zapisanie rozwiagzania w po-
staci zamknigtego wzoru, sg z reguly modelami liniowymi, ktore nie s3 w stanie
uwzgledni¢ dwoch aspektow kluczowych w odpowiedzi mechanicznej wysoko
odksztalcalnych polimeréw — duzych odksztalcen (nieliniowosci geometrycznej)
oraz nieliniowego charakteru zwigzku konstytutywnego (nieliniowosci fizycznej).
Niejednokrotnie podejmowano proby uwzglednienia w modelach analitycznych
zjawisk nieliniowych — przede wszystkim nieliniowego zwiazku konstytutywnego
badz to materiatu elementu tgczonego, badz materiatu skleiny. Te modele analitycz-
ne, ktore uwzgledniaja wspomniane zjawiska, rzadzone sg nieliniowymi rownania-
mi rézniczkowymi, dla ktorych z reguly nie jest mozliwe znalezienie rozwigzania
w postaci zamknietej. Podobnie jak zastosowanie teorii plastycznosci istotnie po-
wigksza zakres dopuszczalnych obcigzen dla konstrukceji stalowych, podobnie wy-
korzystanie nieliniowego zakresu pracy kleju moze potencjalnie poszerzy¢ pole
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zastosowan sklein polimerowych. Dostrzec mozna zatem potrzebe opracowania
analitycznych oszacowan lub uproszczonych modeli, ktére wykazywalyby dobra
zgodnos¢ zarowno jakosciows, jak i ilosciowg z obserwacjami do$wiadczalnymi,
a ktore dane bylyby na tyle prostym sformutowaniem matematycznym, aby umoz-
liwi¢ ich praktyczne wykorzystanie nie tylko w jednostkach badawczych, lecz row-
niez w biurach projektowych lub przy formutowaniu zalecen normowych z zakresu
projektowania i analizy ustrojow kompozytowych.

Podobnie ma si¢ rzecz z uwzglednieniem lepkiego (reologicznego) charakte-
ru pracy polimerowych sklein oraz silnej zaleznosci zwiazkéw konstytutywnych
od temperatury. Aspekty te odgrywaja kluczowa role w takich praktycznych zagad-
nieniach inzynierskich jak petzanie, relaksacja i spowodowane nig straty sity spre-
zajacej w elementach kotwionych klejem, odpowiedZ na wymuszenie dynamiczne,
thumienie drgan, zjawiska zmeczeniowe, praca w podwyzszonej temperaturze lub
w warunkach pozarowych czy starzenie. Wykorzystanie standardowych technik
analitycznych (analogia sprezysto-lepkosprezysta, superpozycja czasu i temperatu-
ry) napotyka pewne ograniczenia w zakresie dopuszczalnych zastosowan, zwigza-
nych z nieliniowo$cig charakterystyki materiatlowej, sprzezeniem pdl temperatury,
odksztatcenia i napr¢zenia, czy wreszcie zalezno$cig charakterystyki mechanicz-
nej materialu od temperatury. W przypadku wykorzystania metod numerycznych
konieczne jest postugiwanie si¢ nieraz trudnymi do wyznaczenia parametrami cha-
rakteryzujacymi taki material. Rowniez i w tej sytuacji opis tych specyficznych
zjawisk jest, poki co, domeng przede wszystkim pracownikow naukowych, nie za$
inzynieréw projektantow.

Wobec coraz szerszego stosowania ztaczy klejowych w przemysle nalezy spo-
dziewac sig, ze w perspektywie najblizszych dekad powszechne moze sta¢ si¢ wyko-
rzystanie sklein polimerowych jako elementu nosnego. Nadanie tak odpowiedzial-
nej funkcji w ustroju mechanicznym moze si¢ jednak odby¢ wytacznie w sytuacji,
gdy dostepne sg wiarygodne narzedzia prognozujace odpowiedz takiego elementu
na réznorodne sytuacje projektowe. Cho¢ zatem zjawiska quasi-statycznego ob-
cigzenia sklein $cinanych daja si¢ opisa¢ z zadowalajaca doktadnos$cia przy uzyciu
r6znorodnych modeli analitycznych, wydaje si¢, ze wcigz istnieje potrzeba opraco-
wania uogolnionych modeli, ktore umozliwityby formutowanie bezpiecznych zale-
cen projektowych.
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Streszczenie

W pracy omdéwiono wiele aspektéw modelowania analitycznego §cinanych potaczen
klejowych, stosowanych zarowno w ztaczach zakladkowych, jak i wielowarstwo-
wych belkach klejonych. Wéréd omowionych zagadnien wymieni¢ nalezy szcze-
gbétowy opis stanu prostego Scinania oraz przedstawienie roznorodnych nieliniowo
sprezystych zwigzkow konstytutywnych dla tego stanu. Omoéwiono dziewig¢ od-
miennych modeli analitycznych ztaczy zaktadkowych, w tym model pretowy, mo-
dele belkowe oraz modele dwuwymiarowe wykorzystujace zasady wariacyjne teorii
sprezystosci. W ramach przegladu pokazano, w jaki sposéb w modelowaniu ana-
litycznym mozna uwzgledni¢ pewne specyficzne aspekty pracy zlaczy zaktadko-
wych, a mianowicie: nieliniowos$¢ charakterystyki mechanicznej materiatu skleiny
lub elementow taczonych, niejednorodnos¢ rozktadu naprezenia stycznego w prze-
kroju poprzecznym skleiny, wydluzenie skleiny, deformacj¢ postaciowa elementow
faczonych, anizotropi¢ elementow tgczonych oraz warunki brzegowe na swobod-
nym brzegu skleiny. Uogo6lniono wzory Hart-Smitha na maksymalne napr¢zenie
styczne oraz brzegowy moment zginajacy, tak aby obowiazywaty roéwniez dla zta-
czy o ograniczonej dtugosci. Wyprowadzono wzory na ogolng posta¢ rozwigzania
modelu Allmana oraz modelu Yanga—Panga. Uogdlniono model Ojalvo i Eidinoffa
na przypadek ztacza niesymetrycznego. Wyprowadzono nieliniowy uktad réwnan
do wyznaczenia zakresu deformacji sprezysto-plastycznej dla niesymetrycznego
ztacza o biliniowe] charakterystyce mechanicznej skleiny. Sporzadzono skrypty
obliczeniowe, za pomoca ktorych poréwnano przewidywania wybranych modeli
analitycznych. Zaprezentowano w szczegétach autorski model wielowarstwowej
belki kompozytowej — przedstawiono réwnania rzadzace zginaniem belki, ogolny
algorytm wyznaczania rozwigzania analitycznego oraz wyprowadzono zamknigte
rozwigzania dla kilku wybranych przypadkow. Teoretyczne oszacowania wielkosci
przemieszczen i naprezen, wynikajace z zaproponowanego modelu, walidowano
z wykorzystaniem zaré6wno symulacji numerycznych, jak i wynikéw doswiadczal-
nych, uzyskujac satysfakcjonujaca zgodno$¢ miedzy przywidywaniami modelu a re-
zultatami badan.

Stowa kluczowe: zlacza klejowe, ztacza $cinane, sprezystos¢, modelowanie, belki
kompozytowe.
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Analytical modelling of thin adhesive layers sheared
in a quasi-static way

Abstract

A number of aspects of analytical modelling of adhesively bonded joints in shearing
are discussed regarding both lap joints as well as laminated beams. These include
detailed description of simple shear state and presentation of various nonlinear elastic
constitutive relations applied to it. Nine distinct analytical models of lap joints are
discussed including bar theories, beam theories and two-dimensional approaches
making use of variational principles of elasticity. In this review it has been shown,
how some specific aspects of performance of lap joints may be taken into account in
analytical modelling, namely: nonlinearity of mechanical characteristics of adhesive
and adherends, nonuniformity of the through-the-thickness distribution of shear stress
in adhesive, elongation of adhesive layer, distortional deformation of adherends,
anisotropy of adherends as well as load-free boundary conditions for adhesive layer.
The formulae of Hart-Smith for maximum shear stress and end bending moment
have been generalized for the cases of shorter lap lengths. The forms of general
solutions for Allman’s and Yang—Pang model have been derived. The model
of Ojalvo and Eidinoff has been generalized for the case of different adherends.
A nonlinear system of equations for has been derived, which enables determining
the zone of elastic-plastic deformation in an asymmetric lap joint which bilinear
mechanical characteristics of adhesive. Numerical scripts have been elaborated in
order to perform comparison of estimates provided by chosen analytical models.
Author’s model of multilayer composite beam is presented in details — governing
equations and general algorithm of finding analytical solution are presented, closed-
-form solutions for a number of chosen cases are derived. Theoretical predictions
of displacements and stresses according to the proposed model have been verified
with the use of both numerical simulations and experimental results and satisfactory
agreement has been found between them.

Keywords: adhesive joints, shear lap joints, elasticity, modelling, composite beams.



