
129

ZEITSCHRIFT FÜR VERMESSUNGSWESEN
herausgegeben vom

Deutschen Verein für Vermessungswesen (D.V. W.) E.V.
Schriftleiter: Professor Dr, Dr.-Ing. E. h. O. Eggert, Berlin-Dahlem,

Ehrenbergstraße 21

00000000050000000000000000000000020000000002
1938

Heft 5. IIIIIIIIIIIIIIIIIIIMIIIIIEIIIIIIIIII
1. März Band LXVII

Der Abdruck von Original-Artikeln ohne vorher eingeholte Erlaubnis der Schriftleitung ist untersagt

Die Gleichung von Glairaut 
für geodätische Linien auf Umdrehungsflächen.

Differentialgeometrischer Beweis der Gleichung.
A. Möhle in Bonn.

Die von Glairaut aufgestellte Gleichung psina = const. für eine geo­
dätische Linie auf einer Umdrehungsfläche (p = Parallelkreishalbmesser, 
a = Azimut der Linie) ist von Bedeutung für die Theorie der geodätischen 
Linie auf dem Erdellipsoid. Im folgenden wollen wir den Beweis dieser Glei­
chung auf differentialgeometrischem Wege führen. Hierbei bedienen wir 
uns der Sprechweise der Vektorrechnung. Wir bezeichnen Vektoren durch 
deutsche Buchstaben, skalare Werte durch lateinische Buchstaben, das ska­
lare Produkt zweier Vektoren a und 5 durch ab und das vektorielle Pro­
dukt der beiden Vektoren durch [ab].

Eine beliebige Fläche sei durch den Ortsvektor
0P =z(u, v) (1)

von dem festen Nullpunkt 0 nach dem veränderlichen Flächen punkt P ge­
geben. Jedem Flächenpunkt entspricht dann ein bestimmtes Parameterpaar 
{u, v }; u, v heißen bekanntlich auch die krummlinigen Koordinaten des 
Flächenpunktes. Die Tangenten in P längs der Linie u = const. bezw. der 
Linie v = const. haben die Richtungen der Vektoren z, bezw. Eu. Wir be­
zeichnen allgemein eine partielle Ableitung, genommen an der Stelle {u, v}, 
durch einen untergestellten Index; z. B. bedeutet Lu die an der Stelle {u, v} 
genommene partielle Ableitung des Ortsvektors r nach dem Parameter u. 
Die Existenz der von uns benutzten Ableitungen wollen wir voraussetzen. 
Die Flächennormale in P steht senkrecht zu Lu und senkrecht zu Eo, sie hat 
also die Richtung des Vektors [Lu Eco], wobei wir der Richtung der Normalen 
noch einen bestimmten Richtungssinn zugelegt haben.

Irgendeine Kurve auf dieser Fläche sei dargestellt durch den Ortsvektor
0 P = : (u, v G0) (2)

als Funktion des Parameters u. Wir bezeichnen die totalen Ableitungen an
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der Stelle {u} nach dem Parameter u, indem wir den abzuleitenden Wert 
mit einem Strich versehen; z. B. bedeutet g' die Ableitung des Ortsvektors 
r nach dem Kurvenparameter u, genommen an der Stelle {u} Es ist

r‘ = Lu + Eo v (3)
Der Vektor x‘ hat die Richtung der Kurventangente in P. Weiter ist

t" = tu— 2 Jun V1 — Eo v" + Evo v2 (4)

Durch die Vektoren j' und r" wird die Richtung der Schmiegungsebene der 
Kurve in P bestimmt.

Eine geodätische Linie auf der Fläche ist dadurch gekennzeichnet, daß 
ihre geodätische Krümmung in allen Punkten gleich Null ist. D. h. die Flä­
chennormale liegt in der Schmiegungsebene der Kurve. Für eine geodätische 
Linie ist also das skalare Produkt

[Eu Ev] [£' t"] = 0 (5 a)

Die Gl. (5 a) können wir umformen in
Lu r‘. Eo r" — hi z" • Eo r‘ = 0 (5 b) 

Berücksichtigen wir die Werte für x‘ und E" entsprechend den Gl. (3) und 
(4), so erhalten wir im einzelnen:

Tu E* — hi" — Eu Ev v‘
Eo x" = Eo Luu + 2 E Euv v‘ + Eo2 v" + Ev h>v v"2
Lu E" = Eu Euu + 2 Eu Euv o‘ + Eu Eo o" + Xu Suu v ■
Eo E' = Eu Eu + Eu2 v

(6)

Wir wollen diese allgemeinen Entwicklungen nun auf den Sonderfall einer 
Umdrehungsfläche anwenden. Zu dem Zweck zerlegen wir den Ortsvektor E 
in Komponenten in bezug auf die orthogonalen Einheitsvektoren i, i t. Den 
Einheitsvektor £ legen wir in die Umdrehungsachse. Dann gilt für eine Um­
drehungsfläche die Gleichung (siehe Fig. 1).

r = p cos v i + p sin v i — q t (7)
Hierin ist p der Parallelkreis­

radius, unter u wird die Meridian­
bogenlänge verstanden; p und q 
sind somit allein von u (und nicht 
von v) abhängig. Der Parameter v 
entspricht der geographischen Län­
ge. Die Linien u = const. sind Pa­
rallelkreise und die Linien v = 
const. sind Meridiane.

• Aus Gl. (7) folgt
Lu = p< cosvi — p’sin vj — q‘l
Eo = —p smvi — p cosvi

Luu = p" cos vi + p“sinvj— q"t >
Lu v = --- p’sin vi + p’cosvi
Euv = —pcosvi — psinvi

(8)
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Demgemäß ist
Eu Eo = 0,

d. h. die Kurven u = const. und v = const. schneiden sich überall rechtwinklig. 
Das Element du des Meridianbogens hat die rechtwinkligen Komponenten 
d p und d q . Folglich ist

P‘2+(‘ = 1. (9)

Hieraus ergibt sich weiter durch Differentiation nach u
p‘p" = —q’q". (10)

Für die einzelnen Werte von (6) erhalten wir somit für unsere Umdrehungs­
fläche unter Berücksichtigung der Gl. (8), (9) und (10)

Eu r‘ = 1
Ep t" = 2pp‘v‘—p2e" , (11)
Lu z" = — pp‘v2
E^U — p^v'

Diese Werte werden in die Gl. (5 b) eingesetzt. Schließen wir den Sonder­
fall p = 0, für den der Breitenkreis in einen Punkt ausartet, aus, so erhal­
ten wir nach Division durch p :

2 p' v1 + p v" + p2 p‘ v3 = 0. (12)
Wir führen jetzt das Azimut a der geodätischen Linie ein, d. h. den 

Winkel zwischen der Meridiantangente Yu und der Tangente x‘ an die geo­
dätische Linie. Es gilt allgemein (siehe Fig. 2)

werden in die Gl. (12) ein-

d. h. in unserem Fall'

v‘ = 8----  
P

Aus Gl. (13) folgt durch Differentiation nach u 

pie “\ — p’tg a . 
p cos2 a p2

Die Werte für v' und v" nach (13) und (14) 
gesetzt. Wir erhalten sodann

p‘ tga i a‘ _ (
p COS2 a COS2 a 

oder
p‘ sin a — p cos a a‘ = 0 (15)

Hieraus folgt die gesuchte Gleichung
p sin a = const. (16) 

als Beziehung zwischen dem Azimut a der geodätischen Linie und dem 
Parallelkreishalbmesser p der Umdrehungsfläche.

Literatur:
Jordan-Eggert: Handbuch der Vermessungskunde, 3. Bd., Stuttgart 1923, §69, 
Scheffers; Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie 

2, Bd„ Leipzig 1913, S. 479-481,
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Die Vermarkung der Polygon- und Linienpunkte 
in ländlichen Gegenden.

Von Dr. Wiedow, Schwerin.

Die einwandfreie Sicherung eines Liniennetzes hängt neben der Art der 
Vermarkung auch besonders von der Beschaffenheit des Vermarkungs­
materials ab. An die Beschaffenheit der unterirdischen Marken werden 
mehrere Forderungen zu stellen sein, und zwar zunächst zwei unbedingte:

1. Möglichst große Festigkeit,
2. Möglichst großer Widerstand gegen Verrückung.

Ferner noch zwei wünschenswerte:
3. Möglichst großer Horizontalquerschnitt zur Erleichterung des Auf­

suchens,
4. Möglichst kleiner Vertikalquerschnitt zur Vermeidung tiefer Grablöcher.

Das einfachste Vermarkungsmaterial, das gewöhnliche Dränrohr, erfüllt 
keine dieser 4 Forderungen in zufriedenstellender Weise: Seine Festigkeit, 
sowohl gegen Witterungseinflüsse (z. B. Frost) als auch gegen mechanische 
Beschädigungen (z. B. mit dem Spaten beim Aufgraben), ist nur gering; seine 
Verrückbarkeit ist besonders im nachgiebigen Boden so groß, daß beim Auf­
graben die größte Vorsicht angewendet werden muß, damit nicht sein oberer 
Teil vom Spaten mitgefaßt und um einige Zentimeter weggedrückt wird; sein 
Horizontalquerschnitt ist so klein, daß das Punktzentrum beim Aufsuchen 
vor dem Aufgraben absolut scharf festgestellt werden muß, wenn man nicht 
an ihm vorbeigraben will, und daß es kaum gelingt, in durchlässigem Wiesen- 
boden seinen Standort mit einer eisernen Nadel zu suchen; sein Vertikalquer­
schnitt ist mit 30 cm außerordentlich hoch und bedingt unter der Annahme, 
daß die Oberkante der Marke 50 cm unter Erdoberfläche liegen muß, eine 
weitere Vertiefung des Loches um 60 v. H.

Somit erfüllt das gewöhnliche Dränrohr in keiner Weise die Forderungen, 
die an ein neuzeitliches Vermarkungsmaterial zu stellen sind, und ist daher 
als für diesen Zweck ungeeignet anzusehen. Hieran wird auch nichts ge­
ändert, wenn versucht wird, durch im Grunde doch unzulängliche Hilfs­
mittel das Dränrohr für den Zweck der Vermarkung geeigneter zu machen, 
z. B. wenn man das Bohr gegen mechanische Beschädigungen von oben her 
sowie gegen das Hineinfallen von Erde und die damit verbundene Gefahr des 
Platzens beim Hineinstoßen der Fluchtstange durch Auflegen eines kleinen 
Feldsteines schützt, und wenn man die Verschiebung des Punktzentrums da- 
durch zu hindern versucht, daß zwei Dräns übereinander gestellt werden. 
Denn die Forderung nach einem möglichst großen Horizontalquerschnitt wird 
dabei überhaupt nicht berücksichtigt; gegen die nach möglichst kleinem Ver­
tikalquerschnitt wird sogar in grober Weise verstoßen.
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Man möge nun nicht glauben, daß die Forderung nach Vermeidung tiefer 
Grablöcher unwesentlich ist, denn die Verwendung von Bohrstöcken ist im 
Acker in den meisten Fällen unmöglich, wenigstens in mecklenburgischen 
Böden. Ja man kann damit rechnen, daß im Lehmboden bei trockener Jahres­
zeit die Erstellung eines Erdloches von 110 cm Tiefe (50 cm Zwischenraum 
zwischen Erdoberfläche und Markenoberkante, 2 X 30 cm Rohrlänge) über 
eine Stunde dauert.

Die in letzter Zeit häufig empfohlenen Glasdräns haben allerdings den 
Vorzug der Festigkeit; sonst sind gegen sie dieselben Einwendungen wie 
gegen die gewöhnlichen Dräns zu machen. Somit sind auch sie kein einwand­
freies Vermarkungsmaterial.

Die Verwendung von Flaschen braucht nach Vorstehendem nicht weiter 
erörtert zu werden; sie ist in einem modernen Vermessungswerk zu ver­
werfen.

Ganz anders liegen die Verhältnisse bei der Platte aus gutem Stampf­
beton mit Loch in der Mitte und den Abmessungen 30x30x8 cm bei Poly­
gonpunkten und 20x20x5 cm bei Einbindepunkten, wie sie in Mecklen­
burg nach der Anweisung vom 15. 3.1912 vorgeschrieben ist. Diese Zement­
platte erfüllt die anfangs aufgestellten Forderungen in weitgehendem Maße 
und muß daher als gutes Vermarkungsmaterial angesehen werden. Der etwa 
zu machende Einwand, daß ihre Verwendung infolge des höheren Preises 
unwirtschaftlich sei, kann durch den Hinweis widerlegt werden, daß für eine 
einwandfreie Vermarkung das Beste gerade gut genug und im täglichen Ge­
brauch doch das Billigste ist. Auch der Einwurf, daß durch die größere Aus­
dehnung des Grabloches die Ersparnis in der Tiefe wieder aufgehoben wird, 
muß zurückgewiesen werden, da es leichter ist, die Ausdehnung eines Loches 
nach der Breite als nach der Tiefe hin vorzunehmen. Aus diesem Gesichts­
punkt heraus sind auch im Lande Mecklenburg als Vermarkungsmaterial 
für die seitlichen Sicherungen der AP durch besondere Bekanntmachung 
nur Platten, also über die Reichsvorschrift hinaus, zugelassen.

Eine oberirdische Vermarkung der Polygonpunkte zusätzlich zur un­
terirdischen findet zweckmäßig nur bei hinreichender Entfernung vom näch­
sten TP, bezw. AP statt, und wenn die Aufsuchung der Platte infolge Fehlens 
fester Anhaltspunkte auf Schwierigkeiten stößt. Als Material für die ober­
irdische Marke ist ein Granitstein von mindestens 70 cm Länge zu wählen, 
dessen Kopf so bearbeitet sein muß, daß er einen quadratischen Querschnitt 
von 15—18 cm Seitenlänge und zur Aufnahme der Signalstange ein Bohr­
loch von 4 cm Weite und 6 cm Tiefe aufweist; ein Granitstein mit Kreuz darf 
aus verständlichen Gründen nur in Grenzlinien Verwendung finden. Die Art 
der Vermarkung kann entweder zentrisch geschehen, also Stein über Platte 
und etwas Erde dazwischen, oder an gefährdeten Stellen exzentrisch, wobei 
die Platte den Polygonpunkt markiert, während der Lochstein an geschützter 
Stelle stehend die Platte nach Messung der, Entfernung und Richtung „fest- 
legt“ und daher „Festlegungsstein“ zu nennen ist.
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Zur Proportionalverteilung 
der Polygonzugswidersprüche nach den Strecken.

Von J. Nittinger, Köln.

Die Verbesserungen für die Koordinatenunterschiede eines Polygonzuges 
unter Zugrundelegung der bekannten Proportionalverteilung nach den Strek-
ken lauten:

sd=fp =2+4r:

d-r. s =Ax 2 — J
[s] s 

(1)

wobei 2. die*  Strecken- und dv die Richtungsverbesserung vorstellen. Aus den 
Gleichungen (1) folgt für:

*) Anm.: Bei Eggert wird [a a] mit a, [b b] mit b, [a b] mit c bezeichnet.

fy • Ay + fx ■ 4 x _ s • G cos (</ — v)
M " [s] (2)

s ■ dv fy Ax — fx Ay s • fs • sin (ff — v) 
und =  r.  —   re0 S LS. 

o bedeutet die Richtung des Widerspruchsvektors: 

fs = Vr + fo‘

Bei der Annahme; jede Richtung der Polygonseiten sei gleich genau mit 
den mittlerer Fehler m beobachtet worden, erhält man bei Verwendung der 
Eggertschen Formeln und Bezeichnungen (siehe Z.f.V. 1928, Seite 663) als 
Verbesserungen :

A — r ■ s ■ cos (q — v) 
dv 9 (3)

? ° 
. . r • sin q k, [bb]fH — [ab]fx , 

woher: tg (p = rcoss - I, - aa]f — [ab]fy 155

Durch Aenderung des Bezugssystems, ergibt sich der Fall [a' b‘] =0 und 
es wird:

Wenn [b‘ b‘] = [a‘a‘], das durch ein bestimmtes Genauigkeitsverhältnis er­
reichbar ist, wird:

q‘ = o' (5)

d. h. die Ausgleichungsachse läuft parallel dem Widerspruchsvektor fs- 

Für gleich genaue Richtungsbeobachtung ist:

^a'] = [Ax“| + [Ax“0] '

[b‘b‘]

(6)
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Das folgende Genauigkeitsverhältnis :

r Ax" _ Ay"2 | 
q _ s s _ [s cos 2 v‘] -
0 [A x"2 — A y‘2] [82 cos 2 7’1

erfüllt die Bedingung [«'«'] = [b‘b’]. Die Gleichungen (3) lassen sich, 
wenn das Genauigkeitsverhältnis nach (7) vorhanden sein sollte, in folgender 
Form schreiben:

Ä — r • s cos (o — v)
d, . q (8)— r • S • sin (o — v) •

Nach Eggert ist: 72 = kr2 — k,2. Unter Verwendung des besonderen Be­
zugssystems [a‘b‘] = 0, ist:

, — [8/8], / — f , —  f. 493
1 " [a‘a]-[6‘b‘] [^a^ und 2 [6‘6]

Daher: r- = 1 , -f^1 = 1. • f3 für [a’a] = [b‘b'].
a’a’ 6’6"

Oder: , = s = 4s. — P ■ fs . (10)
a’a’ 6’6’

Die Gleichungen (8) lauten bei Berücksichtigung von (10):

A = p • fs • s cos (o — 0 
d, . q = pfsS sin (o — v) • —

Für gleichseitige Züge wird:

I = 1 und 1 = [a'«'] = [b‘ b‘] = s
? 8 P

Damit erhalten die Gleichungen (11) die Form:
_  s ■ fs • cos (<r — v)

8] (12)
dv _ s • f • sin (ff — v)

e ’ [s]

die identisch mit den Ausgangsgleichungen (2) sind.

Die Proportionalverteilung der Widersprüche nach den Strecken trifft zu:

1. Bei Gleichgewichtigkeit der Polygonseitenrichtungen.
2. Für ein bestimmtes Genauigkeitsverhältnis zwischen der Winkel- und 

Streckenmessung.
3. Für gleichseitige Züge (nicht gestreckt).

Die Bedingung 1 wird bei Bussolenzügen erfüllt, dagegen nicht bei Poly­
gonzügen. Die Voraussetzung für die Befriedigung der Bedingung 2 könnte 
unter Umständen erzielt werden. Die Bedingung 3 ist eher zu erfüllen und 
zwar besonders für Bussolenzüge.
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Lineare Umformung querachsiger ebener Koordinaten.
Von Vermessungsassessor Seuwen, Dessau.

Die Einführung der ebenen konformen Meridianstreifensysteme im ganzen 
Reichsgebiet stellte die anhaltische Vermessungsverwaltung vor einigen Jah­
ren vor die Aufgabe, die Koordinaten ihrer in einem Sondersystem berech­
neten rund 700 Aufnahmepunkte umzuformen. Das 1896 angenommene Sonder­
system beruhte auf Formelentwicklungen von Jordan (Jordan-Eggert, 3. Bd., 
7. Aufl., S. 553) und Schulze (AVN., 1900, S. 82) und gab mit dem ideellen 
Nullpunkt q = 510 50 und 2 = 110 38‘07",8117 (Meridian von Magdeburg) 
querachsige konforme Koordinaten. Die Querachse ist der Quernormalbogen 
des Nullpunktes, auf dem die Abszissen — y nach Osten, und von dem die 
Ordinalen — x nach Norden gezählt werden. Auf Grund der erwähnten For­
melentwicklungen waren zunächst die diesem System entsprechenden Koordi­
naten der in Anhalt liegenden trigonometrischen Punkte I.—IV. Ordnung der 
preußischen Landesaufnahme aus den gegebenen geographischen Koordinaten 
berechnet worden, und von diesen TP aus wurden die jetzt vorhandenen rund 
700 Aufnahmepunkte nach und nach durch Einschneiden bestimmt.

Für die Umformung konformer Koordinaten anhaitischen Systems in 
solche des hierzu in Betracht kommenden Meridianstreifensystems 12° waren 
von Großmann (ZfV. 1934, S. 481) Formelentwicklungen gegeben worden, die 
sich lediglich auf die Bearbeitung einzelner Punkte, nicht aber auf eine 
Massenumformung bezogen. Großmann sagt am Schlüsse seiner Abhandlung 
selbst, daß nach seinem Verfahren nur einzelne Dreieckspunkte umzuwandeln 
und im Anschluß daran die übrigen Punkte linear zu transformieren seien. Da 
inzwischen die Landesaufnahme für sämtliche dem Aufnahmenetz vorgeord­
neten TP des Reichs- und Landesdreiecksnetzes Koordinaten im Meridian­
streifensystem angab, erübrigte sich die Anwendung der Formeln von Groß­
mann überhaupt, denn dadurch war die lineare Umformung in genügend klei­
nen Gebieten ohnehin ermöglicht. Tatsächlich wurde den Umformungs­
rechnungen für das anhaltische Aufnahmenetz ausschließlich das trig. For­
mular 24 der preußischen Katasteranweisung IX zugrunde gelegt, wobei als 
Anfangs- und Endpunkte der Rechenachsen die sowohl mit x, y (anhaitisches 
System) wie mit X, Y (Meridianstreifensystem) bekannten TP des vorläufigen 
Reichs- und Landesdreiecksnetzes benutzt wurden.

Es bedarf noch der Feststellung, welche Fehler aus dieser linearen Um­
formung zu erwarten sind. In einer entsprechenden Untersuchung der bei 
linearer Umformung preußischer Katasterkoordinaten begangenen Fehler hat 
Kaestner („Die Koordinatenumformung im Trig. Form. 24 der preuß. Kataster­
anweisung IX", Düsseldorf 1935) ein Verfahren nachträglicher Verbesserung 
der Umformungsergebnisse entwickelt; auf eine entsprechende V erbesserung 
linear transformierter anhaitischer Koordinaten könnte aber nur dann Wert 
gelegt werden, wenn selbst bei der durch die gegebenen Punktdichte von einem 
TP auf 6 qkm gestatteten Kleinheit der in einem Rechengang bearbeiteten Um- 
formungsgebiete praktisch bedeutsame Fehler der Umformungsergebnisse un­
vermeidbar wären.



Zeitschrift für Seuwen. Lineare Umformung querachsiger ebener Koordinaten. 137
Vermessungswesen “

1938.

Abb. 1.

In Abb. 1 und 2 sind die Verhältnisse in beiden Systemen einander gegen­
über gestellt. Es sei x, y (Abb. 1) das querachsig-konforme anhaltische Sy­
stem, X, Y (Abb. 2) das konforme Meridianstreifensystem. NS sei eine in 
nordsüdlicher Richtung laufende Rechenachse mit den Endpunkten N und S 
und dem Mittpunkt M. Die Koordinaten von N und S seien in beiden Sy­
stemen streng projektionsrichtig gegeben. P sei ein nur mit xp, yp bekannter 
Punkt, für den Xp, Yp gesucht werden. Es seien YN = ys ■= yM.

Ist die Achse des x, y-Systems auf dem Sphäroid ein normal zum Null­
meridian (von Magdeburg) verlaufender Großkreisbogen, so bilden sich in den 
Ordinatenlinien dieses Systems ebenfalls Großkreisbögen ab. Die Bilder dieser 
Groß kreisbögen im XY-System sind sehr flache Kurven, die zum Hauptmeri­
dian hin offen sind. Aus diesem Grunde ist auch das Bild der Geraden NMS 
im XY-System eine Kurve. Diejenigen Geraden des xy-Systems dagegen, die 
der Querachse parallel laufen, sind auf dem Sphäroid Parallelbögen zum 
Quernormalbogen des anhaitischen Nullpunktes, also Kleinkreise. Diese 
müssen sich im XY-System ebenfalls als Kurven abbilden, und zwar ent­
sprechen den Geraden mit — x nach Norden, denen mit — x nach Süden ge­
öffnete Kurven. Die Parallele PP mit xF— xp (Abb. 1) wird daher im XY- 
System ebenfalls eine solche Kurve (Abb 2). Im XY-System stellen die Or­
dinatenlinien (X = konstant) Großkreise des Sphäroids dar, während die 
Parallelen zur Abbildungsachse (Y = konstant) Kleinkreise, d. s. Parallel­
bögen zum Hauptmeridian, abbilden.

Zwischen den Koordinatenunterschieden AY, AX und A y, Ax werden 
bei linearer Umformung die Beziehungen

Y = I y • 2 • cos ß — A x ■ q • sin 3
. X = Ax • q • cos B — i y • q • sin B (1)
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hergestellt. Hierin ist ß der zusam- 
+r mengesetzte Winkel ß = 7 + o; sein 

Ai Hauptbestandteil ist die Meridian- 
\ konvergenz 7, während der kleine 
\ — | Zuschlag o von der Lage der Punk- 
|te N und S in den beiden Systemen 
|abhängt. Die Art dieser Abhängig- 

keit wird sofort deutlich, wenn wir 
den Punkt S auf der Geraden NS 
des xy-Systems nach N hin wan- 

I ., dem lassen; er bewegt sich dann 
 im XY-System entsprechend auf der 

• Kurve, und die Gerade NS des XX - 
Systems ändert mit dieser Bewe­
gung ihre Richtung, bis sie, die zu­
nächst Sehne der Kurve war, beim 

. y Zusammenfallen von 8 
und N Tangente der 
Kurve geworden ist.

Sind die Punkte NS
Abb. 2. in beiden Systemen ein­

mal gegeben, so ist auch
B = 74-6 ein für die gesamte über NS vorgenommene lineare Umformung 
fester Wert. Nehmen wir an, die projektionsrichtige Lage von P wäre durch 
die lineare Umformung nicht erzielt und der Punkt in die falsche Lage P' 
projiziert worden, so muß es uns genügen, seine Lagefehler in einem Koor­
dinatensystem X’ N' zu erfassen, dessen Achsenrichtungen parallel und 
rechtwinklig zur Geraden NS des XY-Systems verlaufen, gegen dieses also 
um ß gedreht sind. Diese Drehung ist zu gering, als daß sie sich an den 
kleinen Fehlern fy und fx äußern könnte, und überdies kommt es uns letzten 
Endes nicht auf diese, sondern auf den Gesamtfehler f=V f2+fr2 an, der von 
der Drehung nicht beeinflußt werden kann.

Haben zwei Punkte P± und P2 des Sphäroids den sphärischen Abstand 
e (P, P9), so wird dieser bei Abbildung in unsern beiden konformen Syste­
men verzerrt in

E^P.Pß) = e^Pß + ^P.Pß-^-(YßY.Y.^Yß) (2) 
(Jordan-Eggert, aaO. S. 292, [12]) 

und
e (P, P^ = e {P, Pß + e (A P,) • s)a {xß + «,=, + xß). (3) 

(Jordan-Eggert, a.a.O.. § 99)

Wenden wir dieses auf die Rechenachse NS an, indem wir nun die Be­
zeichnungen E, e und e ohne besondere Punktzeichen nur für die Rechen­
achse anwenden, so bekommen wir:
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E= e+ 672 (YN2+ YN Ys + Ys") 
und

e = e + 6 r> (x,2 + Ex as + Ts2)
Wir bemerken sogleich, daß für den Gebietsumfang, der überhaupt für 

lineare Umformung in Frage kommen kann, die Glieder mit gha so klein 

bleiben, daß wir in diesen Gliedern e durch E oder e bzw. umgekehrt er­
setzen können, ohne eine praktisch bedeutsame Aenderung des Zahlen­
wertes dieser Glieder befürchten zu müssen, und daß eine solche Aenderung 
auch dann nicht eintritt, wenn wir ferner in E die Ordinaten YN und Ys 
durch Yy ersetzen. Danach erhalten wir:

E=-- , • 3 n?6 r- 
und

•=+$„(9=+2)
Da die Koordinaten von N und S in beiden Systemen projektionsrichtig 

gegeben sind, wird die Länge der Rechenachse bei linearer Umformung 
richtig gedehnt um den Betrag

n—e=s(*Y—8c„-&)
Hieraus ergibt sich für (1) der Dehnungsfaktor q zu

7=1+ (3 Yw -8 y - 2) w
Entspricht dem als Abszissenunterschied A y erscheinenden Abstand 

PF des Punktes P von der Rechenachse die sphärische Länge y, so ist 
nach (3)

a y = 1+ 6", • 3 (ar, + » 2 (5)

wobei wir TM—t als für unsern Zweck hinreichenden Näherungswert für 
die Ordinate xp = TF benutzen.

Mit (4) erhalten wir als Ergebnis der linearen Umformung unter Nicht­
berücksichtigung der Drehung

7 • Ay = Iy + 4%. (8 Yw - B.y - 2) 

oder

Ist = » + 6, (8 Y - 8.y - 2) + « • 8 ■ o« ++ 3, (...) (6)
Erzielt werden soll aber das der Beziehung (2) entsprechende Ergebnis, 

nämlich

Soll = y + ", (Yr + YfYp + YP^ 

oder, genau genug mit YM statt Yr und Ym — y statt YP:

Soll = y + g" (3 Y.P + 3 Yxy + 92) (7)
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Aus (6) und (7) ergibt sich dann, wenn wir das Glied mit 4 vernach­

lässigen, der Fehler vy = Soll-Ist:

v, = "". (» Y + >» - 5". (2 «„ + I) + 2. (8)

Wir haben unter dem Soll in (7) den im XY-System projektionsrichtigen 
Abstand des Punktes P von dem auf der Kurve SMN abgebildeten Punkte F 
zu verstehen. Bei linearer Umformung über eine Rechenachse wird aber der 
Punkt F nicht in seine richtige Lage, sondern in die fehlerhafte Lage F' 
projiziert. F' ist nicht Punkt der Kurve, sondern der Geraden. Wir müssen 
daher zu unserem Soll noch den Abstand F' F zwischen Gerade und Kurve 
hinzufügen.

Analog zu Jordan-Eggert a.a.O. S. 295 (35) hat die Kurve NMS die 
Gleichung:

"7 = 5 ' 272 ~ 272 — 272 ’ 5 ' T C “ 5) •
Hierin zählen 5 und n als rechtwinklige Koordinaten von S aus, und 

zwar E positiv in der Geraden SN nach N hin, und » positiv nach rechts 
e

von dieser Richtung. Wir führen § = 2 +E ein und haben in den "7 die Ver­

besserungen v’y = F’ F:
", = 2 G - r) ■ Y 00)

Wir vereinigen vy und v'y und haben als Gesamtfehler im Sinne einer 
Verbesserung:

. = 6,0Y»+»(2+y)-2} t{2y@,=v+t,+w} ar) 

sodaß sich AY' im obigen Sinne ergeben würde zu
AM = Ayq+fy (12)

Es wurde schon erwähnt, daß im y-System die der Querachse parallelen 
Geraden Bögen des Sphäroids darstellen, die dem Quernormalbogen parellel 
verlaufen, also Kleinkreise sind. Die dem Ordinatenunterschied Ax entspre­

chende sphärische Länge § + r gibt also den sphärischen Abstand zweier 

solcher Parallelbögen an. Während wir daher
e 9 + :

Ax = — r - ----- 2------  (xp2 — XP XS — ^S2)
oder e
Ax = 9 +1+ 2,5--- (3 %x/ + 3 %u : — 3 XM • 2 +r-2 +4) (18)

unabhängig von y haben, müssen wir bei Aufstellung des Sollwertes be­
denken, daß die Parallelbögen im XY-System durch Kurven dargestellt wer­
den, deren Abstand bei wachsendem Y zunimmt. Dem Werte

e _ $+:
Ist = § +1+ 2 6 ,3 ( 3 Y, + 3 a» : — 3 «x ’ 2 + Y 2 t) + 86 pa ( ’ ) (14)
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stellen wir deshalb den Sollwert an der Stelle Yy — y entgegen:

Soll = ; ++ -sov,—v: op.

Die erste, lediglich durch die unrichtige Dehnung erforderlich werdende 
Verbesserung vx = Soll-Ist ergibt sich aus (14) und (15) zu

-= 2($-H)(Y,+y)+"*"‘(1-Y) as)
Das in (15) erfaßte Soll ist in Abb. 2 als das Kurvenstück PH darge- 

stellt. Dieses Kurvenstück hat mit Recht eine größere Länge als der Kur- 
venbogen SF; für die Darstellung irn X’ Y’-System ist diese Länge aber noch 
nicht brauchbar, da H nicht auf der Normalen zur Geraden SN in S, son­
dern auf dem Kurvenbogen liegt, in welchem die durch S gehende Parallele 
x — constant im Meridianstreifensystem abgebildet wird. Wir wollen den 
Schnittpunkt der Normalen mit HP als H' bezeichnen und HIP in ähnlicher 
Weise als v’x einführen, wie vorher F'F als v'y.

Die Kurve HS trifft die Kurve SMN unter einem rechten Winkel. Daraus 
folgt, daß in S zwischen SH' und SH der gleiche Winkel 8 besteht wie 
zwischen SN und SMN. (Abb. 3). Nach Jordan-Eggert a.a.O. S. 294 (30) 
ergibt der Winkel 8 für die Kurve SMN aus der Beziehung

6 = 2) • e • Y^ (17)

Es kommt nun darauf an, .
für die Kurve SH' in Abb. 2 : 3 
eine Gleichung aufzustellen, die * $ 
uns gestattet, den Abstand HH' 
zu ermitteln. Dazu denken wir 
uns die Gerade SH' in die quer­
achsige Abbildung projektionsge­
recht übertragen. Wir würden 
als ihr Bild eine Kurve erhalten, 
die durch S geht, zur Querachse 
hin offen ist und in S den von 
der y-Richtung gezählten Rich­
tungswinkel — 8 
können wir ihre 
setzen mit

besitzt. Mit cos E1 = cos ö ~ 1 und sin 11 = sin (— 8) ~ 0 
Gleichung analog zu Jordan-Eggert a.a.O. S. 295 (35) an-

" = 2,8-(2 “M (s-5, (18)

indem diesmal —5 in die +y-Richtung und +1 in die —x-Richtung fallen. 
Die in (18) unbekannte Größe s gibt Jordan-Eggert a.a.O. S. 294 (30):

8.272

Das 3 in (19) ist gleich dem negativen 8 in (17), sodaß

S —=

— TM
(20)e

2
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Aus (20) und (18) wird » = 2} §((2 - «„)• e*, -s( - g„) }

Ey 2
oder

» = 2) ’ g ’ { F (rw -2)—e Ym } (21)

Da bei der Kleinheit der 1 die verschiedene Verzerrung keine Rolle 
spielt, müssen die Abstände zwischen dieser Kurve der xy- Abbildung und 
der Parallelen x = constant durch S denen gleich sein, die in der XY-Ab- 
bildung zwischen der Geraden SH' und der Kurve SH bestellen. Mit 
v’x — HH' = n (y) haben wir daher im Sinne einer Verbesserung:

Wir fassen nun vx und v’x zusammen:

r.= 2 {2reY„+v+o-p}+*zt‘(=r) 38)

sodaß sich A X' im obigen Sinne ergeben würde zu
AX=A*-1+f. (24)

Falls in einem gegebenen Einzelfall nach den durch die lineare Umfor­
mung hervorgerufenen Fehlern gefragt wird, so haben wir zu ihrer Be­
rechnung nun die Beziehungen (11) und (23). Wir wollen aber zu einer 
allgemeinen Untersuchung in (11) und (23) für 1 und r Polarkoordinaten 
s und a einführen, sodaß 1 = s • sina und r = s • cos a. Hiermit erhalten 
wir

1 f e2 e2fy = - — ■ — s3 • sin 3 a — 3 s2 (YM cos 2 a — Ex sin 2 a) + s • - sin a — 3 YM ■ A 
r 1 (25) 
1 f e- e- I 

f= 6,2 1 — 83 . cos 3a — 382 (Excos2« — Ym sin2 a)—84 cosa-j- 3 Sa 4 J

Der Ursprung des s, a-Systems ist M, und a zählt von Norden rechts 
herum. Betrachten wir nun die Fehler am Rande eines- kreisförmigen 

e
Rechengebietes mit s = 2 und «/2", so haben wir hierfür fy und fx als 

Funktionen von a:

fy = 41, ) 83 (sin a — sin 3 a) + 3 s- (2 Y, sin2 a — &x sin 2 a) ‘
9 (26) 

f = 1, / 93 (cos a — cos 3 a) — 3 82 (2 xy sin2 a + Y^ sin 2 a) !

Um die Beziehungen (26) noch weiter vereinfachen zu können, setzen 
e

wir schon jetzt fest, daß stets s — 2 $ 5000 m bleiben soll. Unter dieser 

Voraussetzung werden die von YM und TM unabhängigen Glieder in (26), 
nämlich

s3— (sin a — sin 3 a) und ——, (cos a — cos 3 a)6 7“ 6

in keinem Falle größer als 0,001m, und zwar wird dieser Teilbetrag des 
Fehlers fy erreicht bei a = 90° und a = 2700; für fx liegt das Maximum des



Zeitschritt für Seuwen. Lineare Umformung querachsiger ebener Koordinaten. 143 
Vermessungswesen

1938.
Teilbetrages noch niedriger, es beträgt nämlich 0,0008 m und wird erreicht 
bei a = 60° und a = 240°. Wir vernachlässigen diese Glieder und haben 
dann im übrigen f _ s sin c ^y^ sin a — x, cos c)

22 "(27)
* = 72 sin a (xM sin a + YM cos a)

Hieraus ergibt sich ein linearer Restfehler f = Yfi/^rfx2-

f = . sin a, (28)

worin a = VY,2—x,2 die Entfernung der Mitte der Rechenachse vom Schnitt­
punkt der anhaitischen Querachse mit dem 12°-Meridian darstellt. Für be­
stimmte Werte von a und, s gibt (28) einen Maximalfehler für a = 90° und 
o = 270°. Soll also bei gegebenem a ein festgesetzter Maximalfehler höch­
stens um den in (27) gegenüber (26) vernachlässigten Retrag überschritten 
werden, so ist die Länge der Rechenachse so zu wählen, daß

, = r ]/ 1 • (29)

Mit dem Höchstfehler / = 0,02 m und mit r entsprechend q = 510 50‘
ergibt sich aus (29) folgende

Die Untersuchung ist nun 
zwar lediglich für eine Re­
chenachse geführt worden, die 
in Nord-Südrichtung verläuft, 
d. h. den Richtungswinkel 
0° besitzt. Die Ergebnisse 
werden dadurch, daß man 
eine Rechenachse mit dem 
beliebigen Richtungswinkel 7 
wählt, andere Koordinaten­
fehler erhalten, wobei aber 
jede Verringerung des einen

Tabelle:

Entfernung a in km Länge der Rechenachse
2s i km

30 10
40 9
50 8
60 7,4
70 6,8
80 6,4
90 6

Koordinatenfehlers mit einer Vergrößerung des andern verbunden sein wird. 
Faßt man f in (28) als Halbmesser einer Fehlerfläche auf, deren Mitte der 
projektionsrichtig abgebildete Punkt darstellen würde, der durch die lineare 
Umformung fehlerhaft abgebildet wird, so muß hei Umformungen mit Re­
chenachsen unter verschiedenen Richtungswinkeln — vorausgesetzt, daß 
die zu (29) gegebenen Bedingungen jedesmal eingehalten werden — P immer 
in diese Fehlerfläche fallen.

Betrachten wir noch einmal die Tabelle zu (29) und bedenken, daß bei 
einer entsprechenden Umformung der Höchstfehler von 2 cm durchaus nicht 
für alle in einem Rechengang linear umgeformten Punkte gilt, sondern nur 
für diejenigen, die an einer ganz besonderen Stelle des Randes der kreis­
förmig gedachten Rechengebiete liegen, daß also die Mehrzahl der Punkte 
noch günstigere Lagerfehler erhalten, so kommen wir zu dem Ergebnis, daß 
das Verfahren des trig. Form. 24 für die Umformung der anhaitischen Auf­
nahmepunkte ausreicht und eine Verbesserung der danach erhaltenen Koor­
dinaten überflüssig ist.
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Bodenaufnahmen im Rahmen des Bodenschätzungsgesetzes.
Von Oberregierungsrat Dr. Rösch, Berlin.

Nach § 1 des Bodenschätzungsgesetzes vom 16. Oktober 1934 erstreckt 
sich die Bodenschätzung auf die landwirtschaftlich nutzbaren Flächen 
des Reichsgebiets. Zweck der Bodenschätzung ist nicht nur eine gerechte Ver- 
teilung der Steuern, sondern insbesondere auch eine planvolle Gestaltung 
der Bodennutzung. Der an zweiter Stelle genannte Zweck wird nicht erfüllt 
werden können, wenn nur die landwirtschaftlich genutzten Flächen, die rund 
29 Millionen Hektar, also etwas weniger als zwei Drittel des Reichsgebiets 
ausmachen, nach ihrer Bodenbeschaffenheit und Ertragsfähigkeit untersucht 
werden. Es wird auch festgestellt werden müssen, in welchem Umfang 
andere Boden flächen der Selbstversorgung des Deutschen Volkes neu er­
schlossen oder in welcher Weise sie zweckmäßiger als bisher genutzt werden 
können.

Der Reichsminister der Finanzen hat daher von der ihm in § 3 des Bo­
denschätzungsgesetzes erteilten Ermächtigung Gebrauch gemacht und an­
geordnet, daß die Bodenschätzung ausgedehnt wird:

1. auf einen Teil der unkultivierten Flächen, nämlich auf die unkulti­
vierten Moorflächen,

2. auf die Waldböden.

I. Mooraufnahmen.
Zu den unkultivierten Flächen zählt neben dem Moor vor allem das sog. 

„Heideland", das in großem Umfang hauptsächlich in Nordwestdeutsch­
land (Lüneburger Heide) vorkommt. Im Heideland geht die Kultivierung all­
mählich aber stetig vor sich. Häufig wird das an landwirtschaftlich ge­
nutzte Flächen angrenzende Heideland zunächst der Weidenutzung über­
lassen. Das Heidekraut wird hierbei niedergetreten und stirbt im Laufe der 
Zeit ab. Die natürliche Düngung durch die Weidetiere verbessert die Humus­
verhältnisse. Hierdurch werden diese Bodenflächen für den Pflanzenanbau 
vorbereitet. Umfassende Bodenuntersuchungen erscheinen daher für die 
Heideländereien, nicht so vordringlich wie für die Moorflächen.

Bei den unkultivierten Mooren muß festgestellt werden, ob sie 
sich für eine landwirtschaftliche Nutzung eignen oder ob sie in anderer Weise 
für die Durchführung des Vierjahresplans von Bedeutung sind. Hierfür 
kommt hauptsächlich die Gewinnung von Torfstreu und Brenntorf in Be­
tracht, um die sonst benötigten Mengen an Stroh und Brennholz teilweise für 
andere Zwecke frei zu bekommen. Die Kultivierung der Moore erfordert 
meist den Einsatz starker menschlicher Kräfte (Arbeitsdienst) und erheblicher 
maschineller Hilfsmittel. Erst auf Grund eingehender Untersuchungen kann 
beurteilt werden, wo und wie eine Kultivierung möglich und zweckmäßig ist.

Ausgedehnte Moore finden sich vor allem in Oldenburg. Daher wurde 
auch in diesem Teil des Reichsgebiets mit den Mooraufnahmen begonnen.
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Auf Grund der bei Versuchen gesammelten Erfahrungen wurde vom Ober­
finanzpräsidenten Weser-Ems eine ,, Anweisung für die Aufnahme der unkulti­
vierten Moore“ und von der Oldenburgischen Vermessungsdirektion eine 
„Anweisung für die Durchführung der vermessungstechnischen Arbeiten bei 
den Mooraufnahmen“ ausgearbeitet. Die beiden Anweisungen werden auch 
bei den Mooraufnahmen in anderen Teilen des Reiches als Anhalt dienen 
können.

Die Mooraufnahme umfaßt, wenn sie allen Planungszwecken gerecht 
werden soll:
A. die Feststellungen über die Moorart, Moortiefe, Wasserverhältnisse, Ober­

flächenbeschaffenheit usw. (Bestandsaufnahme),
B. die Zusammenfassung der Feststellungen (Moorbeschreibung),
C. das Nivellement der Mooroberfläche und des mineralischen Untergrundes 

(N i veilem ent),
D. die Übernahme der Ergebnisse in Karten (Kartierung).

Der Mooraufnahmetrupp besteht aus einem amtlichen Bodenschätzer, 
einem Vermessungstechniker, ein bis zwei Meßgehilfen und drei Arbeitern. 
Das Vorgehen des Trupps ist ähnlich dem bei der landwirtschaftlichen Boden­
schätzung. Der amtliche Bodenschätzer hält sich in der Mitte des Trupps 
auf einer abgesteckten Leitlinie, zwei Arbeiter gehen links und rechts von 
ihm auf gleicher Höhe im Abstand von je 100 m auf den sog. Peillinien. Die 
Hauptbohrungen werden auf den Leitlinien mit Spaten, Kammerbohrer und 
Peilstange ausgeführt, während die Untersuchungen auf den Peillinien nur 
mit Spaten und Peilstange vorgenommen werden.

Die vermessungstechnischen Arbeiten bilden den Hauptteil der 
Mooraufnahme. Sie gliedern sich in folgende Abschnitte:

A. Herstellung der Planunterlagen.
Für die Mooraufnahmen werden besondere Mutterpausen benötigt, von 

denen zunächst Lichtpausen für die Feldarbeiten und später nach Eintragung 
der Aufnahmeergebnisse auch Lichtpausen für Planungszwecke hergestellt 
werden können. Die zusammenhängenden Moorgebiete sind nach Möglich­
keit im Zusammenhang auf einem Blatt oder in Rahmen plänen dar­
zustellen. Als Maßstab kommt in der Regel 1:5000 in Betracht, wenn nicht 
andere geeignete Planunterlagen vorhanden sind.

B. Örtliche vermessungstechnische Vorarbeiten.
Vor Beginn der eigentlichen Mooraufnahme führt ein besonderer Meß­

trupp folgende Arbeiten aus:
1. Die Anfangs- und Endpunkte der Leitlinien, die in parallelen Abständen 

von etwa 300 m verlaufen, werden in der Örtlichkeit festgelegt.
2. Die Richtung der Leitlinien wird mit Baken bezeichnet.
3. Die Höhen der Anfangs- und Endpunkte der Leitlinien werden in Zenti­

metern festgelegt, wenn möglich auf NN bezogen.
Zeitschrift für Vermessungswesen 1938. Heft 5. 10
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