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Entwicklung des Maßstabes der Gauß-Krügerschen, der 
stereographischen, der Mecklenburgischen und der Dessauer 

Projektion als Potenzreihe der Kataster-Koordinaten.
Von Dr. Wl. K. Hristow, Sofia.

Zur Lösung dieser Aufgabe gehe ich von einem berühmten Theorem von 
Gauß aus — der Theorema egregium —, welches besagt, daß das Gaußische 
Krümmungsmaß p= MN, im Gegensatz zur mittleren Krümmung 1+1, 

ausschließlich von der Metrik der Fläche abhängt. Indem ich die Bezeich­
nungen aus meiner Arbeit „Berechnung der Koordinatendifferenzen . . .", 
Z.f.V. Bd. LXVI, 1937, Heft 6, benutze, lautet eine der Fassungen dieses 
Theorems1)

1) S. L. Bianchi, Vorlesungen über Differentialgeometrie, Teubner 1910, S. 51, Gl. (V) und (V*).
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Es ist darin für isometrische Koordinaten 1. c. Gil. (12) und (14) 
1 1 F1 — x ‘ “2 = y, 911 — 922 *2, g = ma 

(1 1)   1 3m (12)   10m 
12 J m Zy ' (2 J mox 
(22) — 1 0m (12)   1 0m 
| 1J m 0x ‘ (1J m S y

Diese Ausdrücke (2) eingetragen in (1), wo jetzt umgekehrt R als 
kannt zu betrachten ist, geben schließlich die Ausgangsgleichung für m 

/3m\2 /0m\2 02m 02m 1 
(ox) \oy) m 0 a2 Tm dy2 “R2

(2)

be-

(3)

Aus derselben will ich m in Form einer Potenzreihe von x und y — also 
einer Entwicklung, angesetzt für den Anfangspunkt — ableiten. Da in bezug 
auf den Grundmeridian die Abbildung symmetrisch ist, so müssen die un- 
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geraden Potenzen von y ausbleiben, und die Reihe für m wird a priori, bis 
zur vierten Ordnung einschließlich, folgendermaßen lauten

m = a+ba+cx2+dy?+ea8+fxy2+ga+haly?+iy (4)
Die Grundgleichung (3) stellt für m eine partielle Differentialgleichung 

zweiter Ordnung dar, läßt also unendlich viele Lösungen zu. Damit ich die 
uns interessierenden partikulären Integrale herausgreifen kann, muß ich ge­
wisse charakteristische Eigenschaften der Projektionen zum Ausdruck brin­
gen. Da unsere konformen Abbildungen implizite vollkommen gegeben sind, 
wenn wir bloß wissen, wie der Grundmeridian sich auf die x-Achse abbildet,, 
so brauchen wir demnach das Vergrößerungsverhältnis nur für den Grund- 
meridian zu haben, woraus es dann rein deduktiv für jeden anderen Punkt 
abzuleiten ist. Wird in (4) y = 0 gesetzt, so ist für den Grundmeridian

mM = a — b a — c x2 — e a3 — 9 x4, (5) 
die Aufgabe läuft also darauf- hinaus, zunächst a, b, c, e und g zu be­
stimmen, und darauf d, f, h und i als Funktionen der ersteren abzuleiten.

Zuerst will ich aber angeben, wie das letztere zu erreichen ist. Ich setze 
(4) in (3) ein, und bekomme

(2 ad + 2a c — 62) + (2 af-\-öae-]-2bd — 2bc)x-\-
^-(2ah-\-12ag-Y2bf^-2cd — 2c^x2^
+(12ai+2al+2cd—2bf—20)y = ), (6)

Rechterhand ist ), ebenfalls als Potenzreihe von x und y anzusetzen. 

Das Gleichsetzen der entsprechenden Koeffizienten gibt uns schließlich die 
Bestimmungsgleichungen von d, f, h und i als Funktionen von a, b, c, 
e und g.

Für ) habe ich die allgemeine Maclaurinsche Entwicklung

1 18 Ao,1 o’}. , , az A . 1 e k , - 
P‘=R* ox “+0,*+2o# *öxoy“*2y" ( 

wo 

or _ dr 0 g 0, _ dr 07 
0 x dg 0x‘ 0 y dg 0 y

2___ - /2____ _____
R2 _ R2 0q 0q R2 02q

0x0y dg1 0x dy ‘ dg ZxZy
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Zuerst bestimme ich —,  und —, . Da wir haben g & q
1 _1+7
R2 — N2

dN — , d cos q „— — = I COS ( . t n- ,  ------ = — COS" (p . t (1 — 72) d q dq---------------------------- 1 (9)
d 72 
d q = — 2 COS q . t (n2 — n4). 0 +aq = coscp.a+t2 + ^ + t^

so findet sich

Um weiter

Entwicklungen

d R
d q 
k

dq'1
0 q 8 q 02 q

4 cos g
N2

(10)

4GNSF (r—22 7)
02 q

8 x ‘ Zy ‘ 0 x2‘ Z xZy

aus

02 q
und 2y2 zu haben, gehe ich von den

x — iy = ai(Aq+idl)—a(Aq+idl2+a(Aq+iAl)8— 
+ a, (A q + i A 2)4 + a, (A q + i A 1)5

Aq+idl = b, (x + i y) + b, (x + i y^ + ba (x + i y^ +

deren Koeffizienten, nach meinen Arbeiten in Z.f.V., folgendermaßen

Gauß-Krügersche Projektion

[Z.f.V. Bd. LXIII, 1934, Heft 20, G11. (22) u. (10) bis (13)] 
a\ = N cos q
a‘ =----3 N cos2 q . t

«, =----N COS3 p.(-@+ 7)

a\ = 9 N cos4 q . t (5 — t+972+4 79)

a‘, = 30 N cos® 9.(5 — 182+# + 1472 _ 5 8^^)

N COS 9
_1___1___
2 2 N2 cos y ‘

b\ = 1.1------- (1 - 262 72)
5 6N3 COS g

be, = - —--------t (5 + 62 72 4 74) ,

24 N*cos q 1 7
6 0 = 4 —1----- (5 - 28 42 — 24 t* - 6 72 - 842 72)

3 120 N6 cos © 1 1 ‘ •

(11)

(12) 
lauten:

(13)

(14)
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Stereographische Projektion

[Z.f.V. Bd. LXIV, 1935, Heft 2, G11. (20) u. (25) ]
a‘, = N cos g

a"2 =----) N cos2 q ' t

«“, =-AN COS3 q • (I, -+ 7 a »)

a", = 9 N cos4 q • t (2 — t?+612+4»)

a", = 130 N cos” q:(1-50+ e +6y- 451/,8377)

_ __ 1__
1 N COS ©

_1 1
2 2 N2 cos 9

b“^^^^^+^+'l^

-,=* xlsp‘0+86—*-4

z, - 130 wls, CI, +18+ 24" -- 207)

Mecklenburgische Projektion

[Z.f.V. Bd. LXIV, 1935, Heft 5, G11. (27) u. (31)]
a"‘1 = N COS g

a‘, =----1 N COS2 q • t

2 N2 cos q

a‘"a =----IN cos3 q ’ (— t2

a‘, = 9 N COS4 q • t (— t3)

all, = 4 Ncos5 q ■ ^

b‘‘1 1
N COS q

(15)

(16)

(17)

b"‘3 1 1
6 N8 cos q 2t2 (18)

b“‘4 1 1
24 N cos q t 6t2

3ii —______________
120 N5 cos q
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Dessauer Projektion

[Z.f.V. Bd. LXIV, 1935, Heft 10, G11. (36) u. (34) ]
aIV = N cos g
a™V, =----JN cos2 g • t

alv, =--- IN cos® q ‘ (— t)

a™, = 2 N cos4 q • t (— 1 — t2 — 72)

a™, = ) N cos” q.(7t?—1) '

bIv, = —1— 
N COS 9

Erv, _ — 1 +
2 2 N2 COS q 

bIv, = 1 —1— t(1 - 60 + 72) 
4 24 N4 cos 9 1

JIV = _ ——1-----  (8 i2 + 241^
3 120 N°cosg " 1

Die Ausdrücke für die Dessauer Projektion haben etwas geringere Ge­
nauigkeit als diejenige für die drei ersteren Projektionen.

Jetzt zerspalte ich (12) in Real- und Imaginärteil und nehme den Teil 
für A q

Aq = b, x + b2 22 — b y? + ba 23 — 3 b, x y2 + ... (21)

Daraus ergibt sich

2% = b, + 2 b, x + 3 ba «2 - 3 b3tf + .. .

3, = -28, - 68*y+...

82% = 2 ö, + 6 ö’ + . . . 

682, = 6s+... 
= — 2b — 66,2 0 y” 2 1 

oder für den Anfangspunkt 

0q _ ; 2q_ 82q _ 2, 82q _ 0 82q _ _ 2 b 
0 x l’y ’0x* 210x8y ’ ay 2

Nun sind aber gerade bi und b2 für alle vier Projektionen dieselben, 
können wir allgemein vorgehen und setzen 

21 — 1 01=0 024 _ 1 + 02940027 _ 1
8 a N cos q’ 0 y ’ 0 x2 N2 cos 9 ’0x0y ’ 0 y2 N2 cos q

(22)

(23)

also

(24)t
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Die Ausdrücke (10) und (24) eingesetzt in (8) geben
ok

8 x
4 +—Ns (»2+n).

02 —
R2

022
4

—Na (»2 — 122),

- 1
27=

0y
----
R2, — = 00 2 0 y

82 —,_ _ R2 _ 4 ,2 •
0y2 = N4 t "

(25)

Darin ersetze ich 1, durch 1 mittels

* =*k(1-,"+%*

s - I a - " + » 
* =* (1-*/,*+1/,*)

3. = ,. (1 - 2 „
und bekam

1.
Ox

. 1
R2

0 22

Demnach lautet endgültig (6), gemäß (7) und (27) 
(2 ad -\- 2 ac — 62)—(2af+6ae—2bd — 2b c) x — 
— (2 ah + \2ag-^2bf-\-2cd — 202) x2+ 
—(12ai+2ah—2cd—2bf—2d)y2 = 

1 o + o o 
= R2 — R (272—")% — R (»2 — 62 773) a2 + R t h2 y2 

(26)

(27)

(28)

worin der Index o weggelassen ist.
Aus (28) ergeben sich schließlich die Bestimmungsgleichungen für d, 

f, h und i 
1 62 d = - ", -   c (29) 2 a R2 1, 2 a " 

f =   (2 „2 - 73) + — - bd - 3e (30) 
aRä a a

1 -2 b € c d
‘=-«r0-*+a--4-6 C81)
=W++ (32)

6a 6a 6 a ha 6
Jetzt wende ich mich zurück zur Bestimmung von a, b, c, e und g. 

Ich setze in (12) die Ausdrücke (14), und in (11) nacheinander die Ausdrücke 
(13), (15), (17) und (19). Ich bekomme durch die Elimination von A q 
— i Al, wenn ich zur Abkürzung

z(n) = a(n) — i y^ (33)
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setze, 
z‘ == z'
"" =*+n»a+*."+ 120w 0+2)="*

2"" =*+sx(1+*):"+ 24x-t(-8-4:"+ (34)

+120 N+(5+3t+61+301)24s

s"v =*+sxa+ ») -"- ex«"‘" + a’s. 2*

Weiter setze ich in (12) nacheinander (14), (16), (18) und (20), und in 
(11) nur (13). Ich bekomme in derselben Weise 
z' = z‘
=‘ = 2" - 12’%-(1 + v)2"’ + sok(1 +2 v) ="*

:‘=:-ex-(+/)s"—2xst(-8r-4n:+ _ (85)

+ 120%. (5 - 8 0+14-3" 13)

:‘= :-ek.a+1)s*+sxsta*+2aws et:

Die G11. (34) bzw. (35) sind gerade die Gleichungen zur Transformation 
von den Gauß-Krügerschen Koordinaten in die in Frage kommenden Koor­
dinaten und umgekehrt.

Jetzt ersetze ich in (34) und (35) — durch ) mittels (26) und setze 

darin yw = Al = o, wodurch x' gleich dem Zuwachs der Bogenlänge B im 
Meridian wird. 
x1 = A B

1 1
=4P+12n AP+120 R AP

«"" = AB+gk A B‘+2 Rs t a-4/*+2%/*) A B*+

+ 120R 65+30—4-3@*)a 5»
" = äB+ chAB—sk-UAD“+2dn.AB°

A B = x*
az =*-n‘n*"+g‘Re"

AB = «"" - 6 k «7123 - t (1 - 4'/,»? + 2%/, *) o™t +

+ 120R (5 -3 e + 4»? +3 e *)x"' •

6 R2 " + 24 R"
Da wir für den Meridian haben 

, . dxW i dB
M dB ‘ mM^ dxW

(36

(37)
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so gibt die Differentiation von (36) und (37)
m‘M = 1

mw =1+an Az+am AB
m-M = 1+2) A B+gk 1(1—4/*+2%/*) AB+ 

+ 1, (5+3 12 — 42—31072) A B

m‘, = 1 + 2 R. A B2—3 Rz tn2 d B3 + QARs A B4

m“M 1 4R* ""T 16 R‘ ""

„ - 1 - 2k: x"3 - e* e (1—4/2 *‘ + 2%/, ") X" ‘ + 

+ 24lp. (6-3?+4*+30 ») gp"4

(39)

(40)

Indem ich in (39) die G11. (37) eintrage und von (40) die inversen Werte
nehme, bekomme ich in beiden Fällen übereinstimmend

m m = 1
m M = 1 + 4 R a"2

m . = 1 + 2k « 1 6 R3 t (1—4/, #+29/, 1) 2*/3 + .

+ 41, (1+32—472—32 73) 2’6/4

mIV — 1 __ -__ AIV 2------- •__ + ~2 —IV 3 -1____ ___  AlV 4TM 1,2 R2 * 3 R2‘"“ 124 R4 “

Ein einfacher Vergleich von (41) mit (5) gibt zunächst für alle vier 
Projektionen

a = 1, b = 0, (42)
also (5), (4) und (29) bis (32) werden

my == 1 — c x2 -|- e x3 — g x4 (43)
m = 1 + ca2 + dy2 + ex3 + fxy- + gxl + hazy? + iyi (44)

d=2R • (45)

f = - A(21—r)-e (46)

h = — A. (r? — £,3) + C2 — Cd — 6g (47)

1 „ „ . 1 cd h
i - 6 Rs 1212+6 d2 6 6 (48)
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Indem ich in (44) die Ausdrücke (49) und (53) bzw. (50) und (54), bzw. 
(51) und (55), bzw. (52) und (56) einsetze, bekomme ich schließlich die ge­
suchten Formeln

Ein näherer Vergleich zwischen (41) und (43) ergibt für jede der vier
Projektionen

c' =0,e‘= 0, g‘= 0 (49)

C" = 4 R: , e" = 0, 9“ = 0 (50)

= 2% ’ e" = 6k t a - 4%, ’’ + 2%, *) '
(51)

g" = 24 R (1+3t— 412 - 31372)

-IV — _ -_  pIV —z_ + HIV —  z__ 
2 R2‘ 3 R3 7'9 24 R* (52)

Endlich trage ich in (45) bis (48) nacheinander die Ausdrücke (49)
bis (52) ein und bekomme

«=2r= *@r n.

(53)
”‘=R ^2 —t2^ i = 24 R (1 + 4 "2)

«= ”= 2@2r »

(54)
""= rU 6””" F6R "

d‘" = 0, f" = - 2% (1- „2 + 1%/ *) '
(55)

h" = - 4R (3 t? - 7 t2 12), i"" = 8R: G2 - t2 "2)

div = 0, fIv = 0, hIV = 0, i^ = 0 (56)

Gauß-Krügersche Projektion
m =1 + 2R: y — A t (2y? — *) « y? —

- A (»2 - e 72) a2 y2+41. (i+4 77) y (57)

Stereographische Projektion
m = 1 + at + aks y -k - *) zy‘-

- (‘- e 7) o* y? + 6k *? y (58)

Mecklenburgische Projektion 

m=l+ 2k: «‘+ s’k t(-4/,*+2,*)y-

- 2k ta—1/2 *+1", *) «y+pak. a+se-4/-}e 7) a _
- 4k. (3 e - 7 t ») «3 y 4- g). ( - e 7) y‘ (59)
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Dessauer Projektion 
m=l+,k**—*%t*+2‘k« (60) 
wo alle Koeffizienten für den Anfangspunkt zu nehmen sind, also Konstante 
sind.

Während bei der stereographischen, der Mecklenburgischen und der 
Dessauer Projektion der Anfangspunkt ein bestimmter Punkt ist, kann bei der 
Gauß-Krügerschen Projektion ein beliebiger Punkt {xo, o) des Grundmeri­
dians als Anfang genommen werden. Das ist ein Vorzug der Gauß-Krüger­
schen Projektion. Denn wir können in der Formel (57) Ax = x — xo an­
stelle von x schreiben und durch mehrere solche rechnerische Nullpunkte 
A x in mäßigen Grenzen halten, was zur Folge hat, daß das Glied mit Ax y2 
klein und das Glied mit A x2 y2 praktisch Null wird.

Zur Illustration gebe ich eine Anwendung auf Deutschland. Ich nehme 
auch den Logarithmus von m auf

Mod Mod
lgw = 2R2 32 —Rs t (272 — "2) Axy —

- - - R4(2—12"2) 4x232—12 R (1—2")y4 (61)
Nach dem eben gesagten schreibe ich

m = 1 + ay2 + b Axy? + cy^ (62)
lgm = a‘ y^ + b‘ A x y2 — c‘y^ (63) 

wo die Koeffizienten aus der folgenden Tabelle in Einheit der siebenten Stelle 
zu entnehmen sind

Po To a b c a' b‘ c'

I 470 5 206 717 3.089 485O_lo 4.411,-20 8.406-30 2.727 2694-10 4.049,-20 8.337,-30
II 48 5 317 885 3.089 3839 4.410, 8.406 2.727 1682 4.048„ 8.337«

III 49 5 429 073 3.089 2831 4.408, 8.405 2.727 0674 4.046« 8.337«
IV 50 5 540 280 3.089 1828 4.405, 8.405 2.726 9671 4.043« 8.337«
V 51 5 651 506 3.089 0831 4.402, 8.405 2.726 8674 4.040« 8.336«

VI 52 5 762 751 3.088 9841 4.399, 8.404 2.726 7684 4.036« 8.336«
VII 53 5 874 015 3.088 8859 4.395, 8.404 2.726 6702 4.032« 8.336«

VIII 54 5 985 298 3.088 7887 4.390, 8.403 2.726 5730 4.027« 8.336«
IX 55 6 096 599 3.088 6927_10 4.384,-20 8.403_30 2.726 4770_10 4.022„-20 8.336«-30

Ein Beispiel mag dies belegen. Ich nehme den Punkt
x — 5 596 965m
y = 106 408.88

(das ist der Punkt mit q = 50° 30' und l = 10 30') und nehme nach der
IV. und V. Reihe 

IV 
m

1.000 0000.000
ay2 + 1390.396

b Axy^ — .163
c y^ — .033

V 
m

1.000 0000.000
— 1390.077
+ .156
+ .033

a'y2 
b‘ Ax yz 

c‘yi

IV
1g m 

0.000 0000.000
— 603.841
— .071
— -028

V
1g m 

0.000 0000.000
+ 603.702
— .068
— .028

m 1.000 1390.266 1.0001390.266 Igm 0.000 0603.742 0.000 0603.742
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Bemerkungen zur Ausgleichung von Bussolenzügen.
Von Heinrich Jung, Clausthal.

In einer kürzlich erschienenen Untersuchung befaßte sich J. Nittinger 
mit den Bedingungen, die erfüllt sein müssen, damit die bei der Ausglei­
chung der Polygonzüge übliche Verteilung des Koordinatenabschlußfehlers 
proportional den Seitenlangen einer strengen Ausgleichung nach der Methode 
der kleinsten Quadrate entspricht1). Er konnte zeigen, daß letzteres bei Busso­
lenzügen der Fall ist, wenn

’) J. Nittinger: Zur Proportionalverteilung der Polygonzugs-Widersprüche nach den Strecken. 
Zeitschrift für Vermessungswesen 67, 1938, 134—135.

2) Eckige Klammern bedeuten wie üblich Summen über die n Polygonseiten. Zur bloßen Zusammen­
fassung von Größen dienen runde oder geschweifte Klammern. — dv ist im Bogenmaß einzuführen.

1 .) alle Richtungswinkel gleichgewichtig sind,
2 .) ein bestimmtes Genauigkeitsverhältnis zwischen Strecken- und Winkel­

messungen besteht und
3 .) die Polygonseiten gleiche Längen haben.
Diese Bedingungen sind hinreichend. Es läßt sich aber zeigen, daß sie 

in dieser engen Fassung nicht notwendig sind und durch weniger scharfe 
Forderungen ersetzt werden können. Vor allem erweist sich die Bedingung 
3.) als überflüssig. Läßt man sie fallen, so nimmt 1.) eine etwas andere 
Form an. Die Forderung 2.) bleibt bestehen und läßt sich anschaulich geo­
metrisch deuten.

Zum besseren Verständnis der folgenden Untersuchungen seien kurz die 
aus der Ausgleichsrechnung für bedingte Beobachtungen bekannten Bezie­
hungen zusammengestellt.

Bezeichnet ms die mittleren Fehler der Polygonseiten und mv die mittleren 
Fehler der Richtungswinkel (im Bogenmaß) — wobei für die n Polygonseiten

die ma(), m,(2) ,...., m^ sowie die mv^ , m„(2) m^
zunächst vollkommen beliebig sein können und keiner Bedingung unter­
liegen —, so ergeben sich aus den Bedingungsgleichungen
AR [cos v.2] — [s . sin v . dv\ — fx = 0 2)

[sin v . 2] + [s . cos v . dv} — f = 0
die Normalgleichungen

[m,2 . cos2 v + m,2 .82. sin2 7] . R, +
N + [(ms2 — m,2.82) . cos v. sin v]. k2 — f = 0

[(m,2 — m,2 . s2). cos v. sin v]. k, —
+ [m,2 . sin2 v + m,2 .82 . cos2 v\.k2 — fy = 0

2 und dv erhält man aus den Korrelatengleichungen

(K) 2 = m2 . (cos v . ki — sin v . k^
s .dv = m,2 . s2. (— sin v . k, — cos v . k^

(2 Gleichungen)

(2 Gleichungen).

} (2 n Gleichungen)

und die Verbesserungen dx bzw. dy der Polygonseitenkomponenten aus

(V) d x = cos v . 2 — s. sin v . d v 
dy = sin v . 2 — 8 . cos v . d v

}(2n Gleichungen).

Die Durchrechnung bietet keine prinzipielle Schwierigkeit.
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Die Normalgleichungen (N) werden besonders einfach, wenn man für 
die mittleren Fehler ms und m, folgende Bedingung ansetzt:

(2') mv .s = ms (n Gleichungen).
Dies ist die Form, die die Bedingung 2.) von J. Nittinger annimmt. Sie sagt 
aus, daß der Betrag der mittleren Querverschiebung eines Polygonseitenend­
punktes gleich dem mittleren Längenfehler der betreffenden Polygonseite ist. 
Es sei ausdrücklich hervorgehoben, daß die Bedingung (2') nur ein m," 
mit dem zugehörigen m," verknüpft. Die mv" wie auch die m, unterein­
ander unterliegen keinerlei Beschränkung. Eine Bedingung, die der Forderung 
1.) von J. Nittinger entspricht, ist hier noch nicht eingeführt.

Rechnet man die Ausgleichung unter Beachtung von (2') durch, so er­
gibt sich als Endresultat:

(V0
J, _ m,2 - 

d = [m.7] fu
(2n Gleichungen).

Man erhält also das bemerkenswerte Ergebnis, daß unter der alleinigen 
Bedingung (2') der Koordinatenabschlußfehler nicht proportional den Län- 
gen s der Polygonseiten, sondern proportional den Quadraten der 
mittleren Streckenfehler ms zu verteilen ist.

Um nun die Gleichungen (V') in die üblichen Verbesserungsgleichungen

(V")

dx = — . f

dy =.f
(2 n Gleichungen)

überzuführen, ist notwendig und hinreichend, daß die m,2 proportional 
den s angesetzt werden. Dann ergeben sich unter Verwendung von (2') 
die endgültigen Bedingungen

(a)

(b)
(2 n Gleichungen),

wobei u eine beliebige Konstante bedeutet, (a) ist der bei Streckenmessungen 
übliche Ansatz für den mittleren Streckenfehler (proportional der Quadrat­
wurzel aus der Streckenlänge), (b) ist die gesuchte Verallgemeinerung der 
Bedingung 1.) von J. Nittinger und trägt bis zu einem gewissen Grad der Wir­
kung von Zentrierungsfehlern Rechnung. Fügt man — was keinesfalls not­
wendig ist — die Bedingung 3.) von J. Nittinger hinzu (gleiche Seitenlänge), 
so geht (b) unmittelbar in 1.) über. Die Bedingungen von J. Nittinger sind 
also in den hier abgeleiteten allgemeineren als Spezialfälle enthalten.

Um zu einem gewissen Urteil über die quantitative Bedeutung der Be­
dingungen (a) und (b) zu kommen, sei u = 0,01 m‘2 gesetzt. Dann ergibt sich
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für s = 100 m : ms = 0,10 m, m, = 0,00100 = 3,4‘, 
für s = 1000 m : ms = 0,32 m, mv = 0,00032 = 1,1'.

Diese Genauigkeitszahlen können bei Bussolenzügen ungefähr zutreffen.

Die Bedingungen (a) und (b) sind, obwohl allgemeiner als die Forde­
rungen 1.) bis 3.) von J. Nittinger, zunächst ebenfalls nur hinreichend, da sie 
aus dem Ansatz (2') folgen, der willkürlich eingeführt wurde, um die Normal­
gleichungen (N) zu vereinfachen. Es ist nunmehr noch zu zeigen, daß die ’Be­
dingungen (2') im allgemeinen notwendig sind, wenn in jedem beliebig orien­
tierten rechtwinkligen Koordinatensystem die dx nur von fx und die dy 
nur von fy abhängen sollen. Hierzu sind zunächst die Gleichungen (N), (K) 
und (V) in voller Allgemeinheit aufzulösen. Führt man folgende Abkür- 
zungen ein:

m^ . cos2 v — m,2 . s2. sin2 v = a
(m,* — m^ . s2). cos v . sin v = b (3n Gleichungen), 
m,2 . sin2v — m,2 . s2. cos2 v = c

so wird
_(a.[]—b.[b]).fx—(b.[a]—a.[b]).f

[a] • H - [6]2 
_ (b.[c]—c.[b]).fx (c.[a]—b.[b]).fy

Hieraus folgen die Bedingungen
b.[a] --- a.[b] —0 . \

(h) b . M _ c . [6] = o / (2n Gleichungen) 
Wie man leicht sieht, sind sie erfüllt, wenn die b proportional den a und c 
sind, also

b = a • a = y • c,
worin a und y Konstanten darstellen, die für alle Polygonseiten dieselben 
Werte besitzen. Daß keine andere Möglichkeit besteht, läßt sich leicht be­
weisen, indem man die Gleichungen (n) als lineare homogene Bestimmungs­
gleichungen für die b auffaßt und zeigt, daß die Koeffizientendeterminanten 
den Rang (n — 1) haben. Die mit wechselndem Vorzeichen versehenen 
Unterdeterminanten der ersten Zeile nehmen, wie man leicht berechnen kann, 
die Werte a:[a]n-2 bezw. c.[c]n-2 an und sind also, da die a und c posi­
tiv sind, von 0 verschieden.

Nun ist zu untersuchen, unter welchen Annahmen über die Genauigkeits­
verhältnisse der Strecken- und Winkelmessungen die a, b und c einander 
proportional gemacht werden können. Setzt man

m, • s = k • ms (n Gleichungen),

wobei die k.1), kc2), . . . . , kW zunächst keiner Beschränkung unterliegen, und 
führt man für a, b und c die vollständigen Ausdrücke ein, so ergibt sich:



558 Jung. Bemerkungen zur Ausgleichung von Bussolenzügen. Zeitschrift für 
° Vermessungswesen 

1938.

1 — k2
C = ----------- ------------ i---- ----------------------- cotg7 ku Agv

1 — k2 y — —---• 
tg v — k^ . cotg v

Diese Ausdrücke sollen für alle Polygonseiten gleiche Werte annehmen, d. h. 
sie müssen im allgemeinen von v unabhängig sein. Dies ist aber nur für 
k == 1 der Fall 3), und man erhält:

Mv • S = ms,
d.h., es ergibt sich notwendig die Bedingung (27). Damit sind auch die end­
gültigen Bedingungen (a) und (b) im allgemeinen Fall als notwendig er­
kannt.

In Spezialfällen ist es unter Umständen möglich, die Bedingungen (2‘), 
(a) und (b) zu lockern. Als Beispiel hierfür seien die gestreckten Bussolen­
züge (alle Richtungswinkel v einander gleich) angeführt. In diesem Fall 
sind für beliebiges, aber für alle Polygonseiten gleiches k, das seiner Natur 
nach positiv ist, die Konstanten a und y für alle Polygonseiten dieselbe. 
(2‘) ist also durch die schwächere Bedingung
(2) m, • s = k • ms (n Gleichungen)
zu ersetzen4). Diese ist notwendig. Daß sie auch hinreicht, sieht man, 
wenn die Ausgleichung unter Beachtung von (2‘) durchgeführt wird. Die Be­
stimmungsgleichungen (V') bezw. (V") für dx und dy bleiben ungeändert, 
während die Bedingungen (a) und (b) in die schwächeren Forderungen

3) Es ist wohl möglich, k als Funktion von v so zu bestimmen, daß entweder a oder Y von v 
unabhängig wird. Beides läßt sich jedoch im allgemeinen nur für k — 1 erreichen.

4) Die mittleren Querverschiebungen der Polygonseiten-Endpunkte sind also nicht mehr not­
wendig gleich den entsprechenden mittleren Fehlern der Seitenlängen. Es genügt, wenn diese Größen 
in einem für alle Polygonseiten gleichen, sonst aber beliebigen Verhältnis stehen.

(a)

(b)

ms = 2 . V s

(2 n Gleichungen)

übergehen, wobei die beiden Konstanten 2 und u beliebig und voneinander 
unabhängig sind. Es bedeutet dies, daß bei gestreckten Bussolenzügen die 
Genauigkeiten der Strecken- und Winkelmessungen nicht mehr wie im allge­
meinen Fall in einem festen Verhältnis zueinander stehen müssen. Die Be­
dingungen (a) und (b) sind für gestreckte Bussolenzüge notwendig und hin­
reichend dafür, daß die Verteilung des Koordinatenabschlußfehlers propor­
tional den Seitenlängen einer strengen Ausgleichung nach der Methode der 
kleinsten Quadrate entspricht.

Zusammenfassung: Es wird gezeigt, daß die von J. Nittinger ab­
geleiteten Bedingungen für die Proportionalverteilung des Koordinatenab­
schlußfehlers bei Bussolenzügen zwar hinreichend, aber nicht notwendig 
sind. Als notwendig und hinreichend werden im allgemeinen die Bedingungen 
(a) und (b) nachgewiesen. Bei gestreckten Bussolenzügen sind sie durch die 
schwächeren Forderungen (a) und (b) zu ersetzen.
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Vorwärtsabschneiden mit der Doppelrechenmaschine.
Von Obervermessungsrat Kurt Lips.

Die Ausführungen des Herrn H. Heckmann in dieser Zeitschrift 
(Jahrgang 1937, S. 539 ff.) über die unmittelbare Lösung des Vorwärts­
abschneidens mit orientierten Richtungen veranlassten die Bekanntgabe eines 
aus einer Titelseite und aus beliebig vielen Gebrauchsseiten bestehenden Vor­
drucks, bei dessen Bearbeitung dankenswerterweise auch die Erfahrungen 
anderer Vermessungsbehörden verwertet werden konnten. Da sachgemäße 
Netz Verdichtungen die Herstellung gegenseitiger Richtungen und die Füh- 
rung von Abrissen und Netzrissen voraussetzen, wurde der Vordruck auf das 
Vorwärtsabschneiden über „Neigungen“, wie die Preußische Katasterverwal­
tung die orientierten Richtungen nennt, beschränkt.

Wird durch den rechten Festpunkt R eine Parallele zur Ordinatenachse 
gelegt, die die Gerade durch den linken Festpunkt L im Punkte J schneidet 
(vgl. die erste Abbildung auf der Titelseite des Vordrucks), so ist mit az = xr 
die Ordinate

yt = y± + ^r — a,) tg% (i) 
Damit ergeben sich die Koordinaten y, x des Neupunktes N vom Festpunkt R 
und vom Hilfspunkt J aus zu

, =!+( — «r) tg”, = Mr + (x — &r) tg/! (2)
Zur Auflösung der Gleichung (1) wird bei leerer Maschine die Abszisse 

x1 in das Umdrehungszählwerk hineingekurbelt; dann erst wird im linken 
Einstellwerk tg 71 und im linken Resultatwerk die Ordinate yr eingestellt, 
Die Stellung der Schalthebel richtet sich, da ostwärts zählende Ordinaten 
(Rechtswerte) und nördlich zählende Abszissen (Hochwerte) nicht nur für 
die Meridianstreifen, sondern auch für die älteren Katastersysteme (z. B. 
Müggelberg) vorausgesetzt werden, lediglich nach dem Vorzeichen von tg 71. 
Durch Hineinkurbeln der Abszisse xr in das Umdrehungszählwerk läuft dieses 
um den Unterschied (xr — x1) vorwärts; im linken Resultatwerk steht da­
her die Ordinate yt.

Alsdann wird im rechten Einstellwerk tg yr und im rechten Resultatwerk 
die Ordinate yr eingestellt. Die Stellung der Schalthebel richtet sich nach 
den Vorzeichen von tg 71 und tg yr. Die Doppelgleichung (2) wird dann durch 
Gleichkurbeln der Werte yt und yr in den beiden Resultatwerken aufgelöst. 
Sind diese beiden Werte gleichgekurbelt, so ist das Umdrehungszählwerk um 
den Unterschied (x—xr) bis zur Abszisse x vorwärtsgelaufen, und in dem 
beiden Resultatwerken steht die Ordinate y. Damit ist die Rechnung beendet.

Die Lösung versagt für die in der Richtung der Ordinatenachse ver­
laufenden Neigungen, also für die Neigungen von 900 und 2700 und wird in 
der Nähe dieser Werte ungenau. Als Ersatz stehen die cotang-Formeln zur 
Verfügung, zu deren Herleitung durch den rechten Festpunkt R eine Parallele 
zur Abszissenachse gelegt wird, die die Gerade durch den linken Festpunkt L



560 Lips. Vorwärtsabschneiden mit der Doppelrechenmaschine. Zeitschrift für
- - Vermessungswesen

1938.

im Punkte K schneidet (vgl. die zweite Abbildung auf der Titelseite des Vor­
drucks). Dann ist mit YE = yr die Abszisse

Er = E, + (yr — y^ ctg7, (3)
Damit ergeben sich die Koordinaten y, x des Neupunkts N vom Fest­

punkt R und vom Hilfspunkt K aus zu
x = xk + (y — yr) ctg”, = Er + {y — Yr) ctg/i (4) 

Zur Auflösung der Gleichung (3) wird bei leerer Maschine die Ordinate yr 
in das Umdrehungszählwerk hineingekurbelt; dann wird im linken Einstell­
werk ctg y-^ und im linken Resultatwerk die Abszisse 21 eingestellt. Durch 
Hineinkurbeln der Ordinate yr in das Umdrehungszählwerk erscheint im 
linken Resultatwerk die Ordinate yk • Alsdann wird im rechten Einstellwerk 
ctg yr und im rechten Resultatwerk die Abszisse xr eingestellt. Durch Gleich­
kurbeln der Werte Xk und xr in den beiden Resultatwerken erscheint im Um- 
drehungszählwerk die Ordinate y und in den beiden Resultatwerken die 
Abszisse x.

Die Titelseite des Vordrucks enthält außer der Rechenanleitung noch 
ein einfaches Zahlenbeispiel für die Tangenten — 2,0 und — 0,4, also für die 
Kotangenten — 0,5 und — 2,5. Für dieses den Rechnungsgang gut veran­
schaulichende und leicht zu überblickende Beispiel sind außer den Koordina­
ten des Neupunkts auch noch diejenigen der beiden Hilfspunkte angegeben. 
Alsdann wird das von Herrn H. Heckmann (a. a. 0. S. 541) gewählte Bei- 
spiel nach Einführung der dekadischen Ergänzungen für die negativen Ordi- 
naten ebenso ausführlich nach den tg- und den ctg-Formeln und unter An­
gabe der Koordinaten der beiden Hilfspunkte berechnet.

Damit kann zum Gebrauchsvordruck übergegangen werden, bei dessen 
Verwendung die tang-Formeln bevorzugt werden. Das der Praxis entnommene 
Beispiel enthält für den Neupunkt 18 vier Neigungen, die in ihrer Aufein­
anderfolge zu je zweien genügend günstige Schnitte und damit vier Vor­
wärtsabschnitte bilden. Zum Schluß folgt ein derselben Punktverdichtung 
entnommenes Beispiel für den Neupunkt mit drei Neigungen, von denen die

erste fast in der Richtung der Ordinaten- 
achse verläuft. Statt mit tg y = 665 zu 
rechnen, wird daher zu den Kotangensfor- 
meln übergegangen. Auch diese drei Nei­
gungen bilden in ihrer Aufeinanderfolge 
zu je zweien genügend günstige Schnitte 
und damit drei Vorwärtsabschnitte.

Der Vorzug der unmittelbaren Lö­
sung besteht in der Ausschaltung des 
Dreiecksheftes. Dadurch fällt aber auch 
die bei der trigonometrischen Lösung 
gebräuchliche Mittelung der Dreiecks­
seiten fort. Die unmittelbare Koordinaten­
berechnung liefert scheinbar also 
ungenauere Werte als die trigonome-
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