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	Keplers Gesetze Uber den Lauf der Planeten. Die friihere Planetentheorie war folgende:
	In dem Art. Ecke ist erwiesen, dafs die Summe samm


	±TR=PP+PLP,-P2 P,—P3 P, ±
	Die Kraft w in der Axe AZ hat kein Moment, mithin 


	=-39".2 ()
	Kugelaxe, s. u. „Kugel“ No. 5, A.
	Mauerquadrant, s. u. „astronomi-scher Q uadrant. “


	4+6«+9)="$89=19*=M daher das Tragheitsmoment des /^CDE auch
	Morgen, Morgenpunkt, s. u., Abend".
	13: 7 daher h = 2 • —-— = 1,309’


	a = J, [2 y VP + #y + P in 2v*Vg"4477]
	Parallelepipedum der Krafte, s. „K r a f t e im Gleichgewicht “, No. 27, pag. 66.
	, a 8v, °86 "Co®= a = wenn man t als unveranderlich annimmt,
	26. Die Seiten der funf regelma-fsigen Korper zu 
	Potenzexponent, s. u Exponent.
	AK=l VAS—x) n mittelst welcher Formel die Entfernung jeder Spitze von dem Punkt der mittleren Entfernungen berechnet werden kann.
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Kalender ist Maalsstab fur die burger-liche Zeit und Zeitrechnung. Die Maals-einheit gibt uns die Natur unmittelbar, indem die Erde in constant bleibendem Zeitabstande um ihre Axe und in einem ebenfalls constant bleibenden Zeitabstande um die Sonne sich dreht. Beide Zeit-maafseinheiten sind alien Erdbewohnern ohne Ausnahme gleich zugiinglich, daher man sie schon in dem grauesten Alter-thum und auf alien Orten der Erdober-flache als Maafseinheiten anerkannt fin-det, indem bei Jedermann das Bedurfnifs zur Zeitmessung mit seinem ganzen Leben verwebt ist.

Ungeachtet man nur nothig hat, den scheinbaren Gang der Sonne zu beobach-ten um das Zeitmaafs zu erhalten, wird doch die Zeitmessung dadurch zusammen-gesetzt und schwierig, dafs es dem Scho-pfer gefallen hat, beide Zeitabstande, den fur die Drehung der Erde um ihre Axe und den fur den Umlauf der Erde in der Ekliptik, namlich die Zeit eines Tages und die Zeit eines Jahres mit einander incommensurabel zu machen. Beider bedurren wir aber, denn wir haben tag-lich wiederkehrende und jahrlich wieder-kehrende Lebensverhaltnisse, Verrichtungen , solche die nach Theilen des Tages und solche, die nach Theilen des Jahres abgemessen werden. Der Naturforscher zahlt nach Secunden, der Geschichtsfor-scher nach Jahren und nach Perioden von Jahrhunderten.

Der kiinstliche Maafsstab fur den Tag und die Theile des Tages ist die Uhr, der fur das Jahr und die Theile des Jahres der Kalender, allein Uhrmacher und Kalendermacher haben nie Hand in Hand gehen konnen und sie konnen es heut noch nicht. Beide haben uns mit richtiger biirgerlicher Zeit zu versehen; der Uhrmacher kiimmert sich aber nur um den constanten Tag und seine Theile, der Kalendermacher dagegen hat die bur-gerliche Zeit mit der astronomischen in Eintracht zu bringen.

Man theilt den Tag in 24 Stunden, die Stunde in 60 Minuten, die Minute in 60 Secunden. Das tropische Jahr, welches unserer burgerlichen Zeit zu Grunde liegt, wird durch die Zeit bestimmt, in welcher die Erde von dem Fruhlingspunkt der Ekliptik ab fortgeht bis sie wiederum auf den Fruhlingspunkt trifft. Da aber dieser Fruhlingspunkt alle Jahr um 50,1 Bogensecunden der Erde entgegen kommt, so beschreibt die Erde nur einen Bogen von 360° —50,1" und die Zeit, in der dies geschieht, betragt 365 Tage 5 Stunden 48 Minuten und 51 Secunden, diese Secunden noch mit Decimalen.

Es ist moglich, dafs wenn man die Zeitsecunde in 60 Terzien, diese in 60 Quarten, diese in 60 Quinten u. s. w. eintheilt, das tropische Jahr mit dem Tage commensurabel wird; es ist jedoch zu erwagen, dafs das tropische Jahr durch Beobachtung mit Winkelinstrumenten er-mittelt ist und dafs diese, so aufseror-dentlich scharf sie schon ausgefiihrt, wenn sie noch scharfer sollten hergestellt werden konnen, immer als Menschenwerk unvollkommen bleiben werden, so dafs man mit der eben ‘ angefuhrten Zeit des Jahres, als sehr nahe der wirklichen wird zufrieden bleiben miissen.

Die Geschichte des Kalenders ist weit-laufig und ich will nur einige Perioden, die auf unseren heutigen Kalender influ-iren, kurz auffuhren.

im Alterthum suchte man den Mond-lauf mit dem Sonnenlauf in Ueberein-stimmung zu bringen; man hatte ein Jahr zu 12, das folgende zu 13 Monaten. Da aber der Mond unbekummert um die Sonne seinen eigenen Gang geht, so ent-stand bald Verwirrung. Hierauf nahm man 50 Monate auf 4 Jahr; auch dies hielt nur eine Weile aus. Solon endlich fand sich veranlafst, die Sonne ganz zu ignoriren und nur nach Monden zu rech-nen, von denen immer einer 29, der folgende 30 Tage hatte, was naturlich auch nicht lange Stich halten konnte. Ueber diese Verwirrung macht Oristophanes einen Witz: Diana, die Gottin des Mondes klagt, dafs die Menschen an ihr Er-scheinen nicht mehr sich kehrten und die Gotter, welche zu der Zeit sich ver-sammelten, um die von den Athenern ihnen gebiilirenden Opfermahle einzuneh-men, miifsten halb verhungert in den Olymp zuriickkehren.

Nach manchen Abanderungen durch Schaltmonate, wie spater auf Mosis Ge-heifs die Juden nur Mondenjahre haben durften, in welche zur Uebereinstimmung mit den Sonnenjahren Monate eingeschal-tet wurden, erfand Meton, Athenischer Astronoin, 400 Jahr v. Chr. die beruhmte 19jahrige Periode, in welcher 12 Jahre aus 12 Monaten und 7 Jahre aus 13 Monaten, also 19 Jahre aus 235 Monaten, 125 zu 30 und 110 zu 29 Tagen bestan-den. Zu Ende solcher Periode von 19 Jahren geht der Sonnenlauf mit dem Mondlauf um noch nicht ganz 2 Stunden auseinander, und somit dauerte diese Zeitrechnung 102 Jahre, wo sie von Ka-lippus dahin verbessert wurde, dafs er 4 Meton’sche Perioden von 27760 Tagen um einen Tag verkiirzte und sie auf 27759 Tage reducirte. Die Kalipp’sche Periode ist also der Meton’schen, was spater der Gregoriansche Kalender dem Julianschen wurde. Hierzu kommt, dafs mit Kalip-pus das Jahr 365 Tage 6 Stunden er-hielt, dafs also 300 Jahre spater die Ka-lippsche Zeitrechnung dem Julianschen Kalender die Norm gab.

Romulus hatte das Jahr auf nur 304 Tage festgesetzt und diese in 10 Monate, 6 zu 30 und 4 zu 31 Tagen getheilt. Den ersten Monat widmete er dem Mars, daher sein Name Martius, unser heutiger Marz; die letzten, October, November, December von den Zahlen octo, novem, decem. Der erste Marz war der Tag der Fruhlingsnachtgleiche, an dem man an-fing die Felder zu bestellen.

Dafs die im Jahr fehlenden 61 bis 62 Tage bald sich geltend machten ist klar, und schon sein Nachfolger Numa setzte 50, spater noch einen Tag, also 51 Tage in 2 Monaten Januarius und Februarius hinzu, und hatte somit ein Jahr von 355 Tagen mit 12 Monaten geschaffen.

Die Folge von diesem Kalender war, dafs von Jahr zu Jahr die Nachtgleiche immer spater kam als sie im Kalender stand, und dafs man endlich das Feld ohne Kalender bestellen mufste. 700 Jahre nach Erbauung Roms war unge-achtet noch vieler inzwischen geschehenen Einschaltungen von Tagen die Nachtgleiche bis in den Mai des Kalenders ge-riickt.

Julius Caesar, um die allgemein ge-fiihlte Verwirrung zu beseitigen, berief den aegyptischen Astronoin Sosigenes, die Kalippus’sche Periode wurde zu Grunde gelegt, nach welcher das Jahr 3654 Tage hat, das Jahr 709 nach Erbauung Roms, 45 Jahr vor Chr. Geburt sollte mit dem Wintersolstitium (heut der 2Ite December) anfangen; allein 8 Tage spater traf Neumond ein, auf welchen damals Ge-wicht gelegt wurde, das Neujahr fing daher mit dem iten Januar, 8 Tage spater an, das Wintersolstitium blieb auf den 24ten December, die Fruhlingsnachtgleiche fiel auf den 24ten Marz, und um dies moglich zu machen, erhielt das Jahr vor-her zu der Numa’schen Zeit von 355 Tagen noch 90 Tage hinzu, im Ganzen also 445 Tage, woher es das Annus confusio-nis genannt wurde, besser aber, da alle Confusion mit ihni aufhorte, auch den Namen annus confusionis ultimus erhielt.

Das tropische Jahr hat aber nicht voile 365 Tage 6 Stunden, es fehlen noch 11 Minuten 9 Secunden daran; daher fiel etwa alle 120 Jahr die Fruhlingsnachtgleiche wieder einen Tag vor die des Kalenders. Nun war aber zum Aerger der christlichen Geistlichen ofter passirt, dafs die Juden mit den Christen auf einer-lei Tag das Osterfest feierten und die hohen Wiirdentrager der Kirche beriethen in einem Concilium zu Nicaa, im Jahr 325, also 370 Jahre nach Einfuhrung des Kalenders wie dem Uebelstand abzuhel-fen ware.

Da nun das Osterfest mit der Nachtgleiche Zusammenhang hat, so mufste nothwendig zur Sprache kommen, dafs dieFriihlings-Nachtgleiche schon am 21ten Marz, also 3 Tage vor der Kalendernacht-gleiche eintrete. Es geschah nun zwar keine Reformation des Kalenders, aber seit dieser Zeit hat es ab und zu gegen denselben ernste Angriffe gegeben, bis im 16ten Jahrhundert Pabst Gregor XIII, der sich gar zu gern beriihmt machen wollte, eine wirkliche Reformation des Kalenders veranstaltete.

Nun war aber Julius Casar ein Heide und dem christlichen Oberhirten war es nicht zuzumuthen, eine heidnische Zeit-rechnung herzustellen, woher denn der Kalender eingefiihrt wurde, wie er im Jahre 325 des Nicaer Conciliums hatte sein sollen, und wir haben demnach heut die Friihlingsnachtgleiche nicht auf den 24ten sondern auf den 21ten Marz.

In dem Jahr 1582 namlich, wo die wirklicheNachtgleiche schon auf den Ilten Marz fiel, zahlte man auf den 4ten October nicht den 5ten, sondern sogleich den 15ten October und machte das Jahr um 10 Tage kiirzer.

Nach Julius Casar war jedes Jahr, des-sen Zahl durch 4 ohne Rest theilbar ist, ein Schaltjahr, wie der Kalender noch heut in Rufsland alten Styls derselbe ist. Nach Gregor aber fallen alle Jahre, deren Zahlen ein Vielfaches von 400 ausdriicken, wieder als Schaltjahre aus und sind Ge-meinjahre, und so wird auch der Februar des Jahres 2000 nur 28 Tage haben.

Es werden demnach von 400 Jahren des Julianischen Kalenders 3 Tage fort-genommen und der Fehler, der hiermit wieder begangen wird, betragt innerhalb 4000 Jahren einen Tag, der zu wenig fortgenommen ist, so dafs alle 4000 Jahre noch ein Tag, indem ein Schaltjahr zum Gemeinjahr gemacht wird, fortzuneh-men ist.

Es hat demnach Jahrtausende gedauert, ehe wir die von dem Schopfer uns vor Augen gelegten beiden Zeiteinheiten richtig zu wurdigen verstanden und einen gestempelten richtigen Kalender erhalten haben.

Kalenderjahr. Das Jahr von 365 Ta-

gen heifst Gemeinjahr, das von 366 Tagen Schaltjahr. Julius Casar setzte unter Zuziehung des agyptischen Mathe-matiker Sosigenes alle 4 Jahr diesen Schaltag ein, so dafs jedes Jahr durch-schnittlich 365 Tage 6 Stunden hatte (Julianischer Kalender). Aber das Son-nenjahr, die Zeit von dem Stande der Sonne in dem Friihlingspunkt bis zum nachst folgenden Eintritt derselben in den Friihlingspunkt, besteht nicht aus 365 Tagen 6 Stunden, sondern es ist 365 Tage 5 Stunden 48 Minuten 51 Se-cunden = 365,242256944... Tage lang, also um 11 Minuten 9 Secunden kiirzer. Daher betragt der alle 4 Jahr einge-schaltete Tag zu viel und dies betrug von Julius Casar bis Gregor dem 13ten schon 13 Tage, oder vielmehr, da schon unter Augustus bei wahrgenommenem Irrthum eine Rectification von 3 Tagen erfolgt war, 10 Tage.

Gregor setzte nun auf das Gutachten und den Vorschlag des Astronom Aloys Lilias im Jahr 1582 statt des 5ten Octobers den 15ten October und verordnete dafs die Schalttage beibehalten wiirden, dafs auch das Jahr 1600 noch ein Schaltjahr sein solle, dafs aber die Jahre 1700, 1800, 1900 wieder Gemeinjahre wiirden, und dafs dieselbe Ordnung in jedem folgenden Cyclus von 400 auf einander folgenden Jahren statt fande. Unter der Voraussetzung also, dafs der burgerliche Tag am 15ten October 1582 mit dem astronomischen Tag iibereinstimmte, hat man alle 400 Jahre eine constante Diffe-renz zwischen wahrer Zeit und Kalender-zeit gegen den vorhergegangenen Cyclus wiederholt.

Das Ite Saculum vom 15ten October 1582 bis zum 15ten October 1682 hatte

25 Schaltjahre zu 366 Tagen, sind..... 9150 Tg.

75 Gemeinjahre zu 365 Tagen, sind..... 27375 „

Summa die ersten 100 Jahr........ 36525 Tg.

Nach wahrer mittlerer Zeit gerechnet 100 Jahre

zu 365 Tage 5 Stunden 48 Minuten 51 Secunden 36524 Tg. 5 St. 25 Min.

Differenz in den ersten 100 Jahren zwischen wahrer

Sonnenzeit und Kalenderzeit...... 18 St. 35 Min.

Dem Kalender nach waren, wahrend die Sonne lOOmal ihre Bahn vollstandig durchlaufen hatte 36525 Tage zu 24 Stunden verflossen. In Wahrheit aber hatte die Sonne 18 Stunden 35 Minuten weni-

ger dazu gebraucht, sie war also 18 Stunden 35 Minuten weiter vorgeriickt und das Kalenderjahr 1682 war mithin gegen das astronomische Jahr um 18 Stunden 35 Minuten zuruckgeblieben.

2 Sacula, vom 15ten October 1582 bis zum 15ten

October 1782 enthielten 49 Schaltjahre und 151 Gemeinjabre mit........... 73049 Tg.

Die wahre Sonnenzeit 200x 365 Tg. 5 St. 48 Mn. 51 Sc. 73048 Tg. 10 St. 50 Min.

Differenz in den ersten 200 Jahren zwischen wahrer

Sonnenzeit und .................. 13 St. 10 Min.

Die Kalenderzeit hatte in den zweiten Kalenderjahr 1782 war nur um 13 Stun-100 Jahren die wahre Zeit wieder um den 10 Minuten gegen das astronomische 5 Stunden 25 Minuten eingeholt und das Jahr zuruckgeblieben.

3 Sacula vom 15ten October 1582 bis zum 15ten

October 1882 enthalten 73 Schaltjahre und 227 Gemeinjahre mit........... 109573 Tg.

DiewahreSonnenzeit300x365Tg.5St.49Mn.51 Sc.=109572 Tg. 16 St. 15Min.

Differenz in 300 Jahren zwischen wahrer Sonnen

zeit und Kalenderzeit......... 7 St. 45 Min.

Die Kalenderzeit wird also im Jahre 5 St. 15 Min. 'sich nahern und das Jahr 1882 der wahren Sonnenzeit abermals um 1882 nur noch um 7 St.45 Min. zuriick sein.

4 Sacula endlich bis zum 15ten October 1982 enthalten 97 Schaltjahre und 303 Gemeinjahre mit 146007 Tg. Die wahreSonnenzeit400x365Tg. 5St.48Mn.51 Sc. 146096 Tg. 21 St. 40 Min.

Differenz in 400 Jahren zwischen wahrer Sonnen

zeit und Kalenderzeit......... 2 St. 20 Min.

Das letzte der 400 Jahre bleibt also gegen das 400 te astronomirte Jahr nur um 2 Stunden 20 Minuten zuriick.

In dem folgenden Cyclus von 400 Jahren werden die Differenzen zwischen wahrer Zeit und Kalenderzeit um diese 2 St.

20 Min’ grofser:


Das Jahr

Das Jahr Das Jahr Das Jahr



2082 ist gegen wahre Zeit an Kalenderzeit zuruck:

18 St. 35 Min. + 2 St. 20 Min. = 20 St. 55 Min.

400 Kalenderjahre enthalten 146094 Tage, mithin das Kalenderjahr im Mittel 365,2425 Tage zu 24 Stunden = 365 Tg. 5 St. 49 Min. 12 Sec.

Es ist mithin gegen das tropische Son-nenjahr um 21 Secunden zu grofs.

In Betreff des Cyclus von 4 auf ein-ander folgenden Jahren hat man:

Am 15ten Oct. 1583 waren vergangen . Das astronomische Jahr hatte..... Das Jahr 1583 war also voraus um . . . Am 15ten Oct. 1584 waren vergangen 2 astronomische Jahre betrugen .... Das Jahr 1584 war also zuriick um . . .

Am 15ten Oct. 1585 waren vergangen 3 astronomische Jahre betrugen .... Das Jahr 1585 war also zuruck um . . .

Am 15ten Oct. 1586 waren vergangen 4 astronomische Jahre betrugen .... Das Jahr 1586 war also nur noch zuriick um Die Differenz zwischen den Jahren 1583 und 1584 betrug 18 St. 11 Min. 9 Sec. ,     ,           ,        ,     ,    1584  ,   1585    ,     5 , 48  , 51 , »     »         ,       ,    »   1585  »  1586    »     5,48 » 51 »


365 Tg.

365 Tg. 5 St. 48 Min. 51 Sec.

5 St. 48 Min. 51 Sec.

731 Tg.

730 Tg. 11 St. 37 Min. 42 Sec.

12 St. 22 Min. 18 Sec.

1096 Tg.

1095 Tg. 17 St. 26 Min. 33 Sec.

————j6 St. 33 Min. 27 Sec.

1461 Tg.

1460 Tg. 23 St. 15 Min. 24 Sec.

44 Min. 36 Sec.



Um von den 15ten Octobern auf die 44 Min. 36 Sec., da das Jahr 1600 ein ersten Januare zu kommen, hat man bei Schaltjahr und das Jahr 1700 ein Ge-der constanten Differenz von 2 auf ein- meinjahr gewesen ist. ander folgenden 4jahrigen Cykeln mit

Vom 15ten October 1582 bis zum 15ten Oct.

1698, 29 Cyclus zu 44 Min. 36 Sec. Differenz. Das

Jahr 1698 war also zuruck um 29 • (44 Min. 36 Sec.) =           21 St 33 Min. 24 Sec.

Vom 15ten Oct. 1698 bis lten Januar 1701

sind 2 Jahr 77 Tage, sind 807 Tagej, nach dem

Kalender zu 24 Stunden, nach wahrer Zeit =

	
2.A5 x (365 Tg. 5 St. 48 Min. 51 Sec.) also voraus



238‘s (5 St. 48 Min. 51 Sec.)........  12 St. 45 Min. 4 Sec. Mithin war der erste Januar 1701 zuruck um              8 St. 48 Min. 20 Sec.

Vom lten Januar 1701 bis zum 1. Jan. 1861

sind, da das Jahr 1800 ein Gemeinjahr war,

39 Schaltjahre zu 366 Tagen . . 14274 Tg.

125 Gemeinjahre zu 365 Tagen . . 45625 ,

164 Jahre zusammen mit........ 59899 Tg.

Die astronomische Zeit betragt 164 Jahre zu

365 Tg. 5 Std 48 Min. 51 Sec........ 58890 Tg. 17 St. 31 Min. 24 Sec.

Der lte Januar 1861 wird also um den lten

Januar 1701 voraus sein an Kalenderzeit gegen die astronomische Zeit um........ 17 St. 31 Min. 24 Sec.

Der lte Januar 1701 war an Kalenderzeit ge

gen die astronomische Zeit zuruck um ....             8 St. 48 Min. 20 Sec.

Folglich ist der lte Januar 1861 an Kalender

zeit gegen astronomische Zeit voraus um ...             8 St. 43 Min. 4 Sec.

Aus der obigen Berechnung, dafs nach je 400 Jahren das Kalenderjahr gegen das astronomische Jahr um 2 Stunden 20 Minuten zuriickbleibt, geht hervor, dafs zur Differenz beider Jahre von einem 24

Tage — X 400 =4100 Jahre gehoren. Nach 23

4000 Jahren also mufs ein neues Schaltjahr zum Gemeinjahr werden.

Kalotte, s. „Calotte".

Kalte Zonen sind die beiden Theile der Erdoberflache als Calotten von den Wendekreisen .ab, in deren Scheitel die Pole liegen; so genannt wegen der dort herrschenden kaltesten Temperatur gegen die anderen Zonen der Erde. Bedeutet Fig. 267, Bd. II., pag. 2: AB den Aequa-tor, EF einen Polarkreis, D den Pol, so ist die Calotte EDF eine der beiden kal-ten Zonen.

Von der Abplattung der Erde an den Polen abgesehen ist eine kalte Zone = 2n • CD • DH.

Es ist DH = CD (1 - cos ^DCF}

Mithin die Zone 2n CD2 x(l — cos ^DCF)

Nun ist A DCF = 234 Grad

Daher die Zone =2 • 0,08294 • A CD2

Mithin verhalt sich eine kalte Zone zur Erdoberflache wie 0,08294 : 2 = 1 : 24 so dafs beide kalte Zonen etwa den 12ten Theil der gesammten Erdoberflache aus-mahhen.

Kammlinie. Hierunter versteht man die Linien, nach welchen die Raderkamme geformt werden. Es sind diese die Cycloide, die Epicycloide und die Hypocycloid e. Erstere gibt die vortheil-hafteste Form fur Kamme, wenn ein Stirnrad in eine gezahnte Stange greift. Die zweite fur Kamme, wenn Kammrad und Getriebe zusammen greifen und fur Kamme der gewohnlichen aufserhalb in einander greifenden Stirnrader; letztere fur die selten in Anwendung kommen-den Stirnrader, von denen das eine in-nerhalb des Kranzes gezahnt ist. Der Vortheil in jedem einzelnen Fall besteht darin, dafs je zwei zusammengreifenden

Kammlinie.


Kardioide.



Kamme in jeder noch so kleinen Zeit gleich grofse Wege zuriicklegen.

Kanalwaage, s. „Canalwaage."

Kanten (Stereom und Kryst.) sind die Durchschnittslinien zweier Flachen; beim Krystall sind diese Flachen immer Ebe-nen, die Kanten also gerade Linien.

Die Kanten werden unterschieden 1, nach der Grofse des Neigungswinkels bei-der die Kante bildenden Flachen, Kan-tenwinkel genannt. Kanten heifsen namlich stumpf, wenn deren Kanten-winkel stumpf; scharf, wenn deren Kan-tenwinkel spitz (scharf) sind. Kanten in demselben Krystall heifsen gleich, wenn deren Kantenwinkel gleich sind, sonst ungleich.

Die Kanten eines Krystalls werden 2, unterschieden nach deren Lage: Kanten heifsen Scheitelkanten, wenn sie in einem Endpunkt der Normalaxe des Krystalls endigen, wenn sie also von zwei Scheitelflachen gebildet werden; Rand-kanten, wenn sie von einer Scheitel-flache und einer Seitenflache oder von einer Endflache und einer Seitenflache gebildet werden.

Kantenwinkel sind die Neigungswinkel zweier in einer geraden Linie, einer Kante sich schneidenden Ebenen mit einander.

Kardioide (xcodic Herz) eine herzfor-migz Linie der 4ten Ordnung also eine Curve der 3 ten Klasse, weil sie durch eine Gleichung vom 4ten Grade bestimmt wird. Die Construction der Linie ist ein-fach:

Man nehme einen beliebigen Kreis, den Grundkreis ADH vom Halbmesser AC, ziehe von dem Endpunkt A desselben lau-ter Sehnen, wie AD, verlangere diese zu beiden Seiten, trage vom zweiten Endpunkt D der Sehne auf derselben nach beiden Seiten hin Stucke DB, DF, so sind B, F Punkte der Kardioide. In dem verlangerten Durchmesser sind K in Ent-

Fig. 725.
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fernung von 2 Kreisdurchmessern AJ von A und der Punkt A selbst die Curven-punkte, AK die Mittellinie, und von diesei aus die Curve zu beiden Seiten con-gruente Halften.

	
	
2.    Um die rechtwinklige Coordinaten-gleichung zu erhalten, falle die Normale BE, ziehe die Sehne DJ, so ist [\,ADJ<x>[\AEB





Daher AJ : AD = AB : AE

Setzt man nun den Halbmesser AC des Grundkreises = r, fur den Curven-punkt B die Abscisse AF=x, die Ordinate BE = y, so hat man

AB = V22 + y?; AD = Vx2 + y1 — 2r also 2r : Vx2 + y2 — 2r = Vx2 + y2 : a woraus die rechtwinklige Coordinatenglei-chung fur den Punkt B, dessen Radius-vector AB durch den Grundkreis liegt. y^— 2 (2r2 + 2rx — x2) y2— 4rz3+x4=0 (1)

	
	
3.    Fur den Punkt F kat man, wenn AF der Radiusvector, FG die Ordinate, AG die Abscisse ist





AJ.AD = AF.AG

Hier AG =x,; FG = y, gesetzt

AF = Va,2+ y2', AD = DF — AF — 2r — 1x,2 + y2

Mithin 2r : 2r — Va,2 + y2 = Va," + y2 : a

woraus die rechtwinklige Coordinatengleichung fur den Curvenpunkt F, dessen Radiusvector AF aufserhalb des Grundkreises liegt:

y^ + 2 (— 2r2 + 2rx, + x2} y,2 + 4rx,3 + x^ = 0                     (2)

Zu dieser Gleichung kommt man auch, wenn man — 2r fur 2r in die erste Coordinatengleichung setzt.

Zieht man durch den Punkt A eine Linie LM normal dem Durchmesser AF,

so gilt die erste Coordinatengleichung fur die Kardioidenpunkte, welche unter-halb LM, die zweite fur die Punkte, welche oberhalb LM liegen.

	
	
4.    Fur die Kardioide gibt es eine ein-


Kardioide.







Kardioide.

fache Polargleichung. Nimmt man den ZEAB = g zur Polarabscisse, so ist der Radiusvector

AB = AD + DB = A J cos q + DB = 2r cos q + 2r

= 2r (1 + cos q) = i                                   (3)

und        AF — DF— AD = 2r (1 — cos q) = z,                            (4)

Fur x=0 wird z = 4r (AK); z, = 0

Fur x = 90° wird e = 2r- %, -2r {AM und AL)

Um zu erfahren, unter welchem Win- ser Linie am entferntesten, ist hat man kel x der Kardioidenpunkt uber LM die- dessen Hohe iiber LM = h= z, X sin (90° — q) = 2r (1 — cos cp) cos q                          (5) h wird also ein Maximum fur cos q = 4 also h = ^r                       (6)

Die Ordinate y (wagrechte Entfernung von AK ist = 2r (1 — cos q) sin go = }rV3 (7)

	
	
5.    Um die obigen Coordinatengleichun-gen mit den Polargleichungen in Ver-gleichung zu bringen hat man





x = % cos q = 2r (1 + cos q) cos q

x, = %, cos q = 2r (1 — cos go) cos q y = % sin q = 2r (I + cos cp) sin cp y, = z, sin cp — 2r {\. — cos cp) sin cp

/       /r+2\  ,      !r—2x,\

cos®=1(-1+1, )=(1-1,)

Aus Gleichung 6 ersieht man, dafs a, im Maximo = Ar ist.

4r^ — y2 cos 4q + 2 cos 3cp — 2 cos cp--472— = 0

	
	
6.    Nach dem Art. Curvenlehre pag. 186 mit Fig. 537 hat man





z2

Subtangente CJ = 9 y

Also fur einen Punkt unter LM:

4r2(1 + cos q)2            cp cp

Sub tq =----—;—— = — Ar cot-~ cos3—

	
	
	
•     — 2r sin cp             2      2







Fur einen Punkt fiber LM:

Subtg=1(1-cos g)2 2r sin cp

Tangente BJ = — ]


=+ 4r tg Ysin?9




z3



Also fur einen Punkt unter LM:

2r (1 + cos q)---9 ■ 2   . qy

I9 —-----—.---— V ArJ (1 + cos cpy —T 4r" sin "q = — Ar • cos -~ cot -2

— ar Str Q                                              4      4

Fur einen Punkt uber LM:

Tg = —— cos ®) 14r? • (1 — cos cp)2 + Ar2 sin 2cp = Ar sin 9 lg P aT Sin (                                                 4     2


Subnormale CN = — dcp

Fur einen Punkt unter LM:

Subn = — 2r sin cp

Fur einen Punkt unter LM:




Fur einen Punkt uber LM:




Subn = 2r sin cp

Normale BN =1 224(92)

V \0cp/



Norm = V4r2 (1 + cos cp)2 + Ar2 sin 2cp = 2r V2 (1 + cos cp) = Ar • cos 7

Fur einen Punkt iiber LM:

Norm = 4r2 (1 — cos q)2+ Ar2 sin 2q = 2r V 2 (1 — cos cp) = Ar • sin P

Katadioptrisch ist jedes Vergrofserungs-werkzeug, es mag die Eigenschaft der Vergrofserung durch Brechung der Licht-strahlen (dioptrisch) oder durch Zuriick-werfung derselben (katoptrisch) erlangt haben.

Katakaustische Linie, s. den Art. „Brennlinie“ mit Fig. 251.

Kathete ist in jedem rechtwinkligen (geradlinigen und spharischen) jede der beiden den rechten Winkel einschliefsen-den Seiten. In einem spharischen Drei-eck mit 2 rechten Winkeln ist jede der 3 Seiten eine Kathete und 2 Seiten sind zugleich Hypotenusen; in einem spharischen Dreieck mit 3 rechten Winkeln ist jede Seite Kathete und zugleich Hypo-tenuse.

Katoptrik ist die Disciplin der opti-schen Wissenschaften, welche mit der Zuriickwerfung der Lichtstrahlen durch Spiegel sich beschaftigt.

Kaustische Linie, s. v. w. „Brenn-linie “.

Kegel ist ein Korper, der begrenzt ist von einer Kreisebene und einer Flache, die so beschaffen ist, dafs sich in ihr ein Punkt befindet, welcher mit jedem ande-ren Punkt derselben und einem Punkte des Kreisumfangs immer in einer und derselben geraden Linie liegt. Dieser Punkt heifst die Spitze des Kegels, jeder Kreis die Grundflache oder der Grundkreis; die zweite begrenzende Flache der Kegelmantel, die gerade Verbindungslinie der Spitze mit dem Mit-telpunkt des Grundkreises die Axe des Kegels; eine gerade Linie, welche die Spitze des Kegels mit einem Punkt des Grundkreises verbindet eine Seite des Kegels und der Abstand der Spitze von der Grundflache die Ho he des Kegels. In Figur 726 ist ABDE der Grundkreis, C die Spitze, die geraden Linien CA, CB, CD, CE sind Seiten des Kegels.

	
2.    Aus der Erklarung des Kegels geht hervor, dafs jede aus der Spitze nach dem Kreisumfang gezogene gerade Linie mit alien ihren Punkten in dem Kegelmantel liegt. Hieraus folgt, dafs jede von der Spitze aus durch den Kegel ge-legte Ebene wie FG den Kegel in einem geradlinigen Dreieck CAB durchschneidet.


	
3.    Eine Ebene HJ, welche durch die Spitze C eines Kegels und durch eine Tangente JK seiner Grundflache gelegt wird, hat nur eine einzige gerade Linie, namlich die gerade Verbindungslinie der Spitze C mit dem Beruhrungspunkt L

726.
[image: ]




zwischen Tangente und Kreisumfang mit dem Kegel gemein; alle ubrigen Punkte der Ebene, wie z. B. M liegen aufserhalb des Kegels.

Schneidet eine dem Grundkreis parallele Ebene den Mantel eines Kegels, so ist die Durchschnittslinie eine Kreislinie, deren Mittelpunkt in der Axe des Kegels liegt. Sein Umfang verhalt sich zum Umfang des Grundkreises, wie der Abstand der Spitze von der Durchschnitts-ebene zu dem Abstand der Spitze von der Grundflache; die Flachen dieser Kreise verhalten sich wie die Quadrate ihrer Ab-stande von der Spitze.

Es sei Fig. 727 ABD der Kegel, C der Mittelpunkt seines Grundkreises, also AC seine Axe; bedf sei die von dem Kegel
[image: ]

mantel mit der + der Grundflache durch den Kegel gelegten Ebene gebildete Durchschnittslinie und c der Durchschnittspunkt dieser Ebene mit der Axe AC. Ziehe von der Spitze C zwei Linien AB, AE nach den Umfangspunkten B und E des Grundkreises: b, e seien die Durchschnitts-punkte dieser Linien mit der Durch-schnittslinie bedf. Lege durch die Linien AB, AC, AE und AC zwei Ebenen; bc, ec seien deren Durchschnittslinien mit der durchgelegten Ebene,

so ist bc + BC und ec + EC (s. „E b e n e “ No. 29 mit Fig. 589)

folglich ist &Abc c f\ABC

und A Aeco A AEC

Hieraus bc : BC = Ac : AC und ec:EC = Ac:AC

folglich bc : BC = ec: EC

Da aber C der Mittelpunkt des Grundkreises ist, so sind BC und EC als Ra-dien einander gleich, folglich ist auch bc = ec. Da nun b und e beliebige Punkte sind, so folgt daraus, dafs auch alle ubri-gen Punkte des Umfangs bedf gleichen Abstand von c haben, dafs daher bedf eine Kreislinie mit dem Mittelpunkt c ist.

Man falle aus der Spitze A auf die Grundflache das Loth AF, und dies treffe die durchgelegte Ebene in den Punkt f. Zieht man nun die Linien CF und cf, so liegen diese in der Ebene ACF, sind parallel, verhalten sich wie AF: Af und zugleich wie EC: ec = BC: bc. Die Kreis-umfange verhalten sich aber wie die ihnen zugehorigen Halbmesser, folglich verhalten sich die Kreisumfange bed : BED wie die ihnen zugehorigen Hohen bf: BF, und die Kreisflachen wie die Quadrate ihrer Halbmesser, also wie die Quadrate der zugehorigen Kegelhohen.

	
5.    Ein Kegel, dessen Axe senkrecht auf der Grundflache steht, heifst ein ge-rader Kegel, oder auch weil seine sammtlichen Seiten einander gleich sind, ein gleichseitiger Kegel. Ein Kegel, dessen Axe schief auf der Grundflache steht (Fig. 727) heifst ein schiefer Kegel oder auch ein ungleichseiti-ger Kegel. Aehnliche Kegel, s. u. „Aehnlich“. Die Namen stumpf-winklige, spitzwinklige, recht-winklige Kegel erhalten die Kegel von der Beschaffenheit ihres Winkels an der Spitze.


	
6.    Ist der Kegel ein schiefer Kegel, so gibt es aufser dem System der mit dem Grundkreise parallelen Durchschnittskreise noch ein zweites System von parallelen Durchschnittsebenen, welche auch Kreise sind und Wechselschnitte des Kegels heifsen. Deren Durchmesser in dem normal auf der Grundflache befindlichen Axendurchschnitt sind antiparallel.



Durch einen beliebigen Punkt H in dem Durchmesser BD einer der Grundflache parallelen Durchschnittsebene BED, wenn &ABD der normale Axenquer-schnitt des Kegels ist, ziehe die Linie KL antiparallel mit BD, so dafs also Z.AKL = Z.ADB und ^ALK = ^ABD, und lege durch KL eine der Axe AC normale Ebene KGLJ, so ist diese Ebene eine Kreisebene und die Durchschnitts-linie GJ beider Ebenen steht auf dem Axendreieck ABD normal, folglich auch normal auf den beiden im Axendreieck ABD befindlichen Linien BD und KL in dem alien dreien Linien gemeinschaft-lichen Durchschnittspunkt H.

Da nun BJDG ein Kreis ist, so hat man

GH3 = BHxDH

Nun ist /LDLH = ^KBH hierzu    ZDHL = ZBHK

daher    △ DHL ~ A KHB

woraus  DH.LH = KH-.BH

oder LHxKH=BHxDH mithin LH*KH=GW

Mithin ist, weil der Punkt H ein in dem Durchmesser BD ganz willkuhrlich angenommener Punkt ist die Ebene KGLJ ein dem Kreise BED J congruenter Kreis.

	
7.    Der Mantel eines geraden Kegels ist so grofs als ein Dreieck, dessen Grund-linie dem Umfang des Grundkreises und dessen Hohe der Seite des Kegels ist.



Man beschreibe in und um den Grund-kreis des Kegels zwei einander ahnliche Vielecke, die Seiten des inneren Vielecks einzeln ± den Seiten des aufseren Vielecks. Erstere sind Sehnen im Grundkreise, letztere Tangenten an dem Grundkreise. Nun bilde man zu diesen Seiten als Grundlinien Dreiecke, deren gemein-schaftliche Spitze die Spitze des Kegels ist, so fallen alle Dreiecke uber dem inneren Polygon innerhalb, alle Dreiecke uber dem aufseren Polygon aufserhalb des Kegel mantels; die inneren Dreiecke unter sich und die aufseren Dreiecke un-ter sich sind congruent und gleichschenk-lig. Das Loth aus der Spitze auf jede der inneren Grundlinien gefallt, d. h. die Hohe jedes der inneren Dreiecke, sei A, das Loth auf die aufseren Grundlinien ist die Seite I des Kegels, die Seiten selbst seien a und A so hat man die Summe der inneren Dreiecke = ^nah, die der aufseren = ^nAl. Zwischen beiden Flachenraumen ist offenbar der von ihnen

eingeschlossene Kegelmantel begriffen.

1st dieser = M, so hat man

2 nah < M < I nAl

1st ferner U der Umfang des Grund-kreises, so hat man, da dieser von bei-den Polygonen eingeschlossen ist

na < U < nA und da h<l, so hat man hieraus

+ nah <\Ul < + nAl

Mit dem beliebigen Wachsthum von n kommen die Polygonumfange dem Kreis-umfang und die Hohe h der Seite I im-mer naher, mithin kommen beide Drei-eckssummen ^nah und }nAl sowohl dem Kegelmantel m als auch der Flache \UI beliebig nahe und sowohl M als ±Ul sind deren Grenzwerthe und einander gleich.

Da nun } UI der Inhalt eines Dreiecks ist, dessen Grundlinie der Umfang des Grundkreises und dessen Hohe die Seite des Kegels ist, so ist der Kegelmantel diesem Dreiecke gleich.

	
8.    Wenn man durch einen Kegel eine mit der Grundflache parallele Ebene fuhrt und den oberen Theil fortnimmt, so heifst der zuriickgebliebene mit zwei Endflachen versehene Theil des Kegels abgekurzter oder abgestumpfter Kegel. Ist die durchgefuhrte Ebene + der Grundflache so ist der Kegel gerade abgekiirzt, ist sie der Grundflache nicht +, schief abgekiirzt.



Der Mantel eines geraden und gerade abgekurzten Kegels ist gleich einem Tra-pez, dessen parallele Seiten den Umfan-gen der beiden Endkreise gleich sind und welches das zwischen den beiden End-kreisen begriffene Stuck der Seite des Kegels zur Hohe hat.

An der Seite CA des ganzen geraden Kegels errichte in A die Normale AF = dem Umfange des Grundkreises AB, ziehe die gerade Linie CF, so ist △ CFA = dem ganzen Kegelmantel. Ziehe DG^AF,

Fig. 728.
[image: ]


so hat man, wenn CJ die Axe des Kegels ist, und H der Punkt, in welchem

sie die obere Endflache DE schneidet,

UmfangAB: UmfangDE=AC:CD aber auch AC:      CD = AF:DG

folglich Umfang A B: Umfang DE = AF: DG

Da nun  AF= Umfang AC

so ist      DG = Umfang DE daher A CDG = Kegelmantel CDE folglich ist das Trapez ADGF = dem Kegelmantel ABDE.

	
	
	
10.    Der Mantel eines gerade abgekurzten geraden Kegels ist gleich einem Rechteck, dessen Grundlinie gleich dem Umfange des in der Mitte beider Endkreise ihnen + durchgelegten Kreises und dessen Hohe die Seite des abgekurzten Kegels ist.







Durch die Mitte K der Seite AD fiihre den Durchschnitt KM = beiden Endkrei-sen AB und DE und errichte in K die Normale KL auf AC, so ist (nach Satz 9) KL = dem Umfange des Kreises KM.

Nun ist aber das Rechteck von der Grundlinie KL und der Hohe AD = dem Trapez ADFG, folglich ist der Satz er-wiesen.

	
	
	
11.    Der Mantel eines geraden Kegels ist gleich dem Mantel eines Cylinders, der den halben Durchmesser der Kegel-grundflache zum Durchmesser und die Seite des Kegels zur Hohe hat.







Ist (Fig. 728) CH=hCJ, so ist auch DE = \AB und Umfang DE = {Umfang AB. Da nun der Kegelmantel nach No. 9 =4* Umfang AB mal AC, so ist der Kegelmantel auch = Umfang DE mal AC also = dem Mantel eines Cylinders von dem Durchmesser DE und der Hohe AC.

	
	
	
12.    Der Mantel eines geraden Kegels CAB ist gleich dem Mantel eines Cylinders dessen Hohe die Hohe CJ des Kegels ist und dessen Grundflache die in der Mitte D der Seite auf derselben bis zur Axe CJ errichtete Normale DO zum Halbmesser hat.







Es sei, Fig. 729, CAB der Axenquer-schnitt eines geraden Kegels, CJ die Hohe, CH = \CJ, DE^AB. Ziehe DO normal AC,

so ist ^\CAJ^ ^DOH weil deren Seiten gegenseitig auf einander normal stehen.

Hieraus folgt CA : DO = CJ: DH und wenn man DH und DO als Halbmesser von Kreisen ansieht,

CA : Umf. DO = CJ : Umf. DH

woraus CA x Umf. DH = CJ x Umf. DO

Fig. 729.
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Nun ist aber CA x Umf. DH (nach Satz J1) gleich dem Kegelmantel und CJ x Umfang DO ist gleich dem Cylinderman-tel vom Halbmesser DO des Grundkrei-ses und der Hohe CJ des Kegels.

	
	
	
13.    Der Mantel eines gerade abgekiirz-ten geraden Kegels ist gleich dem Mantel eines geraden Cylinders, dessen Hohe die Seite des abgekiirzten Kegels und dessen Grundflache gleich der in der Mitte der Hohe genommenen mit den Endflachen parallelen Durchschnittsflache ist..







Der Satz ist mit dem Satz 10 erwiesen.

	
	
	
14.    Der Mantel eines gerade abgekiirz-ten geraden Kegels ist gleich dem Mantel eines geraden Cylinders von einerlei Hohe mit dem abgekiirzten Kegel, dessen Grundkreis aber die in der Mitte der Hohe auf der Kegelseite bis in die Axe errichtete Normale zum Halbmesser hat.







Ist (Fig. 721) DE AB der abgekurzte Kegel, KM in der Mitte zwischen AB und DE parallel, P deren Durchschnitts-punkt mit der Axe, KO normal AC, so falle das Loth DN und man hat wie No. 12

/^DAN^^KOP

daher DN: KP= AD : KO

Oder HJ:KP=AD:K0

also auch HJ : Umf. KP= AD : Umf. KO

oder HJ x Umf. KO = AD x Umf. KP

Da nun (nach No. 10) AD x Umfang KP = dem abgekiirzten Kegelmantel und HJ X Umfang KO der im Satz bezeich-nete Cylindermantel ist, so sind beide Mantel einander gleich.

	
	
	
15.    Die Oberflachen gerader schief ab-gestumpfter und schiefer Kegel sind nur durch hbhere Analysis zu finden moglich, die Endformein srnd nur durch Reihen zu integriren.


	
16.    Ist der Halbmesser der Grundflache







eines geraden Kegels = R, seine Hohe H seine Seite L

so ist die Grundflache =nR2

der Umfang derselben = 2n R der Inhalt des Kegelmantels = nRL

die Seite L = YH + R2

also der Inhalt des Kegelmantels auch

= AR VH? + R?

Ist der Halbmesser der zweiten Endflache eines gerade abgestumpften geraden Kegels = r, seine Seite I, seine Hohe h, so ist

der Umfang des oberen Endkreises = 2nr der Mantel = n ^R^l

die Seite I = 1h2 + (R — r)2

der Mantel auch =n(R+r) 1h2+(R-ry

	
	
	
17.    Der korperliche Inhalt eines Kegels ist so grofs als eine Pyramide von gleich grofser Grundflache und Hohe.







Man beschreibe in und um den Grundkreis zwei ahnliche regulare Vielecke, be-trachte diese als Grundebenen von Py-ramiden, die ihre Spitze in der Kegel-spitze haben, so ist der Kegel zwischen beiden Pyramiden begriffen. Eine Pyramide, deren Grundflache gleich grofs ist mit dem Grundkreis des Kegels und die mit demselben einerlei Hohe hat, ist eben-falls zwischen jenen beiden Pyramiden begriffen.

Nun aber ist der Unterschied der in-neren und der aufseren Pyramide gleich der Pyramide von derselben Hohe, die den Unterschied der Grundflachen jener beiden zur Grundflache hat. Der Unterschied dieser Grundflachen kann aber durch Vermehrung der Seitenzahl beider Polygone beliebig klein werden, also auch der Unterschied der Pyramiden, und daher mussen die zwischen ihnen begriffe-nen Korperj, der gegebene Kegel und die Pyramide von gleicher Grundflache und gleicher Hohe mit ihm gleich grofs sein.

	
	
	
18.    Der korperliche Inhalt eines Kegels ist = dem dritten Theil eines Cylinders von derselben Grundflache und derselben Hohe.







Es sei CAB der gegebene Kegel im Axenquerschnitt, AB der Durchmesser — 2AD = 2R der Grundflache, CD seine Hohe H. Theile diese Hohe von der Spitze C herab in m gleiche Theile, wie CE, EE, FG..., bezeichne diese Hohen mit h so ist mh = H. Fiihre durh jeden Theilpunkt eine Ebene = der Grundflache und construire in und um den Kegel Cylinder von der Hohe h. Der


Fig. 730.
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erste aufsere Cylinder von der Hohe CE = h hat die Grundflache vom Durch-messer aa, und die Hohe EC = h, der zweite aufsere Cylinder die Grundflache vom Durchmesser cc und die Hohe FE = h, der mte aufsere Cylinder hat die Grundflache von Durchmesser AB und die Hohe Ay = h.

Bezeichnet man den Halbmesser der Grundflache aa mit r, die Grundflache selbst also mit nr2, so ist die Grundflache cc =4nr2, die folgende 9nr2, u. s w. Die’mte A B = m2 nr2. Sammtliche Cylinder umschliefsen den Kegel und deren Summe

nr^h + 4nr2h + dnr2h + .... m^nr 2h = 4m (m + 1) (2m + 1) nr^h

ist grofser als der Kegel.

Der erste innere Cylinder besteht in der Axe CE und ist = 0, der zweite hat die Grundflache aa, der dritte die Grund

flache cc ..., der mte die Grundflache xx, sammtliche Cylinder haben die Hohe h, sie werden von dem Kegel eingeschlos-sen, und deren Summe

nr^h + ^nr^h + 9xr2h +...., (m — 1)2 nn^h = k (m — 1) m (2m — 1) rir^h ist kleiner als der Kegel. Hieraus hat man

8m (m -f-1) (2m + 1) nr^h > Kegel > }(m — 1) m (2m — 1) nr3h

Bei beliebigem Wachsthum vom m ver-schwindet die Einheit immer mehr und mehr gegen m und beide den Kegel ein-schliefsenden Grofsen nahern sich belie-big dem Korper

8m • m • 2m • nr2h = 3m3 nr2h

Nun ist nach Voraussetzungmr = AD —R, also m3nr2 = nR2, und mh = CD = H.

Demnach ist der Inhalt des Kegels = ^tiR2H. D. h. = dem dritten Theil eines Cylinders von der Grundflache und der Hohe des Kegels.

Durch Integralrechnung erhalt man das Resultat einfacher:

Nimmt man CD zur Abscissenlinie, C zum Anfangspunkt der Abscissen, setzt CF = x, Fc — y, so hat man

Ct7: Fc = CD : DB x :y = H: R

R

“H*

ist die Cubaturformel fur Um-


oder

woraus

Nun



drehungskorper, indem namlich das &CDB um CD sich umdrehend den Kegelraum beschreibt:

Fx = Kegel Ccc = % fy2 8a + C = % . /Na38z+C=".52+c

Fur x = 0 fallt der Kegel in die Spitze C zusammen, wird = 0 und folglich wird auch C = 0. Mithin ist

der Kegel Ccc = 3 • M3‘ a3

Setzt man fur CF die Hohe CD, also H fur x, so erhalt man

— R2 den Kegel CAB = — • " IF = \nR2H

	
	
	
19.    Der korperliche Inhalt eines gerade abgekurzten geraden Kegels ist gleich dreien vollstandigen Kegeln von einerlei Hohe mit dem abgekurzten, deren Grund-flachen der Reihe nach der untere, der obere und das Mittel beider Endkreise sind.







Ein Kegel ist gleich einer Pyramide von gleicher Grundflache und Hohe; fuhrt man durch beide Korper parallel mit den Grundflachen genommene Durchschnitts-ebenen in gleichen Abstanden von der Spitze, so sind in beiden Korpern diese Durchschnittsflachen einander gleich. Die beiden oberen Korper sind daher einander gleich, also auch die beiden abgekurzten unteren. D. h. Ein abgekurzter Kegel ist = einer abgekurzten Pyramide wenn beide gleiche Endflachen und gleiche Hohen haben. Nun gilt aber der Satz von der abgekurzten Pyramide also auch vom abgekurzten Kegel.

	
	
	
20.    Ein gerader gerade abgekiirzter Kegel ist = dem dritten Theil von dreien Cylindern, welche mit dem Kegel gleiche Hohe haben, von denen der eine die un-tere, der zweite die obere Grundflache und der dritte das Mittel beider Grund-Aachen zur Grundflache hat.







Es sei, Fig. 729, der Axenquerschnitt DEAB des abgekurzten Kegels mit dem Durchschnitt CED des Erganzungskegels, AJ sei R, DH = r, HJ = H, so hat man die Erganzungshohe CH aus der Proportion

AJ: DH—CJ'. CH

Oder        R : r = h + CH: CH r                R woraus CH == h • —---und CJ = h- —--- R-r       R-r

R

Nun ist der Kegel CAB =}nR2h: R—, der Kegel CDE = 3 nr? h • —— — r

	
	
folglich der abgekurzte Kegel AB DE R3 — 73


	
= }nh. "---= 3nh (r2 + rR + R2)





It — T

womit der Satz bewiesen ist.

Kegelmantel, S. u. „Kegel".

Kegelschnitte. Construction derselben, s. den Art.: „Brennpunkte der Kegelschnitte", pag. 421 mit Fig. 257 bis 259. S. ferner „Brennpunkt der Pa-rabel", pag. 416 mit Fig 253 bis 255; „Brennpunkte der Ellipse", pag. 218 mit Fig. 256; „Brennpunkte der Hyperbel", pag 420; S. ferner den Art. ,Curven“ von No. 12, pag. 174 bis No. 27, pag. 184 mit Fig. 532 bis 535, welches das rein Analytische enthalt; „Bahn der Weltkorper" von No. 12, pag. 296 mit Fig. 188 bis 191; „Bahn der Weltkorper, die Ellipse", pag.

303.

Kegelspiegel ist ein Spiegel mit ke-gelformiger Oberflache. Die katoptrischen Gesetze, welche fur die Entstehung des Spiegelbildes hier einwirken, sind in dem Art. , Cylinderspiegel" speciell aus-einander gesetzt. Dieselben lauf die Ke-gelform des Spiegels angewendet, ergeben die hierhergehorigen Resultate. Die Gesetze der Spiegelung sind wie beim ebe-nen Spiegel und man hat auch beim Kegel jeden Punkt, der einen Lichtstrahl aufnimmt, als den Punkt einer die Ke-gelflache tangirenden Ebene zu betrachten.


Es sei CAB, Fig. 729, der Durchschnitt eines Kegels, C dessen Spitze, CD des-sen Axe, also AC, BC Seiten des Kegels, so kehren die Lichtstrahlen in sich selbst zuriick, die normal auf eine Seite des Kegels fallen. So z. B. tritt das Bild von dem Punkt E in der Normalen EF auf den Punkt F in FE nach E zu-ruck; der Lichtstrahl EG dagegen reflec-tirt nach GH, wenn / EGB = Z.HGC ist.

1st also E das Auge, so empfangt es in G das Bild von H, alle innerhalb des Winkels HGE befindlichen Gegenstande werden vom Auge in E innerhalb der Linie GF gesehen. Um z. B. zu erfah-ren, wo der Lichtpunkt J in den Spiegel fallt, falle aus J die Normale JL auf BC, verlangere diese ruckwarts bis M, so dafs JM = EF, ziehe MF und JN + MF so ist N der verlangte Spiegelungspunkt.




Fig. 731.
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Denn es ist JM : JL = FN: NL

Oder       EF\FN=JL.NL

mithin . A EFNc A J LN woraus Z_ENF= JNL

	
2. Um mittelst des Kegelspiegels ein bestimmtes Bild zu sehen, denn eine ab-zuspiegelnde Zeichnung, welche wie beim Cylinderspiegel ein Zerrbild ist, so ver-fahrt man fur Anfertigung eines solchen Bildes folgendermaafsen.



Es sei Fig. 732 der Kreis die Grofse der Grundflache des Kegelspiegels, so zeichne auf der Papierflache das Bild, welches durch den Spiegel erscheinen soil. Es sei A ein Punkt des Bildes, so ziehe den Halbmesser CE mit Verlange-rung EG durch den Punkt A, errichte in C ein Loth, es sei CD die Hohe der Axe des Kegels und in der doppelten Hohe CB der Ort des Auges. Ziehe ED, so ist DEC das halbe Profil des Kegelspiegels. Ziehe nun BA, welche die Ke-gelseite DE in F schneidet, so ist F der Punkt auf der Oberflache des Kegelspie-gels, in welchem durch das in B befind-

Fig. 732.
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liche Auge der Punkt A gesehen werden soil und der dem Punkt A in der Zeich-nung entsprechende Punkt mufs die Lage haben, dafs seine Spiegelung in F ge-schieht. Demnach hat man nur notnig an die Linie EF in F einen Z GFE = ^AFE zu zeichnen, und man erhalt in der Papierebene des zu verzeichnenden Zerrbildes G als den Punkt, der von B aus gesehen in F reflectirt.

Keil ist ein festes dreiseitiges Prisma, auf dessen Seitenflachen Krafte wirken ; er war bei den Alten die sechste Potenz. Von den drei wirkenden Kraften sind zwei gegeben, die dritte ist zu bestim-men; jene beiden sind die Widerstande des Keils, die dritte ist die K r a f t des Keils. Die Seitenflachen, auf welche die Widerstande wirken, heilsen die S e i -ten des Keils, die Seitenflache auf welche die Kraft wirkt, der Riicken des Keils. In der Regel wird angenommen, dafs Kraft und Widerstande in einerlei auf den Seitenflachen normal befindli-chen Ebene sich befinden. Daher nennt man auch, weil es auf die Lange der Flachen nicht ankommt, die Durchschnitts-linien der drei Seitenflachen in jener normal durchgelegten Ebene Seiten und Riicken des Keils. Der Neigungswinkel der beiden Seitenflachen also der Winkel der Seiten in der Durchschnittsebene heifst der Winkel des Keils.

	
	
2.    Sind die Kraft und die Widerstande auf den Riicken und die Seiten des Keils normal wirkend, mit einander im Gleich-gewicht, so verhalt sich die Kraft zu den Widerstanden wie der Riicken zu den Seiten des Keils.





Denn wenn 3 Krafte mit einander im Gleichgewicht sein sollen, so ist Bedin-gung: Erstens, dafs sie in einerlei Ebene sich befinden und zweitens in einerlei Punkt sich schneiden. Verlangert man also die Krafte V, P, Q bis in die Mitte des Keils, so schneiden sie sich in einem Punkt C, und deren Gleichgewicht er-fordert

Fig. 733.
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V: P : Q = sin Z.PCQ :sin VCQ '.sinZ.PCV = sin D : sin B : sin A mithin sind V : P: Q = AB : AD : BD



	
3.    Wenn auf die beiden Seiten des Keils unter beliebigen Winkeln Wider-derstande wirken, die nur ihren Richtungen nach zuriickweichen konnen, so soil eine auf den Riicken des Keils wir-kende Kraft so bestimmt werden, dafs mit Rucksicht auf die Reibung der Seiten des Keils an den Widerstanden, ent-weder die geringste Vermehrung oder die geringste Verminderung der Kraft ein Vor- oder Ruckgleiten des Keils zur Folge hat.





Es sei ABC, Fig. 725, der normale Durch-schnitt des Keils, in dessen Ebene alle Krafte gerichtet angenommen werden. Halbire den / ACB durch CD, DV sei die Richtung der auf den Riicken AB wirkenden Kraft V, PE und QF seien die Richtungen der Widerstande P und Q, die gegen die Keilseiten so wirken, dafs sie bei Aufhebung des Gleichge-wichts nur nach diesen Richtungen vor-oder riickgleiten konnen. Um die Lage dieser Krafte zu bestimmen, setze Z DCA = ^DCB = a, ^DEP = ^, / DFQ^y, ^CDV^ 6.

Waren keine Reibungswiderstande vor-handen, so wurden die mit V im Gleichgewicht befindlichen Pressungen aus P und Q auf die ihnen vorstehenden Seiten AC, BC nach normal auf denselben befindlichen Richtungen GD und HD


Fig. 734.
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woraus




wirken und die der Kraft V gleichgel-tenden auf die Wirkungen P und Q ver-theilten Seitenkrafte nach DG und DH gerichtet sein.

Der von der Beruhrung der Gegenla-gen mit den Keilseiten her-riihrenden Reibung zufolge haben die Widerstande Rich-tungen, die fur P+ Reibung (R) zwischen DG und V und die fur Q + R zwischen DH und V liegen. Und zwar sind W D und WD diese Richtungen, und zugleich D W und D W‘ die Richtungen der den Widerstanden P + R und Q + R fur’s Gleichgewicht entgegenwirkenden Seiten-krafte W und W‘ der Kraft V, wenn ^GD W=^HD W = t der Reibungswinkel ist.

Nun hat man fiir’s Gleichgewicht, wenn DW' zur Mo-mentenaxe genommen wird, w • sin WDW'

= V sin VDW sin VDW

sin WDW *


Nun ist




Z WD W = Z GDH — 2 = 180° — 2c - 21



£ VDW = 4 VDH -=Z CDH - 3 - 1 = 90° - « - 3 - i , . cos (c + 0 — T) —

woher W = -- - -—.V                                   (1)

sin 2 (« -f- 1)                                                                   2

Eben so ist, DW zur Momentenaxe genommen,

	
w, _ 2^n VD w   F. sin ( CDG-\- J- 1) _ sin (90°+ J - ct— 1) ve cos(a+1- J) y



sin WDW          sin 2 (c + 7)          sin 2 (c + i)       sin2(a-^-i)

Die nach JW gerichtete Seitenkraft W und der nach JE gerichtete Widerstand P geben nur eine Mittelkraft, welche im Faile des Gleichgewichts auf der Rich

tung, nach welcher die Widerstande aus-weichen konnen, normal sein mufs.

Ist also JK normal JE, so mufs JK die Richtung der Mittelkraft aus W und Psein.


und




Nun ist aber / EJW = A EJC + A WJC = ^ - a + GJD = 90° + 8 — a — r




AKJW= EJW- A EJK = p-a-T



Daher JK zur Momentenaxe genommen

P sin 90° t= P— W sin (3 — « — 1) und W = —— P---- sin (3 — a — i)


(3)



Um W zu bestimmen errichte in M, dem Durchschnittspunkt zwischen den

Richtungen der Krafte Q und W auf FQ eine Normale ML, so ist diese die Richtung der Mittelkraft zwischen diesen beiden Kraften, von weichen Q nach NF und W' nach DW gerichtet ist;

und es ist Q sin NML = W sin WML

Nun ist

Z FMW = 2 FNC + A WOC = y-a + ^ WOC= y - a + Z DON =y - « + 90°-t

folglich 4 WML =^FMW-FML = y-a- T


(4)



v=______sin 2(x+1)__p =__sin 2(+1)______0          (5) sin (8 — a — t) cos (« + 3 + 7) sin (y — c — 7) cos (a + t — 0)

Aus diesem doppelten Ausdruck fur V Gleichgewicht in der oben betrachteten ergibt sich die Bedingungsgleichung fur Art allein bestehen kann, namlich: die Grofsen P und Q, bei welchen das

P: Q = sin (y — a — T) cos (a + t — 0) : sin (B—«-i)- cos (« + 0 + 7)       (6)

	
	
2.    Es ist also im betrachteten Fall V fur’s Gleichgewicht mit P und Q am grofsten, weil mit der geringsten Ver-mehrung von V' der Keil vorwarts ge-trieben wird.





Soil aber die Kraft V blofs das Ruck-gleiten des Keils verhindern, so dafs bei der geringsten Verminderung von V' das Riickgleiten geschehen wurde. Dann ist schon die Reibung mit ihrem Widerstande R dem Widerstand V zu Hulfe gekom-men und hat einen Theil der Kraft P + Q zum Riickgleiten selbst ubernommen. Es ist also V' = P + Q — R. Aus diesem Grunde mufs in den vorigen Formein der t subtractiv genommen werden.

Man hat demnach fur diesen Fall

Fur Gl. 2: w‘ = sin@909+0±1 c)

FurG1.3: w=P----

sin (3 T x — ct)

cos (« — J — s) y sin 2 (« — 1)


(7)

(8)




Fur Gl. 4: W’ =




FurGl. 5: V=




sin (y+t—a)

sin 2 (« — t)




(9)




sin (8 + i — a) cos (a + J — t)




p_ sin 2 (ft - 1)

sin (y+ r—«) cos («— d— r)




0 (10)




Fur Gl. 6: P: Q = sin (y + t — «) • cos (a — 6 — i: sin (8 + t — «) • cos (« + <J — r) (11)




3. In den gewohnlichen Fallen der Anwendung ist 0 =0, 8 = y.

Dann wird v = sin 2 (±1),--- p = sin 2 (±1)--- 0

sin (3 — at)cos («=1) sin ^ — a^i) cos (« — i)



mithin P = Q

Setzt man nun Q = P, bringt den Sinus des doppelten Winkels im Zahler auf den einfachen Winkel, so hat man

v=2sin(«±‘)P

sin (3 — «t)

Bringt man diese Winkel ebenfalls auf die einfachen, so erhalt man

y_^p sin ct cos i ± cos a sin r — 2P sin a de cos a tg t sin (8 — «) cos r = cos (8 — «) sin t sin (^ — a) ^ cos (8 — ct) tg r

= 2P sin «*u cos n

sin (B — a)u cos (8 — «)

	
	
4.    Wenn die Richtungen der Widerstande normal gegen die Seiten des Keils sind, so ist 8 = 90° + «, also





v _ 2 sin (ft ± i) p _ 2 sin (« ± t) _ 2 (sin « cos i ± cos a sin r) p

sin (90° * 1)          cos i                    cos t

= 2 (sin « ± cos a tg t) P= 2 (sin a ± u cos ct) P.

	
	
5.    Wenn die Richtungen der Widerstande normal auf die Axe oder Lange des Keils sind, so ist 8 = 90°, also





v=2sin(+t) P^l^±^ f^Pts^,^fm±LsL =2P‘*±*4

sin [90° — («± T)] cos (« ± i)                     l^tgatgj 1 ^fitg a

	
	
6.    Wenn V ein Minimum sein soil, so mufs der Nenner ein Maximum sein, also in Formel 12 der Nenner = 1. Dann hat man





8 - (« ± 7) = 90°


also und



B = 90° + a F T

V = 2P sin (a ± T) = 2P (sin a cos t * cos a sin r)

- (sin a = cos a to T)

= 2P (sin « — cos ct tq i) cos T = 2P-----    —---

V1 + tg 2r

	
	
	
— 9p sin « * u cos «







VI + u?

	
	
7.    Die Resultate des Gleichgewichts durch u ausgedriickt, werden unmittelbar folgender Art gefunden. Es sei, Fig. 735, ABC der mittlere normale Querschnitt des Keils, DC die den Winkel an der Spitze halbirende Mittellinie, auf diese wirke die Kraft V und die beiden glei-chen Widerstande P wirken unter dem Z B mit DC.





Bezeichnet man den von jedem Widerstande P auf jede Seite ausgeubten Normaidruck mit N, so aufsern die ein-ander beriihrenden Flachen -eine Reibung uN, welche langs der Seiten des Kegels als Hindernifs wirkt.

Soil nun das Gleichgewicht so bestimmt werden, dafs die geringste Vermehrung

Fig. 735.
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von V eine Fortbewegung des Keils zur Folge hat, so mufs V im Gleichgewicht sein mit den Normalpressungen N, den die Seiten des Kegels von den Wider-standen erleiden und mit den seine Be-wegung in der Richtung DC hindernden nach CA und CB gerichteten Reibungen fiN. D. h. Die Normalpressungen und die Reibungshindernisse mussen eine nach CD gerichtete der V gleiche Mittelkraft geben.

Nun bilden die Normalpressungen EF = N mit DC den Z EFC = 90° — a. Setzt man ihre Mittelkraft FG=Q, so ist Q = 2 • EF sin FEE' =2N sin «, die Reibun-gen betragen zusammen EE' =2u EF cos « = 2u N cos «, mithin ist V = 2 (sin a + u cos a) N

Um N mit P zu vergleichen hat man dem nach PE gerichteten Widerstande entgegen den Normaidruck N gegen P in E nach der Richtung FE, welcher aus der nach DC wirkenden Kraft V sich zer-legt.

Diesem Normaidruck N entgegen wirkt nach der Richtung AC die zwischen den Beruhrungsflachen der Keilseiten und den von P angetriebenen Vorlagon ent-stehende Reibung fiN. Reducirt man die Kraft und die Reibung uN auf die Richtung von P, so mufs die algebraische Summe der beiden reducirten Wirkun-gen + P 0 sein.

Also N cos PEN — uNcos PEA — P = 0 oder N sin (B—c) — tuN cos (3 — ct) — P= 0

P woraus N = . —----------—--.

sin (3 — a) — u cos (3 — c)

Diesen Werth in den obigen Ausdruck fur V gesetzt, gibt

y _ 9 p sin a + /n cos a sin (^ — ct) — fi cos (B — ct)

	
	
8.    Dieser Ausdruck ist derjenige Werth von V, dessen geringste Vermehrung eine Aufhebung des Gleichgewichts zur Folge hat, indem dann der Keil vorwarts ge-trieben wird. Der Ausdruck verwandelt sich unmittelbar in den fur dasjenige V’, welches als Minimum bei der geringsten Verminderung das Ruckgleiten des Keils zur Folge hat, wenn man fi subtractiv nimmt, wie dies No. 2 fur r auseinander gesetzt ist, man hat also





y _ 9 p___sina- fi cos a

sin (3 — a) + fi cos (B — a)

Keilzahlen werden bisweilen diejenigen Zahlen genannt, welche ein Product aus 3 ungleichen Zahlen sind als 5x6x7=210.

Kennzahl gebrauchlicher Kennziffer, s. „ Characteri stik “. Kennzahl ist je-denfalls entsprechender, denn es kann die Characteristik eine aus zwei oder meh-reren Ziffern bestehende Zahl sein.


IV.



1

 (85)

2

Werden diese Werthe von W und W (Gl. 3 und 4) in die obigen Gleichungen 1 und 2 fur W und W substituirt, so erhalt man


Keplers Gesetze Uber den Lauf der Planeten. Die friihere Planetentheorie war folgende:

	
1.    Die Bahnen aller Planeten sind Kreise.


	
2.    Die Sonne befindet sich nicht in dem Mittelpunkt dieser Kreise.


	
3.    Innerhalb des Kreises befindet sich ein Punkt, der Ausgleichungspunkt (punctum aequans), von dem aus gesehen der Planet in gleichformiger Be-wegung zu sein scheint; d. h. dafs der Planet von jedem Ort seiner Bahn aus gehend‘gedacht, in gleichen Zeiten gleiche Winkelgeschwindigkeiten hat und somit uberall in gleichen Zeiten gleich grofse Kreisbogen zu durchlaufen scheint, wie-wohl er von der Sonne aus betrachtet in ungleichformiger Bewegung sich befindet.



Wenn der Kreis eine Planetenbahn, C dessen Mittelpunkt, S den Ort der Sonne bedeutet, so sollte dieser Punkt, der Ausgleichungspunkt fur die Erdbahn im Mittelpunkt C liegen, so dafs also die
[image: ]

Erde eine wirklich gleichformige Bewegung hatte, indem zu den gleichen Win-keln aC^ und yCd auch gleiche Bogen a^ und y0 gehoren.

Bei den anderen Planeten dagegen lag der Ausgleichungspunkt der Sonne ge-genuber ebenfalls excentrisch in p, von wo aus der Planet gleiche Winkelge-schwindigkeit hatte, so dafs gleichzeitig die gleichen Z tprt und ypd und mit ihnen die ungleichen Bogen en und yd durchlaufen wurden.

Bei der Erdbahn war nun CS die Ex-centricitat, was sie noch jetzt ist, bei den anderen Planeten war dagegen pS als Excentricitat festgestellt, was sie nicht ist.

Man sieht, die Beobachtungen waren so scharf und die Schliisse so richtig, dafs die Astronomen der Wahrheit sehr nahe kamen. Allein die Idee von den Planetenbahnen in excentrischen Kreisen hatte sich bei den Astronomen so fest-gesetzt, dafs sie von Copernicus und Tycho de Brahe auch auf Kepler iiber-ging und bei ihm feste Wurzel fafste. Schon Ptolemaus (150 J. n. Chr.) hatte excentrische Kreise fur die Bahnen der Planeten und der Sonne, welche sich sammtlich um die Erde dreheten.

Dafs die Erde allein die Ehre hatte, gleichformig sich zu bewegen, die anderen Planeten nicht, lag offenbar in der Beobachtung grofser Excentricitaten bei den ubrigen Planeten die, mit Ausnahme der Venus, bei welcher sie kleiner ist, alle viel grofser sind als bei der Erde. Bei dem Mars betragt sie fast das Acht-fache der der Erde und gegen 1/10 des halben grofsen Bahndurchmessers.

Es ist iibrigens klar, dafs der Punkt p dem Aphel A zu naher liegen mufs, weil dort wegen der Langsamkeit des Gestirns ein nur kleiner Bogen gegen den am Perihel bei dort grofser Ge-schwindigkeit in einerlei Zeit zuruckge-legt wird.

Kepler bemiihete sich nun, auf dem excentrischen Kreis des einen oder des anderen Planeten den Ort jenes Aus-gleichungspunkts zu ermitteln. Tycho hatte sich viel mit dem Mars beschaftigt und gefunden, dafs pC und Sc verschie-den seien, Kepler setzte Zweifel darein, und beschlofs, eine genaue Untersuchung nochmals selbststandig vorzunehmen, warf sich auch die Frage auf, wie denn die Erde gegen alle ubrigen Planeten in Be-treff der Lage dieses wichtigen Punktes eine Ausnahme machen sollte.

Um dies zu ermitteln war vor alien • Dingen die Excentricitat der Erdbahn zu bestimmen, und dies that Kepler auf folgende Weise mit Hulfe von Marsbeob-achtungen.

Der Mars hat eine Umlaufszeit von 686,979.. also von 687 Tagen. Wird derselbe, wie Kepler gethan, 3 mal, das zweite Mal an dem 687 ten Tage nach dem ersten, das dritte Mal an dem 687ten Tage nach dem zweiten Beobachtungstag beobachtet, so hat sich der Mars bei jeder Beobachtung in einem und demselben Punkt am Himmel befunden, und der auf die Ekliptik reducirte Ort ist jedes-mal derselbe Punkt M in der Ebene der Ekliptik.

Hat die Erde bei der ersten Beobachtung in E gestanden, so ist sie in 365 Tagen wieder in E gewesen und hat nun in den nah bis zum zweiten Beobach-tungstage verflossenen 322 Tagen den Bogen PE’E’ beschrieben und steht an diesem Tage in E‘; am dritten Beobach-tungstage in E", so dafs Bogen EE’= Bogen E’E". Es sei C der Mittelpunkt
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der Ekliptik, AP die bekannte Absiden-linie, S die Sonne. Die Figur wird zu weiterer Berechnung verzeichnet.

Mit den bekannten Orten M und S ist auch die Richtung MS, die heliocentrische Lange des Mars bekannt, die Richtungen ES, E'S, E"S die Langen der Sonne und die Richtungen EM, E’M, E"M die geocentrischen Langen des Mars sind be-obachtet. Die Z.ESM, ^E'SM, ^E”SM sind = der heliocentrischen Lange des Mars weniger den Langen der Erde in den Punkten E, E’, E". Desgleichen sind gemessen die Z.SEM, SE'M und SE”M.

Es sind mithin den Dreiecken SEM, SE'M und SE"M sammtliche Winkel bekannt und aus ihnen die relativen Gro-fsen deren Seiten, wenn man eine der-selben z. B. MS oder AP als Einheit nimmt. Bekannt sind also die Seiten ES, E’S, E”S.

Mit den bekannten Seiten ES und E'S, dem eingeschlossenen Z_ESE’ (Unter-schied der Langen der Erde in den Stand-punkten E, E) construct nun Kepler das neue /^ESE’-, eben so die Dreiecke ESE" und E’SE"-, hieraus sind also auch die Winkel des neuen Dreiecks EE'E" bekannt.

Der Peripheriewinkel EE"E' ist = } Centriwinkel ECE’, folglich sind in dem gleichschenkligen A ECE’ die 2 E'EC und EE'C bekannt, und zwar jeder = 90° — ^ECE’ und mit diesen die Seite EC.

Die Seite ES ist aus dem &SEM bekannt, der ^CES = ^SEE' — </CEE’, folglich ist das &ESC bekannt und mit diesem die verlangte Linie CS.

Die numerische Ausfiihrung aller die-ser hochst miihsamen und langwierigen Rechnungen ergab fur den Halbmesser PC = 1 die Lange CS = 0,018. (Es ist dies die Excentricitat der Erdbahn, welche in der neuesten Astronomie bei grbfse-ren Hulfsmitteln 0,0167 .. gefunden wor-den ist.) Aber Tycho hatte friiher schon die Entfernung (Sp) der Sonne von dem punctum aequans, fur welchen er irr-thumlich das Centrum C genommen hatte, =0,036 gefunden und somit war erwiesen, dafs der Ausgleichungs-punkt auf der einen und die Sonne auf der anderenSeite in gleichen Abstanden von dem Mittelpunkt der Bahn entfernt sind.

Hierdurch war es moglich, den Radius-vector der Erde bei jedem beliebigen Standpunkt derselben in der Ekliptik zu finden. Denn bei vorausgesetzter Kreis-form derselben hatte Kepler (s. oben) den Halbmesser CE = CE' = CA = CP ge-funden. Fur irgend einen Standpunkt E' der Erde zog Kepler die Linie E'p. Da nun von p aus die Erde gleichformig sich bewegt, so betrachtete er Z E’p A als die mittlere Anomalie, welches zwar nicht richtig (vergl. „ Anomalie “), al-lein bei der geringen Lange von Cp ge-gen CA einen nur geringen Unterschied giebt. Mit dem bekannten A E’pA ist auch sein Supplement ^E'pC bekannt, hierzu der bekannte Halbmesser CE’ und Cp macht das /\E'Cp bestimmt. Hieraus erhalt man das Supplement ^E'CS von Z_E'Cp und man hat in dem &E'CS durch den Halbmesser E'C, der Excentricitat CS und dem eingeschlossenen ^E'CS des ^E'CS auch den Radius vector SE' gefunden. (Unter E' einen beliebigen, nicht den oben angefiihrten Be-obachtungspunkt E' verstanden.)

Mit der solchergestalt festgestellten Theorie der Erdbahn konnte auch die Theorie fur andere Planeten ermittelt werden, und Kepler unternahm dies fur den Mars, der ihm schon fur die Erdbahn gedient und fur welche Tycho so sehr vor- und mitgearbeitet hatte.

Aus den bekannten Winkeln SEE’ und SE’E in dem berechneten AEE'S und den gemessenen Winkeln SEM, SE’M waren die Winkel MEE' und ME’E bekannt geworden; man kannte also in dem A EE'M die Seite EM und also in /\ESM die Seiten ES und EM nebst dem von ihnen eingeschlossenen Z.SEM und hatte somit die Seite SM, den auf die Ekliptik reducirten Radiusvector des Mars und Z.ESM die heliocentrische Lange des Mars in der Ekliptik.

Wegen der den vorstehenden Berech-nungen zu Grunde liegende Kreisform konnten deren Resultate mit denen aus Beobachtungen nicht genau ubereinstim-men, besonders fur den Mars, dessen Bahn eine so bedeutende Excentricitat also eine von dem Kreise auffallend abweichende Form hat. Der Unterschied bei Winkeln betrug acht Minuten. Dies war der Grund, dafs Kepler mifstrauisch wurde, die Kreisform in Zweifel zog und daran ging die Form der Bahn am Mars genauer zu un-tersuchen, wonach er die Ellipse fand und somit der Urheber einer ganzlichen Umgestaltung der astronomischen Prin-cipien wurde.

Er berechnete namlich nach der Theo-rie des excentrischen Kreises 3 Abstande des Mars, den einen nahe dem Perihel, die anderen beiden etwa 90° von deni ersten Abstand entfernt, also ungefahr, wo die kleine Axe der Marsbahn hin-trifft, und suchte dann dieselben Abstande durch wirkliche Beobachtungen.

Die berechneten Abstande waren alle grofser als die beobachteten: Sie waren, den mittleren Halbmesser der Erdbahn = 1 gesetzt

berechnet       1)  1,66605   2)  1,63883   3)  1,48539

beobachtet      1)  1,66255   2)  1,63100   3)  1,47750

Unterschied    1)  0,00350   2)  0,00783   3)  0,00789

Der Unterschied in der Nahe des Pe-rihels war am geringsten, die beiden an-dern ziemlich gleich grofs, am grofsten (wegen der doit hintreffenden kleinen Axe der Ellipse), und es war somit er-wiesen, dafs die Marsbahn eine ge-schlossene Curve von ungleichen Hauptdurchmessern, und deren langerer Durchmesser die Absi-denlinie ist.

Aus Tycho’s ihm hinterlassenen Pa-pieren bestimmte er des Mars aphelische Lange 1,66780 perihelische Lange 1,38500

Unterschied        0,28280

und die Halfte     0,14140 die Excentricitat der Marsbahn. Kepler fand dem-nach fur die Marsbahn eine ovale Curve, kam bald auf den Gedanken, dafs sie eine Ellipse, fand durch Rechnung nach der Theorie der Ellipse diese Voraus-setzung sicher und nachdem Kepler dieselben Resultate einer ovalen Bahn bei noch anderen Planeten vorfand, so ent-stand das erste Keplersche Gesetz.

Die Bahuen sammtlicher Plane-ten sindEllipsen, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht.

Das zweite Keplersche Gesetz.

In gleichen Zeiten werden von dem Radius rector ungleiche Bogen in derBahn aber gleicheSec-toren beschrieben.

Es heifst dies, dafs die vom Radiusrector in gleichen Zeiten der Bahnebene abgeschnittene Flachenraume einander gleich sind. Dieser Satz ist in dem Art. ,Bahn“, pag. 272 mit Fig. 167 erwiesen,

Durch den Vergleich der Entfernungen der Planeten von der Sonne mit deren Umlaufszeiten, dafs z. B. Jupiter nur 5} mal weiter als die Erde von der Sonne absteht und doch 11? Jahre, also ll?mal mehr Zeit als die Erde zur Umdrehung braucht, indem (58)3 sehr nahe = ist (119)2 brachte ihn auf die dritte Regel:

Die Quadratzahlen der Umlaufszeiten der verschiedenen Plane-ten verhalten sich wie die Cubik-zahlen der mittleren Abstande dieser Planeten von der Sonne.

Keplers Problem, s. u. dem Art. „ Ano-malie" mit Fig. 66.

Kernform, (Kryst), s. v. w. „Grund-form “.

Kette, Mefskette, s. u. Baculo-metrie.

Kettenbruch ist ein Bruch, dessen Zahler eine ganze Zahl, dessen Nenner eine ganze Zahl nebst einem Bruch ist. S. den Art. » Bruch" No. 3, pag. 434. Z. B.

2

4+— s

2+s+....

In der Regel ist jeder der Zahler die Einheit wie:

1

	
5 -----


ist dann





3+—1 4+7 der erste Bruch mit 8 zu Ende, hat man den untersten Neuner

3   13

2 + — =--; der Bruch des ersten Nen-ners 1st also —- = — und der gauze 1 3 : a 13

Kettenbruch = 2--= 2— = 26 . , 5   57:13 57

4+13

Der zweite Kettenbruch ist =


1 ____

5+94:29



5+94

Der Art. „Bruch“, No. 5 zeigt, dals mit Verwandlung eines Bruchs in einen Kettenbruch der grofste gemeinschaftliche Theiler zwischen Zahler und Nenner aus-gestofsen und der Bruch in seinen klein-sten Zahlen angegeben wird, sobaid man den Kettenbruch wieder in einen reinen Bruch umformt.

	
	
2.    Der Kettenbruch dient auch dazu, um das Verhaltnifs grofser Zahlen oder Zahlen mit vielen Decimalen naherungs-weise in kleineren Zahlen auszudrucken. Z. B. Das Verhaltnifs des Durchmessers eines Kreises zu dessen Umfang ist = 1 -.3,141592653 ....





Man erhalt den Kettenbruch


1__________

7+ 1




15+1

1 J---L

292"




und



1

1+ ---1

1+2+

hieraus die Naherungswerthe

, ,1_22.,1 __ 333, 1___ _355 . ____      _ 103993

3 ’ 7          106'1    113'11       3 310 2

7+1 7+16++ 7+1541

292

99

Es ist = 3,14285...

333 - 3,141509...

355 = 3,1415929 ...

113

Dieser Bruch weicht erst in der 7ten Decimalstelle von der richtigen Zahl ab und ist also ziemlich genau.


ac

= m + — ;

b          b

c         e

a =P+ di




9. f ’



	
	
3.    Es sei der Bruch— in einen Ket-a tenbruch zu verwandeln und man habe: b d — = nd--; c c d f e= + ej I=,+A so entsteht der Kettenbruch fur m+--1 n+—1 P+—1 I+—1 8 + •■ • Der uneigentliche Bruch a b =m+—1 n+ P+—1 9+  s + • • • folgende Nahe-


‘+ gibt




Der Kettenbruch rungswerthe




«       , c

— = m   = m  --—

b b d

nd-- c




=m+1/1

nd--

p+2




=m+1/1

"*,+1 q+.




U. S. W.




Hieraus erhalt man aus den hinterein-

ander aufgefiihrten Werthen von $

	
I.    mb = a — c



Aus dem ersten und zweiten Werth entsteht




— = —€—, woraus b nc-\-d

	
II.    (mn + 1) b = na + d



Ferner

	
III.    (mnp + p + m) b = {np + 1) a — e






	
IV. (mnpq + pq + mq + mn + 1) b = (npq + q + n) a + f


	
4.    Nimmt 'man den ersten Bruch —. so hat man denselben in seinen Werthen a







[image: ]




und in seinen Naherungswerthen

J1 n     np + 1

a ‘ m ‘ mn + 1 ’ mnp + p + m’




1

, h

*+9




np<l + q + n mnpq + pq + mq + mn + 1 ’




npqr + qr + nr + np + 1




Nun ist

b n

a mn+ 1




mnpqr + pqr + mqr + mnr + mnp + r + p + m

b___1 _ 1 1 _ _ c

am , c m m (mb + c)

m+6

	
	
	
1            n _ nc + d n =+        d







1 mn-(-l mnc-^-md-j-c mn-1-1 (mnc-f-md-l-c) (mn+1) mT , d

n+ — c




npd + nn + d mnpd + mne + pd + md + e




Mithin




b np + 1

a mnp + p + m




€

[(mnp + p +m)d+(mn+ 1) e] [mnp + p + m]







Von den Naherungswerthen ist also der erste zu grofs, der zweite zu klein, der dritte zu grofs, der vierte zu klein; iiberhaupt der ungerade Werth zu grofs, der gerade zu klein.

	
5.    Will man einen gegebenen Bruch in einen Kettenbruch verwandeln so ver-fahrt man am leichtesten auf die Weise wie man den grofsten gemeinschaftlichen Theiler zweier Zahlen sucht. Z. B. der — v 216 Bruch ----.



1147


216 | 1147 | 1080

67



216 3 201

15 67 60 7 Der Kettenbruch ist 1____ 5+1, 3 + 1 4 +---1


17 17

7 |

0|



2+7

	
6.    Um die Naherungswerthe der Rei-henfolge nach zu erhalten macht man folgendes Schema in drei Columnen. Die erste Columne fur die durch successive Division erhaltenen Quotienten, die zweite Columne fur die Zahler, die dritte fur



die Nenner. Fur jeden Bruch ist der Bruch • = 0 als erster Naherungswerth zu setzen und der zweite Naherungswerth ist immer 1 dividirt durch den ersten Quotient. Mit diesen beiden Naherungs-briichen fangt man das Schema an. Jeder nte der folgenden Naherungsbruche er-halt zum Zahler den ihm vorstehenden Quotient multiplicirt mit dem vorherge-henden (n - l)ten Zahler + dem diesem vorstehenden (n — 2)ten Zahler und zum Nenner denselben Quotient multiplicirt mit dem (n—1)ten Nenner + dem(n—2)ten Nenner:


	
Quotient
	
Zahler
	
Nenner


	
0
	
0
	
1


	
5
	
1
	
5


	
3
	
3x 1+ 0= 3
	
3x 5+1= 16


	
4
	
4x 3+ 1= 13
	
4x 16+ 5= 69


	
2
	
2X13+ 3= 29
	
2 x 69 + 16= 154


	
7
	
7x29 + 13 = 216
	
7x154 + 69 = 1147




Die Naherungswerthe des Bruchs 1147 sind also

0. 1. 3. 13. 29. 216

1 i 5 i 16’ 69’ 154’ 1147

Beispiel. Das tropische Jahr enthalt 365 Tage 5 Stunden 48 Minuten 51 Se-cunden. Das Verhaltnifs eines Tages zum Jahre in annahernden Briichen an-zugeben. irgend einem Gesetz vertheilt sind, im Gleichgewicht sich befinden. Sind die Gewichte so vertheilt, dafs auf jede noch so kleine Lange der Linie gleich grofse Gewichte kommen, so heifst die Linie eine gemeine Kettenlinie.



	
Das Jahr hat 365 + 30280 Tage = 365 + 28900

Man erhalt folgende Tabelle fur den achten Bruch


	
Quotient
	
Zahler
	
Nenner


	
0

4 7

1

4

1

1

1

1

3

2 1

2

Demnach hat eii 1 : 3654; 1 : 3652;
	
0 1

7X 1+  0=  7

IX 7+  1=  8

4x 8+  7= 39

IX 39+   8=  47

IX 47+ 39= 86

IX 86+ 47= 133

IX 133+ 86= 219 3x 219+ 133= 790 2x 790+ 219 = 1799

1 X1799+ 790 = 2589 2x2589 + 1799 = 6977

i Tag die naherungsweis 1:3653; 1:3652; 1 ::
	
1 4

7X 4+  1=  28

IX 29+  4=  33

4x 33+ 29= 161

IX 161+ 33- 194

IX 194+ 161= 355

IX 355+ 194= 549

IX 549+ 355= 904 3x 903+ 549= 3261 2x 3261+ 904= 7426

IX 7426 + 3261 = 10687 2 X 10687 + 7426 = 28800

en Verhaltnisse zum tropischen Jahr 3651 u. s. w.







Kettenlinie ist eine vollkommen bieg- Endpunkten unbeweglich befestigt ist, in same unausdehnsame Linie, die an ihren der Lage, dafs Gewichte, die auf ihr nach



	
2.    Die Bedingungen fur die Gestalt einerKettenlinie zu bestim-men.



Gewichte sind = gerichtete Krafte, es sind also alle Punkte einer Kettenlinie in einer durch die Aufhangepunkte ge-legte Vertikalebene begriffen. Sind A, B die Aufhangepunkte der biegsamen Linie, C der tiefste Punkt derselben, so nehme man die durch C gerichtete Ver-tikallinie CJ zur Abscissenlinie und fur irgend einen Punkt E der Kettenlinie seien CD = x und ED = y die rechtwink-ligen Coordinaten. Die Lange des Bogens CE sei V, und das auf diese Lange nach irgend einem Gesetz vertheilte Ge-wicht = V. Die Tangente der Linie im Punkt E bilde mit der Horizontalen A J den Winkel «.


enommen werden, und da- dem auf die Kettenlinie zwischen diesem Punkt und dem Scheitel vertheilten Gewicht.

Nun war oben

Q = s cos c und P = s sin a folglich hat man auch

s cos a = S und s sin a = V



Sollte nun das Stuck AE der Ketten-linie hinfort g

fur zwei Krafte angebracht, die eine horizontal , die andere vertikal gerichtet, so miissen dieselben so beschaffen sein, dafs die aus ihnen hervorgehende Mittelkraft nach der Tangente EH gerichtet ist, welche der Spannung der Linie im Punkt E das Gleichgewicht halt.

Es sei diese Spannung in E = s, die Horizontalkraft = Q, die Vertikalkraft = P, so mufs die Mittelkraft aus P und Q nach EG gerichtet und =s sein.

Folglich ist

P — s sin q und 0 = s cos q


Fig. 738.
[image: ]




und P2 + Q2 = 82 sin 2q + 82 cos 2q = 82 woraus s = VP2 + Q2

Die Spannung im Scheitel C sei = s, so ist dieselbe nach der dort horizontalen Tangente rechts und links gerichtet. Wenn man nun den Theil BC der Linie hin-fortnimmt, so mufs in C nach der Horizontalen CS rechts eine Kraft S ange-bracht werden, und dann waren die Krafte P, Q, S und das Gewicht V miteinander im Gleichgewicht. Sind aber Krafte im Raum mit einander im Gleichgewicht, so miissen sie auch mit ungeanderten Richtungen an einem Punkt angebracht das Gleichgewicht halten und daher miissen auch die Krafte P, 0, S, V in E mit ungeanderten Richtungen angebracht im Gleichgewicht sein. Alsdann sind aber gerade entgegengesetzt P und V, Q und S; also kann das Gleichgewicht nur be-stehen, wenn P—V und Q = S.

Zerlegtmanalso in irgend einem Punkt E die Spannung horizontal und vertical, so ist die horizontale Seitenkraft = der Spannung S im Scheitel und die Verticale =

Hieraus 2=C2+ V2

und s =1c+v2           (1)

Dividirt man die beiden vorletzten Glei-chungen durcheinander, so erhalt man sin a _ V cos a S V oder tg a = —-        (2)

Nun ist der Winkel, den die Tangente im Punkt E mit der Abscissenlinie CJ bildet = 90° 0, folglich ist nach dem Art. „ Curvenlehre“, Formel 2, pag. 185 tg^-a^ 1=9 t g a ox

Mithin nach Gleichung 2 8JAS ox - V 0

ist nun V als eine Function entweder von x oder von y gegeben, so hat man im ersten

fan das durch r ausge-driickt, das Integral dieses

Ausdrucks nach x wird dann bestim-Ox men und die Gleichung der Kettenlinie bekannt sein. 1st dagegen V als Function von y gegeben, so ergibt das Integral 8, die Gleichung der Kettenlinie.

1st aber drittens V als eine Function vom Bogen v bestimmt, so mufs das Dif-ferenzial in Beziehung auf v angegeben werden Es ist aber nach dem Art. „Cur-venlehre" V. pag. 191

8v /892 Ox V \Ox) aya, a. (8%) 8v 8x 8v (8v\ (ox)


(4)



Mithin nach Gleichung 3 und 4 ^y _ _ (v)   _s 8vl/ (8)2 182+72 1 T ( V )

Es ist ebenso (by)

Ox L Ox Oy \Ov/ 9® 8y 8v l^y\ \ox)

folglich nach Gleichung 3 und 5

8x s V V a — - —.....— • — = — . — (6)

0v VS2 + V2 S VS2+ V2

	
3.    Die Gestalt der Kettenlinie zu bestimmen, wenn die Gewichte darauf so vertheilt sind, dais die auf die einzelnen Theile dersel-ben kommenden Gewichte wie die Projectionen dieser Theile auf eine Horizontale sich verhalten.



Das Gewicht, welches auf einen Bogen kommt, dessen horizontale Projection die Langeneinheit ist, sei = p, so ist das Gewicht des Bogens CE, weil y seine Horizontalprojection ist, = py. Setzt man diesen Werth fur V in Gleichung 3, so erhalt man


hieraus



OyS Ox py

8x -  1  _ py ay"70y"s

Ox)

Folglich ist a = / PV8y=4 Py2

wo die Constante wegfallt, weil fur y = 0 auch a = 0 wird.

Die Gleichung fur die Kettenlinie in diesem Fall ist

Folglich ist die Kettenlinie bei der angenommenen Vertheilung des Gewichts eine Parabel, deren

2S Parameter =— ist.

P

Es sei c die Lange einer Linie, auf welcher ein Gewicht dergestalt vertheilt ist, dafs auf jede Langeneinheit = p kommt und dies so vertheilte Gewicht sei = der Spannung im Scheitel, so ist cp = S. Diesen Werth von S in Gleichung 7 sub-stituirt, ergibt

y2 = 2cx                   (8)

Sind CJ = h und A J = I die Coordina-ten des Anfangspunkts A der Kettenlinie, so wird fur x = h und y = I

I2 = 2ch

I2 woraus 2c = —

Diesen Werth in Gleichung 8 substi-tuirt, gibt

y=l*           (9)

Zur Bestimmung der Lange des Bogens CE = v hat man die Gleichung 4:
[image: ]


Diesen Werth in die Integralformel substituirt, gibt

•5/71+40 (»)

Setzt man, um das zu integrirende Differenzial rational zu machen.

[2

1/ 1 + — — z

12       1

so wird X = — • ——-

41 Z"— 1

%x I2 25 und daher — = - — • 29419

Substituirt man diesen Werth in die Integralformel 11, so erhalt man

_ _ £ £228%

2h . (2—1)2


Nun ist



22    32 _ A B

(42—1) " (=+1)2 (3—1) “ (z + 1)3 T (3 — 1)2

Um die unbekannten Zahler A und B zu linden verfahrt man nach dem Art. , Integral", No. 30, pag. 304 und man hat

z2= A(:—1)+B(+ 1)2

Diese Gleichung geordnet und auf Null reducirt gibt

z\A +B-1)—2z(A—B)+A+B = 0

Fur z = 0 entsteht A = — B

Setzt man diesen Werth in dieselbe Gleichung so ist A + B = 0 und es entsteht

— 2— 4A% = 0

woraus mit % dividirt

A = — 4%; mithin B = + 4%

Demnach ist

_22_ _ _ 4s , 43 (z+1)2(3—1)2 (+1)20 - 1)2 und

£228% _ c z 8s r z8% J (22—1)2*1 (fi+^+iJ (z — 1)2

s .     >+1 ,,/8% 1z-1 . 1/8%

Schreibe - iJ (x+1)2 • 03 + V (5+1)2 + ‘ (a — 1)3 **‘ (z—1)3

i /8s_, / 82   । i (85  । । / 8s

T 1/z+1 13 (z+1)2 T‘z-1 T1 (—1)2


daher




=-{in(*+1)-+ 1+{n(-1)-41




12

‘= 2%




z2 Oz




(z2—1)2




21]+c



Nun ist z=

Diesen Werth in die letzte Formel fur • gesetzt, in 2+1 verwandelt in in (+1)2 ______%—1               %" — 1

[2, 8 ha+12+4 The (4 ha + 12) Vhx (4ha+12) gibt • = sn’n-----------p-----------+-----2h-----+€               (12)

Fur a = 0 wird v = 0 mithin hat man 0 = — in 1 = 0 und C = 0.

ist die Lange AC des Bogens =L, so ist x = h, und , 12, 8 12 + [2 + 4h 14h2 + [2 , , , L=,ln--17--—+114h2++12             (13)

	
4.    Die Gestalt der Kettenlinie zubestimmen, wenn dieGewichte auf die Kettenlinie selbst gleich-mafsig vertheilt sind, oder die Gleichung der gemeinen Kettenlinie zu finden.



Setzt man wiederum das Gewicht, welches auf die Langeneinheit der Kettenlinie selbst kommt = p, so wird V = pv.

Mithin nach No. 2, Gleichung 5 und 6

8J_ SEES _ 0 dr VS2+v2 VS2+p?o2

j   Ox Pv               .

ad   — = ----------             (2) or VS2+p2v2

Aus der zweiten Gleichung hat. man


= (—Pr--8=1 f(S2 + 72 72) 12p2,8

J VS2+p2v 2P




0= S+c; mithin vollstandig         , Ist c die Lange eines Theils der Ket-

p                       •         tenlinie, deren Gewicht = der Spannung



S am Scheitel, so ist pc = S, und diesen Werth in die letzte Gleichung substituirt, gibt dieselbe

a2+2cx = v%             (6)

Es lafst sich also, wenn c bekannt ist, fur jede Lange v eines Bogens der Kettenlinie vom Scheitel abgerechnet die Ab-scisse x des Endpunkts dieses Bogens bestimmen.

Setzt man nun den Werth S = pc in das Differenzial von y, Gleichung 1, so

erhalt man

Oy _ pc         c

8v p Vc2 + 03 1ca + 03

Also

	
	
——°— = c in (v + ^c2 + v?) + C yc2 + n2





Nun ist fur v = 0 auch y = 0; gibt C = — c in c

Daher vollstandig

y = c [In (v + yea + 73) — In c] = c in v+Ve +v c


(7)



Nun ist aus Gleichung 6:

v = V2cx + x2

Diesen Werth in Gleichung 7 substituirt, gibt

. c+x+12cc + 22 y = c in---------‘--

c

welches die gesuchte Gleichung der ge-meinen Kettenlinie ist.

Ist die Lage des Scheitels und der Auf-hangepunkte der Kettenlinie gegeben, so seien h und I die Coordinaten des einen Aufhangepunkts, den Scheitel wiederum als Anfangspunkt der Coordinaten genom-men; alsdann mufs S so beschaffen sein, dafs wenn man x = h setzt, y dadurch = I werde, deshalb hat man zur Bestim-mung von c die Bedingungsgleichung:

,    , c + h + }/2ch + h2

l = c in —- —........ c

Dividirt man beiderseits mit c und geht zur Exponentialgrbfse uber, so erhalt man

e c _c + h + V2ch + h2

c

I

oder y'2ch + h2= ce ‘ - c — h


oder



21 l l

2ch + h2 = c2 e c + c2+h? - 2c2 e c — 2 che c + 2ch

folglich reducirt und mit c2 dividirt:

21 l l e c -2 c 2hec +1=0 c welches zur Bestimmung von c die Ex-ponentialgleichung ist, welches nur durch Proberechnungen geschehen kann.

Man pflegt daher behufs der Anwen-dung der Kettenlinie die entgegenge-setzte Bestimmung zu machen, namlich fur h auf einander folgende Vielfache von c anzunehmen und dadurch zu bestimmen , welches Vielfaches h von c ist. Man erhalt namlich aus der letzten Gleichung

I —

L=jC+4eC-1

C

Setzt man nun — = m, so findet man c

durch diese letzte Gleichung unmittelbar

fur — eine bestimmte Zahl; diese sei n, c

so dafs man hat h = nc und I = me; da-

, I m her — = —

h n

Setzt man nun fur m nach einander die Werthe 0,1; 0,2 u. s. w. so bestimmen sich hierdurch entsprechende Werthe

fur n und auch fur — = —. Bringt man n h

nun diese zusammengehorigen Werthe in eine Tabelle, die so weit fortgesetzt wird, dafs die Werthe von , alle diejenigen Falle begreifen, welche in der Ausubung fur das Verhaltnifs von h und I vorkom-men, so darf man in einem besonderen Fall wo h und I gegeben sind, nur den Quotient ‘ bestimmen, diesen in der Tabelle aufsuchen, so findet man die ihm entsprechenden Werthe von m und n. Oder

I = me und h — nc

Dividirt man nun I durch m oder h durch n, so erhalt man fur den vorlie-genden Fall den erforderlichen Werth von c und dann ist vermoge der obigen Gleichung auch fur jeden Werth von a der zugehorige Werth von y bestimmt.

Die Lange der Kettenlinie vom Schei-tel bis zum Aufhangepunkt ergibt sich dann auch unmittelbar durch die obige Gleichung 6: v = V2cx + x2, wenn man darin h statt a setzt.

Auch die Spannung der Kette lafst sich in jedem Punkt bestimmen, denn es war im Allgemeinen nach No. 2

s = VP2+02 = VS2+ V2

Folglich im gegenwartigen Fall s=lp2c2+p?2=p Vc+2cx+a*=p(c+x)

Die Spannung s wachst also vom Schei-tel, wo sie = pc ist bis zum Aufhangepunkt, wo sie den Werth = p (c + h) er-halt, wo also die Gefahr des Zerreifsens am grofsten ist.

	
5.    Die Gleichung einer Kettenlinie zu bestimmen, wenn auf dieselbe ein zwei-faches Gewicht, das eine gleich±afsig nach der Lange derselben, das andere aber nach der horizontalen Projection vertheilt ist.



Es sei das auf die Langeneinheit der Kette kommende Gewicht = p, das proportional ihrer horizontalen Projection vertheilte Gewicht auf jede Langeneinheit = q, so ist das auf den Bogen v vom Scheitel ab gerechnet kommende Gewicht = pv + qy, letzteres weil die Projection des Bogens v die Ordinate seines End-punkts ist. Man hat also nach der bis-herigen Bezeichnung


also

aber

Setzt



OVOp ov• man fur beide Differenziale ihre obigen Werthe aus Gleichung 2 und 5, so erhalt man aus Gleichung 6:

8y - S (1 _ q . 8y) BF VS3+ V2\p p ov) und hieraus das Differenzial entwickelt

av q8+pV82+y

Um dies Differenzial rational zu machen setze man Vs2+ V2 = z + V so entsteht quadrirt S2 = 22 + 2zV und          v-S* (8)

8V    S2+22 mithin 8 = - 25          (9)

und ]/S^ = i + ^- = -±^ (10)


Da




Oy Oy OV nun BzFov’a, =




. S2+22 qS+P/2,”




S’ + z?

222




oder




Oy -8:




S (S2 + z2)




so ist




z (pz2+ 2qSz + pS2)

1/s:+22)0s



[image: ]




(11)




Setzt man den trinomischen Factor des Nenners =0, so erhalt man zwei Wur-zein a und 3 der Klammergrofse.




folglich Setzt




man




«=-3(-V7-p)

=-$(,+ Y7 - p*) p

1/s+22) 8z

_ _ / p_____

9 o % (3 — a) (z—3)




(12)




(13)




(14)




—_.__B C

% (z — «) (z — B) % % — « % — 3




S2+z




so erhalt man



S2. R_S+a2. c- S2+82 a^ (a-^a’    (8 - c) B

Diese Werthe in die Integralgleichung substituirt, gibt

AS /Oz BS / Oz CS / Oz y —--/---/---/ -----

p J % p J i—a p J %—3


also



AS,     BS, ,    .   CS, ,      7


(15)



y = — p in 3 p in (3 — c)--p in (5 — P) + C

Fur x = 0 wird y = 0 und v = 0

Nun ist s=y82+ V2- V und V=pv+qy

Folglich wird nach Gleichung 1 fiir a = 0 auch V=0, also fiir a = 0 wird % = VS2 = S

Man erhalt also zur Bestimmung der Constante die Gleichung:

AS , . BS , ,.    . CS            .

0 =--in S--In (S — c)--in (S — 3) + C P        P             P

Mithin vollstandig

AS, s , BS, S — a CS S- B y = — in--— In--1--in---— p z p i—a p %—3


(16)



Um nun ebenso eine Gleichung zur Bestimmung von a zu erhalten, hat man die ersten beiden allgemeinen Gleichun-gen 3, No. 2 und 7, No 5

8x (0x\ V


8 X _ 8 X 8y _WV_     S     y V _     V

8v 8y av- (8y) qS+pyS2+V3 SqS+p)s24V2

\

Setzt man hier wiederum, um das Differenzial rational zu machen,

VS2+y2 = s + V

so erhalt man, wie vorher die Integrate zur Bestimmung von x:

	
	
•.S2-22. 97. S2+22, 8V_ 82+22





21 ’                23 ‘ 8:         232

S2-^




	
8. _ 8 x 8 V _      25        ( S2 + 22) _          S4 — 24



8 5 or 8s s+p8+#"\   284      2 83 (2 sqs + ps? + P^




Mithin x =




1 ( (S' ~ 84) 8s

2PJ/s(22 +298, + 82)

\ p         /




_           -4-298 23- 8242    298,3 + 82,2

Fiir   ----- schreib----—P------— --------

24 + 29 223+822%        24 + 49 23 + S2 22   24 + 298 23 + S2 22

P                       P                   P

298 23 + 82 2?

a(a +28,+82)




Dann hat man
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298 ,3 + $222 + S4 1

P a(+298.+89).




Oz




Setzt man nun




3s+8*±8, A' n c D (a +2 s:+82) 4-" 678 " •



und entwickelt wie vorher, so erhalt man

298 43+S2 02+84

A _ ____

a2 (« — 8)

298 82 + $2 82 + s4

B‘ = P---5----

82(8 — «)

C’ = — a^

D‘=-29

P


S5

a2^



Oder wenn man bemerkt, dafs a^ als letztes Glied in dem Product (a — a) (z — 8) = dem letzten Gliede S2 des Trinoms, so hat man

g4

C=s= 82

und D’ = - 29 • s

P

Behalt man die unbestimmten Coeffi-cienten vorlaufig bei, und integrirt


so hat man




1/TAB C' D‘.

a = - — / — 1 + ---1" ---> + - +--Si

^PJ L % — & %—3 %"   %




x = — 1- z + A' In ^ —

2P L




«) + B' in (s — 8) —




Zur Bestimmung der Constante hat man fur x = 0, am Scheitel v = 0 also z = S




Also




0 = - 1 - s + A' in (S - c) + B‘ in (S-8) -




^ + D’lnS B




also vollstandig a =




8-5+BiS-A+C-C+DiS(1z

Z—C %—8  % S      4 J




Es bleibt nun noch fibrig in den Aus-driicken ffir y und x fur ct, 3, A, B... ihre Werthe einzufiihren.

G 2

Nun ist A = —- = 1




S2 - c2




«(« - 8) 1q2




C= -




—I




S2+82 _




— p2 q




8 (a — 8) 192—p?




298 .3+82.2+84 S4+Sa?




a2 (« — 3)




a2 (« — B) a?(a— 8)




S4—a4 _ (82+a2) (S2— a2)




(a^ + a2) («‘ - a2) _(+ c) (B — a) _         _

- ----9---M------------2--— (C T P) ~

&"   — P)           • — F




2qS

P




«2 (« — B)




298 92 _ 2 82 4-

pATAT . ($2+82) (82-82)_ 2qS

P*(B—c)        P‘(8-c)      "*2 P

C = S2 und D=2Is

P

Diese Werthe in beide Formein fur y und x substituirt, gibt aus Gl. 16 u. 17




, S q , S-a %   1q2 — p2 z-a




— In---—

Vq2 - P2 Z-8




2p




2qS S-a^qS, S—B S2 o 2qS. S\ ~ In--h — In--- +--S - — In — I

p    z — a    p %—3   %        p % /




_S-%98 (S—e)(S-8)% %    P2 ^ (z — )(= 8) S



Da es nun im Allgemeinen nicht mog-lich ist, z zwischen beiden Gleichungen von y und x zu eliminiren, so mufs man sich damit begniigen, fur z aufeinander folgende Werthe zu setzen und daraus die zusammengehorigen Werthe von a und y zu berechnen.

Da % = VS2 + V2 — V, so ist z immer kleiner als S. Man wird daher, weil auch die Spannung S am Scheitel noch un-bestimmt ist, auf einander folgende ge-brochene Vielfache von S fur % anneh-men, indem man von den Zehntheilen anfangt, dann Hunderttheile u. s. w. setzt. Die Formein in den obigen Gleichungen, wovon die Logarithmen zu nehmen sind, werden dann unabhangig von S, weil auch a und B, S als Factor enthalten.

Die Logarithmen lassen sich daher voll-standig bestimmen und man wird fur jede Substitution fur x und y Vielfache von S erhalten.

Entwirft man nun, wie bei der gemei-nen Kettenlinie, eine Tafel der so erhaltenen verschiedenen Werthe von x und y, indem man darin theils x theils y als Vielfache von S, und dann auch wieder die Quotienten von —, welche absolute von S unabhangige Zahlen sein werden, und es ist dann in einem be-sonderen Falle das Verhaltnifs der Coor-dinaten des Aufhangepunkts gegeben, so sucht man den Verhaltnifsnamen unter den Quotienten von x und y auf und man findet daneben zugleich auch, welche Vielfache diese Coordinaten von S sind. Wenn man daher alsdann diese Coordinaten mit den Vervielfaltigungszahlen dividirt, so ergibt sich der fur diesen Fall zugehorige Werth von S.

Kettenmessung, S. „Baculometrie“.

Kettenrechnung ist eine Rechnung in einem Ansatz von eigenthiimlicher Form, dem Kettenansatz, Kettensatz, so genannt, weil der Ansatz in beliebig vie-len Satzen besteht, von denen jeder Satz mit dem Hintergliede des ihm vorherge-henden Satzes als Vorderglied wieder anfangt, so dafs der ganze Rechnungsansatz eine Aehnlichkeit mit einer Aneinander-reihung von Kettengliedern hat.

Wenn das Verhaltnifs zweier Grofsen A, B gesucht wird, so kann man dasselbe finden, wenn das Verhaltnifs beider Grofsen mit anderen Grofsen, mit Zwischen-grofsen gegeben ist. Wenn z. B. A : C = m:n, B : D = p : q, C : D = r : s gegeben sind. Alsdann hat man den Ansatz in Proportionen

A : C = m : n

D : B = q p

C : D — r : s

woraus A : B = mqr : nps

Es kommt nur darauf an, dafs die ver-mittelnden Grofsen in den ersten und den zweiten Gliedern so vertheilt werden, dafs sie sich bei der Multiplication der gleichnamigen Glieder einander aufheben.

Der Kettensatz entsteht nun, wenn statt der Proportionen Producte genom-men werden und zwar in der Ordnung, dafs das Hinterglied jedes Satzes mit dem Vorderglied des folgenden gleichnamig wird. Mit dem Frageglied wird als Vorderglied des ersten Satzes angefangen und das Hinterglied des letzten Satzes ist mit demselben gleichnamig.

Das obige Beispiel wurde ein Ketten-satz sein in der Form

?xB = A

nA = inC sC = rD pD = qB hieraus x • nsp = mqr Da nun a • B = A

A nsp .      . mqr

so ist B = — = —— A oder A = —— B x mqr         nsp

DieKettenrechnungist eine Rechnungs-art, die bei den complicirtesten Verhalt-nissen bei nur geringer Aufmerksamkeit keinen Irrthum im Ansatz zulafst. Ueber-legungen fur etwaniges Vorhandensein umgekehrter Verhaltnisse, die in Elemen-tarschulen friiher den Gegenstand einer hoheren Rechnungsart, der umgekehr-tenRegeldetrie ausmachten, kommen hier nicht vor, und daher ist den Rech-nungsmannern, den Kaufleuten dieser Kettenansatz das einfachste und sicherste Rechnenmittel.

Beispiel. Wie viel an preufsischem Courant sind 300 oldenburger Pistolen, wenn 35} Stuck derselben auf 1 Mark bei 214 Karat fein kommen, wenn 35 preufsische Friedrichsd’or auf 1 Mark bei 21 Karat 8 Gran fein kommen und wenn 1 preufsischer Friedrichsd’or 5 Thlr. 20 Sgr. Courant gilt?


Kett en-Ansatz




Wie viel (x) preufs. Thaler (sind) = 300 oldenb. Pist.

(wenn) 354 Pistolen         = 21} Karat

(wenn) 213 Karat           = 35 Friedrichsd’or

(und wenn) 1 Friedrichsd’or = 53 Thaler

Hieraus ---.22,---3 preufs. Thaler = 559 Thlr. 19 Sgr. 3,82 Pfennige.

30s • als



Kettenregel ist die Regel, nach wel-cher beim Ansatz und der Ausrechnung eines Kettenrechnungsexempels verfah-ren wird.

Kettensatz, s. u. „Kettenrech-nun g."

Kettenstab, s. u. „Baculometrie."

Kettenstange, eben daselbst.

Kippregel ein Winkelmaafsinstrument besteht in einem metallenen Lineal mit senkrechtem Stander in dessen Mitte, in welchem ein Gradbogen in einer senk-recht auf dem Lineal befindlichen Ebene auf und nieder bewegt werden kann um Hohenwinkel zu messen. Der Gradbogen ist zu diesem Behuf entweder mit Diop-tern oder einem Fernrohr in Verbindung gebracht.

Klammern. Die Anwendung derselben fur Grofsen complexer Form, deren Be-deutung s. den Art.: „Algebraische Zeichen“, pag. 62, rechts.

Klammergrbfse heifst jeder in einer Klammer eingeschlossene complexe Aus-druck.

Kleinstes, s. „ Grofstes u nd Klein -stes“, mit Fig. 678 bis 680.

Klima. Hierunter verstanden die al-teren Geographen eine Zone auf der Erd-oberflache zwischen zweien Parallelkrei-sen, von denen in dem einen der langste Tag 2 Stunde langer ist als in dem an-deren. Sie theilten namlich jede der beiden Halbkugeln vom Aequator bis zum Polarkreise in 24 Klimate. Am Aequator und auf beiden Zonen vom Aequator bis zu jedem Wendekreise ist der langste Tag 12 Stunden am Polar-kreis ist der langste Tag 24 Stunden und man hatte also zwischen dem Aequator und jedem Polarkreis 24 Klimate. Von den Polarkreisen bis zum Nordpol wur-den noch Klimate angeordnet, die alle so unterschieden waren, dafs in dem er-sten Parallelkreis der langste Tag einen Monat, in dem zweiten zwei Monat u. s. w. bis zum sechsten, dem Pol wo der langste Tag sechs Monate dauert.

Die geometrische Construction dieser klimatischen Theillinien ist in dem Art. „Breite, geographische" mit Fig. 214 gezeigt und die Richtigkeit erwiesen. Hierbei will ich, um etwanige Tauschun-gen zu vermeiden, bemerken, dafs der Ort 0, der in der Art beschaffen ist, dafs in ihm und dem ganzen ihm zugehorigen Parallelkreise der langste Tag 16 Stunden (Bogen EJ)n, der halbe Tagebogen

= 94 x Halbkreis EDe) nicht in derselben Erdhalbkugel QDq liegt, in welcher die Construction ausgeftihrt ist, wo Qq der Aequator und P den Pol bedeutet, sondern in der Halbkugel Pqp. Es ist o der richtige Ort, wenn Pq Aequator, q Pol und oo' sein Parallelkreis gedacht wird.

Die sechs Klimata der kalten Zone werden auf dieselbe Weise construct: Es sei Qq der Aequator, PC die Axe, EC der Halbmesser der Ekliptik in dem Durch-schnitt mit dem Aequator, so gibt die

Fig. 739.
[image: ]


auf CE Normale (e) in dem Punkt e die Richtung des mit dem Aequator paral-lelen Polarkreises.

Theilt man den Quadrant eE in sechs gleiche Theile, fallt aus den Theilpunk-ten Normalen auf CE, von den dortigen Theilpunkten, die mit dem Aequator qQ parallelen 11, 2 2,... (CQ = 66), zieht EF^ CP, so hat man, wenn man sich CP als Aequator, Qq als Erdaxe denkt, EF den Polarkreis, und die auf dem Bogen EQ bestimmten Theilpunkte 1 bis 6 in Q die entsprechenden Punkte fur die mit EF parallelen klimatischen Parallelkreise. Der Theilpunkt 1 bestimmt den Kreis fur die Orte in welchen der langste Tag einen Monat dauert; der Punkt 2 den Kreis fur 2 Monat Dauer u. s. w.

Klinobasisch (Kryst) heifst die Lage der Basis gegen die Normalaxe des Kry-stalls, wenn dieselbe schiefwinklig ist (s. Axensystem der Krystalle).

Klinometer (zl/row ich neige) ist der wissenschaftliche allgemeine Name fir jedes Nivellirinstrument, mit welchem man also die Neigung einer Linie oder einer Ebene gegen Horizontalen bestimmt.

Klinorhombisches Krystallisationssy;

Stem ist das 5te System, das zweiund eingliedrige System, bei welchem zwei ungleichartige Axen unter schiefen Winkeln sich schneiden, beide aber von der dritten ihnen ungleichartigon Axe rechtwinklig geschnitten werden.

Klinorhomboidisches Krystallisations-system ist das sechste System, das ein und eingliedrige System, bei welchem drei ungleichartige Axen unter schiefen Winkeln sich schneiden.

Knoten heifst in der Geometric der Punkt, in welchem eine Curve zum zwei-tenmal trifft; ein Theil derselben wird von diesem Punkt zu beiden Seiten eine geschlossene Rundung wie bei der un-teren Konchoide, Bd. II. pag. 167, Fig. 523.

Knoten in der Astronomie sind die Durchschnittspunkte zweier grofsten Kreise an der Himmelskugel; besonders die Durchschnittspunkte einer Planeten- oder Cometenbahn mit unserer Erdbahn, der Ekliptik und ebenso die einer Mondbahn um ihren Planeten. Die Durchschnei-dung beider Bahnen geschieht in zweien einander gegenuberliegenden Punkten, die gerade Verbindungslinie beider Punkte geht durch den beiden Planeten gemein-schaftlichen Centralkorper, die Sonne. Diese Verbindungslinie heifst die Kno-tenlinie.

Die Ekliptik theilt die Himmelskugel in zwei Halften, die nach dem Nordpol fiber uns, also sichtbare Himmelskugel heifst die obere, die uns unsichtbare nach dem Sudpol hin liegende die untere Halbkugel. Die Knotenlinie theilt beide sich durchschneidende Bahnen ebenfalls in zwei Halften. Die in der oberen Him-melshalbkugel liegende Halfte der Pla-netenbahn heifst die obere, die in der unteren Halbkugel liegende die untere Halfte. Der Knoten, in welchem der Planet in die obere Halbkugel tritt, heifst der aufsteigende Knoten, der Knoten in welchem der Planet in die untere Halbkugel tritt, der niedersteigende oder der absteigende Knoten. Was hier von Planeten gesagt ist, gilt auch fur Cometen und unseren Mond. Beide Knoten sind 180° von einander entfernt.

Der Planet oder Mond hat in dem Knoten keine Breite, weder geozentrische noch heliozentrische Breite, und es gibt dieser Umstand das Mittel an die Hand, durch Beobachtungen des Weltkbrpers den Ort seines Knotens zu ermitteln; man hat nur nothig, ihn in zweien Orten zu beobachten, in welcheu er gleiche

	
IV.



Breiten hat, von welchen die eine die nordliche, die andere die sudliche Breite ist, so dafs er das zweite Mal so viel uber oder unter der Ekliptik sich befin-det, als das erste Mal er unter oder uber der Ekliptik stand. Addirt man beide beobachteten Langen und nimmt von der Summe die Halfte, so erhalt man die Lange des Knotens, indem man den Lauf des Planeten wahrend der zwischen beiden Beobachtungen begriffenen Zeit gleichformig annimmt.

Ist dieser Knoten der aufsteigende, von dem man bei jedem Planeten zu zahlen anfangt, so hat man in dem ostlichen Abstande desselben vom Fruhlingspunkt die Lange des Knotens. Diese Lange wird nun auf der Planetenbahn vom Knoten aus ruckwarts, also innerhalb der stidlichen Halbkugel abgetragen und de-ren Anfangspunkt ist der Nullpunkt fur die heliozentrischen Langen des Planeten in seiner Bahn. Von der bestimmt an-gegebenen Lange des augenblicklichen Orts eines Planeten die Lange seines Knotens abgezogen, gibt die Lange des Planeten vom Knotenpunkt, welche das Argument der Breite des Planeten, durch welche die Reduction des Planeten auf die Ekliptik ausgefuhrt wird.

Die Knoten der Planeten behaupten nicht fest ihren Ort in der Ekliptik, sie machen ebenso wie die Nachtgleichen-punkte, der Fruhlings- und der Herbst-punkt, ruckgangige Bewegungen, so dafs Langen-Abnahmen entstehen, welche eine Folge der gegenseitigen Attraction der Weltkorper sind, durch welche sie sich anziehen und fruher in ihre Bahnen kom-men als bei dem vorher gewesenen Um-lauf. Bei den Planeten betragt diese Riickbewegung bei jedem Umlauf etwa eine Bogenminute, bei dem Monde da-gegen betragt sie jahrlich 19 Grad, so 360

dafs die Mondknoten in —— = 19 Jahren 19

den Zeichen entgegen durch die ganze Ekliptik geruckt sind.

Knotenlinie, s. u. „Knoten“.

Knotenmonat, s. v. wie „Drachen-monat“ , s. d. und „astronomischer Monat" No. 4.

Korper. Euklid sagt im 11. Buch, 1 und 2 Erklarung: Ein Korper ist was Lange, Breite und Tiefe hat. Eines Kor-pers Grenze ist Flache.

Die Geometrie oder vielmehr der Theil der Geometric, welcher sich mit den Kor-pern beschaftigt, die Stereo metrie, hat nur den von den Grenzen einge-

3

schlossenen korperlichen Baum und die Grenzflachen den mathematischen Korper zum Gegenstande; mit der den korperlichen Raum ausfullenden Masse, mit dem physischen Korper beschaftigt sich die angewandte Mathematik.

Die Art der Grenzen bestimmt den Korper. Ein Korper wird begrenzt von lauter Ebenen oder von lauter krummen Flachen oder von geraden und krummen Flachen zugleich.

Korper, die von lauter Ebenen begrenzt werden, sind entweder prisma-tisch oder pyramidalisch oder po-lyedrisch.

Prismatische Korper, Prismen sind solche Korper, die von zwei einan-der gegeniiberstehenden congruenten Drei-ecken, Vierecken oder Vielecken und von dazwischen liegenden Parallelogrammen begrenzt werden. Die ersteren beiden Figuren sind die Grund- oder Ende-benen, oder die Grund- oder End-flachen, die Parallelogramme die Sei-tenebenen oder Seitenflachen. Der Character der Prisma ist also, dafs parallel mit einander durch die Seitenfla-chen gelegte Ebenen congruente Figuren geben.

Ist eine der Endflachen der anderen nicht parallel, so sind sie einander nicht congruent, die Seitenflachen sind Trapeze und das Prisma heifst ein abge-kiirztes Prisma.

Pyramidalische Korper, Pyra-miden sind solche Korper, die ein Drei-eck oder Viereck oder Vieleck zur Grund-flache haben und deren Seitenflachen alle in einem Punkt, der Spitze, Drei-ecke bildend, zusammen laufen. Der Karacter der Pyramide ist also dafs parallel mit einander durch die Seitenflachen gelegte Ebenen ahnliche Figuren bilden. Hat die Pyramide statt einer Spitze eine obere Endflache, so sind die Seitenflachen Vierecke, die Pyramide heifst abgekiirzt. Ist die obere Endflache der unteren parallel, so sind die Seitenflachen Trapeze, die Pyramide heifst gerade abgekiirzt; ist die obere Endflache der Grundflache nicht parallel, so sind die Seitenflachen Trapezoide, die Pyramide heifst schief ab gekiirzt.

Eine Abart der Pyramide ist der Obelisk, namlich ein Korper, bei dem die Seitenflachen eine solche Lage haben, dafs sie nicht in einer Spitze, sondern in einer geraden Linie, einer Scharfe en-digen.

Ein polyedrisch er Korper, ein Po-lyeder ist ein Korper, der von lauter verschiedenseitigen Figuren eingeschlos-sen ist. Sind die den Korper begren-zenden Figuren alle regelmafsig und congruent, so heifst der Korper ein regel-mafsiges Polyeder. Es gibt deren nur funf:

	
	
1.    Das Tetraeder, deren Begren-zungsflachen aus 4 gleichseitigen Drei-ecken bestehen.


	
2.    Das Octaeder wird von 8 regel-mafsigen Dreiecken begrenzt.


	
3.    Das Icosaeder wird von 20 re-gelmafsigen Dreiecken begrenzt.


	
4.    Das Hexa’eder, der Wiirfel wird von 6 Quadraten begrenzt.


	
5.    Das Dodekaeder wird von 12 re-gelmafsigen Fiinfecken begrenzt.





Die Korper, die von lauter krummen Flachen, also von mehreren krnmmen Flachen begrenzt werden, kommen selten zur Untersuchung vor. Korper, die von nur einer krummen Flache begrenzt werden, sind die Kugel und alle durch Kur-ven gebildete Umdrehungskorper wie die Ellipsoide.

Die Korper, die von Ebenen und krummen Flachen begrenzt werden sind Cylinder und Kegel, Cylindroide und Ko-noide. Ein Cylinder ist ein Prisma, ein Kegel eine Pyramide mit kreisrun-der Grundebene. Cylindroide sind Prismen, Konoide sind Pyramiden mit Grundebenen, die von geschlossenen aber anders als Kreise gestalteten Curven begrenzt sind.

Korperausdehnung, s. „Ausdehnung der Korper“.

Korperberechnung. Geschieht die Be-rechnung speciell in bestimmten Zahlen, so ist sie der arithmetische Theil der Stereo metrie, geschieht sie in Aufstellung von allgemein geltenden For-mein, der algebraische Theil der-selben.

Jeder Korper ist in ein rechtwinkliges Parallelepiped zu verwandeln, dessen kbr-perlicher Inhalt gleich ist dem Product seiner drei Seiten. Daher besteht auch jede Formel fur den Inhalt eines Kor-pers, seine Gestalt sei, welche sie wolle, aus einem Product von dreien Langen-dimensionen.

Ist A die Grundebene eines Korpers, h dessen Hohe, J der Inhalt,

so ist J des Prisma = Ah

J des Cylinders = Ah = nr -r-h = nr2k wenn r den Halbmesser der Kreisgrund-ebene bedeutet.

J des schief abgekurzten dreiseitigen n . a + b + c . Prisma =---3--• A

wenn a, 6, c die Seitenkanten, A den Inhalt des normal auf die Kanten ge-nommenen Querschnitts bedeutet.

J einer Pyramide ist = ^Ah

J eines Kegels ist } Ah = ^r^h

J einer gerade abgekiirzten Pyramide =}(A+VAB+£)h wenn B der Inhalt der zweiten Endflache ist.

J eines gerade abgekiirzten geraden Kegels = } (A2+ VAB + B2) h

=3 (2+r+ €3) h

wenn 9 den Halbmesser der zweiten Endflache des Kegels bedeutet.

J einer Kugel ist jar3

Einer der wichtigsten Satze als Hulfs-satz zur Beweisfiihrung stereometrischer Lehrsatze ist folgender:

Sind zwei Korper zwischen zwei pa-rallelen Ebenen begriffen und so be-schaffen, dafs die mit diesen Ebenen parallel genommenen Durchschnitts-Ebenen derselben immer dasselbe Verhaltnifs zu einander haben, so stehen die Inhalte beider Korper in demselben Verhaltnifs.

Denn man theile den Abstand der pa-rallelen Endebenen beider Korper, oder wenn diese in Spitzen oder Rundungen ausgehen, die parallelen Ebenen, welche die beiden Korper zwischen sich begrei-fen, in eine beliebige Anzahl gleicher Theile und fiihre durch die Theilpunkte Ebenen, die mit jenen parallel laufen.

Zwischen je zwei nachstenDurchschnitts-ebenen construire man um jeden Korper zwei normale Mantel, von denen der eine uber dem Umfang des einen aufwarts, der andere unter dem Umfang des an-deren abwarts gerichtet ist, so wird in jedem Korper der von dem einen Umfang eingeschlossene Korper grbfser, der von dem anderen Umfang eingeschlossene Korper kleiner sein, als der zwischen beiden Durchschnittsebenen befind-liche Theil der zu vergleichenden beiden Korper.

Nun verhalten sich aber prismatische Korper (also auch die construirten) von gleicher Hohe wie ihre Endflachen, daher haben diese Korper, deren Endflachen dieselben Durchschnittsebenen der gege-benen Korper sind, immer ein und dasselbe Verhaltnifs. Folglich werden auch die Summen aller inwendigen Korper, so wie die aller auswendigen bei beiden zu vergleichenden Korper immer dasselbe Verhaltnifs haben.

Da man nun durch Vermehrung der Theile in dem Abstande beider zuerst genannten Parallelebenen den Unterschied der Summen der inwendigen und auswendigen Korper beliebig klein machen kann, so folgt, dafs auch die zwischen begriffenen Korper dasselbe Verhaltnifs wie jene Summen haben mussen. D. h. wie die Durchschnitte dieser Korper mit Ebenen, die den begrenzenden Parallelebenen parallel laufen.

Hieraus folgt, dafs wenn in beiden Korpern die im Satz gedachten Durchschnittsebenen in beiden Korpern einzeln gleich grofse Durchschnitte bilden, die Korper selbst einander gleich sind.

Ferner, dafs wenn drei Korper zwischen zwei Parallelebenen begriffen sind und eine solche Gestalt haben, dafs wenn man dieselben mit einer jenen Ebenen parallelen Ebene schneidet, der Durch-schnitt in dem einen Korper immer gleich ist der Summe der Durchschnitte in den beiden anderen Korpern, alsdann auch jener Korper gleich ist der Summe der beiden anderen Korper.

Dieser Iliilfssatz heifst nach seinem Urheber der C avallerische Grund-satz, weil Cavalieri ihn ohne Beweis aufgestellt und angewendet hat.

Kiirperdreieck, s. v. w. „dreiseitige Ecke," s. „Ecke“ No. 1, Erklarung, die iibrigen No. 2 bis 18 Lehrsatze, No. 19 bis 26 Aufgaben und Construktionen; mit Fig. 590 bis 599. S. „K6rpertri-gonometrie."

Korperecke, s. v. w. Ecke, s. „Ecke“.

Kdrpermaafs, s. v. w. „Cubikmaals“, s. d.

Korpertrigonometrie ist die Bestim-mung des Zusammenhangs zwischen den Seiten und Winkeln der Korperdreiecke durch Anwendung der Lehren der ebenen Trigonometrie. Die Korpertrigonometrie unterscheidet sich von der ebenen, dafs die in Betracht kommenden Winkel der ebenen Dreiecke, welche zu einem Kor-perdreieck gehoren, nicht in einer Ebene liegen.

Anmerk. In den folgenden Unter-suchungen ist zu Erleichterung des Ver-standnisses die Anordnung getroffen, dafs bei Bezeichnung einer Korperecke (Fig. 738)

	
	
	
1)    Die 3 Buchstaben, welche die Vor-derpunkte der drei Kanten bezeichnen


vorangestellt werden, und dafs der an der Spitze befindliche Buchstabe S der vierte wird.




Fig. 740.
[image: ]










Sinus der gegenuberliegenden Winkel dividirt alle einander gleich.

Denn in dem Korperdreieck AB SC sei die Seite BSC = a, Seite ASC — b, ASB = c; die gegenuberliegenden Winkel seien a, B, C. Von einem beliebigen Punkt C der Kante CS falle man auf die Ebene der Seite A SB und auf deren Kanten die Lothe CD, CA, CB, ziehe AD und BD, so ist Z.CAD = a, 2 CBD = 8. Man hat daher in dem bei A rechtwinkligen Dreieck ACS, AC = CS sin b, und in dem /\ACD ist

CD = AC • sin a = CS • sin b • sin a

Eben so ist in dem bei B rechtwinkligen Dreieck BCS, BC = CS sin a, und in dem rechtwinkligen A BCD ist CD = BC • sin B = CS sin a • sin B

Daher ist

CS • sin b • sin a = CS • sin a • sin 3 (1)

W'oraus sin a : sin b = sin a : sin 3

Eben so findet man

sin a : sin c = sin a : sin y (2) daher

sin a : sin b : sin c = sin at sin B : sin y (3)

Aus Gleichung 1 findet man, wenn man mit CS sin a • sin 3 dividirt

sin b • sin c _ sin a • sin 3 sin a • sin 3 sin a • sin 3

, sin b sin a , , sine oder ——- = —.— und ebenso = . — (4) sin 3 sin a               sin y

	
2.    In einem Korperdreieck ist der Cosinus einer Seite = dem Produkt aus den Sinus der beiden anderen Seiten mal dem Cosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels + dem Product aus den Cosinus dieser beiden Seiten. — Und der Cosinus eines Winkels = dem Product aus den Sinus der beiden anderen Winkel mal dem Cosinus der von ihnen eingeschlossenen Seite — dem Product aus den Cosinus dieser beiden Winkel.



Denn construirt man wie im vorigen Satz, so hat man


	
2)    Die mit kleinen lateinischen Buch-staben bezeichneten Seiten entsprechen den grofsen Buchstaben der gegeniiber-liegenden Kanten (Seite a der Kante AS, Seite b der Kante BS und Seite c der Kante CS gegeniiberliegend).


	
3)    Die Winkel, welche durch die sie bildenden Seiten bezeichnet werden miis-sen, erhalten die ihrer Kante zugehbrigen Buchstaben in der Mitte: der durch die Seiten ASC und ASB gebildete Winkel wird bezeichnet ^CASB oder /^BASC. Sonst werden diese Winkel mit nur einem Buchstaben bezeichnet, Nam-lich


	
4)    Die Winkel der Ecke werden auch mit griechischen Buchstaben bezeichnet und entsprechen den vorderen Buchstaben der den Winkel bildenden Kante. Ac= dem Winkel, der von den beiden Seiten BAS und CAS mit der Kante AS gebildet w'ird.



1. In einem Korperdreieck verhalten sich die Sinus der Seiten wie die Sinus der gegenuberliegenden Winkel, oder was dasselbe ist, in einem und demselben Korperdreieck sind die Quotienten der Sinus der einzelnen Seiten, durch die



AS = CS cos b; AC = CS sin b; AD = AC cos a = CS sin b cos a

Man falle von A auf BS das Loth AE kel wechselsweise auf einander normal und von D auf AE das Loth DF, so ist stehen.

Z DAE = /^ASB = c, weil deren Schen- Man hat daher

	
	
A)    BE = DF— AD sin c = CS sin b • sin c • cos a





Ferner ist ES = AS cos c = CS cos b • cos c

daher BS = BE + ES = CS sin b • sin c • cos a + CS cos b • cos c

Aber BS = CS cos a

daher CS cos a = CS sin b • sin c • cos a + CS cos b • cos c oder cos a = sin b • sin c • cos a + cos b • cos c

Eben so beweist sich der Satz fur cos b und cos c. Durch Vertauschung der Buch-staben, welche die Seiten und Winkel bezeichnen, hat man demnach drei Glei-chungen, die den Zusammenhang der

drei Seiten mit jedem der 3 Winkel dar-stellen

cos a = sin b • sin c • cos a + cos b • cos c (1) cos b = sin a • sin c • cos B + cos a • cos c (2) cos c = sin a • sin b • cos y + cos a • cos b (3)

	
	
B)    Es ist Gleichung 1, 2 und 3





	
1.    cos a = sin b • sin c • cos c — cos b • cos c


	
2.    cos b = sin a • sin c • cos B + cos a • cos c


	
3.    cos c = sin a • sin b • cos y + cos a • cos b cos b aus 2 in 1 und in 3 gesetzt, gibt


	
4.    cos a = sin b • sin c • cos a + sin a • sin c • cos c • cos B + cos a • cos 2c


	
5.    cos c = sin a • sin b • cos y + sin a • sin c • cos a • cos 3 + cos e • cos 2a Setzt man nun 1 — sin 2c fur cos 2c und 1 — sin 2a fur cos 2a, so hat man


	
6. 0 = sin b • sin c • cos a + sin a • sin c • cos c • cos 3 — cos a • sin 2c


	
7.    0 = sin a • sin b • cos y + sin a • sin c • cos a • cos B — cos c • sin 2a



Gleichung 6 durch sin c, Gleichung 7 durch sin a dividirt:

	
8. 0 = sin b • cos a + sin a • cos c • cos B — cos c • sin c


	
9. 0 = sin b • cos y + sin c • cos a • cos 3 — cos c • sin a



oder

	
10.    sin b • cos a = cos a • sin c — sin a • cos c • cos 3


	
11.    sin b • cos y = cos c* sin a — sin c^ cos a• cos 3               -



Die letzte Gleichung mit cos B multiplicirt

	
12.    sin b • cos y • cos B = cos c • sin a • cos 3 — sin c • cos a - cos 23



Gleichung 10 und 12 addirt:

	
13.    sin b (cos a + cos 3- cos y) = sin c-cos a> sin 23



Nun ist aber sin b • sin y = sin B • sin c, also

sin b (cos a + cos 3 • cos y) = sin b • sin y • cos a • sin 3

folglich

Da nun jede dieser drei Gleichungen sechs Bestimmungsstucke des Korperdrei-ecks enthalten, und aus drei Gleichungen sich immer drei unbekannte Grofsen bestimmen lassen, so sind die vorstehen-den drei Gleichungen die Fundamental-gleichungen der Korpertrigonometrie, denn es lassen sich vermittelst derselben aus drei gegebenen Bestimmungsstiicken eines Korperdreiecks immer die drei iibrigen berechnen, und da sich aus drei Gleichungen immer zwei darin vorkommende

Grofsen eliminiren lassen, so lassen sich daraus auch alle Gleichungen ableiten, welche den Zusammenhang zwischen vier Bestimmungsstiicken des Korperdreiecks darstellen. So z. B. ergibt sich der Zusammenhang zwischen zwei Seiten und den beiden gegeniiberliegenden Winkeln eines Korperdreiecks aus der ersten Gleichung:

cos a — cos b • cos c        — cos « =----:------—--         (7)

sin b • sin c

hieraus


sin 2c = 1 — cos 2a = 1 —




(cos a — cos b • cos c)2 sin 2b • sin 2c




sin 2c =




sin 2b • sin 2c — cos 2a — cos 2b • c6s 2c + 2 cos a • cos b • cos c




sin 2b • sin 2c




.      11 — cos 2c — cos 2b

sin a =-------------—




— cos 2a + 2 cos a • cos b • cos c




sin b • sin c



Aus der zweiten Gleichung ergibt sich


sin B =



11 — cos 2c — cos 2b — cos 2a + 2 cos a • cos b • cos c

sin a • sin c

Durch Division beider letzten Gleichun-gen erhalt man

sin a sin a _____— _____ (Q) sin 3 sin b             "

	
3.    Den trigonometrischen Zusammen-hang zwischen zwei Seiten und zwei Winkeln zu finden, wenn einer der Winkel von den Seiten eingeschlossen ist.



Soil der Zusammenhang der Seiten b,

c mit den Winkeln a, 8, von welchen a der von b und c eingeschlossene ist, be-stimmt werden, so hat man aus dem vorigen Satz

cos b = sin a • sin c • cos B + cos a • cos c (1) cos a = sin b • sin c • cos a + cos b • cos c (2) Um die verlangte Gleichung zu erhal-ten, mufs die Seite a eliminirt werden.

Vorerst also cos a aus der zweiten Gleichung in die erste gesetzt, gibt

cos b = sin a • sin c • cos B + sin b • sin c • cos c • cos a + cos b • cos 2c

Hieraus cos b (1 — cos 2c) = sin a • sin c • cos B + sin b • sin c • cos c • cos a oder              cos b • sin 2c = sin a • sin c • cos B + sin b • sin c • cos c • cos &

oder mit sine dividirt

cos b • sin c = sin a ♦ cos B + sin b • cos c • cos «

Nun ist aber nach No. 1, Formel 3

sin a : sin a = sin b : sin 3

.      * sin a . ,

mithin        sin a = —— sin b

sin 3

Diesen Werth in die letzte Gleichung substituirt gibt ,     . sin a . ,, . ,

cos b • sin c = —— sin b • cos 3 — sin b • cos c • cos a sin B          .

folglich sin c • cot b = sin « • cot 3 + cos c • cos «                                     (3)

welches die verlangte Gleichung ist.

	
4.    In einem Korperdreieck verhalt sich der Cosinus der halben Summe zweier Seiten zum Cosinus ihrer halben Diffe-renz, wie die Cotangente des halben von den Seiten eingeschlossenen Winkels zur Tangente der halben Summe der gegen-iiberliegenden Winkel; und der Sinus der halben Summe zweier Seiten zum Sinus ihrer halben Differenz wie die Cotangente des halben eingeschlossenen Winkels zur Tangente der halben Diffe-renz der gegenuberliegenden Winkel.



Es seien a, b die Seiten, also y der eingeschlossene, «, /S die beiden den Seiten gegenuberliegenden Winkel.

Man hat aus No. 2

cos a = sin b • sin c • cos a + cos b • cos c (1) cos c = sin a • sin b • cos y + cos a • cos b (2) Der letzte Werth von cos c in die erste Gleichung substituirt gibt nach den wie im vorigen Satz vorgenommenen Reduc-tionen

Nun ist sin a : sin a = sin b : sin 3 = sin c : sin y

Also sin a+ sin b : sin « + sin 8 = sin c : sin y oder                  sin c (sin a + sin B) = sin y (sin a + sin b)


Dividirt man diese Gleichung




die obige, so erhalt man

sin a+sin B sin a + sin b sin y

cos a-^-cos B sin (a + b) 1 — cos y

Nun ist




durch




(7)




daher beide letzten Gleichungen durch einander dividirt

sin a — sin^ _ siny   sin a —sin b

cos a + cos B 1 — cos y sin (a + b)

Nun ist




. . a+B  a — B

sin a -sin 3 = 2 sin —— • cos - - ■

2            2

।_   «+B a — B

cos a T cos B = 2 cos ■— • cos —or

, . , - . a+b      a—b

sin a+sin 0 = 2 sin----- cos----

Substituirt man alle diese Werthe die letzte Gleichung, so erhalt man, hoben

. a+ B a—b y

sin2 C0S2 cos^-




	
	
•        •.     &+8    . cc — B





sin a — sin 3 = 2 cos o • sin ——

.      . , a+b   . a—b

sin a—sin b — 2 cos —-— • sin —— 2             &




in

ge-




a + ^    a+b

cos -cos —-—

2          2

woraus reducirt a— b . - cos - —

,&+_ 2

	
9 2        a-\-b



cos ■ —




• y sin-^-

2




• cot %

2




(8)




0)




2

und die verlangte Proportion a + b   a— b y a + B

	
	
I.    cos ----- : cos----= cot - : tq —— 2        2         2   • 2





Aus der Proportion

sin a : sin a = sin b : sin B = sin c : sin y ist

sin a — sin b : sin a — sin 3 = sin c : sin y also

sin c (sin a — sin B) = sin y (sin a — sin b} ferner war oben

sin c (cos a + cos B) = (1 — cos y) sin (a + b)




Diese und die obigen Werthe fur cos a + cos B u. s. w. in die letzte Gleichung substituirt und gehoben gibt

. a—B     y   . a—b

sin —-—  cos - sin —-—

sin —

und die verlangte Proportion

— . a+b . a — b ya — B

IL sin 2 in 2 =2 9 2

Die beiden gefundenen Proportionen heifsen nach ihrem Erfinder die Neper-schen Analogien.

	
5. In einem Korperdreieck ist der Cosinus eines Winkels gleich dem Product aus den Sinus der beiden anderen Winkel und dem Cosinus der dem ersten Winkel gegeniiberliegenden Seite weniger dem Product der Cosinus eben dieser Winkel.



Denn es seien a, B, y die 3 Winkel und a die dem ersten Winkel gegeniiber-liegende Seite. Man denke sich zu dem Dreieck die Supplementarecke construirt (s. „Ecke“, No. 5, pag. 7 mit Fig. 592), so sind die Seiten derselben 180° —a, 180° — B, 180° — y, der der ersten Seite gegeniiberliegende Winkel = 180° — a. Daher hat man fur die Supplementarecke nach No. 2



cos (180° - a) = sin (180° - B) • sin (180° - y) • cos (180°- a) + cos (180° - B) • cos (180° - y)

Es ist aber cos (180° — x) = - cos x sin (180° —x)=+ sin x

Daher ist die letzte Gleichung iden-tisch mit

	
	
— cos a — — sin B • sin y • cos a + cos B • cos y oder





cos a = sin 8 • siny • cos a — cosB' cos y (1) AuflosungrechtwinkligerKorper-dreiecke.

	
6. In einem rechtwinkligen Korperdreieck aus zwei Seiten die dritte zu be-stimmen.



Sind a, b, c die Seiten eines rechtwinkligen Korperdreiecks, in welchem der Seite c der rechte Winkel y gegenuber liegt, so hat man in der allgemeinen Gleichung cos c = sin a • sin b • cos y + cos a • cosh y = 90° gesetzt


cos c = cos a • cos b           (I)

woraus sich jede Seite aus zwei gegebe-nen Seiten findet.




Fur den Z« hat man die allgemeine Gleichung 1, No. 5

cos 90° = sin a • sin 3 • cos c — cos a • cos 3




	
7.    Von einem rechtwinkligen Korper-dreieck sind zwei Seiten gegeben, die Winkel zu bestimmen.



Schliefsen die Seiten a und b den rech-ten Winkel ein, liegt also die Seite c dem rechten Winkel gegenuber, so hat man zur Bestimmung des A«, welcher zwischen den gegebenen Seiten b, c liegt aus der allgemeinen Gleichung 3, No. 3, sin b • cot c = sin a • cot y + cos b • cos a

Nun ist y = 90°, also cot y = 0 und es ist

sin b • cot c = cos b • cos «

woraus cos a = tq b • cot c = f— (II) tg c

Zur Bestimmung des anliegenden Z8 durch die Proportion

sin c : sin b = sin 90° : sin 3

. - sin b             —

woraus sin 3 = -7—              (III)

sin c

Sind die den rechten Winkel einschlie-fsenden Seiten a, b gegeben, und sollen die Winkel a, 8 gefunden werden, so hat man nach der allgemeinen Gleichung 3, No. 3: zur Bestimmung des Z « sin b • cot a = sin 90° • cot a + cos b • cos 90° woraus cot a = sin b • cot a

und tg a = -.

(IV)

ebenso tg 3= ~—

	
	
• sin a)



	
8.    Von einem rechtwinkligen Kbrper-dreieck sind eine Seite und ein Winkel gegeben, die iibrigen Stiicke zu finden.



Ist erstens die dem rechten Winkel gegenuberliegende Seite und der anliegende AB gegeben, so hat man die diesem Winkel gegenuberliegende Seite b aus der Proportion sin 90° : sin 3 = sin c : sin b

woraus sin b = sin c • sin B (V)

Die dem gegebenen Winkel 8 anliegende Seite a bestimmt sich aus der allgemeinen Gleichung 3 No. 3: sin a ’ cot c = sin 3 • cot 90° + cos « • cos 3 cos 8            .

woraus tg a = —— = tg c • cos 3 (V1) • cot c




cot 8          -

woraus tg a =---—                (VII)

cos c

hieraus folgt auch

cos c • tg a • tg B = 1 (VIII)

Ist zweitens die dem rechten Winkel anliegende Seite a und der ihr gegenuberliegende Winkel a gegeben, so hat man fur die Seite c

sin a : sin « = sin c: sin 90°




woraus




. sin a sin c — —— sin a




(IX)




Fur die Seite b hat man die Gleichung 3, No. 3

sin b • cot a = sin 90° • cot a + cos b • cos 90°




. , tg a woraus sin o = —— t9 «

Fur den Winkel 3 hat man




(X)




sin a : sin « = sin b : sin 3

,             .sin a . ,

also sin 8 = —.—- sin b

sin a

,    , _    . sin a tq a cos«

und nach Formel X = —— • -- =--- sin a tg a cos a




Ac (

mithin sin 8 =---- cos a




(XI)




9. In einem rechtwinkligen Kbrperdrei-eck sind aufser dem rechten Winkel noch die beiden anderen Winkel gegeben, die Seiten zu finden.

Die dem rechten Winkel gegenuberliegende Seite c hat man nach Formel VII.

cos c = E = cot a • cot 8 (XII)

Die dem rechten Winkel anliegende Seite nach Formel XI:




cos a       cos 3 P

cos a = ——; cos b =----   (X111)

sin 3           cos «

Auflosung schiefwinkliger Drei-ecke.

10. Von einem Korperdreieck sind die drei Seiten gegeben, einen Winkel zu finden.

Um aus den Seiten a, b, c den der Seite a gegeniiberliegenden Za zu finden hat man aus No. 2, Formel 1.

cos a — cos b • cos c

cos a =  ----.—,---.--

sin o • sin c

hieraus




2 sin” — = 1




cos a — cos b • cos c _ sin b • sin c + cos b • cos c — cos a sin b • sin c                   sin b • sin c




_ cos (6 — c) — cos a _ 2 sin 2 (a + b — c) sin 2 {a — b + c)




sin b • sin c




sin b • sin c




hieraus




sin 2 =




. a—b— c . a — b + c

1/2 2

I           sin b • sin c




(I)



Fur eine Formel cos " hat man 1 + cos a = 2 cos'1 $ , daher


2 cos? $=1+




cos a — cos b • cos c sin b • sin c




sin b • sin c — cos b • cos c + cos a sin b • sin c



	
. a — b + c . b+c — a . .  2 sin-----— • sin------ cos a - cos (b f c)_         2             2 sin b • sin c                sin b • sin c . a + b + c . b+c — a /sin-------- sin------- 2              2 woraus COS — = / ---------;--J---.-- 2    /           sin b • sin c Gleichung I durch II dividirt gibt , c — b — c . a — b-\-c / sin-------• sin------- 2              2 9 2 F . a+b+c . - a + b + c sin------• sin.....— — ---- 2               2


(ID

(HI)





Multiplicirt man I und II und nimmt das Product doppelt, so erhalt man


2 sin a — —:--.—-

sin b • sin c




. a+b—c . a-[-b—c . a + c—b sin—9--’Sin--2--->sin---2--




’sin




b-\-c — a

7250




(IV)



	
	
11.    In einem Korperdreieck sind zwei Seiten und ein gegenuberliegender Winkel gegeben, die ubrigen Stiicke zu fin-den.





Sind die Seiten a, b und der der Seite a gegenuberliegende Zc gegeben, so hat man fur die dritte Seite c die Formel 1 No. 2

cos a = sin b • sin c • cos a + cos b • cos c

Dividirt man beiderseits mit sin b • cos «, so hat man

cos a . cot b

-.—,-------= sin c -|--• cos c

sin b • cos a           cos a

—              cot b ,    —

Man setze nun---- = der Tangente cos C

eines leicht zu bestimmenden Winkels u, welches zulassig ist, weil die Tangente der Winkel von 0 bis 180° alle reellen positiven und negativen Werthe von 0 bis co begreift. Setze also

cot b

----= to u                     (1) cos a J                          7


so ist




cos a .    ,                . sin u sin (c + u)

——,-----= sin c -f- tg U cos c = sin c -—>—- cos c —-------—

sin b-cosu                                 cos fj.            cos ll




woraus




sin (c + u)=




cos a • cos U sin b • cos a




cos a aus Gl. 1 entwickelt und hierein gesetzt, gibt fur die dritte Seite c die Bestimmungsgleichung




sin (c ■}■ //) =




cos a • cos u sin b • cot b> cot u




cos a • sin u.        cot b

--,—— tg u----- cos b           cos a




(V)



Zur Bestimmung des zweiten der ge-gebenen Seite b anliegenden Winkels 3 hat man:

sin a : sin b = sin a : sin 3 sin b woraus   sin 8 = —— sin a        (VI) sin a

Fur den dritten Zy hat man nach

No. 3, Formel 3

sin b • cot a = cos b • cos y + sin y • col a

Beiderseits mit cot a dividirt, gibt sin b • cot a - tg a = cosb ^tgu- cos y + sin y Setze cosb • tg a — tg i, so wird die

Gleichung


sin 1 cosip



sin b • cot« • tg « = tg 1 • cos y + sin y =

. sin^ip + y) cos y — siny =-------—

‘       " cos 1


woraus




Aus




folglich




sin (.ip + y^ sin b • cot a • tg a • cos 1

der Hulfsgleichung ist tg a = ‘9V cos b

sin (ip + y) = sin b . cot a • ‘9Y • cos ib= cola >tgb -sinib cos o



Zur Bestimmung des von den gegebe-nen Seiten eingeschlossenen Zy hat man demnach

sin(y+y)= cot a • tgb- sin 11 ~r

tgip = cos b-tg a J            '

	
	
12.    In einem Korperdreieck sind zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel gegeben, die iibrigen Stiicke zu finden.





Sind die Seiten «, b und der von ihnen

eingeschlossene 4y gegeben, so hat man fur Bestimmung der dritten Seite c cos c = sin a • sin b • cos y + cos a • cos b (VIII)

Um die Formel zum Rechnen mit Lo-garithmen umzuformen, schreibe

cos c = cos a[tga> sin b • cos y + cos b]

Setze nun tga- cosy=cotcp,

so erhalt man

, . ,                , sin (b + q)

cos c = cos a (sin b • cot cp — cos b) = cos a---.----—

sin I


Die beiden Gleichungen mung von c sind daher cos a • sin (b — q) 1 cosc = ------:-----—I sm(p     (

cot cp — tg a- cos y       ’




zur Bestim-




(IX)




Zur Bestimmung der beiden unbekann-ten Winkel a, B hat man aus den perschen Analogien I und II, No. 4




Ne-




Seite, ein dieser Seite gegenuberliegen-der Winkel und ein derselben anliegen-der Winkel gegeben, die ubrigen Stiicke zu bestimmen.

1st die Seite a, der 2« und der ZB gegeben, so hat man fur die dem Winkel 3 gegeniiberliegende Seite b,




,a+8 9 2




a—6 19“2‘=




a— b COS-J-a + b cos-^-. a — b sm—-— 2

. a+b




cot %




cot % 2




sin 2         )

13. Von einem Korperdreieck sind




(X)




eine




. , sin B

sin b = —— • sin a sin a




(XI)




Fur die dem unbekannten Winkel y gegeniiberliegende Seite c betrachte man die Supplementsecke (s. „Ecke“, No. 5 mit Fig. 592), so sind darin gegeben: die Seiten 180°— a, 180° — B und der der ersten Seite gegeniiberliegende Winkel 180° — a. Man hat demnach den gesuchten von beiden Satzen eingeschlossenen Winkel 180°—c nach No. 11, Formel VII: tg v=cot(180°— 8)tg(180°— a) = cos^»tga



sin (180° — c + 1) = cot (180° — a) tg (180° — B) • sin v


hieraus

sin (c — 1) = cot a • tg 3 • sin 1

tg i = tg a • cos 3




(XII)




,     .     . cos a • sin u

oder sin (y—u}=---—

Y ‘ cos 3




Aus den in der Supplementarecke ge-




hierzu




gebenen Seiten (180°— «), (180°— 3) und dem gegeniiberliegenden Z(180°— a) hat




cot B tg u=---- cos a




(XIII)




man




nun aus Formel 1, No. 11




_ cot (180° — B) _ cot 3 "9" cos (180° — d) cos a




cos a

cot u =----= cos a • tg 3

cot B           • ‘

und aus Formel V.




oder




.             । . cos (180°-«) sin/z

sin (180°-ytu)= cos(18002p)f




14. Von einem Korperdreieck sind eine Seite und die daran liegenden Winkel gegeben, die iibrigen Stiicke zu bestim-men.

Sind die Seite a und die anliegenden Winkel B, y gegeben dann sind in der Supplementarecke gegeben die Seiten (180°—8), (180°— y) und der von ihnen eingeschlosseneWinkel(18O°—a\

Die gesuchten Stuckc sind



Seite (180° — a), die Winkel (180° — b) Es ist nach den Neperschen Analogien und (180° — c)

18 0° —5 + 18 0°—y    (18 0°-/?)-(18 0°-y)    180°—a , 180°—b+180°— c cos -------72--" : cos---------2-------" = MI 2) : ‘9 --------2-- und

. 180°— 3+180° — y . (180°-5)-(180°-y)    180°—a (180°-6)-(180°-c) sin---------2--:sm----------2----------= cot---2---: tg----------2----------

oder

cos (180°- 6}’) . ms "q=cot (90°-4) : 19 (180° - 43°) sin (18094 8+7) .in 758 =cot (909—4) . 49 856

Fur das gegebene Korperdreieck erhalt man also die Proportionen B+y y—B . a    i + c

cos 210$ 2 =92 92.


(XIV)



	
	
• 8+y ■ y—B , a , c~ b





sin 2 isin 2 =9 2 90")

Diese beiden Proportionen ruhren eben-falls von Neper her und werden daher ebenfalls Nepersche Analogien ge-nannt.


Es werden aus beiden Proportionen 676 und 6, gefunden, woraus b und




c hervorgehen.



Nach No. 12, Formel IX. hat man zur Bestimmung der dritten Seite (180°— a) in der Supplementarecke

cos (180° -c= cos (180°—8): sin (1802—7+9)

sin q

cot q = tg (180° — 8) • cos (180° — a)

Hieraus

— cos 8 • sin (y — cp)

— cos C =-------;--— smcp

und cotcp = tg^> cos a

folglich hat man in dem gegebenen Drei-eck zur Bestimmung des der gegebenen Seite gegeniiberliegenden Winkels die Gleichungen

cos ^ • sin (y — q))

cos a =------:--- sin q cot q= cos a' tg 3


(XV)



	
15 . Von einem Korperdreieck sind die drei Winkel gegeben, die drei Seiten zu finden.



Man hat nach No. 5

cos a = sin 3 • sin y • cos a — cos 3 • cos y hieraus

cos a + cos 8 • cos y cos a =----;------;------- sin 3 • sin y


(XVI)



Um eine Formel fur a zu finden, die sich bequem mit Logarithmen rechnen lafst, hat man in der Supplementarecke nach No. 10, Formel I.


. 18 0° —a+ 18 0° —/S —(18 0° —8)  . 180°—c—(180°—8)+ 18 0°-y

/sm----------------- sin----—

. 180°—@/            2                      2

sin 2      /                    sin (180°—8) sin (180°—7)

a + B - y a — /3 + y

/cos -----9----- • COS -----9-----

Oder cos “=]-----4.----2-- (XVII)

2 V         sin^-siny

Ferner nach No. 10, Formel II.




. 3*180° —(a + /3 + y) . 180°—3-y+a

180°-a „/sin         2         "sin 2

2       /           sin {1SQ°—fi')-sin {l80°—y')





woraus




. a

sin2 =




a+3+y   ^ + y - a

-- cos---------— • cos -----—-----

__________2_______________2

sin 3 • sin y




(XVIII)



In dem Art. Ecke ist erwiesen, dafs die Summe sammtlicher Winkel in einer n seitigen Ecke grofser ist als (2n — 4) und kleiner als 2n rechten Winkeln.

In einem Korperdreieck ist also die Summe der drei Winkel kleiner als 6 und grofser als 2 rechten Winkeln.

Daher ist “*2*% > 90° < 3 • 90°

folglich cos x* 81% immer negativ

Ferner sind 2 Seiten eines Korperdrei-ecks immer grofser als die dritte Seite. (S. Ecke No. 2). Nun sind die Seiten der Supplementsecke 180° — a, 180°— B, 180°—y;

daher 180°-y+180°-8> 180° a woraus 180°> 8+y— «

also 9005 8+z-«

folglich ist cos 81%—« immer positiv, und daraus folgt, dafs die Grofse unter dem Wurzelzeichen stets positiv ist.

Hieraus folgt, dafs wenn drei ge-gebeneWinkelwirklicheinemKor-perdreieck zukommen sollen, so mufs nicht allein ihre Summe zwi-schen 2 und 6 Rechten begriffen sein, sondern je zwei derselben zusammen genommen miissen den dritten Winkel immer um w eniger als 180° iibertreffen.

Anwendungen.

	
16    In einem Korperdreieck, wovon 2 Seiten gegeben sind ist die Summe der drei Winkel am grofsten, wenn der ein-geschlossene Winkel den anderen beiden zusammen genommen gleich ist.



Denn sind a, b die gegebenen Seiten, y der eingeschlossene Winkel, sind also «, 8 die den Seiten gegeniiber liegenden Winkel, so hat man nach der Neperschen Analogie I.

a — b

a+B C0S~2T y

‘9 2‘=a+6C02 cos2

hieraus


a— b

C0$2




ig (“38+7)




a+8 . y ‘9“25+92

1-499+8.47

• 2     • 2




a + b cos~ir




cot %+tg % 2 .82




a— b cos-^-




o—b , y ,    a + b y

cos ——- cot — — cos ——— tq —

2    2     2 2




a+ b

cos-----

2




cot 7 •t 7




a — b     a— b

cos — - cos ~^-




a—b  , y, a+b •

cos —o cos4 — T cos —— • sin1 o 2          2            2            2

. y y /   a — b      a — b\

sin — cos — I cos — --cos —-—

222  2 /




a—b)

2 )




Nun ist




tg



a+8+y  2C0S2 C0S2 +2nn — sin — cosy cot 2 • cot 2 + cos y


sin y



— 2 sin — • sin — sin y

2        2     •

Nun beschreibe man einen Halbkreis mit dem Halbmesser = I aus C uber AB, trage an AC einen Winkel ACD = y', nehme auf der verlangerten AB die

Fig. 741.
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Lange CE = cot 9 • cot 9, falle das Loth

DF auf AB, ziehe DE, so ist DF- sin y' CF = cos y', folglich EF = cot 9 • cot 9 + cos y'

Mithin ist a b । pp cot 0 cot 0 + cot y‘ l} EDF=TP= 2 4-,----- Dr         sin y

—             &+3+y    ,

Eben so grols ist ig--nur dem Vorzeichen nach entgegengesetzt: Daher erganzen sich die Winkel ^^^ und

EDF zu zwei Rechten.

Verlangert man daher FD uber D hin-aus nach G, so ist

A x*§*% =z EDG = ^.EFD + A DEF

= 90° + A DEF.

Daher wird “*§*%, also auch («+8+y) ihren grofsten Werth haben, wenn Z.DEF ein Maximum ist. Nun ist aber ^/DEF ein Maximum, wenn DE den Halbkreis beruhrt. Zieht man also von E eine Tan-gante EH an den Halbkreis, zieht den Halbmesser CH, so wird fur y’ = ^ACH der ^AEH und mit diesem die Summe (a+3+y) ein Maximum. Alsdann aber ist ^AEH = Z.ACH-^CHE=y'~ 90°,

folglich C^^ = ^EAJ = y

Aus “*§*%=, folgt aA^ = y- D. h.

Die Summe der anliegenden Winkel = dem eingeschlossenen Winkel.

. a b __

	
1.    Zusatz. Ware cot — • cot — < 1, so fiele der Punkt E entweder in B oder zwischen B und C und der A EDF = “*5*% und die Summe («+8+y) der



Winkel wurde immer grofser werden, je naher der Punkt D an B ruckt und ein Maximum fur y = 180°, wo kein Dreieck mehr statt findet. Soil also ein Maximum der Winkelsumme statt finden kon-nen, so mufs cot^- • cot —-> 1 sein, folg-lich cot 9 > tg 9, oder tg (90°—9)

>tg— oder 90°—@56 oder 180°

	
	
• 2                2    2





> a + b; d. h. es mufs die Summe beider Seiten kleiner als 2 rechte Winkel sein.

	
2.    Zusatz. Ist ABCS ein Korper-dreieck aus den gegebenen Seiten a, b der von diesen eingeschlossene Winkel y so grofs als die beiden anderen Winkel c, 3 zusammengenommen , also die Summe «+3+y der Winkel ein Maximum, und man legt durch die Kante CS eine Ebene CSD so, dafs der Winkel, den diese Ebene mit der Seite ASC bil-det, dem Z a = ist, so ist der Winkel zwischen derselben Ebene und der Seite BSC = ft.



Schneidet diese Ebene die Seite ASB in der Linie DS, so bilden sich zwei Kor-perdreiecke ACDS und BCDS, worin in jedem zwei Winkel fur sich gleich, und also auch die diesen Winkeln gegeniiber-liegenden Seiten einander gleich sind.

Man hat also Seite ASD = CSD und          Seite BSD = CSD

woraus       Seite ASD = BSD

Nimmt man auf den Kanten von S aus gleiche Stiicke AS = BS = CS und zieht die Geraden AB, AC, BC, wo AB die DS in D schneidet und zieht nach CD

so ist A ASD RA CSD

also auch AD = CD

Ebensoist ^BSD • /\CSD also auch BD = CD
[image: ]

Beschreibt man daher aus D in der Ebene ABC aus D einen Kreis, so trifft dieser den Punkt C und folglich ist Z.ACB ein Winkel im Halbkreis = 90°

Hieraus lafst sich der Zy durch eine Construction in der Ebene finden. Denn da ^BCS = 90° - 9, Z.ACS = 90° - 9 und Z.ACB = 90°, so construire mit die-sen drei Winkeln als Seiten (s. Ecke No. 19 mit Fig. 597) die Korperecke ABSC und man hat den der Seite ACB = 90° gegeniiberliegenden Winkel ACSB = y.

Da der Z.ACB ein rechter ist, so ist das Dreieck ABC das grofste, welches unter den Seiten AC und BC gebildet werden konnen. Die Winkelsumme in dem Korperdreieck ist also ein Maximum, wenn das ebene Dreieck, dessen Spitzen auf den Kanten gleichweit vom Scheitel liegen ein Maximum ist.

Alle Satze, welche fiber das Maximum der Flache geradliniger Figuren in der ebenen Geometrie vorkommen, entspre-chen ahnlichen Satzen uber das Maximum der Winkelsumme der mehrseitigen Korperecken. Nimmt man Z. B. auf der Kante einer Ecke vom Scheitel aus gleiche Stucke und verbindet die Eckpunkte der letzteren durch gerade Linien die in die Seiten der Ecke fallen, so lafst sich er-weisen, dafs die Winkelsumme der Korperecke, wenn alle Seiten gegeben sind, ein Maximum ist, wenn das geradlinige Vieleck die moglich grofste Flache hat; d. h. wenn die Endpunkte der auf den Kanten gleich genommenen StiickePunkte eines und desselben Kreisumfangs sind.

Von den Kantenwinkeln.

	
17.    Fig. 740 (pag. 36) ist von dem Punkt C der Kante CS das Loth CD auf die Seite ASB (c) gefallt. Durch CSD eine Ebene gelegt erzeugt den Winkel CSD der Kante CS mit der Seite ASB (c), den Kantenwinkel CSD, welcher mit c' bezeichnet werden soil.



Eben so wurde ein Loth von A auf die Seite BSC (a) den Kantenwinkel a', das Loth von B auf die Seite ASC (b) den Kantenwinkel b' erzeugen.

In No. 1 (pag. 35) hat man die Hohe CD

= CS • sin b • sin a = CS • sin a • sin 3

Eben so wurde sein die Hohe von A auf die Seite a

= AS • sin c- sin = AS • sin b • sin y und die Hohe von B auf die Seite b

= BS • sine • sijs a = BS • sin a • sin y

	
18.    Aus gegebenen 3 Seiten a, b, c die drei Kantenwinkel a’, b', c' zu finden.


Es ist sin a’ = sinb • siny=sinb • 11 —cos 2y = sinb • 1(1 + cosy) (1 — cosy) Oder nach Formel 4 (pag. 38)

.   .    , i    cosc Acos a • cos b\ ( cos c+ cos a* cos b\

ssn a'= sin b • / 1 +--.—.---1--.—.-----)

	
V \ sin b- sine /\ sin b-sine /



= —---11 — cosc — cos a • cos 6]2 sin c




= ——- V[cos c — cos (a +b)] [cos (a — b) — cos c]

StY C

T ,    2 t/. a +b + c . a+b — c , a + c — b . b + c — ct

	
	
1.    sin a = —— / sin-------• sin —---- sin-------• sin------











	
19.    Aus zwei Seiten a, b und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel y die 3 Kantenwinkel a’, b', c’ zu finden.



Man hat die drei Gleichungen sin a' = sin b'siny sin b' = sin a'sin y sin c' = sin a • sin^

Nun ist 8 unbekannt und durch a, b, y auszudrucken.

Es ist nach No. 2 Formel 4

cos a — cos b • cos c cos a —----:— ---.------ smb • sine

Aus No. 1, Formel 3

. sin a .

sin C — —— sin y sin c

Beide Gleichungen durch einander di vidirt, gibt

cos a — cos b • cos c sin c cos a — cos b • cos c cot « = ——;—,--;----- • —-----:  = —-----;— --:--

sin b'sine sin a • sin y sin a • sin b • sin y

Und nun cos c fortzuschaffen nach No. 2, Formel 3

cos a—cos b (sin a- sinb' cosy-\-cosa - cos b)

cot a =---;------:—,---:----------------

sin a »sinb' siny

cos a • sin b — sin a • cos b • cos y

sin a • siny

Mit Verwechselung der Buchstaben also

cos b • sin a — sin b • cos a • cos y

cot 3 =---—-——----.--—

smb' siny


	
20.    Es sind 2 Seiten a, b und ein ge-genuberliegender Winkel etwa a gegeben, die Kantenwinkel a’, b', c’ zu finden.



Man hat sin a' = sin b • siny wo sin y aus No. 11, Formel VII. erst zu ermitteln ist.

Man hat ferner sinb’ = sinb • siny desgleichen sin y wie fur sin a' zu er-mitteln.

Endlich einfach sin c' = sin b'sina

	
21.    Es sind eine Seite (a) und die an-liegenden Winkel 8 und y gegeben, die Kantenwinkel zu finden.



Es ist sin a' = sinb • siny sinb'= sin a'siny sine’ = sin a «sin 3 in der ersten Formel findet man die




b + c

t9“2 =19 2 *




y—3 cos -—

2




c— b




9 2 =‘2




y+

cos 2

• y—8 sin 2




• 3+y sin —-■

2




b+ c c~ b .

2—2=6




22. Es ist eine Seite a, der ihr gegen-iiberliegende Wiekel a und ein ihr an-liegender B, die Kantenwinkel zu finden.

Es ist wieder sin a' = sin c • sin 8 sinb’ = sina> siny sine' = sin a • sin

Nun ist nach No. 13, Formel XII.




unbekannte b, wenn man die Formel fur sin(c— x^ — cota- tg^' sin v cot ft, No. 19, durch sinb wirklich dividirt; nach No. 13, Formel VIII.




man erhalt

sin y • cot ft = cotb • sin a — cos a • cos y cot B • sin y + cos «• cos y woraus cotb=----------.----------—

sina

Man kann auch um mit Logarithmen bequem zu rechnen, nach Formel XIV. die Neperschen Analogien benutzen, indem man 67 und 6 € ermittelt.

Es ist dann




. ,      .   cos a • sin u

sin(y — u)=-------—

" 1 ‘ cos^

23. Es sind die 3 Winkel «,8, y gegeben, die Kantenwinkel a', b', c’ zu finden.

In No. 15 hat man sehr bequem zu rechnende Formein, aber nur fur die Sinus der halben Seiten, welche hier nicht passen.

Entwickelt man wie No. 18, so erhalt man



. ,  2 1/ a+P + y

sin a = —.— 1/ sin-------

sin a V 2


. a + ft — y • sin----—-



. &+y—B . 3+y—a

	
	
• sin---——- • sin -——--- 2             2





und so fur die beiden anderen Kanten-winkel.

24 Werden von einem Punkt einer geraden Linie drei unter sich normale Linien gezogen, so ist die Summe der Quadrate der Cosinus von den Winkeln, welche die erstgenannten Linie mit den 3 Normalen macht, = 1.

Aus dem Punkt A der Geraden AB seien die unter sich Normalen AC, AD, AE gezogen, so dafs /_CAD = A. CAE =/DAE=R. ^BAC=a, ^BAE = B, /^BAD=y. Von einem Punkt B der

Fig. 743.
[image: ]


Geraden AB falle auf die Ebene CAE die Normale BE und auf die Geraden AC, AE die Normalen BC, BE. Zieht man dann die Verbindungslinien CF, EF, so ist ACEF ein Rechteck. Zieht man noch AF, so ist auch A AFB ein rechter und y^ABF=y. Man hat also

AC= AB cos a

AE=AB cos B

BF= AB cos ABF= AB • cos y

Nun ist

A F2 = AC2 + A E2 = AB2-cos2 a + AB2-cos 28 = A B2 {cos 2 a + cos 28)

woraus

AB2=AF2+ BE2 = AB2 {cos 2 + cos2^

-}-AB2’Cos2y

folglich cos?a+cos23 + cos 2y= 1

Sind die Winkel «, 8, y stumpf, so verlangere man die Normalen AC, AD, AE uber den Punkt A hinaus, so ent-stehen unterhalb spitze Winkel 180°— «, 180°— B, 180°—/. Fur die Cosinus die-ser Winkel gilt dann der eben geftihrte Beweis. Nun ist aber cos (180°— «)= — cos a u. s. w. Folglich cos2 (180° — a) = cos 2a

	
u. s. w. Folglich gilt der Satz auch fur stumpfe Winkel.



	
25.    Werden durch den Durchschnitts-punkt zweier Geraden drei unter sich normale Linien gezogen, so ist die Summe der Producte der Cosinus von den Winkeln, welche die beiden erst genannten Geraden mit jeder der Normalen machen, gleich dem Cosinus des von den beiden Geraden unter sich bildenden Winkels. D. h. Wenn die eine Gerade mit den drei Normalen die Winkel a, p, y, die andere Gerade mit denselben Normalen die Winkel «', B‘, y’ bildet und der Winkel zwischen beiden Geraden = q ist, so hat man



cos q = cos a-cos a'Acos ^-cos B‘ + cos ycos y’

AB und AC sind die beiden Geraden, deren Winkel = q, AD, AE, AF die drei unter sich Normalen; /_BAD = tt, Z_BAE =s, ^BAF^y-^CAD^A, y^CAE-p’, y^CAF = y’. Man nehme auf AB, AC zwei Stiicke AB —AC falle von B und C auf die Ebene DAE die Lothe BG und CH, von G und H auf AE die Lothe GK und HJ und auf AD die Lothe GL und HM, ziehe BO + GH. Dann hat man im &ABC

Fig. 744.
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BC2=AB2AAC2- 2AB-ACcos<f

oder da AB=AC

BC2=2AB2{l-coscf)

Ferner ist

BG=AB • cos ABG = AB• cosy

CH = AC• cos y' = AB • cosy' hieraus CO —CH— BG = AB {cosy'—cosy)

Da BG normal der Ebene DAE, GL normal A D, und GK normal AE, so sind die Dreiecke BAL und BAK bei L und K rechtwinklig.

Man hat daher AL = AB • cos a und         AK=AB'Cos^

Aus demselben Grunde ist

AM = AC • cos a’=AB • cos a' AJ=AC‘Cos/3’=AB‘COs^’ Da mm A.DAE= R, so ist &GHN bei N rechtwinklig, und man hat GN = LM = AL — AM = AB (cos« — cos «‘) HN = KJ = AJ -AK= AB (cos s’ - cos 8) daher

BO2 = GH2= GN2+ HN2 = AB2(cos a - cos «‘)2+ AB2 (cos B‘ - cos 8)2

Hieraus wieder

BC2— BO2 + CO2 = AB2 (cos a —cos a‘)2 + AB2 (cos B‘ — cos B)2+ AB2 (cos y‘ — cos y)2 — AB2 [cos 2« + cos 23 + cos 2y + cos 2a' + cos 23‘ + cos 2y‘ — 2 cos a • cos a'

	
	
— 2 cos 3 • cos B‘ — 2 cos y • cos y ‘]





Nun ist nach Satz No. 24

cos 2a + cos 23 + cos 2y = 1 — cos 2a' + cos 23‘ + cos 2y'

folglich wird

BC2 =2AB2(1 — cos « • cos a’ — cos ^- cos B‘ —cosy • cos y’)

Dieser Werth dem obigen fur BC2 gleich gesetzt gibt die Gleichung

	
	
	
1    — cos a • cos a' — cos 3 • cos B‘ — cosy cos y' — 1 — cos q







woraus cos (f —cos a • cos a’■}-cos^^ cos^’ -j-cosy • cosy'

Diese Gleichung bleibt allgemein giil-tig, welche Werthe die Winkel ct, a' u. s. w. zwischen 0 und 180° auch haben mogen, wofern man nur die Cosinus dieser Winkel mit ihren zugehorigen Vor-zeichen in Rechnung bringt. Ist z. B. « ein stumpfer Winkel, so fallt AL auf die Verlangerung der Linie AD fiber A hinaus und AL wird AB cos (180°— «), ML also ALAAM = AB[cosa'Acos (180°— a)] = AB (cos c‘ — cos a) = —AB (cosa— cos a’’), ein Werth, der sich von dem oben be-stimmten Werth nicht an Grofse, son-dern nur am Vorzeichen unterscheidet. Da aber der Werth von ML zur Bestim-mung von cos q quadrirt wird, so fallt auch der Unterschied der Vorzeichen fort, folglich bleibt das Endresultat dasselbe und dies gilt fur alle iibrigen Winkel.

Ist q ein rechter Winkel, so ist cos q = 0. Man hat also den Satz: Wenn 2 Linien, mit drei unter sich Nor-malen beliebige Winkel und unter sich einen rechtenWinkel bilden, so ist die Su mine der Produ cte au s den Cosinus je zweier Winkel, welche jede der drei unter sich Normalen mit jenen Linien bilden = 0.

Korperzahl, s. v. w. „Cubikzahl.“

Korperzone ist ein Theil der Kugel, der von zwei parallelen Kreisebenen und der zwischen befindlichen Zone begrenzt wird.

Korperlich ist alles, was sich auf den Korper bezieht; s. v. w. „cubisch“.

	
	
IV.





Korperlicher Winkel, s. v. w. „Ecke, Korp erecke."

Koluren sind die beiden auf der Him-melskugel durch die Pole gefuhrten grofs-ten Kreise, von denen der eine durch die beiden Nachtgleichenpunkte, der an-dere durch die Wendepunkte trifft; erste-rer heifst der Kolurus der Nacht-gleichen, letzterer der Kolurus der Sonn en wen den. [Der Name Kolur soil herkommen von xolovqis, abgestutzt, verstummelt, nach Kepler, weil der Kreis immer nur theilweise, also verstum-melt, ohne sein siidliches Ende zu sehen ist.]

Kometen. (xop^ das Haar, xour)Tr]s aorno behaarter Stern.) Sie sind offen-bar Weltkorper, die wie die Planeten in Ellipsen um die Sonne sich bewegen; da-gegen sind ihre Bahnen sehr gestreckt, von grosser Excentricitat. Wenn sie in unsern Gesichtskreis kommen, so sind sie in der Nahe ihres Perihels, ihr Durch-gang durch dasselbe ist uns sichtbar, desgleichen sind es die Knoten ihrerBahn mit unserer Ekliptik, und dies macht es den Astronomen moglich ihren Lauf zu berechnen.

Bis jetzt sind schon mehr als 140 Kometen entdeckt aber nur wenige von den-selben namlich nur die in der Neuzeit beobachteten, genau berechnet. Tycho de Brahe war der erste, welcher den Lauf eines 1577 erschienenen Kometen mit Auf-merksamkeit beobachtete; hierauf einen zweiten im Jahr 1585. Kepler beobachtete einen Kometen im Jahre 1618. Einer

4

der merkwurdigsten Kometen erschien 1680, der nach spaterer Berechnung von Bessel im Perihel nur 30000 Meilen von der Sonne entfernt gewesen ist, daher von ungeheurem Glanze war und einen Schwanz von 70° in einer Lange 10 Mil-lionen Meilen hatte. Er hatte wahrend der Dauer seiner Sichtbarkeit die Eklip-tik in zwei voile 98° auseinander liegen-den Punkten durchschnitten.

Die erste Vorhersagung der sicheren Wiederkehr eines Kometen geschah von Halley, er kundigte seinen Kometen auf den Anfang des Jahres 1759 an und wurde am 25 ten December 1758 zuerst gesehen. Die Unsicherheit der Wider-kehr in einer Differenz von oft 100 Ta-gen gegen die Berechnung liegt in den Storungen, der der Komet auf seiner Bahn von ihm begegnenden grofsen Massen, wie der Jupiter z. B., durch Beschleuni-gungen und Verzogerungen in Folge der Attraction dieser Massen ausgesetzt ist. Die letzte Erscheinung dieser Kometen geschah bei 76jahriger Umlaufszeit im Herbst 1835 und sein Wiedererscheinen wird im Jahre 1911 stattfinden.

Der Schweif des Kometen ist von der Sonne immer abgewendet. Newton er-klart ihn als einen Dunst, der aus dem Kometen sich entwickelt, von der Son-nenwarme verfluchtigt und zugleich durch eine der Sonne inwohnende Kraft von ihr abgestofsen wird. Der Dunst wird von der Attractionskraft des Kometen-kerns in der Bahn mit fortgefuhrt. Die beobachteten Lichtanderungen in dem Kern eines Kometen machen es nicht unwahrscheinlich, dafs der Komet ein selbst leuchtender Korper ist. Es kommt namlich vor, dafs der Komet in grofserer Entfernung ein glanzenderes Licht zeigt als in deren grofserer Nahe.

Konchoide, eine Curve, ist in dem Art. „Curven“, No. 13, pag. 165 mit Fig. 522 und 523 abgehandelt. In dem Art. „Curvenlehre“, pag. 189, Bei-spiel 2 sind die Gleichungen fur ihre Wendungspunkte aufgestellt, untersucht und mit Zahlenbeispielen erlautert.

Konisch, s. v. w. „Kegelformig“, sagt man besonders von Theilen an In-strumenten, Apparaten und Maschinen, die kaum sichtbar von der cylindrischen Form abweichen.

Konoid ist ein kegelformiger Korper: er unterscheidet sich aber von dem Kegel dadurch, dafs dessen Seite keine ge-rade Linie, sondern eine krumme Linie ist, die sich vom Scheitel bis zur Grund-linie von der Axe immer mehr und mehr entfernt. Das Konoid ist also ein Um-drehungskorper und seine Beschaffenheit hangt allein von der Beschaffenheit dessen Seite ab. Unter alien moglichen Konoiden haben nur das parabolische und das hyperbolische Konoid Wich-tigkeit.

Wenn man von dem Scheitel C einer Parabel oder einer Hyperbel auf deren Axe eine beliebige Lange CA nimmt, dort ein Loth AB bis zur Curve errich-tet und den zwischen CAB begriffenen Abschnitt um die Axe AC vollstandig umdreht, so entsteht ein Kiirper, der im

Fig. 745.
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ersten Fall ein parabolisches, im zwei-ten Fall ein hyperbolisches Konoid ist. Ein Korper zwischen zwei Normalen AB und CD um AD gedreht ist ein ab-gekiirztes Konoid.

	
2.    Die allgemeine Formel fur den Inhalt der konoidischen Ober fl ache hat man in dem Art. Curvenlehre, pag. 194 entwickelt:



F=2r/s]/1+()"ax+c

worin AC = x, AB = y ist.

Fur die Parabel ist y2 = px


hieraus




und



dy _ , 1 / P _ , P 8x " V x 2 y Ox _ 2y

^y P


Demnach ist




also




F=2r/vV1+15$-B5ay=z»/Vy8+ip Zoy

F=j " (y2+1p3‘=" Vp(4=+p) p              b



und zwar fur die Gesammtoberflache des parabolischen Konoids HCB.

Soil die Oberflache des abgekiirzten Konoids GEBH bestimint werden, so setze man die Abscisse CD = ^, und DE = y,-, alsdann ist fur x der Werth x' oder fur y den Werth y’ gesetzt F=0. Man hat

demnach die Formel fur F

0= 1, (y.*+ip**+C

oder 0 = 4 n (4 x, + p^ + C'

woraus nach Bestimmung von C und C

F' = Umfang GEBH = J 7 [Gy? + 1 p^f - ^y^ + ip^

P

= F VP L4x + p)* - (4x, + p)"]

	
3.    Fur die Hyperbel ist in dem Art. Hyperbel No. 29 mit Fig. 718 die Oberflache eines vollstandigen Konoids entwickelt wenn die halbe Hauptaxe a, die halbe Nebenaxe c und die Excentri-



citat e = ^a2—cl gegeben und die Abscisse w vom Mittelpunkt beider Hyper-beln genommen wird, die Formel fur F ist Formel 75 namlich


F = 7tc
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Man hat durch Integrirung vorher

JVe’ul — a4 Du = " Velu — a2 —




9. In (eu + Yeva —a^ + C



Fur ein vollstandiges Konoid wird nun die Constante bei F = 0 fur u = a und man erhalt

. ac , , CE-aln (e — c) a

Will man ein abgekiirztes Konoid haben, so setzt man F= 0 fur n = w, dann ist 0 =* Vea u,? — as — ~ in (eu, + Veu,? — a4) + C

und man erhalt die Oberflache des abgekiirzten hyperbolischen Konoids


F = " [u yeu?— a4 - ui 1e?u,2
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eu + Velu2 — a
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4.    Die allgemeine Formel fur den Inhalt eines konoidischen Korpers hat man in dem Art. „Curvenlehre“, VIII., pag. 195.



K = nJy? 8x + C

Fur die Parabel ist y2 = px u. s. w. (s. No. 2).

Hieraus fur den Inhalt des parabolischen Konoids ACB

K — 7 fpx Ox = } 71 px2

wo Constante fortfallt, weil fur x = 0 auch K = 0 wird.

Soil der Inhalt des abgekiirzten Konoids EGH gefunden werden, so hat man

K = 0 fur x = x, und es ist der Inhalt des abgekiirzten parabolischen Konoides

K‘ = hnP (2 - x,2)

	
5.    Fiir die Hyperbel hat man in dem Art. „Hyperbel“, No. 32 den Inhalt der vollstandigen Hyperbel



c2

K = An - x2 (3a + x) a"

wo c, a die Bedeutungen No. 3 haben.

Fur das abgekiirzte Konoid EGHB hat man

K, = J %s [3a (a?—=,)+43-=,"]

Kosmisch (xosuog die Welt) ist was die Welt betrifft. Der Aufgang und der Untergang eines Gestirns heifst kosmisch, wenn beides zugleich mit dem Aufgang der Sonne geschieht. In neue-rer Zeit sind diese kosmischen Auf- und Untergange ohne Werth, im Alterthum dagegen waren sie wegen der damaligen


rh war




Fig. 746.
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Sirius, da



Mangelhaftigkeit des Kalenders von Wichtigkeit. Da aber solcher Aufgang wegen des Glanzes der Sonne nicht wohl zu beobachten war, so nahmen sie fur ihn den leicht zu beobachtenden Aufgang in der Morgendammerung, den heliacischen Aufgang, wel-cher etwa 12 Tage spater eintrat als der kosmische. Den Aegyptei der heliacische Aufgang des Si: mit ihm die Niliiberschwemmungen zu-sammentrafen, von so hoher Bedeu-tung, dafs sie mit dem Tage ihr Jahr anfingen.

Kosmogomie ist die Lehre von der Entstehung der Korperwelt oder viel-mehr der Weltkorper; die Lehre kann nur hypothetisch sein.

Kosmographie, Weltbeschreibung ist fur den gestimten Himmel was die Geo-graphie fur die Erde ist. Man kann auch die Geographie als einen Theil der K. betrachten.

Kosmologie, die Lehre von der Be-schaffenheit der ganzen materiellen Welt, besonders der Naturgesetze.

Krafte im Gleichgewicht, s. hinter: „Kraft“.

Kramerwaage, gem eine Waage ist ein zweiarmiger Hebei, dessen beide Arme gleich lang und gleich schwer sind und dient zu director Ermittelung des Ge-wichts eines gegebenen Korpers oder einer Menge Stof von verlangtem Gewicht mit Hulfe bekannter Gegengewichte, indem beide, Stof und Gegengewicht ins Gleichgewicht gebracht werden.

ist AB ein Waagebalken und ist der-selbe mit seinem daran befindlichen Zu-behor in der Mittellinie CC fest aber um einen in CC befindlichen Punkt inner-halb der lothrechten Ebene frei drehbar aufgehangt, so sollen die an die End-punkte A und B befestigten Korper von gleichem Gewicht sein, wenn der Waagebalken in die waagerechte Lage sich ver-setzt hat und wenn er aus derselben her-ausgebracht wird, durch selbststandiges Penduliren wieder in dieselbe einspielt. soil nun diese Richtigkeit der Waage statt finden, so mufs dieselbe Bedingung auch von der unbelasteten Waage gelten, und dies gibt folgende Bedingungen:

	
1.    Der Schwerpunkt des unbelasteten Systems darf nicht aufserhalb des durch den Drehpunkt gerichteten Loths fallen, er mufs innerhalb der Linie CC liegen. Denn fiele er zur Seite der Linie CC, so


wiirde nach dieser Seite so lange Dre-hung erfolgen, bis der Schwerpunkt loth-recht unter den Aufhangepunkt also in CC gelangt.

	
2.    Darf der Schwerpunkt nicht uber der Drehaxe liegen, denn bei der gering-sten Drehung wiirde er zur Seite der Linie CC kommen und das ad 1 gedachte Umschlagen des Waagebalkens erfolgen.


	
3.    Demnach hat der Schwerpunkt des un-belasteten Waagesystems seinen Schwerpunkt nur in der Mittellinie unter-halb des Drehpunkts und es ist das gesammte Gewicht des Systems in die-sem Schwerpunkt als vereinigt wirkend anzusehen.



Die Bedingungen, unter welchen eine Kramerwaage anwendbar ist, ergeben sich aus folgender einzigen Untersuchung:

Der in horizontaler Lage befindliche unbelastete Waagebalken ist in seiner Unterkante mit AB, in der ihr durch den Drehpunkt e + AB gelegten Linie mit ab bezeichnet. In dem Punkt d der ver-tikalen Mittellinie CC befindet sich der Schwerpunkt des unbelasteten Systems, die Arme ae=be haben die Lange I, die Entfernung des Schwerpunkts d von der Drehaxe sei de = c, das in d vereinte Gewicht des Systems = p Werden nun in die an A und B befestigten Schalen Ge-wichte P und Q gelegt, von welchen P> Q so entsteht eine Drehung des Waagebalkens um e bis das ganze belastete System unter dem Aded’ = aea’ = ft in Ruhe bleibt, indem in dieser Lage die Gewichte p und Q dem Gewicht P das Gleichge-wicht halten.

Die Bedingungsgleichung fur dieses Gleichgewicht ist.

ef • P = eh • p + eg • Q





oder (a’e • cos ft — A'a' • sin ft) P= ed' • sin ft • p + (b'e • cos ft + B’b’ • sin ft) Q

Setzt man A'a’ = B'b’ = d, so hat man reducirt

(Pl - Ql) cos 8 = [pc + d[P + Q)] sin B

l[P -Q) woraus to S----, ----- —

cp -^ d [P-\- Q)

Man nennt bekanntlich den Z 8 den Ausschlagder Waage, und die Waage ist um so empfindlicher, je grofser bei iibrigens gleich bleibenden Umstanden der Ausschlag ist.

Den nachtheiligsten Einflufs auf den Ausschlag und also auf die Empfindlich-keit der Waage hat das zweite Glied des Nenners, und da P und Q veranderlich sind, dessen Factor d, d. h. die Hohe Aa. Es ist also zweckmafsig, die Befestigungs-punkte der Gewichte mit dem Drehpunkt in derselben Hohe, also in den Punkten a und b zu nehmen, womit d = 0 wird. Es ist dann to 3 = L(P—I)

cp

Bei Kramerwaagen hat man immer fur P+Q oder fur P in jeder Waageschale ein Maximum fur die Abwagung. Ist

2P statt P+Q dieses Maximum, dann kann man die Aufhangepunkte der Scha-len noch fiber ab nehmen; es ist dann tgs=‘(P-9. Es mufs nur cp - 2dP positiv bleiben, also d kleiner sein als cp

2P

Ferner wird der Ausschlag mit der Ab-nahme von p grofser; die Waage ist also um so empfindlicher, je geringer das Ge-wicht derselben ist, je leichter sie gear-beitet ist. Ferner wird sie mit der Grofse des Ausschlags empfindlicher wenn c kleiner ist, je naher also der Schwerpunkt des Systems der unbelasteten Waage dem Drehpunkt liegt. Desgleichen wird sie mit der Lange I des Waagebalkens empfindlicher. Fur P= Q wird 8=0; d. h. wenn der Waagebalken in der Hori-zontalen liegt, sind die Gewichte in bei-den Waageschalen gleich grofs.

Setzt man das Uebergewicht P—Q = q constant, so hat man


t9 =




1{P-Q) cp + d[P+Q)




lq

cp + dq + 2dQ




^q

cp — dq + 2dP



Bei gleichem Uebergewicht ist also die Waage um so empfindlicher je geringer die in Summa aufgelegten Gewichte P und Q sind.

Die nothwendige Bedingung, dafs ae = be = a, wird in der Ausubung nicht immer erfullt, die Waage ist dann unrichtig. Dennoch lafst sich auch mit die-ser das Gewicht eines Kbrpers richtig be-stimmen.

Es sei bei unbelasteten Waageschalen der Waagebalken horizontal, so lege man den abzuwagenden Korper vom unbe-kannten Gewicht X in die eine Schale und stelle durch bekanntes Gewicht P, in die andere Schale gelegt, das Gleich-gewicht wieder her. Nun bringe man X in die andere Schale und stelle das Gleich-gewicht her durch ein Gewicht, welches aber P' ist. Nennt man nun die unglei-chen Waagearme a und b, so hat man die beiden Gleichungen

aX = bP bX = aP'

woraus X = ^PP1

. Practisch unmittelbar erhalt man das richtige Gewicht des abzuwagenden Kbrpers, wenn man es in eine von beiden Schalen legt und es mit Gegengewich-ten in der anderen Schale ins Gleichge-wicht bringt. Diese Gegengewichte seien bekannt oder unbekannt. Man nimmt nun den Korper heraus und legt statt dessen bekannte Gewichte bis zum Gleich-gewicht ein und hat in den bekannten ewichten das wirkliche Gewicht des Kbrpers.

Kraft ist eine der Natur uberwiesene Aeufserung des gottlichen Geistes als ein nach Gesetzen geregeltes Element zur Erhaltung und Regierung der Welt und deshalb in alien lebenden und leblosen Korpern deren Bestimmung gemafs und entsprechend verbreitet.

Von den Geisteskraften und den ihnen folgsamen Muskelkraften sehen wir hier vorlaufig ab und haben nur die den leblosen Korpern zuertheilten Krafte vor Augen. Die in dem Artikel , Attraction" No. 3. gedachte Weltbildung ist hypothetisch, also auch die darin aufge-stellte Behauptung, dafs von Anfang an nur eine einzige Kraft, dieAnzie-hungskraft der Masse zuertheilt wor-den sei, dafs mit dieser die Kreisbewe-gung entstehen mufste, und dafs die Aus-werfung von Planeten Folge des Behar-rungsvermbgens war, dafs Massen in der einmal angenommenen Geschwindigkeit und Richtung verbleiben wollen. Wenn wir aber die jetzt vollendeten Weltkbr-per in ihren Bahnen betrachten, so sehen wir, dafs nur gegenseitige Anziehung der Weltkorper die einzige das Weltsystem regierende und erhaltende Kraft ist und dafs die v.orhandene Bewegung nichts ist als Beharrungsstand in der Bewegung (s. „Bahn“ mit Fig. 165 bis 167).

Es gibt daher nichts negatives von Kraften, es gibt keine Abstofsungs-kraft. Es ist unrichtig die Behauptung, dafs wenn keine der unlaugbaren Anzie-hungskraft negativ wirkende Abstofsungs-kraft vorhanden ware, die ganze Welt zu einer einzigen compacten Masse ver-einigt werden mufste. So wie es unrichtig ist, dafs wenn keine Anziehungs-kraft ware, die Abstofsungskraft alles was Masse ist, in unendliche Verdunnung auf-losen wurde, weil keine Abstofsungskraft geschaffen worden und weil vor der Scho-pfung nicht Abstofsung (diese war ganz fibernussig) sondern nur Gleichgiiltigkeit der Elemente unter einander statt fand. (Attraction No. 3.)

	
2.    Wie fur die oben betrachteten Welt-korper Anziehung des Centralkorpers auf dieselben behufs deren Ortsande-rung im freien Raum allein wirksam ist, so ist fur die an die Erde gebunde-nen Massen dieselbe Anziehung des Erd-korpers, die Schwerk raft die einzige constante naturliche Kraft fur die Orts-anderung dieser Massen nach einerlei Richtung, namlich nach der lothrechten von oben nach unten. Alle anderen Be-wegungs-Richtungen, horizontal und von derselben aus aufwarts werden durch nicht permanente Krafte hervorgebracht, ent-weder durch zeitweise Naturereignisse, wie der Wind, den der Mensch fur Miih-len ausnutzt; oder durch schlummernde Naturkrafte, welche die menschliche In-telligenz hervorruft, wie die Kraft der Gase in Wasserdampf, im Schiefspulver, in erhitzter Luft; oder durch Muskel-krafte, die bei Menschen durch den freien Willen, bei Thieren durch Antreiben ent-wickelt werden.



In die Wirkungen aller dieser anderen Krafte mischt sich die iiberall permanent vorhandene Schwerkraft hemmend und erzeugt mit jenen Mittelkrafte, die ge-neigt abwarts gerichtet sind oder eine solche Richtung erstreben, wie bei der Wurflinie, dem Pendel. Gegenseitig werden Bauwerke gefertigt, welche der Schwerk raft hemmend entgegen treten, wie schiefe Ebenen fur beab-sichtigte Senkung von Lasten, geneigte Gerinne fur geeigneten Lauf einer Was-sermasse.

	
3.    Einen unmittelbaren Einflufs ubt die Schwere auf eine Wirkung, welche in der Mechanik die grofste Rolle spielt, namlich auf den Druck (s. d.): Jedes Molekul hat ein gleich grofses Bestreben, sich dem Mittelpunkt der Erde zu nahern; ruht es, so hat es nothwendig eine Un-terlage und auf diese aufsert es sein Bestreben. Zwei Molekiile haben das zwei-fache, m Molekiile das m fache Bestreben dazu; zwei Massen, von denen die eine n, die andere m Molekiile enthalt, aufsern sich mit Bestrebungen, die an Grofse wie n zu m sich verhalten. Diese Bestrebungen zur Bewegung nach dem Erd-mittelpunkt empfangt die Unterlage als eine Wirkung, welche man Druck nennt. Wenngleich nun diesen Massen durchaus keine Kraft innewohnt, so sieht man den-noch von der Grundursach der Wirkung, von der Schwere ab, und legt den Massen selbst die Druckkraft bei. Man sagt, die Masse A druckt mit n Pfund, die Masse B mit m Pfund, iiberhaupt die Druckkrafte von Massen verhalten sich wie diese Massen selbst.


	
4.    Einen zweiten unmittelbaren Einflufs ubt die Schwere auf eine in der Mechanik nicht minder wichtige Wirkung, namlich auf den Stofs. Dieser entsteht, wenn ein nach der Schwerlinie in Bewegung befindlicher (ein freifallender) Korper auf einen festen Gegenstand trifft, der die Fortsetzung seiner Bewegung hindert. Die Grofse dieses Stofses hangt von zwei Elementen ab, von der Grofse der Masse und von der Grofse seiner Bewegung, seiner Geschwindigkeit, mit welcher er den festen Gegenstand trifft. Nach unseren Begriffen von der Stofs-wirkung wird angenommen, dafs eine Masse M mit der Geschwindigkeit c die c fache Stofswirkung derselben Masse M mit der Geschwindigkeit 1 ausiibt. Dafs ferner bei gleich grofser Geschwindigkeit c die Masse M die Mfache Stofswirkung einer Masse = 1 ausiibt. Die Grofse einer Stofswirkung wird daher bezeichnet mit dem Product: Masse mal Geschwindigkeit (MC). Und auch bei dem Stofs sieht man von der Urkraft der Schwere ganz ab, und legt jeder Masse M eine selbst-standige Stofskraft bei, von welcher der eine Factor die Masse M ist.


	
5.    Gehen wir nun zu den anderen Kraften fiber, die in den auf der Erde befindlichen leblosen Kiirpern in Thatig-keit sind, so haben wir vor alien anderen diejenige, welche nach der Theorie der neueren Physiker unter verschiedenen Umstanden als Warme, als Electricitat und als Magnetismus auftritt. Es steht aber nichts im Wege, diese Aeufserungen fur Stoffe zu halten, welche alle Korper mehr oder weniger durchdringen, und einen nothwendigen Bestandtheil dersel-ben ausmachen, wie z. B. die jedem Korper zukommende specifische Warme als ein nothwendiger Bestandtheil des Kor-pers angesehen werden kann. Dafs die Warme als Stoff ihrer Feinheit wegen auf Gewicht keinen Einflufs hat kann der Annahme kein Hindernifs sein.



Die Cohasionskraft ist die Anzie-hungskraft gleichartiger Atome, die Af-finitat die Anziehungskraft ungleichar-tiger Atome (s. „Atom“). Es ist nicht noting, dafs man die zwischen den Ato-men befindlichen leeren Raume im Korper einer Abstofsungskraft zuschreibt: Es kann die dem Korper nothwendige specifische Warme sein, welcher die Atome Raum geben miissen, und die bei Zu-fiihrung von noch mehr Warme noch mehr Raum geben und die bekannte Aus-dehnung des Korpers und hohere Aggre-gatzustande veranlassen.

Luftformige Korper scheinen eine Ano-malie gegen diese Behauptungen abzu-geben, indem sie ein Ausdehnungsbe-streben haben. Allein es scheint viel eher, dafs jeder luftformige Korper, wie ’wir ihn hervorbringen, in einem seiner Natur nicht entsprechenden, in einem verdichteten Zustande sich befindet. Bei der atmospharischen Luft ist bekannt, dafs sie ihre Dichtigkeit in der Nahe der Erdoberflache ihrer Selbst-belastung verdankt und dafs der Zustand der ganz obersten Luft, der uns unbe-kannte viel diinnere Zustand ihr natur-licher Zustand ist. Wenn also luftformige Korper, wie der Wasserdampf, durch Ausdehnung eine Kraft hervorbringen, so geschieht dies allerdings durch gegen-seitige Abstofsung ihrer einzelnen Theile, allein dies nur in Folge ihres kiinstlich verdichteten Zustandes, dem sie Wider-stand leisten.

	
6.    Die Massen, von deren Grofse nach Anzahl der Molecule wir keinen Begriff haben, sind ihren Gewichten (s. den Art. „Gewicht“) proportional; man setzt also statt ihrer Masse ihr Gewicht als Druckkraft und als Factor fur den Stofs. Aus diesem Grunde werden auch Krafte selbst durch Gewichte gemessen.



Auch die ad 5 erwahnten anderen auf der Erde zu benutzenden Krafte konnen, auf Massen iibergehend, Druck und Stofs erzeugen, und zwar nach beliebigen Richtungen. ist aber das Gewicht sol-cher durch eine aufsere Kraft zu Druck oder Stofs erregten Masse = P, so ist der Druck nach einer nicht senkrechten Richtung nicht = Pund deren Stofswirkung nicht = P mal Geschwindigkeit, das Gewicht P wirkt unter alien Umstanden nur senkrecht abwarts, die nach der Seitenrichtung fallende Wirkung ergibt sich aus einer statisch wissenschaftlichen Untersuchung, welche Zerlegung der Krafte genannt wird. Folgende ein-fache Betrachtung wird dies anschaulich machen: Eine Masse vom Gewicht P driickt durch sich selbst die Unterlage mit dem Gewicht P, wird nun noch eine Kraft p senkrecht abwarts auf die Masse gefuhrt, so betragt der Druck auf die Unterlage P + p; wirkt die Kraft p senkrecht aufwarts, so ist der Druck auf die-selbe nur P — p. So wie eine Kraft p in senkrechten Richtungen auf eine Masse P keine andere Wirkung ausiiben kann, als der Kraft p selbst zugehort, so kann dies auch in geneigten Richtungen nicht anders sein.

	
7.    Ein wesentlicher Unterschied zwischen der permanenten Schwerkraft und den ubrigen zerstreut befindlichen und in Thatigkeit gesetzten Naturkraften ist noch der, dafs erstere ganz selbststandig wirkt, letztere dagegen fur ihre Wirkung der festen Stiitzen bediirfen.



Menschen und Thiere in Laufradern, auf Tretscheiben wirken nur durch ihr Gewicht; es sind dies Einrichtungen, durch welche die mit beschleunigter Bewegung wirkende Schwerkraft zu gleichformigem Gange verandert wird und gehoren zur Schwerkraft. Zugkrafte, Stofskrafte von Menschen und Thieren sind nur bei fe-stem Standpunkt moglich, welcher die-selbe Zug- und Stofswirkung nach ent-gegengesetzter Richtung empfangt.

Wasser in Wassersaulenmaschinen, in Gerinnen zum Betrieb von Radern, Tur-binen wirkt in Folge der nach abgean-derten Richtungen benutzten Schwerkraft, in hydraulischen Pressen dagegen geschieht die Druckwirkung nur mit Hulfe des Gegendrucks auf die feste Stimflache des Pumpenkolbens. Eben so wirkt der Dampf in dem Dampfcylinder gegen den Kolben nur in Folge der Stutze, welche er an dem festen Cylinderboden findet.

	
8.    Es mufs nochmals hervorgehoben werden, dafs man die eigentlichen Natur-krafte ganz ignorirt und dafs die von denselben auf Korper ubertragenen Wir-kungen als Krafte gelten, die denn auch Korperkrafte genannt und nach Gewichten gemessen werden.



Leibnitz nennt eine Kraft, die eine Be-wegung herorbringen kann, die aber in Folge von Hindernissen keine Bewegung hervorbringt, todte Kraft, die Kraft dagegen, welche wirklich Bewegung er-zeugt: lebendige Kraft. Man ist von diesen Bezeichnungen zurtickgekommen. Kraft definirt man ferner als die Be-dingung, unter welcher einerlei Stoff zu verschiedenen Zeiten in verschiedenen Raumen sein kann. Auch sagt man Kraft ist das Sein im Werden.

	
9.    Kraft, Korperkraft ist die Ursach zu einer Thatigkeit; jede Thatigkeit setzt ein Subject voraus das thatig ist, dies mufs also zur Thatigkeit fahig sein und die Fahigkeit hierzu heifst Vermogen.



Aus dem Vermogen entspringt die Thatigkeit noch nicht als nothwendig, das Vermogen mufs erst zur Thatigkeit er-regt werden und das zur Thatigkeit erregte Vermogen ist die Kraft.

Kraft ist mithin actives Vermogen, so wie Vermogen passive Kraft ist. Die Kraft eines Korpers kann nicht gro-Iser werden als dessen Vermogen ist.

Die Thatigkeit setzt ferner ein Object voraus, an welchem die Thatigkeit aus-geubt wird, die Kraft mufs auf einen Ge-genstand ubergehen, der ihre Einwirkung erleidet und dieser tritt in einen Zustand, in dem er vorher sich nicht befand und welcher den Erfolg der Kraftaulserung ausmacht.

Da das Object in den neuen Zustand nicht durch sich selbst, sondern nur durch die Einwirkung eines Anderen kommen konnte, so mufste es der einwirkenden Kraft etwas entgegen zu setzten haben, er mufste der Einwirkung der Kraft w i -derstehen, d. h. einen Widerstand bilden.

Dieser Widerstand ist durch eine Kraft erregt worden, ohne Erregung ist er in demKorper nichts als einWiderstands-vermogen ein passiverWiderstand,

Der Widerstand aufsert wahrend der Einwirkung der Kraft auf den die Kraft aufsernden Korper eine Riickwirkung, es miissen Kraft und Widerstand gleich-artig, d. h. Widerstand mufs Kraft sein. Beide positiven Krafte wirken in entgegengesetzten Richtungen auf einan-der, sie stehen also in gegenseitiger Be-ziehung wie positive und negative Gro-fsen, d. h. sie werden activ mit der Dif-ferenz beider nach der Richtung des Ueberschusses, in gleichen Quantitaten heben sie sich einander auf. Daher ge-schieht es, dafs Widerstand, wiewohl unrichtig, mit negativer Kraft bezeich-net wird.

Bei Einwirkung von Kraft und Widerstand gegen einander wird das Vermd-gen zur Thatigkeit zum Bestrebenzur Thatigkeit, der Zustand in dem beide Korper sich befinden heifst Spann-ung.

In Beziehung auf gegenseitige Ein-wirkung kann:

	
1.    Die Quantitat des Widerstandes gro-fser sein als die der Kraft; dann wird die Kraft fur den Erfolg absorbirt, sie ist und bleibt gespannt. Dasselbe gilt von der mit der Kraft gleich grofsen Quantitat des Widerstandes; der Ueber-schufs an Widerstand bleibt als Vermogen passiv.


	
2.    Kann die Quantitat der Kraft gro-fser sein; dann wird der ganze Widerstand absorbirt. Dasselbe geschieht mit der gleich grofsen Quantitat Kraft, der Ueberschufs derselben bewirkt die Ueber-windung, die Gewaltigung des Widerstandes durch Bewegung.



(S. den Art. „ Gleichgewicht“.)

	
I.    Grundlehren.



Krafte im Gleichgewicht.

Jede Kraft stellt man sich in in einer geraden Linie wirkend vor, welche zu-gleich ihre Richtung ist; der mate-, rielle Punkt des Korpers in welchem der-selbe von der Kraft getroffen wird, heifst der Angriffspunkt der Kraft.

Z wei Krafte heifsen gleich, wenn sie nach gerade entgegengesetzten Richtungen auf denselben materiellen Punkt wirkend einander das Gleichgewicht halten.

Eine Kraft heifst die Sum me zweier oder mehrerer Krafte, wenn sie mit diesen nach entgegengesetzten Richtungen auf denselben materiellen Punkt wirkend, denselben das Gleichgewicht halt.

EineKraftheifstderUnterschied zweier Krafte, wenn sie mit der klei-neren zusammengenommen der grofseren gleich ist.

Eine Kraft heifst das 2, 3 ... m fache einer anderen Kraft, wenn 2, 3...m dieser letzteren gleichen Krafte zusammen genommen der ersten Kraft gleich sind.

m

Eine Kraft ist — einer anderen n

Kraft, wenn ihr mfaches dem nfachen der anderen Kraft gleich ist.

Es konnen also Krafte vermittelst Zah-len als Vielfache einer Kraft ausgedriickt werden, fur welche dann diese Kraft die

Krafteinheit ist. Daher lafst sich das Verhaltnifs von Kraften durch das Ver-haltnifs absoluter Zahlen, und folglich auch durch das Verhaltnifs von Langen gerader Linien ausdriicken.

	
2.    Grundsatz. Wenn Krafte mit einander im Gleichgewicht sind, so wird dasselbe nicht gestbrt, wenn man ihnen ein System von Kraften zufugt, die untersich im Gleichgewicht sind, oder wenn von ihnen ein System von Kraf--ten, die unter einander im Gleichgewicht sind, fortnimmt.


	
3.    Sind zwei materielle Punkte fest mit einander verbunden, und wirken auf dieselben 2 gleiche Krafte in einer durch beide Punkte gerichteten geraden Linie nach entgegengesetzten Seiten hin, so sindbeideKrafteimGleichgewicht.



Denn gesetzt es geschehe nach einer Richtung hin Bewegung, so wurde, weil nach der entgegengesetzten Richtung hin dieselben Umstande sich befinden, auch nach dieser Richtung gleichzeitig dieselbe Bewegung statt finden miissen, welches bei der festen Verbindung der beiden materiellen Punkte untereinander nicht moglich ist.

	
4.    Die Wirkung einer Kraft auf einen materielien Punkt bleibt ungeandert, in welchem Punkt ihrer Richtung dieselbe auchtha-tig sein mag, wennnur der letzte Punkt mit dem ersten in fester Verbindung steht.



Denn wirkt auf den materiellen Punkt A eine Kraft P nach der Richtung CA, die mit einer anderen Kraft im Gleichgewicht ist; ist der in derselben Rich-tung CA befindliche materielle Punkt B 747.
[image: ]

mit dem Punkt A fest verbunden, und man bringt gegen diesen Punkt B zwei gleich grofse Krafte an, die in der Richtung CB nach entgegengesetzten Seiten DB, EB hin wirken, so sind diese letzten beiden untereinander im Gleichgewicht und aufsern keinen Einflufs auf die beiden gegen A wirkenden im Gleichgewicht befindlichen Krafte. Nun sind aber nach dem vorigen Satz die beiden Krafte P nach CA und P nach EB mit einander im Gleichgewicht und das Gleichgewicht bleibt ungestort, wenn diese beiden Krafte hinfort genommen werden. Alsdann bleibt nur die auf B nach DB wirkende Kraft P ubrig, welche also mit der, welche die nach CA wirkende Kraft im Gleichgewicht gehalten hat, ebenfalls im Gleichgewicht ist. Demnach ist es gleichgultig fur den Zustand des Systems ob P auf A oder in derselben Richtung auf B wirkt.

	
5.    Erklarung. Wenn zwei oder mehrere Krafte anderen Kraften das Gleichgewicht halten, und eine einzigeKraft statt dererste-ren Krafte halt denselben anderen Kraften das Gleichgewicht, so heifst diese einzige Kraft die Mittelkraft der ersteren Krafte. In Beziehung auf diese Mittelkraft heifsen jene ihr gleichgel-tenden Krafte die Seitenkrafte. Aus den Seitenkraften die Mittelkraft bestimmen heifst die Krafte zusammensetzen; aus der Mittelkraft die ihr gleich gelten-den Seitenkrafte bestimmen heifst die Mittelkraft in ihre Seitenkrafte z erlegen.


	
6.    Wirken zweiKrafte aufeinen materiellen Punkt nachRichtun-gen, die nicht in eine gerade Linie fallen, so liegt deren Mittelkraft mit ihnen in derselben Ebene und theilt den von ihnen gebilde-ten Winkel.



Denn wenn die Mittelkraft aufserhalb derselben Ebene nach einer Seite fiele, so wurde kein Grund entgegen stehen, weshalb sie nicht auch in gleicher Lage auf die andere Seite der Ebene fallen sollte; da nun beides zugleich nicht moglich ist, so geschieht keins von beiden und die Mittelkraft fallt mit beiden Kraften in dieselbe Ebene.

Beide Krafte schliefsen nach einer Seite hin einen hohlen Winkel ein, im Fall der Bewegung wurde also der materielle Punkt einen Weg nehmen, der zwischen beiden nach der hohlen Seite hingerich-teten Schenkeln liegt, der also den Winkel theilt und in dieser den Winkel der Krafte theilenden Wegerichtung liegt die Mittelkraft.

	
7.    Sind beide Seitenkrafte (Satz 6) einander gleich, so wird deren Winkel von der Mittelkraft hal-birt.



Denn wollte man annehmen, sie liegen der einen Seitenkraft naher, so hatte man denselben Grund fur die Annahme, dafs sie der andern Seitenkraft eben so nahe liegt; beides aber ist nur moglich wenn sie gegen beide Seitenkrafte eine gleiche Lage hat.

	
8.    Werden auf den Richtungen zweieraufeinenmateriellenPunkt wirkenden Krafte von dem mate-rielien Punkt aus zwei Langen genommen, die sich wie die nach denselbenRichtungen wirkenden Krafte verhalten, und man vollen-det zu diesen alsanliegenden Sei-ten das Parallelogramm, so ist die durch den materiellen Punkt gezogene Diagonale desselben die Richtung der Mittelkraft.



Duchayla beweist diesen Satz, indem er erst zeigt, dafs wenn er gultig ist zwischen einer Kraft P und einer Kraft Q, ferner fur dieselbe Kraft P und einer anderen Kraft Q’, dafs er dann auch fur die Kraft P und die Kraft 0 + Q‘ richtig ist.

Fig. 748.
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Es wirke auf den materiellen Punkt A nach der Richtung AB die Kraft P, nach der Richtung AH die Kraft Q und die Kraft Q‘; es sei ferner

AB: AC: CH = P: Q : Q'

so betrachte man zuerst die beiden Krafte Pund Q fur sich allein. Man construire also das Parallelogram ABCD, ziehe die Diagonale AD, so ist nach Voraussetzung diese die Richtung der den Seitenkraften Pund Q zugehorigen Mittelkraft M. Nun kann man statt der Krafte P und Q die Mittelkraft M allein thatig denken, und deren Angriffspunkt A nach jedem be-liebigen anderen Punkt der Linie AD, also z. B. nach D verlegen, so dafs M in D nach DE, der Verlangerung von AD wirkt. Man kann jetzt statt der Mittelkraft M wieder deren Seitenkrafte P und Q, erstere = AB nach DF, der Verlangerung von CD und letztere + AC nach DJ, der Verlangerung von BD auf den Punkt D wirken lassen und die Wir-kung auf den materiellen Punkt A bleibt dieselbe wie zu Anfang.

Betrachtet man nun die beiden Krafte P und Q' fur sich allein, so kann man letztere Kraft von dem Angriffspunkt A nach dem Punkt C verlegen, und die-, selbe dort nach ungeanderter Richtung CH wirken lassen; desgleichen die in D nach DF wirkende Kraft P nach dem-selben Punkt C mit der ungeanderten Richtung CF. Nun sind CD : CH = P: Q' vollendet man also das Parallelogramm CDHJ, so ist der Voraussetzung nach CJ die Richtung der in dem Angriffspunkt C wirkenden beiden Kraften P und Q‘ zugehorigen Mittelkraft M’. Statt der beiden Krafte P und Q' kann man deren Mittelkraft UP in C nach CJ wirken lassen und diese Kraft M’ nach jedem be-liebigen Punkt der Linie, also auch nach dem Punkt J verlegen und nach JK, der Verlangerung von CJ wirken lassen. Endlich kann man die in dem Punkt J wirkende Kraft M' dort wieder in ihre Seitenkrafte P, nach JN der Verlangerung von HJ gerichtet und Q' nach JL, der Verlangerung von BJ gerichtet zer-legen. Verlegt man nun noch den von der Kraft Q zuletzt behaupteteten Angriffspunkt D ebenfalls nach J, so hat man in dem Angriffspunkt J nach der Richtung JN die Kraft P, nach JL die Krafte 0 und Q' wirkend. Diese 3 Krafte in J wirkend sind aber nach und nach dahin der Art translocirt worden, dafs die Wirkung auf den anfanglichen Angriffspunkt A ungeandert geblieben ist, und aus diesem Grunde mufs die Mittelkraft der in J wirkenden Krafte P, Q und Q‘ durch den Punkt A gerichtet sein; d. h. die Richtung der diesen drei Kraften gleichgeltenden Mittelkraft ist die Diagonale AJ.

Ist nun Q = Q' = P, so ist nach Satz 7 der Satz 8 fur P und Q, so wie fur P und Q’ richtig, denn die die zwischen P und Q und zwischen P und Q‘ befindli-chen Winkel halbirende Mittelkraftsrich-tung ist die Diagonale. Mithin ist nach Satz 8 das Gesetz auch richtig fur die Krafte P und Q + Q‘, d. h. fur P und 2 P. Hierzu der Satz fur die Krafte P und P richtig, gibt den Schlufs, dafs der Satz auch fur P und P+2P. D. h. fur P und 3P u. s. w. dafs der Satz fur P

und nP richtig ist. Der Satz ist also richtig wenn die eine Kraft ein beliebig Vielfaches der anderen Kraft ist.

Ueberhaupt ist der Satz richtig fiir zwei Krafte, die wie np und mp commensu-rabel sind Denn setzt man P=mp und Q = np, so ist der Satz richtig fiir P und p, also auch fiir P und p + p = 2p, dem-nach fiir P und ^p u. s. w.

Der Satz ist aber auch gultig, wenn P und Q incommensurabel sind. Denn nimmt man auf den Richtungen dieser Krafte 2 Langen AB, AC, die sich wie P: Q verhalten, so vollende das Parallelogram ABCD und ziehe die Diagonale AD.

Wollte man nun annehmen, die Mittelkraft M zwischen P und Q solle nicht in AD, sondern in irgend eine andere Richtung z B. AE fallen, so theile AC in eine so grofse Anzahl gleicher Theile, dafs der einzelne Theil kleiner ist als DE, trage dieselben Theile von C aus auf CD ab, so wird einer der Theilpunkte zwischen E und D, etwa in F fallen. Nun

Fig 749.
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sind AC und CF commensurabel, und es sei AC : CF— Q : P’. Zieht man daher FG + AC, so ist die Diagonale AF die Richtung der Mittelkraft zwischen den Krafteh Q und P'.

Nun ist P>P' und es sei P=P+P

Nimmt man die Krafte Q und P’ fort und setzt dafur die ihnen gleich geltende nach AF gerichtete Mittelkraft M, so hat man auf den Punkt A wirkend die nach AF gerichtete Kraft M und die nach AB gerichtete Kraft P". Die Mittelkraft zwischen diesen beiden Kraften ist = der Mittelkraft zwischen P und Q und mufs nach Satz 6 den Z_FAB theilen, mithin kann sie nicht links von AF wie nach AE gerichtet sein. Ebenso wird bewie-sen, dafs die Mittelkraft zwischen P und Q nicht rechts der Diagonale AD fallen kann.

	
9.    Aus diesem Satz geht zugleich her-vor, dafs wenn man von einem Punkt H der Mittelkraft auf die Richtungen der beiden ihr zugehdrigen Seitenkrafte Pa-rallelen zieht, von diesen auf den Krafte-richtungen Stiicke AJ, AK abgeschnitten werden, die von dem Angriffspunkt aus gemessen sich wie die Krafte P, Q selbst verhalten.


	
10.    Dieim vorigen Satz gedachte Diagonale ist nicht nur die Rich-tungderMittelkraft,sondernauch in Verhaltnifs der die Seitenkrafte in Grofse darstellenden Seiten des Parallelogramm s die Grofse der Mittelkraft.



Denn es seien, Fig. 750, die auf den materiellen Punkt A gerichteten Krafte P und Q- AB.AC-P-Q, ABCD das vollendete Parallelogramm und also AD die Richtung der Mittelkraft zwischen P und Q; deren Grofse sei = B.

Verlangert man DA fiber A hinaus, bringt nach der Richtung AE eine Kraft — R an, so besteht zwischen R, P und Q Gleichgewicht. Verlangert man CA nach F hin, so wird AF die Richtung der Mittelkraft zu P und der nach AE gerichteten Kraft R sein, weil die Krafte

Fig. 750.
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P, Q und R nur dann im Gleichgewicht sein konnen, wenn ihre Mittelkraft der Kraft Q gleich und ihr gerade entgegen-gesetzt gerichtet ist.


Macht man also AF = AC, verbindet B mit F

so ist £\,BAF^ &DCA,

also BF + AD

und zieht man FG + AB, so ist nach Satz 9: AB •. AG = P: R xxnd AslAG^AD so ist AD die Grofse der zu P und Q gehorenden Mittelkraft.

	
11.    Das Parallelogramm, wel-ches die Grofse undRichtung der Mittelkraft zweiergegebenenSei-tenkrafte bestimmt, heifstdas Parallelogramm der Krafte.


	
12.    Drei auf einen Punkt wir-kende Krafte, zwei Seitenkrafte und ihre Mittelkraft sind proportional dem Sinus derWinkel, die die jedesmaligen anderen beiden Krafte mit einander bilden; und gleiche Producte erhalt man, wenn man von 2 Kraften jede mit dem Sinus des Winkels multiplicirt, den sie mit der dritten Kraft bildet.



Bei der Bezeichnung Fig. 750 ist:

AB . AC . AD — P -. Q .R

Nun ist

AB: BD -.AD = sin ADB: sinBAD: sin ABD oder

AB: AC: AD= sin CAD: sin BAD: sinBAC also

P : Q : R = sin 3 : sin « : sin y mithin auch

P sin a = Q sin 3

P sin y = R sin 3

Q sin y = R sin a

	
13.    Aus diesen drei Gleichungen lassen sich bei gegebenen 3 Stiicken die ubri-gen drei Stiicke finden.



A. Sind zwei Krafte und ein von ihnen nicht eingeschlossener Winkel gegeben, z. B. P, 0 und L« so hat man unmittelbar

. . P .

sin 6 = — sin a

hieraus _y=2«+2B

R = sin y 0 _ sin y p

sin « sin 3



Aus P, Q und AB hat man dieselbe Auflosung fur a, y und R.

Aus P, R und ZB oder Zy dieselbe Auflosung fur «, y oder 8 und Q.

Aus Q, R und Z« oder Zy dieselbe Auflosung fur B, y oder a und P.

	
	
B.    Sind 2 Seitenkrafte P, Q und der von ihnen eingeschlossene Ly gegeben, so hat man in dem &ABD-.





AD^=AB2 + BD^-2AB-BD-cos ABD oder

AD2 = AB2 + BD2+2AB-BD‘CosBAC also

R2 = P2 + Q2 + 2PQ’COsy

	
	
G.    Ist eine Seitenkraft P und die Mittelkraft R mit dem von ihnen einge-schlossenen Zc gegeben, so hat man in dem &ABD





BD2 = AB2 + AD2 - 2 AB • AD -cos BAD oder

Q‘= P + R2 — 2P- R cos a

	
	
D.    Aus den gegebenen Seitenkraften P, Q und dem eingeschlossenen Zc hat man in dem P\ABD





. , , BP sin ABD tg BAD - AB _ BJ) cos AB[)

,                Q sin y

oder tg a = p---

Pd-Qcosy

P+Qcosy P

oder cot a = —.---- = - cosecy+cot y Qsmy 2

	
	
E.    Aus der gegebenen Seitenkraft P, der Mittelkraft R und dem von ihnen eingeschlossenen /c hat man im P^ABD





.    BD-sin BAD

tg B~ AD-BD- cos BAD

_             Q sin a

oder tg 3 = -————

	
	
	
• ' R — Q cos a







,     „ R—Qcosa R

oder cot 3 = — .----= — cosec ct—cot a

Dsma 2

	
	
F.    Um die Formein fur cot a und cot 8 fur Rechnung mit Logarithmen geeignet zu machen setze man — cosec y = der Cotangente eines Winkels u ;





also log cot fi —log P — log Q + log cosec y ist hiernach u bestimmt, so hat man

,       ,   ,    , cos u cos y sin (y + u)

col a = cot u -}- cot y = —— + ----- = ——-

sin u sin y sin y • sin u

also log cot a = log sin (y + u) — log sin y — log sin u

R

Ebenso hat man — cosec « = cot ‘ gesetzt

log cot 8 = log sin (a — 1) — log sin i — log sin a

	
II. Statik des m ateriellen Punkts.


	
14.    Auf einen materiellen Punkt A wirken nach Richtungen, die alle in einer Ebene liegen, gege-bene Krafte, so bestimmt sich die Grbfse und Richtung deren Mittelkraft wie folgt.





Um zuerst die Richtungen AP- AP,-, APt- AP^... der Krafte P; P,; P2... zu bestimmen, nehme man eine belie-bige Linie AB als gegeben an, und be-zeichne die Winkel, welche die Krafte-richtungen mit derselben nach einer Seite hin von 0 bis 360° gezahlt bilden, in derselben Folge mit a; a, «,....

im Punkt A errichte man auf AB das Loth AC, so fallen die Krafte in die Li-nien AB, AC und deren Verlangerungen AB' und AC oder zwischen dieselben und man kann letztere nach Satz 10 in Seitenkrafte zerlegen, welche in diese Linien AA’ und BB’ fallen. Aus diesem Grunde sollen diese normal auf einander befindliche Linien Axen heifsen, AB soil die Haupt axe und AC dieNeben-axe sein.

Durch solche Zerlegung erhalt man zwei Systeme von Kraften, welche den gegebenen Kraften gleich gelten und von denen sammtliche Krafte des einen Systems in die Axe AB und sammtliche Krafte des anderen Systems in die Axe AC fallen. Die Mittelkraft der Krafte jedes einzelnen Systems ist offenbar der Ueberschufs der nach einer Seite hin wirkenden grbfseren Summe der Krafte gegen die nach entgegengesetzter Seite hin wirkende kleinere Summe; diese beide Mittelkrafte sind gleichgeltend den ursprunglich gegebenen Kraften und setzt man sie beide zu einer neuen Mittelkraft zusammen, so ist diese die gesuchte Mittelkraft der gegebenen Krafte.

Fig. 751.
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Zerlegt man nun P durch das Paral-lelogramm nm in die Seitenkrafte Am und An, wenn Ap die Kraft P vertritt, so ist Am = Pr = P cos a

An = P" = P sin «

Diese Ausdrucke gelten fur alle iibri-gen Krafte P,; P2; Ps... Pn

Denn fur P, ist die Richtung Am, ne-gativ, die Richtung An, positiv, also

	
—    Am, = P, = — P, cos p, AB’ = + P, cosct,



An, = P,^ = P, sin p,AC = P, sin a,

Fur P, sind die Richtungen Ama und An2 negativ, also

	
—    Am2 = P2" = P2 cos Pa AB’ = — P2 cos («, — 180°) = + P2 cos «,


	
—    Ant —P^ = P^ sinp2 AB’ = — P^ sin (ct2 — 180°) = + P, sin «, Fur P, ist die Richtung Am3 positiv, die Richtung An3 negativ, also



Am3 = P3X = P3 cos p3 AB = P3 cos (360° — «3) = P3 cos «,

	
—    An3 = P3V = P, sin p3 AB = — P3 sin (360° — «a) = + P3 sin «,



Fallt die Kraft in eine der beiden Axen, so sei die Richtung der Kraft 1) nach AB gerichtet.

Dann ist a = 0 also

Am = Pr = P cos a = P cos 0 = P

An =.py — P sin a = P sin 0 = 0

Ist 2) die Richtung der Kraft nach AC, dann ist a, = 90°, also

Am, = Px = P, cos a, = P, cos 90° = 0

An, = py = P, sin «, = P, sin 90° = P,

ist 3) die Richtung der Kraft nach AB’, dann ist a2 = 180°, also

	
- Am, = P^x— P3cosa2=P2 cos 180°= — Pa



An2 = P^— P2sina2 — P2 sin 180° = 0 ist 4) die Richtung der Kraft nach AC, dann ist «, =270°, also

Am3= P3X= P3cos a3=P3cos270o—0

An3 = P3y=P3 sinct3—P3 sin21C— — P3

Diese so erhaltenen den gegebenen Kraften gleich geltenden Seitenkrafte setzen sich nun zu zwei Mittelkraften zusammen, deren Richtungen in BB' und CC fallen.

Die nach A B oder AB’ fallende eine Mittelkraft ist die algebraische Summe der in dieser Linie befindlichen Seiten-krafte

Pcos &+ P,cos a, + P2 cos «,+ P 3 cos «,+...

Die nach AC oder AC fallende zweite Mittelkraft ist die algebraische Summe der in dieser Linie befindlichen Seiten-krafte

Psin a + P, sin «,+ P2 sin «,+ P3 sina3+ ...

Die an sich additiven Glieder beider Reihen beziehen sich auf die Richtungen AB und AC, die an sich subtractiven Glieder der Reihen beziehen sich auf die Richtungen AB' und AC'.

Beide Krafte haben den Angriffspunkt A und bilden mit einander rechte Winkel.

Bezeichnet man deren Mittelkraft mit R, dessen Winkel, den sie mit der Axe AB bildet mit p, so hat man deren Sei-tenkraft nach der Richtung AB = R cos 0 und die nach der Richtung AC - R sin 9 und es ist


cos 0 = 1 (P cos & + P, cos «,+...)

sin (= • (P sin a + P, sin a, + ...)




Psin c + P, sin a, +

(4)    ‘9 • p cog c + p cos c, +




(6)




Entwickelt man in dem Ausdruck fur (5) R2 die Quadrate der Polynome, so erhalt man



R2 = P2 (cos 2a + sin 2«) + P,2 (cos za, + sin 2a^ ......

+ 2PP, (cos a • cos a, + sin a • sin a,) + 2PP, (cos a • cos «,+ sin « • sin «2)

....... 2P,P2 (cos a, • cos «, + sin a, • sin «,) +....

also

R2= P2+P,2+P2+...+ 2PP, cos (a, - o) + 2PP2 cos («, - a)

+ ....+2P,P, COS («, - «,) +2P,P, COS («, —«)+....

+ 2Pn-XPHC0S{an-Kn-l)

Nun sind a, — «; «, — «.....«, — «,;

«,— a,.... an — cc,^ die Winkel, welche je zwei Krafte P,P-, P2P.... P,P,; P^P, ... PH P„_x unter sich bilden. Man hat demnachdas Quadrat der Mittelkraft gleich der Summe der Quadrate alter einzelnen Seitenkrafte plus dem doppelten Product aus je zweien dieser Krafte mit dem Cosinus des von ihnen eingeschlossenen Richtungswinkels multiplicirt.

	
	
15.    Fur Krafte, die in einerlei Ebene liegen und sammtlich auf einen materiellen Punkt wirken, ist deninach Gleichgewicht, wenn sie keine Mitt elk raft lie fern, wenn also nach der Bezeichnung No. 14: P sin « + P, sin «, + P2 sin «,+.....= 0





und zugleich

P cos a + P, cos a, + P2 cos «,+.....= 0

Die Krafte sind also im Gleichgewicht, wenn sie nach zweien unter sich norma-len Richtungen zerlegt nach jeder dieser Linien Seitenkrafte liefern, deren algebraische Summe = Null ist.

	
	
16.    Erklarung. Das Product einer Kraft mit dem Abstand ihrer Richtung von einem Punkt heifst das Moment d er Kraft in Beziehung auf diesen Punkt, welcher der Mo mentenpunkt heifst. Werden die Momente mehrerer Krafte auf diesen Punkt bezogen, so heifst der Punkt Mittelpunkt der Momente.


	
17.    Wirken mehrere Krafte auf einen materiellen Punkt nach Richtungen, die alle in einerlei Ebene liegen, so ist das Moment deren Mittelkraft gleich der alge-braischen Summe der Momente sammtlicher gegebenen Krafte, wenn der Mo mentenpunkt in der-selben Ebene liegt. Zieht man durch den materiellen Punkt und den Momentenpunkt eine gerade Linie, so werden die Momente der nach entgegengesetzten Seiten dieser Linie gerichteten Krafte entgegengesetzt in Rechnung ge-brach t.





Es seien Fig. 752, P-, P,; P2 ; P3 vier


Fig. 752.
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Krafte, der Allgemeinheit der Untersuchung wegen in den vier verschiedenen Quadranten bele-gen, alle auf den materiellen Punkt A wirkend. Der beliebig gelegene Punkt M sei der Mo-mentenpunkt, A und M durch eine gerade Linie verbunden. Die Winkel der Krafte mit der geraden Linie AM sind von die-ser aus nach einerlei Richtung -genommen mit a; a,; «,; «, ; Die von M auf die Krafterich-tungen gefallten Lothe mit p; p,; P2 j Pi bezeichnet. Setzt man die Lange AM = a, die Mittelkraft sammtlicher Krafte = R unter dem Z p mit AM, so hat man nach No. 15 Formel 2.

R sin 0 = P sin « + P, sin a, + P, sin «, + P3 sin «, + ....                           (1)

Nun hat man sin a = ~ a

•            •                 Pi sin a. = sin MAP. = -a

sin «, = sin MAP2 = sin (MAp" + 180°) = — sin MAp” = — Pa

sin «, = sin (MAA' + A'AP^ = sin (360° - MAP^ = - sin MAP3 =-"

Setzt man den Abstand des Momenten- diese Werthe in Gleichung 1 substituirt punkts von der Richtung der Mittelkraft entsteht die Gleichung

r

= r, so hat man sin 0 = ± — , und alle a


±TR=PP+PLP,-P2 P,—P3 P, ±

a a a a a


oder



±rR = pP+p,P, - p,P, —p,P, ±.......

womit der Satz als richtig nachgewiesen ist.

	
	
18.    ist 0 =0 oder 180°, so geht die Mittelkraft durch den Momentenpunkt, sin Q ist =0 uud r = 0, die algebraische Summe der Seitenkrafte ebenfalls = 0. Wenn daher fur irgend einen Momentenpunkt die algebraische Summe der Mo-mente der Krafte = 0 wird, so kann dies daher riihren, dafs der Momentenpunkt in der Richtung der Mittelkraft liegt oder auch daher, dafs die Mittelkraft selbst = 0 ist, d. h. dafs die Krafte das Gleichgewicht sich halten.


	
19.    WennKraftein einerleiEbene befindlich auf einen materiellen Punkt P wirken und es ist die algebraische Summe deren Momente fur zwei Momentenpunkte M, M' genommen, die mit dem materiellen Punkt nicht in einer geraden Linie liegen, furjeden einzelnen = 0, so sind die Krafte unter ein-a nd er im Gleichgewicht.





Da die algebraische Summe der Momente sammtlicher Krafte in Beziehung auf den Punkt M = 0 ist, so kann, wenn eine Mittelkraft R existirt, diese nur nach der Linie PM gerichtet sein. Es existirt also keine durch die Linie PM' gerichtete Mittelkraft. Dasselbe fin-det fur den Momentenpunkt M’ statt und es existirt also keine Mittelkraft durch die Linie PM. Da aber beides zugleich statt finden mufste und nicht statt fin-den kann, namlich dafs die Mittelkraft durch PM und zugleich durch PM’ geht, so existirt uberhaupt keine Mittelkraft oder was dasselbe ist, die Mittelkraft ist -0.

	
	
20.    Erklarung. In deni Art. Ge-schwindigkeit, pag. 153 am Schlufs ist virtuelie Geschwindigkeit er-klart. Sie ist eine i d ee 1 le Geschwindig-keit, eine Geschwindigkeit die aus einer Bewegung hervorgehen wiirde, wenn die Krafte nicht im Gleichgewicht, nicht in der Ruhe waren.





Denkt man sich das System der Krafte Fig. 752, in fortschreitender Bewegung und der materielle Punkt A mache mit sammtlichen auf ihn wirkenden Kraften den Weg AM = a, so ist, wenn man den Weg a in der Zeiteinheit zuriickgelegt denkt, a die Geschwindigkeit von A also die virtuelie G. des Punktes A.

Die Kraft P wirkt jetzt in dem Punkt M nach einer mit ihrer urspriinglichen Richtung AP parallelen Richtung, sie hat sich also ihrem nach AP gerichteten Ziele um die Lange AaQ = a cos a genahert und die virtuelie G. von P ist = a cos «.

Die Kraft P, wirkt = mit sich selbst in M, sie hat sich von ihrem nach AP, gerichteten Ziele um die Lange Aa, = a cos MAa, — — a cos a, entfernt, d. h. um die Lange a cos a, genahert und es ist a cos «, die virtuelle G. von P,. Des-gleichen a cos «, die virtuelie G. von P, und a cos a3 die von P3.

Man spricht auch blofs von der virtuellen G. des materiellen Punkts, und sagt: AM = a ist die virtuelie G. des materiellen Punkts A an sich. Aa0 die virtuelle G. des materiellen Punkts nach derRich-tung der Kraft P, — Aa, die nach der Richtung der Kraft P, u. s. w.

Stellt man sich eine drehende Bewegung vor, die in derselben Ebene der Krafte um den Punkt M geschieht, so geschehe die Bewegung in der Zeitein-heit rechts um den Bogen g (fur den Halbmesser = 1), so ist offenbar die virtuelle G. des materiellen Punkts A = aq ; die der Kraft P—pcp = aq • sin a; die der Kraft P, = — p,q) = — po • sin a, u. s. w.

	
	
21.    Wirken mehrere Krafte auf einen materiellen Punkt A, deren Richtungen in eine Ebene fallen, so ist das Product aus ihrer Mittelkraft R und der virtuellen G. derselben (= der virtuellen G. des materiellen Punkts auf die Richtung derselben) gleich der alge-braischen Sum me derselben Pro-ducte fiir jede der einzelnen Sei-tenkrafte, wenn die virtuellen G., welcheindieRichtungen der Krafte fallen, additiv und die, welche in deren Verlangerungen fallen, sub-tractiv in Rechnung gebracht wer-d en.





Denn nach No. 14, Formel 1, in Be-ziehung auf Fig. 751 also auch auf Fig. 752 ist


R cos 0 = Pcos a + P, cos a, + P^




cos a2 AP3 cos «, + ....




(1)



Setzt man wie vorher AM= a, die virtuelie Geschwindigkeit fur die Mittelkraft R= V, die fur P; P,; P2; P, aufeinan-der folgend = v; v,; v, ; v, so ist V V = ± a cos 0; also cos 0 == — a

v = Aa0 = a cos «; also cos a =+ —

	
v, = Aa, — — a cos a,; also cos «,=--‘ a


	
v, = Aat = — a cos a2; also cos a2 = ——



"3 = Aa3 = a cos as ; also cos E3 =--"

Diese Werthe in Gleichung 1 substi tuirt geben

* RY


V, a




D,D..

— + P, — ± a 3 a



a

und mit a multiplicirt:

± PR = vP~v,P, — v2P2 + v3Ps±

	
	
22.    Liegt der Punkt M aufserhalb der Ebene der Krafte, so prpjicire die Linie AM auf diese Ebene, diese wird AM, wenn M, die Projection des Punktes M ist, verbinde M, mit den Projections-punkten ao; a,; a2 .... des Punkts M auf die Kraftrichtungen, so sind die Linien





M,a0; M,a,; M,a2 .... auf den Kraftrichtungen normal, folglich hat man den Satz No. 21 fiir dieselben virtuellen Ge-schwindigkeiten, der Punkt M mag in oder aufserhalb der Ebene der Krafte liegen.

	
	
23.    Ist p (s. No. 21) = 90°, so ist V=0.





Also

0 =vP — v,P, — 0,P2 +v,P, ±......

1st also die virtuelle G. des ma-teriellen Punkts an si ch auf der Richtung der Mittelkraft normal, so ist diealgebraischeSumme der virtuellen Geschwindigkeitspro-d u c te = Null.

	
	
24.    Nimmt man zwei virtuelle Geschwindigkeiten des materiel-len Punkts an sich, die beide nicht in einer 1 ei geraden Linie liegen, und es sind die algebraischen Summen der virtuellen Geschwin-digkeitsproducte nach den Richtungen der Krafte jede fur sich = 0, so sind die Krafte mit einan-der im Gleichgewicht.





Denn die algebraische Summe der virtuellen Geschwindigkeitsproducte kann = 0 sein, sowohl weil die virtuelle G. nach der Richtung der Mittelkraft = 0 oder die Mittelkraft selbst = 0 ist. Fur die angenommenen virtuellen G. des ma-teriellen Punkts an sich konnen aber die ihnen entsprechenden virtuellen G. nach der Richlung der Mittelkraft nicht beide zugleich = 0 sein, weil sonst beide erstgenannten virtuellen G. auf der Richtung der Mittelkraft normal sein mufsten, welches nicht moglich ist, weil beide virtuellen G. nicht in einer geraden Linie liegen; mithin mufs nach den Bedingungen des Satzes die Mittelkraft selbst = 0 sein, d. h. die Krafte halten einander das Gleichgewicht.

	
	
25.    Wirken aufeinen materiel-len Punkt drei Krafte, deren Richtun gen nicht in einer E bene lie -gen und nimmt man von de m ma -terielle n Punkt ans auf diesen Richtungen Stiicke, die sich wie die nach ihnen wirkenden Krafte verha 11en, constru irt dann zu die-senStucken als Nebenkanten ein Parallelepiped, so ist die durch den materiellen Punkt liegen de Diagonale die Richtung und in dem Verhaltnifs zu den auf den Kraftrichtungen genommenen Stiicken die Grofse der Mittelkraft der dre i Seitenkrafte.





Denn wirken auf den materiellen Punkt A drei Krafte P, Q, S nach den Richtungen AB, AD, AE und sind

P' -. Q •. S = AB-. AD-. AE

so entsteht das Parallelepiped, Fig. 751, und AG ist die Diagonale, welche die Richtung und Grofse der zu den Kraften P, Q, S gehorigen Mittelkraft sein soil.

Die Diagonale AC ist die der Richtung und Grofse nach zu P und Q ge-
[image: ]

horige Mittelkraft B, (s. Satz 10) und es ist

P ■. Q ■. R, = AB ■. AD . AC

Nun gibt diese Mittelkraft R, mit der dritten Seitenkraft S eine Mittelkraft R, welche zugleich die Mittelkraft alter drei Krafte P, Q und S ist, und diese Mittelkraft ist nach demselben Satz 10 die Diagonale AG des Parallelogramms AC EG.

Es ist so mit

P: Q : S : R = AB : A D : AE : AG

	
	
26.    Sind die Richtungen AB, AD, AE gegenseitig auf einander normal, so hat ma n





A G2 = AC2 + A E2 = AB2 + AD2 + AE2 folglich aus der letzten Proportion

R2 = S2+R2=^P2+Q2 + S2

ist z GAB = « ; z GAD= 8; ^GAE = r, so ist


AB = AG cos «; AD = AG cos 3; AE — AG cos y Daher auch fur rechtwinklig unter einander befindliche Krafte

P: Q : S : R = AG • cos « : AG • cos 8 : AG • cos y : A G

= cos a : cos 3 : cos y : 1

woraus P = R • cos a ; Q = R • cos 8; S = R • cos y




Sind also die drei Winkel bekannt, normalen Linien bildet, so erhalt man welche eine Kraft mit dreien unter sich die nach diesen drei Linien gerichteten




IV.



Seitenkrafte zu der gegebenen als Mit-telkraft, wenn man diese mit den Cosinus der Winkel multiplicirt, die zwischen den Richtungen der Mittelkraft und den der drei unter sich normalen Linien statt finden.

Es folgt zugleich, wenn die Seitenkrafte gegeben sind

und da R=VP2+02+82, so sind die Richtungswinkel der Mittelkraft gegen die Seitenkrafte bestimmt und die Mittelkraft auch ihrer Lage nach bekannt.

	
	
27.    Das Parallelepipedum, welches die Grofse und Richtung der Mittelkraft dreier auf einen Punkt wirkende in verschiede-nen Ebenen liegenden Krafte bestimmt, heifst das Parallelepipedum der Krafte.


	
28.    Auf einen materiellen Punkt wir-ken nach beliebigen Richtungen im Raum gegebene Krafte, ihre Miltelkraft nach Grofse und Lage zu bestimmen.





P; P,; P2 ..... seien die gegebenen Krafte, A der materielle Punkt, auf den

Fig. 754.
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sie wirken. Zu Bestimmung ihrer Richtungen nehme man von A aus drei be-liebig gelegene aber unter sich normale Linien AB, AC, AD und bestimme die Winkel, welche jede Kraftrichtung mit diesen Normalen als Richtungsaxen macht, wobei die Winkel von 0 bis 180° gezahlt werden.

Fur die Krafte P; P,... seien die Richtungswinkel mit AB = a; a,... mit AC = 3; 8, ..., mit AD =y; y, ...

Sind zuerst a, 3, y spitze Winkel, so fallt die Richtung der Kraft P innerhalb der Korperecke von den Kanten AB, AC, AD, und liefert nach Satz 26 in drei in diese Kanten fallenden Seitenkrafte zer-legt nach AB die Seitenkraft P cos ct, nach AC die Kraft Pcos^ und nach AD die Kraft P cos y.

1st zweitens a stumpf und sind die beiden andern 3, y spitz, so fallt die Kraft P innerhalb der Ecke DCB’A, die Seitenkrafte von P sind nach AC, AD und AB' gerichtet, die Kraft P bildet mit AB' den Z(180°—«) und diese Seitenkrafte sind also - P cos a, P cos 3 und Pcosy, mit welchen Werthen die Richtungen der Seitenkrafte ausgesprochen sind.

Eben so verhalt es sich, wenn 3 und y stumpf sind, wo dann die subtractiven Vorzeichen andeuten, dafs die Seitenkrafte nach den Richtungen AC und AD' hin liegen. Und so verhalt es sich mit den ubrigen Kraften P,; Pt ... mit den ihnen zugehorigen Winkeln a,; «... 3,; 3, ... y,; 72 ... Man hat demnach mit Zerlegung sammtlicher Krafte die Seitenkrafte nach AB und AB':

± P cos « ± P, cos a, ± P% cos «, ....

nach der Richtung AC, AC

± P cos 3 ± P, cos 3, ± P, cos 8; ± ....

nach der Richtung AD, AD’

± P cos y ± P, cos y, ± P^ cos yt ± ....

Diese drei Summen geben drei Krafte, welche die Mittelkrafte jener Seitenkrafte sind und fur die gegebenen Krafte P; P,; P, ... eingesetzt dieselbe Wirkung ausiiben.

Bezeichnet man diese drei Mittelkrafte mit Q; Q,; Q2, so setzen sich diese wie-der zu einer Mittelkraft R zusammen, welche der den gegebenen Kraften zugehorigen Mittelkraft an Grofse und Richtung identisch ist. Sind die Winkel der Mittelkraft R mit den Axen AB, AC, AD = «‘, ft', y', so hat man

R cos «‘= Q ; R cos 8‘ — Q,’, R cos y’ = Q,

Quadrirt man diese 3 Gleichungen, so hat man

R2 (cos 2a‘ + cos 23‘ + cos ^y1) = Q2+ 0,2 + 0,2                                      (1)

Nun ist nach dem Art. „Korpertrigonometrie“ No. 17 mit Fig. 740, pag.

	
	
36,    der Werth der Klammergrofse = 1, mithin hat man





R^Q^Q^+Q,2

= (Pcos «-|- P, cos «, + .. .)2 + (Pcos 8 + P, cos },+...)2+ (Pcos y + P, cosy,+.. .)’     (2)

Ferner hat man die Richtungswinkel der Mittelkraft R mit den Axen , _ Q _ P cos c + P, cos «,+....

	
,    Q. P.cos 8 — P. cos B, + ....



Cos*‘=n =--------R-------

	
,    O, P cos y — P, cos y, — .... cos y’ = ~ =---——‘---<‘—-- ‘ R             R 29.    Entwickelt man die Quadrate der Polynome von R2, so erhalt man



R? = P2 (cos 2 + cos 28 + cos 2y) + P,2 (cos 2a, + cos 28, + cos 2y,)

+ P,2(cos2«,+cos23, +cos2y,)+ ...+ 2PP, (cos a-cos «, -\-cos [}• cos^, -}-cosy • cosy,)

+ 2PP, (cos a • cos «,+ cos 3 • cos 3, + cos y • cos y2) + ....

+ 2P,P, (coscc, • cos a2 -\-cos p,- cos 3, -\-cosy, • cos y,)+2P,P3 (cos a, • cos «,+...)+...

+2P,P, (cos «, • cos a, +..)....

+.....

+ ^P^P,, (cos «„—1 . cos an + .. •)                                         (1)

Nun ist jede der ersten Klammergro-fsen, die Summe der Quadrate von drei Cosinus enthaltend, nach dem ad 27 ge-dachten Satz = 1, und nach dem folgen-den Satz 18, die Klammergrolsen, welche die Summe der Producte je zweier der drei Cosinus enthalten = dem Cosinus

des Winkels, den die beiden zu ihnen gehorigen Kraftrichtungen mit einander bilden. Bezeichnet man daher den Winkel je zweier solcher Kraftrichtungen mit den neben einander gestellten Kraftzei-chen selbst, so hat man

R2 = 1^ + P2 +P2+.....+ 2PP, cos (PP,) + 2PP, cos (PP^ + ....

+ 2P,P, cos (P^J + .... + 2Pn_r Pn cos (Pn_x P,)


(2)



	
	
30.    Die Mittelkraft mehrerer Sei-ten krafte multiplicirtmit dervir-tuellen Geschwindigkeit des An-griffspunkts der Krafte nach der Rich tung der Mittelk raft istgleich deralgebraischen S umme der Products aus jeder Seitenkraft mul-tiplicirt mit der nach ihr gerich-teten virtuellen Geschwindigkeit des materiellen Punkts.





Der Beweis davon ist wie der No. 21. Bezeichnet auch hier V die virtuelle G. des materiellen Punkts nach der Richtung der Mittelkraft; bezeichnen ferner v; v,; v, .... die virtuellen G. desselben Punkts nach den Richtungen der Krafte P; P,; P2 ... so erhalt man die Schlufs-gleichung

VR = vP + v,P, + v2 P2 + .... vnPH

	
	
31.    Bei derselben Bezeichnung der Krafte und deren Richtungswinkel sind die auf einen materiellen Punkt wirkenden Krafte im Gleichgewicht wenn





P cos c + P, cos a, + P2 cos a,+.. =0

P cos B + P, cos B, + P2 cos 82 + ... = 0

P cos y -p P, cos y, + P2 cos y, + .,. = 0

Denn nach No. 28 sind die drei = gesetzten algebraischen Summen die nach den drei gewahlten Axen gerichteten Mit-telkrafte der nach diesen Axen in Seiten-krafte zerlegten gegebenen Krafte P- P,-, P2..; sind also mit den gegebenen Kraf-ten gleichgeltend, und es kann bei diesen nur Gleichgewicht bestehen, wenn es unter diesen drei Mittelkraften besteht. Da sich nun drei Krafte, deren Richtungen nicht in einerlei Ebene liegen, (s. Satz 24) nach dem Parallelepipedum der Krafte zu einer Mittelkraft zusammen setzen, so kann das System nur im Gleichgewicht sein, wenn diese Mittelkraft = 0, wenn also jede der algebraischen Summen von je in einerlei geraden Linie wirkenden Seitenkraften = 0 ist.

	
	
32.    Krafte sind im Gleichgewicht, wenn deren Mittelkraft = 0 ist- daher kann man das Gleichgewicht auch ausdriicken, wenn man in No. 29, Gleichung 2, R = 0 setzt. Folglich besteht das Gleichgewicht zwi-schen den gegebenen Kraften, wenn die algebraische Summe aus den Quadraten dieser Krafte und den doppelten Pro-ducten je zweier derselben mit dem Cosinus ihres Richtungswinkels = 0 ist.





Diese Bedingung begreift die drei Bedingungen No. 31 in sich, denn jene al-

gebraische Summe ist wie No. 29, Gleichung 1 und No. 28, Gleichung 2 besagt (Pcos a + P, cos «, + .. )2 + (P cos 8 + Pt cos 8,+ ...)2+(Pcosy+P,cosy,+...)2 so dafs also jedes einzelne der drei Glieder = 0 sein mufs.

III. Statik der materiellen Ebenen.

	
	
33.    Wirken auf z wei Punkte eine r Ebenezwei Krafte, deren Richtun-gen + laufen, so ist ihre Mittelkraft die Summe oder der Unter-schied der Seitenkrafte, je nach-dem sie nach einerlei oder nach entgegengesetzten Sei ten gerich-tet sind, die Richtung der Mittelkraft ist denen der Seitenkrafte + und theilt die Verbi nd ungs linie der beiden An griffs punkte derge-st alt, dafs jede Kraft dem Theil der Verbindungslinie proportional ist, der zwischen den Richtungen der beiden ubrigen Krafte be-griffen ist.





Sind A und B die beiden materiellen Punkte, auf welche die Krafte P und Q

Fig. 755.
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nach den parallelen Richtungen AP und BQ wirken, so bringe nach den Verlan-gerungen der Linie AB nach AH und BJ zwei gleich grofse Krafte p, p an, so werden dadurch nach Satz 2 die Wir-kungen der Krafte P und Q nicht gean-dert. Nun kann man aber die auf den Punkt A wirkenden Krafte P und p (nach No. 10) zu einer Mittelkraft zusammen setzen; deren Richtung sei AE, und eben so die auf B wirkenden Krafte Q und p zu einer Mittelkraft, die nach BF gerich-tet sein moge. AE und BF verlangere man ruckwarts bis sie sich in G schnei-den und wo sie nach No. 4 mit ungeiin-derten Richtungen wirkend gedacht werden konnen. Zieht man nun durch G eine Linie CD ^ AB und verlangert PA und QB bis in die Linie CD, zerlegt ferner die in dem Punkt G nach GE und

GF wirkenden Krafte nach den Richtungen GC, GD und GK^CP^DQ, nam-lich die Kraft GE nach GC und GK und die Kraft GF nach GD und GK, so sind die beiden nach GC und GD zerlegten Seitenkrafte —p, die sich einander das Gleichgewicht halten; es bleiben daher nur die nach GK zerlegten Krafte = P^Q = R ubrig.

Nun ist wegen des Parallelogramms der Krafte

	
p    : P= CG-. GK= AK: GK



und Q^p = GK : GD=GK: BK

woraus P -. Q ■. 11 = BK AK. AB

Hieraus folgt umgekehrt, dafs eine Kraft R nach zwei mit ihr parallelen Richtungen in zwei Seitenkrafte sich zer-legen lafst, deren Summe gleich der Kraft II, und die sich umgekehrt verhalten, wie die Stiicke, die zwischen ihren Richtungen und der Kraft R auf einer Linie begriffen sind, welche die Krafterichtun-gen schneidet.

Sind nun zweitens die Krafte P und Q parallel und entgegengesetzt gerichtet (Fig. 756) und ist Q > P, so kann man Q als die Mittelkraft zweier Krafte P' und R ansehen, wo P’ der Kraft P = und gerade entgegengesetzt ist, die andere R aber die verlangerte AB in einem Punkt C durchschneidet, dergestalt dafs

Q : P' :R = AC -.BC -.AB

Nun ist P'= P, folglich halten sich P und P das Gleichgewicht; es bleibt daher statt der ursprunglich gegebenen Krafte P und Q nur R als ihnen gleich-geltend ubrig, wenn man statt Q ihre beiden gleichgeltenden Seitenkrafte P' und R einsetzt. Mithin ist R die Mittelkraft zwischen P und Q und weil Q = P + R = P+ R, so ist R = Q - P.

Verwandelt man die Proportionen des Satzes in Producte der aufseren und der Mittelglieder, so erhalt man ad 1, Fig. 753

BK’ R = AB • P

AK - R = AB-Q

ad 2, Fig. 756-

AC’ R = AB’ Q

hieraus AC =2 AB = -^—pAB

ist Q = P, so ist AC = %A B=c; d.h.
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Es fin det in diesem Fallkeine Mit-telkraft statt.

	
34    Erkla.ru ng. Zwei gleiche parallel und entgegengesetzt wir-kende Krafte heifsen ein Krafte-paar, das Product zwischen einer derselben und i h r e m Abstande heifst das Moment des Kra ft epaars. Fig. 757 ist P — P ein Kraftepaar; ist CG = a normal auf P und P’, also deren Abstand, so ist CG x P= aP das Moment von P — P.


	
35 . Zwei gleiche und parallel entgegengesetzte Krafte konnen mit einer dritten Kraft nicht im Gleichgewicht sein.



Denn sind AB und CD die beiden pa-

Fig. 757.
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rallelen Richtungen der gleichen Krafte P und — P, und es ware moglich, dafs eine Kraft Q nach irgend einer in derselben Ebene befindlichen Richtung EF den beiden Kraften das Gleichgewicht hielt, so lafst sich eine Linie DH + der Linie EF ziehen, die also dieselbe Lage wie EF gegen beide Krafte P und — P hat, und es mufste ebenso gut eine Kraft Q nach der Richtung DH wirkend, mit P und — P im Gleichgewicht sein. Bringt man nun in der Linie DH zwei Krafte Q' und Q" an, jede = Q und entgegengesetzt wirkend, so wird das Gleichgewicht wie vorher bestehen. Nun mufste aber, wie eben gesagt, auch Q' den Kraften P und — P das Gleichgewicht halten, und folglich miifsten Q und (" mit ein-ander im Gleichgewicht sein. Beide sind aber + und nach einerlei Richtung, folglich haben sie nach No. 33 eine Mittel-kraft = 20 , es kann mithin eine einzige Kraft wie 0 oder Q’ den beiden Kraften P und - P nicht das Gleichgewicht halten.

Ebenso wird der Beweis gefiihrt, wenn die Kraft Q aufserhalb der Ebene der Krafte P und - P liegend angenommen wird.

	
36    Aus dem vorigen Satz folgt un-mittelbar, dafs zwei gleiche und entgegengesetzte Krafte keine Mittelkraft haben, denn gabe es eine solche, so wiirde die ihr gleiche und entgegengesetzt wirkende Kraft beiden Kraften das Gleichgewicht halten, welchem Satz 35 widerspricht (ist auch No. 34 ana-lytisch nachgewiesen).


	
37 . Die Mittelkraft aus mehreren in einer Ebene und parallel wir-kenden Kraften ist die algebrai-sche Sum me aller Seitenkrafte und das Moment der Mittelkraft = der algebraischen Summe der Mo-mente der Seitenkrafte, wenn man diejenigen Krafte mit entgegen-gesetzten Vorzeichen in Rechnung bringt, welche nach entgegenge-setzten Seiten gerichtet sind, und eben so die Vorzeichen der vom Momentenpunkt auf entgegengesetzte nSeitenliegendenAbstande entgegengesetzt nimmt.



Denn es seien

	
1. zwei nach einerlei Seite gerichtete Krafte P und Q, so nehme man in der Ebene deren Richtungen aufserhalb derselben einen Punkt M zum Momentenpunkt , ziehe von M aus auf die Richtungen eine winkelrechte Linie, welche dieselben in A und B schneidet, so hat man die Mittelkraft R beider Krafte den-selben parallel, = P+Q und deren Lage ist nach Satz 34 zwischen A und B in C der Art, dafs AC • R = AB • Q oder



BC • R = AB • P

Aus R = P A Q

folgt AM . R^ AM - P A AM • Q hierzu AC • R = AB • Q

gibt (A C + A My R = AM-PA(.ABAAMpQ

Oder CM • R = AM • PABM Q (1)

Nimmt man den Momentenpunkt M’ zwischen beiden Kraften P und Q, so hat man, weil R = P + Q

Fig. 758.
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MM’ . R = MM’ • P + MM' • Q (2)

Diese Gleichung von Gleichung 1 ab-gezogen gibt

(CM - M'M) • R

	
= (AM - M'M) • P + (RM - M'M) • Q Oder CW -R = - AM’. P^BM’ • Q



Das Moment der Mittelkraft ist also = der algebraischen Summe der Momente der Seitenkrafte; die Abstande, welche auf entgegengesetzten Seiten des Momen-tenpunkts liegen, entgegengesetzt in Rech-nung gebraent.

Wird der Momentenpunkt M’ in C ge-nommen, so ist MC = MM' und CM’ = 0, mithin nach Gleichung 2

	
0 = - AC • P + BC. Q



	
D. h. Fur einen in der Richtung der Mittelkraft gelegenen Momentenpunkt ist die algebraische Summe der Momente der Seitenkrafte = 0.



Liegt der Punkt M' zwischen B und C, so wird M’M > CM und dann wird CM — M’M = — CM'. Man hat also fur diesen Fall

	
- CM’ • R = - AM’ • P+BM' -Q


	
2.    Sind zwei Krafte P, Q + nach entgegengesetzten Seiten gerichtetund nimmt man aufserhalb beider Krafte in deren Ebene einen Momentenpunkt M, zieht von diesem auf die Richtungen der Krafte

Fig. 759.
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eine Normale, welche die Krafte P und Q in A und B schneidet, so hat man, wenn Q > P, die Mittelkraft R = Q — P und die verlangerte MB schneidet deren Richtung in einem Punkt C, so dafs AC- R = AB- Q

kusR = Q-Pio^          (3)

AM -R = AM -Q- AM-P

hierzu AC - R = AB - Q

gibt addirt

CM- R = BM- Q AM-P (4)

D. h. das Moment der Mittelkraft ist = der algebraischen Summe der Momente beider Seitenkrafte, wenn man die der grofseren Kraft Q entgegengesetzt wir-kende Kraft P subtractiv in Rechnung bringt.

Nimmt man einen Momentenpunkt M’ zwischen den Kraften P und Q, so hat man aus Gleichung 3

MM’ • R = MM' • Q - MM’ - P

Diese von Gleichung 4 subtrahirt gibt


oder



(CM - M’M) • R = (BM - M’M) • Q - (AM - MM') • P CM’ - R = BM’ - Q + AM' - P

Hier erscheinen die Krafte Q und R additiv, die ihnen entgegengesetzt ge-richtete Kraft P subtractiv, die Abstande BM’, CM' additiv, der ihnen vom Momentenpunkt aus entgegengesetzt lie-gende Abstand AM’ subtractiv in Rech-nung gebracht.

1st Q<P, so ist R=P— Q. Behalt man aber die Gleichung R = Q — P = — (P—Q), so gibt das subtractive Vor-zeichen an, dafs die Mittelkraft in diesem Falle der zuerst betrachteten Kraft Q entgegengesetzt gerichtet ist. Nimmt man nun zuerst den Momentenpunkt M aufserhalb der Richtung aller drei Krafte und verlegt ihn dann beliebig innerhalb der Richtungen, so erhalt man auf die-selbe Art wie zuvor die Gleichheit zwischen den Momenten der drei Krafte, in sofern man die Vorzeichen der darin vor-kommenden Grofsen wie im ersten Fall bestimmt. In alien Fallen also, wo auch der Momentenpunkt angenommen werden mag, hat man allgemein die beiden Glei-chungen

R — P+Q

CM . R = AM -P + BM • Q

	
	
3.    Sind mehrere Krafte P, P’, P" ... ich einerlei Seite gerichtet und sind





o, a\ a"... die Abstande ihrer Richtungen von irgend einem Momentenpunkt M, ist R die Mittelkraft sammtlicher Krafte, r ihr Abstand von dem Momentenpunkt, so hat man allgemein

R =P+P+p"’ + ...

rR = aP+ a’P' + a"P" +

sofern man diejenigen Abstande subtrac-tiv nimmt, die gegen den Abstand a auf entgegengesetzter Seite des Momenten-punkts liegen.

Dann ist R' die Mittelkraft von P und P', R" die "Mittelkraft von R' und P" u. s. w. und sind die den Mittelkraften zu-gehbrigen Abstande r’, r"..., so hat man aus 1)

R' = P+P’

R" = R' + P" = P +P' + P”

R'" = R" +P'" =P + P' -\-P" + P’" u. s. w.

Ferner

r'R’ = aP+a'P'

r"R” = r’R’ + a”P" = aP + a'P' + a"P”

U. S. W.

	
	
4.    Sind von den Kraften P, P', P"... mehrere + entgegengesetzt gerichtet, so nimmt man zuerst die nach einerlei Seite und dann die nach der entgegengesetzten Seite hin gerichteten Krafte. 1st R’ die Mittelkraft der ersteren, r‘ deren Abstand vom Momentenpunkt, R" und r" diesel-ben Grbfsen fur die entgegengesetzten Krafte, so hat man fur das ganze System





R = R' + R"

rR = r'R’ + r”R"

	
	
38.    Zwei gleiche ehtgegenge-setzte parallelo Krafte bleiben in ihrer Wirkung ungeand'ert, wie ihre Richtungen in derEbene liegen mbgen, wofern nur der Abstand derselben von einander un-geandert bleibt.





Denn es sei AB der Abstand der bei-den Krafte P und - P. Ist C die Mitte von AB, und man nimmt

	
1.    die geanderte Lage des Abstandes DE durch die Mitte C von AB, so ziehe durch C eine beliebige gerade Linie DE, mache CD = CE = CA, also DE=AB. In D und E bringe man normal auf DE gerichtete Krafte an, die alle einander gleich und = P sind, und je zwei und zwei in entgegengesetzten Richtungen, auf D und E die Krafte P und - P und die Krafte — P” und P", so werden die Wirkungen der urspriinglichen Krafte P und— P nicht geandert. Verlangert man die Kraftrichtungen D (— Pl) und B (— P) bis zu ihrem Durchschnittspunkt F, so kann man beide Krafte — P und — P"

Fig 760.
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mit ungeanderten Richtungen in F wir-kend annehmen (Satz 4), wo beide zu einer Mittelkraft vereinigt werden kbn-nen, die, weil P=P”, den Z_DFB hal-birt (Satz 7); d. h. die nach der Linie CF gerichtet ist.

Eben so geben die Krafte + P und + P", beide mit ungeanderten Richtungen in dem Punkt G angebracht, eine nach CG gerichtete Mittelkraft, die mit CF in einerlei gerade Linie fallt, weil CF den Z.BCD und CG den ^ACE halbirt.

Da nun = P = F P", so sind auch beide Mittelkrafte einander gleich, gerade entgegengesetzt gerichtet, mithin heben sie sich einander auf, und folglich heben sich einander auf oder halten einander das Gleichgewicht die vier Krafte P, — P, P" und — P" und die Wirkung der iibrigen beiden Krafte P' und — P' haben mit den urspriinglich gegebenen beiden Kraften P und — P dieselbe Wirkung.

Hieraus geht hervor, dafs man den Abstand AB um seine Mitte in der Ebenebeliebigherumdrehenkann, ohne dafs die Wirkung der Krafte dadurch geandert wird.

Man kann aber auch beiden Kraften in derselben Ebene eine beliebige Lage geben, ohne dafs ihre Wirkung geandert wird, wenn nur ihr Abstand dem ersten Abstand = bleibt.

Nimmt man

	
2.    den neuen Abstand DE^AB, so setze auf die Endpunkte D und E, normal DE zwei Paar einander entgegenge-setzte und der Kraft P gleiche Krafte

Fig. 761.
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— P', P'’ und P’, — P", so werden durch diese neu hinzugekommenen Krafte die Wirkungen der ersten Krafte nicht ge-andert. Nun ziehe die beiden Geraden AD und BE, so schneiden sich dieselben als Diagonalen eines Parallelogramms in ihrem beiderseitigen Halbirungspunkt C. Die beiden gleichen Krafte P und P" in A und D lassen sich also zu einer durch C gerichteten, mit P und P" parallelen Mittelkraft = 2P zusammensetzen. Eben so setzen sich die beiden Krafte — P und — P" zu einer durch C mit ihnen + gerichteten Mittelkraft — 2P zusammen.

Aus den vier zuletzt betrachteten Kraf-ten entstehen also zwei gleiche und ge-rade entgegengesetzt gerichteten Krafte 2P und — 2 P, die nun mit einander im Gleichgewicht sind und die also aus dem System hinweggenommen werden kon-nen, ohne dafs die urspriinglich gegebene Wirkung gestort wird. Da nun bei sol-cher Hinwegnahme die beiden Krafte P' und — P’ iibrig bleiben, so wirken diese eben so wie die zuerst gegebenen Krafte P und — P, womit der Satz erwiesen ist.

Nimmt man

	
3.    eine in derselben Ebene mit AB be-findliche ihr gleiche Linie D'E' mit den der Kraft P gleichen Kraften P, — P,, so drehe diese Linie um deren Mitte F in die der AB parallele Lage DE, so ist nach dem ersten Theil des Satzes das an DE befindliche Kraftepaar mit dem an D'E' befindlichen gleichgeltend; dieses aber nach dem zweiten Theil gleichgeltend mit dem an AB befindlichen Kraftepaar, folglich das Kraftepaar an D’E' gleichgeltend mit dem an AB und somit der Satz als allgemein gultig er wiesen.



	
39.    Zwei Kraftepaare in einerlei Ebene wirkend sind gleichgeltend, wenn das Product aus dem Ab-stand des einen Paars und einem seiner Krafte dem Pro duct derselben Factoren des anderen Paa res gleich ist, und beide Paare nach derselben Seite hin nachDrehung wirken; d. h. ube rein sti mmend ge-richtet sind; oder diese Producte, Momente der Paare genannt, wenn ihre Momente gleich sind.



Denn es, sei AB (Fig. 762) der Abstand des einen Kraftepaars P und — P, CD der Abstand des anderen Q und — 0 und AB x P = CD x Q. Bringt man an die Krafte Q und - Q die ihnen gleichen Krafte Q’ und — Q' entgegengesetzt, so sind diese 4 Krafte im Gleichgewicht, und es bleibt fur die Wirkung in der Ebene nur das Kraftepaar P und — P.

Verlangert man nun AB bis E, so dafs BE = CD, so kann man nach No. 38, 3 das Paar Q' und — Q' so verlegen, dafs ihr Abstand BE ist; dann sind P und Q' nach einer und — P und — Q' nach der anderen Seite gerichtet. Da nun Q' = Q, BE= CD,\mdAB • P=CD. Q = BE-Q’, so geht (nach Satz 37) die Mittelkraft von P und Q' durch B, ist + P und Q’ und — P ^ Q'. Dieser nun wirken gerade entgegengesetzt die Krafte — P;— 0‘=-(P+ 0‘), folglich sind die vier Krafte P, - P, Q‘, — Q’ im Gleichgewicht, andern die Wirkung der an CD befindlichen Krafte Q und — Q nicht, und folglich ist die Wirkung der Krafte P und — P an AB = der Wirkung des an CD zuruckgebliebenen Kraftepaars Q und - Q.

Fig 762.
[image: ]


	
40.    Zwei Kraftepaare in einerlei Ebene sind einem Paare gleich-geltend, dessen Moment die al-gebraische S u mme der Momente beider ersten Paare ist, wenn man bei gleichen Richtun gen der Krafte die Momente additiv, bei entge-gengesetztenRichtungen aberdas eine Moment subtractiv in Rech-nung bringt.



Es seien P und - P an AB = a das eine Paar, Q und — 0 an CD — b das andere Paar; alsdann kann man nach dem vorigen Satz statt des letzten Paa-res ein gleichgeltendes Q‘ und — Q‘, un-ter dem Abstand AB = a anbringen, wenn a . Q’= 60, und das neue Paar an AB ist mit dem Paar P und — P in densel-ben geraden Linien wirkend.

Sind diese beide Paare gleich gerichtet, so vereinigen sie sich zu einem Krafte-paare R und - R, wo R = PiQ'; sind dagegen beide Kraftepaare entgegenge-setzt gerichtet, so entsteht aus ihnen ein Kraftepaar R und - R, wo R — P- Q' also — R = — (P— Q‘). Man hat also in beiden Fallen R — P ± Q' oder da Q‘=b9; RP5Q a               a oder aR — aP^bQ.

	
41.    Sind mehrere Kraftepaare P- P; P — P'; P" — P" ... unter den Abstanden a, a', a".... wirkend, so vereinigen sich dieselben zu einem Kraftepaar R — R unter dem Abstand b, so dafs



bR = aP+a'P’ + a"P" ......

Dann ergibt sich aus 2 Paaren P— P und P’— P' das Paar R‘ — R' unter dem Abstand b, so hat man bR' = aP-\- a'P'. Das Paar R' — R' vereinigt sich wieder mit dem Paar P" — P" zu einem Paar R" — R" unter demselben Abstand b und es ist

bR" = bR' A a"P" = aPA a'P1 A a"P"

U. S. W.

	
42.    Mehrere in einer Ebe ne wirkende Kraftepaare halten einan-der das Gleichgewicht, wenn die algebraische S u m m e i h re r M o -mente =0 ist.



Denn die gegebenen Kraftepaare sind nach dem vorigen Satz einem Kraftepaar gleichgeltend, dessen Moment der alge-braischen Summe der Momente jener Paare gleich ist. Ist nun diese algebraische Summe = 0, so ist auch das Moment jenes Mittelpaars = 0, und da dessen Hebelsarm = b, so ist R = 0 und — R = 0. Oder augenfallig dargestellt: Wenn sammtliche unter verschiedenen Abstanden gegebene Kraftepaare auf den Abstand b reducirt werden, so heben sich in jedem der beiden Endpunkte die dort-hin reducirten Krafte einander auf, indem in jedem Endpunkt die nach einer Richtung hinfallenden Krafte den ihnen ge-rade entgegengesetzt wirkenden Kraften gleich sind.

	
43.    Mehrere in ei n er Ebe ne + ge-richteten Krafte sind mit einan-der im Gleichgewicht, wenn die algebraische Sum me derselben so w i e die a 1 g e b r a i s c h e S u m m e i h r e r Momente in Beziehung auf irgend einen in der Eben e befindlichen P u n k t, jede fur sich = 0 ist, so-fern man die nach entgegenge-setzten Seiten gerichteten Krafte und ihre auf entgegengesetzten Seiten des Momentenpunkts befindlichen Abstande mit entgegengesetzten Vorzeichen in Rech-nung bringt.



Fig. 763 sind die vier Krafte P; P,; P, ; P, angenommen und der Momenten-punkt M zwischen den Kraften P, und P,. Parallel diesen Kraften denke man sich in M zwei gleiche entgegengesetzt wirkende Krafte P’ und — P' - P und

Fig. 763.
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— P angebracht, so bleibt die Wirkung der gegebenen Krafte dieselbe; man er-halt aber ein Kraftepaar P und — P' in A und M unter dem Abstand AM = a und zugleich in M eine mit P gleiche und gleich gerichtete Kraft P'.

Auf eben dieselbe Art lassen sich die Krafte P’; P1-, P% ..-. in gleiche und in M gleich gerichtete Krafte P,'-, P^-, P3'... und in Kraftepaare P, — P,'-, P, — P3'; P, — P,’ unter den Abstanden BM = a,-, CM = a2 \ DM = a3 verwandeln.

Man erhalt hierdurch in dem Momen-tenpunkt M die gegebenen Krafte unter den gegebenen Richtungen in einerlei graden Linie wirkend vereinigt, und aufser-dem so viele Kraftepaare als gegebene Krafte. Diese Kraftepaare lassen sich nun nach dem vorigen Satz zu einem einzigen Kraftepaar vereinigen, dessen Moment dann gleich ist der algebraischen

Summe der Momente sammtlicher con-struirten Paare.

Ware nun die Mittelkraft und das zu-sammengesetzte Kraftepaar wirklich vor-handen, so konnte nach Satz 35 kein Gleichgewicht sein; eben so wenig kann Gleichgewicht sein, wenn die in M wir-kende Mittelkraft allein = 0 oder das zu-letzt erhaltene Kraftepaar allein = 0 ist, weil im ersten Fall ein Kraftepaar, im zweiten Fall eine Mittelkraft existirt.

Demnach hat man als Bedingung des Gleichgewichts fur parallel in einerlei Ebene gerichtete Krafte.

	
1.    Die Krafte mit ungeanderten Richtungen auf einen Punkt an -gebracht miissen einander aufhe-ben, d. h. die algebraische Summe der Krafte mufs =0 sein.


	
2.    DiedurchVerlegungderKrafte auf einen Punkt entstehenden Kraftepaare miissen fiir sich im Gleichgewicht sein, d. h. die algebraische SummeihrerMomente mufs = 0 sein.



Bringt man nun samnitliche Kraftepaare auf den Abstand AM, so haben die Paare P—P und P^ — P^ einerlei Richtung, die Paare P, — P, und P, — P, die ihnen entgegengesetzte Richtung.

Demnach ist das Moment des aus ihnen zusammengesetzten Kraftepaars

= aP— a,P, — a1P1 + a,P,

Uebrigens ersieht man aus der Figur, dafs die Richtungen der Krafte P, und P, den Richtungen der Krafte P und P, entgegengesetzt sind. Eben so sind die Abstande a, ; a, den Abstanden a und a, entgegengesetzt. Die Regel heifst nun, dafs man die Momente nach den Vor-schriften der Bnchstabenrechnung bildet, indem man die entgegengesetzt liegenden Krafte und Abstande als subtractiv in Rechnung bringt. Verfahrt man nach dieser Regel, so hat man nicht nothig die Kraftepaare auf einen und denselben Abstand zu reduciren. Fig. 763 enthalt alle Falle, welche in Hinsicht auf Lage von Kraften vorkommen konnen, und der Satz ist also allgemein gultig erwie-sen.

	
44.    Beliebig in einer Ebene gerichtete Krafte sind mit einander im Gleichgewicht 1. wenn die Krafte auf einen Punkt mit un-ver anderlichen Richtungen ange-bracht, einander das Gleichgewicht halten und 2. wenn die algebraische Summe der Momente der in ihren urspriinglichen Richtungen befindlichen Krafte in Be-ziehung auf einen beliebigen in derselben Ebene genommenen Mo-mentenpunkt =0 ist, sofern die entgegengesetztgerichtetenKraf-tebeiderMomentenbildungentge-gengesetzt in Rechnung gebracht werden.



Es sei M der Momentenpunkt fiir die Kraft P; P,-, P, ... unter den Abstanden a-, a,; a, ... Zerlegt man nun nach dem vorigen Satz jede der Krafte in eine ihr gleiche und durch den Momentenpunkt
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ihr + gerichtete Kraft und in ein Kraftepaar unter dem jeder Kraft zugehori-gen Abstande von M, so erhalt man die den gegebenen Kraften gleiche und parallel in M wirkende Krafte und die Kraftepaare, deren Momente = aP-, a,P,-, atPt .... sind.

Sollen also die Krafte P-, P,-, Pt ... mit einander im Gleichgewicht sein, so miissen

	
1.    nach Satz 15 die auf den Punkt M reducirten Krafte im Gleichgewicht sein; sie durfen namlich keine Mittelkraft liefern ;


	
2.    mufs nach Satz 43 die algebraische Summe ihrer Momente aP + a,P, + a,P, .... = 0 sein.


	
45.    Die Bedingungen des Gleichgewichts zu linden fur Krafte, die nach beliebigen Richtungen in einer und derselben Ebene sich befinden.



Zu allgemeiner Untersuchung und Auf-findung des allgemeinen Gesetzes fiir die Bedingung sind Fig. 765 vier Krafte ge-nommen, welche nach Richtungen wir-ken, die in den vier verschiedenen Qua-dranten belegen sind. Die Angriffspunkte der Krafte P-, P,-, P^-, Ps sind mit m; m,; m,; m, bezeichnet.

MX, MY sind zwei unter sich normale Coordinatenaxen und deren Durchschnitts-
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tenkrafte nehmen, und da es gleichgultig ist, in welchem Punkt ihrer Richtung eine Kraft angreift, so kann man den Angriffspunkt jeder einzelnen Seitenkraft in demjenigen Punkt der Axe annehmen, in welchem die Richtung der Seitenkraft dieselbe schneidet.

Fur die + mit MX gerichte-ten Seitenkrafte Pcos a; P,cos ct, ... sind dann deren Abstande von M die Ordinaten y; y,...’, fur die mit MY + gerichteten Pcos fl, P,cosPt... sind deren Abstande von M die Abscissen x; x,.....

Folglich sind die Momente der ersten dieser Seitenkrafte y Pcos « + y, P, cos ft, u. s. w. und die der letzten Seitenkrafte punkt M der Anfangspunkt der Coordi- xP cos 3 + x,P, cos 8, u. s. w.

naten, dutch welche die Lagen der An-   Sind nun c, B spitze Winkel und be-griffspunkte mit Hulle der von denselben trachtet man die Seite nach welcher die auf MX gefallten Lothe mA — 33 m,A, Seitenkraft Pcos a in Beziehung auf den

= y, u. s. w. und der Abscissen MA =x; Punkt M gerichtet ist (in der Figur die MA, = x, u. s. w. bestimmt werden. Drehung um M von links nach rechts

Um die Lagen der Krafte zu bestim- oberhalb M oder von Y rechts nach X men, ziehe man aus jedem der Angriffs- hin) als positiv, so ist die Richtung der punkte Parallelen mit MX und MY und Kraft Pcos B der ersteren entgegenge-bezeichne die Winkel zwischen den Kraft- setzt, also negativ; namlich von A aus richtungen und den ersten dieser Paral- links uber M oder von X links nach Y lelen mit a; «,; «,; «, . . und die zwi- hin. Demnach ist die algebraische Summe schen den Kraftrichtungen und den zwei- der Momente dieser beiden Krafte ten Parallelen mit B; 3,; 32; Pa ...;        = yPcos a ~ xPcos fl sammtliche Winkel bis 180° gemessen. In der Figur ist a, stumpf, 8, spitz.

Zerlegt man nun jede Kraft + mit den Demnach ist die Kraft P, cos a, der Kraft Coordinatenaxen, so erhalt man + mit Pcos « entgegengesetzt, folglich mufs das der Axe der X die Seitenkrafte P cos «; Moment y, P, cos n, subtractiv in Rech-P, cos «, u. s. w. und = mit der Axe der nung kommen. Dieses subtractive Vor-Y die Seitenkrafte Pcos 3; P, cos fl, u. zeichen ergibt sich aber schon von selbst s. w., und je nachdem diese Ausdrucke fur einen stumpfen Winkel; das Moment positiv oder negativ sind, haben diese der Kraft P, cos 8, ist wie das von P cos 3 Seitenkrafte die Richtung nach den Axen subtractiv, mithin hat man die algebra oder deren Verlangerungen.             ische Summe der Momente der bis jetzt

Bringt man nun diese Seitenkrafte mit betrachteten vier Krafte ungeanderten Richtungen auf den Punkt =yPcosa-xPcosfl+ylPlco3a,-x,P,cos fl, M, so erhalt man zwei Systeme von Kraf- Man ersieht, dafs Pt cos a, der Kraft ten, deren jedes nach einer der Axen P cos « entgegen wirkt, aber a, ist stumpf oder nach deren ruckwartiger Verlange- und cos «, an sich negativ. P, cos &, rung gerichtet ist. Nun findet aber fur wirkt wieder mit der Kraft Pcos « uber-diese beiden Systeme nur Gleichgewicht einstimmend, aber «, ist auch spitz und statt, wenn es in jedem von beiden fur demnach cos «3 positiv. Man hat dem-sich statt findet; folglich ist die erste nach fur alle Lagen der Krafte P-, P,-, Pt... Bedingung des Gleichgewichts            die Seitenkrafte Pcos a; P, cos a,.... po-

	
I.    Pcos ct + P, cos «, + .... = 0 sitiv zu nehmen.


	
II.    Pcos 3 + P, cos 3,+....= 0           Desgleichen ersieht man, dafs die Sei-



Um die dritte Bedingung des Gleich- tenkraft P2 cos 82 der Kraft P cos 8 ent-gewichts, namlich die Momentengleichung gegen wirkt, es ist aber auch 3 spitz und zu erhalten, kann man statt der gegebe- 32 stumpf; das Entgegengesetzte wird nen Krafte deren so eben gefundene Sei- also durch die beiden Cosinussen zukom-

menden entgegengesetzten Vorzeichen aus-gedriickt. Dasselbe findet mit der Kraft P, cos 3, statt. Demnach hat man fur alle Lagen der Krafte P; P,; P2 u. s. w.

die Seitenkrafte P cos ft; P,cos^, u. s. w. subtractiv in Rechnung zu bringen. Die allgemeine dritte Bedingungsgleichung fur das Gleichgewicht der Krafte ist demnach

	
III P (y cos « — a cos P) + P, ^/, cos a, — x, cos P.) +.....= 0



Anmerk. Bei Aufstellung der Mo-mentengleichungen sind sowohl die Ab-scissen als die Ordinaten auf einerlei Seite der Coordinatenaxen genommen. Liegt eine Ordinate auf der entgegengesetzten Seite der Axe, wahrend die Kraft dieselbe Richtung behalt, so erhalt das Moment dieser Kraft das entgegengesetzte Vorzeichen, weil die Kraft die entgegengesetzte Wirkung thut, indem sie in Be-ziehung auf den Momentenpunkt die entgegengesetzte Drehung verursacht.

	
	
46.    Die in der Momentengleichung III. des vorigen Satzes vorkommenden bino-mischen Factoren sind die Abstande der ihnen zugehorigen Kraftrichtungen vom Momentenpunkt M , welche in Satz 44, Fig. 764, mit a-, a,; a^ bezeichnet sind und zugleich bestimmt der Vorzeichen

Fig. 766.
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jedes der Factoren die Richtung der Kraft in Beziehung auf den Momentenpunkt.

Um dies nachzuweisen, sei Fig. 766 der

Theil der Figur 766, der sich auf die eine Kraft P bezieht, so ist

Am cos /^mAb = y cos « = Ab

A M cos / MAb = a cos 8 = Ac

Mithin y cos a — x cos 3 = Ab — Ac = be = Md = dem Abstande der Kraft P von dem Momentenpunkt M.

	
	
2.    Liegt M auf der entgegengesetzten Seite der Richtung von P, z. B. in M' und ist M'Y' die Ordinatenaxe, so bleibt Ab = y cos a.





Nun ist aber AM' = x’

und AM' cos z_AM'e = AM’ cos 8 = M’e folglich y cos a—x’ cos 3 = Ab — M'e— - M 'f

Es hat aber die Kraft P gegen den Momentenpunkt M' das Bestreben zur entgegengesetzten Drehung im Vergleich gegen den Punkt M und demnach mufs das Moment M'exP selbst negativ in Rechnung kommen, folglich bestimmt das subtractive Vorzeichen des Abstandes, nach den Regeln der Buchstabenrechnung angewendet, das erforderliche Vorzeichen des Moments.

	
	
3.    Sind beide Winkel « und 3 stumpf (Fig. 765 bei P2), so bleiben die Abstande der Kraft von den Punkten M oder M' dieselben, allein die Richtung der Kraft P, ist der der Kraft P entgegengesetzt, folglich sind auch beide Bestrebungen zur Drehung um diese Momentenpunkte einander einzeln entgegengesetzt. Demnach wird fur P2 der Abstand Md negativ, der Abstand M’e positiv.





Dies ergiebt sich auch aus den so eben synthetisch gefundenen Formein (No. 2)

P(y cos a — x cos 3) und — P(y cos a — x' cos B)

Denn setzt man statt a und 8 deren gengesetzten Vorzeichen und man hat Supplemente, so erhalt man die entge- die Momente von Pt

— P, (y cos a — x cos 3) und P2 (y cos « — x' cos 8)

	
	
4.    Ist « stumpf, B spitz (Fig. 765 bei PJ so ist der Abstand der Kraft vom Momentenpunkt M namlich Md = Ab + Ac





Nun ist Ab = Am • cos Z_mAb = Am • cos (180° — Z mAc)

= y cos (180° — «)

Ac = AM cos 2 MAc = x cos 3

Mithin Md = y cos (180° — «) + x cos 3


Fig. 767.
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Demnach ist M’f = - a’ cos 8 + y cos « und auch hier also der Abstand der Kraft von dem Momentenpunkt in der allgemein gultigen Formel ausgedrlickt.

	
	
6.    Ist endlich die Kraft der Kraft P, Fig. 767 gerade entgegengesetzt gerichtet, (Fig. 763 bei P,) so bleiben die Abstande derselben von den Punkten M und Al' dieselben, allein da die Richtung der Kraft P, der der Kraft P, entgegengesetzt ist, beide Krafte also auch in Beziehung auf Bestrebung zur Drehung um die Momentenpunkte entgegengesetzt sind, so wird der Abstand von P^ der entge-gengesetzte von P, mithin = — (y cos « — x cos ft) und da P3 mit P, entgegengesetzt ist, so hat man das Moment





P, (y cos a — x cos B)

wie in alien vorangegangenen Lagen der Krafte.

	
	
47.    Es sind Krafte, deren Richtungen alle in einerlei Ebene liegen, ihrer Grofse und Richtung nach und deren Angriffs-punkte gegeben, es soil deren Mittelkraft nach Grofse und Richtung bestimmt werden.





Mit Beibehaltung der Bezeichnung im vorigen Satz sei R die Mittetkraft, 0 und o’ seien die Winkel ihrer Richtung mit den Coordinatenaxen der X und der Y, x' und y’ seien die Coordinaten irgend eines Punkts ihrer Richtung. Da die ge-gebenen Krafte zusammen wie ihre Mittelkraft wirken, so wird eine der Mittelkraft gleiche und ihr gerade entgegengesetzt wirkende Kraft jenen Kraften das Gleichgewicht halten. Die Richtungs-winkel dieser Kraft mit den Coordinatenaxen sind dann 180° 49 und 180° — o’. Man hat demnach aus dem vorigen Satz die drei Bedingungen des Gleichgewichts


Aber die Kraft P, ist in Beziehung auf den Punkt M gegen die Kraft P entge-gengesetzt gerichtet, mithin mufs der Ab-stand AID entgegengesetzt genommen werden und es ist

Md =-y cos (180° —) — cos 3

= y cos « — x cos 3

welcher letztere Ausdruck der allgemein giiltige ist.

5. Ist M‘ der Momentenpunkt, so ist die Kraft P' in ihrer Wirkung gegen den Punkt M entgegengesetzt. Deren Ab-stand ist M’f.

Nun ist Aff = M’e - Ab,

Es ist

Al'e = AAI' cos / A Al'e

= AM’ cos 3 = x‘ cos 3

Nun ist die Abscisse AM’ — x’ in Beziehung auf den Momentenpunkt Al' gegen die Abscisse x in Beziehung auf den Punkt M entgegengesetzt gerichtet, mithin hat man x1 subtractiv in Rechnung zu bringen und es ist

Al’e = — x' cos 8

Ab bleibt y cos (180° — a) = — y cos «




Setzt man

P cos « + P, cos ct, -}-... = X

P cos 8 + P, cos 8, + ...= Y

P (y cos a — x cos 3) +... = M

So hat man aus den letzten drei Gleichungen



	
1. R cos (180° — 0) + Pcos « + P, cos a, ■}■ Pt cos ctt A- •••= D


	
2. R cos (180° — o') + P cos 8 + P, cos 3, + P^ cos 32 + ... = 0


	
3. R [y‘ cos (180° — e) — x' cos (180° -- 0’)] + P {y cos « — x cos 8)



+ P, {y, cos ct, — x, cos 3,) +..= 0

Oder:

	
1.    — R. cos 0 + P cos ct + P, cos «, + ... = 0


	
2.    — R cos o’ + P cos 8 + P, cos B. + ... = 0


	
3.    R (- y' cos o + x' cos o’) + P {y cos ct — x cos )+...= 0


	
4.    R cos 0 = X


	
5.    R cos o’ = Y


	
6.    R (y1 cos q — x' cos o’) = M



oder wenn man in die letzte Gleichung fur Rcoso und R cos o’ die Werthe X und Y aus den beiden vorherstehenden Gleichungen 4, 5 setzt

	
7.    Xy‘ -Yx’ = M



Quadrirt man die Gleichungen 4 und 5 und addirt, so erhalt man, weil cos 20 + cos 20‘ = 1 ist

	
R2 = X2 + Y2 woraus 8.    R = /X2 + Y2 . X X 9.    cos o — — =    --- R V x2 + y2 Y 10.    cos O’ = —- =  --•—



R Va2 + y2

Die Gleichung 7 ist in Beziehung anf die Coordinaten x’ und y' unbestimmt, weil sie die Lage eines beliebigen Punkts der Mittelkraftsrichtung angibt. Nimmt man fur x’ einen bestimmten Werth, so erhalt man den zugehorigen Werth von y’ fur den zu x' gehorigen Punkt in der Richtung der Mittelkraft.

Die Lage der Mittelkraft ist ferner be-stimmt, wenn man die Punkte kennt, in welchen sie die Coordinatenaxen schnei-det.

Fur den Durchschnittspunkt zwischen der Mittelkraft und der Axe der X ist y’ = 0, folglich hat man aus Gleichung 7:

	
	
— Yx’ = M oder x’ = —y





Der Durchschnittspunkt mit der Axe der X liegt also in diesem Abstande vom Anfangspunkt der Coordinaten entweder in der Axe selbst oder in deren ruckwar-tigen Verlangerung, je nachdem XI und

Y verschiedene oder gleiche Vorzeichen haben.

Fur den Durchschnittspunkt zwischen der Mittelkraft und der Axe der Y ist x’ = 0, folglich ist aus Gleichung 7:

Xy' = M oder y' =

In diesem Abstande vom Anfangspunkt der Coordinaten liegt also der Durchschnittspunkt der Mittelkraft mit der Axe der Y oder in deren Verlangerung, je nachdem M oder X gleiche oder un-gleiche Vorzeichen haben.

Die Lage der Mittelkraft aus den letz-ten Bestimmungen ist unabhangig von den Winkeln 0 und o’. Soli dagegen die Seite bestimmt werden, nach welcher in dieser Richtung die Mittelkraft wirkt, so sind die Winkel 0 und o’, also auch die Ausdrucke fur cos o und cos o’ aus Gl. 9 und 10 erforderlich.

	
48.    Die Bedingung, unter welcher wirk-lich eine Mittelkraft statt findet, ist dafs in Gleichung 7 nicht X und Y zugleich 0 sind. Sind aber X und Y beide = 0 und auch M = 0, so ist Gleichgewicht vorhanden. 1st bei X= Y = 0, XI nicht = 0, so existirt ein Kraftepaar.



Um in einem speciellen Fall dies Kraftepaar zu finden hat man X = Y = 0 also auch R=0; es existirt keine Mittelkraft. Demnach findet man aus Gleichung 1 und 2, wenn man das Positive mit dem ihm gleichen Negativen zusammen stellt; die beiden + der Axe der X wirkenden Krafte aus Gl. 1

P cos a + P, cos a, + P^ cos «,+...=0=Q - Q

Die beiden der Axe der Y + wirkenden Krafte aus Gleichung 2

P cos 8 + P, cos B, + P, cos 8,+..=0= V — V

Diese beiden Krafte zusammen gesetzt ergeben ± Il = ± VQ2+ V2 als eine ganz bestimmte Grbfse.

Da nun R = 0 ist, so ist das erste Glied in Gleichung 3 ebenfalls = 0 und man erhalt in der Summe der ubrigen Glie-der das Moment des Kraftepaars = X1, woraus der Abstand des Kraftepaars

+ 102+V2 - 1Q2+V2 = —M—

VQ2 + V2

IV.Statik des materiellen Korpers.

	
49.    Die Wirkung eines Kraftepaars bleibt ungeandert, wenn man dasselbe in eine Ebene ver-legt, die mit der Ebene, in der es thatig ist, + lauft und wenn beide



Ebenen fest mit einander verbun-den sind.

Fig. 768.
[image: ]


FG und HJ seien die beiden paralie len und fest verbundenen Ebenen. In FG wirke das Kraftepaar P — P unter dem Abstand AB-, in IIJ sei DE = und = AB. Auf den Punkt D versetze die beiden Krafte P’ und — P", auf den Punkt E die Krafte P' und — P', die alle unter sich und mit P gleich sind, sammt-lich normal DE, also + unter einander, so besteht noch die Wirkung von P — P ungeandert.

Ziehe AE und BD, so halbiren sich diese beiden Linien gegenseitig in C, folglich setzen sich die beiden Krafte P in A und P" in E zu einer Mittelkraft P+ P' in C + mit P und P" zusammen. Eben so geben die beiden Krafte — P und — P" eine in C mit ihnen + gerich-tete Mittelkraft — (P + P"). Nun sind die Mittelkrafte P + P" und —(P+P‘) gerade entgegengesetzt gerichtet, einander gleich, sie heben sich auf, und man kann sie, ohne eine Aenderung der ur-spriinglichen Wirkung hervorzubringen, aus dem System entfernen. Alsdann aber bleiben nur die Krafte P an D und — P' an E iibrig und folglich sind P— P an DE mit P — P an AB gleichgeltend.

	
50.    Mehrere Kraftepaare, die in ver-schiedenen unter einander parallelen und fest verbundenen Ebenen wirken, konnen also zu einem Mittelpaar zusammenge-setzt werden, indem man sie alle in eine Ebene und dort unter denselben Abstand verlegt, wie No. 41 dazu Anweisung gibt. Beliebig viele Kraftepaare in verschie-denen parallelen Ebenen halten einander das Gleichgewicht, wenn sie kein Mittelpaar liefern.


	
51.    Wenn zwei Ebenen AD, AE, von welchen jede ein Kraftepaar enthalt, sich schneiden, und man nimmt auf den Schenkeln BD, BE eines belie bigen Neigungswin-kels der Ebenen Stiicke BF, BG, die sich wie die Momente der Kraftepaare verhalten, vollendet das Parallelogramm BFHG zu die sen Stricken, zieht die Diagonale BH durch die Spitze des Neigungs-winkels, so ist die durch AB und BH gelegte Ebene die Ebene des Mittelpaares, und dessen Moment verhalt sich zu den Momenten der Seitenpaare wie die Diagonale BH zu den Seiten BF und BG des Pa-rallelogramms.



Es seien P—P und 0-0 unter den Abstanden a und b die in den Ebenen AD und AE wirkenden Kraftepaare. Man verwandle das zweite Paar in ein gleich-geltendes, dessen Krafte P — P, jede = P sind, deren Abstand sei a’, also a’P’ = bQ. Nimm nun BF—a, BG=a' und verlege

Fig. 769.
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beide Kraftepaare auf BF und BG (s. Satz 38) nach den in der Figur angege-benen Richtungen, vollende das Parallelogramm BFGH.

Die durch die Kraftrichtung GP' und die Seite GH zu denkende Ebene ist + der Ebene AD; man kann also das Kraftepaar P—P aus FB in GH verlegen. Alsdann wirken in G zwei gleiche Krafte P—P einander gerade entgegen, heben einander auf und es verbleibt nur die Kraft P in II und die Kraft — P' in B wirkend, also ein Kraftepaar P—P in dem Abstand BH, welches den beiden Kraftepaaren P — P in BF und P' — P' in BG wirkend zusammengenommen gleichgeltend ist.

P— P in BH ist also das Mittelpaar zwischen P — P in dem Abstand BF=a A P—P in dem Abstand BG — a'. Es sind also

BH • P, BF - P und (BG - P= bQ) die drei Momente, der Mittelkraft und der beiden Seitenkrafte und sie verhalten sich zu einander wie BH : BF-. BG =

Zwei sich schneidende Ebenen haben zwei Neigungswinkel, die sich zu 180° erganzen. Aus dem vorstehenden Satz mit Fig. 769 geht hervor, dais die Construction innerhalb desjenigen Neigungs-winkels vorgenommen werden muls, bei welchem, wenn er mit allmahlicher Ver-minderung auf 0 gebracht wird, so dafs BE mit BD zusammen fallt, beide Kraftepaare in Beziehung auf den ihnen ge-meinschaftlichen Punkt B einerleiRich-tung haben. Ware also die in G fal-lende Kraft des Kraftepaars P' — P senk-recht abwarts gerichtet, = — P, so wiirde die Construction in dem Nebenwinkel des Winkels DBE ausgefiihrt werden mussen.

	
52.    Es lassen sich, Satz 51 zufolge, Kraftepaare eben so zusammensetzen, wie einfache Krafte, und man erhalt fur die Paare dieselbe Gleichung, welche fur die einfachen Krafte gefunden worden, wo-fern man fur die einfachen Krafte die Momente der Paare und fur die Richtungs-winkel der einfachen Krafte die Neigungs-winkel der den Kraftepaaren zugehorigen Ebenen setzt.



Bezeichnet man daher A FBH mit «, / GBH mit 8, Z.PBG mit y, die Momente der Krafte P, Q, B mit aP, bQ, cR, so hat man

aP: bQ •. cR — sin 3 : sin « : sin y

Also hat man auch

aP sin a = bQ sin 3

aP sin y = cR sin 3

LQ siny = cR sin a

c2R2 = a2F2 + P-Q2 + 2ab PQ cos y

	
53.    Die Bedingungen fur das Gleichgewicht von Kraften zu bestimmen, die auf ein System fest mit einander ver-bundener materieller Punkte nach belie-bigen Richtungen im Raum wirken.



	
	
1.    Um die Lage der Angriffspunkte zu bestimmen, auf welche die Krafte wirken nehme man drei unter sich normale Ebenen (Coordinatenebenen) und bestimme von jedem angegriffenen Punkt den Ab-stand von jeder dieser drei Ebenen, indem man zugleich die Lage der Ab-stande zu beiden Seiten jeder Ebene durch positive und negative Vorzeichen unter-scheidet.





Um die Richtungen der Krafte zu bestimmen, ziehe man durch ihre Angriffspunkte Parallelen zu den drei Durch-schnittslinien der Coordinatenebenen (zu den Coordinatenaxen) und zwar nach den Richtungen, nach welchen die Axen von ihrem gemeinschaftlichen Durchschnitts-punkt (dem Anfangspunkt der Coordina-ten) auf der positiven Seite der Coordinatenebenen hin liegen und bezeichne nun die Winkel, welche die Richtuug jeder Kraft mit der durch ihren Angriffspunkt mit jeder der Parallelen macht, indem man die Winkel von 0 bis 180° zahlt.

	
	
2.    Es seien hiernach AX, AY, AZ die Coordinatenaxen; m, m', m" u. s. w. die Angriffspunkte der Krafte P- P,- P2..-, die Abstande dieser Punkte von den drei Coordinatenebenen seien gleich mit den Axen bezeichnet, mit denen sie + lau-fen: Fur den Punkt m mit x, y, %; fur m' mit x,; yy, z, u. s. w. Die Winkel der Krafterichtungen mit den Parallelen zur Axe X seien «; a,; ct2... zu der Axe Y=3; B, 3,... und zu der Axe Z=); y,; 7’2 u. s w.





Nun zerlege man nach No. 44 jede Kraft in eine durch den Anfangspunkt A gehende, ihr gleiche und gleichgerich-tete Kraft und in ein Kraftepaar, indem man in A + mit P zwei ihr gleiche und entgegengesetzte Krafte anbringt. Als-dann wird das Gleichgewicht nur beste-hen, wenn es sowohl fur die auf A ge-brachten und den gegebenen Kraften gleich gerichteten und gleichen Krafte als auch fur das System der Kraftepaare bei jedem System fur sich besteht.

Denn bestande das Gleichgewicht nicht fur das erste System, so wiirde sich aus demselben eine Mittelkraft ergeben, die fur den Fall, dafs das zweite System ein
[image: ]

Mittelpaar ergibt nach Satz 35 mit demselben kein Gleichgewicht halten kann.

	
	
3.    Um nun diese Bedingung durch die gegebenen Grofsen auszudriicken, zerlege jede Kraft ± zu den Coordinatenaxen in drei Seitenkrafte. Dann sind die + mit AX gerichteten = P cos a; P, cos a,; P, cos a2 u. s. w. Die = mit AY— Pcos^-, P,cos^,-, P2cosfi2 u. s. w. Die = mit AZ=Pcosy, P, cos y,; P2 cos y2 u. s. w.





Jede dieser Seitenkrafte zerlege man wieder in eine durch A = gerichtete gleiche Kraft und in das zugehorige Kraftepaar, so erhalt man an dem Punkt A drei Systeme von Kraften, die nach den drei Axen gerichtet sind, die im Gleich-gewicht sein mussen, so dafs also jedes einzelne System fur sich im Gleichge-wicht ist. Aus dieser Bedingung ent-stehen also folgende drei Gleichungen:

I. P cos « + P, cos «,+ P, cosa^ +... = 0 II. P cos 8 + P, cos B, + Pt cos 3,+...= 0 III. P cos y + P, cos y,+ Pt cosyt + ... = 0

	
	
4.    Ferner zerlege man jedes Kraftepaar in 2 Seitenpaare, die in den Coordinaten-ebenen liegen, mit welchen die Richtungen der Krafte + laufen.





Betrachtet man zuerst das senkrecht aufwarts gerichtete Kraftepaar P cos y — P cos y von dem Abstande AC, der Diagonale des Rechtecks ADCB, so ist dies gleichgeltend zweien Kraftepaaren in den Ebenen XAZ und YAZ, deren Abstande AB = a und AD = y sind. Deren Momente sind (s. Satz 44) x P cos y und yPcosy. Eben so liefern die ubri-gen gleich gerichteten Seitenpaare in denselben Coordinatenebenen, deren Momente x, P, cos y, und y, P, cos y,; x, P, cos y, und ytPt cosyt u. s. w.

Behandelt man ebenso die Kraftepaare, die mit AY + gerichtet sind, so erhalt man Seitenpaare in den Ebenen YAZ und YAX-, deren Momente sind zPcos^ und xPcos^; z,P,cosfi, und x,P,cos^, u. s. w. Endlich liefern die mit AX + gerichteten Paare die Seitenpaare in den Ebenen XAY und XA7r. deren Momente sind yP cos a und zPcoste, y,P,cos«, und t,P,cos a, u. s. w.

Demnach erhalt man aus jeder der ge-gebenen Krafte in jeder Coordinatenebene zwei Paare, und nach dem Obigen mussen sammtliche in einer Ebene befindli-chen Paare fur sich im Gleichgewicht, d. h. die algebraische Summe ihrer Momente = 0 sein.

	
	
5.    Um nun die Momente der aus einer Kraft P fur jede Ebene hervorgehenden beiden Seitenpaare mit den erforderlichen Vorzeichen in die Formel zu bringen be-trachte Folgendes:





Man geht wie fruher von spitzen Winkeln aus, deren Cosinus positiv sind und betrachtet die Drehung um den Momentenpunkt (A) nach einer bestimm-ten Seite hin als positiv. Nun sind a, y beide spitz, man hat also zunachst die aus P fur die Ebene XAZ hervorgehenden Kraftepaare zu betrachten, von denen die negative Kraft jedesmal in dem An-fangspunkt A der Coordinaten wirkt.

Das mit dem Abstand s in den Punk-ten m und C horizontal wirkende Kraftepaar P cos a wird von m und C auf Q und B und von dort auf F und A re-

	
	
	
IV.







ducirt; P cos a hat die Richtung FG und ihr Moment ist z P cos a.

Das mit dem Abstand x in den Punk-ten m und E vertikal wirkende Kraftepaar Pcos y wird von m und E auf G und F und von dort auf B und A re-ducirt; P cos y hat die Richtung BG und ihr Moment ist xP cos y. Die Richtungen FG und BG sind aber in Bezug auf Drehung um den Punkt A einander ent-gegengesetzt, mithin kommt hier die Dif-ferenz beider Momente in Rechnung, und da cos a und cosy beide positiv sind, so hat man die Wirkung der Momente beider aus der Kraft P auf die Ebene ZAX entstandenen Kraftepaare zPcos a-xPcos y.

Diese Differenz findet also fur jede zwei in einerlei Ebene fallende aus einer ge-gebenen Kraft hervorgebrachte Seiten-kraftepaare statt, wenn die Richtungswin-kel der Kraft mit den zu dieser Ebene gehorenden Coordinatenaxen beide spitz sind.

	
	
6.    Es soil dieselbe Untersuchung fur den Fall statt finden, dafs ein Winkel spitz, der andere stumpf ist; also fur a und 3 oder fur y und B. Fur den ersten Fall hat man die in die Ebene XA Y fal-lenden Kraftepaare:





Das eine Seitenpaar P cos a wirkt in den Punkten m und G, wird reducirt auf C und B und von hier auf D und A. Die positive Kraft P cos a hat also die Richtung DC mit dem Abstande AD = y.

Das andere Seitenpaar Pcos 3 wirkt in den Punkten m und E, wird reducirt auf C und D und von hier auf B und A; die positive Kraft P cos 8 wirkt also nach der Richtung CB mit dem Abstand AB = x.

Die Richtungen DC und CB sind in Beziehung auf den Punkt A iiberein-stimmend, folglich hat man die in Rechnung zu bringenden Momente yP cos a + xP cos 3.

Nun ist aber 3 stumpf, der Cosinus von 8 also und mit ihm der letzte Summand an sich negativ. Setzt man daher fur cos 3 seinen negativen Werth, so hat man xP cos 3 = — xP cos (180° — B) also das Moment yPcos a — xP cos (180° — 3). Es ist dies aber unrichtig, weil der Figur nach der zweite Summand eine additive Grofse sein mufs; demnach hat man statt der obigen Momentensumme zu schreiben y P cos a — xP cos B.

	
	
7.    Der Fall, dafs beide Winkel stumpf sind, ist in Figur 770 nicht vorhanden. Denkt man sich aber, dafs in dem Fall 6 der Za stumpf = 180°— a ware, so hatte





6

man den ^.CmPin derselben Grofse links von Cm mit derselben Spitze m; von dem Seitenpaar P cos a, welches in den Punk-ten m und G wirkt und auf D und A reducirt wird, hat dann die positive Kraft die Richtung CD mit demselben Abstand AD = y und die Richtungen CD und CB sind einander entgegengesetzt. Da nun die Richtung CB die positive ist, so hat man die in Rechnung zu bringenden Mo-mente xP cos B — yP cos a unter der Vor-aussetzung, dafs beide Glieder an und fur sich positiv sind. Es sind aber cos 3 und cos a beide negativ, folglich mufs, damit das erste Glied additiv, das zweite subtractiv bleibt geschrieben werden — x P cos 3 + y P cos «. Folglich erhalt man auch fur diesen Fall die allgemein geltende Form

yP cos « — xP cos B

Man hat also die letzten drei Bedin-gungsgleichungen, wenn man der Ord-nung der Buchstaben wegen die erste Gleichung negativ nimmt

	
IV. Fur die Ebene XAZ



P (x cos y — z cos a) + P, (x, cos y, — z, cos «,) + ... = 0 V. Fur die Ebene XAY

P (y cos « — x cos 3) + P, (y, cos «, — x, cos 3.) +...= 0 VI. Fir die Ebene YAZ

P^zcos 3 — y cos y) + P, (z, cos B, — y, cos y,)+...= 0

	
	
54.    Im Fall die Krafte der vorigen Auf-gabe die Bedingung des Gleichgewichts nicht erfullen, die Bedingungen anzuge-ben, unter welchen sie eine Mittelkraft geben und wenn diese erfullt sind, die Mittelkraft nach Grofse und Richtung zu bestimmen.





Eine Mittelkraft der gegebenen Krafte mufs nach entgegengesetzter Richtung angebracht das Gleichgewicht herstellen. Diese Bedingung driickt man durch Glei-chungen aus, wenn man die 6 Bedin-

gungsgleichungen des vorigen Satzes dazu benutzt.

Setzt man die Mittelkraft = R, die Co-ordinaten eines beliebigen Punkts ihrer Richtung auf die Axen mit denselben gleichnamig x’, y', z’, die Winkel ihrer Richtung mit denselben Axen «‘, B‘, y' und man bringt nun dieses R gerade entgegengesetzt gerichtet an, so sind die Richtungswinkel 180° — «', 180° — /S', 180° — y' und daher hat man statt der ersten 3 Bedingungsgleichungen des vorigen Satzes

R cos (180° — «‘) + P cos « + P, cos «,+.... =0

Oder

	
1.    — R cos a' -\- P cos a ■]■....= 0



Ebenso

	
2.    — R cos B‘ -]- P cos 8 + .... = 0


	
3.    — R cos y ‘ + P cos y+....=0



Fur die Momente

	
4.    — R (x1 cos y’ — z’ cos «') + P (x cos y — z cos «)+... = 0


	
5.    — R (^y' cos a' — x’ cos 3‘) + P (y cos a ~ x cos B) + ... = 0


	
6.    — R (z’ cos /S' — y' cos y') + P(z cos ^ ~ y cos y) +...= 0



Setzt man der Abkiirzung wegen die Werthe der 6 Gleichungen des vorigen Satzes nach einander A; A,; A, • M; M,; M^ so hat man

	
7.    R cos a' = A


	
8.    R cos B‘ = A,


	
9.    R cos y’ = A,


	
10.    M- A2x’ + Az’ = G


	
11.    M, — Ay' + A,x' = 0


	
12.    M, — A^’ + A.y^O



Bestehen nun diese Gleichungen unter der obigen Bedingung, dafs A; A,; A 4 nicht einzeln = 0 sind, so gibt es eine Mittelkraft. Den Gleichungen 7 bis 9 geschieht immer Geniige, denn quadrirt und addirt man sie, so hat man

R2 (cos 2a + cos 28 + cos 2y) = A2 + A,2 + A 23

Es ist aber nach dem Art. Korpertri-gonometrie No. 17 die Klammergrofse = 1; deshalb ist

R?= A2+A,2 + A,2

Ist hieraus R bestimmt, dann hat man

aus Gleichung 7 bis 9

, A ,A,      , A, costt= — \ cos^’ = —--, cos y = — I h h

Multiplicirt man Gl. 10 mit A, Gl. 11 mit A, und addirt beide, so entsteht

A,M + A 2 M, - AA 2 y' + A A,s‘ = 0

Multiplicirt man Gleichung 12 mit A, so erhalt man

AM, — AA.'b' + AA,y‘ = 0

Beide addirt entsteht

AM, + A,M+ A^M^o (13)

Die Abstande x’, y', a’ fallen hier ganz fort, sind also unbestimmte Langen, wie es nicht anders sein kann, weil sie zu einem beliebigen Punkt der Mittel-kraftsrichtung die Coordinaten sind.

Zur Bestimmung der Abstande genugen also 2 Gleichungen, indem die dritte, aus den ersten beiden hergeleitet, die letzte auf Null reducirte Gl. 13 ergibt, welche keinen Abstand enthalt, Geht man nun auf Gl. 10 und 11 zuriick, so kann man x' beliebig wahlen und man erhalt dann bestimmte Werthe fur y' und s'.

	
55.    Auf ein System fest verbundener materieller Punkte wirken nach paralle-len Richtungen Krafte, die Bedingungen ihres Gleichgewichts anzugeben.



Nimmt man wieder drei unter sich normale Coordinatenebenen, behalt die Be-zeichnung des vorigen Satzes bei, so sind die Winkel, welche die Kraftrichtungen mit jeder der drei Axen fur sich genom-men machen, einander gleich oder ergan-zen sich zu zwei Rechten. Es ist also

a entweder = a, oder = 180° —«,=«, oder = 180°— «, u. s. w.

B entweder = 3, oder = 180° - 8, u. s. w.

y entweder = y, oder = 180° — y, u. s. w.

Aus den ersten drei Bedingungen des Gleichgewichts No. 53 (Gl. I., II., III.) erhalt man demnach

	
1.    (P + P, + P^ + ...) cos « = 0


	
2.    (P+P,+P,+...) cos 3 =0


	
3.    (P+ P,+ Pt + ...) cosy = 0



Diese drei Gleichungen bestehen nur, wenn

P+ P,+P, +.....= 0

Denn da cos 2a + cos 23 + cos 2y = 1 ist, so konnen die 3 Cosinus nicht zugleich = 0 sein. Daher reduciren sich die 3 Be-dingungsgleichungen auf die eine:

	
I.    P+P,+P,+... =0



D. h. die algebraische Summe der Krafte mufs =0 sein.

Die drei Momentengleichungen IV, V, VI, No. 53 verandern sich hier in

P (x cos y — z cos «) + P, (x, cos y — z, cos «) + ... = 0

P (y cos a — x cos B) + P, (y, cos a — x, cos 3) + ... = 0

P (z cos 3 — y cos y) + P, (z, cos 3 — y, cos y) + ... = 0

In diesen Gleichungen erhalt die ent- Man kann die letzten drei Gleichungen gegengesetzt gerichtete Kraft das Minus- auch in folgender Form schreiben: Vorzeichen.

(Pr + P,x, + P2E2+ ...") cos y — (Pi + P,z, + P^t + .. .) cos a = 0 (Plj+ P,y,+ P^Ji + •••) COS « — (Px+ P,x,+ P2xt +...) cos 3 =0 (Pz + P,z, + P^1 + .-.^cos B - (Py + P,y, + P2y2 + ...'jcos y = 0

Es ist leicht zu ersehen, dafs jede die- men z. B. die erste Gleichung mit cos B, ser drei Gleichungen eine Folgerung der die zweite Gleichung mit cos y, addirt beiden anderen ist. Denn multiplicirt und dividirt mit cos a so erhalt man

- (Pz + P,z, +...) cos 8 + (Py + P,y, + ...) cos y = 0

also die dritte Gleichung.

Man hat demnach fur die Bedingungen des Gleichgewichts paralleler Krafte im Raum nur drei Gleichungen: eine Kraf-tegleichung und zwei Momentengleichungen. Um diese kurz ausdriicken zu konnen, nenne man das Product einer Kraft mit dem Abstand ihres Angriffspunkts von einer Ebene das Moment dieser Kraft in Beziehung auf diese Ebene, welche dann die Momentenebene ist. Hier-nach lassen sich die beiden Momenten-gleichungen so bestimmen, dafs man die beiden Momentenebenen # den Kraften und rechtwinklig unter einander nimmt. Betrachtet man dieselben als Coordinaten-ebenen, so dafs die dritte Ebene von den Kraften normal getroffen wird, so hat man, wenn letztere die Ebene XAY, Fig. 768 ist, den 4y=0, die L« = 8 = 90° und die Abstande von den Momentenebenen sind y; y,; y, ... und a; x,; x, ... Demnach reduciren sich die letzten Mo-mentengleichungen, von welchen die mit-telste als 0 = 0 fortfallt, auf folgende

	
II.    Px + P,x, + P^x^ + .... = 0


	
III.    Py + Pty, + P^^ + .... = 0



Es besteht mithin Gleichgewicht zwi-schen parallelen im Raum wirkenden Kraften, wenn ihre algebraische Summe = 0 und die Summen ihrer Momente auf zwei unter sich normale mit den Kraften parallel laufende Ebenen ebenfalls = 0 sind.

	
56.    Die Bedingungen zu bestimmen, unter welchen parallele Krafte eine Mittelkraft haben und diese Mittelkraft nach Grofse und Richtung zu bestimmen.



Nach dem vorigen Satz sind parallele Krafte im Gleichgewicht, wenn die algebraische Summe der Krafte gleich 0 ist. Demnach entsteht die Bedingung fur das Vorhandensein einer Mittelkraft aus Glei-chung I des vorigen Satzes

P+P,+P,+..50

ist R die Mittelkraft, so ist

R = P+ P,+ Pt + ... deren Lage ist + den gegebenen Kraften.

Eine weitere Bedingung ist nicht er-forderlich; denn existirt eine Kraft R, so hat sie auch in Bezug auf einen gegebenen materiellen Punkt ein Moment; und hat sie kein Moment, d. h. ist ihr Moment = 0, so fallt R in den Momen-tenpunkt.

Nimmt man mit dem vorigen Satz zwei unter sich und mit den Krafterichtungen normale Axen, bezeichnet die Abstande der Mittelkraft R von der Axe der Y mit x’, von der Axe der X mit y', so ist y'R = 0, wenn R unter dem Abstand x’ von A in AX fallt; ist x'R = 0, so fallt R in die Axe AY unter dem Abstande y’ von A. Ist x’R = y'R = 0, so fallt R in den Anfangspunkt A beider Axen.

Um die Lage der Mittelkraft gegen den Momentenpunkt A mit Hilfe der gege

benen Axen AX, AY zu finden hat man

Px + P,x, + P,x, + ... = Rx'

Py + P,y, + P^j +... = Ry’ woraus

, Px + P,x, + ... Px + P,x, + ...

® - R “ P+P+...

	
	
,_Py+ P,y, + .^_Py + P,y, + • • • 3 “ R p+p, + ...



	
57.    Ein System fest verbundener Punkte, auf welches Krafte nach beliebigen Richtungen im Raum wirken, begreift einen unverriickbaren Punkt um den sich dasselbe nach alien Seiten bin frei dre-hen kann. Die Bedingungen des Gleich-gewichts anzugeben.



Das Gleichgewicht gegen Drehung kann nur dann statt finden, wenn aus dem Systeme eine Mittelkraft hervorgeht, deren Richtung durch den unverriickbaren Punkt A liegt, und der seiner Unverriick-barkeit wegen mit dem System durch die Mittelkraft nicht fortbewegt werden kann. Wenn man nun jede einzelne Kraft in eine ihr gleichgerichtete und gleiche auf den Punkt A wirkende Kraft und in ein Kraftepaar zerlegt (Satz 44), so mussen ferner sammtliche Kraftepaare unter einander im Gleichgewicht sein, weil sonst aus ihrer Zusammensetzung ein Mittelpaar entstande, welches das System um A innerhalb der Richtung seiner Ebene herumdrehen wurde.

Mithin sind die Bedingungen des Gleich-gewichts dieselben der Kraftepaare, und die Krafte wirken im Fall des Gleichge-wichts auf den Punkt A, als wenn sie mit ungeanderten Richtungen unmittel-bar darauf angebracht waren. Nimmt man daher drei unter sich normale Rich-tungsaxen, die sich in A schneiden und bestimmt in Beziehung auf diese sowohl die Lage der Angriffspunkte der Krafte als auch die Richtungen derselben wie No. 53, so geben die dortigen drei Mo-mentengleichungen die genugenden und nothwendigen Bedingungen des Gleich-gewichts fur den hier vorliegenden Fall.

	
58.    Die Bedingungen des Gleichge-wichts eines Systems fest verbundener materieller Punkte zu bestimmen, wenn zwei Punkte des Systems langs der durch sie hindurch gehenden geraden Linie ver-riickbar sind und die iibrigen Punkte um diese Gerade sich frei drehen konnen.



Man nehme die gedachte Gerade, die Drehaxe des Systems zur Richtungs-axe der Z (die AZ Fig. 770) und in ir-gend einem Punkt A derselben normal darauf und unter sich normal die Axen der X und der Y. Zerlegt man nun die Krafte wie No. 53 in Beziehung auf Fig. 770, so erhalt man die zerlegten Krafte mit ungeanderten Richtungen nach den drei Axen mit A als Angriffspunkt und fur jede gegebene Kraft in jeder Coordi-natenebene ein Kraftepaar.

Krafte, die auf die Axe der Z normal wirken, haben keinen Einflufs auf die Gleitung der Axe, sie haben also keinen Einflufs auf die Wirkung der ubrigen Krafte und auf die Bedingungen des Gleichgewichts des Systems. Es sind

die Kraftesysteme

P cos « + P, cos «,+....

P COS 3 + P, COS 8, + . ...

Erstere in der Axe AX, letztere in der Axe AY wirkend.

Die nach der Axe der Z gerichteten Krafte aber miissen im Gleichgewicht sein, weil eine aus ihnen hervorgehende Mittelkraft die Axe AZ nach ihrer Richtung verschieben wiirde. Demnach ist die erste Bedingung des Gleichgewichts

I. — P cos y + P, cos y, + Pa cos Y2+.....= 0

Die Kraftepaare in den Ebenen XAZ und YAZ haben keinen Einflufs auf die Drehung der Axe AZ und da sie normal auf der Axe stehen, auch keine Wirkung auf Verschiebung der Axe AZ. Diese Paare haben also auch keinerlei Einflufs auf die Wirkung der ubrigen Kraftepaare.

Das einzige System der Kraftepaare, welches auf Drehung um die Axe AZ wirken kann, ist das der in der Ebene XAY befindlichen Paare. Deren Momente sind P (y cos « — a cos B) und man hat noch eine zweite Bedingungsgleichung fur das Gleichgewicht

IL P (y cos a — a cos B) + P, (y, cos a, — x, cos B,)+... = 0

	
59.    Kann ein System von Kraften um eine Axe sich blofs drehen ohne langs derselben gleiten zu konnen, so fallt die erste Bedingungsgleichung fort und es bleibt blofs die zweite Gleichung, die Mo-mentengleichung als Bedingung iibrig.


	
60.    Ein Korper, auf welchen Krafte nach beliebigen Richtungen im Raum wirken, wird von einer festen unverruck-baren Ebene, die von dem Korper in einem oder in mehreren Punkten beruhrt wird, im Gleichgewicht erhalten; die Bedingungen dieses Gleichgewichts aufzu-stellen.



Wird ein Korper durch eine Kraft ge-gen eine unverriickbare Ebene gedriickt und die Bewegung des Korpers durch die Ebene verhindert, so mufs die Kraft gegen die Ebene normal gerichtet sein, weil sie sich sonst in zwei Krafte zerlegen lafst, von welchen die eine Kraft der Ebene normal, die andere mit ihr + gerichtet ist. Die erste Seitenkraft bringt keine Bewegung hervor, die zweite dagegen wird durch nichts aufgehoben, sofern der Korper langs der Ebene ohne Hindernifs gleiten kann und die Bewegung wird langs der Ebene wirklich erfolgen. Die Aufhebung einer Kraft durch eine feste Ebene ist aber dieselbe Wirkung mit einer der Kraft gerade entgegengesetzt wirkenden gleichen Kraft, folglich lafst sich der Widerstand der Ebene immer als eine solche Kraft betrachten und dem-gemafs die Bedingungen fur’s Gleichgewicht aufsuchen.

	
1.    Beriihrt nun der Korper die feste Ebene nur in einem Punkt, so nehme man diesen Punkt (A Fig 770) zum Anfangs-punkt der Coordinaten und die Axen der X und Y in dieser Ebene, so ist die Axe der Z auf dieser Ebene normal und zu-gleich die Richtung des Widerstandes W. Denkt man sich also statt der Ebene eine Kraft IF nach der Richtung der Axe AZ auf den Korper wirkend, so besteht das Gleichgewicht auch ohne Einwirkung der Ebene und folglich nach den Bedingungen, die Satz 53 und 54 aufgestellt sind. Man hat also nach dortiger Bezeichnung, sofern man noch die Kraft W einfiihrt, die weil sie durch den Anfangspunkt der Coordinaten gefuhrt ist, kein Kraftepaar liefert; W + R cos y’ = W + A 2 = 0.



Ferner sind fur diesen speciellen Fall R cos a’ = R cos B‘ = 0 und alle Momente = 0; d. h. die gegebenen Krafte durfen nur eine einzige Mittelkraft liefern, welche durch den Beriihrungspunkt des Korpers mit der Ebene geht und auf dieser senk-recht steht.

	
2.    Beriihrt] der Korper? die Ebene in zwei Punkten, so nehme man den einen dieser Punkte zum Anfangspunkt A der Coordinaten, die Axe der X so, dafs sie durch den zweiten Punkt geht und die Axe der Z normal auf der Ebene. Die



Druckwirkungen der beiden Beriihrungs-punkte gegen die Ebene, welche dem Obi-gen nach normal auf dieselbe erfolgen, seien auf den Anfangspunkt A = w, auf den zweiten Punkt B = w‘. Bringt man den Pressungen gerade entgegengesetzt zwei ihnen gleiche Krafte an, so besteht wieder das Gleichgewicht auch ohne die feste Ebene, und folglich mussen diese beiden Krafte und die gegebenen den Bedingungen des Gleichgewichts genugen. Da nun w in der Axe AZ und w‘ mit ihr + in den Abstand AB = a gerichtet ist, so sind diese Bedingungen R cos «‘= 0 ; R cos B‘ = 0; R cos y‘ + w + w‘ = 0; ferner die drei Momente in den 3 Coordinaten-ebenen = 0.


Die Kraft w in der Axe AZ hat kein Moment, mithin hat man die Momenten-gleichung fur die Ebene XAZ

a’ • R cos y‘ + a • w' = 0

Nun ist R = — (w + w‘) ... » aw' folglich x = —-----,

•         Rcosy

Ferner ist das Moment der auf die Co-ordinatenebene YAZ reducirte Seitenkraft der Mittelkraft = y’R cos B‘= 0 weil nach dem Obigen Reos fl'= 0 sein mufs, mithin ist y = 0 und die Mittelkraft liegt in der Ebene XAZ und lauft mit der Axe AZ unter dem Abstand x' parallel.

	
3.    Bertihrt endlich der Korper die Ebene in drei oder mehreren Punkten, welche darauf die normalen Pressungen w, w', w"... austiben, so wird das Gleichgewicht eines freien Korpers entstehen, wenn man auf denselben diesen Pressungen gerade entgegengesetzt wirkende Krafte anbringt. Man nehme den Punkt fur die Kraft w zum Anfangspunkt A der Coordinaten und die Axe der X so, dafs sie durch einen der ubrigen Punkte (z. B. w) geht, wahrend alle ubrigen Punkte auf einer und derselben Seite dieser Linie liegen. Der Abstand des Punkts fur w' von A sei a. Nimmt man nun die Axe der Z auf der Ebene normal, so fallt die Axe der Y in die Ebene und es seien die Coordinaten der ubrigen Beruhrungspunkte des Korpers mit der Ebene fur die Kraft w", w‘ ... nach der Axe der X = a", a"’..., nach der Axe der Y = b", b'"... dann sind die Bedingungen des Gleichgewichts, weil die Krafte w, w', w"... mit der Axe der Z + laufen:



P cos a + P, cos a, + ... = 0

P cos 8 + P, cos B, + ... = 0

P cos y + P, cos y,+...— (w + w' + w" +...)= 0


oder

R cos y' — (w Aw' A w" + •••) = 0

Ferner sind die drei Momentensysteme, deren Abstande in den Axen AX, AY, AZ liegen, einzeln = 0.

Namlich 1. das System in der Coordi-natenebene XAZ nach Gleichung 10, No. 54:

	
	
— a’ R cos y' + AR cos «‘ + M = 0



	
2. In der Coordinatenebene YAZ nach Gleichung 12, No. 54:



	
— AR cos ‘ + y'R cos y' + M 2 = 0



Die dritte Momentengleichung in der Ebene XA Y ist an sich = 0, weil R cos «' = R cos 8‘ = 0 ist. Aus diesem Grunde vereinfachen sich auch die beiden ersten Momentengleichungen in folgende:

	
	
— x' R cos y' + M = 0





y' R cos y + M, = 0

Hieraus ist

, M , , M.

x = ----, und y = - ——, Rcosy          Rcosy

Nun ist nach Obigem, der dritten auf Null reducirten Gleichung:

R cos y = w + w' + w" + ...

M = der Momentensumme der in der Ebene XAZ wirkenden Kraftepaare

= aw + a''w" + a"'w"' — ...

M, = der Momentensumme der in der

Ebene YAZ wirkenden Kraftepaare vv . , err in ,

	
— b W T b W T ...



folglich , I I II II . Ill III a W + a w —d w

w + W + w" + ...

7 II II । till III |

	
, _. b W 6 w + • • •


	
7 W + W + w" + . . .



Dieses Minuszeichen kann nicht auf-fallen, wenn man Gleichung IV. und VI. (die Werthe von M und M,) mit einan-der vergleicht; es ergibt sich namlich, dafs beide der Form nach einander entgegengesetzt sind.

4. Aus der vorstehenden Untersuchung ergibt sich, dafs nur drei Bedingungs-gleichungen fur’s Gleichgewicht aufge-stellt werden konnen; daher konnen auch nur drei Pressungen bestimmt werden.

Beruhrt der Korper die Ebene in mehr als drei Punkten, so sind die Druckwirkungen w, w, w", w"'... nicht zu be-stimmen. Ueberdies durfen die drei Beruhrungspunkte auch nicht in einer und derselben geraden Linie liegen, denn als-dann wiirden b, b', b"... einzeln =0; es blieben zur Bestimmung der Druckwirkungen nur zwei Gleichungen ubrig und



es waren nur 2 Krafte w und w zu fin-den moglich. In diesem allgemeinen Fall ist nur die Summe der senkrecht ab-warts wirkenden Krafte zu bestimmen und sie ist = R cos y'.

Krebs (69) (s. „ Absteigendes Zei-chen" mit Fig. 19) ist das vierte Him-melszeichen der nordlichen Halbkugel. Es erstreckt sich, wie jedes Zeichen auf 30 Grad Lange und zwar vom Ende des Zeichens der Zwillinge im Sommerwen-depunkt bis zum Anfang des Lowen.

Kreis. Der Kreis istKreislinie und Kreis fl ache. Eine Kreislinie ist eine in einer Ebene liegende, in sich geschlos-sene Linie, deren jeder einzelne Punkt von einem innerhalb der Linie in der-selben Ebene liegenden Punkt gleich weit - entfernt ist.

Eine Kreislinie entsteht durch den be-schreibenden Endpunkt einer geraden Linie, wenn diese um ihren zweiten festen Endpunkt innerhalb einer Ebene herumgedreht wird.               .

Der feste Endpunkt heifst der Mit-telpunkt, das Centrum des Kreises, die beschreibende Linie der Halbmes-ser, der Radius des Kreises.

Die Kreisflache oder Kreisebene ist der von der Kreislinie eingeschlossene ebene Raum.

Nennt man Kreis die Kreisflache, so heifst die Kreislinie auchKreisumfang, Peripherie.

In Fig. 771 ist ABDE eine Kreislinie, C ihr Mittelpunkt, AC, BC, EC sind

Fig. 771.
[image: ]


Halbmesser. Die Linie BE, welche aus zwei Halbmessern besteht ist ein Dureh-messer des Kreises. Ein Durchmes-ser oder Diameter eines Kreises ist die Verbindungslinie zweier Peripherie-punkte, wenn sie zugleich durch den Mittelpunkt geht. Geht die gerade Verbindungslinie zweier Peripheriepunkte nicht durch den Mittelpunkt wie BD, so heifst sie Sehne oder Chorde. Jeder Theil einer Kreislinie wie AB, ABD, BD heifst Bogen, Kreisbogen. Jeder Theil einer Kreisebene, der von einer Sehne und einem Kreisbogen eingeschlos-sen wird, wie BDF, BDAE, heifst Kreis-abschnitt oder Segment. Jede Sehne theilt die Kreislinie in zwei Bogen und die Kreisebene in zwei Abschnitte; der Durchmesser theilt den Kreis in zwei Abschnitte (Halbkreise) mit zwei Bogen (Halbkreisbogen). Der Theil der Kreislinie, welcher von zwei Halb-messern und dem zwischen liegenden Bogen eingeschlossen wird, wie ACB, heifst Kreisausschnitt, Sector. Jede zwei Halbmesser theilen den Kreis in zwei Kreisausschnitte; liegen die beiden Halbmesser in einerlei geraden Linie, machen sie einen Durchmesser aus, dann werden die Ausschnitte zu zwei gleichen Abschnitten, zu Halbkreisen. Der Winkel, der von zwei Radien gebildet wird, wie ACB heifst Winkel am Mittelpunkt, Mittelpunktswinkel, Cen-triwinkel; der Winkel, den zwei Seh-nen bilden, wie Z_ADB heifst Umfangs-winkel, Peripheriewinkel.

Euklid, Buch III. hat noch

Erkl. 7. Der Wink el desAbschnitts ist der von der Grundlinie (der Sehne) und dem Umkreise eingeschlossene, wie Z.BDKF, /^DBMF. (Es sind dies ge-mischtlinige einander gleiche Winkel)

Erkl. 8. Der Winkel im Abschnitt ist derjenige, welchen die geraden Linien (Sehnen) einschliefsen, die von irgend einem Punkt auf dem Umkreise des Ab-schnitts nach den Endpunkten der Grundlinie gezogen sind (Peripheriewinkel BFD im Abschnitt DBF).

Erkl. 9. Wenn die den Winkel ein-schliefsenden geraden Linien ein Stuck des Umkreises (einen Bogen) abschneiden, so sagt man, der Winkel stehe auf dem Bogen {/_BFD steht auf dem Bogen BAED).

Erkl. 11. Aehnliche Kreisabschnitte sind, welche gleiche Winkel fassen oder in denen die Winkel beiderseits gleich sind.

Ueber die Aehnlichkeit der Kreise und deren Theile kann man folgende Erkla-rungen aufstellen:

Alle Kreise sind einander ahnlich.

Kreisbogen, die zu verschiedenen

Kreisen gehoren sind ahnlich, wenn sie gleiche aliquote Theile der ihnen zuge-horigen Kreislinien sind; d. h. also wenn sie gleichen Centriwinkeln angehoren.

Kreisabschnitte sind ahnlich, wenn sie von ahnlichen Bogen begrenzt wer-den.

	
3.    Das vierte Buch des Euklid, welches 16 Constructions-Aufgaben in Beziehung auf den Kreis begreift, beginnt mit sie-ben Erklarungen, von denen die letzten funf den Kreis betreffen. Namlich:



Erkl. 3. Eine geradlinige Figur heifst in einen Kreis beschrieben, wenn jeder Winkel (sollte heifsen: Ecke oder Winkelspitze) der eingeschriebenen Figur des Kreises Umring trifft.

Erkl. 4. Eine geradlinige Figur heifst um einen Kreis beschrieben, wenn jede Seite der umschriebenen Figur des Kreises Umring beriihrt.

Erkl. 5. Ein Kreis heifst gleichermafsen in eine geradlinige Figur beschrieben, wenn des Kreises Umring jede Seite der Figur, in welche er beschrieben, be-ruhrt.

Erkl. 6. Ein Kreis heifst um eine geradlinige Figur beschrieben, wenn des Kreises Umring jeden Winkel (soil heifsen: Winkelspitze) der Figur,rum welche er beschrieben ist, trifft.

Erkl. 7. Eine gerade Linie heifst in einen Kreis eingetragen, wenn ihre Endpunkte in des Kreises Umringe sind.

Die siebente Erklarung hatte, da sie den einfachsten Gegenstand begreift, die erste der vorstehenden Erklarung sein sollen.

Fur die iibrigen Erklarungen gehorten wohl folgende Vorerklarungen:

In jedem Kreisumfang konnen beliebig viele Punkte gewahlt werden; wenn man jede zwei nebeneinander liegende dieser Punkte durch eine gerade Linie verbin-det, so entsteht eine geradlinige drei-oder mehrseitige Figur innerhalb des Kreises, deren Ecken in dem Umkreis liegen. Man sagt von solcher Figur, sie liege in demKreise, oder der Kreis liege um die Figur.

Wenn man durch die gewahlten Punkte an den Kreis Beruhrungslinien zieht und diese verlangert bis sie sich schneiden, so entsteht eine drei- oder mehrseitige Figur aufserhalb des Kreises, deren Sei-ten sammtlich Tangenten sind. Man sagt von solcher Figur, sie liege um den Kreis, oder der Kreis liege in der Figur.

Ferner ist noch zu erklaren:

Zwei Kreise in einer Ebene von dem-selben Mittelpunkt heifsen concentri-sche Kreise; zwei Kreise von verschie-denen Mittelpunkten excentrische Kreise. Die gerade Verbindungslinie der Mittelpunkte zweier excentrischer Kreise heifst die Centrale.

Die Bogen und Ausschnitte eines Krei-ses, deren Centriwinkel gleich einem rech-ten Winkel (= 90°) sind, heifsen Qua-dranten; die Sehnen Widen ein Quadrat.

Die Bogen und Ausschnitte eines Kreises, deren Centriwinkel gleich 3 eines rechten Winkels (= 60°) sind, heifsen Sextanten; die Sehnen Widen ein re-gelmafsiges Sechseck.

Die Bogen und Ausschnitte eines Kreises, deren Centriwinkel gleich einem hal-ben rechten Winkel (= 45°) sind, heifsen Octanten; die Sehnen Widen ein re-gelmafsiges Achteck.

	
4.    Eine merkwurdige Eigenschaft des Kreises ist noch im Voraus zu erwahnen, namlich die mit der geraden Linie ge-meinschaftliche Eigenschaft, dafs die gleichen an einander liegenden Theile einer-lei Lage neben einander haben; wiewohl die gerade Linie diese Eigenschaft in noch allgemeinerem Sinne hat, namlich dafs auch die von einander entfernten, abge-sonderten Theile einerlei Lage mit einander haben.



Man kann demgemafs auch sagen, eine gerade Linie und eine Kreislinie sind durch das kleinste Stuck ihrer Lange voll-kommen bestimmt oder gegeben.

Die gemeinschaftliche Eigenschaft von gerader Linie und Kreis, dafs gleiche gerade Linien und gleiche Kreise auch congruent sind, kommt auch den regelma-fsigen Figuren und Korpern zu.

	
5.    Die wichtigsten Satze aus den Ele-menten der Lehre vom Kreise hat Euklid in seinem Buch III. zusammenge-stellt, welche unter Zufugung seiner Be-weise, diese moglichst abgekiirzt, in Folgendem, jedoch mit Hinfortlassung der Aufgaben, namlich Satz 1, 17, 25, 30, 33, 34, wiedergegeben werden.



Euklid Erklarung 1. Gleiche Kreise sind, in denen die Durchmesser oder die Halbmesser gleich sind. Dieser Satz wird jetzt als Lehrsatz aufgestellt und durch Deckung bewiesen. Dasselbe gilt von den Halbkreisen, den Bogen und den Ebenen, ,und beide Lehrsatze sind in der Regel die ersten des Lehrsystems.

Erkl. 2. Von einer geraden Linie wird gesagt, sie beruhre den Kreis, wenn sie inn trifft und verlangert ihn nicht schneidet.

Diese Erklarung ist nicht zu billigen, es muls vielmehr erst die Moglichkeit einer solchen geraden Linie nachgewie-sen werden, wie dies in seinem 16ten Satze inconsequenterweise wirklich ge-schehen ist.

Erkl. 3. Von Kreisen sagt man, sie beruhren einander, wenn sie einan-der treffen ohne einander zu schneiden. — Ist desgleichen erst zu beweisen, dafs dies von zwei Kreisen moglich ist: der Beweis der Moglichkeit geschieht jeden-falls am einfachsten mit Hulfe der bei-den Kreisen gemeinschaftlichen Tangente.

	
6.    Euklids Lehrsatz e. Lehrsatz2. Eine gerade Linie, welche zwei beliebige Punkte B, D in dem Umfang eines Kreises verbindet, fallt innerhalb dieses Kreises.



Denn es sei ADB die gerade Linie, ziehe die beliebige CD, so ist, da CA = CB auch A CAD = A CBD und da

Fig. 772.
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ACDB als Aufsenwinkel > / CAD, also auch > Z_CBD, so ist CB > CD oder CE > CD, welches nicht moglich ist. Folglich ist ADB keine gerade Linie.

Lehrsatz 3. Wenn im Kreise (Fig. 771) eine dutch den Mittelpunkt C ge-hende gerade Linie CG eine andere nicht durch den Mittelpunkt gehende Linie AD in H halbirt, so schneidet sie dieselbe unter rechten Winkeln, und wenn sie dieselbe unter rechten Winkeln schneidet, so halbirt sie auch dieselbe.

Denn ad 1, zieht man die Halbmesser CA, CD, so entstehen weil drei Seiten einzeln gleich, die congruenten Dreiecke ACH, DCH, woraus ^AHC = ^DHC = R^.

Ad 2 entstehen die congruenten Dreiecke aus zwei gleichen Seiten und dem rechten Winkel, woher AH = DH.

Lehrsatz 4. Wenn im Kreise (Fig. 771) zwei gerade Linien (AD, JK), die nicht dutch den Mittelpunkt gehen, einander (in H) schneiden, so halbiren sie einander nicht.

Denn ware AH = DH und zugleich JH = KH, so halbirt auch CH beide Linien und es ware nach dem vorigen Satz ^CHA = R = ^CHJ.

Lehrsatz 5. Zwei Kreise (Fig. 773), die einander schneiden, haben keinen gemeinschaftlichen Mittelpunkt.

Fig. 773.
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Denn ware C Mittelpunkt beider Kreise, so ziehe CD und die beliebige CF, so ist CD = CE und zugleich CD = CF, also CE = CF.

Lehrsatz 6. Zwei Kreise, Fig. 774, deren einer den anderen inwendig be-ruhrt, haben keinen gemeinschaftlichen Mittelpunkt.

Denn ware K deren gemeinschaftlicher Mittelpunkt, so hatte man im aufseren

Fig. 774.
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Kreise KJ = KM und im inneren KJ = KL, mithin KM = KL.

Lehrsatz 7. Nimmt man auf eines Kreises Durchmesser BE (Fig. 771) einen vom Mittelpunkt C verschiedenen Punkt N, und zient von diesem nach dem Um-kreis mehrere gerade Linien NF, NM, NL, so ist die durch den Mittelpunkt NE die grofste, das iibrige Stuck NB die kleinste; unter den ubrigen Linien aber immer die der grofsten NE nahere grd-fser als die entferntere. Auch sind von solchen Linien nur je zwei auf beiden Seiten der kleinsten NB (heifst praeciser: des Durchmessers BE) einander gleich.

Denn ad 1. In dem A NCF ist NC + FC>NF, d. h. NE>NF.

ad 3. In den Dreiecken NCF und NCM sind CF= CM und NC = NC aber ^FCN >^MCN, folglich NF> NM.

ad 2. Es ist CN + MN > CM, also auch

> CN + BN, folglich MN > BN.

ad 4 Macht man /^BCL = /^BCM, so ist in den Dreiecken CLN und CMN:

NC = NC, CL = CM folglich △ CLN 99 A CMN

also LN—MN

Gesetzt es ware nun noch eine Linie FN = LN, so ware auch FN = MN was gegen No. 3 des Satzes ist.

Lehrsatz 8. Nimmt man aufserhalb eines Kreises (Fig. 775) ABC einen Punkt D und zieht von ihm an den Umkreis mehrere gerade Linien, eine DA durch den Mittelpunkt Al, die ubrigen beliebig, so ist unter denen, welche den hohlen Umkreis treffen, DA, DE, DF, DJ, die durch den Mittelpunkt DA die grofste; von den ubrigen aber immer die der grofsten DA nahere grofser als die entferntere. Unter denen hingegen, welche den erhabenen Umkreis treffen, DG, DK, DL, DH ist die, welche verlangert durch den Mittelpunkt geht, DG die kleinste, von den ubrigen aber immer die der kleinsten DG nahere kleiner als die entfern-tere- Auch sind von solchen Linien nur je zwei auf beiden Seiten der kleinsten DG einander gleich.

Denn ad 1 ist DM + EM > DE, also auch DAI + AM = AD > DE
[image: ]

ad 2. In den Dreiecken DME und DMF ist DM = DM, ME = MF, 2 DME

2 DMF, folglich DE > DF. Die kleinste unter diesen Linien ist die beriihrende DB.

ad 3. Es ist MK + DK> MD


oder



MG + DK>MG + DG folglich       DK>DG

Demnach ist DG die kleinste der den Umkreis blofs treffenden Linien.

ad 4. Aus den Dreiecken DLM und DKM ergibt sich DL > DK, und die be-ruhrende DB als die grofste der den Um-kreis blofs treffenden Linien.

ad 5. Macht man /_DMH=/_DML, so erhalt man aus den congruenten Dreiecken DMH, DML, DH=DL. Wollte man nun annehmen, es sei auf der lin-ken Seite noch eine Linie, z. B. DK eben-, falls = DH, so widerspricht dem der vierte Theil des Satzes.

Dasselbe findet statt mit den Durch-. schnittslinien DJ, DF, welche einander gleich sind, und dafs noch eine zweite Linie, etwa DE der Linie DJ gleich sein sollte widerspricht No. 4 dieses Satzes.

Lehrsatz 9. Gehen (Fig. 775) von einem Punkt innerhalb eines Kreises an dem Umkreis mehr als zwei gleiche gerade Linien, so ist solcher Punkt des Kreises Mittelpunkt.

Denn ist A1E = MF = ML, und es ware nun ein anderer Punkt als M, z. B. N der Mittelpunkt, so ziehe durch A1N den Durchmesser AG. Dann ware nach Lehrsatz 7: AI A > ME, ME > AIF, A1F> AIL.

Lehrsatz 10. Ein Kreis schneidet einen anderen in nicht mehr als zwei Punkten.

Denn gesetzt, beide Kreise, Fig. 773,' schnitten sich in den drei Punkten A, B, D, so ziehe AB und DB, halbire diese in G, H, errichte die Normalen GJ, HK, so liegt in diesen beiden, folglich in de-ren Durchschnittspunkt der Mittelpunkt der beiden Kreise, welches nach Lehrsatz 5 nicht moglich ist.

Lehrsatzll. Beriihren zwei Kreise, Fig. 774, einander innerhalb, so trifft die beide Mittelpunkte verbindende gerade Linie genugsam verlangert, den Beriih-rungspunkt.

Denn ist K der Mittelpunkt des grii-fseren Kreises und der des kleineren lage aufserhalb der Linie KJ etwa in G, so ziehe JG und durch G und K die A1H.

Dann ist GJ - GD und KJ = KH

Da nun KG + GJ > KJ

so ist KG + GD > KH

oder KD > KH welches nicht moglich ist.

Lehrsatz 12. Beriihren zwei Kreise ABD, EFG (Fig. 776) aufserhalb, so geht die gerade Linie, welche beides Mittel-punkte C, J verbindet, durch den Be-riihrungspunkt T.

Denn ware ein Punkt aufserhalb CJ,

Fig. 776.
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etwa N der Mittelpunkt des zweiten Kreises, so ist NT = NK, und da CT = CH so hat man CT + JN= CH + NK

woraus CJ + TN < CN

D. h. In einem Dreieck zwei Seiten zusammengenommen kleiner als die dritte.

Lehrsatz 13. Kreise beriihren ein-ander, sowohl innerhalb wie aufserhalb in nicht mehr als einem Punkt.

ad 1. Sind (Fig. 774) K und C die Mittelpunkte der sich innerhalb beriih-renden Kreise, so liegt nach Satz 11 der Beruhrungspunkt in der verlangerten ge-raden Linie KC-, er kann also nur ent-weder in J oder in E sein, denn ware er in J und in E zugleich, so ware

CJ=CE

Es ist aber KJ = KE folglich         CJ < KE um so viel mehr CJ <CE

welches der Annahme CJ = CE wider-spricht.

ad 2. wird mit Hulfe von Satz 12 eben so bewiesen.

Lehrsatz 14. In einem Kreise (Fig. 771) sind gleiche gerade Linien AD, BD gleich weit vom Mittelpunkt C entfernt, und gleich weit vom Mittelpunkt ent-fernte Linien sind einander gleich.

ad 1. Ist CH normal AD, CO normal BD, so ist nach Lehrsatz 3, DO = ^BD, DH = ^AD, also DO — DH; hierzu DC = DC also f\DCO 99 £\DCH, woraus CO = CH.

ad 2. Aus CD =CD, CO = CH und COD=ACHD=RfolgtACDO®ACDH also DO = DH und BD = AD.

Lehrsatz 15. In einem Kreise (Fig. 775) ist der Durchmesser OP die grofste Linie, unter den iibrigen aber immer die dem Mittelpunkt nanere FJ > als die entferntere LH.

ad 1. Jede Sehne wie FJ bildet mit den Halbmessern MF, MJ ein Dreieck MFJ, in welchem also die Sehne kleiner ist als die Summe beider Halbmesser, mithin immer kleiner als der Durchmesser.

ad 2. Hat das △ MLH eine grofsere Hohe als das &MFJ, so istauch ,/LMH < 2 FMJ, folglich LH < FJ.

Lehrsatz 16. Das auf eines Kreises Durchmesser BE (Fig. 771) im Endpunkt E errichtete Perpendikel EP fallt aufserhalb des Kreises, und an diesen Punkt E fallt zwischen dem Umkreise und dem Perpendikel keine andere gerade Linie. Auch ist der Winkel des Halbkreises JSEC grofser, der ubrige vom Umkreise und dem Perpendikel eingeschlossene Winkel, SEP aber kleiner als jeder spitze geradlinige Winkel.

ad 1. Gesetzt das Perpendikel fiele innerhalb des Kreises etwa wie EJ, so ist /^CEJ = R. Nun ist in dem &CJE, CJ = CE, mithin Z.CJE = ^CEJ = R, zwei Rechte in einem Dreieck; daher kann eine in E auf BE errichtete Normale keine Sehne sein.

ad 2. Gesetzt es fiele zwischen dem Bogen ES und dem Perpendikel EP eine gerade Linie EG, die also ebenfalls ganz aufserhalb des Kreises liegt, so ist Z.CEG < R und ein auf EG gefalltes Perpendikel CG fallt oberhalb CE und CE > CG. Da nun CS = CE, so kann G nicht aufserhalb des Kreises fallen.

ad. 3 und 4. Es ist schon No. 1, Erkl. 7 angegeben, dafs Euklid gemischtlinige Winkel betrachtet. Diese aber mit gerad-linigen Winkeln zu vergleichen, ist nicht angemessen, denn beiderlei Winkel sind ungleichartig. Es ist das Unangemessene daraus ersichtlich, dafs zwischen der ge-raden Linie EP und dem Kreisbogen EJ noch unzahlige Kreisbogen moglich sind, die einen um so grofseren Winkel mit

EC bilden, je weiter man von E uber EC hinaus den Mittelpunkt des Kreises verlegt. (Vergleiche den spateren Art. „ Ku geldreieck d, pag. 120.)

Lehrsatz 18. Auf eines Kreises ABDE Beriihrungslinie EG (Fig. 771) ist die vom Mittelpunkt C nach dem Beriih-rungspunkt E gezogene gerade Linie CE perpendicular.

Ware CE nicht perpendicular, so mufste es eine andere sein, z. B. CG. Dann ist Z.CGE ein rechter Winkel, alsoim &CEG die Seite CE>CG, also auch CS > CG.

Lehrsatz 19. Ist, Fig. 771, auf eines Kreises ABDE Beriihrungslinie EG im Beruhrungspunkt E eine gerade Linie EB perpendicular, so liegt in solcher des Kreises Mittelpunkt.

Denn ware in EB nicht der Mittelpunkt, sondern aufser ihr, etwa in 0, so ist, wenn man OE zieht, (nach Satz 18) ^0EG=R, folglich ^0EG = ^BEG.

Lehrsatz 20. In jedem Kreise (Fig. 777) ist der Winkel DCE am Mittelpunkt doppelt so grofs als der Winkel am Um-fang, wenn beide auf einerlei Bogen DE stehen.

Ist 1. der Peripherie winkel DAE, so dafs beide Schenkel desselben den Mittelpunkt C einschliefsen, so ziehe den

Fig. 777.
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Durchmesser AB. Dann ist DC = AC, also ZCDA=ZCAD, also /_DCB — 2.CAD.

Eben so Z ECB = 2 CAE, folglich ADCE=2/ DAE.

Ist 2. der Peripheriewinkel DFE, so dafs der Mittelpunkt aufserhalb beider Schenkel fallt, so ziehe den Durchmesser FG und man hat aus 1:

/ GCD = 2/ GFD

______Z GCE = 22 GFE________ hieraus

Z GCE - Z GCD = 2 GFE - 2/ GFD oder Z DCE = 22 DFE

Lehrsatz21. Die Winkel DAE, DFE in einem Kreisabschnitte DAFE sind ein-ander gleich (heifst jetzt: Peripheriewin-kel auf demselben Bogen (DE) sind ein-ander gleich).

Denn zieht man den Mittelpunktswin-kel DCE, so ist nach dem vorigen Satz Z DCE = 2 DAE = 2/ DFE, woher /EAC=Z1)FE.

Lehrsatz 22. Die gegenuberstehen-den Winkel einer vierseitigen Figur im Kreise sind zweien rechten Winkeln gleich.

Es sei (Fig. 777) ADBE das Viereck, ziehe die Diagonalen AB, DE, so ist nach dem vorigen Satz

ZADE= Z ABE

______Z.BDE = Z.BAE________ hieraus Z_ADB = /.ABE + Z.BAE hierzu ZAEB=ZAEB_____ folglich

^ADB + ^_AEB = 2 rechten Winkeln.

Lehrsatz 23. Auf einer geraden Linie (AB, Fig. 778) konnen nicht zwei ahnliche und dabei ungleiche Kreisabschnitte an einerlei Seite errichtet wer-den.

Denn zieht man die beliebigen Linien AE und BE aus den Endpunkten der Sehne, .ferner die Linie BD, so hat man immer ZADB> /^AEB, mithin sind die Abschnitte immer unahnlich.

Lehrsatz 24. Aehnliche Kreisabschnitte ADB, FHG auf gleichen geraden Linien AB, FG sind einander gleich.

Denn legt man beide so aufeinander,

Fig. 778.
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dafs ihre Sehnen sich decken, so miissen auch die Bogen sich decken, weil sonst nach dem vorigen Satz die Abschnitte unahnlich sein wurden.

Lehrsatz 26. In gleichen Kreisen stehen gleiche Winkel am Mittelpunkt sowohl als gleiche Winkel am Umkreise auf gleichen Bogen.

ist j/BCG = Z.EHF und also auch

Z_BAG = AEDF, so ziehe BG, EF, so ist ^BCG^^EHF, folglich BG=EF, und da /^A = ^D, so ist auch nach Satz 22, AK=AL, also die Abschnitte BKG

Fig. 779.
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und ELF ahnlich (Erkl. 11), und wegen BG= EFauch Abschnitt BKG= Abschnitt ELF. (Euklid spricht im Lehrsatz nur von gleichen Bogen, beweist aber auch gleiche Sehnen, Auschnitte und Abschnitte.)

Lehrsatz 27. In gleichen Kreisen sind die auf gleichen Bogen BG, EF ste-henden Winkel am Mittelpunkt BCG und EHF sowohl, als am Umkreise BAG, EDF einander gleich.

Ware Z_BCG> Z_EHF, so sei Z_ BCM = Z.EHF. Dann ware nach dem vorigen Satz Bogen EM = Bogen EF-, es ist aber angenommen Bogen BG = Bogen EF, also ware Bogen BM = Bogen BG, welches unmoglich ist. Demnach ist Z_BCG = ^EHF und mit diesen nach Satz 20, /LBAG = ^EDF.

Lehrsatz 28. In gleichen Kreisen schneiden gleiche gerade Linien BG, EF gleiche Bogen ab, so dafs die grofseren Bogen BAG, EDF wie auch die kleine-ren BKG, ELF einander gleich sind.

Denn da die Halbmesser einander gleich sind, so ist &CBG99 ^.HEF also Z_BCG = Z.EHF, folglich (nach Satz 26) die grofseren und die kleineren Bogen einander gleich.

Lehrsatz 29. In gleichen Kreisen sind die geraden Linien BG, EF, welche die Endpunkte gleicher Bogen mit einander verbinden, einander gleich.

Die Halbmesser beider Kreise sind einander gleich, die Bogen gleich, folglich (Satz 27) auch Z_BCG = Z.EHF, folglich in den congruenten Dreiecken BCG, EHF BG = EF.

Lehrsatz 31. Der Winkel im Halb-kreise ist ein rechter; aber der Winkel im grofseren Kreisabschnitt ist kleiner und der im kleineren grofser als ein rechter (heifst jetzt Umfangswinkel auf einem kleineren, auf einem grofseren Bogen). Hingegen ist der Winkel des grofseren Kreisabschnitts grofser und des kleineren kleiner als ein rechter (beide letzten Winkel sind die gemischtlinigen Winkel (s. 1. Erkl. 7 und Lehrsatz 16, ad 3).

ad 1. Fig. 777. Es ist AEB der Winkel im Halbkreise. (Euklids Beweis ist etwas weitlaufig). Nun ist (nach Lehrsatz 20)

ZAEC=}ZACE

^BEC^^/BCE

daher ,/AEB = $(^ACE + z BCE)

=4-2 Rech ten = RA.

ad 2. Es ist / DEB der Winkel im grofseren Abschnitt DGAFEB oder der auf dem kleineren Bogen BD stehende Umfangswinkel und augenscheinlich < (AEB = R).

ad. 3. Es ist / DBE der Winkel im kleineren Abschnitt DBE oder der auf dem grofseren Bogen DGAFE. Mithin ist nach 2 des Satzes ^_DAE<R- aber nach Lehrsatz 22 ist /_DAE + Z.GBE = 2R, mithin Z_DBE > R.

ad 4. Dafs der gemischtlinige Winkel ED(GAFE)> R und der ED (BE) < R, wird augenscheinlich, wenn man durch D eine Normale auf DE errichtet.

Lehrsatz 32. Wird ein Kreis, Fig. 780, von einer geraden Linie EF beriihrt und von einer anderen aus dem Beriih-rungspunkt B gezogenen BD geschnitten,
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so sind die Winkel DBF, DBE, welche die schneidende Linie mit der beriihren-den macht, den Winkeln in den Neben-abschnitten des Kreises gleich.

Denn ad 1. In dem auf EF in B er-richteten Perpendikel BA liegt der Mittelpunkt des Kreises, also ist Z BDA

= R = ZABD+ZBAD=^ABF=^ABD +ZDBF. Folglich Z_BAD = Z_DBF.

ad 2. Nach Lehrsatz 22 ist ZA + AG =2R =ADBF+Z DBE. Nun ist ^A = Z_DBF (ad 1) mithin ZG = Z.BBE.

Lehrsatz 35. Schneiden einander in einem Kreise zwei gerade Linien, so ist das unter den Abschnitten der einen ent-haltenen Rectangel dem unter den Abschnitten der anderen enthaltenen gleich.

Gehen die beiden sich schneidenden Linien durch den Mittelpunkt, so ist der Satz an sich klar. Ist aber C der Mittelpunkt, und der Durchschnittspunkt ein anderer, E, so ziehe CB, CG, CE, falle die Perpendikel CF, CH, so ist AF= GF, BH = DH.

Fig. 781.
[image: ]


Mithin AE x GE + EF^ = AF2 = GF2*) hierzu              CF2 = CF2

gibt AE x GE + EF2 + CF2 = CF2 + GF2 oder AE^ GE A CE2 = CG2 = CB2

Eben so ist

DExBEACE2=CB2 folglich ist A Ex GE = DE x BE

Lehrsatz 36. Gehen von einem aufser-halb eines Kreises (Fig. 775) genomme-nen Punkt D zwei gerade Linien nach dem Umkreis, von denen ihn die eine DA oder DF in AL schneidet, die an-dere DB beruhrt, so ist das unter der inzen schneidenden Linie DA, DF und rem aufserhalb des Kreises beflndlichen Abschnitt DG, DL enthaltene Rectangel dem Quadrat der Beriihrungslinie DB gleich.

ad 1. Wenn die schneidende Linie DA den Mittelpunkt M trifft.

Falle das Loth MB auf BD, so ist

DM2 = DB2 + BM2

Ferner ist

AD x BG + GM2 = DM2 **) oder

ADxDGA BM2 = DM2=DB2ABM2 woraus ADxDG=DB2

ad 2. Wenn die schneidende Linie DF nicht den Mittelpunkt M trifft.

Falle das Perpendikel MR auf DF, dann ist FL in R. halbirt, und man hat

DFxDL + LR2= DR2

hierzu MR2 = MR2 gibt

DFx DL + LR2 + MR2 = DR2 + MR2 oder

DFx DL + LM2 = DM2 = BD2ABM2

Nun ist LAl2 — BM2

folglich ist DF X DL = BD2

Lehrsatz37. Gehen von einem aufserhalb eines Kreises (Fig 775) genomme-nen Punkt D zwei gerade Linien an den Umkreis, von denen die eine DF ihn schneidet, die andere DB an ihn fallt, und ist das unter der ganzen schneidenden Linie DF und ihrem aufserhalb des Kreises beflndlichen Abschnitt DL enthaltene Rectangel dem Quadrat der an den Umkreis fallenden Linie DB gleich, so ist letztere eine Beriihrungslinie des Kreises.

Denn denkt man sich (Fig. 775) rechts von AD eine beriihrende DB,, so ist nach dem vorigen Satz: DFx DL = DB,2

Nun ist zugleich DFx DL = DB2 folglich               DB, = DB

Nun sind in den beiden Dreiecken DMB und DMB, -. DB = DB,-, DM= DM und MB= MB,-, folglich ist auch ^DBM = ^DB,M und da dieser ein rechter Winkel ist, so ist auch ^/DBM ein rechter Winkel, und folglich DB eine Tangente (Satz 16).

	
7.    Hier schliefst das dritte Buch und mit ihm das Lehrgebaude fiber die wis-senswiirdigsten Eigenschaften des Kreises mit Ausnahme der Aufgaben, welche durch Construction gelost werden, von welchen allein 16 Aufgaben das 4te Buch aus-machen.



Auffallend konnte es erscheinen, dafs ein ganz einfacher Lehrsatz, der zu den ersteren der Kreislehre gehort, erst als 33ter Lehrsatz im 6ten Buch aufgefuhrt ist.


*) Anmerk.

**) Anmerk.




AE = a, GE = 6 gesetzt: ab + (d36 — bj = (d35

AD = a, DG = b gesetzt: ab + (d,6) = (dg‘ + b



Namlich: „In gleichen Kreisen verhal-ten sich sowohl die Winkel am Mittel-punkt als auch die Winkel am Umkreise, desgleichen die Kreisausschnitte wie die Kreisbogen, worauf sie stehen." Denn der Satz beruht auf dem Satz, dafs in gleichen Kreisen zu gleichen Winkeln am Mittelpunkt auch gleiche Bogen u. s. w. gehoren.

Man mufs aber erwagen, dafs Euklid die Lehre von den Verhaltnissen erst im funften Buch und zwar mit Hulfe von geraden Linien vortragt.

	
8    Die geordnete Zusammenstellung der Lehrsatze fur die Elemente der Kreislehre ist nach meiner Ansicht mit Zuziehung guter Lehrbiicher folgende:



	
1.    Kreise, welche gleiche Halbmesser also auch gleiche Durchmesser haben, sind gleich.


	
2.    Gleiche Kreise haben gleiche Halb-messer und also auch gleiche Durchmesser.


	
3.    Der Durchmesser theilt den Kreis in zwei congruente Theile.



Diese drei Satze sind durch Deckung zu erweisen.

	
4.    In einem und in gleichen Kreisen gehoren zu gleichen Winkeln am Mittelpunkt gleiche Bogen, gleiche Sehnen, gleiche Ausschnitte und gleiche Abschnitte.



Beweis s. vorstehend Euklid Satz 26.

	
5.    In einem und in gleichen Kreisen gehoren zu ungleichen Winkeln am Mittelpunkt ungleiche Bogen u. s. w.



Ist mit Hulfe von Satz 4 indirect zu beweisen.

	
6.    Die acht umgekehrten Satze von Satz 4 und 5 (wie Euklid Satz 27).


	
7.    In einem und in gleichen Kreisen verhalten sich die Bogen und die Ausschnitte (die Sehnen und die Abschnitte natiirlich nicht) wie die zu ihnen ge-horenden Winkel am Mittelpunkt.



Beweis aus Satz 4. Verhalten sich namlich die Winkel wie m:n, so theile diese Winkel durch Radien in m und in n gleiche Theile, dann besteht der erste Winkel aus m, der zweite aus n gleichen Winkeln, fur jeden gilt Satz 4, folglich haben n und m gleiche Winkel n und m gleiche Bogen und Ausschnitte.

Sind die Winkel (A und B) incom-mensurabel, so nehme den einen dersel-ben z. B. A, rational an und theile den-selben in n gleiche rationale Theile; der zweite Winkel B sei nun grofser als m — 1 und kleiner als m solcher Theile («), so fallt dessen zweiter Halbmesser zwischen den m — iten und den mten Theilhalbmesser. Nun kann man n be-liebig grofs und damit den einzelnen Theilwinkel a beliebig klein nehmen, und dadurch beide den Endhalbmesser des /_B einschliefsenden Halbmesser dem-selben (d. h. Z(m — 1) a und Ama dem AB) beliebig nahe bringen. Aber der zu ma gehorende Bogen bleibt immer grofser und der zu (m — 1) a gehorende Bogen immer kleiner als der gegebene, mithin ist der gegebene Bogen als Grenz-werth zwischen beiden der gesuchte Bogen und mit diesem der zugehorige Aus-schnitt der gesuchte Ausschnitt.

	
8.    In einem oder in gleichen Kreisen sind gleiche Sehnen gleich weit vom Mittelpunkt entfernt; und Sehnen, die in einem oder in gleichen Kreisen gleich weit vom Mittelpunkt entfernt sind, sind gleich.



Der Satz ist mit Hulfe von Satz 4 zu beweisen. Siehe vorstehend Euklid Satz 14, und den Aufsatz Chorde No. 2 mit Fig. 286.

	
9.    In einem oder in gleichen Kreisen ist der Mittelpunktswinkel doppelt so grofs als der mit ihm auf demselben Bogen stehende Umfangswinkel. (Beweis vorstehend Euklid Satz 20.)



Hieraus gehen unmittelbar folgende Satze als richtig hervor:

	
10.    Alle Umfangswinkel auf demselben oder auf gleichen Bogen in einem Kreise, oder auf gleichen Bogen in gleichen Kreisen sind einander i gleich (mit Hulfe 8, Satz 4).



Jeder der beiden von einer Sehne ab-geschnittenen Bogen ist der geometrische Ort fur Dreiecke auf einerlei Grundlinie mit gleichen Winkeln an der Spitze.

	
11.    Zu gleichen Peripheriewinkeln in einem und in gleichen Kreisen gehoren gleiche Bogen und gleiche Sehnen.


	
12.    Der Peripheriewinkel im Halbkreise ist ein rechter Winkel, denn der Centri-winkel ist = 2 rechten. Der Halbkreis ist demnach der geometrische Ort fur rechtwinklige Dreiecke auf einerlei Hypotenuse. (Euklid, Satz 31.)


	
13.    Der Peripheriewinkel, der auf einem Bogen steht, der kleiner ist als der Halbkreis, ist spitz, auf einem der grofser ist als der Halbkreis stumpf. (Euklid, Satz 31.)


	
14.    Parallele Sehnen schneiden zwischen sich gleiche Bogen ab. (S. den Art. , Chorde", No. 4)


	
15.    Der Mittelpunkt eines Kreises liegt in der auf einer Chorde in der Mitte er-richteten Normalen, und die von dem Mittelpunkt auf eine Chorde gefallte Normale halbirt dieselbe. (Vorstehend Euklid, Satz 3.)


	
16.    Eine gerade Linie schneidet einen Kreis nur in zwei Punkten. Denn schnitte sie den Kreis in drei Punkten und man zieht die drei Radien, so entstanden mit drei Schenkeln, derselben Spitze und der-selben Hohe drei gleichschenklige Drei-ecke.


	
17.    Drei in einer Ebene befindliche Punkte, die nicht in einer geraden Linie liegen, bestimmen einen Kreis. Denn verbindet man einen Punkt mit den bei-den anderen Punkten durch gerade Li-nien, so kann man diese beiden Linien als Sehnen eines Kreises betrachten; des-sen Mittelpunkt liegt nach Satz 15 in dem Durchschnittspunkt der in den Mitten der Sehnen auf denselben errichteten beiden Normalen.


	
18.    In jedem Viereck im Kreise ist die Summe je zwei einander gegenuberlie-gender Winkel = 2 rechten Winkeln, weil deren Centriwinkel zusammen 4 Rechte ausmachen. (Euklid, Satz 22.)


	
19.    Wenn in einem Viereck je zwei einander gegenuberliegende Winkel zusammen gleich 2R sind, so kann man einen Kreis darum beschreiben.



Denn gesetzt der Kreis (Fig. 777) ginge durch A, D und E aber nicht durch B, sondern durch einen Punkt H oberhalb oder unterhalb B in AB, so wiirde nach dem vorigen Satz A A + AH = zweien Rechten sein. Im ersten Fall aber ware ZH> B und im zweiten Fall ZH < AB also AA+ AH entweder > oder < 2R.

Anmerk. Man kann Satz 18 auch folgender Art ansdriicken:

Die beiden Umfangswinkel in jeden zwei Abschnitten, aus welchen ein Kreis besteht, sind zusammen = 2 Rechten.

	
20.    In einem oder in gleichen Kreisen liegt die grofsere Sehne dem Mittelpunkt naher als die kleinere.


	
21.    Wenn in einem oder in gleichen Kreisen eine Sehne entfernter vom Mittelpunkt ist als eine andere, so ist die erstere kleiner als die letzte.



Die Beweise dieser beiden Satze sind einfach (s. den Art. „Chorde“, No. 3, pag. 22 mit Fig. 286).

	
22.    Zwei sich schneidende Sehnen hal-biren einander nicht. (Euklid, Satz 4.)


	
23.    Schneiden sich zwei Sehnen inner-halb des Kreises, so ist der von ihnen gebildete Winkel = der Summe, schneiden sie sich aufserhalb, = der Differenz der beiden Umfangswinkel, welche auf den zwischen den Sehnen abgeschnittenen Bogen stehen.



Beweis wie im Art. „Chorde“, No. 6 mit Fig. 287 und 288.

	
24.    Schneiden sich zwei Sehnen normal, und man zieht die vier Halbmesser nach deren Endpunkten, so erganzen sich die gegenuberliegenden Umfangswinkel gegenseitig zu zwei Rechten.



Beweis im Art. ,Chorde", No. 7 mit Fig 289.

	
25.    Die auf einem Durchmesser in jedem Endpunkt errichtete Normale hat nur diesen einen Punkt mit dem Kreis-umfang gemein, liegt mit alien iibrigen Punkten aufserhalb des Kreises und ist somit eine Tan gente an dem Kreis. (Euklid, Satz 16 )



Denn ist (Fig. 771) EG normal auf BE und man zieht aus dem Mittelpunkt C nach einem anderen dem Beruhrungs-punkt E noch so nahe gelegenen Punkt G in EG eine gerade Linie CG, so ist diese als Hypotenuse in dem rechtwink ligen ^CEG immer grosser als CE; der Punkt G liegt also aufserhalb des Kreises.

Der weitlaufige Beweis von Euklid, Satz 16 ist nicht erforderlich.

	
26.    Eine Tangente steht auf dem durch den Beruhrungspunkt gezogenen Durchmesser normal.



Denn gesetzt GE, (Fig. 771) ware nicht normal EC, so falle eine Normale CG auf EG. Dann ist Z.CGE = R, folglich in dem rechtwinkligen ^CEG die CE als Hypotenuse > CG; da aber der Punkt G in der Tangente aufserhalb des Kreises liegt, so mufs CG > CE sein.

	
27.    Eine in dem Beruhrungspunkt auf einer Tangente errichtete Normale geht durch den Mittelpunkt.



Denn ginge sie nicht durch C, Fig. 771, sondern etwa wie EO, und man zieht den Halbmesser CE, so ist nach dem vorigen Satz Z_CEG = R, also kann Z OEG nicht R sein.

	
28    Zwei nicht parallele Tangenten an einem Kreis bis zu ihrem Durchschnitts-punkt verlangert sind gleich; die vom Durchschnittspunkt durch den Mittelpunkt gezogene gerade Linie ist normal auf der beide Beriihrungspunkte verbindenden Sehne und halbirt sie.



Denn denkt man sich (Fig. 775) rechta von AD eine zweite Tangente DB1 so


ist ^DBM 92 ^DB’M, weil DM=DM, BM = B’M und ZB = Z B’ = R. Folglich ist DB’ = DB.

Da nun auch j/DMB’ = A DMB, so ist, wenn man BB' zieht und den Durch-schnittspunkt zwischen DM und BB1 mit R bezeichnet, MR = MR, mithin ^BMR 90 B’MR und hieraus BR = B'R und _BRM=AB‘RM= R.

	
29.    Treffen sich eine Tangente und Sehne in dem Beriihrungspunkt, so ist der von ihnen gebildete Winkel = dem Peripheriewinkel im gegeniiberliegenden Kreisabschnitt.



B eweis vorstehend, Euklid, Satz 32.

	
30.    Ist von den beiden geraden Linien DB und DF, Fig. 775, erstere eine Tangente, letztere eine Durchschnittslinie, so ist das Rectangel, welches von dieser Durchschnittslinie mit dem aufseren Theil derselben gebildet wird, gleich dem Quadrat der Tangente. Also Fig. 775: DB2= DF*DL = DAxDG = DJy.DH



Beweis: Euklid, Satz 36 mit Fig. 775.

	
31.    Der umgekehrte Satz von 30 mit Beweis s. vorstehend Euklid, Satz 37.


	
32.    Zwei Kreise, die einander schnei-den und die einander beruhren haben keinen gemeinschaftlichen Mittelpunkt.



Euklid hat daruber 2 Lehrsatze: Zwei Kreise, die einander schneiden haben keinen gemeinschaftlichen Mittelpunkt (Satz 5 mit Fig. 773) und: Zwei Kreise, deren einer den anderen in wen dig beruhrt, haben keinen gemeinschaftlichen Mittelpunkt (Satz 6 mit Fig. 774). Dafs dies bei Kreisen, die sich auswendig beruhren, der Fall ist, scheint ihm unno-thig bewiesen zu werden.

	
33.    Zwei Kreise schneiden einander in nicht mehr als zwei Punkten. Beweis ist vorstehend in Euklid, Satz 10 mit Fig. 773.


	
34.    Wenn zwei Kreise sich schneiden, so steht (Fig. 782) die Centrale CC auf der gemeinschaftlichen Sehne AB normal und halbirt dieselbe.






Fig. 782.
[image: ]

IV.




Denn aus AC = BC, AC = BC und CC = CC’ hat man

^ACC’^^BCC

Hieraus Z_ACC'=Z.BCC

hierzu AC = BC, DC = DC gibt ^ACD^^BCD

woraus AD^BD und /_AI)C= ^BDC=R

	
35.    Kreise beriihren einander, sowohl innerhalb als aufserhalb in nicht mehr als einem Punkt und haben daselbst eine gemeinschaftliche Tangente. (Beweis, Euklid, Satz 13 mit Fig. 774.)


	
36.    Beriihren zwei Kreise einander innerhalb oder aufserhalb, so trifft die Centrale den Beriihrungspunkt. (Beweis s. Euklid, Satz 11 und 12.)


	
37.    Zwei in einer Ebene liegende Kreise schneiden sich, wenn der Abstand ihrer Mittelpunkte kleiner ist als die Sum-me ihrer Halbmesser oder grofser als die Differenz derselben.



Denn im ersten Fall liegt jeder Mittelpunkt aufserhalb des zweiten Kreises, im zweiten Fall liegen beide Mittelpunkte in dem grofseren Kreise; in beiden Fallen steht die Verbindungslinie der Mittelpunkte (die Centrale) auf der gemeinschaftlichen Sehne normal und halbirt dieselbe.

	
38.    Zwei in einer Ebene liegende Kreise beriihren einander in einem ein-zigen Punkt, wenn der Abstand ihrer Mittelpunkte gleich der Summe oder der Differenz ihrer Halbmesser ist. Sie haben eine gemeinschaftliche Tangente, die im ersten Fall zwischen beiden Kreisen, im zweiten Fall auf einer Seite beider Kreise liegt, weil die Beriihrung der Kreise im ersten Fall aufserhalb, im zweiten Fall innerhalb geschieht.


	
39.    Zwei in einer Ebene liegende Kreise liegen ganz auseinander, wenn die Centrale grofser ist als die Summe der Halbmesser. Ist die Centrale kleiner als die Differenz beider Halbmesser, so liegt der kleinere Kreis ganz innerhalb des grofseren.


	
40.    Wenn (Fig. 783 und 784) zwei Kreise einander beriihren, und man zieht durch den Beriihrungspunkt zwei gerade Linien, welche jeden der beiden Umfange in noch einem Punkt schneiden, so sind die beiden Sehnen, welche diese Durch-schnittspunkte verbinden, einander parallel.



Denn in Fig. 783 sind DG und FH, in Fig. 784 AF und AD die beiden durch den Beriihrungspunkt A gezogenen ge-

raden Linien, FD und GH die deren End-punkte verbindenden Sehnen.

Fig. 783.
[image: ]


Es ist also in Fig. 783

Z.BAD = ^AFD

^CAG = Z.AHG

Aber  ^BAD = ^CAG

also auch ^AFD — ^AflG

folglich      GH + DF

Fig. 784.
[image: ]


In Fig. 784 ist

ZBAG = AAHG

^BAF= AADF

folglich  ^AHG = ^ADF

und       GH + DF

	
41.    Schneiden sich zwei Sehnen, so ist das Rechteck aus den Abschnitten der einen Sehne mit dem Rechteck aus den Abschnitten der anderen gleich grofs. Beweis s. Euklid, Satz 35 mit Fig. 781, pag. 94 und Art. Chorde, No 11 mit Fig. 287, Bd. II. pag. 24.


	
42.    Schneidet eine Tangente eine ver-langerte Sehne, so ist das Quadrat der Tangente = dem Rechteck aus der gan-zen verlangerten Sehne und der Verlan-gerung.



Beweis s. Euklid, Satz 36 mit Fig. 775, pag. 94 und Art. „Chorde“, No. 11 mit Fig. 290, Bd. II. pag. 24.

	
43.    Schneiden sich zwei Sehnen aufser-halb des Kreises, so sind die Rectangel aus jeder ganzen verlangerten Sehne und ihrer Verlangerung einander gleich. Beweis im Art. „Chorde“, No. 11 mit Fig 288, Bd. II. pag. 24.



	
9.    Zu den Lehren der Geometrie ge-horen die Anweisungen zu Losung geo-metrischer Aufgaben mittelst Zeichnung, wie dies in dem Art. „Constructio-nen", pag. 49, als Einleitung auseinan-dergesetzt ist. Die Constructionen be-ginnen daselbst mit denen aus der Ele-mentargeometrie und es sind fiir dieselbe 135 Aufgaben gelost. Diejenigen Aufgaben, welche speciell auf den Kreis sich beziehen , fangen mit No. 29 an und zwar mit der einfachsten Aufgabe: In einem gegebenen Kreis eine Sehne von gege-bener Lange einzutragen.



Die den Kreis speciell betreffenden Aufgaben sind nun No. 29 bis incl. No. 41, No. 79 bis No. 81 und No. 135. Die Ver-zeichnung von regelmafsigen Dreiecken und Vielecken in und um einen Kreis zeigen No. 89 bis incl. 95. Von den iibrigen Aufgaben sind No. 62 bis No. 64 Construction von Vierecken in und um den Kreis, No. 70 bis No. 78 Construction von Dreiecken und Quadraten im Halb-kreis und im Quadrant; No. 89 bis No. 95 Construction regelmafsiger Vielecke in und um den Kreis. Auch in dem Art. „Chorde“ mit 8 Figuren befinden sich Constructionen, welche die Chorde an sich und dieselbe in Zusammenhang mit der Tangente betreffen.

	
10.    Der algebraische Theil der Elemen-tarlehre vom Kreise ist in dem Worter-buch schon in verschiedenen Artikeln behandelt. Der erste Artikel daruber: Arcus, Bogen, Kreisbogen enthalt die Auffindung der Verhaltnifszahl n zwi-schen dem irrationalen Kreisumfang und dem rationale!! Durchmesser und die Werthe von 7, logbrvt, logn/t, jede in 15 Decimalstellen angegeben. Ferner enthalt er die Eintheilung der Kreislinie, die Auffindung der Bogen bei gegebenen Centriwinkeln mit Hulfe der trigonome-trischen Tafeln; Tabellen fiir Bogenlan-gen bei Centriwinkeln Secunde fiir Se-cunde und Minute fur Minute von 1 bis 60 und Grad fur Grad von 1° bis 360°. Ferner die Entwickelung von Reihen fur die Lange eines Bogens bei gegebenen Sinus, Cosinus, Tangente, Cotangente, Secante, Cosecante.



In dem Art. „Chorde“, No. 12 mit Fig. 293 sind Formein gegeben fiir den Zusammenhang des Halbmessers der zu-gehorigen Sehne, der zu dem halben Bogen gehorenden Sehne, der Hohe des zur ganzen Sehne gehorenden Abschnitts und Anwendung auf die genannten Stiicke als Theile regelmafsiger Figuren im Kreise. Der Art. „Halbkreis“ enthalt diesel-ben Formein fur den Halkreis.

	
11.    Geordnete Zusammenstellung der zum Kreise gehorenden Zah-len und Ele me ntarformeln.



Die Verhaltnifszahl zwischen demDurch-messer zum Umfang des Kreises ist

	
1.     1:7 = 1:3,14159 26535 89793


	
2.    log br it = 0,49714 98726 94134


	
3.    logn n = 1,14472 98858 49400


	
4.        — = 0,31830 98861 83791


	
5.    log br— = 9,50285 01273 ...- 10


	
6.        V= 1,77245 38509 05516


	
7.    log br Vn = 0,24857 49364


	
8.      ]/—= 0,56418 95835 47756


	
9.    log br V = 9,75142 50636 ... - 10


	
10.          z2= 9,86960 44010 89359


	
11.    log br n2 = 0,99429 97454


	
12.         1, = 0,10132 11836 42338


	
13.    log br —, = 9,00570 02546 ... - 10



3

	
14.      1/X =0,80599 59770



3

	
15.    log br VI =9,90633 28741 ...- 10



Der Umfang des Kreises:

	
16.        2nr = 6,2 8 318 53071 79586xr


	
17.    log 2ar = 0,79817 98734... log r



Der Umfang des Quadrant:

	
18.    +ar= 1,57079 63268...Xr


	
19.    log ar = 0,19611 98719 ... ~%.log r



Der Inhalt des Kreises:

	
20.         zrr2 = 3,14159 ... X r2


	
21.    log nr2 = 0,99429 97454 ... log r



Bei dem Centriwinkel = c

	
22.    Der Kreisbogen = 1800 • ar


	
23.    Die Sehne = 2r sin y


	
24.    Die Hohe des Bogens = (i- cos )r


	
25.    Der Kreisausschnitt = — nr2


	
26.    Der Kreisabschnitt = +(18%0 7-sin «)r2


	
27.    Der concentrische Kreisring = n (R2 — r2)


	
28.    Das concentrische Ringstiick = 3600 n (R‘-r2)



Sind die in einen Kreis eingetragenen Linien, als Sehnen, Hohen, Abschnitte statt in Zahlen gegeben zu sein mit Buch-staben bezeichnet, so erhalt man noch folgende Formein (Bd. II. pag. 23):

— AF-.DF=EF.BF\ — ooo 29. Oder AFxBF=DFx EF Fig- 288

	
30. AF:EE=DF:AFI Fig. 290 oder AF2 — BFxDF] 6



Fur den Halbkreis (Fig. 292)

AE : DE = DE : BE 1

Oder   DE2 = AExBEj

AE: AD = AD -. AB }

oder    AD2 = AB x AE]

Wird Fig. 293 der Halbmesser AC = BC = r, die Sehne AB = a fur den Centriwinkel ACB — a, die Sehne AD = BD = b fur den Centriwinkel ACD=ka, die Hohe DE des Abschnitts ABD = h gesetzt, so erhalt man

	
33.    a = — 14,2—62 r


	
34.    64 - 46 2,2 + a?,2= 0

b = V2r2 — r 14r2 — a2

35.

36.

37.

38.
[image: ]

V462 - a2




Setzt man « fir fa, also Fig. 293, Z_ACD = Z_BCD — a, so hat man

	
39.    AB = a = 2r sin a =2b cos y



d C — = 2 cos — b         2

	
40.    BD = AD = b = 2r sin 9 = 2d secy



12. Die in dem Art. „Arcus“, von No. 9 ab entwickelten Formein fur die Lange der Bogen in Reihen nach den fortlaufenden Potenzen der trigonometri-schen Linien der Bogen sind:

	
, . ,     1,3 .3-5 , 3-5-7 , , 41.    Arc@sin=d)=£+2.38**+2.4-58*+2-4-6-178* 2.4-6-8.9”



Das allgemeine (nte) Glied ist 3-5 • 7 .... (2n — 3)          . 21-1

	
	
2.4- 6 .... (2n-2) (2n-l)



	
42.    Are(cos= =)= 2 -[*+213**+2.4.5"*+248.1*+


	
43.    Arc (g ==)==- Java + Ja5 — 4a‘ + Ja9 + .... ± 2,1 «2n-1



a r a? 2.4 ( «2 v 2-4-6 (_a2 \a , 1+a2L 1‘1+a2"3-5 1+x2) T 3-5-7 1+a2) + 2-4-6-8( IT2 y 2.4.6.... 2 (n - 1)/ «2 )-1] 3-5-7-9 1+a2) T ' ’ ’ 3-5-7 .... (2n - 1) \ + «2) J

	
44.    Arc (cot =a)= «+ 3a3 — Ja5 + 4a7 — ....



= 3 - (a - 8a3 + Ja5 ~ 4a7 + • • • •)

_ A a T 22 , 2.4 (%? 12 “2  1+22118 1+x2* 3.5 1+x2)

	
45.    Aregsco ==)= 7-[4+2.3.2+2.435.4+.....]
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46.    Arclcosec $=a* 2.323 + 2-4-528


	
47.    Arocoim=s)= 3- a -9+4-“) + 39—4


	
48.    Arc (cosv = .) = (1 - c+4, 4)3+3915+....



Man kann aus einigen dieser Formein eine Reihe fur den Werth von n ent-wickeln: Legt man Formel 41 zu Grunde,

setzt den Centriwinkel fur x = 30°, dann ist are sin 30° = An und sin 30° = }, mit-hin

_[,   2   .   2 • 3   i 2.3.5   ,   1

’ a 6 ++ 2-3.422.4.5. 822.4.6.7.162 + •*

(s. den Art. „Arcus“, No. 17, A am Schlufs).

Legt man Formel 43, 2 zu Grunde, so hat man fur den Centriwinkel von a = 45°: x = {x, tg a =1 und

	
50 . * .......................



\      3-5 3-5-7 )

(s. den Art. » Arcus", No. 17).

	
13 . Der Art „BrennpunktederKe-gelschnitte", pag. 420 mit Fig. 257 zeigt den Kreis als einen Kegelschnitt, namlich als den mit der Grundebene = genommenen Durchschnitt EF eines Kegels , entwickelt aber fur denselben keine Formel, weil der Kreis keinen Brenn-punkt hat. Wie aber fur die iibrigen Kegelschnitte, so gehort auch fur den Kreis eine allgemein geltende Gleichung.



Der Art. „Coordinaten“, pag. 132, gibt mit Fig. 513 die rechtwinklige Co-ordinatengleichung des Kreises (des Kreis-umfangs)

y‘= 2rx - 2 )

oder y2 + a2 — 2rx = 0)

Die Gleichung ist aber eingeschrankt, und zwar deshaib, weil die Abscissenlinie der Durchmesser, ein Endpunkt desselben Anfangspunkt der Coordinaten und diese rechtwinklig sind.

Der Art. „Curven“, pag. 161 entwickelt gleich Anfangs mit Fig. 518 die Coordinatengleichung fur den Kreis, wo die Abscissenlinie AX aufserhalb des Kreises liegt, die Doppelordinaten wie DE, DF schiefwinklig und der Anfangspunkt A der Coordinaten ein willkiihrli-

cher Punkt darin ist. Man erhalt dort die Gleichung:

y2 — 2yx cos a + x2 + 2y {a cos a — b} — 2x (a — b cos c)+ a?— 2ab cos a + b2— r‘= 0 (2)

Es wird aus dieser Gleichung festge-stellt, dafs die einfachste aller krummen Linien, der Kreis, schon durch eine quadra tische Gleichung bestimmt wird. Es ist also der Kreis schon eine Linie der zweiten Ordnung oder eine Curve der ersten Klasse von der diesen Curven zu-kommenden allgemeinen Form 1 (Bd. II, pag. 172).

ay? + byx + ex2 + dy + cx + f = 0

Oder wenn man a = 1 setzt, oder wenn man die Gleichung mit a dividirt und die iibrigen Coefficienten als mit a dividirt beibehalt

y2 + byx + ex2 + dy + ex + f= 0

Man erhalt ferner zwei verschiedene Werthe von y, einen fur DE und einen fur DF.

	
A.    Setzt man a = 90°, dann sind die Ordinaten normal der Abscisse und man erhalt aus Gleichung 2:



y2 + x2 — 2by — 2ax + a2 + b2 — 72 = 0 (3)

	
B.    Setzt man nun in diese Gleichung noch b = r, so erhalt man die Abscissen-linie in den unteren Beriihrungspunkt mit dem Kreise und es ist:



y2 + x2 — 2ry — 2ax + a2 = 0          (4)

	
C.    Setzt man in Gleichung 3 die Con-stante b = 0, so erhalt man die Abscissen-linie durch den Mittelpunkt C und die Gleichung



y2 + x2 — 2ax + a2 — r2 = 0           (5)

	
D.    Setzt man in Gleichung 3 die Con-stante a = r, so erhalt man den Anfangspunkt in der Projection des Scheitels J und die Gleichung



32+a2—2by - 2rx + 62 = 0         (6)

	
E.    Setzt man in Gleichung 3 die Con-stante a=0, dann erhalt man den Anfangspunkt in der Projection des Mittel-punkts und die Gleichung



y2 + x2 — 2by + b2 — r2 = 0           (7)

	
F.    Setzt man in Gleichung 4 die Con-stante a = r, so hat man die Abscissen-linie in dem unteren Beriihrungspunkt mit dem Kreise und den Anfangspunkt A in der Projection des Scheitels J und die Gleichung



y2 + x2 — 2ry — 2rx + r2 = 0          (8)

	
G.    Setzt man in Gleichung 4 die Con-stante a = 0, dann hat man die Abscisse in den unteren Beriihrungspunkt und den Anfangspunkt in der Projection des Mit-telpunkts. Die Gleichung ist



y2 + x2 — 2ry = 0                   (9)

	
H.    Setzt man in Gleichung 5 die Con-stante a = r oder in Gleichung 6 die Con-stante b =0, so hat man die Abscissen-linie durch den Mittelpunkt C, den An-fangspunkt im Scheitel J und die Gleichung y2 + x2 — 2rx = 0


	
J.    Setzt man in Gleichung 6 die Con-stante b = r, dann hat man die Abscis-senlinie in dem unteren Beruhrungspunkt mit dem Kreise, den Anfangspunkt in der Projection des Scheitels J und die Gleichung



y2 + x2 — 2ry — 2rx + r2 = 0

	
K.    Setzt man in Gleichung 5 die Con-stante a = 0, so erhalt man die Abscissen-linie durch den Mittelpunkt C, den Anfangspunkt im Mittelpunkt C und die Gleichung y2 + 42 — r2 = 0



Kreis in einem Beweis ist wenn das zu beweisende, mehr oder weniger ver-steckt, als bewiesen vorausgesetzt wird.

Kreis, Borda’scher, s. „Borda-’scher Kreis “.

Kreisabschnitt. Erklarung, s. „Kreis", No. 1. Formel fur den Inhalt No. 11, Formel 24.

Kreisausschnitt. Erklarung,s.„Kreis“, No. 1. Bezeichnet man den Centriwinkel mit a, die Lange des Bogens mit b, die Sehne mit a, so hat man den Inhalt des Ausschnitts J =

360°   =2-4 360° / . „ sin 2

Fur a = 108° 36' 13" wird der Aus-schnitt durch die Sehne halbirt.

Kreisbewegung, s. „Centralbewe-gung".

Kreisbogen, s. „Kreis", No. 1 und die Formel No. 11, 20.

Kreisebene, s. „Kreis“, No. 1 und die Formein No. 11, 18 und 19.

Kreislinie, s. v. w. „Kreis“; Formel s. Kreis, No. 11, 14 und 15.

Kreisring und Ringstiick, s. „Kreis“, No. 11, 25 und 26.

Kriimmung ist die Abweichung von der geraden Richtung und die Kriimmung ist um so grofser und um so kleiner, je grofser und je kleiner diese Abweichung 1st.

Die Kriimmung findet bei Linien und Flachen statt; eine Linie, die gekrummt ist, heifst eine krumme Linie, eine Flache, die gekrummt ist, heifst eine krumme Flache. Die Krummung darf sich jedoch nicht auf einzelne Theile der Linie oder der Flache beschranken, so dafs andere Theile derselben gerade sind; der noch so kleinste Theil der Linie und der Flache darf nicht gerade sein.

Linien, die nach einem Gesetz gekrummt sind heifsen Curven (s. d); Flachen, die gekrummt sind, kommen in der Geometrie nur als Oberflachen vor.

Das Maafs der Kriimmung ist die Kreis-linie (der Kriimmungskreis) von gro-fserem und von kleinerem Halbmesser (Kriimmungshalbmesser). Denn man kann eine sehr kleine krumme Linie mit einem Kreisbogen vergleichen, wenn sie diesem so nahe kommt, dafs weder eine anders gekriimmte Linie noch ein Kreisbogen von kleinerem Halbmesser zwischen beide fallen kann, ohne dafs er die eine oder die andere schneidet.

Je kleiner der Halbmesser des Kriim-mungskreises ist, desto grofser, und je grofser der Halbmesser, desto kleiner ist die Kriimmung.

Der Kriimmungsgrad einer Flache wird in den Kriimmungen von Durchschnitts-linien gemessen, die durch dieselben in geraden Richtungen genommen werden.

Kriimmungshalbmesser, s. d. vorigen und den folgenden Artikel.

Kriimmungskreis ist in der Curven-lehre ein sehr wichtiges Mittel fur die Untersuchung der Curven in bestimmten Punkten nach verschiedenen Eigenschaf-ten hin. Wie derselbe dadurch gefunden wird, dafs man seinen Halbmesser be-stimmt s. „Curvenlehre“ IL, pag. 186. Die Curve, in welcher die Mittelpunkte der Kriimmungskreise aller auf einander folgenden Curvenpunkte liegen, heifst die Curve der Mittelpunkte. Wie diese gefunden wird, zeigt der Art. „Curven-lehre “ III. pag. 188; desgleichen die nachste Anwendung davon auf die Er-mittelung von Wende- und Ruckkehr-punkten dieselbe pag. No. IV.

Krumm ist nicht gerade. S. d. Art. „Kriimmung“.

Krumme Linien, Flachen, die nach einem Gesetz gekriimmt sind. S. die Art. „Curven" und „Curvenlehre“.

Krummzapfen ist eine mechanische

Vorrichtung, durch welche man vermoge einer um eine feste aber um ihre Axe drehbare Welle in Kreisbewegung befind-lichen Kraft eine Last mittelst einer Lenkstange in hin und her gehende ge-radlinige Bewegung versetzt.

	
1.    Ist (Fig. 785) C der Mittelpunkt der Welle und des Krummzapfens, CA die augenblickliche Lage des daran befestig-ten Arms, dessen Endpunkt A dieWarze, an dieser die Lenkstange AB und an dieser wieder die gerade auf den Mittelpunkt C gerichtete Lastzugstange ange-bracht Ferner Q die Last, welche nach der Richtung BD, und Q' die Last, welche nach der Richtung DB widersteht, die Kraft, welche fortdauernd auf die Warze wirkt, und zwar in jedem Punkt des Kreises nach der Tangente gerichtet beim
[image: ]



Heruntergang, wenn die Last Q zu uber-winden ist = P und beim Hinaufgang zu Ueberwindung der Last Q’ = P’. Dann legen P und P’ jede den Umfang des Halbkreises als Weg zuriick, wenn 0 und Q‘ jede den Durchmesser durchlauft.

Beriicksichtigt man keine Nebenhinder-nisse, so ist nach dem Cartesischen Prin-cip: „Krafte verhalten sich umgekehrt wie die zu gleicher Zeit von ihnen zu-riickgelegten Wege“.

P:Q=2AC:7•AC

2 woraus P= — Q n

desgleichen P‘: Q' = 2 AC : 7 • AC

woraus P = — Q'

So dafs die fur die Bewegung der La-sten Q + Q' die Kraft, welche fortdau-ernd thatig sein mufs

P+P Q^Q>

2 n

und das mechanische Moment dieser permanent erforderlichen Kraft, wenn v die Geschwindigkeit der Lasten Q und Q‘ bedeutet:

3v(P+P)=p (0+0)

	
2.    Aufser dieser reinen Kraft und der reinen Last sind aber noch mehrere Ne-benumstande vorhanden, welche als Wi-derstand Kraftzuschufs erfordern. Es sind dies die Reibungen der Zapfen in den Lagern der Kurbelwelle, die ungleichfor-mige Geschwindigkeit der Kurbelwarze und der Zugstange, welche vom Maximo zum Minimo herab einen nachtheiligen Gang veranlassen, so dafs zur moglich-sten Ausgleichung dieser Unregelmafsig-keiten ein Schwungrad erforderlich ist, welches nun durch seine Last wieder die Reibung vermehrt.



Um nun die geeignete Untersuchung und eine diese Nebenhindernisse mit be-riicksichtigende Formel aufzufinden sei

die Lange AC des Krummzapfens = r die Lange AB der Lenkstange = I.

Die Kraft in der Krummzapfenwarze, nach der Richtung der Tangente wirksam, sei unveranderlich = P.

Die oben gedachten nach BD und DB gerade auf C gerichteten Widerstande seien Q und Q‘.

Die Masse aller in Bewegung befindli-chen Maschinentheile von dem Angriffs-punkt der Kraft in der Maschine bis in den Krummzapfen und auf diesen in A reducirt sei = $.

Die Masse, welche von der Lenkstange AB in Bewegung gesetzt wird und auf den Punkt B reducirt sei = 2.

In dem Augenblick, wo der Krummzapfen um den Winkel q von dem senk-rechten Stande CE ab sich gedreht hat und in CA sich befindet, sei die Geschwindigkeit der Warze = v.

Die Geschwindigkeit des Punkts B der Lenkstange in demselben Augenblick sei = W.

Der Winkel, den hier die Lenkstange AB mit der senkrechten Linie BD bil-det, sei 1.


Bezeichnet man die Spannung im Len-ker AB mit S, so wird aufser dem senk-recht aufwarts wirkenden Widerstand noch ein waagerecht wirkender gebildet und man hat die senkrechte Seitenwirkung

S cos v= Q              (1)

woraus         S =---- (2)

cos 1

Von der in A wirkenden Kraft P mufs nun ein Theil thatig sein, um diese Spannung hervorzubringen, wahrend der an-dere Theil derselben zur Bewegung der tragen Massen wirksam bleibt. Nennt man den ersten Theil von P=p, so miis-sen p und 0 mit einander im Gleich-cos 1

gewicht sein, beide miissen also gleiche statische Momente haben. Der Hebels-arm von —C nach der Richtung AB cos 1

thatig ist = CK— r sin CAK=rsin(cp +v).

Man hat also

Mithin ist der zweite fur die tragen Massen thatige Theil von P =

p=P_p=PLosin(p+v) (5)

	
	
"         "             cos ip





3. Wenngleich P selbst in der Rund-bewegung als unveranderlich festgestellt ist, so ist aus den beiden Formein zu ersehen, dafs die beiden Theile von P, in welche die Kraft P auf naturgemafsem Wege zertheilt wird, jede einzeln fur sich, veranderlich sind, indem sie von den ver-anderlichen Winkeln q und v abhangen und dafs sich beide in jedem Augenblick zu der unveranderlichen Kraft P gegen-seitig erganzen.

Es ist daher die Bewegung des Krummzapfens eine ungleichformig beschleunigte und verzogerte Bewegung und es linden daher auch die Formein dafur ihre An-wendung.

90

Bd. L, pag. 358, Formel 10 ist G=4C. ae

Bezeichnet man mit P die Kraft, mit p

M die Masse, so ist G — q--^, die Ge-schwindigkeit C an dem Punkt B nach DB ist hier w, und s bleibe der Weg, der von Anfang der Bewegung an zu-ruckgelegt worden ist, so hat man fur den vorliegenden Fall, wenn man noch 2 fur M setzt, die in B abwarts wir-



kende Kraft, wenn der Krummzapfen in

A gekommen ist

Ow

w • —


=-39".2         ()

und diese nach der Richtung BA der Lenkstange reducirt


Ow

W*a, --.2 29 COS 1



(7)

mithin nach der Richtung AP der Krumm-zapfenbahn normal CA gerichtet

Ow


W •--

Os sin(q+1) o

2g cos v




(8)



Bezeichnet man den Weg der Krumm-zapfenwarze wahrend derselben Zeit, also den Bogen EA mit X, so hat man nach demselben Gesetz zu Ueberwindung der tragen Masse P:

8 v v* 8,

25"*9            69)

Mithin nach G1. 5, 8 und 9 die fur Ueberwindung der Widerstande y und 2 in A erforderliche Kraft

Bw                   8v „4"os sin (q+v) 9L8x 93

	
P 2g ’ cos v * T 2g "



Ow                0»

sin(+v) .  = * 0s . sin(q+i) .    "8x .


(10)



cos v           2g cos ip ' T 2g 1

welches die Fundamentalgleichung fur die Bewegung des Krummzapfens ist.

	
	
4.    Um diese Differenzialgleichung inte-griren zu konnen mussen alle einzelnen Differenziale auf dieselbe Unveranderliche bezogen werden. Der trigonometrischen Functionen wegen ist es am zweckma-fsigsten den Winkel q als solche anzu-nehmen.





Zuerst ist AE = x = rcp hieraus r = — und Ox = rbcp oder — = r q ,.8v8 8q 21 v folglich & Fap or Frap

Der von der Zugstange BD zuriickge-legte Weg s ist = AB + AC — BC. Denn beim Beginn der Bewegung war die Warze A in E, der Punkt B also in dem Ab-stand AC + AB von C und gegenwartig in der Entfernung BC.

Mithin s = I + r — (I cos 1+r cos q) (12)

Hieraus os = + I sin 1 2! + r sin (p^) Oq           ocp

Aus dem A ABC ist aber zugleich:

AB : AC = sin q : sin 1 oder         I: r = sin q : sin 1

. r woraus sin Y=u sin I


und

woraus



Ou r COS lb -j— = —^ COS Cp ocp I Oi_ r  coscp

Oq I   COS 1


(14)




j Os oder — ocp

woraus



Diesen Werth in Formel 13 substituirt gibt 0s sin 1 • cos cp , o = r •---‘----— — r sin cp ocp          cos I sin (q + 1) — T • —-------- COS 1 sin {cp + w) _ 1 0s

cos i r Oq in dem obersten Punkt E = c, so ist zu-gleich q.= 0, w—Q, der Weg s, den die Zugstange schon zurfick gelegt hat, s =0 und man hat die Gleichung


(15)




—     . ,    Ow Ow Oq 1 Ow cos lb                        ..

Ferner ist   a = a • 7 = — • —• —. T                   (16)

0s ocp os r ocp stn(cp-{-ip)

Substituirt man nun aus den Formein 11, 15, 16 die Werthe in die Gleichung 10, so erhalt man

p_Q 8s w .8w so .8v .

r ^cp 2gr Oq 2gr ^cp

oder 4gr(p~ — .2*)=2.?"0+ 20% .9 \ r ocp) ocp ocp

Diese Gleichung integrirt gibt

4gr (Pp —? s) = w22 + v29 + Const.                         (17)

Um die Constant bestimmen zu konnen, setze die Geschwindigkeit der Warze



0 = c29 + C woraus C = — c2P daher die Integralgleichung vollstandig

4gr (Pap — ? s) = w‘2 + (o2 ~ c3) $ (18)

	
	
5.    Bezeichnet man die Geschwindigkeit der Warze, wenn sie von E uber A, H nach G gekommen ist, mit c,, so ist ©=7, s = 2r, w=0, und man hat aus Formel 18





4gr (nP-20)=+(c,2-c)9   (19)

Diese Gleichung ist die Gleichung fur die abwarts gerichtete Bewegung allein.

Aus der fur beide Bewegungsrichtun-gen geltenden Gleichung 18 ist auch die Gleichung fur die aufwarts von G fiber F nach E gehende Bewegung des Krumm-zapfens zu finden, wenn man mit q‘ den Bogen bezeichnet, der von G aus be-schrieben wird, statt Q den Widerstand Q‘statt s den Weg s’ des aufsteigenden Gatters, statt v die Geschwindigkeit v‘, statt c in E die Geschwindigkeit c, in G und statt w die Geschwindigkeit w, des Gatters setzt. Dann erhalt man 4gr (Prp‘-% • *)=,32+(,’- c,3)9 (20) und bezeichnet man mit c, die Geschwindigkeit der Warze, wenn sie wieder in E gekommen ist, so hat man

4gr (nP-20‘) = (,2—c,2)$    (21)

	
	
6.    Soil nun die Maschine im Behar-rungsstande bleiben, so mufs die Geschwindigkeit c, mit welcher die Warze wieder in E ankommt, der Geschwindigkeit c mit der sie in E die Bewegung begonnen hat, gleich sein. Denn ware c, < c, so wurde die Maschine immer langsamer im Gauge werden und zum Stillstande kommen und wurde c, > c, so wurde sie immer schneller laufen. Setzt man demnach C, = c s hat man, Gleichung 19 und 21 mit einander ad-dirt





8gr [a P-(0+0’)]= 0 woraus AP=Q+Q‘ also P = 0+2           (22)

	
	
7.    Um das Gesetz der Bewegung fur alle Werthe von q in Beziehung auf v aus Gleichung 18 bestimmen zu konnen, ist es erforderlich, die darin vorkommende Geschwindigkeit w der Zugstange durch v auszudrticken. Man betrachte daher den Bogen q als eine Function der Zeit t, welche wahrend des Weges q von A aus verflossen ist, so sind eben so die Geschwindigkeiten v und w und die Wege x und s Functionen von t, weil sie Func-tionen von q sind.





Da aber die Bewegung eine ungleich-formig beschleunigte und verzogerte ist, so hat man, wie fur die Formein zu No. 3 von 6 ab nach Bd. I, pag. 358, Formel 1.

Nun ist x(EA) = rcp

mithin        57 ="ot folglich           • = r 8?            (23)

8. Eben so ist   w = —            (24) O t

Aber aus Gleichung 12

s = I + r — I cos y — r cos q (25) mithin

aistlsinartrsingai

Ferner ist (s. zwischen Gleichung 13 und 14)

sin V = ~ sin 9

Daher diese Gleichung differenzirt

81 r 8q Cos Yat = T COsPat


woraus



O1_ r cos q Oq

51 I cos y 81

Diesen Werth in die Gleichung fur 8% gesetzt, gibt nach Reduction

Os sin (q + ip} Oq _ ‘=a =r cosyat (26)

Diese Gleichung durch Gleichung 23 dividirt gibt w _ sin (cp + w)

V COS 1 sin (cp + rp) woraus w = v •----‘---- (27) cosip

Setzt man nun in die Bedingungsglei-chung 18 fur die Bewegung des Krumm-zapfens die Werthe von s und w aus Gleichung 25 und 27 so erhalt man


v]=(3-c)p+8"cSS,”oD



49r I P —0 (I + r — I cos q — r cos L r

Hieraus v entwickelt

4gr P -0(1 — COS I + , [1 - COS v]) + c2 $


(28)



9 , sin2 (q + 1)

* T COS 24

Das erste Glied des Zahlers ist ein Product, die Klammergrofse desselben eine Differenz und die Bewegung des Krumm-zapfens von E bis G kann nur dann statt finden, wenn die Differenz namlich

Pep — Q [1 — cos q + ‘ (1 — cos 1)] (29) fur keinen Werth von tp = 0 bis cp = n selbst einen so grofsen negativen Werth erhalt, dafs der ganze Zahler negativ oder 0 wird.

	
	
8.    Um nun die Bedingungen aufzu-finden, nach welchen der Zahler immer grofser als Null bleibt, hat man den Werth von q zu bestimmen, bei welchem die Differenz 29, der allein veranderliche Theil des Zahlers ein Minimum wird.





Setzt man die Differenz 29 =%, so hat man daraus


8%

Dq




Ov) bcp/



Mithin Oz d       , cos q)) — = P — ( sin (p — sin 1 • —— O(        \   ‘        cos 1/ Oder                                 ( (30) 8% _ p _ 0 sin (qp + V)           I Oq ~         COS ip               J

Fur’s Maximum und Minimum hat man


0%




woraus




Den




P sin (cp + il'')     .          . cos <p .      , . cos <p

=--------= sm — sin 1---‘ = sin C — sin 1 — - -—

0 cos 1        "         COS ip T         V1 — sin 2y

oben ermittelten Werth fur sin V = — sin cp gesetzt, gibt




(31)




P

T = sin <p
[image: ]

cos cp

1 / 72

/ 1 + 72 sin 29





= sin q 1 +




1 — sin 2q




,2--sin 29




(32)




Hieraus entsteht eine unreine cubische Gleichung, welche zum Probiren, auch wenn man das zweite Glied fortschafft, wenig geeignet ist. Namlich




12 —

—,‘02-P2 p pp

sin "9 + ---2PQ--Sin ^~r^ Stn 9 + 2r^ F °




(33)



Zweckmafsiger ist es, die aus Formel 30 entwickelte Gleichung

P _ sin (q + w)

Q cos y dazu zu benutzen.

	
	
9.    In dem von mir verfafsten Aufsatz „die vortheilhaftesteEinrichtung von Sage-miihlen“ in Forsters allgemeiner Bau-zeitung, 1846, pag. 141 ist durch Berech-nung ermittelt worden, dafs ohne Be-riicksichtigung der ad 2 dieses Artikels gedachten Nebenhindernisse das mecha-nische Moment der Last Q beim Nieder-gang des Krummzapfens und bei mittle-rer Geschwindigkeit von 4 Fufs betragt 12,914 Pferdekraft zu 500 (Pfund X Fufs).





Der Widerstand Q’ beim Aufgang des Krummzapfens bei 4 Fufs Geschwindigkeit = 1,744 Pferdekraft.

Q + Q’ also in Summa 14,658 Pferdekraft.

- . 12,914 x 600 Demnach betragt Q = —-—4--

= 1614,25 Pfund.

Und nach Formel 22

P=?+0=14,658 * 500±583,2223P44.

	
	
10.    Setzt man nun vorlaufig den / 1 der Lenkstange mit der Schubstange, welcher bei moglichst langer Lenkstange nur sehr klein ist, = 0, so hat man fur’s Maximum und Minimum aus Gleichung 31





P

sincp=-^             (34) und es entsprechen zwei Bogen q zwi-schen q = 0 und cp = n belegen, der Be-dingung, dafs sich beide zu n erganzen, dergestalt, dafs wenn der eine Bogen " — 8 gesetzt wird, der andere = +8 2                                             2 wird.

Geht man nun zuriick auf das Diffe-renzial, Formel 30

Oz                     ।      , cos(p\

( I sin (D — sin ib — I

Oq         \            cos xl

so wird dies fur ip = 0

8% p n •

aqsPresin

82, und (qpyasecos®

Fur q = 7 — 8 hat man dies zweite

Differenzial

88%, =- Q cos (7 - 8) = ~Q sin 8

Fur q= +8 hat man es

(8332=—pcos(2+8) =+0sinp

Aus diesen beiden zweiten Differenzia-len geht hervor, dafs fur 9=2-8 ein

Maximum und fur q = " + 8 ein Mini-mum entsteht, und folglich hat man auch bei Beriicksichtigung von 1 fur q < — ein Maximum und fur 9 > 2 ein Minimum als Werth der obigen Differenz.

	
	
11.    Aus No. 9 und Formel 34 hat man naherungsweise





583,22

Si"® = 1614,25 woraus log sin q = 9,5578616 — 10

Fur’s Minimum ist hiernach q = 180° - 21° 10' 47" = 158° 49’ 13"

Nach Formel ist aber auch

P _ sin (q + w)

Q cos i mithin also auch log sin (9+*)=9,557 8616 -10

COS 1


(35)




(36)

Mini-



Nun hat man, um das richtige mum zu erhalten, auch das zu dem Winkel q gehorige i mit in Rechnung zu bringen und dies ist nicht anders mog-lich als durch Probiren. Nun hat man No. 4 gefunden

. r . sin 1= — sin 9

und wenn man annimmt, dafs der Kur-belarm r zu der Lenkstange I wie 1 : 6 sich verhalt: sin i = ^sin q, so hat man die logarithmische Gleichung

log sin i = log sin q — log 6    (37)

Nun schreibe man fur den Versuch die vorletzte Logarithmengleichung

log sin (q — 1) =            9,557 8616 — 10 + log cos y (38)

Setze fur den ersten Versuch ip = 0, mithin* cos v = 1 und log cos 1 = 0, so hat man aus der letzten Gleichung

log sin q =                  9,557 8616 — 10

Hiervon (wegen Gleichung 37) log 6 =   0,778 1513____________

Gibt log sin 1                    8,779 7103 — 10

woraus         v = 3° 27' 10"

Hieran den folgenden Naherungsversuch angekniipft in Folge von Gleichung 38:

log cos v = log cos 3° 27' 10" 9,999 2109-10

Hierzu den ersten Summand (Gl. 38)    9,557 8616 — 10_______

Gibt log sin (q + v)              0,557 0725 — 10

woraus q + ip = 21° 8’ 22" und 158° 51’ 38"

hiervon ab w                     3° 27’ 10"

bleibt q                              155° 24' 28''           .

Fur den zweiten Annaherungsversuch hat man nun den Supplementswinkel q = 24° 35’ 32”.

Von dem sin 24° 35’ 32” den log ge-nommen, log 6 abgezogen gibt


log simp uud hieraus 1= 3° 58' 38” u. s. w.

Endlich erhalt man fur q = 154° 48' 284"

das zugehorige                   1= 4° 4' 42"




Hieraus q+0= n—(+ y)=




158° 52’ 33”

2i° 7′27"



log sin (q + 1) = 9,556 7730 — 10

log cos 1      = 9,998 9045 — 10

Differenz     = 9,557 8685 — 10

welches gegen den Gleichung 36 gegebe-nen Logarithmus nur in den beiden letz-ten Decimalstellen differirt. Das Minimum des veranderlichen Zahlers in der Bedingungsgleichung 28 findet also statt bei

q = 154048’ 284"

v= 4° 4’ 4J"

in der veranderlichen Klammergrofse, Gl. 28 ist nun


P =




583,2223 Pfd.




• A = 2,7018

Fahrt man so fort, so erhalt man fur’s Maximum der Differenz des Zahlers For-

154° 48' 284‘

P =    180°


	
Hieraus

Pq=

cos y = cos 4° 4' 4 2", 1 — cos 1 =

i _ r
	
1576,7500 Pfd.

= 0,99748 0,00252

6
	
mel 28

Nun ist P =

q =
	
v= 2° 58'45,3" q=18° 10’ 13,75"

583,2223 Pfd.

18°10' 13,75"

180°   *=0,3173


	
I hieraus — (1 - cos 1)

T

— cosg) =

1 =
	
= 0,01512

+ 0,90488

1
	
also Pcp = cos ep = daher

1 — cos cp = i _ r daher

— (l-coscp^

— cos cp = daher

1 — cos cp = Q =
	
185,05643

0,99865

0,00135


	
Summa 1,92000

Q=             1614,25

mithin

1,92 X Q =               3099,36

folglich die Klammergrofse Pcp — 0 [1 — cos cp + , (1 — cos 1)] = 1576,75 - 3099,36 = - 1522,61
	
6

0,00810

- 0,95013

0,05797

1614,25




also 0,05797 x 1614,25 =     93,57807

Mithin



	
	
12.    Die Bewegung der Maschine ist demnach fur die ersten beiden Quadran-ten aufser allem Zweifel gesetzt, wenn





4gr X 1522,61 < c2P.

Die mittlere Geschwindigkeit in BD ist = 4 Fufs festgesetzt (s. No. 9); die Geschwindigkeit der Warze im Mittel 4.17 = 27. Nimmt man demnach die Geschwindigkeit c nur = dieser mittleren Geschwindigkeit 27 = 6,2832 Fufs, r = 7 Zoll = 1z Fufs, und da g = 15f Fufs, so hat man die Bedingung: P> 1406 Pfund.

Diese Bedingung aber genugt nicht fur die Praxis, der Unterschied zwischen dem naturlichen Maximum und dem na-turlichen Minimum wahrend der Bewegung des Krummzapfens darf hochstens 20 der mittleren Geschwindigkeit sein.

	
	
13.    Es ist also der Winkel q fur das Maximum des Zahlers zu bestimmen.





Aus den zweiten Differenzialen von z. No. 10 ist fur’s Maximum der Differenz im Zahler erkannt, dafs q < als 47 sein mufs. Nimmt man zum ersten Versuch denselben fur’s Minimum,


hiervon i bleibt q




Hiernach log sin go




hiervon log 6 bleibt log sin i hieraus ist i

Hierzu q gibt p+y



Namlich q + v = 21° 8' 22" = 3° 27' 10” = 17° 41' 12” = 9,482 6040 - 10 = 0,778 1513

= 8,704 4527- 10 = 2° 54' 9”

= 17° 41' 12”

= 20° 35' 21”

Pp -01- cos q + ‘ (1 — cos w)]

= + 278,6345

	
	
14.    In der Bedingungsformel 28 ist der Nenner ebenfalls eine veranderliche Grofse und demnach waren mit dem Maximum und Minimum des Zahlers nicht auch fur v diese der Fall. Dagegen ist nach Formel 31 gerade fur’s Maximum . sinCcp + ^p} P und Minimum ---"----= —- also con-





cos 1     0

stant, und man kann den Zahler schrei-ben:

Demnach hat man Formel 28 zu schreiben

4gr [ Pep - Q (1 — cos q + ‘ [1 — cos v] )+ c2 • $

12 =---

Nun ist die Klammergrofse des Zahlers (s. No. 11 und 13) fur’s Minimum = — 1552,61 fur’s Maximum = + 278,6345

c ist nach No. 12   = 2 = 6,2832 (P) ist nach No. 13 = (583,2223)?- 0,13054 2/                 \ 1614,25 / 2 kann bei der Sagemiihle 200 Pfund betragen. Demnach ist fur’s Minimum 2 _ - 4 • 153 • TV 1552,61 + 6,28322 • $ _ - 55511,82 + 39,4786 • $ "a -         ^4-0,13054x200        F P+26,108 fur's Maximum , 4 • 158 • 7, . 2 78,6345 + 6,28322 . g 10158,55 + 39,4786 .$

E          ^4-0,13054x200              P+26,108

	
	
15.    Man ersieht, dafs bei den ubrigen durch Zahlen festgestellten Grofsen die Geschwindigkeiten nur noch von der Grofse I der Masse abhangen, welche von der Krummzapfenwarze ab durch die Maschine bis zum Angriffspunkt der be-wegenden Kraft hin vorhanden und ver-theilt sind. Bei der oben gedachten Sa-gemuhle ist P auf 1406 Pfund im Minimo berechnet, namlich in der Art, dafs v im Minimo gerade = 0 wird. Bei jeder Er-hbhung von P erhalt v einen positiven Werth.





Bei P = 1406 erhalt man also

v (”,) im Minimo = 0

v (v,) im Maximo = 6,7 Fufs.

Es sind nun diese Geschwindigkeiten in der Praxis nicht anwendbar; man ersieht aber aus den Formein fur vn und v,, dafs durch Vergrofserung von v, zunimmt und v, abnimmt. Augen-scheinlich hat man dies, wenn man den gegen $ sehr geringen Summand 26,108 im Nenner fortlafst. Dann entsteht

v, = - 555yJ,82 + 39,4786 und v„=+101$y6 + 394786

Es ist daher moglich, fur jeden belie-bigen Unterschied v, — v, (nur fur v, = v, nicht) die Grofse von $ zu finden. Bei Maschinen soil nach No. 12 der Unterschied nur 20 der mittleren Geschwin-digkeit betragen; d. h. in diesem Faile v, - v, = 6,2832 = 0,31416 Fufs. "   “    20

Nun ist zugleich ,     .    65670,37 n .     . """= 3+26,108 euadratfufs

Die zweite Gleichung durch die erste dividirt gibt

,      212217,88 — „ "1'5 $+26,108 Fufs-

Es ist aber v, + v, = 2x 6,2832 = 12,5664 Fufs.

Hieraus P = 16861,6 Pfund.

	
	
16.    Hiermit ist gezeigt, wie man die Grofse der Schwungmasse fur eine auszufiihrende Maschine fin-det, wenn diese durch einen Krummzapfen bet rieben werden soil.





Hat man in dem vorliegenden speciel-len Fall die schon vorhandene Masse P berechnet, so ist das erforderliche Ge-wicht der auf die Warze A, den Angriffspunkt der Kraft, noch einzubringenden Schwungmasse = 16861,6 — P Pfund.

Die einer Maschine noch erforderliche Masse wird in den bei Weitem meisten Fallen als Schwungring an Armen, Schwungrad genannt, eingerichtet und zwar dem Angriffspunkt A der Kraft mog-lichst nahe, also auf der Kurbelwelle C. Die Reduction in Betreff der verschiede-nen Halbmesser geschieht nach dem Ver-haltnifs deren Quadrate. 1st $ die als Schwungring anzubringende Masse, der Halbmesser des Ringes = R, der Halb-messer AC des Kurbelarms = r, so ist die in A erforderliche Masse $ als 72

Schwungring angebracht = — • 9.

in der vorstehend zu Grunde gelegten Sagemuhle ist die iiberhaupt in A erforderliche Masse 16861,6 Pfund, die in den Maschinentheilen vom Wasserrade ab bis zum Punkt A befindliche Masse ist er-mittelt 5194,6 Pfund, also ist die in A noch hinzuzufiigende Masse 11667 Pfund. Der Kurbelarm betragt 7 Zoll, der aufsere Halbmesser des Schwungringes ist 30 Zoll, der innere 25 Zoll, folglich ist die erforderliche Masse im Schwungringe

72

=,---. 11667 = 749 Pfund.

1(302 + 252)

Beim Aufgange der Warze aus dem untersten Punkt uber F nach E ist ziem-lich Leergang; die Kraft P wirkt gleich-formig, mithin mufs die Geschwindigkeit von G uber F nach E immer schneller gehen und es kann in diesen beiden Qua-dranten, dem dritten und dem vierten, weder ein Maximum noch ein Minimum entstehen. Es ist aus diesem Grunde mit dem ersten und dem zweiten Qua-dranten die Untersuchung uber die Theo-rie des Krummzapfens geschlossen.

Krystalle sind regelmafsig gebildete Fossilien, die immer von geradlinig be-grenzten Ebenen umschlossen sind. Deren Kenntnifs bildet eine eigene Wissen-schaft: die Krystallographie.

Man hat sich die Krystalle, wie das Eis beim Gefrieren aus Wasser, aus fossilen Flussigkeiten durch Warme-Entziehung entstanden zu denken, so wie noch heut Krystalle aus kunstlich concentrirten Lau-gen durch Abkiihlung hervorgebracht wer-den.

Je nach der chemischen Beschaffenheit des Fossils geschieht die geradlinige Bil-dung des Krystalls, wie man diese bei der Eisbildung beobachten kann, nach verschieden gelegenen Axenrichtungen, um die sich Flachen gruppiren und an Zahl, Form und Dimensionen verschiede-nen Begrenzungsebenen (Flachen). Diese Flachen sind entweder alle congruent (gleich) oder paarweise gleich und so ge-gen einander gruppirt, dafs durch Ebenen, in gewissen Richtungen genommen, der Krystall in zwei congruente oder sym-metrisch gleiche Kbrper getheilt werden kann.

Die Umfassungswinkel der Flachen (Flachenwinkel) und die Kanten je zweier zusammenstofsenden Flachen sind scharf ausgebildet, die Flachen selbst meist glatt, oft glanzend und der Krystall nach den Richtungen der Flachen in ebenen Flachen spaltbar, was in der oben ge-dachten Bildungsweise seinen Grund hat.

Fossilien, welche die Gestalt eines Kry-stalls angenommen haben, heifsen kry-stallinisch, krysta 11 isirt; sie be-sitzen die Eigenschaft der Spaltbarkeit in geraden glatten Flachen, es fehlt ihnen aber die aufsere Krystallgestallt, was je-denfalls in mechanischen Natur-Einwir-kungen liegt, denen der urspriinglich als Krystall bestandene Korper von Aufsen nach Innen unterworfen gewesen ist. Un-krystallin isch heifsen Fossilien, die weder eine aufsere Krystallgestalt noch Spaltbarkeit in geraden Flachen besitzen.

Krystalldruse ist eine unregelmafsige Krystallbildung, die darin besteht, dafs mehrere Krystalle auf einer gemeinschaft-lichenUnterlage zusammengewachsen sind.

Krystallgruppe bildet eine Anzahl von frei ausgewachsenen Krystallen, wenn sie neben einander liegen, so dafs sie sich gegenseitig unterstiitzen.

Krystallisationssystem ist fur die Kry-stallographie das, was das System in je-der anderen Wissenschaft ist: die der Natur deren Gegenstande angemessene Eintheilung und Zusammenstellung der Lehren dariiber zu deren moglichst ge-nauer und umfassender Kenntnifsnahme.

Die Krystallographie hat die grofste Verwandtschaft mit der Stereometrie, der Lehre von den begrenzten korperlichen Raumen und deren Theile in Lage und Grofse. Bei der Krystallographie kommt noch der Stoff mit seinen physikalischen Eigenschaften hinzu, von dem die Stereometrie ganz absieht. in Betref der Korperformen ist zwischen beiden Wis-senschaften der Unterschied, dafs die Stereometrie die Formen aus der Vernunft selbststandig construirt, wahrend die Krystallographie nur die Kbrper von denje-nigen Formen betrachtet, die in den von der Natur uns gegebenen Krystallen wirk-lich dargeboten werden.

Die Krystalle sind nur solche Fossilien, die von ebenen geradlinig begrenzten Flachen symmetrisch begrenzt werden und deren Massentheile durch und durch gerade und ebenflachig angeordnet sind. Die Krystallographie schliefst also alle runden Kbrper, die Kugel, das Ellipsoid, ebene Kbrper mit Wblbungen u. s. w. aus. Ferner lassen sich offenbar unzah-lige solcher Korper mit unzahligen in-neren Massen -Anordnungen denken; da-gegen ist die Krystallographie eine Na-turwissenschaft und nimmt nur, wie eben erwahnt, diejenigen Formen in ihre Wis-senschaft auf, welche in den Krystallen von der Natur gegeben sind.

Zu diesen gehoren die in der Stereometric bekannten regelmafsigen Polyeder; aber auch Polyeder mit symmetrisch an-geordneten Oberflachen, welche die Ste-reometrie nicht betrachtet.

Der allgemein durchgreifende Character der Krystallformen ist der des denkba-reh Vorhandenseins von Axen, symmetrisch zu einander liegenden Korperdia-gonalen; und wie die Stereometrie ihr Lehrsystem nach den in der Planimetrie vorkommenden Ebenen als Korperbegren-zungen aufstellt und Prismen, Pyramiden, ferner die Umdrehungskorper, den Cylinder, den Kegel und endlich die Kugel betrachtet, so hat die Krystallographie Axensysteme. (S. die Art.: „Axen-systeme der Krystalle, Basis der Krys talie, Flachen eines Kry-stalls, Kanten" u. s. w., in welchen das hierher gehorige Wissenswiirdigste angegeben ist.

Kugel ist ein Korper, dessen Oberflache die Eigenschaft hat, dafs alle Punkte der-selben von einem innerhalb des Korpers befindlichen Punkt einerlei Abstand ha-ben. Die Begrenzungsflache heifst Ku-g e 1 f 1 a c h e, jener innere Punkt der Mit-telpunkt der Kugel. Jede gerade Ver-bindungslinie des Mittelpunkts mit ir-gend einem Punkt der Oberflache heifst der Halbmesser, Radius der Kugel. Jede durch den Mittelpunkt gefuhrte Ver-bindungslinie zweier Punkte der Oberflache ist ein Durchmesser, Diameter der Kugel.

	
I.    Oberflachenbestimmung.


	
2.    Der Durchschnitt der Kugelflache mit einer Ebene ist ein Kreis.



Es sei ABGF die Kugeloberflache, de-ren Mittelpunkt C, ABE eine Durch-schnittsebene. Faile das Loth CD auf die Ebene, ziehe von zwei beliebigen Punkten A, E des Umfangs nach C und D gerade Linien, so ist AC = EC, weil beide Halbmesser sind.

Nun ist / CD A = / CDE = R

CD = CD

daher A CD A 2 A CDE woher      AD = ED

Dasselbe gilt von alien iibrigen in dem

Umfang ABE liegenden Punkten, sie liegen also sammtlich in gleichen Abstan-den = AD = ED von D, mithin ist ABE

786.
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eine Kreislinie und D deren Mittelpunkt.

	
3.    Ebene Durchschnitte einer Kugel, die einen gleichen Abstand vom Mittelpunkt der Kugel haben, sind gleich.



Denn sind die Abstande CD und CH der beiden Durchschnitte ABE und FGJ einander gleich, so hat man noch ^CHF =^CDA=R, CF=CA also ^CFH^CAD und hieraus FH = AD, mithin sind die beiden Kreislinien einander gleich.

	
4.    Durchschnittsebenen in einem Kreise, die ungleiche Abstande vom Mittelpunkt der Kugel haben, sind ungleich, und zwar ist derjenige Durchschnitt der grofsere, dessen Ebene dem Mittelpunkt naher liegt. Durchschnitte durch den Mittelpunkt der Kugel genommen sind einander gleich und grdfser als jeder andere durch die Kugel gelegte Kreisdurchschnitt.



Denn ist CH<CD, so ist noch CF = CA, ^CHF= XCDA = R, mithin ist in den Dreiecken CFH und CAD die Seite FH>AD.

In jedem der bis hierher betrachteten aufserhalb des Mittelpunkts C liegenden Durchschnittskreise ist der Halbmesser kleiner als der Kugelhalbmesser. Mithin mufs der durch den Mittelpunkt gelegte Kreis von dem Halbmesser der Kugel der grofste sein.

	
5.    Erklarungen. A. Jeder durch den Mittelpunkt einer Kugel liegende Kreis heifst ein grolster Kreis, jeder andere Durchschnittskreis heifst ein klei-nerer Kreis; Durchschnittskreise einer Kugel, die + mit einander laufen, heifsen Parallelkreise. Derjenige Durchmesser, der auf einem System von Parallel-kreisen normal steht, der also sammtliche Mittelpunkte der Parallelkreise trifft, heifst


eine Axe der Kugel, die Endpunkte die-ser Axe heifsen Pole des Kreises.

	
B.    Der Theil der Kugeloberflache, der von zwei halben grofsten Kreisen be-grenzt wird, heifst ein spharisches Z w ei e c k.



Der Theil der Kugeloberflache, der von drei, vier u. s. fort mehreren Bogen grofs-ter Kreise begrenzt wird, heifst ein spha-risches Dreieck, Viereck u. s. f. spharisches Vieleck.

Die Bogen, welche die Zweiecke, Drei-ecke, .... Vielecke begrenzen, heifsen die Seiten der Zweiecke, Dreiecke u. s. w., und die Winkel, welche die Tangenten dieser Seiten in deren gemeinschaftlichem Durchschnittspunkt mit einander bilden, heifsen ihre Winkel.

	
C.    Eine die Kugelflache schneidende Ebene theilt dieselbe in zwei Theile, deren jede eine Calotte oder Zone mit einem Endkreise heifst. Der grofste Abstand der Punkte einer Calotte von der Ebene ihres Endkreises heifst die Hiihe der Calotte.


	
D.    Der zwischen zwei Parallelkreisen begriffene Theil einer Kugeloberflache heifst eine Zone mit zwei Endflachen oder Zone schlechthin; der Abstand bei-der Endebenen ist die II6he der Zone.


	
E.    Jede durch den Mittelpunkt der Kugel gelegte Ebene theilt die Kugelflache in zwei congruente Halften; jede dersel-ben heifst daher die Halbkugelflache.


	
F.    Eine Ebene, welche mit der Kugelflache nur einen Punkt gemein hat, heifst eine Beruhrungsebene der Kugel.



	
6.    Zwei spharische Zweiecke auf der-selben Kugelflache sind gleich, wenn ihre Winkel gleich sind, und iiberhaupt ver-halten sich die Ebenen von Zweiecken auf derselben Kugel wie die ihnen zu-gehorigen Winkel.



Denn der Winkel eines Zweiecks ist der Neigungswinkel der beiden Ebenen, in welchen die dasselbe einschliefsenden Halbkreise liegen. Bei gleichen Neigungs-winkeln lassen sich also die beiden Ebenen des einen Zweiecks so auf die des anderen legen, dafs sie sich decken, wo dann auch alle Punkte der Zweiecke auf einander fallen mussen, weil sie alle von dem gemeinschaftlichen Mittelpunkt der Halbkreise gleichen Abstand haben. Hier-aus folgt denn auch die zweite Behaup-tung aus dem Art. „Ebene“, Satz 21, und dem Art. „Flachenwinkel“.

	
7.    Stehen die Ebenen zweier grolsten Kreise einer Kugel auf einander normal, so bilden sie vier congruente Zweiecke







auf der Kugelflache, die zusammen diese Kugelflache ausmachen, so dafs jedes dieser Zweiecke der vierte Theil der Kugelflache ist. Nun ist der Winkel eines jeden Zweiecks = R = 90°, jedes spharische Zweieck ist aber derselbe aliquote Theil der ganzen Kugeloberflache, der sein Winkel von 360° ist. Bezeichnet man also mit F den Inhalt des vierten Theils der Kugeloberflache, mit f den Inhalt eines Zweiecks vom Z«, so ist ‘=# *=so-r.

	
8.    Wenn man auf die Ebenen von 4 gleichen Zweiecken, Fig. 791, normal durch den Mittelpunkt der Kugel eine Ebene BGDE legt, so werden sammtliche vier Zweiecke halbirt, und es entstehen acht gleiche spharische Dreiecke, von welchen jedes drei Quadranten zu Seiten und drei rechte Winkel hat, und jedes hat zur Oberflache 8 der ganzen Kugeloberflache.



Lafst man zwei Ebenen BGDE und AGFE dieser acht Dreiecke in ihrer recht-winkligen Lage und dreht die dritte Ebene ABFE um den einen ihr zugehorigen Durchmesser AF auf der diesem Durch-messer normalen festen Ebene BGDE herum, so entstehen durch diese Drehung Dreiecke, in welchen je zwei Winkel bei B, G, D, E rechte bleiben und deren dritte bei A und F mit der Drehung ver-andert werden; ferner bleiben zwei Seiten in jedem der acht Dreiecke Quadranten, die dritten Seiten in BGDE werden mit den ihnen gegenuberliegendeu Win-keln geandert, und diese Winkel und Seiten und die Flachenraume der Dreiecke bleiben unter einander in gleichem Verhaltnifs.

	
9.    In einem spharischen Dreieck be-tragen zwei Seiten zusammen genommen mehr als die dritte Seite, wenn nicht der dieser dritten Seite gegenuberliegende Winkel grofser ist als 2 Rechte.



Denn es sei ABD, Fig. 787, ein spharisches Dreieck, C der Mittelpunkt der Kugel, ziehe die drei Halbmesser CA, CB, CD, so bilden diese ein Korperdrei-eck, deren Seiten die zu den Bogen AB, AD, BD gehorenden Mittelpunktswinkel sind. Bei gleichem Halbmesser verhal-ten sich aber die Bogen wie die zugehorigen Centriwinkel. Man hat demnach

AB.AD-.BD = ^ACB-.^ACD.^BCD folglich ist auch

AB: A D + BD = Z ACB: Z ACD + A BCD

In jedem Korperdreieck ist aber die Summe zweier Seiten grofser als die dritte Seite (No. 15, pag. 44)

folglich ist AACD + ./BCD > ^ACB

daher auch AD + BD > AB

Dafs dies nicht statt findet, wenn ZBDA>2R, s. No. 8.

	
10.    Die kiirzeste Linie, die sich zwi-schen zwei Punkten der Kugeloberflache

Fig. 787.
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auf dieser ziehen lafst, ist der Bogen eines grofsten Kreises, der durch diese Punkte geht.

Denn es sei ADB der Bogen eines grofsten Kreises zwischen den auf der Kugelflache vom Mittelpunkt C befindli-chen Punkten A und B. Ware nun ein anderer Bogen auf derselben z. B. AEB die kiirzeste Linie zwischen A und B, so fiihre man durch irgend einen Punkt E dieser Linie und A und B zwei grofste Kreisbogen AHE und BJE, so ist nach dem vorigen Satz Bogen AHE + Bogen BJE > Bogen ADB.

Macht man also AD = Bogen AHE und man dreht den zwischen den Bogen AHE und AFE befindlichen Ausschnitt den Halbmesser CB bis Bogen BJE in die Richtung BDA fallt, so deckt aus gleichem Grunde der Bogen BJE von B aus einen Theil des Bogens BDA.


Fig. 788.
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um den Halbmesser AC so lange herum, bis der Bogen AHE in die Richtung ADB fallt, so deckt der Bogen AHE den Bogen AD, weil beide gleiche Halbmesser haben.




Fig. 789.
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Da aber Bogen AHE + Bogen BJE > als Bogen ADB, so fallt der Punkt E uber D hinaus nach A hin, und wenn man die Drehung weiter fortsetzt bis ein Punkt G des Bogens BGE in D fallt, so wiirde ein kleinerer Bogen (AE + BG} als AEB die kiirzeste Linie zwischen A und B sein, welches der Voraussetzung, dafs Bogen AEB die kiirzeste Linie ist, widerspricht.

Es ist demnach der Bogen eines grofsten Kreises die kiirzeste Verbindungslinie zwischen zwei auf der Kugeloberflache befindlichen Punkten.

	
11.    Durch jede zwei auf einer Kugel-oberflache befindliche Punkte lafst sich ein grofster Kreis legen, zwischen beiden Punkten liegen also zwei Bogen eines grofsten Kreises. Sind diese ungleich, so ist der kleinere die auf der Kugeloberflache zu verzeichnende kiirzeste Linie zwischen den beiden Punkten und heifst der Abstand der beiden Punkte auf der Kugeloberflache genom-me n.


	
12.    Jeder der beiden Pole eines Kreises auf der Kugel hat, auf der Kugelflache gemessen, von alien Umfangspunk-ten dieses Kreises einen gleichen Abstand. Und umgekehrt, ist der Punkt auf der Kugelflache, der von drei Um-fangspunkten eines Kreises auf derselben einen gleichen Abstand hat, einer der beiden Pole dieses Kreises.



Denn sind E, F die Pole des Kreises ADBH, so geht die gerade Linie EF durch den Mittelpunkt G desselben und durch den Mittelpunkt C der Kugel. grofste Kreise AEBF und EDFH, zieht die geraden Linien AE und DE, so sind die dadurch entstehenden rechtwinkligen Dreiecke AEG und DEG congruent, folg-lich ist auch AE = DE. Da nun die Bogen AE und DE zu gleichen Kreisen gehoren, so sind sie einander gleich , weil sie zu gleichen Sehnen gehoren.


Dreht man eben zwischen den Bogen




so den Ausschnitt Legt man nun durch die Pole und durch EGB und EJB um zwei Punkte A und D des Kreises zwei




IV.



Da dies nun von alien ubrigen in dem Kreisumfang ADBH liegenden Punkten gilt, so hat der Pol E von alien diesen Punkten einen gleichen Abstand.

Ist umgekehrt E ein Punkt auf der Kugelflache, der auf dieser gemessen von drei Punkten des Kreisumfangs ADBH gleich weit absteht, so steht er auch von alien iibrigen Punkten desselben Umfangs gleich weit ab und ist ein Pol des Kreises.

Denn alsdann folgt aus der Gleichheit der Bogen die Gleichheit der Sehnen, eine Normale EG auf die Kreisebene ADBH gefallt, ist alien Dreiecken wie EA G gemeinschaftlich, hierzu die gleichen rechten Winkel, gibt die congruenten Dreiecke, mithin auch G als den Mittel-punkt des Kreises.

	
13.    Zwei symmetrische Dreiecke auf derselben Kugelflache sind gleich grofs.



Denn es seien ABD und abd die bei-den symmetrischen Dreiecke, in welchen die gleich bezeichneten Seiten einander gleich sind. P sei der Pol des durch die

Fig. 790.


Fig. 791.
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Punkte A, B, D gelegten kleineren Kreises, ziehe die Bogen grdfster Kreise PA, PB, PD, so bilden sich drei gleichschenk-lige Dreiecke PAB, PAD und PBD.

Nun fiihre man durch den Punkt b des anderen Dreiecks einen grofsten Kreis-bogen bp, so dafs Z_dbp = ^DBP, nimm Bogen bp = BP und ziehe von p die grofsten Kreisbogen pa, pd.

Nun sind in den Dreiecken dbp und DBP zwei Seiten und die eingeschlosse-nen Winkel einander gleich, also nach Satz 12 auch die iibrigen homologen Stucke derselben, mithin auch dp —DP. Da nun DP — BP, also auch dp — bp = BP, so ist £\bdp s BDP und haben congru-ente Flachen.

Aus der Gleichheit dieser Dreiecke folgt

^_bdp = ^_BDP nach Voraussetzung ist

^adb = ^_ADB folglich ist £adp = Z.ADP

Hierzu      dp = DP und           ad= ad

mithin die Dreiecke adp und ADP in alien Bestimmungsstucken gleich, also auch /_apd — /_APD

Seite ap — AP aber Seite AP = DP = dp mithin auch ap = dp.

Folglich ist p der Pol des kleineren Kreises, der durch die Winkelspitzen a, b, d geht, und uberdies sind die Dreiecke adp und ADP als gleichschenklig einander g. Auch Z_apb=Z.APB, weil beide Differenzen gleicher Winkel sind und da die diese Winkel einschliefsenden gleichen Schenkel in beiden Dreiecken abp und ABP gleich sind, so sind auch diese Dreiecke congruent.

	
14.    Wenn zwei grofste Kreise ABFD und AGFE von einem dritten BGDE geschnitten werden, so sind die beiden



Theile der Zweiecke, welche die beiden ersten Kreise bilden, und die auf derselben Seite des schneidenden Kreises BGDE


liegen, zusammengenommen so grofs, als eins dieser Zweiecke.

Sind ABFGA, AEFDA diese Zweiecke, so ist zu beweisen,

dafs ^ABG + △ ADE = Zweieck ABFGA = Zweieck AEFDA.

Es findet dies statt, wenn /^AED = ^FBG.

Es ist aber Halbkreis ABF = Halbkreis BAD, von beiden Bogen AB abgezogen bleibt Bogen FB = Bogen AD- eben so ist Bogen FG = Bogen AE, da nun zu-gleich wegen der gleichen Winkel BCG und ECD Bogen BG- Bogen DE, so ist L\FBG = A FDE folglich

^ABGA/\FBG^/\ABGA /\ADE oder Zweieck A BFGA = A A BG + A A DE ist Z BAG- «, so hat man nach No. 7:

^abg+/sade=^-of

15. Spharische Dreiecke auf derselben Kugelflache sind unter denselben Bedingungen in ihren Seiten und Winkeln ein-ander gleich, unter welchen dies von den Korperdreiecken gilt.

Denn zieht man von den Winkelspitzen eines spharischen Dreiecks nach dem Mit-telpunkt der Kugel die Halbmesser, so sind diese die Halbmesser der grofsten Kreise, zu welchen die Seiten des spharischen Dreiecks als Bogen gehoren und bilden die Kanten einer dreiseitigen Kor-perecke, deren Spitze der Mittelpunkt der Kugel ist. Ferner stehen die in den Spitzen des spharischen Dreiecks an den Bogen gezogenen Tangenten auf den Halbmessern winkelrecht und mithin sind die Winkel des spharischen Dreiecks zugleich die Winkel des Kor-perdreiecks. Die Seiten des Korper-dreiecks sind aber Mittelpunktswinkel gleicher Kreise, deren zugehorige Bogen die Seiten des spharischen Dreiecks sind, folglich verhalten sich die Seiten des spharischen Dreiecks wie die Sei-ten jener Korpere eke. Folglich sind in spharischen Dreiecken die Bestim-mungsstucke fiir deren Gleichheit diesel-ben mit den ihnen zugehorigen Korperdreiecken.

Die Gleichungen der Korpertrigonome-trie linden also eine unmittelbare An-wendung auf die spharischen Dreiecke, in sofern ihre Seiten durch ihr Verhaltnifs zum Viertelkreise eben so bestimmt wer-den, wie die Ebenenwinkel durch ihr Ver-haltnifs zum rechten und wegen dieser Anwendung heifst die Korpertrigonometrie auch die spharische Trigonometrie.



	
16.    Fur die Beziehung zwischen Kor-perdreieck oder dreiseitiger Korperecke und spharischem Dreieck ist nothwendig zu erwahnen, dafs um jede Spitze einer Ecke eigentlich zwei Ecken liegen, wie dies auch im Art. „Ecke“, pag. 6, zu Anfang erortert ist, und dafs dort die er-habene Ecke und nicht die hohle Ecke betrachtet worden ist. Wie mit der Ecke ist es nun auch mit den spharischen Dreiecken:



Um die drei Punkte A, B, G, Fig. 791, liegen vier Kugeldreiecke, namlich das von den Seiten AB, AG und BG und das von zweien dieser drei Seiten und der Erganzung der dritten Seite zum ganzen Kreis wie das von AB, AG und BEDG begrenzte Dreieck. In ersterem ist ZA < 2R, im zweiten ist ZA > 2 RZ.\ beide Dreiecke erganzen sich zur Halb-kugelflache, das erste wird verstanden, und fur das erste gelten die der Korperecke zugehorigen Gesetze.

Ein Dreieck mit zwei Winkeln, die gro-fser sind als zwei Rechte, gibt es nicht, ein zweiter Kreis, wie z. B. AEFG wurde den Bogen BEDG schon in E schneiden. Dafs jede von drei oder von zwei Seiten nicht grofser sein kann als ein Halbkreis, dafs uberhaupt jedes mogliche spharische Dreieck innerhalb einer Halbkugelflache liegen mufs, zeigt anschaulich Fig. 792, wo der Kreis AB DE der grofste Kreis der Dreieckseiten AE und ABDA fiir die Dreiecke CAE und CABDE ist.

	
17.    Man hat demnach in Beziehung auf die dem spharischen Dreieck zuge-horige Korperecke folgende Satze fur das-selbe (s. Art. , E c k e").



	
1.    Der Winkel einer dreiseitigen Ecke ist zugleich der Winkel des der Ecke zugehorigen spharischen Dreiecks.


	
2.    Jede Seite einer dreiseitigen Ecke ist zugleich die Seite des dazu gehorigen spharischen Dreiecks.


	
3.    Sind dreiseitige Ecken einander gleich, so sind auch die zugehorigen spharischen Dreiecke einander gleich.


	
4.    In jeder drei- oder mehrseitigen spharischen Figur ist die Summe der Seiten immer kleiner als ein grofster Kreis („Ecke“ No. 4).


	
5.    Jedes spharische Dreieck hat ein Supplementardreieck; es wird auf der Kugeloberflache eben so construirt, wie die Supplementarecke zu einer ge-gebenen dreiseitigen Ecke (s. „Ecke“ No. 5) indem man auf den durch jede Dreieckseite und den Kugelmittelpunkt gelegte Ebene in dem Mittelpunkt einen



normalen Halbmesser errichtet und die drei neuen Punkte auf der Kugelflache durch grofste Kreisbogen verbindet. In beiden spharischen Dreiecken erganzen sich Seiten und gegenuberliegende Winkel gegenseitig zu zwei Rechten.

	
6.    Die Summe der drei Winkel eines sparischen Dreiecks sind immer grofser als zwei Rechte und kleiner als sechs Rechte.


	
7.    Die Bestimmungsstiicke fur ein und dasselbe spharische Dreieck erhalt man in alien vorkommenden Fallen aus Art. „Ecke“, No. 14, 15, 16, 17 und 18.



	
18.    Die Flache eines spharischen Dreiecks verhalt sich zum vierten Theil der zugehorigen Kugelflache (F, No. 7), wie der Ueberschufs seiner drei Winkel uber zwei Rechte zu zwei Rechten.



Denn ist Fig. 792 /^ABC in seinem Flacheninhalt zu bestimmen, so verlan-gere die Seiten BC und AC bis E und D in den grbfsten Kreis der dritten Seite

AB. Dann sind die vier entstandenen Dreiecke zusammen = der Halbkreisflache = 2F. Nach No. 7 ist das Zweieck von den Seiten DC A und DBA = " F, das

Zweieck von den Seiten BCE und BAE

= ~F und nach No. 14 ist &ABC + i\DEC = einem Zweieck von dem Zy also = E F. Demnach hat man

Fig. 792.
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Zweieck ACDB = A.ACB + △ DCB = s F

Zweieck BAEC = f\ACB + ^ACE = B F

/\ACB + /^CDE=^- F It

hieraus 3A ACB + △ DCB + ^ACE + /\CDE = "***% F

Hierzu . ^ACB + ^DCB + /^ACE + ^CDEz=2F__ «+8+y, 5n+8+y-2R ,


gibt subtrahirt 2^ACB =

woraus        AACB=

oder         [\ACB -.F =



aA^ + y-2R ---------•

2R

(« + B + 7) — 2R : 2R

	
19.    Die Flache eines spharischen Viel-ecks (n ecks) verhalt sich zum vierten Theil der Kugeloberflache wie der Ueberschufs der Summe seiner Winkel uber so viel mal zwei Rechten als das Vieleck Seiten weniger zwei hat zu zwei Rechten; d. h. Ist a+3+y+3 +....= q die Summe seiner Umfangswinkel , J der Inhalt des Vielecks (necks), so ist



J : F= q - 2 (n - 2) R : 2R

Denn durch Bogen grofster Kreise durch gegenuberliegende Winkelspitzen kann man das n eck in (n — 2) Dreiecke thei-len. Jedes dieser Dreiecke verhalt sich zu F, wie der vorige Satz sagt. Die Summe sammtlicher Dreieckswinkel ist = der Summe der Umfangswinkel des Vielecks, von denen also fur jedes Dreieck 2R, mi thin in Summa (n — 2) 2R abgezogen werden miissen. Der Satz ist also richtig.

	
20.    Die Flache einer Kugelzone ist so grofs als der Mantel eines geraden Cylinders von einerlei Hohe mit der Zone, dessen Grundflache ein grofster Kreis der Kugel ist.



Es sei die Zone zuerst eine Calotte mit dem Grundkreis von dem Durchmes-ser AB. C der Mittelpunkt der Kugel, D der Pol des Grundkreises, ADB ein durch den Mittelpunkt C und den Pol P, also auf der Grundebene normal genom-mener Durchschnitt der Calotte. In dem Kreisausschnitt ACD beschreibe man ein regulares Vielecksstuck, EF sei eine Seite desselben; durch die Winkelpunkte des-selben fuhre man Parallelkreise zu dem


Grundkreise, und stelle sich Kegel vor, welche diese Parallelkreise zu Endflachen und die Seiten des Vielecksstiicks zu Seiten haben, so bildet sich innerhalb der Calotte eine Reihe von Kegelmanteln, die zusammengenommen kleiner sind als die Calotte. Zieht man nun durch die Win-kelpunkte des Vielecks mit AB Parallelen bis an die Axe CD, so sind die zwischen zwei nachsten Parallelen begriffene Theile der Axe die Hohen dieser Kegel, so HJ die Hohe des Kegels von der Seite EF. Fallt man auf EF das Loth CG (Apo-thema) so ist G die Mitte von EF, daher der Kegelmantel EF = dem Mantel eines Cylinders, der HJ zur Hohe und CG zum Halbmesser seines Grundkreises hat (s. Kegel, No. 12). Da dies nun von jedem der Kegelmantel gilt und das Apothema fur jede Vielecksseite dasselbe ist, so ist die Summe aller Kegelmantel = dem Mantel eines Cylinders, der die Summe der Kegelhdhen, d. h. die Hohe DO der Calotte zur Hohe und das Apothema CG zum Halbmesser hat (= 2n • CG'DO}.

Beschreibt man eben so um denselben Ausschnitt ein dem inneren ahnliches Vieleckstiick und betrachtet diese als Seiten von Kegelmanteln, deren Axen mit OM zusammenfallen, so sind diese Kegelmantel zusammen grofser als die




Fig. 793.
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Calotte ist, und die Summe derselben ist = dem Mantel eines Cylinders von der Hohe NM des Vielecksstiicks und von dem Apothema CL = dem Halbmesser der Kugel als Halbmesser des Grundkreises (= 2n • CL • NM). Zwischen bei-den Cylindermanteln ist nun immer ein Cylindermantel begriffen, der die Hohe DO der Calotte zur Hohe und einen grofs-ten Kreis der Kugel zur Grundebene hat (= 2n • AC • DO}. Denn dieser letzte Cylinder hat einerlei Hohe DO mit dem ersten Cylinder, sein Grundkreis nAC2 aber ist grofser, weil der Halbmesser AC grofser ist als das Apothema CG.

Nun ist DO : MN = AO: KN

Aber AO : KN— AC: CK= CG : CL folglich ist MN > DO

Der dritte und der zweite Cylinder haben aber einerlei Grundflache, der zweite eine grofsere Hohe, also ist der Mantel des zweiten Cylinders grofser als der dritte Cylindermantel. Wenn man nun die Seitenzahl des beliebigen Viel-ecksstiicks beliebig vermehrt, so kann das Apothema CG dem Kugelhalbmesser beliebig nahe gebracht werden; d. h. der Grundkreis des ersten Cylindermantels beliebig nahe dem Grundkreis des zweiten und die Hohe des zweiten der Hohe des ersten. Folglich konnen auch die Cylindermantel selbst beliebig nahe gebracht werden. Da nun zwischen beiden Cylindermanteln immer die Calotte und der im Satz ausgedriickte, der dritte Cy-lindermantel liegt, so ist der Satz er-wiesen.

ist statt der Calotte eine Zone mit zwei Endkreisen gegeben, so erganze man dieselbe zur Calotte und es gilt also der Satz von der ganzen und von der Er-ganzungscalotte; zieht man auf einer Seite die Erganzungscalotte ab, auf der andern den zu ihr gehorenden Cylindermantel, so hat man die Richtigkeit des Satzes fur die Zone.

	
21.    Ist r der Halbmesser der Kugel, h die Hohe einer Calotte oder Zone, so ist die Flache J = dem Cylindermantel vom Halbmesser r und der Hohe h- mit-hin



J der Calotte oder Zone = 2nhr (1)

Die Ilaibkugelflache ist eine Calotte von der Hohe r, mithin

J der Ilaibkugelflache = 2nr2 (2)

J der ganzen Kugeloberflache = 4712, = dem vierfachen Inhalt des grofs-ten Kreises der Kugel.

	
	
II.    Korperbestimmung.



	
22.    A. Denkt man sich den ebenen Durchschnitt einer Kugel als Grundebene eines Kegels, dessen Spitze der Mittel-punkt der Kugel ist, so heifst der von dem Kegelmantel und der vorliegenden Calotte begrenzte Korper ein kegelfor-miger Kugelausschnitt oder Ku-gelausschnitt.



	
B.    Verbindet man die Seiten eines spharischen Vielecks durch Ebenen mit dem Mittelpunkt der Kugel, so heifst der von diesen Ebenen und dem vorliegenden spharischen Vieleck begrenzte Korper ein pyramidenformiger Kugel-aus schnitt.


	
C.    Der von einer Calotte und deren Grundkreis begrenzte Korper heifst ein Kugelabschnitt.



D. Der von einer Zone und ihren bei-den Endkreisen begrenzte Korper heifst eine Korperzone oder korperliche Zone auch Kugelabschnitt mit zwei Endkreise n.

E. Der von einem spharischen Zweieck und den zu ihm gehorigen Halbkreisen begrenzte Korper heifst ein keilfbrmi-ger Kugelausschnitt oder ein spha-rischer Keil.

	
23.    Ein kegelformiger Kugelausschnitt ist = einem Kegel, dessen Grundkreis gleich ist der den Ausschnitt begrenzen-den Calotte und welcher den Halbmesser der Kugel zur Hohe hat.



Verfahrt man mit der Construction ahnlich wie Satz 20 mit Fig. 793, indem man die Calotte innerhalb und aufserhalb mit Kreisebenen belegt, von denen je zwei uber einander befindliche parallel sind, und deren Umfange mit dem Ku-gelmittelpunkt zu Kegeln verbindet, so ist jede innere Kegel-Grundebene kleiner, jede aufsere grbfser als das von ihnen einge-schlossene Calottenstiick, die Hohen der ersten Kegel alle kleiner als der Kugel-halbmesser, die der zweiten Kegel gleich dem Kugelhalbmesser.

Durch Vermehrung und Verkleinerung der einzelnen Grundflachen kommt jede aufsere und jede innere Grundflache der Calotte, die inneren Hohen dem Kugelhalbmesser an Grbfse beliebig nahe. Beide Kegelsummen kommen also beliebig nahe einem Kegel, der die Calotte zur Grundflache und den Kugelhalbmesser zur Hohe hat und zugleich beliebig nahe dem Ku-gelausschnitt; beide letztgenannten Korper werden aber von den beiden vorge-nannten Kegelsummen eingeschlossen, mithin ist der Satz erwiesen.

Es ist demnach jeder kegelformige Kugelausschnitt = } x Calotte x Kugelhalbmesser. Wird die Calotte nach No. 21 bezeichnet, so ist

der kegelformige Kugelausschnitt J

=3nr2h                (1)

Setzt man A0 = a, BD — b, so ist a? = 2rh — h2 mithin 2rh = a2 + h2 = b2. Diese Werthe in Formel 1 gesetzt gibt den Kugelausschnitt

J = }ar • 2rh = }ar (a2 + h2} = }xb?r (2)

	
24.    Verwandelt sich der Kegelmantel in einen grofsten Kreis, so ist der Ausschnitt die Halbkugel; es ist h = r, und der korperliche Inhalt der Halbkugel



=3nr                (3) der Inhalt der ganzen Kugel = 57r3 (4)

	
25.    Der Inhalt eines Kugelabschnitts ist gleich dem Inhalt eines Cylinders, der den Grundkreis des Abschnitts zur Grundflache und die Halfte der Hohe desselben zur Hohe hat, sammt einer Kugel, deren Durchmesser gleich der Hohe des Abschnitts ist.



Denn es ist (Fig. 793) ADB der Durch-schnitt eines Kugelabschnitts, C der Mit-telpunkt der Kugel, CD deren Halbmesser = r, DO = A die Hohe des Abschnitts, BO der Halbmesser des Grundkreises vom Abschnitt. Nun ist der Kugelabschnitt ABD der Unterschied zwischen dem Kugelausschnitt ADBC und dem Kegel CAB.

Der Kugelausschnitt ist nach No. 23, Formel 1 = ^nr2h

Der Kegel CAB=^ • CO x BO2 aber CO — r — h


B0 = a = ]/CB2-CO3 = Vr2 - (r - A)3 = \'2rh - h2

Also der Kegel = 37 (r — A) a3

also der Kugelabschnitt = 3n r2h — } n (r — A) a2

Nun ist h : a = a : 2r — A

a2 + A2 woraus         r = — ,—




Diesen Werth eingesetzt gibt den Kugelabschnitt




37




[2(d)”“)‘A-(")”




— h) a2




(a?+h2)2 — (a2 — h3) a2

= a" -------2h---=z"arhtsnh5




(5)

(6)

(7)



Nun ist za2 (4h) der Inhalt des im Satz erwahnten Cylinders undn h3 der Inhalt der daselbst erwahnten Kugel.

Setzt man ferner aus der Formel fur B0 = a den Werth von a in Formel 5, so erhalt man den Kugelabschnitt

J =}nh2(3r—h)            (8)

Setzt man die Sehne BD des Ab-schnitts = b, so hat man 62 = 2rh .                62 also r = —.

2h

Diesen Werth in Formel 8 gesetzt gibt den Kugelabschnitt

	
J = k7th ^b2 - 2h2) = }xh (3a2 + h?)    (9) 26.    Der Inhalt einer korperlichen Zone (mit zwei Endflachen) ist gleich dem Inhalt zweier Cylinder, welche die halbe Hohe der Zone zur Hohe haben und de-ren Grundkreise die Endkreise der Zone sind, plus dem Inhalt einer Kugel, welche die Hohe der Zone zum Durchmesser hat.



Also wenn die Hohe der Zone = h, die Halbmesser deren Endkreise AO und HE = a und b sind

^na^h -^-^nb^h + 8 nh^.

Erganzt man die Zone zu einem Ab-schnitt, und man bezeichnet die Hohe HD des Erganzungs-Abschnittes mit x, so ist nach Formel 7 des vorigen Satzes der Inhalt des grofseren Abschnittes

= + na2 (h + a) + 8 z (h + x)3

der Erganzungs-Abschnitt

= 4xb2x +8na3

Der letzte Inhalt von dem ersten ab-gezogen gibt den Inhalt der Korperzone J= An [a2h + 3h3 + (a2 + h2 - 62) a + ha"] ist nun Wieder r der Halbmesser der Kugel, so hat man x : b = b : 2r — a 62 woraus 2r — x = — x

Es ist eben so h + x : a = a : 2r — h — x

a2 woraus 2r — h — x — y—— ft + x

a2         62

Mithin 2r — x = —--+ h = — h Ti     x oder a2x + h2x — 63 = b2h + 62

woraus

(a2-\-h2 - b2} x + hx2 = b2h

Diesen Werth in den Ausdruck fur J gesetzt, gibt den Inhalt der korperlichen Zone

J=^(a2h+^h3 + b2h')         (10)

= 4nah + \nb2h +8xh3

Man schreibt in der Regel die Formel

J = {nh (3a?+362 + h2)          (11)

	
27.    Wird uber einem grofsten Kreise einer Kugel als Grundflache ein gerader Cylinder verzeichnet, dessen Hohe dem



Halbmesser der Kugel gleich ist, und uberdies zu dem oberen Endkreise des Cylinders als Grundflache ein Kegel, der seine Spitze im Mittelpunkt der Kugel hat, und schneidet man dann den Cylinder durch zwei mit seinen Endflachen ± laufenden Ebenen, so ist der zwischen diesen beiden Durchschnittsebenen be-griffene Theil des Cylinders gleich der zwischen denselben Ebenen begriffenen korperlichen Kugelzone + dem dazwischen begriffenen Theil des Kegels.

Es sei Fig. 794 das Quadrat ACBD der halbe Durchschnitt des Cylinders mit einer Ebene durch seine Axe BC gelegt, so sind AC, BC Halbmesser der Kugel,

Fig. 794.
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der Quadrant ABC der halbe Durchschnitt der Halbkugel und das A BCD der halbe Durchschnitt des Kegels, C dessen Spitze. EF, HG seien die Durchschnittslinien der Ebene ACBD mit den parallelen Durchschnitten des Cylinders, so sind FK und GJ die Halbmesser der beiden Endkreise des Kugelabschnitts, FM und GL die Halbmesser der beiden Endkreise des abgekiirzten Kegels.

Fiihrt man nun einen beliebigen Durchschnitt ± den Endkreisen des Cylinders, so schneide dieser die Ebene ABCD in NO, dann wird NO der Halbmesser des Durchschnitts im Cylinder, OP der Halbmesser des Durchschnitts in der Zone und OQ der Halbmesser des Durchschnitts im abgekurzten Kegel.

Zieht man CF so ist

CP=AC =NO

0Q = CO_______ folglich

NO2 = CP2 = OP2 + QO2 = OP2 + OQ2

Nun sind NO, OP, OQ die Halbmesser der Kreisdurchschnitte des Cylinders, der Kugelzone und des Kegels, folglich ist der erst genannte Durchschnittskreis den anderen beiden znsammengenommen gleich. Da nun diese Durchschnittsflachen in beliebiger Lage sind, so haben sie iiberall dasselbe Verhaltnifs und es sind also nach Cavalieris Grundsatz, s. Art. „Korperberechnung“, die in dem Satz aufgefiihrten Korper einander gleich.

	
28.    Fallt GH auf AC und EC auf BI), so folgt, dafs der ganze Cylinder uber dem grofsten Kreise der Kugel = ist der Halbkugel sammt dem ganzen Kegel. Es ist also die Halbkugel der Unterschied zwischen dem Cylinder und dem Kegel. Nun ist der Kegel = } des Cylinders, mithin die Halbkugel = 3 des Cylinders, der den grofsten Kreis zur Grundflache und den Durchmesser zur Hohe hat, wie dies schon aus der Formel 4, No. 24 her-vor geht.



Ist R der Kugelhalbmesser, so ist der Inhalt der Kugel = ^nR^ der Inhalt des Cylinders = 2 nR3 der Inhalt des Kegels = ^nR3

Die Kugel also = 3 des Cylinders und das Doppelte des Kegels von der Grundflache des grofsten Kreises und der Hohe = dem Durchmesser.

	
29.    Der Inhalt eines keilformigen Ku-gelausschnitts verhalt sich zum Inhalt der Kugel, wie der Winkel seines Zwei-ecks zu 4 Rechten. Hat das Zweieck den Winkel a, so ist der Ausschnitt also =


	
30.    Ein pyramidenformiger Kugelaus-schnitt ist einer Pyramide gleich, die den Halbmesser der Kugel zur Hohe hat, und deren Grundebene = ist dem zu dem Ausschnitt gehorenden spharischen Vieleck.



So wie nach Satz 19 die Flache eines spharischen Vielecks sich zur Kugelflache oder deren vierten Theil verhalt, so verhalt sich auch der zu dem Vieleck ge-horende Pyramidal-Ausschnitt zur Kugel oder deren vierten Theil. Bei derselben Bezeichnung mit No. 19 ist demnach der n seitige Pyramidalausschnitt


q — 2(n — 2) R , 3

2R 3




q — 2 (n — 2) R , 6R nr




(13)



Kugelabschnitt, s. u. „Kugel“ No.22, C, D. Bestimmung dessen korperlichen Inhalts, No. 25.

Kugelausschnitt, s. u. „Kugel", No. 22. Inhalt des kegelformigen Ausschnitts No. 23, des keilformigen No. 29, des py-ramidenformigen Ausschnitts No. 30.


Kugelaxe, s. u. „Kugel“ No. 5, A.

Kugeldreieck, spharisches Drei-eck ist ein Dreieck, welches auf einer Kugeloberflache mit grofsten Kreisbogen verzeichnet wird, oder welches entsteht, wenn drei grofste Kreise auf einer Kugeloberflache sich schneiden. Die grofs
[image: ]

ten Kreisbogen heifsen die Seiten des Dreiecks, die Winkel, welche die Tan-genten dieser Seiten in ihrem gemein-schaftlichen Durchschnittspunkt, dem Scheitelpunkt mit einander bilden, heifsen die Winkel des Dreiecks.

Es seien Fig. 795, AB, AC, BC grofste Kreisbogen einer Kugel, deren Mittelpunkt S ist, so sind die von S nach den Spitzen des Dreiecks gezogenen geraden Linien SA, SB, SC als Halbmesser einander gleich. Legt man durch die drei Bogen und den Mittelpunkt S drei Ebenen ABS, ACS, BCS, so sind die oben gedachten Winkel des Kugeldreiecks dieselben mit den Neigungswinkeln je zweier Ebenen, zu welchen die den Winkel einschliefsen-den Kreisbogen gehoren; so wie, wenn man den Halbmesser der Kugel = 1 setzt, die Dreiecksseiten mit den sie umschlie-fsenden um S liegenden Centriwinkeln einerlei Maafs haben. Wie die Bezeichnung dies angibt, wo nun diese Figur mit Fig. 740 (pag. 36) des Art. „Kor-pertrigonometrie" bis auf die Kreis-linien und die Hiilfslinien dieselbe ist.

Es ist aus dieser Figur augenscheinlich, dals die ganze Theorie der Korperdrei-ecke auf die der Kugeldreiecke unmittel-bar zu iibertragen ist, und auch der Art. „Kugel" hat in No. 15, 16 und 17 dies auseinandergesetzt, damit in jenem Art. der analytisch trigonometrische Theil uber die spharischen Dreiecke nicht vermifst werde.

Es mufs daher in diesem Art. dasselbe gelten; dagegen habe ich mich oft uber-zeugt, dafs es Jungern der Wissenschaft zeitraubend ist, die Formein der Korper-dreiecke auf die der Kugeldreiecke ohne dafs die Figur umgeandert wird, anzu-wenden, und deshalb will ich hier die dort erwiesenen Auflosungen der Kugeldreiecke in ihren Resultaten und in Be-ziehung auf Fig. 795 geordnet zusammen-stellen.

Auflosung rechtwinkliger Kugeldreiecke.

(S. „Korpertrigonometrie “,No. 6. Formel I. bis XIII.)

Es sei Fig. 793: z ACB =y= 90°, also AB = c die Hypotenuse.

	
A.    Wenn zwei Catheten BC = a, AC = b gegeben sind.



cos c = cos a • cos b

to a tg « = -.—, sin b

" tg b tg = -sin a

	
B.    Wenn die Hypotenuse AB = c und eine Cathete AC = b gegeben sind.



cos c cos a =---,

cos b

cos « = tg b • col c

si n b

s i n 3 — —--- sin c

	
C.    Wenn die Hypotenuse AB = c und ein ihr anliegender Winkel CBA = 3 gegeben sind.



sin b = sin c • sin 3

ig a — tg c • cos 3

col 3 to a = ——

• cos c

	
D.    Wenn eine Cathete BC = a und der ihr gegeniiberliegende Winkel BAC-a gegeben sind.



. sin a

sin c = —-- sin «


sin b




‘g a

*9 a



cos a sin 8 =---- cos a

	
E.    Wenn eine Cathete BC = a und der ihr anliegende Winkel ABC= ^ gegeben sind.



cos 8

cot c =----

19 a


tg b = sin a • tg 3 cos a = cos a • sin 3 F. Wenn zwei Winkel BAC-a und

ABC — ^ gegeben sind.

cos c = cot a • col 3 cos &

cos a = ——-sin 3

, cos B cos b — —.--- sin a

AuflOsung schiefwinkliger Kugeldreiecke.




	
A.    Wenn die drei Seiten gegeben sind.



cos a — cos b • cos c cos « = -----;--;----.--—

sin b • sin c

. 1/sin }(a+b — c) • sin 4(a+c — b) sin a = /--.———.----------

•             sin b • sin c

)/sinA(.n-i- b + c} • sin }(b—c— a) / —----.—, .— --------

sin 6 • sin c

	
B.    Wenn zwei Seiten BC — a, AC = b und dervon ihneneingeschlos-sene Winkel ACB = y gegeben sind. cos c = cos a • cos b + sin a • sin b • cos y cos c = (cos a • sin (b + q)



j sin q

wenn cot q = tg a • cos y a— b



	
cos —-— , ^ + fi____2. 9 2 a + b cos — . a — b sin —— n-^     2 ‘92  = . a+b sin 2


y col —

2




col





	
C.    Wenn zwei Seiten BC=a, AC = b und ein gegeniiberliegender Winkel CAB = « gegeben sind.



cos a • sin u sin(c + “))= cos b )                 COt b wenn tg u — — cos a

sin b . sin 3 = —---sin a ' sin a sin (y +1)(= cot «• l9 3 * sin •

( wenn tg ip = cos b • ig «

	
D.    Wenn eine Seite BC = a, ein dieser Seite gegeniiberliegender Winkel CAB = a und ein derselben anliegender Winkel ABC = 8 gegeben sind.



sin 8 .

sin b = —.---sin a

sin «


sin (c — v)

sin (y — u)



= cot a • tg 3 • sin i wenn tg v = tg a • cos 3 cos a • sin u

cos 3

cot 8 wenn tg u = —— cos a

	
E.    Wenn eine Seite BC — a und die beiden daran liegenden Winkel ABC = 8 und ACB = y gegeben si nd.



Fur die Bestimmung der beiden ande-ren Seiten b und c hat man (s. No. 14, Formel XIV, pag. 43)

8+   y—^ a b+c cos - — '• cos -- =tg —:tg —— 2          2     • 2 • 2 • 84 y • y—8     a c — b sin 79 : sin 2" = l9 2 : l9 20 und fur den dritten Winkel « (s. Formel XV.)

. cos 8 • sin (y — q) COS « == I--------;---------— 2       sin P ( wenn cot q = cos a • tg 8

	
F.    Wenn die drei Winkel gegeben sin d. cos a + cos 3 • cos y cos a =---;—  . sin 3 • sin y a+3-y /cos--- COS ----—---- a ./       2 COS — = 1/ ---------.------;-- 2 V          sin 3 • sin y cos a = cos b • cos c + sin b • sin c • cos & cos a — — cos 3. cos y+sin B. sin y • cos a



	
	
Hieraus cos a — cos b • cos c cos (t = ------.---;----;--- sin b • sin c cos a + cos 3 • cos y cos a —-----.—----.-- sin 3 • sin y Aus diesen ,         — cos a — cos (b — c) 1    — cos a =---------------- sin b • sin c . , cos a — cos (b — c) 1 + cos « =---.---—.----- sin b • sin c ,         — cos a — cos (8 — y) 1 — cos a =------.------.      --sin 3 • sin y . ,        cos a — cos (8 — y) 1    — cos a =  ---;—---.---— sin 3 • sin y Nun ist





1 — cos x = 2 sin1 2x

1 + cos a = 2 cos1 4x cos x = 1 — 2 sin1 4x = 2 cos1 4x — 1 sin x = 2 sin 4x • cos }x

Diese Werthe in die letzten vier Glei-chungen eingefiihrt, reducirt und ent-wickelt entstehen folgende 4 Formein:


(»)

(2)




(3)



	
• , a b — c sin1 —— sin1 —— • 2 «          1            1 stn^ — S----------•------ 2        sin b • sin c 2 b + c — sin 2 — + sin1--- , a            2          2 cos1 — =----.———.--- 2         sin b • sin c • 2 a i^+y sin1 —— cos1 ---- --., a        2         2 sin1 — =----.----------- 2       sin 3 • sin y 2 c • <>^~y cos1 —— sin1 ---- , a 2         2 COS1 — - ----.------;-- 2        sin 3 • sin y Um die erste Gaufs’sche


(4)

Glei-





chung zu finden, verbinde man Glei-chung 2 mit 4, so ist


Nun ist




Hieraus




, a 2 a . , 8— y

cos1 —   cos1 —— sin1 —

cos1 —-  — sin1 — — sin1 —-—

2          2          2




sin b • sin c sin 8 • sin y




. i        -2 sin — • cos —

Sin o sin c sin a          2       2




sin 8 sin y sin a. a       a

•         2 sin — • cos —

2       2




• 9 a 9 a

. ,   . sin1 — • cos1 —

sin b • sin c 2        2

sin 8 • sin y   .c , a

"  sin1--’Cos1 —

2       2




diesen Werth eingesetzt und reducirt gibt . 9 a l . , b + c ., a — sin" 2 T     2—     —




% «    . ,3— y . , «

cos1--sin* —-   sin* —

oder diese Gleichung in Producte ver-wandelt:




, a , • ,b +c „b +c cos* —  1 — sm*---- cos* -----

woraus

cos ^(b + c) • sin }a = sin 2 (3 + 7) cos ^a




Um die vierte Gaufs’sche Glei




chung

chung 1

. 2 a sin 2




zu finden, verbinde man Glei-




mit 3, namlich

. 2 “     ,8+y

sin To— cos —o 2             2




sin ^(b + c) • sin } c = cos }(3 — y) sin ^a




• 2 W sin* 9




a . 2b-c sin*--sin* —-—

2          2




sin b • sin c sinp • sin y




Um die zweite Gaufs’sche Glei




chung zu finden, verbinde man Gleichung 1 mit 4, so ist




Bei demselben Verfahren wie ad 1 bis 3 erhalt man

cos } (b — c) cos }a = sin (3 — y) • cos ^a




2 a cos* —




cos*--sin*----- 2          2




• 9 C sin* —

2




a b - c sin*--sin*-----

2         2




sin b • sin c sin 3 • sin y




Kugelgewolbe wird bisweilen das Kup-pelgewolbe genannt.




hieraus erhalt man bei der Verwandlung wie ad 1




a .,b — c . _ a

sin* 9— sin* —9—  sin* 9




cos2 «— sin2 8—Y  cos2 —

oder




Kugelhaufen. Die (in Haufen) gesetz-ten Kugeln haben die Form

A. von dreiseitigen Pyramiden. Die Anzahl S der Kugeln wird ausge-druckt durch die Reihe der Trigonal-zahlen. Die Anzahl der Lagen uber einander gibt die Anzahl der Glieder; die oberste Lage ist eine einzige Kugel, dem-nach ist die Formel fur die Reihe der Glieder

1 + 3 + 6 + 10 ....+ "1" Stuck

die Summen von 1, 2, 3 .... n Lagen sind 1; 4; 10; 20;.....n(n+1)(n+2 Stuck




sin ^{b — c) • cos ^a = sin ^{^ — y) • sin \a




Um die dritte Gaufs’sche Glei




chung zu finden, verbinde man Gleichung 2 mit 3, so ist




■ 9 a sin* —




9 C

COS* —

2




. 2 « a 3 + y sin” —— COfJ ——

2 _________2

—sin2 a -f-sin2 b±c 2          2




sin b • sin c sin^ • sin y




Bei demselben Verfahren wie ad 1 und 2 erhalt man




B. von vierseitigen Pyramiden.

Die Lagen sind: 1+4+9+16 + .......n2 die Summen von 1, 2, 3 ... n Lagen 1; 5; 14; 30; ..,.“(n + 1)(2n±+1 ’ ’  ’  ’   1-2-3

0. von dreiseitigen Prismen mit schrag ansteigenden dreiseitigen Endfiachen. Wenn in der obersten einfachen Reihe in Kugeln liegen, dann enthalten die Reihe n:



m + 2 (ni + 1) + 3 (m + 2) + 4 (in + 3) + •. >.. n (in + n — 1)

Die Summen der Kugeln in 1, 2, 3,.... n Lagen ist

m- 3m+2; 6m+8; 10m+20; .....An (n+1) (3m+2n — 2)

Kugeloberflache, s. u. „Kugel", 2.

Kugelschale ist der Korper, welcher zuruckbleibt, wenn man von einer kor-perlichen Zone den Kegel fortnimmt, der durch die Umdrehung der Sehne um den die Hohe bildenden Theil des Durchmes-

sers entsteht, also Fig. 793 der Korper, welcher durch die Umdrehung des Ab-schnitts EFL um HJ hervorgeht.

Nach dem Art. „ Kugel", No. 26 ist die korperliche Zone von der Hohe JH,

wenn EH — a, FJ = b, HJ = h gesetzt wird = 8 nh (3a2 + 362 + h2) der innere abgekiirzte Kegel                = 3 nh (a2 + b2 + ah')

Letzteren von Ersterem abgezogen gibt

die Kugelschale — Ink [(a — b)2+ h2]

d. h. = 87 • JH • [(EJ - FJ)2 + HJ2] ={n

Kugelzone, s. u. „Kugel“, No. 5, C,

D. Inhalt der Oberflache No. 20 und 21; Inhalt der korperlichen Zone No. 26.

Kugelzweieck, S. v. w. „Spharisches

Zweieck", s. , Ku gel" No. 5, B. No. 6 bis 8 und No. 14.

	
	
■ JH x EF2.





Kuppelgewolbe, Statik derselben, s. u. „Gewolbe“ No. 30, pag. 193.

Kurbel ist der Arm und die Lange des Hebelsarms am Krummzapfen.


L.



Lange ist die Abmessung einer Raum-grofse nach einer geradlinigen Richtung; auch die Grofse dieser Abmessung in einer Anzahl von Einheiten ausgedriickt. Eine Linie hat nur eine Ausdehnung und diese ist die Lange.

Da unter Lange in der Regel eine ge-rade Linie verstanden wird, so nennt man bei krummen Linien die in dieser Linie selbst gemessene Lange: absolute Lange, um keinen Zweifel zu erregen, dafs der (geradlinige) Abstand deren End-punkte verstanden sei. Die Ermittelung und Angabe solcher Lange in der Lange einer geraden Linie ausgedruckt nennt man die Rectification der krummen Linien.

Lange, astronomische, s. „astro-nomische Lange".

Lange, geocentrische und heliocent ris ch e, s. eben daselbstund „geo-centrisch".

Lange, geographische, s. „geo-graphische Lange."

Lange eines Gestirns ist der ostliche Abstand des Durchschnitts zwischen des-sen Breitenkreis und der Ekliptik von dem Friihlingspunkt.

Lange eines Planeten in seiner Bahn ist die Lange des Bogens von dem Planeten bis zu seinem aufsteigenden Kno-ten + dem ostlichen Abstand dieses Kno-tens von dem Friihlingspunkt, dieser Abstand von dem Knoten in der Planeten-bahn gemessen (s. „Knoten").

Lange eines Knotens ist die im vori-gen Art. hinzuaddirte Lange, dieselbe ruckwarts in der Planetenbahn gemessen.

Der Anfangspunkt dieser Lange ist der Anfangs- oder Nullpunkt fur die anzu-gebende Lange jedes Planeten.

Lange der Sonne ist die Lange des Orts, wo die Sonne in der Ekliptik, von der Erde aus gesehen, sich zu befinden scheint, (d. h. des Punktes, in welchem die gerade Verbindungslinie von Erde zu Sonne verlangert die Ekliptik schneidet). Also der Abstand dieses Punktes von dem rechts von ihm belegenen Friihlingspunkt in Bogen gemessen. Man unterscheidet wahre oder scheinbare Lange der Sonne, die Lange des wirklich beobach-tetenOrts, und mittlere Lange der-selben. Die Lange des Orts, in dem die Sonne sich befinden wiirde, wenn sie von Anfang ab bis zu Ende die Ekliptik mit gleichformiger Geschwindigkeit schein-bar durchlaufen hatte. Die wahre Lange ist bald grosser bald kleiner als die mittlere

Lingo (geocentrische) der Sonne und des Mondes. Fig. 796 stellt dar mog-lichst zusammengedrangt die Sonne, die umliegende Ekliptik FSHW, von welchen F den Friihlingspunkt, S den Sommer-punkt, If den Herbstpunkt und W den Winterpunkt angibt.

In jedem dieser vier Punkte die Erde mit dem sie umkreisenden Mond, diesen in den vier Punkten seiner Hauptphasen. 1 bedeutet den Neumond, 2 das erste Viertel, 3 den Vollmond und 4 das letzte Viertel. Nach den Richtungen der Pfeile geschehen die Umdrehungen.

Befindet sich die Erde in H, so ist die Lange der Sonne = 0, des Neumonds 1=0, des ersten Viertels 2 = 90°, des


Fig. 796.
[image: ]




Vollmonds 3 = 180°, des letzten Viertels 4 = 270°.

Tritt die Erde in W, so ist die Lange der Sonne = 90°, des Neumonds = 90°, des ersten Viertels = 180°, des Vollmonds = 270°, des letzten Viertels = 0.

Tritt die Erde in F, so ist die Lange der Sonne = 180°, des Neumonds = 180°, des ersten Viertels = 270°, des Vollmonds = 0°, des letzten Viertels = 90°.

Tritt die Erda in S , so ist die Lange der Sonne = 270°, des Neumonds = 270°, des ersten Viertels =0, des Vollmonds = 90°, des letzten Viertels = 180°.

Langenausdehnung ist die Ausdehnung einer Raumgrofse nach einer Richtung (s. „ Ausdeh nun g“).

Langengrade sind wie die Breiten-grade entweder geographisch oder astronomisch (s. „ Breitengrade, Grad und geographische Lange"). Eine interessante Vergleichung zwischen Langen- nnd Breitengraden der Erde un-ter verschiedenen geographischen Breiten s. „ Gradlangen".

Die astronomischen Langengrade wer-den in der Ekliptik von dem Fruhlings-punkt als Nullpunkt ab gezahlt. Des-gleichen in den Planetenbahnen (s. „Lange eines Planeten und Lange eines Knotens").

Langenkreise fur Orte auf der Erd-oberflache sind der Aequator und die Pa-rallelkreise.

Langenmaafs ist eine als Einheit ge-wahlte Lange um andere Langen mit derselben zu vergleichen , um also die Grofsen anderer Langen -Aus-dehnungen als Vielfache jener Ein-heit anzugeben.

Der Langenmaafse gibt es je nach der Ausdehnung und der Na-tur der zu messenden Langen ver-schiedene. Fur kleine Langen hat man die bekannten Maalse: den Fufs, die Elle, das Meter u. s. w., mit deren gleichen Untertheilen; fiir Feldmaafse und andere stadti-sche und landliche Langen die Ruthe u. s. w.; fur Wege die R tithe mit ihren Vielfachen: die Meile, das Meter bis zu dem Myriameter u. s. w. Fiir astro-nomische Langen hat man allge-mein das Langenmaafs: die geo-graphische Meile (s d), welche ubrigens in ihrer wirklichen Lange noch nicht genau bekannt ist.

Nicht uberall konnen mithin Langenmaafse unmittelbar zum Abmessen angelegt werden. Auch bei Vermessung von Langen auf dem Felde nicht, man mufs mit Hiilfe von Winkelmessungen die meisten berechnen.

Es ist sehr zu beklagen, dafs fur den jetzt so allgemeinen und uber den gan-zen Erdball verbreiteten Verkehr so sehr viele verschiedene Langenmaafse existi-ren, um so mehr, da deren Quadrate-und Kuben auch die Verschiedenheit in den Flachen- und Korpermaafsen hervor-bringen und mit letzteren zugleich die Verschiedenheit der Gewichtsmaafse. So z. B. war das gesetzliche preufsische Pfund der 66te Theil des Gewichts eines preu-fsischen Kubikfufses destillirten Wassers bei 15° R. In England ist noch jetzt das Gewicht eines englischen Kubikzolles destillirten Wassers von 62° F. bei 30 Zoll Barometerstand = 252,458 Troy-Gran.

Es liegt dies in dem friiheren Zustand der Abgeschlossenheit von Nachbarstaaten, und selbst benachbarter Stadte eines Landes, und es hatte fast jede Stadt in jedem Lande ihre eigenen Maafse und Gewichte und somit auch ihr eigenes Langenmaafs. Namentlich sollen die ub-lichen Fufsmaafse in unzahliger Anzahl aus dem Alterthum herriihren: Griechen und Romer maafsen mitFufsen, der Fufs wurde eingetheilt in vier flache Ha nd e (palmi) zu vierFinger oder dreiDaumen, also zu 12 Daumen oder 16 Finger, welches bei den spateren Volkern die Ein-theilung in Zolle veranlafst hat. Die Anzahl der verschiedenen Fufsmaafse zu Anfang dieses Jahrhunderts ging ins Un-glaubliche. Wenn jedes Land von den Mannsfufsen die mittlere Lange als Fufs-maafs genommen hat, so haben die Por-tugiesen und die Franzosen die langsten, die Englander die kiirzesten Fufse. Es scheint jedoch, als wenn man zugang-liche Langen, z. B. den Umfang der Ring-mauer einer Landeshauptstadt zu Grunde gelegt, und dafs Provinzialstadte eben so verfahren und mit einer bestimmten run-den Zahl die Lange zu Fufsen einge-theilt haben, woher die Fufse zwar sammt-lich die ungefahre Lange eines Manns-fulses, aber alle dennoch verschiedene Lange erhielten.

Wenn dieser Uebelstand nun in neue-ster Zeit wenigstens darin vermindert worden, dafs jedes civilisirte Land zu all-gemeinem Gebrauch gesetzlich einge-fuhrte Maafse und Gewichte hat, so bleibt immer noch die Unannehmlichkeit, dafs ein Maafs auf das andere reducirt werden mufs und es ist solche Reduction um so unbequemer, als die verschiedenen Lan-dermaafse in der Regel mit einander in-commensurabel sind.

Fur das einflufsreichste Maafs: fur das Langenmaafs ist dies ein Beweis, dafs die Regierungs-Intelligenzen bei Wahl ihrer Langen-Einheiten keine alien Erd-bewohnern ohne Ausnahme zugangliche, also in der Natur aufzufindende Lange genommen haben, wie das destillirte Wasser es fur den Stof ist, wobei aber fur den gegenseitigen Verkehr auch einerlei Temperatur, am geeignetsten 3,5° R , die nahe dessen grofste Dichtigkeit gibt, allgemein festgestellt sein sollte.

Unter den alteren Langenmaafsen war am bekanntesten der Pied de roi und dessen sechsfache Lange die Toise, wel-che beide fast alien wissenschaftlichen Untersuchungen als Maafs zu Grunde la-gen. Woher der pied de roi stammt, weifs man nicht, die Maafse aller Lander sind aber mit dem pied de roi verglichen; so auch unser preufsischer Fufs, der eigentlich gleichbedeutend mit dem ur-alten rheinlandischen Fufs und auch gleich grofs mit diesem festgestellt worden ist. Dieser rheinlandische Fufs ist aber wieder an vielen Orten verschieden gefunden und von Autoritaten als Schrift-steller von 137,5 bis 139,2 pariser Linien, erstere Zahl von Whitehurst, letztere von Picard angegeben worden.

Um die Lange des rheinlandischen Fu-fses fur Preufsen ganz bestimmt festzu-stellen, hatte das Konigliche Ober-Bau-Departement im J. 1771 diejenige Lange von 139,13 pariser Linien vorgeschlagen, welche Eisenschmid aus eigenen Untersuchungen als Lange des rheinlandischen Fufses gefunden hat. Dieser rheinlandische Fufs ist durch einen Directo-rialbefehl vom 28ten October 1773 in Preufsen eingefiihrt worden. Von der pariser Academie wurde ein genauer fran-zosischer Fufsstock erbeten, und danach sind unter Aufsicht des Oberbauraths und Professors Lambert zwei Normalmaafs-stabe, einer fur die Academie der Wis-senschaften, der andere fur das Oberbau-departement angefertigt worden und nach diesen wieder Maafsstabe fiir Provinzial-behorden und Magistrate.

Durch die Maafs- und Gewichtsordnung fiir die preufsischen Staaten vom 16ten Mai 1816 wurde nun dieselbe Lange von 139,13pariser Linien preufsischer Fufs genannt, und der Wiirfel dieser Lange ist der preufsische Kubikfufs, und das Gewicht desselben, aus destillirtem Wasser von 15° R. bestehend, wiegt 66 ehe-malige preufsische Pfund.

Zur gesetzlichen Bestimmung des eng-lischen Langenmaafses, des Normal-Yards gingen die Englander selbststan-dig und ohne Beziehung zu dem pied de roi zu Werke. Es befand sich dort ein von Bird im Jahr 1760 aus Messing ge-fertigter in 36 Zoll eingetheilter Yard-maafsstab und es wurde festgestellt, dafs dieser Stab bei einer Temperatur von 62° F. die Lange des Imperial-Yards sein sollte. Um ferner dieses Yard fiir den Fall, dafs der Normalmaafsstock ver-loren ginge, zu fixiren, wurde durch eine Reihe von Versuchen die Lange des Se-cundenpendels in der Hohe des Meeres-spiegels in der geographischen Breite von London im luftleeren Raum ermittelt, und es ergab sich dieselbe mit Hiilfe des Normal-Yards zu 39,1393 Zoll, so dafs das Yard zum Secundenpendel wie 36:39,1393 sich verhalt und dies Ver-haltnifs ist ebenfalls in der Parlaments-acte mit ausgesprochen worden.

Das wichtigste Langenmaafs, weil es allgemein zu werden verspricht, ist das franzosische Meter. Das Meter ist der Zehnmillionste Theil des nordlichen Erdmeridianquadranten. Dem-nach scheint es, man konne voraussetzen, dafs ein Erdquadrant wirklich genau zu vermessen sei. Es ist dies aber eine mifsliche Sache, denn eine directe Mes-sung ist deshalb ganz unmoglich, weil man den Nordpol oder den Siidpol nicht personlich erreichen kann, abgesehen von den vielen anderen technischen Schwie-rigkeiten, die sich einer directen Messung


uber Meere entgegenstellen wirden, und wieder abgesehen hiervon, weil circa 1350 Meilen Lange Vermessung kein gut mog-liches Unternehmen ist. Noch kommt hinzu, dafs hochst wahrscheinlich die Erde kein vollkommenes Spharoid ist, dafs also die Meridiane allesammt von verschiede-ner Lange sind, und es resultirt hieraus, dafs das Meter keine in der Natur wirk-lich gegebene Lange sein kann, also von Rechtswegen keine Norm aliange ist, und dafs das Meter nicht in das hohe Ansehen der Alleinseligmachung hatte kommen sollen.

Die Ungenauigkeit des Meters hat aber das Gute, dafs man in seiner Bestim-mung das Wort: „nordlich" wegstrei-chen, dafs man das Meter als den zehn-millionsten Theil eines Erdmeridianqua-dranten festsetzen kann, so dafs die Be-wohner der sudlichen Halbkugel einerlei Anrecht mit uns an ihm haben.

.Man darf jedoch zur Entschuldigung des Meters nicht iibersehen, dafs es aus der franzosischen Revolution hervorge-gangen ist, indem redliche Manner zu-gleich geistreich genug waren, der Na-tionalversammlung in verhiillenden Aus-driicken ein allgemeines Revolutionsmaafs in Anregung zu bringen, blofs in der Ab-sicht, damit bei den Unruhen die Wis-senschaft nicht zu sehr leide. Dafs ein solches Maafs nur franzosischen Boden zu Grunde haben konnte ist naturlich: De Bonnai schlug vor die Lange des Se-cundenpendels unter dem 45ten Grad nordlicher Breite, der sich durch Frank-reich von West nordlich fiber Bordeaux nach Ost sudlich unter Grenoble hin-zieht.

Die Academie, der die Begutachtung iibertragen wurde, zog es vor, dafs etwas Ausgezeichneteres geschehe und es ent-standen dieberiihmten franzosischen Grad-messungen von Diinkirchen bis Barcelona, beide Stadte ziemlich nahe dem durch Paris gehenden 20ten Meridiangrad lie-gend; Diinkirchen am Pas de Calais, Barcelona am mittellandischen Meere ,3) und es wurde in Folge der Messungen und Berechnungen, nach welchen das Meter 443,22487 bis 443,328 franzosische



Linien schwankte, mittelst Decret vom 19ten Frimaire im Jahre der Repu-blik 8 das Meter auf 443,296 franzosische Linien festgesetzt.

Das Meter ist also eben so ein Maafs par ordre wie der preufsische Fufs und anderer Lander Fufse, allein es sind doch Meridianmessungen ihm vorangegangen.

Gehen die Gradmessungen verloren, aus welchen das Meter als eine nahe-rungsweise Lange berechnet worden ist, wie die englische Regierung von ihreni Yardmaafs gefurchtet hat, und die Berechnungen selbst, so ist auch das Meter verloren; die vorhandenen Normalmaafs-stabe sind schwer zu revidiren und es konnen Zeitereignisse eintreten, durch welche unsere Nachkommen uber die Lange des Meters eben so ungewifs sind, wie wir heut fiber die Langen der alten griechischen und romischen Maafse.

Ein Normallangenmaafs, welches alien Erdbewohnern gleichgeltend ist, zu welchem alle Erdbewohner ein gleiches Anrecht haben ist von grofser Wichtig-keit. Es ist hierzu das geeignetste Maafs offenbar die Lange des Secundenpendels am Meeresspiegel in der Aequatorebene. Es ist diese Lange eine constante Lange, und wenngleich mit Anstrengung von Fleifs und Aufmerksamkeit, aber jeden-falls zu alien Seiten aufzufinden. Zu Mittag ist die grofste Hitze; hier wird die Pendelstange am langsten; die Schwin-gungen geschehen langsamer; die miih-samen. Thermometercorrecturen bei gro-fsen Temperaturunterschieden werden vermieden, wenn man nur bei Nacht ar-beitet, wo die Temperatur constanter ist.

Schwingt das Pendel in einer Minute 61 mal, so wird es durch die Mikrometer-schraube linger gemacht, schwingt es nun in zwei Minuten 119 mal, so wird es wieder kiirzer gemacht, und so gehen Versuche und Correcturen fort bis das Pendel in 12 Stunden von Sonnenunter-gang bis Sonnenaufgang seine richtige Anzahl Schwingungen macht, und die kiirzeste Lange des Secundenpendels der Erdoberflache, das Normallangenmaafs ist mit Hulfe thermometrischer Correcturen factisch gefunden.

Es betragt diese Pendellange etwa 39 engliche Zoll = 0,99058 Meter; sie ist also mit der Meterlange sehr nahe uber-einstimmend. Es hat namlich Sabine das Secundenpendel auf St. Thomas in dem Meerbusen von Guinea unter 0°24‘42" nordlicher Breite durch Beobachtungen zu 39,02074 englische Zoll bestimmt. Dies sind, da der englische Fufs = 0,3047945 Meter hat, 0,99148 Meter. Unter dem Aequator mufs das Pendel nun eine Klei-nigkeit kurzer sein.

Langenunterschiede zweier auf der Erdoberflache befindlichen Orte mifst man mittelst einer genau richtig gehenden Taschenuhr. Ist in dem Ort B der wahre Mittag um n Minuten friiher oder spater als in dem Ort A, fur welchen die Uhr richtig geht, oder auch nur als in dem Ort A nach derselben Uhr der wahre Mittag angezeigt wird, so liegt im ersten Fall der Ort B um {n Grade ostlicher, im zweiten Fall um in Grad westlicher als der Ort A.

Last ist zunachst eine Masse, welche vermoge ihres Gewichts auf eine Unter-lage driickt; hiernachst eine Masse, deren Ort geandert werden soil. im ersten Fall ist die Last als eine Kraft zu be-trachten, und die gedriickte Unterlage setzt ihr durch ihre Festigkeit einen deren Druckkraft gleichen Widerstand ent-gegen, so dafs statisches Gleichgewicht statt findet. im zweiten Fall ist eine Kraft anzuwenden um die Last fortzu-schaffen. Soli die Ortsanderung (Bewe-gung) senkrecht aufwarts geschehen, dann mufs fur’s Gleichgewicht die Kraft, in Gewichten ausgedruckt, der Last gleich sein. Bei der geringsten Vermehrung der Kraft geschient Bewegung. Ist die Richtung eine andere, so ist eine nur geringere Kraft zu Gewaltigung der Last erforderlich (s. , Kraft, Krafte im Gleichgewicht").

Lehrsatz, (Theorem) ist ein Satz, des-sen Wahrheit nicht unmittelbar erkannt wird, sondern erst aus der Verbindung anderer schon als wahr erkannter Satze hergeleitet werden mufs. Diese Herlei-tung heifst der Beweis (s. d.)

Leucitoeder ist das erste Ikositetrae-der. S. d. mit Fig. 722.

Leucitoid ist das zweite Ikositetraeder; es kommt fast nur in Combinationen vor.

Libelle, Wasserwaage, dient zur Ho-rizontalstellung von Mefsinstrumenten, besonders von Mefstischen; dann aber fur alle Winkelmesser und die mit Fernroh-

	
IV.



ren versehenen Nivellirinstrumente. Die Libelle besteht aus einem Gefafs, welches man voll Alkohol giefst, bis auf einen kleinen Raum fur eine Luftblase, die darin verbleibt.

Hat nun das Gefafs einen genau ebe-nen Boden, der Glasdeckel eine flach ge-kriimmte Form, deren hochste Stelle genau lothrecht uber dem Mittelpunkt des Gefafsbodens sich befindet, so liegt die-ser Boden und mit diesem zugleich die mit ihm vereinigte Plattenoberflache des Mefsinstruments in einer genau horizon-talen Ebene; weshalb auch jener der Luftblase zukommende Normalpunkt mar-kirt ist.

Die fur Mefstische gefertigte Libellen haben die Form (Fig. 797) einer Dose, sie heifsen Dosenlibellen, und sie sind
[image: ]

in dieser Form deshalb geeignet, weil eine Ebene, die Ebene des Mefstisches horizontal sein soil. Fur Winkelmesser und Nivellirinstrumente mit Fernrohren ist die Form (Fig. 798) einer Rohre zweck-mafsiger, weil eine Linie, namlich die
[image: ]

Visirlinie oder deren Horizontalprojection waagerecht liegen soil. Eine solche Roh-ren libelle hat eine zwischen Theilstri-chen markirte Stelle fur die Normallage der langlichen Luftblase, und deren Axe ist und verbleibt in der durch jede be-liebige Visirlinie befindlichen lothrechten Ebene.

Libration. Hiermit bezeichnet man die verschiedenen schwankenden Bewe-gungen des Mondes.

Limbus ist der bei Winkelmefsinstru-menten eingetheilte feste aufsere Rand.

Linearisch ist was sich auf Linien be-zieht, wird von Zahlen und Zahlengrofsen gesagt, weil man dieselben auch geome-trisch construirt. Die bekanntesten Zah-

9 lengrofsen, welche allgemein gezeichnet werden, sind die goniometrischen, woher man dieselben auch noch immer trigono-metrische Linien nennt. Man nennt einen als Linie aufgetragenen Sinus, Cosinus u. s. w. einen linearischen Sinus, Cosinus u. s. w.

In der analytischen Geometrie werden geometrische Constructionen durch Algebra erst zu Formein entwickelt und nach diesen geometrisch construirt. Man nennt daher eine Aufgabe, welche durch Schneidung und Zusammensetzung von geraden Linien gelost wird, eine linea-rische Aufgabe. Zahlen (Buchstaben-grofsen), die geometrisch dargestellt eine gerade Linie geben, sind linearische Zahlen; es sind dies also alle Buchsta-bengrofsen in der ersten Potenz. Aus diesem Grunde heifsen auch Gleichun-gen zwischen Veranderlichen, in welchen die eine nur in der ersten Potenz vor-komint, linearische Gleichungen. Desgleichen sind linearische Diffe-renzialgleichungen, in welchen eine Veranderliche und deren Differenziale nur in der ersten Potenz erscheinen.

Linie. Deren Begrif ist, wenn er da-fur gelten soil, schon in dem Art.: „ G e -rade Linie" gegeben. Sie ist eine Raumgrofse von nur einer Abmessung, ihre Theile liegen daher hinter, nicht neben einander; sie entsteht durch die Bewegung eines Punkts.

So wie der Punkt, ein im Verschwin-den begriffener begrenzter Raum, die Grenze eines Raumes von nur einer Abmessung, von der Linie ist, so ist die Linie als im Raum von nur einer Abmessung, die Grenze des Raumes von zwei Abmessungen, die Grenze der Flache (s. d).

Aus dem Grunde, dafs der Punkt die Grenze der Linie ist, schneiden sich zwei Linien nur in einem Punkt, der nun als der gemeinschaftliche Grenzpunkt von vier Linien betrachtet werden kann.

Linien sind entweder gerade oder krumm.

Gerade Linien decken sich; zwischen zwei Punkten ist nur eine gerade Linie moglich; eine gerade Linie ist durch zwei in derselben liegenden Punkte der Lage nach bestimmt.’

Die Beziehung zwischen gerader Linie und Ebene, s den Art. „Ebene“. Die geometrischen Constructionen, die geraden Linien unter sich und mit Kreisli-nien betreffend, siehe den Art. „Con-struction“ 1. Constructionen aus der Elementargeometrie. Der ana-lytische Theil der geraden Linie, die Be-stimmung derselben durch Coordinaten-und Polargleichungen, s. Art. „ Cur-ven“ IL, Bd. IL, pag. 170 bis 172 mit Fig. 526 bis 531. Der analytische Theil der krummen Linien ist der Gegenstand der Art. „Curven und Curvenlehre".

Linien, goniometrische, sind die durch gerade Linien dargestellten goniometri-schen Functionen: Sinus, Tangente u. s. w.

Linsen, Linsenglaser sind zunachst Glaser in der Form einer Linse, deren beide Oberflachen die Form von Calotten haben, die zu gleich und ungleich grofsen Kugeln gehoren konnen, aber von gleichen Grundflachen, so dafs beide Calotten von einem scharfen Kreisrand be-grenzt werden, durch dessen Mittelpunkt und normal auf dem Rand die zu den Calotten gehorenden Kugelmittelpunkte liegen.

Die Glaser werden angewendet, um mittelst der Brechung hindurch gehender Lichtstrahlen (s. die Art. „Ablenkung des Lichtstrahls, Brechung der Lichtstrahlen") von Gegenstanden vergrofserte oder verkleinerte Bilder her-vorzubringen oder durch Vereinigung der Sonnenstrahlen auf einen sehr kleinen Raum Brandhitze zu erzeugen.

Aufser der Linsenform werden den Glasern davon abweichende Formen gegeben, je nachdem der Zweck ihrer An-wendung ist. Es erhalten beide Oberflachen auch hohle Calottenflachen, an-dere eine erhabene und eine hohle, noch andere eine ebene Flache und eine hohle oder erhabene Calottenflache. Dennoch haben auch diese von der Linsenform ganz abweichende Glaser den Namen Linsen und heifsen je nach ihrer Form: convex - convexe oder biconvexe Glaser, concav-concave oder biconcave Glaser, plan-convexe, plan-concave Glaser; die convex-concaven Glaser werden Menisken genannt.

In dem Art. „Brennglas“ ist theo-retisch die Wirkung eines biconvexen Glases auf die Erzeugung der Hitze nach-gewiesen und am Schlufs mit Beziehung auf No. 4 die Theorie auf ein plan-con-vexes und auf ein concav-convexes Glas ausgedehnt worden.

in dem Art. „Brille" ist theoretisch die Wirkung der biconvexen Brille nach-gewiesen fur Personen, welche nahe be-findliche Gegenstande erkennen wollen und die der biconcaven Brille zu Erken-nung ferner Gegenstande.

Der Art. „ Astronomisches Fern-rohr" zeigt die Wirkung zweier bicon-vexen Glaser, das eine als Objectiv-glas, das andere als Ocularglas, beide Glaser so mit einander fest verbunden, dafs deren Axen in einerlei geraden Li-nie liegen und beider Brennpunkte in einem Punkt zusammenfallen.

In dem Art. „Fernrohr“ ist zunachst die Wirkung zweier Glaser, eines bicon-vexen Objectivglases und eines biconca-ven Ocularglases nachgewiesen, die eben so wie bei dem astronomischen Fernrohr zusammengestellt sind. Der gemeinschaft-liche Brennpunkt beider Glaser fallt vor das Ocular, aufserhalb des Rohrs.

Hierauf erfolgt die Zusammenstellung der terrestrischen Fernrohre mit drei und vier unter einander vereinigten bicon-vexen Glasern.

Es ist bei den so eben gedachten In-strumenten zu beachten, dafs bei den bei-den Fernrohren, dem Keplerschen und dem Galileischen, die zu beobachtenden Korper Gestirne sind, also Korper, die aufserst weit entfernt sich befinden und eine unermefsliche Menge von Lichtstrah-len dem Objectiv zufuhren. Dasselbe findet beim Brennglase statt, fur welches die Sonne der leuchtende Korper ist. Bei den terrestrischen Werkzeugen befinden sich die zu beobachtenden Gegenstande, mit Gestirnen verglichen, aufserst nahe, und es sind nur Gegenstande von ge-ringer Ausdehnung, oft nur einzelne sehr kleine Flachen.

Literalalgebra begreift die in Buch-stabenausdriicken gegebenen algebrai-schen Aufgaben.

Literalgleichungen sind die in Buch-stabengrofsen gegebenen Gleichungen.

Localhorizontal-Parallaxe, s. u. „ A e q u a-toreal-Parallaxe.

Locomotiven. Diese iiben ihre Zug-kraft nur dadurch, dafs sie mit ihrem bedeutenden eigenen Gewicht ihre beiden Treibrader belasten, und dafs diese ge-gen die Schienen in der gleitenden Rei-bung eine feste Stiitze finden, wahrend die Lastwagen nur die viel geringere gleitende Reibung als Widerstand ent-gegensetzen.

Die uberhaupt zu iiberwindenden Wi-derstande eines Eisenbahnzuges werden den Versuchen und Beobachtungen zu-folge angegeben:

	
	
1.    Die Reibung der' Radachsen sammtlicher Wagen des Zuges.





d

P= u D Q

wo u der Reibungscoefficient 0,05; d der Durchmesser des Zapfens, D der der Rader, Q das Gewicht der Wagen mit Aus-schlufs der Rader bedeutet.

	
	
2.    Die Reibung der Rader auf den Schienen.





Pt=^(Q + ^

wo u, den Reibungscoefficient =0,001; q das Gewicht der Rader und Achsen bedeutet.

	
	
3.    Die Schwerkraft bei Ueber-windung von Steigungen.





Pi={Q + q) sin «

wo a der Elevationswinkel der Steigung ist.

	
	
4.    Der Luftwiderstand.





P, = 0,0625 m .2. F

wo v die Geschwindigkeit des Wagenzu-ges, F die dem Winde entgegenstehende Flache des Zuges und m ein von dem Verhaltnifs der Wagenlange zu deren Querschnitt und den gegenseitigen Ent-fernungen der Wagen abhangiger Coefficient 1,10 bis 1,43. Pambour bestimmt F aus der Summe S sammtlicher Wagen incl. Locomotive und Tender; fur den ersten 70 □Fufs und fur jeden fol-genden 10 OFufs, mithin F= 10 (S + 6) □ Fufs.

Die Summe der Widerstande ist

	
P, + Pa + P 3 + P 4 •



Harding gibt folgende mit der Erfah-rung stimmende Formel fur die erforder-liche Zugkraft der Locomotiven in eng-lischen Pfunden fur jedes Ton

Vt

P = 5,9964 + 0,3335 • V + 0,002567 o F wo P die Zugkraft, V die Geschwindigkeit des Zuges per Stunde in englischen Meilen, Q das Gewicht des Zuges in Tons und F die Widerstandsflache in DFufs bedeuten. Z. B. ein Zug hat die Geschwindigkeit V = 6 preufs. Fufs, per Stunde = 28,0833 engl. Meilen, dessen Gewicht sei 4000 Zoll-Centner = 196,84 engl. Tons, die Widerstandsflache =250 preufs. □Fufs = 265 engl. OFufs, so ist die Zugkraft pro Ton in englischen Pfunden

5,9964+9,3658 + 2,7255=18,0877 engl. Pfd.

Die gesammte Zugkraft fur den Zug = 18,0877 X 196,84 = 3560,4 engl. Pfund

= 3230 Zollpfund.

Lowe, Astr. (S). Das funfte Him-melszeichen der nordlichen Halbkugel, fangt 30 Grad vom Sommerwendepunkt, am Ende des Krebses an und endet am Anfang der Jungfrau, 60 Grad vom Sommerwendepunkt.

Logarithmen sind die Stellenzahlen einer geometrischen Reihe, die nach den Potenzen einer beliebigen Zahl, der Grund-zahl fortschreitet. 1st z. B. die Reihe:

	
A, A2, A3, Ai ....An



so ist A die Grundzahl, Basis und die Zahlen 1, 2, 3 ... n sind Logarithmen.

Namlich 1 ist der Logarithmus von A', 2 der Log. von A2, n der Log. von A".

Die Logarithmen sind also zugleich die Exponenten einer Zahl, diese als Potent einer gegebenen Zahl A betrachtet.

Wie die Glieder der Reihe eine geo-metrische, so bilden deren Logarithmen eine arithmetische Reihe.

Man kann die Reihe ruckwarts fort-setzen; dann erhalt man

A~“, A(1,.... A~2, A~\ A°, A', A2, ....A"

Deren Logarithmen sind der Reihe nach und unabhangig von der Grofse der Basis

- 1, — (n —1).... - 2, - 1, 0, 1, 2, 3 .... n.

Um aus einem Gliede ein nachst vor-hergehendes zu finden hat man es durch die Grundzahl zu dividiren. —=A3;

A

A ‘

eben so — = A0 = 1.

A

Bei jeder beliebigen Grundzahl also ist der Log. der Basis = 1, der Log. von 1 = 0. Ist die Basis > 1, so haben alle Zahlen grofser als 1 positive, alle Zahlen kleiner als 1 negative Logarithmen. Ist die Basis <1, so haben alle Zahlen < 1 positive, alle Zahlen > 1 negative Logarithmen. Der Log. von 0 ist = = c, d. h. Null hat keinen Log. Die Zusam-menstellung der Logarithmen mit ihren Zahlen in Beziehung auf eine bestimmte Basis heifst ein Logarithmensystem und man erhalt so viele Systeme als Ba-sen man annimmt.

Der Art. Briggsche Logarithmen hat schon den Nutzen und die Anwen-dung der Logarithmen dargethan, und es kann demnach zum Bedtirfnifs des practischen Rechnens kein anderes System geben, als das unserem dekadischen System zugehorige dekadische Logarithmensystem, das System dessen Basis = 10 ist.

Der Art. „Basis eines Logarith-mensystems“ zeigt noch die Begriin-dung eines zweiten Systems, welches aus wissenschaftlichen Griinden, namlich weil der Modul = 1, das einfachste System ist und daher auch das natiirliche Logarithmensystem genannt wird.

	
	
2.    In dem Art. Basis eines Logarith-mensystems sind nun folgende Formein entwickelt.





Der Logarithmus einer Zahl a, wenn die Basis des Systems b ist,

loga=-)—1d-12+k(a 9 (b — 1) — 4 (b — 1)2 + 3 (b


- 1)3— ....

-I)3-....




(1)



Der Modul des Systems also "=6-1-18-1+ 0-1—. ©)

	
	
3.    Beide Formein sind zu numerischen Berechnungen nicht anzuwenden. Durch Umformungen aber gelangt man zubrauch-bareren Formein.





Setzt man zuerst a — 1 = r, so ist a =1+x. Man erhalt, diesen Werth in Gleichung 1 eingefuhrt, und fur 1 divi-dirt durch den Nenner = M gesetzt:

Diese Gleichung ist schon deshalb geeigneter zu Berechnungen, weil in der Reihe nur positive Vorzeichen sind, allein sie convergirt nicht, und es kann dies         . 1+x 1 T y y+1 nur geschehen, wenn a in einen achten   Dann ist _a = Bruch umgestaltet wird. Man gelangt               x 1 1 dazu, wenn man unmittelbar “= setzt. und man hat

log "±1=10g (+1)—109 0-1)=2w[}+3,+5,+...] (4)

	
	
4.    Hat man also den log von einer Zahl y — 1 gefunden, so kann man aus dieser Formel 4 den log (y + 1) finden. Denn vorlaufig von dem Modul M abge-





sehen, oder denselben = 1 gesetzt, so dafs die Logarithmen natiirliche sind, hat man aus G1. 4:

logn (y + 1) = logn ( - 1) + 2 (} + 3} + 5, + 7} + ...)             (1)

Nun ist log 1 = 0; fur y = 2 ist y — 1 = 1 und y + 1 = 3 Demnach ist

l°gn^ = ‘l^ + ^^^ + ^,^.....)

Um dies Beispiel practisch auszuftih ren ist

) = 0,50000 00000

,1, = 0,04166 66667

_ = 0,00625 00000

5 • 25      ’

+19 = 0,00111 60714

= 0,00021 70139

9 • 29

	
-      = 0,00004 43892



11-211 ’

— = 0,00000 93900

Latus 0,54930 35312

Transport 0,54930 35312

	
—    1 = 0,00000 20345



15 •215    ’

	
— 1 = 0,00000 04488



19120 = 0,00000 01004

	
— 1 = 0,00000 00227



	
23.23= 0,00000 00052


	
1    ■ = 0,00000 00003





25 • 225     ‘____________________

Summa 0,54930 61431

Mithin

logn 3 = 1,09861 22862

Nun findet man logn 2, denn man hat

I" (3 + 1) = I" (3 - 1) + 2 (1 + 3.5 +s.+.)


oder



1n4= 2+2(3+3/3+53+...)


Es ist aber in 4 = 2 in 2; mithin ent-steht




so hat man 1 + x =




ln2 2(3+513+5.3+.




2p2 2p2- 1




5. Man kann, wie Vega angiebt, die Reihe noch convergirender erhalten:

Denn setzt man fur x den Werth ——-

2p"— 1




Nun hat man in 1+2 = In 1—a




p3 — 1

2p2- 1




2p2

2p”- 1




— in 2




aber auch nach No. 3, Formel 3




p2- 1 2p2 -1



‘ni=a=2(+3+s+ )

Mithin Un,2p2 -202-1=2(1+1+1+...)

2p2—1      2p2- 1 \x 323 5x5 )

woraus reducirt 2 in p — in (p2 — 1) = 2 (— + 1, + -1. +..) \i 3x8 509      /

Mithin wenn man (p2 — 1) = (p + 1) (p — 1) setzt:

Inp=#[n(p+1)+ln(p—1)1+(9,1+30,11+50,-1+...) (1)

Setzt man in diese Gleichung zuerst p =2 und dann p=3, so erhalt man in 2 = ^in 3 + 4ln 1 + (7 + 317 + 517 + . • )

1n3=4l4+4ln2+(+3.17+5.17+...)

oder reducirt und geordnet

in 2 = f in 3 + (7 + 3.7 + 5.7 + • • )

in 2 = ^In 3 - a (1 + —1 + _l +...) "     ‘17 3.173 15.175. ) woraus, die erste von der zweiten abgezogen 1n3=4 (+3.17+...)+6(++,++51+...)             (2)

Diesen Werth in eine der beiden letzten Gleichungen gesetzt

In2=2 (4+5.17+...)+4(4+5.+5.)            (3)

Hat man log 2, log 3 und hierzu log 5 gefunden, so erhalt man

in 10 = logn 2 + logn 5 = 2,30258 50929 (4)

	
6. Bezeichnet man die von x abhan-gige Grofse, welche mit dem Modul M multiplicirt den log br von x ergibt, mit qa, so ist



log br x = M • (px logn x = qa

Hieraus folgt M = logbr_x         (1) logn x

	
D. h. Der Modul des Brigg’schen SystemsistgleichdemBrigg'schen Logarithmus irgend einer Zahl di-vidirt durch den natiirlichen Logarithmus derselben Zahl.



Setzt man in Formel 1 fur x die Zahl 10, so hat man

M= -=1 = 0,43429 44819... (2) in 10 2,30258...

Setzt man in Formel 1 fur x die Basis e der natiirlichen Logarithmen

so hat man M = log br e — 0,43429 ... (3)

Es ist also der Modul des Brigg-schen Systems = dem Brig. Logarithmus der Basis des naturli-chen Systems.

Man erhalt zugleich diese Basis e, wenn man den zum Logarithmus 0,43429 ... gehorenden Numerus findet.

In dem Art. „Differenzial“ , No. 18, pag. 265, ist fur diese Basis die Formel entwickelt:

e=2+0+a+4+.4 (4)

Die Ausrechnung ist sehr einfach: man erhalt

2 = 2,00000 00000

1 = 0,50000 00000

(2)

3= 0,16666 66667

	
	
1.    = 0,04166 66667





(4)

1 = 0,00833 33333

	
	
(5)





— = 0,00138 88888

	
	
(6)





— = 0,00019 84127

	
	
(7)     ’





8 =0,00002 48016

Latus 2,71827 87698 I

Transport 2,71827 87698

— = 0,00000 27557

1 = 0,00000 02766 (10)

	
	
1    - = 0,00000 00251 (11)





. = 0,00000 00021 (12)

Summa e = 2,71828 182 8 5

	
7.    Setzt man in No. 3, Formel 1, fur log (1 + x) diesen Logarithmus = y, so hat man die Reihe



y = x — 4a2+}a3— 14+ ...

und wenn man diese mit Hiilfe der un-bekannten Coefficienten umkehrt, namlich wenn man schreibt

x =Ay+By2+Cy+...

und die Coefficienten A, B, C ... ent-wickelt (s. »Arcus", No. 9, pag. 110), so erhalt man die Formel, aus welcher man den Numerus x bei gegebenem log x = y findet.

Man erhalt namlich bei Anwendung des binomischen Satzes

x = Ax — 4 Ax2 +3 Ax3 — ^Ax4 + }Ax5     — ....

+ Bx2 -Bx3 +4+3) Bx4 -(+Br +....

+ Cx3 - I Cx4 +G+1) Cx-.--

+ Dx4 - 2 Dx3

+ Ex3

Hieraus 0 = (A - 1) a + {B - ^A) x4 + (JA - B + C)x3+{-lA+^B-^C+D')x4 + (iA~lB+lC-2D + E')x3

Jeden einzelnen der Coefficienten = 0 gesetzt giebt

A= 1

B = j = — 2  1-2


C=‘=




1.2-3



24 1 • 2 • 3.4

E=LE ---1--- 120 1-2 • 3: 4 5

U. S. W.

Mithin ist

•1.2 1.2.3 1.2.3.41.2.3.4.5


oder




(ln x)2 (in x)3 (in x)4

•=lns + (2+(+(4)+*




(in a)"




(m)



	
8.    Ist von einer Zahl a der natiirliche Logarithmus gegeben, so erhalt man aus No. 6, Formel 1 den Brigg’schen Logarithmus



log br x = M in x = 0,43429 ... x in x und ist der Brigg’sche Logarithmus von x gegeben,

logn x = y log br x = 2,30258 ...Xlog br x

Logarithmische Linie oder Logisti-sche Linie ist eine krumme Linie, de-ren Ordinaten zu Abscissen, welche nach einer arithmetischen Reihe fortschreiten, eine geometrische Reihe bilden.

Ist Fig. 799 AX die Abscissenlinie, A der Anfangspunkt der Coordinaten, und man nimmt von A aus auf derselben lauter gleiche aufeinander folgende Ab-scissenstucke AB = BD = DE ... — a , so dafs die Abscissen von A aus: a, 2a, 3«, ... na sind; errichtet in A auf AX eine Normale von der beliebigen Lange b, ferner in den anderen Abscissenpunk-ten ebenfalls Normalen von den Langen c, d, e ... so dafs b : c = c : d = d : e ...., dafs also = — = .. ein constantes bed

Verhaltnifs ist, so liegen sammtliche End-punkte der Ordinaten in einer logarith-mischen Linie. Nimmt man bei diesem constanten Verhaltnifs b als die erste und c als die zweite Ordinate, so sind die Langen der Ordinaten der Reihenfolge nach


Fig. 799.
[image: ]





die rechtwinklige Coordinatenglei-chung

»-s.(#)f

und wenn man 6 = 1 setzt




c2 €3 J

b, C, 6’62*** gn-1




woraus




cn

WO-——

bn~l




die Ordinate y




fur die Abscisse




na = x ist, indem b die Ordinate ist fur die Abscisse = 0.




also




y = c" oder ya = c" oder alny = xin c

und iny = — in c a

by Inc

;   — = — Ox

y a

8 y Inc   Inc —

=---y =---• «

Ox a a




2. Schreibt man = a




Dieser Ausdruck bezeichnet zugleich die Tangente des Winkels GHF = «, den die so hat man Tangente GH in H mit der Abscisse bildet.




Hieraus ist die Subtangente FH =



	
_ = J - _d 8 y\      Inc in c bx) 3 a welche mithin fur jeden Punkt der Linie constant ist.



Die Subnormale FJ = y • 8, = — y2

Die Tangente GH = rey 1 + (n v)’

Die Normale GJ = y 1/1 + (In c ,)2

Fur den Mittelpunkt der Krummungskreise 2 /In c) a2 + y2(lnc')2       1 + 3 \ a ) Die Abscisse = a--”—— =x---;----- a in c            me


Die Ordinate




a2+y‘(n c)24,4

41 y(Jnc)2 3T



1+0)

(in c\2

y(a)

. (434,9000037% [1+v(no)]

Der Halbmesser  = -— 2 — =------—----

ay {in of           ^in cj2 y


3. Zur Rectification der Curve hat man die allgemeine Formel Bd. IL, pag. 191: 1-/1+(8%)8
[image: ]




Das Integral wird gelost nach Bd. III., pag. 342, Formel 234, wenn man a = 1; ( In c\2

6-0 and c = (Ta) setzt > und man hat

[image: ]

Dieses letzte integral ist nach pag. 342, Formel 231




[image: ]




Man hat demnach, wenn man den Factor 2 im Logarithmus mit zu der Con stante rechnet
[image: ]





Fur y = 1 wird 4 = 0, mithin hat man
[image: ]




Mithin vollstandig
[image: ]


	
	
4.    Die Flache zwischen b und FG erhalt man mit Hulfe der allgemeinen Quadraturformel, Bd. II., pag. 192: F=fy &x + C





Fur diesen Fall ist

F=do-85-0v=Avt"Seov=zqyt°

Fur y = b = 1 wird F = 0, daher vollstandig
[image: ]

	
	
5.    Die Oberflache, welche der Bogen





bei seiner Umdrehung um die Abscisse AX beschreibt erhalt man mit Hulfe der allgemeinen Formel Bd. IL, pag. 194:

P=2rjyi+(82).o.

Fur den vorliegenden Fall also

[image: ]

\ a /

Also das letzte Integral nach Bd. III., pag. 341, Formel 219




[image: ]

Das letzte Integral nach Bd. III., pag. 341, Formel 227




[image: ]



	
	
6.    Den Korper, den die zwischen b, FG mit Hulfe Bd. IL, pag. 195: und AF befindliche Ebene bei der Um-            K= 7 fy2 Ox





drehung um AX beschreibt, erhalt man Fur diesen Fall ist

K=zju"8s9y= (neylyby=me*+c

Mithin vollstandig K = —, X {y2 + 1) 2 — a

Logarithmischer Maafs- oder Rechnen-stab ist ein Maastab, der mit den natiir-lich auf einander folgenden Zahlen be-schrieben ist, deren zugehorige Langen aber die Logarithmen der Zahlen sind. Der Anfangspunkt hat die Zahl 1 weil

log 1 = 0 ist; log 1000 ist =3. Nimmt man nun irgend eine Lange zum Stabe fur die Zahlen von 1 bis 1000, theilt diese in 3000 gleiche Theile, so erhalten hier-von die Lange von Anfang bis

zur Zahl 100 = 2000 Theile, also

„    „  200 = 2301   ,    von 100 bis 200 = 301 Theile

U. S. W.

Macht man nun in jedem Zwischen-raum 10 Abtheilungen, so erhalt man die Langen der Logarithmen fiir die Zeh-ner, und theilt man diese wieder in 10 Theile, die der Einer. Das Intervall zwischen den Zahlen 1 und 2 wurde 301 der gleichen Theile, das zwischen 999 und 1000 nur 4/10 der 3000 gleichen Theile lang sein.

Hat man nun zwei solche Stabe, so kann man mit denselben multipliciren und dividiren. Denn um 47x 53 zu fin-den braucht man nur an den Theilstrich der Zahl 53 des einen Stabes den Null-punkt des zweiten Stabes anzulegen und auf dem ersten die Zahl abzulesen, auf welche die Zahl 47 des zweiten Maafs-stabes trifft. Beim Dividiren hat man zwei Maafse abzuziehen. Der Gebrauch solcher Stabe ist jedenfalls von keinem Vortheil; sie sollen friher von Lehrern angewendet worden sein, um den Schii-lern die Eigenschaften der Logarithmen augenscheinlich zu macheu.

Logarithmotechnie ist die Anweisung, Formein zur Auffindung der Logarithmen aus gegebenen Zahlen und Zahlen aus gegebenen Logarithmen moglichst schnell auch moglichst viele Decimalen darzustellen.

Logistische Linie, s. v. w. „Loga-rithmische Linie".

Logometer, s. v, w. „Logarithmi-scher Maafsstab".

Longimetrie hiefs fruher der erste Theil der Geometrie, welcher sich nur mit den Linien und deren Lagen untereinander beschaftigt; ihr folgte die Planimetrie. Den Systemen zufolge, nach welchen die Geometrie vorgetragen wird, sind aber Longimetrie und Planimetrie nicht von einander zu trennen. Euklids ersterLehr-satz ist schon ein Satz uber die Con-gruenz der Dreiecke.

Wenn man dagegen ein Lehrsystem begrundet, wie ich es in dem Art. Axiom am Schlufs angeregt habe, dann ergibt sich eine vollstandige Longimetrie, ohne dafs die Congruenz der Dreiecke oder an-dere planimetrische Gesetze zu Beweisen hinzugezogen werden miissen.

Longitudinalschwingungen kommen nur beim Schall vor.

Loth ist die geradlinige Richtung nach dem Mittelpunkt der Erde. Sammtliche nahe an einander stehende Lothe auf der Erde sichtbar gemacht, bilden ver-langerte Halbmesser einer Kugel und durch Nivellements um die Erde be-stimmte Horizontalen wurden eine Ku-geloberflache erzeugen.

Die Richtung eines Loths heifst loth-recht. Es geschieht nicht selten, dafs Linien und Ebenen, die rechte Winkel mit einander bilden, lothrecht auf einander genannt werden. Besser und an-gemessener ist es, diese Lagen mit win-kelrecht oder normal zu bezeichnen.

Ludolphsche Zahl ist die Zahl n = 3,1415926 .. . welche das Vielfache des Durchmessers als Lange des Kreisum-fangs angibt. Ludolph von Ceulen hat diese Zahl zuerst auf 32 Decimalen be-rechnet, woher man sie nach seinem Na-men benannt hat.

Luft, atmospharische, deren phy-sikalische Eigenschaften s. in dem Art. , Aerostatik “, Bd. L, pag. 39. Menge und Geschwindigkeit der Luft bei Aus-stromungen in einen absolut leeren Raum, von dichterer Luft in einen mit diinne-rer Luft angefiillten Raum, Fullung lee-rer und mit diinner Luft angefullter Ge-fafse durch dichtere Luft und bei ver-schiedenen Temperaturen nebst Zeitbe-stimmung, s. den Art. „Ausflufs der Luft" Bd. I, pag. 230. Siehe ferner den Art. „ At mosphare."

Luftbild ist das Bild eines Gegenstan-des, dessen Strahlen von einem Linsen-glase aufgefangen, durchgelassen, dabei reflectirt und auf die durch dessen Brenn-punkt normal auf der Axe befindliche Ebene geworfen werden, welche in dieser Ebene das Bild ausmachen.

Ist diese Ebene mit einer lichten ma-teriellen Flache z. B. mit einem Blatt Papier versehen, so ist das Bild sichtbar; ist die Ebene unbelegt, also eine freie Luftebene, so ist das Bild unsicht-bar und ein Luftbild.

Fig. 91, Bd. L, pag. 143 ist ein Kep-ler’sches Fernrohr; NN° ein sehr weiter Gegenstand, z. B. die halbe Vollmond-scheibe im Durchschnitt. Von dieser Scheibe werden sammtliche auf das Ob-jectivglas DE fallende Strahlen in die Ebene des Brennpunkts geworfen und dort zu einem verkehrten Luftbilde cn vereinigt. Da nun c zugleich der Brenn-punkt des Glases AB ist, so werden die Strahlen des Luftbildes von AB aufgefangen und dem vor AB befindlichen Auge vergrofsert sichtbar gemacht, (s. „Auge“ mit Fig. 116 und 117) indem das Luftbild auf der Netzhaut sich ab-spiegelt.

Fig. 621 ist das Galileische Fernrohr mit demselben Objectivglase DE, das Ocularglas GH ist biconcav, und wenn dasselbe nicht vorhanden ware, so wurde in der Ebene C'C" des zum Glase DE gehorenden Brennpunkts das Luftbild von NM wie in dem vorigen Fernrohr entstehen. Das Ocularglas aber empfangt die Strahlen vorher und reflectirt sie di-vergirend fur das vor GH befindliche Auge.

In den Erdfernrohren, Fig. 622 und 623 sind nm und n’m' desgleichen die von dem Auge wahrgenommenen Luft-bilder des beobachtenden Gegenstandes.

Luftdruck, s. die Art.: „Aerodyna-mische Gesetze, Aerostatik und Atmosphare".

Lunation, s. v. w. Mondwechsel, und zwar entweder die Summe der aufeinan-der folgenden Mondphasen oder die Zeit von dem Anfang einer bestimmten Mond-phase bis zum Anfang derselben zunachst folgenden Phase: z. B. von Neumond bis zum nachst folgenden Neumond.

Lupe ist ein aus nur einem Glase be-stehendes also das einfachste Mikroskop, mit dessen Hulfe man kleine Gegenstande in vergrofserteni Maal’sstabe sieht. Die Wirkung der Lupe wird durch den Art. „Brille", No. 2, pag. 431 mit Fig. 262 erklart: Es ist dort nachgewiesen, dafs ein biconvexes Glas AB einen kleinen Gegenstand ab, wenn er zwischen das

Glas und dessen Brennpunkt N gebracht wird, dadurch vergrofsert, dafs er die von dem Gegenstande aufgefangenen Licht-strahlen divergirt, und dafs das Auge nun diese Strahlen geradlinig zu einem grofseren Bilde verfolgt.

Es ist die Brennweite CN des Glases mit f, die Entfernung Cc des Gegenstan-des ab von der Axe des Glases mit a und die Entfernung Cc’ des entstehenden Bildes a’b' mit b bezeichnet, und Formel

3 entwickelt

af , b f b = —— und — = — f — a a f— a

Nun ist aus ab : a'b' = Cc : Cc’

a'b' = — • ab = — (ab} Cc a

d. h. die Vergrofserung a'b' betr" -t das — fache = das _ fache. a           f — a

Je naher demnach a bei constantem f, also bei einer bestimmten Lupe dem Brennpunkt N geriickt wird, desto gro-fser erscheint er.

Es ist „ = 1 + -f— a     j— a

Hieraus geht hervor, dafs die Vergrofserung um so bedeutender wird, je klei-ner man die Brennweite f nimmt, also je convexer die Lupe ist.


M.



Maafs ist die Einheit zu Bestimmung der Grofsen mefsbarer Gegenstande. Ein-heit und Vielheit konnen nur gleichartig sein, daher gibt es so vielerlei Maafse als Mefsbares. Die zu messenden materiellen Gegenstande sind in drei Dimensionen vorhanden , daher gibt es fur diese L a n -genmaalse, Flachenmaafse, Kor-permaalse (s. diese 3 Art.).

In dem Art. „Langenmaafs“ ist auch eines zu wiinschenden allgemeinen Langenmaafses gedacht; d. h. eines fur sammtliehe Bewohner der Erde geltenden Normall an gen maafs es, und mit die-sem wiirde auch offenbar ein allgemeines Normalflachenmaafs und ein allgemeines Normalkorpermaafs gegeben sein.

Wie das Maafs fur Langen, so sollten auch die Maafse fur messungsbedurftige Gegenstande anderen Characters Nor-malmaalse sein. Zunachst das Maafs fur Druckkrafte, das Gewichts-maafs, welches besonders hierher gehort. In dem Art. „Gewicht“ ist die Be-griindung eines Gewichtsmaafses moglichst auseinandergesetzt, und dafs die Wissenschaft schon lange ein auf dem Erdboden durchweg gleichgeltendes Nor-malgewicht, namlich das specifische Gewicht eingefiihrt hat. Dasselbe Recht hat aber auch die Verkehrswelt in Be-ziehung auf die von derselben verlangte Kenntnifs des absoluten Gewichts einer Waare oder Sache. In demselben Art. ist nachgewiesen, wie in den Landern Preufsen, Frankreich, England, Neapel und Rufsland die Normal-Landesge-wichte bestimmt worden sind.

Die Bestimmung eines Normalgewichts

ist abhangig von zwei Elementen, namlich von dem Stof der abgewagt wird und von dem Kubikmaafs, welches der Stof ausfullt. Alle Regierungen der ge-nannten Lander haben zum Stof das destillirte Wasser genommen, welches auf der ganzen Erde einerlei Gewicht hat. Warum aber in verschiedenen Tempera-turen?

Preufsen 15° R., Frankreich 3,5° R., England und Rufsland 62° F. = 13}° R., Neapel 12,95° R. Vielleicht sind diese Grade die mittleren Temperaturen der Lander, die der Hauptstadte sind es nicht. Denn die mittlere Temperatur in Berlin ist 9,1 C. = 7,28° R., in London 10,8 C. = 8,64° R. Neapel hat eine viel grolsere mittlere Temperatur und nimmt die des Quecksilbers am gering-sten. Fur die Temperatur des Wassers sollte 3,5° R. wie in Frankreich zu Grunde liegen, wobei es die grofste Dichtigkeit hat.

Ferner hat jede der Regierungen den Wurfel eines ihrer Landes-Langenmaafse zu Grunde gelegt, und es darf nur ein und dasselbe Kubikmaafs sein, wozu der Wurfel eines allgemeinen Normal-Lan-genmaafses zu nehmen sein wiirde.

Das Maafs fur die Zeit, s. den Art. „Kalender“.

Maafse, franzosische, s. u. „Decimal-maafs".

Maafsstabe sind Stabe, deren Langen eine bestimmte Menge von gesetzlichen Langeneinheiten enthalten. Auch der Feldmesser gebraucht dieselben. Gradmes-sungen verlangen aufserst genaue me-tallene Stabe. Langen von Flachen, die bebaut werden sollen und uberall wo es auf Genauigkeit ankommt, werden statt mit der Kette mit Maafsstaben gemessen. Man nimmt zu denselben am besten harziges Kiefernholz, weil dieses am we-nigsten durch Temperaturwechsel Dimen-sionsveranderungen erleidet; sie werden um Abnutzung zu verhindern, an den Enden mit winkelrecht auf die Lange erichteten metallenen Ringen versehen. leim Messen legt man die Stabe auf feste Stiitzen, am besten auf Schemel, deren Flatten zur Herstellung der Horizontale leicht und schnell auf- und ab-warts geschoben werden konnen. Zweck-mafsig, besonders sicherer ist es, wenn man zwei Maafsstabe anwendet, so dafs immer der eine an den anderen liegen-bleibenden zu Fortsetzung der Vermes-sung angelegt werden kann. Die Beob-achtung der Horizontale wahrend des Messens geschieht mit Iliilfe einer kleinen Setzwaage; auch kann man die Maafsstabe mit etwa einen Fufs hohen eiser-nen Visirstiften an einem Ende versehen, die bei beiden an einanderliegenden Sta-ben in den aufsersten Punkten sich be-finden.

Mac-Laurinsche Reihe. Deren Ent-wickelung s. den Art. „ Differ enzi al -rechnung", pag. 289, Bedingungen un-ter welchen sie convergirt, pag. 292; deren Erganzungsglied, pag. 293. Anwendung derselben, Bd. I. pag. 110, 113 und an vielen anderen Orten.

Magister matheseos ist der Ehrenname, mit welchem der 47te Satz des Euklid, Buehl. bezeichnet wird (s. Art. „Drei-ecke, ebene“, No. 21, pag. 327 mit Fig. 574).

Magnete waren zuerst ausschliefslich Erze, welche Eisen anziehen; der Name ruhrt daher, dafs diese Erze nahe der Stadt Magnesia gefunden worden waren. Da man spater lernte, auch dem Eisen selbst die magnetische Kraft mitzuthei-len, erfand man kiinstliche Magnete, die in der Form der Magnetnadeln so grofsen Nutzen gewahren, indem man entdeckt hatte, dafs der gauze Erdkorper die magnetische Kraft besitzt.

Eine frei horizontal hangende Magnet-nadel namlich nimmt immer eine be-stimmte Richtung nach Norden zu an und weicht in den verschiedenen Orten mehr und weniger von dem astronomi-schen Meridian ab, trifft auch in einigen Punkten genau mit demselben zusammen. Die durch die Richtung der Nadel ge-dachte lothrechte Ebene ist der magnetische Meridian des Orts; der Winkel zwischen diesem und dem astrono-mischen Meridian heifst die Declination oder Abweichung der Nadel, sie ist ostlich, westlich und Null. Das Instrument fur die Messung der Abweichung heifst Declinationsboussole, beim Seefahrer ist sie der Compafs.

Hangt man die Magnetnadel in ihrem Schwerpunkt frei auf, so bleibt sie nicht mehr horizontal, sie senkt sich in naher dem Nordpol liegenden Orten mit ihrer Nordseite immer tiefer und stellt sich endlich lothrecht. Kapitain Rofs hat die-sen nordlichen magnetischen Pol der Erde unter 70° 5' nordlicher Breite 263° 14' ostlicher Lange (Greenwich = 0) gefunden. Diese lothrechte Abneigung, die Inclination nimmt bis in die Gegend des Aequators immer mehr ab und wird dort an einzelnen Punkten = 0, die Nadel liegt dort vollkommen horizontal. Sammtliche Punkte der Erdoberflache daselbst zu einer Curve verbunden geben den magnetischen Aequator. Weiter siidlich wird die Inclination entgegengesetzt, die Sud-seite der Nadel senkt sich immer mehr und so gibt es daselbst einen magnetischen Siidpol. Je starker die Incli-nationen werden, desto unzuverlassiger wird der Compafs.

Magnetnadel, astatische, s. „Asta-tische Magnetnadel".

Manometer, s. „ Ausf 1 u fs der Luft “ No. 3, pag. 230 mit Fig. 133.

Mantisse ist der Decimalbruch in den Logarithmen, s. Bd. I., pag. 429, rechts oben, und „ Characteristik", Bd. II. pag. 20.

Mariottesches Gesetz: Das Volumen der Gase verhalt sich umgekehrt wie der auf sie wirkende Druck. Oder die Elasti-citat der abgesperrten trockenen Luft ist ihrer jedesmaligen Dichtigkeit proportional, wobei also vorausgesetzt wird, dafs die Luft keine Feuchtigkeit oder Dunste enthalt (s. den Art. „ Aerodynamische Gesetze", No. 5, pag. 39).

Mars (0) ist der nachste Planet uber der Erde, der erste der oberen Planeten, erscheint in einem auffallend rothlichen Lichte. Seine mittlere Entfernung von der Sonne ist 31500000 Meilen = der 1,523691 fachen der Erde von der Sonne. Seine siderische Umlaufszeit (Riickkehr zu demselben Fixstern) = 686,98 Tage, seine tropische Umlaufszeit (Ruckkehr zur Nachtgleiche)=686,93 Tage. Seine mittlere tagliche Bewegung (686,88) = 31' 26,7".

\ DOV /

Seine Excentricitat = 0,0932168, fast 1/10 der halben grofsen Axe. Neigung der Bahn gegen die Ekliptik 1° 51' 6", welche sich jahrlich um 0,013 Secunde vermin-dert. Lange des aufsteigenden Knotens = 47° 59’ 58”. Grofste Entfernung von der Sonne = 34436200 Meilen, kleinste = 28563800 Meilen. Der Durchmesser des Mars ist 890 bis 930 Meilen, also etwa halb so grofs als der Durchmesser der Erde. Seine scheinbare Grofse ist in der Erdnahe 4”, in der Erdferne 2,7”. Seine grofste Entfernung von der Erde ist gegen 55 Milionen, seine kleinste 71 Mil-lionen Meilen. Volum = 0,14 und Dich-tigkeit = 0,948, Schwerkraft = 4 der Erde. Seine Axendrehung 24 Stunden 37 Min. 20 Sec.

Maschine ist ein stabiles Bauwerk, welches dadurch, dafs Krafte auf dasselbe wirken und durch dasselbe in Grofse und Richtung zerlegt werden, selbst thatig wird zu dem Zweck, Korper mechanisch zu andern oder deren Ortsanderung zu be-wirken. Die Maschine unterscheidet sich also von Instrument dadurch, dafs dieses kein stabiles Bauwerk sondern eine transportable Handhabe ist, wenngleich es auch thatig wird; und es unterscheidet sich von dem Bauwerk Apparat genannt, auf welches Krafte wirken, das aber nicht selbst zur Thatigkeit kommt. Ein Winkelmefs-Instrument, wenn es stabil ist, ist ein Apparat, Nonius und Mikrometerschraube sind Instrumente am Apparat. Eine Taschenuhr ist ein Apparat, das Gehwerk und das Hemmwerk sind Maschinen am Apparat (vergl. „In-strument“).

Masse eines Korpers ist die Menge der in dem Korper befindlichen materiellen Theile (vergl. „Gewicht, Dichtig-keit“).

Massenreduction. Eine Masse liegt da, wo sie liegt, fest; sie hat keine Ursach von selbst sich zu bewegen, eine Eigen-schaft, welche man Beharrungsver-mogen oder Tragheit nennt. Soil nun diese Masse bewegt werden, so mufs nothwendig eine Kraft auf sie einwirken.

Man stelle sich ein festes System von materiellen Linien und Flachen vor, welches durch eine Ueberwucht P in eine fortschreitende oder in eine drehende Be-wegung gebracht werden soil, und es komme eine Masse vom Gewicht q hinzu und zwar auf einen Punkt A des Systems, dafs wenn P die Geschwindigkeit c hat, q die Geschwindigkeit v erhalt. Ist nun p der Theil der zu Bewegung der Masse

q erforderlichen Ueberwucht, so ist nach dem Princip der virtuellen Geschwindig-keiten die auf den Punkt A auf q redu-cirte Ueberwucht = P als bewegende

Kraft, die in A auf q wirkende beschleu-nigende Kraft = — • — und deren Be-v q schleunigung =g. .P.

v q

Denkt man sich nun statt der Masse q in A eine andere Masse q, in A,, deren Geschwindigkeit = v,, so ist die fur

sie in A, reducirte Ueberwucht —   ,

v.

Die beschleunigende Kraft =.P und v, q, deren Beschleunigung = g ..P.

v, q,

Diese Beschleunigungen beide wirken in verschiedenen Abstanden von der Dreh-axe und zwar so, dafs deren Geschwin-digkeiten wie v zu v, sich verhalten, dafs also

Da beide aber dieselbe Ueberwucht p mit derselben Geschwindigkeit c erfor-dern, so miissen auch deren mechanische Widerstande einander gleich sein. D. h. es ist oder reducirt v^q = v^q,.

Ist die Bewegung drehend, so verhalten sich die Geschwindigkeiten v und v, der Massen q und q, wie deren Abstande I und l, von der Drehaxe und man hat

P • q = l^ • q,

	
	
. . v2 P und es 1st q, = —92 • q = ,2 • q.





Massen von einem Punkt auf einen an deren, wobei derEinflufs auf das System dasselbe bleibt, werden also dadurch reducirt, dafs man das Quadrat ihrer Geschwindigkeit durch das Quadrat der Geschwindigkeit des neuen Punkts, oder das Quadrat ihres Abstands von der Drehaxe durch das Quadrat des neuen Punkts von derselben dividirt und den Quotient mit der Masse multiplicirt.

	
2. Beim Gleichgewicht der Krafte nennt man bekanntlich die Producte der Krafte mit den Abstanden von der Drehaxe die Momente der Krafte; hier nun der



Aehnlichkeit wegen die Producte der Mas-sen mit den Quadraten jener Abstande die Momente derMassen und um zu-gleich auszudriicken, dafs hierbei die Krafte, welche etwa durch die Massen noch wirken konnten, aufser Betracht bleiben, werden jene Producte auch Mo-mente der Tragheit oder Tragheits-momente genannt.

Materie ist der Stoff, sind die mate-riellen Theile eines und mehrerer Kor-per in ihren wesentlichen von einander unterschiedenen Eigenschaften betrachtet, von denen die Mathematik absieht. Man sagt auch Stoff sei das Raum erfiillende, dasjenige, was in einerlei Zeit in einerlei Raum sich befindet.

Materieller Hebei, dessen Unterschied von mathematischem Hebei, s. den Art. „Hebel" zu Anfang.

Mathematik ist Grofsenlehre, die Wissenschaft von den Grofsen (s. den Art. „ Grofsen41) deren es Zahlengrofsen und Raumgrofsen gibt. Sind diese Grofsen blofs Gedankengrofsen, so heifst der Theil der Wissenschaft, welcher mit diesen sich beschaftigt, reine Mathematik; sind die Grofsen aber mit unse-ren Organen wahrzunehmen, sind sie Ge-genstande oder Erzeugnisse der Natur oder der Kunst, angewandte Mathematik.

Zahlengrofsen werden nie wahrgenom-men, bei einer Mehrzahl oder einem Theil von Gegenstanden nimmt man nur diese wahr. Die Rechenexempel 2x3 = 6 und 2x3 Thaler sind 6 Thaler sind ohne alien Unterschied, das benannte Einmaleins gehort nicht zur angewandten Mathematik und die hohere Analysis desgleichen nicht: Die ganze Arithmetik von der nie-drigsten bis zur hochsten Stufe gehort der reinen Mathematik zu.

Die reine Mathematik hat also einen arithmetischen und einen geome-trischen Theil.

Die Arithmetik beschaftigt sich in alien Stufen ihrer Lehren und Erkenntnisse mit bestimmten und unbestimmten Zahlen.

Die Gesetze des Verfahrens mit den ersteren werden aber allein aus den Lehren uber das Verfahren mit den letzteren hergeleitet; die in den Elementarschulen gelehrte Rechnenkunst ist schon eine An-wendung davon und wird fur den tagtaglichen nothwendigen Verkehr eingeubt.

Die eigentliche Arithmetik (s. d.) ist die Lehre fur Auffindung von allgemein geltenden Gesetzen uber die verschiede-nen Verbindungen von Zahlen, wie sie nur immer verlangt werden konnen, und diese Gesetze werden ermittelt mit Hulfe symbolischer Zeichen, der Buchstaben, von welchen jeder einzelne jede beliebige bestimmte Zahl bedeutet.

Die Geometric (s. d.) beschaftigt sich mit den Raumgrofsen, und da der Raum drei Dimensionen hat, mit den Linien, Flachen und Korpern.

Die angewandte Mathematik ist die Lehre von den Aenderungen der Natur-korper in Folge aufserer Einwirkung auf dieselben durch Krafte. Die Bedingungen , unter welchen sie entweder in Ruhe oder in gleichformiger Bewegung, d. h. im Gleichgewicht verbleiben, lehrt die Statik.

Die Bedingungen, unter welchen sie entweder aus der Ruhe in Bewegung kommen oder ihre Bewegung theils nach Richtung theils nach Geschwindigkeit andern, die Mechanik.

. Die Statik fester Korper heifst die Geo-statik, die Statik tropfhar fliissiger Korper die Hydrostatik, die der luftfor-migen Korper die Aerostatik.

Die Mechanik fester Korper heifst die Geomechanik, die Mechanik tropfbar fliissiger Korper die Hydrodynamik oder Hydraulik, die Mechanik luftfor-miger Korper die Aerodynamik oder Pneumatik.

Mathematische Geographie ist der erste Theil der G., der Erdbeschreibung, welcher mit der Lage der Erde im Welt-raume oder vielmehr gegen die Sonne und das ganze Sonnensystem, mit der Gestalt und Grofse der Erde sich beschaftigt. Die mathematische G. hangt unmittelbar mit der Astronomie zusam-men.

Mathematischer Punkt ist ein geome-trischer Gedanke, die Grenze einer Linie, eine im Verschwinden begriffene Linie.

1

a + ^ + y fi + y - a

I— cos----—--• cos-------

. a -             2                2

sin — = 1/-----------:------.--

2 V            sin 3 • sin y

2

nachgewiesen und der Beweis ihrer Rich-tigkeit auf diesen Artikel angewiesen.

im Art.: „Korpertrigonometrie“ sind No. 2, Formel 1 und No. 5, Formel 1:

3

 Anmerk. Diinkirchen hat 51° 2’ 9" nordliche Breite. Barcelona hat 41° 21’ 44"    ,       ,

Lange des vermessenen Bogens 9° 40' 25" nordliche Breite. Diinkirchen hat 0° 2' 23" iistliche Lange. Barcelona hat 0° 10' 18" westliche Lange.

Lange des vermessenen Bogens 0° 12' 41" Lange.


Mauerquadrant, s. u. „astronomi-scher Q uadrant. “

Maurerwaage, S. V. w. „Bleiwaage.“

Maximum und Minimum. Der Art. „Grofstes“ lost die Aufgabe: die grofs-ten und kleinsten Werthe einer gegebe-nen Function zu finden, aufserdem meh-rere geometrische Maxima und Minima an Figuren und Korpern auf elementa-rem Wege.

Der Art. „Differenzialrechnung“ III. pag. 298 enthalt die Auffindung der

Maxima und Minima allgemein durch Differenzialrechnung mit Beispielen und pag. 309 die Auffindung der grofsten und kleinsten Werthe implicirter Functionen.

Es sollen hier noch folgende Beispiele hinzugefiigt werden.

	
1.    Eine gerade Linie so zu theilen, dafs das aus den Theilen zusammenge-setzte Rechteck ein Maximum werde.



Nennt man den einen Theil x, so ist der andere a — a , und damit x (a - x) = ax — x2 ein Maximum werde, hat man das Differenzial a — 2x = 0 woraus x = 4a und es ist also die Linie zu halbiren.

Geometrisch kommt man zu dem Re-tultat, wenn man AB = a in C halbirt und von C aus nach einem Endpunkt B hin ein Stuck x abtragt. Dann ist das Rechteck = (9 + «) (9— «)=%--«2.

Offenbar wird das Rechteck fur x = 0 ein

a2

Maximum und == —, so dafs a halbirt werden mufs.

	
2.    Es sind zwei Seiten a, b eines Drei-ecks gegeben, so ist der von ihnen ein-geschlossene Winkel, damit das Dreieck ein Maximum werde offenbar der grofste, wenn er ein Rechter ist.


	
3.    Alle Seiten eines Winkels weniger eine sind gegeben, so erhalt man das grofste Vieleck, wenn die gegebenen Seiten zusammen die Sehnen eines Halbkreis-bogens sind und die letzte nicht gege-bene Seite zum Durchmesser genommen wird.

Fig. 800.
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Wenn also die Seiten AB, BC, CD, DE gegeben sind, so soil das Vieleck ABC DE A ein Maximum sein, wenn die genannten Seiten als Sehnen einen Halbkreisbogen einnehmen und wenn der Durchmesser AE als unbekannte letzte Seite genommen wird.

Diesen Satz hat Meier Hirsch § 115 seiner Sammlung geometrischer Aufga-ben aufgestellt; sein Beweis fur die Rich-tigkeit ist als solcher nicht anzuerkennen.

IV.

	
4.    Aus diesem Satz folgt denn unmit-telbar:



Unter alien Vielecken, welche sich aus einer bestimmten Anzahl gegebener Seiten construiren lassen, ist dasjenige, um welches sich ein Kreis beschreiben lafst, das grofste.

	
5.    Der Inhalt eines Kreises ist grofser als der Inhalt jeder geradlinigen Figur, welche mit demselben einen gleichen Um-fang hat.



Nach Bd. III., pag. 228, No. 10 hat un-ter alien gleich vielseitigen Vielecken von gleichem Umfang das gleichseitige den grofsten Inhalt. Wenn man also statt des vorausgesetzten ungleichseitigen Vielecks ein gleichseitiges von gleichem Umfang mit jenem nimmt, so erhalt man ein Vieleck von grofserem Inhalt und kann demnach gezeigt werden, dafs der Kreis grofser ist, als das gleichseitige, dann ist es ganz bestimmt auch grofser als das ungleichseitige Vieleck.

Denkt man sich 'nun den Kreis und um denselben Mittelpunkt das Vieleck beschrieben, so konnCn dessen Seiten we-der Sehnen noch Tangenten sein; denn im ersten Fall ware dessen Umfang klei-ner, im zweiten Fall grofser als der Umfang des Kreises, die Seiten miissen also die Kreislinie schneiden.

Denkt man sich nun von dem Mittelpunkt nach sammtlichen Vielecksspitzen gerade Linien gezogen, so entstehen so viele Dreiecke als das Vieleck Seiten hat.

Die von dem Mittelpunkt auf diese Seiten gefallte Normalen mit h, die Um-fange des Kreises und des Vielecks mit p, den Halbmesser des Kreises mit r be-zeichnet ist

der Inhalt P des Kreises = ^rp der Inhalt Q des Vielecks = ^hp.

Construirt man nun um den Kreis ein dem Vieleck ahnliches Vieleck, bezeich-net dessen Umfang mit p,, so ist der Inhalt Q, dieses Vielecks —^rp,.

Nun ist wegen Aehnlichkeit der Viel-ecke

p tpr = h tr

r woraus p, = ~ p folglich ist     0, = ir • , P = 2 ) P hierzu          Q =           4 hp gibt         Q Q, = | r2 p2 = P2

woraus 0 : P= P: Q’

Da nun die Kreisflache P immer klei-ner ist als die um denselben liegende

10

Vielecksflache Q‘, so ist auch die Viel-ecksflache Q kleiner als der Kreis.

	
6.    Aufserhalb eines Kreises vom Mit-telpunkt C sind zwei Punkte A, B ge-geben, man soil auf der Peripherie einen Punkt von solcher Beschaffenheit angeben, dafs wenn man aus demselben nach den gegebenen Punkten gerade Linien zieht, die Summe dieser beiden Linien ein Minimum sei. (Meier Hirsch geometrische Aufgaben I, pag. 223.)
[image: ]



Es wird bewiesen, dafs die Linien AM + BM ein Minimum sind, wenn /^AMC = ^BMC. Eine geometrische Construction des Punkts M dieser an sich einfachen Bedingung gemafs ist aber noch nicht aufgefunden worden.

ist /^AMC = J/.BMC und man zieht durch M die Tangente DE, so ist auch ^AMD = z_BME. Wahlt man nun einen beliebigen anderen Punkt P in der Peripherie, zieht die geraden Linien AP, BP und BQ, von welchen AP die Tangente in Q schneidet, so hat man wegen der gleichen Winkel AMD und BME die Linien AM + BM kleiner als alle ubrigen von A und B nach irgend einem anderen Punkt der Linie DE gezogenen Linien (s. Bd. II, pag. 306 mit Fig. 560).

Folglich ist auch AM + BM < AQ + BQ also um so mehr AM + BM < AP-]- BQ und noch mehr AM + BM < AP + BP 7. Die von einem innerhalb eines Drei-ecks gelegenen Punkt nach den Spitzen gezogenen geraden Linien sind zusam-men genommen ein Minimum, wenn sie um den Punkt gleiche Winkel mit ein-ander bilden.

Denn ist nebenstehend die gedachte Construction, also 4 ACB = 2 ACD = / BCD,


und man denkt sich aus dem Eckpunkt A mit AC einen Kreis beschrieben, so sind CB + CD ein Minimum fur alle anderen zwei Linien, die von B und D nach




Fig. 802.
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anderen in der Kreislinie liegenden Punk-ten gezogen werden konnten, hierzu AC gibt AC + BC-]-DE ein Minimum der drei Linien die von A, B, D nach dem Kreisbogen gezogen werden konnen. Das-selbe beweist man durch Kreisbogen aus B mit BC und aus D mit CD.

	
8.    Unter alien Parallelepipeden von einerlei Grundebene und Hohe hat das gerade die kleinste Oberflache.



Hieraus folgt:

Wenn ein gerades und ein schiefes Parallelepipedum einerlei Grundflache und gleiche Oberflachen haben, so ist das gerade hoher als das schiefe.

Unter alien Parallelepipeden von glei-cher Oberflache hat das rechtwinklige den grofsten cubischen Inhalt.

Unter alien Parallelepipeden von glei-chem cubischen Inhalt hat das rechtwinklige die kleinste Oberflache.

	
9.    Unter alien rechtwinkligen Parallelepipeden von gegebenem cubischen Inhalt und gegebener Hohe hat dasjenige, dessen Grundebene ein Quadrat ist, den kleinsten Umfang.



Denn unter den ausgesprochenen Bedingungen haben sammtliche Korper gleiche Grundebenen, von diesen hat nun das Quadrat den kleinsten Umfang, folglich auch der Korper mit quadratischer Grundebene die kleinsten Seitenflachen, und da die beiden Grundflachen in alien gleich grofs sind, iiberhaupt die kleinste Oberflache.

Hieraus folgt:

	
10.    Unter alien rechtwinkligen Parallelepipeden von gleich er Hohe und glei-chem cubischen Inhalt (also auch von gleicher Grundflache) hat das mit einer quadratischen Grundflache die kleinste Oberflache.


	
11.    Das rechtwinklige Parallelepiped



mit einer quadratischen Grundflache hat unter alien rechtwinkligen Parallelepipe-den von gleicher Hohe und gleicher Ober-flache den grofsten Inhalt.

	
12.    Unter alien rechtwinkligen Paral-lelepipeden von gleichem Inhalt hat der Wurfel die kleinste Oberflache.


	
13.    Unter alien rechtwinkligen Paral-lelepipeden von gleicher Oberflache hat der Wurfel den grofsten Inhalt.


	
14.    Unter alien geraden und schiefen Parallelepipeden von gleichem Inhalt hat der Wurfel die kleinste Oberflache.


	
15.    Unter alien geraden und schiefen Parallelepipeden von gleicher Oberflache hat der Wurfel den grofsten Inhalt.


	
16.    Von einem Parallelepiped ist die Grundflache an Gestalt und Grofse ge-geben, die Seitenflachen sind es blofs der Grofse nach; man soil dasjenige fin den, welches den grofsten korperlichen Inhalt hat.



Mit den bleibenden Grundflachen blei-ben auch deren Seiten dieselben und da die vier Seitenflachen in ihrer summari-schen Grofse verbleiben, so miissen bei der Verwandlung dieser Flachen auch deren Hohen, d. h. die normalen Abstande der an den Grundebenen des Korpers be-findlichen Seiten verbleiben. Sind diese Hohen alle einander gleich, so darf man auf eine der Grundflachen nur ein ge-rades Parallelepipedum von der eben ge-dachten Hohe errichten und man hat das-selbe nach No. 8 im Maximo des Inhalts; sind die Hohen nicht gleich, so mufs man die kleinste der beiden Hohen zur Hohe des neuen Parallelepipedums nehmen. Die zu dieser Hohe gehorenden beiden Seitenflachen werden normal der Grundflache, die anderen beiden Seitenflachen werden ihnen angeschmiegt.

Zur Erlauterung des Ge-sagten sollen Fig. 803, I. und II. und Fig. 804 dem Vortrag zu Hulfe kommen.

Fig. 803, I. und II. sind die Oberansichten zweier schiefer Parallelepipeden; in beiden ist cd die Grundebene, ab die ihr parallele obere Ebene, ae und fd, cf und be die beiden einander ge-geniiberstehenden Seitenflachen.

In I. haben sammtliche 4 Seitenflachen einerlei Hohe, d. h. die Abstande von


Fig. 803.
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af und eg, von bh und de, von ah und ce und von bf und dg sind einander gleich. Man hat also nur nothig, die genannten Seitenflachen normal uber die Grundflachen zu bringen, dann werden die lan-geren Seiten eh, bd, gf, ac gleich den kleineren Hohen, normal auf der Grundflache und der Korper, der zuerst die lothrechte kleinere Projection der Seiten-flachenhohen zur Hohe hatte, erhalt die grofsere Hohe selbst zur Hohe und sein Inhalt ist nach No. 8 ein Maximum.

In II. haben, wie man sofort ersieht, die Seitenflachen aegf und hedb eine steilere Lage gegen die Grundflache cedg als die Seitenflachen aceh und fgdb, und bei gleichem Abstande der Flachen cedg und ahbf ist der Abstand zwischen cg und af kleiner als der Abstand zwischen den schrageren dg und bf. Dieser Fall ist nun Fig. 803 im Aufrifs vorgestellt.

Es ist namlich Fig. 804 ahbfedgc das gegebene Parallelepipedum, die beiden Seiten bh, de haben in der schragen Flache, aber senkrecht auf der Linie de, also in der schragen Verkurzung betrachtet die Lange ek, und wenn diese Hohe zugleich normal auf die Ebene cedg errichtet wird, die Lange el. Wollte man nun wie ad 1 diese Lange el zugleich zur Seite des Korpers machen, so wiirde sie zugleich die Seite eh sein miissSn, mit der sie dieselbe ist. eh ist aber zu lang, sie wiirde fiber I hinaus bis m reichen, und es konnte kein Parallelepipedum entste-hen.


Fig. 804.
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Da aber um ein Maximum zu erhalten wenigstens ein Paar Seitenflachen den Grundebenen normal sein mufs, so zieht man durch den Punkt I eine Parallele on mit de, beschreibt aus e innerhalb der senkrechten Seitenebene einen Bogen mit dem Abstand zwischen ce und ah als Halb-messer, und in dem Punkt h', wo er die Parallele on trifft, ist der entsprechende Punkt fur h. Zieht man demnach die Linie h’e und construirt die der Grund-ebene edge parallele und congruente Fi-gur h'b'fa', vollendet das Parallelepipedum a’h'b’f’edgc, so befinden sich in die-sem die Seitenflachen deh’b’ und cgf'a' normal den Grundebenen edge und h'b’f’a' und es ist das verlangte Maximum.

	
17.    Von einem Parallelepiped sind die Grundflache und die Seitenflachen der Grofse nach gegeben, desgleichen die Winkel der Grundflache, so erfahrt man die Bedingung fur das Maximum des Inhalts folgender Art:



Es sei q der Inhalt der Grundflache, q' der Inhalt der einen, q" der Inhalt der daran grenzenden Seitenflache, der gege-bene Winkel sei «, a und y seien die unbekannten ihn einschliefsenden Seiten.

Dann ist der Inhalt der Grundflache q = xy sin e

q w ora us  Ty = ——.

sin a

Die Inhalte der beiden Seitenflachen-paare sind q' — h’x und q" = h"y

o'            o" hieraus die llohen h’— — und h" = —, x            y

, „ q’q” q’q” woraus h'. h' = — = —— sin a. xy q

Demnach ist die grofste Hohe eines Pa-rallelepipedums von den gegebenen Stuk-ken = V (7 gin «), und zwar mufs dieselbe auf den Grundebenen normal ste-hen. Das Parallelepiped ist also ein ge-rades, dessen Grundebene = q und dessen Hohe = V(17 s^n «). Sein Inhalt be-tragt ^qq’q" sin a.

	
18.    Was von den Parallelepipeden gilt, gilt auch von den dreiseitigen Prismen. Also:



Unter alien dreiseitigen Prismen von derselben Hohe und derselben Grundflache hat das gerade Prisma die kleinste Ober-flache.

	
19.    Unter alien geraden dreiseitigen Prismen von gegebener Hohe, gegebener Grundflache und einer gegebenen Seitenflache fiindet man das von der kleinsten Oberflache, wenn die beiden nicht gegebenen Seitenflachen einander gleich sind.



Denn ist A die gegebene Grundflache, h die Hohe des Prisma, so ist h auch die Hohe jeder Seitenflache. Ist die gegebene Seitenflache = B, so ist dessen zur Grundflache gehorige Seite ebenfalls gegeben = B

—. Diese als Grundlinie der Dreiecks-h

grundflache A betrachtet, gibt deren Hohe A

= 2A—. Unter alien Dreiecken von einerlei Grundlinie und gleicher Hohe hat aber das gleichschenklige den geringsten Umfang, mithin auch das gerade dreisei-tige Prisma, welches dieses Dreieck zur Grundflache hat.

.Hieraus folgt:

	
20.    Unter alien geraden dreiseitigen. Prismen von gleicher Grundflache und gleicher Hohe hat dasjenige die kleinste Oberflache, in welchem alle Seitenflachen gleich grofs sind. Desgleichen


	
21.    Unter alien Prismen von einer gegebenen Anzahl und summarischem Inhalt der Seitenflachen von derselben Grundflache und derselben Hohe hat das gerade Prisma die kleinste Oberflache.


	
22.    Unter alien geraden Prismen von gegebener Anzahl der Seitenflachen, gegebener Hohe hat dasjenige, dessen Grundflache ein regulares Vieleck ist, den grofs-ten korperlichen Inhalt.



Denn unter alien Vielecken von gegebener Seitenanzahl und gegebenem Umfang ist (No. 4) das regelmafsige von dem grofsten Inhalt, mithin auch das darauf gestellte gerade Prisma.

	
23.    Unter alien geraden Prismen von einer gleichen Anzahl der Seitenflachen, gleicher Hohe und gleichem korperlichen Inhalt hat das mit regelmafsiger Grundebene den kleinsten Umfang der Seiten-flachen; und da mit dem korperlichen Inhalt und der gegebenen Hohe auch die Grofse der Grundflache gegeben ist, auch den kleinsten Umfang (inclusive der Gru nd-flachen).


	
24.    Unter alien geraden Prismen von einer gleichen Anzahl der Seitenflachen, gleicher Hohe und Oberflache hat das von regelmafsiger Grundflache den grofs-ten korperlichen Inhalt.


	
25.    Der Kreis hat einen kleineren Um-fang als jedes regelmafsige Vieleck von gleichem Inhalte mit demselben.



Denn ist a die Seite des Vielecks, so ist dessen Unifang = na und wenn man die von dem Mittelpunkt auf die Seite gefallte Normale = h setzt, so ist h>r, weil die Seite nicht Tangente aber auch nicht Sehne sein kann und folglich den Kreisumfang schneiden mufs. Nun ist der Inhalt des Vielecks = 4 nah der Inhalt des Kreises = r2n also            }nah=}r.2nr

h < r gibt dividirt         na > 2nr

	
26.    Die Oberflache eines Cylinders ist immer kleiner als die Oberflache eines Prisma von gleicher Hohe und gleichem korperlichen Inhalt.



Folgt unmittelbar aus No. 19.

	
27.    Der Inhalt eines Cylinders ist immer grofser als der Inhalt eines Prisma auf regularer Grundflache von gleicher Oberflache und von gleicher Hohe mit dem Cylinder.


	
28.    Unter alien geraden Cylindern von gleichem korperlichen Inhalt ist dasjenige von der kleinsten Oberflache, welches in einem Wurfel eingeschrieben ist.



Denn beschreibt man nun sammtliche Cylinder-Parallelepipeden mit quadrati-schen Gryndflachen, so verhalten sich diese untereinander wie die inliegenden Cylinder, sie sind also einander gleich. Nach Satz 12 hat aber von alien der Wurfel die kleinste Oberflache, mithin hat auch der in einem Wurfel beschriebene Cylinder die kleinste Oberflache.

Dieser Satz ist Bd. II, pag. 304, No. 2 analytisch erwiesen mit dem Schlufs, dafs der Durchmesser der Grundflache so grols als die Hohe sein musse.

Anmerk. Das gleiche Verhaltnifs zwi-schen den Cylindern unter sich mit den umschriebenen Prismen unter sich hat seinen Grund darin, dafs Kreise und die um denselben beschriebenen Polygone sowohl in Betreff der Umfangs als auch des Inhalts einerlei Verhaltnifs haben, wenn die Polygone mit einander ahnlich sind, und folglich um so mehr bei gleich-seitigen regelmafsigen Polygonen.

	
29.    Unter alien geraden Cylindern von gleicher Oberflache hat der in dem Wurfel eingeschriebene Cylinder den grofsten korperlichen Inhalt.


	
30.    Aus beiden vorigen Satzen folgt der Satz:



Der Cylinder, der in einem Wiirfel ein-beschrieben werden kann, d. h. dessen Hohe dem Durchmesser seiner Grundflache gleich ist, hat unter alien Cylindern von gleichem Inhalte die kleinste Oberflache und unter alien Cylindern von gleicher Oberflache den grofsten Inhalt.

	
31.    Unter alien Pyramiden von gleicher Hohe und auf derselben regularen Grundflache hat die gerade Pyramide die Seitenflachen von dem geringsten Inhalt.


	
32.    Unter alien Kegeln von gleicher Hohe und gleicher Grundflache hat der gerade Kegel den kleinsten Mantel.


	
33.    Unter alien Kegeln von gleicher Hohe und gleicher Grundflache, wenn diese zwei auf einander normale Axen hat, ist bei dem geraden Kegel der Mantel am kleinsten.



Mayer-Borda’scher Kreis, s. „Borda-’scher Kreis".

Mechanik ist derjenige Theil der an-gewandten Mathematik, welcher sich mit der durch Einwirkung von Kraften her-vorgebrachten Bewegung von Korpern beschaftigt (s. Mathematik). Man nennt die Phoronomie auch die reine Mechanik, dann ist die Anwendung derselben auf die Bewegung der Naturkor-per die angewandte M. Die Mechanik der Himmelskorper heifst die Him me Is-mechanik.

Mechanische Krafte oder mecha-nische Potenzen hiefsen friiher die einfaehen Maschinen: der Hebei, die schiefe Ebene, die Schraube, das Rad an der Welle, der Keil.

Mechanisches Moment oder auch me-chanischerEffect und Effect schlecht-hin, ist das Maafs fur die Wirkung von Kraften auf Bewegung, namlich das Product aus der Grofse der Kraft multipli-cirt mit der durch sie erzeugten Ge-schwindigkeit, oder auch mit dem Wege in einer bestimmten Zeit. Wegen der Nebenhindernisse, durch Reibungen u. s. w. unterscheidet man den Nutzeffect, den Nebeneffect und deren Summe den Totaleffect.

Mediale, eine der von Euklid aufge-stellten Irrationallinien, s. den Art. „Ir-rationalen des Euklid".

Mehrheit ist jede Anzahl von Ein-heiten.

Meile, geographische ist eins der ersten allgemein geltenden Langenmaafse (Normallangenmaafs), hat aber die Eigen-thiimlichkeit als solches, dafs Niemand deren wirkliche Lange genau kennt. Die geographische Meile hat zur Einheit den Umfang des Erdaequators und ist dessen 5400ter Theil. Es geht daher bei der Ermittelung dieser Meile eben so, wie es bei Ermittelung des Meters, dem 10Mil-lionsten Theil des nordlichen Erdmeri dianquadranten gegangen ist, die Ver-messungen haben zu verschiedenen Re-sultaten gefuhrt und die geographische Meile schwankt innerhalb der Grenzen 3807,09 Toisen = 23642 preufs. Fufs und 3811,5 Toisen = 23661 preufs. Fufs. Er-wagt man, dafs dieses Maafs ein astro-nomisches ist und dafs die Angaben der enorm grofsen Langen auf Beobachtun-en und Berechnungen sich griinden, so at man jede einzelne Lange, durch geographische Meilen ausgedruckt, innerhalb ziemlich genau ermittelter Grenzen. ist fur Q = 2r die Brennweite w = 4r =20


Menisken sind Linsen von concav-con-vexer Form, sie sind in der Mitte starker als am Rand und gehoren also zu den Vergrofserungsglasern. In dem Art. „Brennglas“ ist die Wirkung der convex-convexen Glaser entwickelt, in No. 4 mit Fig. 249 fur solche Linsen, deren beide Oberflachen verschiedene Halbmes-ser haben, die also verschiedenen Kugeln angehoren. Man hat deren Brennweite

1 r • n w =---- •---5

n—1 TO

wo n den Coefficient (= 1,5 etwa) fur Glas; r, Q die gedachten Halbmesser be-deuten.

Setzt man nun — 9 fur 0, so hat man einen Meniskus, es ist die innere Flache, die Hohlung flacher als die aulsere Flache, also 0>r, mithin fur den Meniscus

1 ro—ro

w =--- • —— = 2--— n — 1 0 — r Q — r

Setzt man die Entfernung des zu ver-grbfsernden Gegenstandes = a, so hat man die Vergrofserung =----. Diese ist

W — a

also um so grofser, je naher der Gegen-stand dem Brennpunkt gebracht wird. Unter gleichen Umstanden verhalten sich die Brennweiten eines convex-convexen Glases zu dem eines Meniskus wie




Bei einem convex-convexen Glas ist wenn Q = r ist die Brennweite w = r; ist 0 = 2r, so ist w = ir. Beim Meniskus



Merkur (2) ist der der Sonne zunachst stehende Planet, also der erste der un-teren Planeten. Seine mittlere Entfernung von der Sonne ist cc. 8 Millionen Meilen = 0,3870938 der unserer Erde von der Sonne. Seine siderische Umlaufszeit = 87,696928 Tage = 87 Tg. 23 St. 15 Min. 46 Sec. Seine tropische Umlaufszeit ist nur um 1 Min. 11 Sec. kiirzer. Seine Excentricitat = 0,2056175 mal der halben grofsen Axe = 1645000 Ml. Hieraus seine grofste Entfernung von der Sonne 9645000 ML, seine kleinste 6355000 ML Neigung der Bahn gegen die Ekliptik = 7° O' 6 . Axenumdrehung in 24 Stunden 5 Min. Die Lange des aufsteigenden Knotens 45° 47' 9"; die Lange des Perihels 74° 20’ 5”. Die letzten drei Bestimmungen erleiden innerhalb langer Jahre einige kleine Abanderungen. Die Masse des Merkurs ist etwas mehr als der fiinfmil-lionste Theil der Sonnenmasse, namlich

— ■ derselben. Der Durchmesser des 4865751

Merkur etwa 670 Meilen, also etwas uber } des Erddurchmessers und mithin seine Oberflache etwa } der Erdoberflache; seine scheinbare Grofse in der Erdnahe 12", in der Erdferne 4"; sein Volumen 0,6, Dichtigkeit = 2,94, das der Erde

Meridian, Mittagskreis ist jeder durch beide Weltpole gelegte grofste Kreis der hohlen Himmelskugel, und der durch den Scheitelpunkt eines Orts gelegte Kreis der Meridian des Orts. In diesem Kreise erreichen alle Gestirne fur den Ort ihren hochsten Stand, sie culmini-ren in demselben, und der Augenblick, in welchem die Sonne in ihn tritt, ist Mittag.

Legt man durch den Meridian eines Orts eine Ebene, so ist diese dessen Mit-tagsebene, Mittagsflach e, diese theilt die sichtbare Himmelshalbkugel in zwei Halften, in die ostliche und in die westliche Halbkugel. Die bei-den Durchschnittspunkte des Meridians mit dem Horizont sind der Mittags-oder Sudpunkt und der Mitternachts-oder N o r d p u n k t. Letzterer ist der End-punkt der Meridianhalfte in welcher der Nordpol liegt, ersterer der ihm entgegen-gesetzt liegende. Die von diesen gleich weit also 90° abstehenden Punkte des Horizonts sind der Ost- oder Morgen-punkt und der West- oder Abendpunk t. Ersterer, wenn man den Sfid-punkt ansieht, links, letzterer rechts lie-gend. (Vergleiche den Art. „Astrono-mischer Horizont" mit Fig. 92.)

Die Erd meridiane sind dieselben grofsten Halbkreisbogen, wenn man sie statt auf der Himmelskugel auf der Erd-oberflache beschreibt, und sie entstehen auch als die Durchnittslinien der Mittags-flachen mit der Erdoberflache.

Man rechnet die Meridiane nur in der sichtbaren Halbkugel von Pol zu Pol auf 180° Lange, der zweite in derselben Ebene befindliche uns unsichtbare Halbkreis ist der entgegengesetzte Meridian oder auch der untere Meridian.

In den Meridianen werden die geogra-phischen Breiten gemessen. Der Punkt des Aequators ist der Nullpunkt, die Pole liegen unter 90° nordlicher und sudlicher Breite.

Meridian, erster, ist derjenige, wel-cher fur die Messung und Angabe der geographischen Langen von Orten den Anfangsmeridian ausmacht, der also mit den unter ihm belegenen Orten die geo-graphische Lange = Null hat (s. geogra-phische Lange). Die Auffindung des Meridians eines Orts, s. den Art. „ Corres-pondirende Hohen".

Meridian, magnetischer, s. u. „Mag-nete". Vergleiche: „Abweichung der Magnetnadel".

Mefsinstrumente sind Langen- und Winkelmefsinstrumente, ferner die Nivel-lirinstrumente. Ueber die ersten, Kette, Stabe, Stangen, s. den Art. „Baculo-metrie“, ferner die Art. „Gradmes-sung" und „Maafsstabe“. Die Win-kelmefs- und Nivellirinstrumente erhalten ihre einzelnen Artikel. Bereits sind be-schrieben und abgebildet das Astro labium, die Boussole mit Diopterlineal, der Borda’scheKreis, die Berg-waage oder das Clitometer, die Blei-oder Maurerwaage und die Lib e lie.

Mefstisch ist auf nicht zu coupirtem Terrain und fur Flachen von nicht zu grofsem Umfang ein recht brauchbares Melsinstrument. Es besteht in einer auf einem Stativ ruhenden quadratischen Reifs-brettplatte von 12 bis 18 Zoll im Quadrat, die zugleich um eine kugelformige Nufs oder mit einem hohlen Cylinder um einen vollen beliebig horizontal gedreht werden kann. Die Platte mufs, damit sie sich nicht wirft, aus zusammengeleim-ten Lindenholzern gefertigt sein. Die Horizontalstellung geschieht mit Hiilfe einer Dosenlibelle, entweder bios durch Eindriicken der Stativfufse in den Erd-boden, oder mittelst complicirterer Einrichtungen, durch Mikrometerschrauben in Schienen und dergleichen. Fur den praktischen Gebrauch kann der Mefstisch nicht einfach genug eingerichtet sein. Bei Fortsetzung einer Vermessung, wobei das Instrument uber einen zweiten Terrain-punkt aufzustellen ist, und zwar mit dem auf der Platte ihn vorstellenden schon verzeichneten Punkt, wird gelothet. Bei der geringen Oberflache der Platte thut ein gutes Augenmaafs genug, sonst steckt man auch eine Gabel, deren unterer Stab mit einem Hakchen versehen ist, bis zu dem verzeichneten Punkt und lothet von dem senkrecht darunter befindlichen Hak-chen aus.

Um einen Winkel zu finden, den zwei entfernte Gegenstande mit dem Stand-punkt bilden, visirt man mit dem Diopterlineal nach beiden und zeichnet langs dem Lineal beide visirte Richtungen mit Bleistift nach. Man steckt hierbei wohl auch eine feine Nadel in den Visirpunkt gegen welche das Lineal gelegt wird.

Soil ein Dreieck des Feldes in verjiing-tem Maafsstabe aufgetragen werden, so mufs eine Linie desselben vermessen und in verjiingtem Maafsstabe auf der Mefs-tischplatte gezeichnet sein; alsdann er-halt man die anderen beiden Seiten durch die eben gedachte Winkelmessung. Man nennt dies Verfahren das Einschnei-den mit dem Mefstisch, und man hat ein Vorwarts-Einschneiden und ein Riickwarts-Einschneiden. Er-steres ist, wenn man dieselbe Linie zeichnet, welche man visirt und letzteres, wenn man die Visirlinie ruckwarts verlangert zeichnet. Folgendes Beispiel zeigt die Aufnahme einiger Punkte durch beider-seitiges Einschneiden:

Die Punkte A, B, C, D auf dem Felde sollen mit dem Mefstisch in verjiingtem Maafsstab aufgetragen werden. AB ist gemessen und als Linie ab verjiingt aufgetragen. Richte den Mefstisch mit ab in die Richtung AB, visire und zeichne die Richtungen ac, ad von AC, AD. Um einschneiden zu konnen wahle eine Di-stanz XY, entweder zwischen bemerkba-ren natiirlichen Punkten oder durch Sig-nalstangen. Visire AY, zeichne die Richtung ay. Bringe nun den Mefstisch in irgend einen Punkt Z der Distanz XY, indem man die durch a gezeichnete Richtung ya mit den Punkten A, X visirt, dann sind alle auf dem Mefstisch gezeich-neten Linien mit den ihnen entsprechen-den auf dem Felde parallel, also auch ab + AB. Visirt man nun von b nach

B und zieht ruckwarts die Linie b bis zur Linie ay, so erhalt man durch Ruckwarts-Einschneiden den Durch-

Fig. 805.
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schnittspunkt e. Von diesem Punkt e aus visirt man nun die Punkte J), C, zeichnet und erhalt durch Vorwarts-Einschneiden die Durchschnittspunkte c, b und die Figur edcba, in welcher e ein Hulfspunkt und zugleich ae die in gleich verjungtem Maalsstab gezeichnete wirkliche Lange Ae ist.

Meter, s. u. „Decimalmaals" und „Langenmaafse“.

Methode der kleinsten Quadrate ist das rechnende Verfahren, den wirklichen Werthen von Grofsen, die durch zu viel gegebene Gleichungen iiberbestimmt sind, mit Hulfe der Quadrate ihrer aus den Gleichungen hervorgehenden Werthsdiffe-renzen moglichst nahe zu kommen.

Diese Falle ereignen sich in der Astro-nomie. Es lehrt namlich die Erfahrung, dafs astronomische Beobachtungen uber Abstande von Gestimen oder von aus-gezeichneten astronomischen Punkten, sie mogen von einem oder von mehreren Be-obachtern wiederholentlich geschehen, mit einander niemals genau iibereinstimmen. Ist nur eine einzige Lange mit solchen Beobachtungen gegeben, so ist unter alien beobachteten Langen der natiirliche

Naherungswerth das arithmetische Mittel derselben. Ist die wissenswiirdige Lange x mit einer Beobachtung = a, mit einer zweiten = b gegeben, so ist der natiirliche Naherungswerth von x = 2 {a + b); unter drei Beobachtungen von a, b, c der Mittel werth von x = } (a + b + c). Von n Be-, ,            a + b + c + ... obachtungen =-----,-----

Wird dagegen mit jeder Beobachtung die Verbindung zweier unbekannten Grofsen x, y gefunden, so ist das natiirliche Mittel auf so unmittelbare Weise nicht zu linden. Denn es sei durch gleich zu-verlassige Beobachtungen gefunden a + y — a, x + y = b, x + y = c, so kann man nur das Mittel von x + y, nicht aber das von x allein und von y allein linden. Eine Entwickelung ist aber deshalb nicht moglich, weil fur die beiden unbekannten Grofsen x und y nicht zwei, sondern mehrere Gleichungen gegeben, die Unbekannten also uberbestimmt sind.

Nun findet sich aber, dafs die Summe der Quadrate der aus den Beobachtungen hervorgehenden Differenzen (oder Beob-achtungsfehlern, wie man sie in der Regel mit Unrecht nennt) zum Minimum gesetzt, einen Werth fur jede einzelne der Grofsen gibt, der fur jede unbekannte eingesetzt, den Bedingungsgleichungen naher kommt, als irgend ein anderer Werth. Erwagt man nun, dafs es nicht einen einzigen Werth der verlangten einen oder jeder der verlangten mehreren Unbekannten gibt, welcher sammtlichen Bedingungsgleichungen genau entspricht, weil diese aus Beobachtungen herriihren, von denen keine einzige genau richtig ist, so ist mit solchem, den Gleichungen entsprechenden Naherungswerthe auch der nachste Naherungswerth fur die ge-suchte wirkliche Grofse gegeben.

Um das Gesagte klarer zu machen diene folgendes Beispiel. Es seien gegeben die beiden Gleichungen:

3y + 2x = 75

2y — x = 4

Durch die beiden Gleichungen sind x und y bestimmt; durch Entwickelung findet man x = 19% und y = ll/.

Zu diesem Resultat gelangt man nun auch, wenn man jede Gleichung auf Null reducirt, quadrirt und nach den Regeln der Analysis das Minimum sucht. Man hat demnach

(3y +2 - 75)2 + (2y - x - 4)2

Nach dem Art. „ Differenzialrech-nung“, No. 10, pag. 309 hat man nun

^(^y + 2x-l^ ^^y-x-^_ ^y T 8y 0(3y + 2x — 75)2 , ^^y-x-^_^

8,               or

Diese Differenzirung aiisgefuhrt gibt 6 (3y + 2x — 75)+4 (2y — x-4) =0 4 (3y + 2x - 75)— 2 (2y - x - 4) = 0

Diese Gleichungen reducirt ergeben 26^ + 8^- 466 = 0 8y + 10x - 292 = 0 woraus x = 19% and y = 11%.

Dafs mit dem Minimum der Differen-zenquadrate das natiirlichste Mittel der Beobachtungswerthe entsteht, ist folgender Art zu beweisen.

Es sei beobachtet a = a; x = a^, r=a,; x — a^ ...

so ist der natiirlichste wahre (der mittlere) Werth w= +d+ +—.

n

Nach der Methode der kleinsten Quadrate hat man

(x - a)2 +(x — a,)2 +(x — a,)2 + (x - a,)2 + .. • = 0

differenzirt

2 (x — a) + 2 (x — a,) + 2 (x — a^ + ... = 0 a + a, + a,+ ••• woraus x =-------------- n

Beispiel. Aus drei Beobachtungen gehen folgende drei Gleichungen hervor: x + y = l

2x + y = 9,4 y — x = 3,15

Man erhalt die Gleichung der Quadrate

(x + y - 7)2 + (2a + y - 9,4)2 + (y - x - 3,15)2= 0 Auf x differenzirt

2 (x + y — 7) + 4 (2x + y — 9,4) — 2 (y — x — 3,15) = 0 Auf y differenzirt

2 (x + y - 7) + 2 (2x + y - 9,4) + 2 (y - x - 3,15) = 0

Die beiden Gleichungen ergeben fol- Hieraus entwickelt entsteht gende zwei Bestimmungsgleichungen:             y=5}; a =2, 12« + 4y — 45,3 — 0             Setzt man diese Werthe in die gege-42+69— 39,1 = 0           benen drei Gleichungen, so erhalt man: x + y = 72% = 7,20328 Unterschied = + 0,20328 2x + y = 9,% = 9,26428 Unterschied = - 0,13572 y — x = 32% = 3,08214 Unterschied = — 0,06786

Unterschied in Summa = — 0,00030

Nimmt man zur Priifung beide Werthe kleiner, x = 2,05 und y = 5,1, so hat man x + y = 7,15 ; 2 + y = 9,2; y — x = 3,0

Unterschied in Summa —0,15

Nimmt man beide Werthe grofser: c = 2,1 und y = 5,2 so erhalt man x + y= 7,3; 2x + y = 9,4; y — a = 3,1

Unterschied in Summa +0,25

Nimmt man x grofser, y kleiner, z. B. x = 2,1 und y = 5,1, so erhalt man x + y = 7,2; 2x + y = 9,3 ; y — x = 3

Unterschied in Summa = — 0,05

Nimmt man x kleiner, y grofser, z. B. x = 2,05 ; y = 5,2; so erhalt man x + y = 7,25; 2x + y = 9,3; y — x = 3,15

Unterschied in Summa = + 0,15

Die Anwendung der kleinsten Quadrate gibt also die summarisch genommene kleinste Differenz.

Mikrometerschraube ist eine aufserst genau gearbeitete Schraube mit schwacher Steigung in dreikantigen Gangen, mit welcher man ein sehr geringes, direkt nicht mefsbares Fortschreiten eines mit der Schraube verbundenen Gegenstandes hervorbringen kann. Es ist jedes Win-kelinstrument mit solcher Schraube ver-sehen, und man erzielt dadurch aufserst kleine und durch Berechnung in Bruch-langen auszudriickende Verschiebungen, weil man die Lange der Schraube durch die Anzahl der Windungen dividirt, die Lange einer ganzen Steigung erfahrt, und weil man vermittelst eines mit der Dreh-axe befestigten in beliebig viele gleiche Bogen eingetheilten Kreises einen belie-bigen aliquoten Theil einer ganzen Win-dung umzudrehen vermag.

Mikroskop ist ein dioptrisches Werk-zeug um aufserst kleine Gegenstande dem Auge in seinen Details in grofsem Maals-stabe deutlich darzustellen. Das einfachste M. ist die Lupe (s. d.), die aus nur einem Glase besteht.

Fig. 806 zeigt ein aus zwei Glasern zusammengesetztes M., welches man mit einer Rohre eingefafst sich vorzustellen hat.

Fig. 806.
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Es ist de das biconvexe Objectiv, ab der kleine Gegenstand, welcher moglichst nahe dem Brennpunkt von de sich be-finden mufs , damit ein moglichst grofses Luftbild A’B’ entsteht. Die Lichtstrah-len bc und ac gehen geradlinig durch bis D und E, der Strahl bd bricht nach dB’, der Strahl ae nach eA’ in A’ und B', wo sich die beiden genannten Paar Strahlen schneiden, entsteht das vergro-fserte Luftbild A’B’.

Das vor dem Ocularglas DE befind-liche Auge sieht die von dem Luftbilde A’B' herriihrenden Strahlen A’C, B’C in den Punkten F und G geradlinig nach FA und GB; der Strahl A’E bricht nach EJ, der Strahl B'D nach DH; das Auge wirft die aus DH und EJ empfangenen Strahlen geradlinig fort nach HB und J A und zwischen den Durchnittspunkten A, B beider genannten Strahlenpaare entsteht das zweite vergrofserte Luftbild AB. ist A’B’ n mal grofser als ab und AB mmal grofser als A’B’, so wird in dem Bilde AB der Gegenstand ab um das n • mfache vergrofsert.

Million ist die Zahl = 1000 x 1000.

Minuendus, das zu Vermindernde ist die Zahl, von der eine andere abgezogen werden soil; die abzuziehende Zahl heifst der Subtrahendus, die durch die Ab-ziehung des Subtrahendus vom Minuendus entstandene Zahl die Differenz oder der Rest.

Minus ist die Bezeichnung der Eigen-schaft einer Grofse, dafs sie die entge-gengesetzte Richtung von Grofsen der-selben Art hat, deren Richtungen fur normal gelten (s. „Entgegengesetzte Grofsen"). Da diese negirende Eigen-schaft gegen die normale immer subtrac-tiv auftritt, so hat man eine Minusgrofse immer als Subtrahend zu betrachten, und es ist das Minuszeichen sowohl Zei-chen der Negativitatals auch der Sub-tractivitat.

Minute ist ein Zeitmaafs und ein Bo-genmaafs; als Zeitmaafs der 60te Theil der Stunde und als Bogenmaafs der 60te Theil des Grades.

Mittag ist die allgemein bekannte und gebrauchliche Bezeichnung zweier mit einander zusammenhangenden Begriffe, namlich eines Zeitaugenblicks und eines Himmelpunkts; beides fur jeden Ort der Erdoberflache. Der Himmelspunkt ist der am sudlichen Horizont des Meridians (s. d.), der Zeitpunkt derjenige , in welchem die Sonne fur den Wohnort taglich den hochsten Stand erreicht (s. „Culmina-tion “).

In mehreren Art. dieses Worterbuchs, als in „Chron ologie “ ist der Unter-schied zwischen wanrer (der astronomi-schen) Sonnenzeit und mittlerer (der burgerlichen, der Kalender-) Sonnenzeit auseinandergesetzt. So wie mit der Sonnenzeit ist es auch mit dem Hauptzeit-punkt derselben, dem Mittag, und man hat einen wahren (den astronomischen) Mittag und einen mittleren Mittag. Ersterer ist der Zeitpunkt, in welchem die Sonne fur den Wohnort wirklich cul-minirt, letzterer der Zeitpunkt, in welchem die Sonne culminiren wurde, wenn sie statt in der Ekliptik im Aequator und hier das ganze Jahr hindurch sich gleich-formig bewegte (s. den Art. „Chrono-logie" mit Fig. 295).

Alle Orte der Erde, die unter demsel-ben Meridian liegen, haben in gleichem

Zeitaugenblick Mittag, die in dem ent-gegengesetzten, dem unteren Meridian liegenden Orte in demselben Augenblick Mitternacht.

Die Erdpole haben keinen Meridian, also nicht Morgen, nicht Mittag, nicht Abend und nicht Mitternacht (s. den Art. „Astronomischer Horizont“, No. 7, pag. 147).

Mittagsfernrohr ist ein Fernrohr, welches mit seiner visirenden Axe innerhalb der Mittagsebene verbleibt, in derselben aber auf und nieder gedreht wird, um nicht nur die Zeit des Durchgangs eines Gestirns, die Zeit der Culmination, son-dern auch dessen Hohe in diesem Augenblick, dessen Mittagshohe zu bestim-men.

Mittagsflache ist die durch den Meridian des Orts gedachte Ebene; sie ent-halt beide Pole und das Zenith des Orts.

Mittagsgegend, Su den bilden die in der Nahe um den Sudpunkt des Meridians im Horizont belegenen Punkte.

Mittagshohe ist diejenige Hohe, im Bogen vom Horizont aufwarts gemessen, in welcher ein Gestirn durch den Meridian geht (s. „Mittagsfernrohr“; geo-metrische Construction der Hohen, s. Bd. I, pag. 176—178 mit Fig. 109 bis 111.

Mittagskreise, s. v. w. „Meridiane“. Erster Mittagskreis, s. „Meridian, er-ster".

Mittagslinie die Durchschnittslinie der Mittagsflache mit dem Horizont.

Mittagspunkt ist der sudliche End-punkt der Mittagslinie.

MittagSUhr wird eine Sonnenuhr ge-nannt, wenn deren Zeiger genau in der Mittagsflache liegt, wenn also deren loth-rechte Platte in der Ost-Westebene sich befindet.

Mittel ist in einer stetigen Proportion das gleiche Mittelglied. Es gibt dreierlei Proportionen, die arithmetische, die geometrische und die harmonische (s. den Art. „Harmonische Proportion").

Es ist noch hinzuzufugen:

	
1.    dals fur die algebraische Summe mehrerer Zahlen das Mittel der Zahlen = ist dieser arithmetischen Summe divi-dirt durch die Anzahl der Zahlen:



Von + a, — b, +c,+d, — e ist das arithmetische Mittel = d—b+■ c+d—€

	
2.    dafs das arithmetische Mittel zweier Zahlen immer grofser ist als das geometrische und dieses wieder grofser ist das harmonische Mittel. Denn in stetigen Proportion a — b = b — d ist Mittel



, a +d 6=2


als der das



und in der Proportion a : bt = b, : d ist das Mittel


Nun ist



bt = ^ad

a? + d‘ + 2 ad 62=—4—


(2)



b,2 = ad also 4 (b2 — b^} = (a — d)?

Da nun (a — d)2 immer positiv ist, so ist auch b immer > br Das harmonische Mittel hat man aus dem oben citirten Artikel

, _ 2ad 2~a + d            (3)

Dafs das harmonische Mittel =20db

2 a+d ersieht man aus dem eben citirten Artikel.

Es gibt noch eine zweite harmonische Proportion: die contraharmonische Proportion :

a — b3 : b3 — d = d •. a

Hieraus entsteht

a2 + d2 = abs + b3d ,2 _i 2 und das Mittel b. =-----,           (4)

$ a+d           •

Vergleicht man dieses mit dem geome-trischen Mittel b, = j/ad, so hat man ,   ,(, 2 ^ + d^ + 2a2d2\ 02=dd3(5*——1(a+a2)) woraus geordnet und reducirt a3 d + ad3 2 a+d* und hieraus d ? a

Da aber b3<a- d<b3, so ist d< a, und folglich b, <b3.

D. h. das contraharmonische Mittel ist grofser als das geometrische Mittel.

Durch Umfonnung des contraharmoni-.          , a2 + d2 .            2ad schen Mittels ------ in a — d--— er-

a d       ad sieht man dessen Grofse = dem doppelten arithmetischen Mittel (1) weniger dem harmonischen Mittel.

Mittelgeschwindigkeit ist nicht zu ver-wechseln mit mittlerer Geschwin-digke it. Diese letztere ist diejenige Ge-schwindigkeit, welche ein materieller Punkt haben wurde, wenn er statt einer fort-dauernd ungleichformigen Bewegung wah-rend einer bestimmten Zeit und auf eine bestimmte Lange innerhalb derselben Zeit und auf dieselbe Lange von Anfang bis Ende gleichformig sich bewegte, wie diese Bezeichnung bei den Gestimen, als der Sonne und dem Monde gebrauchlich ist. Die erstere, die Mittelgeschwindigkeit da-gegen ist die wirkliche Geschwin-digkeit eines materiellen Punkts, wenn dieser von zweien nach verschiedenen Richtungen wirkenden Kraften zugleich angegriffen wird, so dafs er weder die eine noch die andere annehmen kann, sondern dafs er in einer zwischen beiden liegenden Richtung sich bewegen mufs, und zwar mit einer aus den Grbfsen und Richtungen der Krafte hervorgehen-den Geschwindigkeit (s. den Art. „Bahn“, No 2 mit Fig. 163 pag. 270). Es verhal-ten sich hier in der Mechanik die Seiten-geschwindigkeiten zur Mittelgeschwindigkeit wie in der Statik die Seitenkrafte zur Mittelkraft. Jene drei Geschwindigkeiten bilden das Parallelogramm der Geschwindigkeiten, wie die drei Krafte das Parallelogramm der Krafte.

Mittelkraft, s. u. „Krafte im Gleich-gewicht", No. 5, pag. 57, ist gleichfalls nicht zu verwechseln mit mittlerer Kraft (s. d.).

Mittellinie ist jede Linie, die innerhalb eines begrenzten Raumes in derMitte liegt, die eine Figur in zwei gleiche Theile theilt, die in Prismen und Cylindern die Mittelpunkte der Endflachen, die in Pyramiden und Kegeln die Spitze mit dem Mittelpunkt der Grundebene verbin-det. In zweiastigen Gurven heifsen die Mittellinien Axen und Durchmesser.

Mittellinie eines Magnets ist die ge-rade Verbindungslinie seiner Pole.

Mittelpunkt ist in einer Linie, einer Flache und einem Korper der mittelste Punkt: die Mitte einer geraden Linie ist deren Mittelpunkt. Stellt man sich diese Linien, Flachen und Korper gleichformig materiell oder auch ohne Masse vor, so ist Mittelpunkt mit Schwerpunkt gleichbedeutend.

Der Mittelpunkt des Gleichge-wichts von Kraften ist der Punkt des Systems, welcher nach der Richtung der entgegengesetzt mittleren Kraft unter-stutzt das System in Ruhe erhalt.

Mittelpunkte derMomente s. den Art. „Krafte im Gleichge wicht“, No. 16, pag. 62.

Der Mittelpunkt des Schwungs bei einem zusammengesetzten (einem physischen) Pendel ist derjenige Punkt desselben, welcher selsst ohne Masse an einer massenlosen Pendelstange in derselben Entfernung vom Aufhangepunkt mit dem zusammengesetzten Pendel die-selben Schwingungen machen wiirde.

Der Mittelpunkt einer Central-bewegung ist der Sitz der dieselbe er-haltenden attractorischen Kraft.

Mittelpunkt der Entfernung, s. spater: „Punkt der mittleren Ent-f e r n u n g “.

Der Mittelpunkt eines Stofses ist der Punkt des gestofsenen Korpers, der von der stofsenden Kraft allein ge-troffen dem Korper dieselbe Wirkung mittheilen wiirde.

Mittelpunktsgleichung, S. V. W. „Glei-chung der Bahn" (s. d.).

Mitternacht ist wie Mittag eine Zeit und ein Punkt an der hohlen Himmels-kugel, beides fur jeden Ort der Erdober-flache. Der Himmelspunkt ist der am nordlichen Horizont des Meridians, der Zeitpunkt derjenige, in welchem die Orte des unteren Meridians Mittag haben. Eben so sind die Begriffe wahre und mittlere Mitternachtszeit. Die beiden Erdpole haben keine Mitternacht.

Mitternachtsflache, Mitter-nachtsgegend, Mitternachtspunkt wie bei Mittag; Mitternachtskreise sind die unteren Meridiane.

Anstatt Mittagshohe hat man Mitter nachtstiefe der Gestirne. Eine ge-nauere Betrachtung und geometrische Constructionen derselben befindet sich wie Kir Mittagshohe Bd. I, pag. 176 bis 178 mit Fig. 109 bis 111.

Mittlere Anomalie, s. „Anomalio“ mit Fig. 66.

Mittlere Bewegung ist die auf gleich-formige Bewegung reducirte ungleichfor-mige B. Vergleiche: Mittlere Geschwindigkeit in dem Art. „MitteIgeschwin-digkeit".

Mittlere Entfernung bedeutet in der Astronomie die halbe grofse Axe der el-liptischen Bahn eines Planeten oder eines Mondes. Ihre Lange ist die Einheit fur alle ubrigen Langenelemente desselben Gestirns; vomehmlich bestimmt sie die Excentricitat der Bahn, namlich den Ab-stand des Axenmittelpunkts von dem Brennpunkt, dem Kraftpunkt, dem Ort des Centralkorpers, als aliquo-ten Theil dieser halben grofsen Axe, diese halbe grofse Axe als Einheit genommen, in Decimalen, desgleichen wird fur die Angaben der mittleren Entfernung unseres Mondes und der iibrigen Planeten in abstracten Zahlen als Vielfache der halben grofsen Axe unserer Ekliptik als Einheit.

Mittlere Glieder Oder innere Glieder einer Proportion, s. u. „aufsere Glieder ein er Proportion.

Mittlere Kraft. 1st wahrend auf ein-ander folgender constanter Zeitperioden und bei constanten Bewegungen wahrend jeder solchen Zeit der zu uberwindende Widerstand in fortdauernd abwechselnder Grofse, so ist es auch die diesen Widerstand uberwindende Kraft. Diejenige, wahrend solcher Periode constant bleibende Kraft, welche dieselbe Wirkung auf den ungleichformigen Widerstand ausiiben wiirde, heifst die mittlere Kraft (ver-gleiche den Art. „Krummzapfen“).

Mittlerer Ort ist bei der Bewegung eines Gestirns in seiner Bahn derjenige augenblickliche Standpunkt desselben, den er in der Bahn einnehmen wiirde, wenn er von dem angenommenen Anfangspunkt ab fur dieselbe Zeit des vollstandigen Umlaufs gleichformig sich bewegt hatte.

Mittlerer Planet ist statt des wirkli-chen Planeten ein eingebildeter Planet, der immer in einem jeden der eben be-schriebenen mittleren Orte sich befindet; der Planet also, welcher statt des wirk-lichen in gleichformiger Bewegung die Bahn durchlauft. Vergleiche: Mittlere Sonne in dem Art. „Chronologie“, No. 5, pag. 27.

Mittlere Proportionale zweier Zahlen-grofsen ist die Quadratwurzel aus dem Product derselben.

Mittlere Sonne ist das fur die wirkliche Sonne, was der mittlere Planet fur den Planeten ist (s. „ Chronologie “ , No 5, pag. 27).

Mittleres Sonnenjahr, mittlerer Son-nentag u. s. w , s. den folgenden Artikel.

Mittlere Sonnenzeit ist unsere burger-liche Zeit. Sie wiirde die wahre Sonnenzeit sein, wenn die fur diese Zeit von den Astronomen eingesetzte fingirte mittlereSonne statt der wirklichen am Himmel sich scheinbar bewegte. Die mittlere Sonne hat mit der wahren einen Cyclus von 400 Jahren, in welchen ihre Umlaufe sich vollstandig ausgleichen und wieder einen genau ubereinstimmenden

Nullpunkt als Anfangspunkt erhalten, wo die wahre und die mittlere Sonne genau dieselbe Lange haben.

Aus iiberlieferten Beobachtungen, ver-glichen mit den selbst angestellten , be-rechnete man namlich, dafs bei 400 ma-ligem Umlauf, also den Umlauf, das Jahr, im Mittel 3654 Tage genommen, also in-nerhalb einer Bewegung von 146100 Ta-gen die Sonne 3 Tage voraus war, so dafs sie die 400 Umlaufe in 146097 Tagen gemacht hatte, und es ergab sich hieraus das mittlere Sonnenjahr = 1 x 146097 = 365,2425 mittlere Son-400                ’

nentage = 365 Tg. 6 St 3 Min. 44,64 Sec. Die neuesten Beobachtungen und Berech-nungen haben jedoch ' das in unserem Jahrhunderte stattfindende tropische Jahr mit Beachtung der veranderlichen Nachtgleichen = 365,242255 mittlere Son-nentage = 365 Tg. 5 St. 48 Min. 50,832 Sec. gefunden.

Jeder dieser Tage, in welchem die mittlere Sonne in der Ekliptik einen Bogen

360°

beschreibt von — ----- = 0,9856472 365,242250 Grad, ist unser irdischer Tag, die ewig constante Zeit einer vollstandigen Um-drehung der Erde um ihre Axe, die wir in 24 Stunden eintheilen und von der Uhr ablesen, die wahre Sonne mag bei ihrer ungleichformigen Bewegung stehen wo es sei.

Die Sonne beschreibt wahrend eines solchen (tropischen) Jahres die ganze Ekliptik weniger der Lange 50,1 Bogen-secunden, um welche der Friihlingspunkt wahrend des Jahres zuriickgetreten und der Sonne entgegengekommen ist.

Nun stelle man sich vor den Zeitpunkt, in welchem eine nach burgerlicher Zeit richtig gehende Uhr am 31ten December eines Jahres genau Mitternacht 12 Uhr zeigt, in demselben Augenblick denke man sich den Standpunkt der Sonne in der Ekliptik sichtbar markirt. Nach einem Jahre gebe man Acht auf den Augenblick, in welchem die Sonne 50,1 Bogensecun-den von der Marke rechts eintritt, wo sie also dieselbe Lange hat, so zeigt in diesem Augenblick die Uhr den iten Ja-nuar Morgens 5 Uhr 48’ 51". In dem folgenden Jahr zeigt die Uhr den ersten Januar Morgens 11 Uhr 37’ 42"; nach dem zweiten Jahre den ersten Januar Nachmittag 5 Uhr 26’ 33", nach dem drit-ten Jahre den ersten Januar Abends 11 Uhr 15’ 24" und nach dem vierten Jahr den zweiten Januar Morgens frfih 5 Uhr

Es ist also in den vier Jahren fast ein ganzer Tag (es fehlen nur 44‘ 36" daran) verloren gegangen und aus diesem Grunde erhalt in dem vierten Jahre der Februar einen Tag mehr.

Mit diesem eingeschalteten Tage ist die mittlere, die biirgerliche Zeit der wahren Sonnenzeit um 44 Minuten 36 Secunden vorausgeeilt. Demnach betragt dies einen

24°

Tag von 24 Stunden zu viel in 4:44 3g» = 129,15 Jahren. Die weitere Zeitaus-gleichung s. in dem Art. „Kalender-jahr". .

Die tagliche Bewegung der mittleren Sonne betragt, wie schon oben angegeben 0,9856472 Grad = 59 Min. 8} Sec. Bogen-maafs. Die stiindliche Bewegung 2 Min. 27,847 Sec., die Bewegung in der Minute = 2,464 Secunden, die Vergleichung der mittleren Sonnenzeit mit der Sternzeit s. d. Art. „Chronologie“.

Die mittlere Sonnenzeit ist mit der wahren Zeit viermal im Jahre iiberein-stimmend: um den 14ten April, den 14ten Juni, den 31ten August und den 23ten December.

Modul( Modulus). 1. Das bei den alten Architekten gebrauchliche Langenmaafs, der untere Saulenhalbmesser, welcher in 30 Partes, Minuten getheilt wurde.

	
	
2.    Bei Logarithmen gegebener Zahlen derjenige der beiden Factoren, aus wel-chen jeder L. besteht, welcher nur allein von der Basis des Systems abhangig ist, s. den Art. „Basis, Grundzahl eines Logarithmensystems“, pag.327. Der Modul des natiirlichen Systems ist = 1; der des Brigg’schen Systems = 0,43429...





Molecule sind Massentheilchen eines Korpers, nicht aber die Atome (s. d.), sondern Complexe derselben.

Moleciilarkrafte werden die zwischen den Moleciilen von festen Korpern thati-gen Kiafte genannt, welche dieselben an einander befestigen; sie sind also gleich-bedeutend mit den Cohasionskraften; bei tropfbar flussigen Korpern sind sie gering, bei luftformigen Korpern findet die entgegengesetzte Eigenschaft statt, die Kraft der Expansion.

Moment, 1. mechanisches ist das Product einer Kraft oder Masse multipli-cirt mit deren Geschwindigkeit oder mit dem Wege derselben in einer bestimmten Zeit.

	
	
2.    Statisches ist das Product einer Kraft oder Masse multiplicirt mit ihrem Abstand von einem beliebig angenom-menen Punkt oder von einer beliebig angenommenen oder einer durch die Na-tur des Systems gegebenen Drehaxe. Das statische Moment ist entweder ein Moment der Kraft oder ein Moment des Widerstandes (Moment der Last). Anwendungen hiervon s. den Art. „Krafte im Gleichgewicht" , No. 17, pag. 62 und weiter.





Moment der Trigheit. Was hierunter verstanden wird ist in dem Art. „Mas-senreduction" No. 2 erklart. Die Vor-aussetzung, dafs die Masse in einem Punkt sich befinde, wie in jenem Art. No. 1, bei Entwickelung des Gesetzes fur die Reduction hat angenommen werden miissen, ist hypothetisch, denn eins der wesentlichen Grundmerkmale von Masse ist, dafs sie eineu Raum einnimmt. Hat man also von einer einen begrenzten Raum einnehmenden Masse das Tragheits-moment zu bestimmen, so gibt es theo-retisch betrachtet nur ein Mittel , nam-lich, dafs man jedes einzelne Massentheilchen der Masse mit dem Quadrat seines Abstandes multiplicirt und alle diese Pro-ducte addirt; oder dafs man den Grenz-werth der Summe findet, unter der Be-dingung, dafs die einzelnen Massentheilchen immer kleiner und kleiner genom-men werden, wodann dieser Grenzwerth das Tragheitsmoment der ganzen Masse ist.

Kennt man dieses Tragheitsmoment, so ist auch immer die Bewegung der Masse um eine Axe vermoge einer gegebenen Kraft zu bestimmen, wenn man hypothetisch annimmt, dafs dieselbe Masse in einem einzigen Punkt vereinigt ist.

In Folgendem sollen die Tragheitsmo-mente (N) von Linien, Flachen und Korpern bestimmt werden.

	
1.    Das Tragheitsmoment einer mit Masse gleichformig vertheilten
[image: ]

DE = 1-, DF - 6




geraden Linie DE, die mit einer Dreh-axe AB verbunden ist.

Die Masse der Linie DE sei = M, CF = a der kiirzeste Abstand beider Linien GH und AB, die durch F gezogene gerade Linie GH sei + AB, ^_HFD = a. Die Lange von DE = 1, die Lange DF=b, die auf dieselbe kommende Masse = m’, so ist M’ = • M.

Theile DF in n gleiche Theile; von F aus sei J der m — l)te, 0 der mte Theil-punkt, so ist der auf JO kommende Mas-sentheil = — M'. n

Fallt man das Loth JK auf GH und das Loth KL auf AB, so ist JL der Abstand des Punkts J von AB, und man hat

JL1 = KL1 + JK1 = a+ (JF • sin «)2 =4+ ("21 b)° sin 3,

Eben so findet sich das Quadrat des Abstands des Punkts 0 von AB

= a “ — I — b | sin “c n /

Das Moment der auf JO vertheilten Masse ist offenbar kleiner, als wenn die

Masse in 0 und grofser als wenn sie in J vereinigt ware. Multiplicirt man also die beiden Abstande mit der Masse 1 M’ n und bezeichnet das wirkliche Moment die-ser Masse mit N „ so hat man

[o2 + (m-1X2 62 sin 2 I’ < ^ji - (42 + m2 62 sin 24) M‘

in n^          J        "   \ n n^        /

Setzt man hierein statt m der Reihe chungen, so schliefsen die Aufsenglieder nach die Folge der naturlichen Zahlen das Moment N‘ der Masse M’ ein und on 1 bis n und summirt die n Verglei- man hat


M‘



Der Unterschied der einschliefsenden Grofsen ist offenbar

n‘ 62 sin 24 M' =— b^ sin 24 M' 73               n und kann mit dem Wachsthum von n beliebig klein werden.

Nun ist aber

^{n — 1)2 _ (n — 1) n (2n — 1) n3              623

$ n1 _ n (n + 1) (2n + 1)

"nd “ 6n3

Folglich begreifen diese beiden Zahlen offenbar die Zahl n " 2n = 4 in sich, b • n6

und folglich ist auch die Grofse (a1 + } 62 sin 2n) M' = (a2 + A 62 sin 2) ? M mit M‘ zwischen denselben Grofsen be-griffen, deren Unterschied beliebig klein werden kann. Man hat also das Trag-heitsmoment der geraden Linie

N‘ = (a1 + i 62 sin 2c) 4 M. (1)

Eben so findet man das Tragheitsmo-ment fur die auf EF kommende Masse, wenn man I — b statt b setzt. Daher das TragheitsmomentderganzenMas-senlinie


0                                                       7 }

M = (a1 + $62 sin 1 a) 7 M + [a1 + 3 (/ - 6)2 sin 24] —1— M




= [a2 + (32 — 1 + ^1) sin 2a] M




(2)




ist b — \ l, so dafs F in der Mitte an dem der Axe naheren Endpun kt von DE liegt, so ist                 F mit der Axe befestigt ist, so hat

M =(a3+*,"? sin‘) M         (3) man

ist b = 0, so dafs die Linie EF=1 M=(a2+3"sin2a) M         (4)



1st b = l, so dafs die Linie DF an dem der Axe entfernteren End-punkt F mit der Axe verbunden ist, so bleibt

M=(a2+}!2 sin 2«) M          (5)

Ist a=0, so dafs der Punkt F in C liegt und die Linie unmittelbar mit der Axe verbunden ist, so ist

» =^sF-lb + b^ sin 2a • M (6) ist «=0, so dafs die Linie in GH und in der Entfernung a + mit der Axe schwingt, so ist

9 = a^ M                      (7)

ist a = 90°, so dafs die L i n i e n i n F mit der Axe verbunden, in einer Ebene schwingt, so ist

M = (a2 + 62—1 + 3 12) M (8) ist a = 90°, b = ^l, so dafs die Linie in der Mitte mit der Axe verb u nden ist und in einer Ebene schwingt, dann ist

3)1 = ^ + ^1^1             (9)

ist « = 90°, 6 = 0, so dafs die Linie an einem Endpunkt mit der Axe verbunden ist und in einer Ebene schwingt, so ist

N = (a2 + 312) M               (10)

ist « = 90°, a = 0, so dafs die Linie, in dem F in C liegt, mit der Axe unmittelbar verbunden ist, so hat man

^I^^P-lb + b^M         (11)

ist « = 90°, a = 0, b= 0, so dafs die Linie EF mit dem einen Endpunkt F in C liegt und in einer Ebene schwingt, dann ist

M=}".M              (12)

ist a=0, b = ^l, so dafs die Linie DE mit ihrerMitte in Cliegt, so ist

N = T? sin 2a )l

ist a = 0, b = 0, so dafs die Linie EF mit einem Endpunkt in C sich b efin det, dann ist

3Jl = )sl2sin2c( M                  (13)

Ist « = 0, « = 90°, 6=p, so dafs die Linie EF mit einem Endpunkt in C und in einer Ebene schwingt, dann ist

I = 1" M                (14)

Die Formel 1 ist mit Hilfe der Inte-gralrechnung leichter darzustellen:

Setzt man namlich das beliebige Stuck FJ = a, lafst dies um JO = Ax wachsen,

so ist die auf Ax fallende Masse = —- ^r, der Abstand JL ist im Quadrat =

KL2 + JK2 = a+ FJ2 sin 2a = a2 + x2 sin 2 mithin ist das Moment von Ax =

8!   , 2 , 2 ’ 2 . M

-— = {ae — a" sin “() — Ox                   I

Mithin das Moment der Linie DF—x-.

	
2.    Das Tragheitsmoment einer Curve, auf welcher Masse gleich-formig vertheilt ist, in Beziehung auf eine mit ihr in einer Ebene liegende Axe.



Es sei AB die Drehaxe, CD die Curve, deren Masse auf die Lange = 1 sei m,

Fig. 808.
[image: ]


die Axe zur Abscissenlinie genommen habe A zum Anfangspunkt, fur den Punkt E seien AF = x, EF=y die Coordinate!!. Die Lange des Bogens CE sei =/, das Tragheitsmoment der Masse dieses Bogens = N, so andert sich dies Moment um AM, wenn a den Zuwachs Ax und y den Zuwachs Ay erhalt; der Zuwachs der Masse ist sodann = m • A I.

Nun kann Ax so klein genommen wer-den, dafs die Ordinaten von y bis y + Ay entweder fortdauernd wachsen oder ab-nehmen. Dann ist der Zuwachs AS des Moments begriffen zwischen den Trag-heitsmomenten, welche fur die Masse m.Al statt finden wurden, wenn diese sich einmal am Endpunkt der Ordinate y und das andere Mal an dem der (y + ^y) befande. Man hat daher immer


folglich




y2 m • Als AM S (y + Ay)2m • Al




my2




. Al - AS A x — Ax




.   ,  , A , Al

> m (.y + △ 3)3 • —




und wenn man zu den Grenzwerthen iibergeht, so erhalt man




09 8c




2 Ol =myaz




woraus




9 = mfy2 >   -b^ = m fy2 1/ 1 + (Av) 8. + C

Ox            I Ox/




(15)



wo die Constante so zu bestimmen ist, dafs das Integral fur die Abscisse des Anfangspunkts C des Bogens verschwin-det.

Beispiel. Es sei CD ein Kreis-

bogen, dessen Mittelpunkt in der Axe AB liegt, dessen Halbmesser = r. Nimmt man den Mittelpunkt zum An-fangspunkt der Coordinaten, so ist

92 = r2 — 22; also y • 89 = — x oder 8y = —— Ox            Ox y

Diese Werthe in Gleichung 15 substituirt ergibt


N = mfy2
[image: ]





• Ox = m fy V y2 + x2 Ox = mr fy Ox




(16)



Es ist aber fy Oa die Flache des Kreis-stucks zwischen der Abscisse und den beiden Ordinaten des Anfangs- und des Endpunkts des Bogens. Ist dieses Fla-chenstiick vom Inhalt = F, so ist

9 = m . r • F                  (17)

Dieses Resultat erhalt man auch auf elementarem Wege:

Denn man denke sich den Bogen CD in unendlich viele unendlich kleine Theile getheilt, Sm sei der mte dieser Theile von C an geziihlt, das Loth aus der Mitte J von Sm auf die Axe gefallt sei ym, die Projection des Theils Stn auf die Axe sei %„. Dann ist das Tragheitsmoment von S„,

W, = " sm * y.2

Denkt man sich nun das Dreieck EGH als ein sehr kleines rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse Stn und dessen waagerechte Cathete 3, ist, ferner von J den Halbmesser JN = r gezeichnet, also das zweite Dreieck, wo der Halbmesser r die Hypotenuse und yIH die der z, ahn-lich liegende Cathete ist, so hat man

Sm : 3m = r : Vm

woraus S. = r —

Vm mithin W, =m • r • 5 • ym,

Es ist also das Tragheitsmoment des ganzen Bogens = m • r $ ^m • yltlj.

Da nun zm • ym die Flache ist, die von S„ ’ z„ und den Endordinaten gebildet wird, so ist das Tragheitsmoment der ganzen Linie = m • r • F.

	
3.    Das Tragheitsmoment ein er mit Masse gleichmafsig versehe-nen Umdrehu ngsflache, wenn die Axe der Flache zugleich dieDreh-axe ist.



Ist CD, Fig. 808, der Bogen der Curve, von der bei der Umdrehung um AB die krumme Flache durchlaufen wird; sind x, y die Endordinaten des Bogens, die Drehaxe AB zur Abscissenlinie genom-men, die krumme Flache = u und die auf die Flacheneinheit kommende Masse = m, das Tragheitsmoment der ganzen Masse = M, so hat man unter der Vor-aussetzung wie bei No. 2:

y2 • m • Au $ AS < (y + Ay)2 • m A w

Diese drei Vergleichungen durch Ax dividirt und zum Grenzwerth iibergegan-gen gibt

	
	
9 = m fy2 •    8x.





Nach Bd. II, pag. 194 ist aber das Dif-ferenzial der Umdrehungsflache w

=8 =2V1t(or)

Mithin ist

M=2mnJy3]1+(a) 8a+C(18)

Beispiel. Es sei, Fig. 809, die Um -drehu ngsflache eine Kugelzone, die ihren Mittelpunkt C in der Drehaxe hat; so ist, wenn man den Mittelpunkt zum Anfangspunkt der Ab-scissen nimmt,

y2=r - a*

. by a hieraus —=--

Ox y


Fig. 809.
[image: ]





und folglich




M = 2mi fy3




1+K8 = 2mz fy? vy? + a3 8x y




= 2nmr fy2 = 2nmr f(r2 — a?) + C



also das Tragheitsmoment der von dem Bogen EJ gehildeten Kugelzone

M = 2nmr (r2x — 443)           (19) wo die Constante fortfallt, weil fur c=0 auch die Zone = 0 wird.

Hat der Anfangspunkt des Bogens die Abscisse a links von C, d. h. ist die Ab-scisse fur diesen Anfangspunkt — — a, so mufs V fur x = — a verschwinden. Dann ist also

0 = 2nmr (— r2a + $ a3) + C also vollstandig fur den Bogen DE

I = 2nmr [r2(x+a)- } (x3 + a3)] (20)

Die Klammergrofse multiplicirt mit n ist die korperliche Zone zwischen den Ordinaten y und y’ und schreibt man dieselbe

(r2 x — J,a3) + (r2 a — 8 a3)

so ist n mal der ersten Klammergrofse die von CJEG gebildete korperliche Zone von der Hohe a, und 7 mal der zweiten die von CJDF gebildete korperliche Zone von der Hohe a.

In dem Art. „Kugel“, No. 26 hat man namlich die Formel fur die korperliche Zone

4xh (3a2 + 362 + 12).

Fur die Zone rechts von der Hohe a ist hier a=r; b = y und h = x; demnach hat man die korperliche Zone

Jna (3r2 + 3y2 + a?) = \ nx (3r2 + 3r2 — 3x2 + x2) = 7 (r2x — 3 x3).

Eben so erhalt man die links liegende Zone von der Hohe a = z (r2a — 3 a3).

Bezeichnet man den Inhalt der zwischen y und y' begriffenen korperlichen Zone mit K, so ist das Moment der

Zonenoberflache

M = 2mr • K                 (21)

Erstreckt sich der Bogen bis H in die Drehaxe, so ist die Flache eine Ca

lotte, a ist = r und aus Formel 20

= 2nmr [r2 (x + r) — 3(x3 + r3)] = 2nmr [3r3 + r2x — ^x3]          (22)

Erstreckt sich der Bogen auch auf der zweiten Seite bis zur Drehaxe, so ist auch x — r, die Flache ist eine Kugel-fl ache, und deren Tragheitsmoment

M = 3xmr4                   (23)

Bezeichnet man mit M die auf die ganze Ku gelflache vertheilte Masse = 4 7mr2, so ist das Tragheitsmoment

M=jr2M                (24)

d. h. Das Tragheitsmoment der Masse einer Kugeloberflache ist = dem von 3 der Masse, wenn diese in dem Abstand des Halbmessers von der Drehaxe angebracht wird.

Die vorstehenden Resultate lassen sich auch durch elementare Betrachtung fin-den. Ist namlich die Masse auf eine Zone gleichmafsig vertheilt, so theile man die Hohe derselben in unendlich viele unendlich kleine Theile und lege durch die Theilpunkte Ebenen normal der Drehaxe, wodurch die Zone in lauter gleich grofse Zonen zerlegt wird, von denen jede

— 2nr — ist; deren Masse = 2nr — * m. n                      n

Der Abstand des mten Theils von der Axe sei ym, so ist dessen Tragheitsmoment =2nr". mym2> folglich die Sum-

me aller Momente der n Zonen =

	
2 rm ^ yin\



Nun ist 7 • — 9,2 der Inhalt des mten n "

Kugelabschnitts , mithin die Summe < 7 "- w 2 der Inhalt des ganzen Ku-n gelabschnitts. Dieser mit K bezeichnet gibt das Tragheitsnioment =2rmK.

Verwandelt sich die Zone in die Ku-gelflache, so wird K= snr3, folglich das Tragheitsmoment derKugelflache =§nmr4 =3r2M, wo M die auf die ganze Kugel-flache vertheilte Masse bezeichnet.

	
	
4.    Das Tragheitsmoment einer mit Masse gleichmafsig versehe-nen Figur, die von der Abscisse, den beiden Ordinaten und einer Curve begrenzt ist, in Beziehung auf die Abscisse als Drehaxe.





Die Masse der Flacheneinheit sei = m, zwischen den Abscissen a und r+Ax sollen die Ordinaten entweder immerfort wachsen oder immerfort abnehmen. Denkt man sich nun zwei Rechtecke von der gemeinschaftlichen Hohe Ax, deren Grund-linien y und (y+Ay), so wird von den
[image: ]

Tragheitsmomenten beider Rechtecke der Zuwachs AM des Moments der Figur eingeschlossen. Die Massen der Rechtecke sind y.Ax-m ^d {y + ^y^x-m, deren Tragheitsmomente sind aber = den Tragheitsmomenten ihrer Massen einmal auf y und das andere Mal auf (y + Ay) gleichmafsig vertheilt, daher diese Tragheitsmomente

= hy2 • y • Ax • m und &(y + Ay)2 (y + Ay) Ax • m

Zwischen beide fallt AM.

Wenn man also die drei Vergleichun-gen durch Ax dividirt und zu den Grenz-werthen ubergeht, so ergibt sich

09

8a =Jmy

Woraus das Tragheitsmoment der Figur

M = }m fy3 8x + C            (25)

Beispiel. Es sei, Fig. 811, die be-grenzende Curve eine gerade Linie AB, die Figur also ein Trapez. Man hat also

x, : y, = x : y y, woraus y — —x

X, folglich
[image: ]

= rym (")" . a4 + c


Fur x = x, mufs M verschwinden, daher vollstandig

9=*m(Y)"(a4-#,®) (26)

Will man das Tragheitsmoment durch die parallelen Seiten y, y, und durch die Hohe x ausdriicken, so hat man die Hohe = h gesetzt: h = x — x, ferner x = “‘ q y, folglich x, +h=x=! y y> hy. woraus    x, = —— y - y, hy, und        x = h4-- y-y,


hy y-y,



Fig. 811.
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Diese Werthe in Formel 26 substituirt gibt das Moment des Trapezes


9=m ("59) • 14"--n* = * mh "—"2 = A mh (y + y,) (y2 + y^)   (27)



1st M die Masse des Trapezes = 2h (y+ y,) m, so hat man

M=l(+y,2M        : (28)

1st y, = 0, so erhalt man das Tragheits-moment des rechtwinkligen Drei-ecks, dessen eineCathete dieDreh-axe ist =*y2M=1zay3         (29) d. h. halb so grots als wenn die Masse auf derCathete y vertheilt ware.

Da jedes Dreieck sich in zwei rechtwink-lige Dreiecke theilen lafst, so ist das TragheitsmomenteinesDreiecks, dessen Grundlinie die Drehaxe ist = dem 6ten Theil der Masse, die-selbe in der Spitze des Dreiecks vereinigt gedacht.

	
	
5.    Das Tragheitsmoment eines Dreiecks mit darauf gleichformig ver-theilter Masse in Beziehung auf eine Axe, die in der Ebene des Dreiecks durch seine Spitze liegt.





Es sei (Fig. 812) die gegeniiberliegende Seite mit der Axe parallel = b, deren Ab-stand von der Axe = h, die auf die Fla-cheneinheit kommende Masse = 1. Theile
[image: ]

A in n gleiche Theile, ziehe durch die Theilpunkte Parallelen mit der Axe und beschreibe zwischen ihnen inwendig und auswendig Rechtecke, berechne die Trag-heitsmomente der inwendigen Rechtecke, als wenn deren Massen auf den der Axe zunachst liegenden Seiten, und die der auswendigen Rechtecke, als wenn deren Massen auf den der Axe entferntest liegenden Seiten vereinigt waren.

Das oberste inwendige Rechteck hat n — 1              1 die Breite----b, die Hohe — h und sein n             n Abstand = (", ) h, sein Tragheitsmoment ist also

Das oberste auswendige Rechteck hat die Breite b, die Hohe 1 A und den Ab-n

stand = A, sein Tragheitsmoment ist also

b • — A • A2 = — bh3 n        n

Mithin sind die Summen der Momente sammtlicher in- und auswendigen Rechtecke

	
	
< (n -1)3 ^A3 und - —3 bh^ n4





Zwischen beiden, deren Unterschied

= — bh3 ist fallt das Moment des gege-n

benen Dreiecks.

Nun ist < (n — 1)3 = } (n — 1)2 • n2

s n3 = i n3 (n + I)2

Zwischen beiden ist die Zahl einge-schlossen In2.n2= 1n4.

Zwischen beiden obigen Summen liegt ,4

also auch 4 — • bh3 = ^bh3

und da das Moment des Dreiecks eben-falls zwischen beiden Summen liegt, so ist das Tragheitsmoment eines mit der Spitze in der Drehaxe und mit der Grundlinie + derselben be-findlichen Dreiecks = 1 bh3 (30)

Ist M die gesammte Masse des Dreiecks — ^bh, so ist

M={hM              (31)

Das Moment ist also gleich dem Moment der halben Masse, dieselbe in einem Punkt unter dem Abstand A vereinigt gedacht.

	
6.    Das Tragheitsmoment eines materiellen Trapezes, dessen eine parallele Seite Drehaxe ist.



Theile das Trapez durch Lothe aus den Endpunkten der oberen Seite auf die un-tere in ein Rechteck A und zwei recht-winklige Dreiecke B, C, so ist nach der Bezeichnung, Fig. 813, die Masse des Rechtecks = M, gesetzt
[image: ]

M,=3h2.M,=3h2*bh = }bh3

Das Moment der beiden Dreiecke B

und C = M, = 8h2 • M 2, wenn M, deren Masse bezeichnet,

= }h2'4(a — 5) h =* (a - 5) h3

Mithin das Moment des Trapezes die Summe der beiden Momente

M=rz(a+30) h3             (32)

Die Masse M des Trapezes ist = “2° A mithin zugleich

9= K a+36 A’ M            (33) a T 0

	
7.    Das Tragheitsmoment eines beliebigen materiellen Dreiecks in Beziehung auf eine durch eine der Spitzen des Dreiecks und in dessen Ebene liegende Drehaxe.



ist die auf die Flacheneinheit kom-mende Masse = 1, so hat man bei der Bezeichnung, Fig. 814, nach Formel 27:

Fig. 814.
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Das Moment des Trapezes CDJG =

I, = 1r(f+g)(+b) (a2+63)

Die Tragheitsmomente der beiden Sei-tendreiecke sind nach Formel 29

Yzfa3 +19- 63.

Diese beiden Momente von dem des Trapezes abgezogen gibt das Moment des Dreiecks CDE

M = 1r(ag + bf) («2 + abA^ (34)

Der Inhalt des Dreiecks CDE ist =

1

[a3 + <—3—— • 62 sin 2a] M' < 9‘ < [42 + $ 3 • 62 sin

2

wo die Constante fortfallt, weil fur a = 0 auch M=0 wird.


4+6«+9)="$89=19*=M daher das Tragheitsmoment des /^CDE auch

M = 8(a2 + ab + 62) M           (35)

	
8.    Das Tragheitsmoment eines Massen-systems fur irgend eine Axe ist = dem Tragheitsmoment fur eine mit dieser parallele Axe durch den Schwerpunkt des Systems + dem Tragheitsmoment der ge-sammten Masse in ihrem Schwerpunkt vereinigt gedacht und dieser in Beziehung auf die erste Axe genommen. D. h. Ist



M das Tragheitsmoment des Systems in Beziehung auf die durch den Schwerpunkt genommene Axe, M die gesammte Masse, M‘ aber das Tragheitsmoment derselben in Beziehung auf eine mit jener im Ab-stand a parallelen Axe, so ist

N‘=N+ a2 M

Denn es sei AB (Fig. 815) die durch den Schwerpunkt G des Systems liegende Axe, CD die in der Entfernuug GH=a mit ihr parallele Axe; m; m,; m, ...

Fig. 815.
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seien die einzelnen Massentheile des Systems, ihre Abstande von AB seien x; x,; a,...; von CD aber y; y,; yt endlich q; cp,; cp2... die Winkel, welche die Abstande x; x,... mit den Abstan-den a der beiden Axen mit den Durch-schnittspunkten der Axe AB machen, diesa. Winkel von 0 bis 360° nach einer Seite hin gezahlt (Fig. 816).

Fig. 816.
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Da nun die a auf der Axe AB und die y auf der Axe CD normal stehen, so sind die Axen auch auf den Ebenen der Winkel zwischen x und y normal und folglich sind die Abstande der Standpunkte je zweier zusammengehorigen Lothe x und y auf den beiden Axen normal und folglich uberall = a.

Man hat demnach in jedem Dreieck zwischen a und den x und y.

y2=a2+a2— 2ax cos q              m, y^ = m, a + m, x,2 — 2m, ax, cos q,

and wenn man mit dem Massenelement u. s w.

m multiplicirt

my’= ma2+mx?—2max cos q         Addirt man nun alle diese so gebilde-

Eben so hat man                     ten Gleichungen, so erhalt man

my2 -^ m,y 2 ■]■... = (m-j-m,-]-...} a2 + ma2+m,x,2 + . .. — 2a(mxcos q + m, x, cos q,+ ...)

Nun sind dieProducte xcos q, x,cos(p,... die Abstande der Massentheile von Ebe-nen, die sich sammtlich in der durch den Schwerpunkt G mit CD parallel gelegte Axe durchschneiden, und zwar liegen diese Abstande gegen die Ebenen ent-weder nach der einen oder der anderen Seite, je nachdem die Producte positiv oder negativ sind. Folglich ist die letzte

Klammergrofse die algebraische Summe der statischen Momente sammtlicher Massentheile in Beziehung auf jene Ebenen aus. Diese Ebenen gehen aber durch den Schwerpunkt G des Systems, folglich ist diese algebraische Summe der Producte = 0.

Die Gleichung reducirt sich also auf folgende:

my2 -]- m, y,2 -]-.... = (m -]- m, -]-. z.') a2 ■]■ mx2 + m, x,2 + ...

Nach der angenommenen Bezeichnung ist aber

my2 + m, y2+....= I’

m + m, ............ M

mx2 + m, x,2 +....=!

folglich hat man

M‘=m+a‘M            (36)

	
9.    Aus dem Satz No. 8 folgt, dafs in Bezug auf parallele Axen dasTragheits-moment fiir diej enige Axe, welche durch den Schwerpunkt geht, ein Minimum ist; dafs es aber fur alle parallele Axen unter einerlei Ab-stand vom Schwerpunkt unveran-derlich dasselbe bleibt.


	
10.    Das Tragheitsmoment eines Dreiecks in Bezug aufeineAxe in derEbenedesselbenunddurchden Schwerpunkt, ferner in Bezug auf jede andere Axe parallel mit der Ebene des Dreiecks (Fig. 817).

Fig. 817.
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Ist DE eine durch den Schwerpunkt G des &ABC gelegte Axe, die Masse des

Dreiecks = M, die Abstande der drei Win-kelspitzen = a, b, c. Man ziehe durch die Spitze A die Linie FH + DE, so sind die Abstande der Punkte B und C von FH = a + b und a ± c, folglich das Tragheitsmoment des ^ABC fur FH nach Formel 35

M‘ = | [(a + b)2 + (a + b) (a ± c) + (a ± cj2] M

Hiervon a2M abgezogen, gibt das Tragheitsmoment M des Dreiecks in Beziehung auf die Axe DE.

Nun ist der Abstand AJ = a des Schwer-punkts G von der Axe FH

_ a_ (a + b) + (a ± c)

3 woraus a = b ± c folglich ist das Moment des Dreiecks auf FH, wenn man c eliminirt

M‘ = * (1a - ab + b2) M

und das gesuchte Moment auf DE = M‘ - a2 M

^31 = ^ (a2 — ab-]-b2~) M             (37) und wenn man a eliminirt

N= 8(62 ± bc + c2) M          (38) Soil nun das Tragheitsmoment fiir eine beliebige andere mit der Dreiecksebene parallele Axe gefunden werden, so darf man nur durch den Schwerpunkt des Dreiecks eine Linie + der Axe ziehen, das Tragheitsmoment fur dieselbe nach Formel 37 oder 38 aufstellen und hierzu a,2M addiren, wenn a, den Abstand bei-der Axen bezeichnet.

	
11.    Das Tragheitsmoment einer materiellen Figur, wenn diese durch eine Curve und beide End-ordin aten begrenzt ist und di eDr eh-axe durch einen Punkt der Ab-scisse normal auf der Ebene der Figur steht.



Es sei fur die Figur CAGF der Durch-schnittspunkt E der Drehaxe zugleich der

Fig. 818.
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Anfangspunkt der Coordinaten. Es sei das Tragheitsmoment der Figur = M, das Flachenstiick selbst = u. Aendert sich x um Ax, und hiermit y um Ay, u um Au, also die Masse mu um mLu, so denke man diese zuerst auf y und dann auf y + Ay gleichmafsig vertheilt, so wer-den beide das wahre Moment AM ein-schliefsen.

Nun ist nach Formel 10

das auf y vertheilte Moment =

(x2+ Jy2)m • Au

das auf y + A y vertheilte Moment =

L(a +4w)2+}(y+ Ay)3] m • Au

Zwischen beiden wenn man sie mit Az dividirt ist also auch A” begriffen.

Beide einschliefsende Quotienten haben aber den gemeinschaftlichen Grenzwerth (x2+132) m.8", folglich hat auch die

zwischen fallende Grbfse AM denselben

Ax

Grenzwerth. D. h. es ist 89    , 2  , ,du ax=m(*+3az

Da nun nach Obigem Ou = y.Ox, so hat man

8! , ,

woraus das Moment der Figur

N=mJ**yy8r+€ (39)

	
12.    Beispiel. Es sei die Linie {AG) eine gerade, die durch die Drehaxe E geht, also die Linie EG. Dann ist ihre Gleichung wenn man a = x tg a setzt



a tg a = y

und M = mf(x2 + } y2) y Ox = mf{x2 + $ x2 tg 2a) a tg a dx

= m tg a {1 -\~ \tg 2a)/x3 Qx = ^m tg a (1 + \tg 2a) «4 + C

Setzt man x = b, y — h, so ist tg a = — und man hat das Tragheitsmoment eines rechtwinkligen Dreiecks fur eine durch die Spitze von b normal auf der Drei-

ecksebene befindliche Drehaxe

M=xm:b:h(362+h2)      (40)

Die Masse des Dreiecks ist M = ^mbh, mithin hat man auch das Tragheitsmoment

M = 8(362 + h2) M = ^{b2 + |A«) M = ibh {b2 + 312)


(41)



D. h. das Tragheitsmoment eines rechtwinkligen Dreiecks fur die Axe, welche durch die Spitze normal auf seinerEbene steht, ist so grofs, als wenn die halbe Masse auf der gegeniiberliegenden Ca-thete gleichmafsig vertheilt ware.

Das Quadrat des Abstandes des Schwer-punkts von der Drehaxe E ist

=(6)2+(h A)2 = }(462 + *2)

Also das Moment M‘ des Dreiecks auf eine durch den Schwerpunkt normal auf die Dreiecksebene gerichtete Axe ist

N‘ = } {b2 + $ h2) M - } (462 + *2) M = 1‘s(b2 + h2) M                     (42)

	
13.    Das Tragheitsmoment eines belie-bigen Dreiecks fur eine Axe, die auf des-sen Ebene normal ist.



Die Axe gehe zuerst durch den Win-kelpunkt A, dessen Abstand AD von der gegeniiberliegenden Seite BC sei h, und

b und c seien die Abstande der beiden anderen Spitzen B und C von dem Punkt D.

Die Masse der Flacheneinheit sei =1, so ist das Moment des A ABD nach For-mel 41

Fig. 819.
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= 1 bh (h2 + } b2)

das Moment des f\ACD— ^ch (12 + 3c2)

folglich das Tragheitsmoment des

/\ABC in Beziehung auf A

M‘ = ^h [bh2 +363— ch? — 3 c3]

={h(b-c)[h2+1(b2+bc+c5)] (43)

1st M die Masse des Dreiecks ACB = %h(b — c), so hat man auch das Trag-heitsmoment des &ABC in Beziehung auf A

I’ =4[h2+ $(62 + bc + c^] M (44)

Der Schwerpunkt G des ^ABC liegt auf der BC in E halbirenden Linie AE, und es ist AG = ^AE daher

AG2 = ^^AD2 + DE?) = $h2 + (516)]

Daher das Tragheitsmoment des A ABC in Beziehung auf die in dem Schwerpunkt G befindliche Axe


[r+(*f°)]»



N=-[h2+$(b2+bc + c2)] M—8

= 1‘s (h2 + b2 + c2 — bc) M


(45)



	
14.    Ist das Dreieck ACC gleichwink-lig, also AC = AC, so hat man nur das Moment des A ACC1 zu bestimmen, das Moment dessen Halfte, des △ A DC wie No. 13 das Moment des f^ABD, wenn man in demselben c fur b setzt



= ! ch (h2 + } c2)

Das Moment des gleichschenkligen /SACC in Beziehung auf die Axe in A ist demnach

-^ch (A2 + } c2)

Bezeichnet man wie gewohnlich die ganze Grundlinie CC mit einem Buch-staben a, so hat man vom ^ACC das Tragheitsmoment fur die Axe in A

^Jl^iah^ + ^a2)          (46)

und da dessen Masse M = ^ah auch

N=}(h2+Ta2) M(47)

	
15.    Das Tragheitsmoment einer mate-riellen Kreisebene fur eine durch seinen Mittelpunkt normal auf der Ebene befindliche Axe.



Ist M die Masse, also die Masse ni der M

Flacheneinheit = 772 , so sei W‘ das Tragheitsmoment des concentrischen Theils der Kreisebene vom Halbmesser = x. Beim Zuwachs von a um Ax wachst die Masse um

Tim [(x + △ a)2 — x2] = Tim (2x + A x) A x

Denkt man sich alle diese Massentheile erst im Abstand x, dann im Abstand x + Ax vom Mittelpunkt, so wird das wahre Moment der Zuwachsmasse von beiden Momenten eingeschlossen und es ist

Tim (2x + Ax)Ax. a2<AM‘< Tim (2a + Ax) Ax (x + A x)2

Die drei Vergleichungen durch A x di-vidirt und zu den Grenzwerthen iiberge-gangen gibt

8!’  ,    3

-o— = 2ti nu6

Ox

woraus W‘ = 2nm fx3 Ox = ^nmx^ wo C = 0 ist.

Fur w = r hat man das Tragheitsmoment der ganzen Kreisebene

N= 7i m^ = 1 r2M          (48)

Dies Resultat erhalt man elementar, wenn man den Kreis in lauter kleine Dreiecke zerlegt denkt, deren Spitzen im Mittelpunkt liegen; alsdann ist nach No. 12 das Moment jedes der Dreiecke = dem Moment der halben Masse (4ir?m) in der Grundlinie, also im Abstand r von der Axe entfernt; mithin gilt dies von alien Dreiecken zusammen genommen, d. h. vom ganzen Kreise.

	
16.    Das Tragheitsmoment eines materiellen Kreisringes von den Halbmessern r und 0 in Beziehung auf die durch den Mittelpunkt normal derEbene befindliche Dreh-axe.



Setzt man die Masse des Ringes = M,

die des Erganzungskreises = M’, so ist das Tragheitsmoment des ganzen Kreises

=}r(M+M)

das des Erganzungskreises

= 402 M‘

folglich das des Ringes=Jr?(M+M‘)—±o2M‘

Nun ist M‘:M+M=02:72

woraus M: M‘ = r2 — 02 : 02

und M : M + M' =72-02: r2


folglich ist




M‘=

M+M=



02

r2 — 03 r2

72 — 03

folglich ist das Tragheitsmoment des Kreis-rings

/         72               02 \       74 — 04

"=( " • p’la - * (2 • p3kp) *=+22mga M =*+ e2) M (49)

	
17.    Das Tragheitsmoment eines Cylinders in Beziehung auf seine Axe als Drehaxe.



Denkt man sich den Cylinder in eine unendliche Menge von Cylindern von un-endlich kleinen Hohen zertheilt, so hat jeder einzelne dieser Theile dasselbe Moment mit dem Kreise 4 r2 M (Formel 48), mithin der ganze Cylinder die Summe dieser Momente zum Moment, also des-gleichen das Tragheitsmoment } r2 M.

Man kann aber auch fur die Ermitte-lung des Moments die Massentheile des Cylinders parallel mit seiner Axe nach einer Seite hin fortgeftihrt und auf einen seiner Endkreise gebracht denken, wo dann das Tragheitsmoment in Beziehung auf die Axe dasselbe bleibt. Es ist nun der Cylinder zu einer materiellen Kreis-ebene geworden und man hat nach For-mel 48

Das Tragheitsmoment eines vollen Cylinders in Beziehung auf seine Axe.

M=}rM              (50)

Die Masse M des Cylinders ist = nr2h, mithin hat man auch

M=}nrh                (51)

	
18.    Das Tragheitsmoment eines hohlen Cylinders in Beziehung auf seine Axe als Drehaxe.



Es ist dies bei derselben Betrachtung mit No. 17 wie Formel 49

M=}(r2+02) M             (52)

Die Masse M ist = z (r2 — 02) h , dem-nach auch

M=4n(r— 04) h           (53)

	
19.    Das Tragheitsmoment einer Kugel in Beziehung auf eine durch ihren Mit-telpunkt gelegte Drehaxe.



Es sei AB die Drehaxe, FG der auf AB normale durch den Mittelpunkt ge-richtete, DE ein zweiter ihm paralleler Kreisdurchschnitt, der Halbmesser CG der Kugel = r, der Abstand beider Kreis-ebenen = x, der Halbmesser von DE = y = Vr2 — x2.

Bezeichnet man das Tragheitsmoment des Kugelabschnitts von der Hohe r + x mit W‘, so ist das Tragheitsmoment des-sen Zuwachses AS’ begriffen zwischen

Fig. 820.
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dem zweier Cylinder von der Hohe Ax und deren Grundflachen' die Halbmesser y und y + Ay haben. Ist m die Masse der Cubikeinheit, so sind diese Tragheits-momente nach Formel 51

4nmy‘ • Ax und }am {y + Ay)4 A x

folglich 8, = ^TTiny^

folglich

»‘ = }7m fy^ Ox = \nm f{r2 — x2)2 9®

= 4nm (r4 x — 3 r2 23 + } x5) + C

Das Integral zwischen den Grenzen x = — r und x = + r gibt das Tragheitsmoment der ganzen Kugel. Fur® = —1 wird M‘= 0, also C=inmr5. Diesen Werth eingesetzt und x = + r genommen entsteht das Tragheitsmoment der ganzen Kugel

N = rs Ttmr5                   (54)

Die Masse der Kugel ist = ^7imr3, folglich ist zugleich

N=grM               (55)

	
20.    Ein zweites Verfahren fur die Auf-findung des Tragheitsmoments der Kugel ist folgendes:



Es sei x der Halbmesser eines concentrischen Theils der Kugel, 9‘ dessen Tragheitsmoment, IF dessen Inhalt, so sind die zusam-men gehorigen Aenderungen Ax, AK‘, m^K' und AS’.

Die Masse zuerst auf den Halbmesser x, sodann auf den Halbmesser x + Ax vereinigt gedacht, geben die beiden einschlielsenden Tragheitsmomente. Nun hat man nach Formel 24

3ma2AK‘< AM‘< 3m (x+Ax)2AK‘

89‘ , , 8K‘ woraus 8, = 3 mg" 8.

Nun ist K' = 3 nx3

8K‘ folglich   8,-=4n«

89y

Mithin — = 37mx4 ox und 9‘ = r’s xma5 + C

wo die Constante fortfallt.

Fur x = r und M =^nmrz ent-steht das Tragheitsmoment der ganzen Kugel

M = 3r2 M

	
21.    Die ad No. 19 angewendete Methode beschrankt sich nicht auf die Kugel allein, sondern gilt fur alle Umdre-hungskbrper, wenn ihre Axe als Drehaxe genommen wird.



Ist namlich die Erzeugungslinie ihrer Oberflache durch.eine Gleichung zwischen rechtwinkligen Coordinaten gegeben, die Axe des Korpers als Abscissenlinie genommen und ist M das Tragheitsmoment des Korpers, der zwischen zweien auf der Drehaxe normal gefiihrten Ebenen be-griffen ist, von welchen die eine den Abstand x auf der Abscisse vom Coordinaten -Anfangspunkt genommen hat, so ist nach denselben Schliissen wie No. 19 bei der Kugel, die zu x gehorige Ordinate der Erzeugungslinie = y gesetzt

M = } nm fyi 8x

Dies Integral mufs immer zwischen den Grenzen genommen werden, welche die beiden auf der Axe normalen den Korper begrenzenden Ebenen bestimmen.

	
22.    Das Tragheitsmoment eines Korpers, der durch Flachen begrenzt wird, deren Punkte durch eine Gleichung zwischen rechtwinkligen Coordinaten gegeben sind.



Man nehme die Drehaxe des Korpers zur Axe der Z, A sei der Anfangspunkt der Coordinaten, AX und AY die Axen der X und der K DGFH sei die krumme
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Flache, welche mit den drei Coordinaten-ebenen AENK, AGDK und AEFG und den beiden, den letzten beiden Ebenen in den Abstanden x und y parallel ge-zogenen Ebenen EFHN und DHNK den Korper begrenzt. Dann ist EF=z, die zu AK= x und AE — y gehorige Ordinate des Punkts F und zwischen x, y, a ist eine Gleichung gegeben. Die auf die Korpereinheit kommende Masse sei = m.

Das Tragheitsmoment des bezeichneten Korpers in Beziehung auf AZ sei = M.

Aendert sich x um Ar allein, so an-dert sich der Korper um dessen Verlan-gerung DHNKd^^^, das Moment M an-dert sich um das Moment AM dieses Zuwachskorpers, und naturlich dieses auf x als Urvariable genommen hat man nach der Taylor’schen Reihe (Bd. II, pag. 299, Formel 1)

989 98! 829 Ax2,, ox ox Ox" 1 • 2

wo R' die ubrigen Erganzungsglieder in Summa bezeichnet.

89 89 , 029 Aa2. woraus 8x =8= A*+8a21.2+R

Aendert sich y um Ay allein, so an-dert sich der Korper um dessen Verlan-gerung FHNEfth2n2e, und man hat wie vorher die Momentsanderung, d. h. das Tragheitsmoment des genannten Zuwachskorpers in Beziehung auf die Axe der Z 89 89 A , 829 Ay2 , ,

8y = 8y 49* By 12**,

Aendert sich x und y zugleich, so an- her betrachteten Zuwachskorper + dem dert sich der Korper um die beiden vor- Prisma HNhlnlMJh2n2, und man erhalt

8 _8% , 05,829 Ax282.a , 82N Ay2 , dx-dy 8x dy 0x2 1.2 by2 "   9 8x.8y 1-2

Zieht man von dieser Gesammtande-rung die Summe der ersten beiden Aen-derungen ab, so erhalt man das Trag-heitsmoment des uber NJ stehenden Prisma in Beziehung auf die Axe der Z, Ab-stand A N:

829) *

=ax.yA=:As+R"-R‘-R, () wo R", R’, R, Grofsen sind, die mit Ax • Ay dividirt, bei der beliebigen Ab-nahme dieser beiden beliebig klein wer-den konnen.

1st V das Volumen des Korpers, so ist eben so die Differenz zwischen der Ge-sammtanderung des Korpers und der

Einzeln-Aenderungen nach x und nach y also das Prisma

82y

=8.byAs:A+n, (I)

Nun ist offenbar der Unterschied I. das Moment des Volumen IL; das Quadrat des kleinsten Abstandes ist AN‘= x2+y2, das Quadrat des grofsten ist

AJ2= (x+Ax)2+(y+Ay)2

Multiplicirt man also das Volumen mit m und einzeln mit den Quadraten beider Abstande, so begreifen die Producte das oben bestimmte Moment zwischen sich. Man hat demnach:


m (x2 + y2) •




82V         - 829

8x.byAN+*,8x.by AA+m




< m [(x + Ax)2 + (y + Ay)2] •




82V

8x-ayA=*As+R,




Dividirt man nun die drei Vergleichun-gen mit Ax • ^y, und geht zu den Grenz-werthen uber, so hat man




829

8x • by




= m (x2 + y2)




82V

8x • by




Es ist woraus mithin




aber OV = % • Ox • by




OV

Dx • by 820 Dx • by




= %

= m (=2 + 92) %




und 9 = m f\x2 + y2) % • bx • by (54)

Da diese Integrirung zwei Constanten einfiihrt, so sind diese so zu bestimmen, dafs die Integrate fur a = 0 und y = 0 verschwinden.




22 a. Be is pi el. Das Tragheitsmoment eines geraden Prisma, dessen Grundflache ein Trapez ist, in Beziehung auf die pa-rallele Grundkante als Drehaxe.

Es seien AB = a und DE = b die pa-rallelen Grundkanten der Grundebene des Prisma, AB die Drehaxe, li deren Hohe, I die Lange des Prisma. Nimmt man den einen Endpunkt A der Kante zum Anfangspunkt der Coordinaten, die Kante AB selbst zur Axe der Z, die darauf normale Kante I zur Axe der X und die auf beiden Kanten normale Linie AF zur Axe der Y, so ist nach dem vorigen Satz
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das Tragheitsmoment des Korpers

M = m f2 (a2 + y2) zbx • by

Nimmt man nun eine beliebige Lange AG = y, zieht die mit AB Parallele GJ, so hat man

z = HJ = GJ-GH=a— y.

h •




Setzt man um z aus dem integral zu eliminiren, diesen Werth ein, so ist



I = mf^ + y?) (a-dNy)a.8y+c

Integrirt man M auf x, wo also y constant gesetzt wird, so erhalt man

9=m / [43 (a-9nv)+w(a-“n»)] 8.x.By

= m • 843 + y2 *) (a - dnb v) by + C

Dieses Integral zwischen den Grenzen x = 0 und a = I genommen gibt

92 = ymifee + 398) • ah—av+8y 8y

= } ^/[.ahl2 - {a - b} /2 y + 3 ahy2 - 3 (a - b) y3] by

= $ y [ah? y - 1 (a - b} P y2 + ahy3 - 1 (a - 6) y‘] + C

Dieses Integral zwischen den Grenzen y = 0 und y = h genommen: gibt

9 = Amlh 436 (2+4(a+36)n2 (55)

Die Masse M des Prisma ist 134 h-1 - m; daher auch

9 = }(2+19+3 12)M (56)

1st die Grundflache des Prisma ein Parallelogramm, also b = a, so ist

m = 8(2 + h^ M              (57)

	
23.    Diese Formel 57 findet man un-mittelbar aus Formel 54, wenn man % constant = a setzt.



Dann ist also

M = maff^x2 + y2) a • by

Auf x integrirt m = ma J x3 + y2x} by

x zwischen 0 und I genommen

M = m • a • If^l2 + y2} by

Auf y integrirt

m • a: GU2y+sy3)

y zwischen 0 und h genommen

M =} m’a-l(l2h +h3)=jm-a-lh([2+h2)

Nun ist M= a •h»bm, daher auch

m = } (2 + h2} M = J (XF)2 M    (58)

Wenn also das Parallelepipedum um

eine Kante schwingt, so ist sein Trag- -heitsmoment dasselbe, als wenn der dritte Theil seiner Masse in der diagonal ge-genuberliegenden Kante vereinigt ware.

	
24.    Zur Priifung der Richtigkeit von vorstehenden und ahnlichen Berechnun-gen kann man wie folgt verfahren. Man nehme das Moment des rechtwinkligen Parallelepipeds nach No. 23 und ziehe davon ab das Moment des Prisma der Grundebene AEF.



Ersteres ist {m • a • I • h (2 + A2) Letzteres durch x, y, z ausgedrtickt Formel 54, in welcher z = GH = “ y. h

Also bm, =ff{x2 + y2) d—6 ybx - by a — b

= m “Nx2y+y3) bx-by+C

Dieses Differenzial nach x integrirt und x von 0 bis I genommen gibt

m d-b IA 372 y + y3} ^y+C

Dieses Differenzial nach y integrirt und y zwischen 0 und A genommen gibt

m (a - 6) ni(H2+{h2

Mithin die Differenz genommen gibt das Tragheitsmoment des Prisma von der Grundebene ABDE =

M = 3 malh {t2 -^-h^ — m^a— b) hl [812+4 A2)

= >smlh “(a +6)7+ + (a + 30) A2] =}(+ * ds A2) * wie Formel 55 und 56.

	
25.    Schreibt man Formel 56:



m=(r+4H8n)*

so hat man Formel 12: ^h2 M als das

Tragheitsmoment einer geraden materiel-len Linie, die um einen ihrer Endpunkte in einer Ebene schwingt, also auch das Moment eines um eine Grundflachenkante schwingenden Prisma, wenn dessen Masse auf die Hohe oder Lange I gleichmafsig vertheilt ist. Ferner ist nach Formel 33 } d+±3b h? . M das Tragheitsmoment eines a-b

Trapezes, wenn es um die grofsere parallele Seite a schwingt, zugleich also auch das Moment eines Prisma, wenn dessen Masse auf die trapezformige Grund-flache gleichmafsig vertheilt ist.

Demnach ist das Tragheitsmoment eines vierseitigen Prisma = der Summe der Tragheitsmomente, wenn die Masse des-selben auf dessen Lange und dieselbe Masse auf die Grundebene vertheilt wird =(113+49$3 n*)».

Fur b = 0 erhalt man hieraus das Tragheitsmoment des dreiseitigen Prisma a von der Lange Z, dessen Grundflache die Seite a und die Hohe h hat, wenn man also das erste h mit Z vertauscht

M=(+42)M= (202+12)M  (59)

Es ist }l2M das Tragheitsmoment der Lange, ^ h2M das des Dreiecks, man hat bei dem dreiseitigen Prisma also dasselbe Gesetz wie bei dem vierseitigen.

	
26.    Man kann diese Formel auch un-mittelbar aus Formel 54 entwickeln, wenn man BE zieht und das ^ABE als Grundebene betrachtet, alsdann ist HK = % und man hat a : % = h : h — y



a , woraus % — — (h — y) h

Diesen Werth in Formel 54 gesetzt gibt

9 = mJ?(x2+y2)4 (h—y^Qx’ 8y

= m "J?(ha2- ya*+ hy2 - y3)8.-8y

Nach x integrirt und x von 0 bis Z ge-nommen gibt: m = m ‘‘ - #y + by2-y^by

Nun wieder nach y integrirt und y zwi-schen 0 und h genommen:

M=rm-a-l-h (212+h2)

Nun ist M=^ah-lm

woraus wie Formel 49:

M = 8(212 + h?) M.

Der Abstand des Schwerpunkts eines

Trapezes von der Drehaxe a ist =} d+2h, d+ b im Prisma liegt er auf der halben Lange. Daher ist der Abstand des Schwerpunkts dieses Prisma von der Drehaxe im Quadrat =(10+(412n) •

Multiplicirt man das Quadrat mit M und zieht es von dem Moment, Formel 56 ab, so erhalt man das Tragheitsmoment des Prisma fur die durch den Schwer-punkt, parallel mit einer der beiden Grund-kanten genommene Axe:

m=[wF+* ettqt;t"n] (60)

	
27.    Es sind die Tragheitsmomente eines Massensystems in Beziehung auf drei un-ter sich normale Coordinatenaxen gege-ben. Das Tragheitsmoment in Beziehung auf eine beliebige Axe soil bestimmt wer-den, welche durch den Anfangspunkt der Coordinate!! geht.



Es sei AB die neue Momentenaxe, X, Y, Z seien die drei gegebenen Axen, a, B, y die Winkel der neuen Axe mit
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den alten, m sei ein Massentheilchen des Systems, dessen Abstand von A = Am = d-, x, y, z dessen Coordinaten, 8 der Winkel zwischen d mit AB, p das Loth von m auf AB, so ist das Tragheitsmoment des Elements m auf AB = p2 • m.

Nun ist p = d sin 0; —, —, — sind d d d die Cosinus der Winkel, den die Coordinatenaxen mit d bilden. Daher ist

cos 0 = cos a • — — cos p> — — cos y • — dad

folglich d cos 0 = x cos a + y cos 3+% cos y

Aber p2 = d2 sin 2d = d2 (1 — cos 20) = d2 — (x cos ccAy cos 8+% cos y)2

Ferner ist d2 = x2 + y2 + z?

Folglich p2 = x2 + y2 + 32 — x2 cos 2a — y2 cos 2^ — z2 cos 2y — 2xy cos c • cos 8 — 2xz cos a • cos y — 2y^> cos B • cos y

oder p2 =x2sin2a+y2sin23+z2sin2y — 2xycosa • cos^ — 2xzcoscccosy -yzcos B • cosy daher das Tragheitsmoment in Beziehung auf die neue Axe: mpz = mx2 sin 2a + my2 sin 23 + mz2 sin 2y — 2m xy cos « • cos B — 2m wz cos c • cos y

	
—    2m yz cos 3 • cos y



Gleiche Ausdriicke erhalt man fur alle iibrigen Massentheile m,; m,; mi-“t deren Coordinaten x, y, z,; x, y3 32; ... sind.

Daher ist das Tragheitsmoment des ganzen Systems

M = sin 2 a - mx2 + sin 23 - my2 + sin 2y > mz2 — 2 cos « • cos 3 - mxy

	
—    2 cos a • cos y > mxi — 2 cos 8 • cos y s myz                     (I)



Sind die Coordinatenebenen so ange-nommen und ist das Massensystem so beschaffen, dafs jede Ebene das System in 2 congruente oder symmetrische Half-ten theilt, so werden die drei letzten Glie-der einzeln = 0. Denn alsdann gibt es zu beiden Seiten jeder Ebene z. B. XY fur z und — % zwei gleiche Massentheile, deren Momente sich gegenseitig aufheben.

M = sin 2a > ma2 + sin 28 s

Da sich nun allgemein darthun lafst, dafs fur jedes Massensystem durch jeden be-liebigen Punkt sich wenigstens drei recht-winklige Coordinatenaxen annehmen las-sen, fur welche jede der drei letzten sum-marischen Glieder verschwinden, die Hauptaxen, so sollen die Axen hier als Hauptaxen gedacht werden. Dann reducirt sich die Gleichung auf

ny2 + sin 2y s mi2               . (II)

Bezeichnet man das Tragheitsmoment der Systems fur die Axe der X mit A, fur die Axe der Y mit B, fur die Axe der Z mit C, so ist

A = > m (y2 + 52) = s my2 + s mz2

B — ^m (x2+ 32) = < ma2 + s ms2

C = s m (a2 +yh=s mx2 + s my2

9 = } (- A + B + C) sin 2a + +(A - B + C) sin 28 + K(A + B - C) sin 2y oder 9 = ^A (— sin 2 a + sin 23 + sin 2y) + ^B (sin 2« — sin 28 + sin 2y)

+ 1 C (sin 2a + sin 28 — sin 2y)

Nun ist — sin 2a + sin 28 + sin 2y = — 1 + cos 2a + 1 — cos 23 + 1 — cos 2y =1+ cos 2 a — cos 23 — cos 2y = 2 cos 2a

weil cos 2a + cos 23 + cos 2y = 1


Hieraus folgt a

^(A + B-C^^nn2

i(A-B + C) = ^my2

i(-A + B + C) = ^mx2

Diese Werthe in den Ausdruck II. fur 9 substituirt, gibt



Eben so findet man den Factor von ^B = 2cos 28 und den von ^C = 2cos 2y.

Also hat man endlich

M = A cos 2a + B cos 28 + C cos 2y (III)

Da nun cos 2a = 1 — cos 23 — cos 2y so ist aus III.

^Jt = A — (A — B) cos 23 — (A - C) cos 2y

Eben so weil cos 2y = 1 — cos 2a — cos 23 ^Jl = C -[- (A — C) cos 2a +(B — C) cos 28

Sind nun die Momente der Hauptaxen ungleich und A>B>C, so ist das Moment A fur die Axe der X das grofste und das C fur die Axe der Z das kleinste unter alien Axen, die denselben Anfangs-punkt haben, weil A — B, A — C, B — C positive Grofsen sind. Ist der Anfangs-punkt zugleich Schwerpunkt, so ist C das kleinste Tragheitsmoment fur alle Mo-mentenaxen der Tragheit.

Sind zwei der Tragheitsmomente in Beziehung auf die Hauptaxen einander gleich, z. B. B = C, so wird aus III.

M = A cos 2c + B (cos 28 + cos 2y)

= A cos 2a + B (1 — cos 2a)

	
= B +(A-B) cos 2«



Folglich bleibt danu das Tragheitsmoment des Systems fur alle Axen ein und dasselbe, welche auf dem Mantel eines Kegels liegen, dessen Axe die Axe A und dessen Seite mit ihr den Winkel a bildet.

Sind A = B = C, so ist M = A.

	
	
D. h. das Tragheitsmoment fur alle Axen, die durch den Anfangspunkt der Coordinaten gefiihrt werden, bleibt dasselbe.





Monat, s. d. Art. , Astronomischer Monat" und „Cyclus“.

Mond. Der stete Begleiter unserer Erde, die Erhellung unserer Nachte. Seine Be-wegung um die Erde und mit dieser um die Sonne, so dafs fortdauernd der zwi-schen beiden gemeinschaftliche Schwer-punkt in der Ekliptik sich befindet und darin fortschreitet, s. den Art. „Cen-tralbewegung" mit Fig. 279. Es ist hierbei zu beachten, dafs wegen der Kreis-bewegung des Mondes um die Erde der gedachte Schwerpunkt in jedem Augen-blick verruckt wird und dafs dies aufser den Kreisbewegungen des zwischen Erde und Mond bestehenden Massensystems noch geradlinige Bewegungen zur Folge hat.

Die Mondbahn um die Erde durchschnei-det die Ekliptik unter einem nur kleinen Winkel von 5°.8‘ 47" im Mittel und weicht hochstens 54° von derselben ab.

Es sei C der Mittelpunkt der Erde, qq die Durchschnittslinie der Aequatorebene, ee die unter 231° mit derselben geneigte der Ekliptik und mm die der Mondbahn, so ist Z_ecm = 5° 8' 47'. Diese Mondbahn-ebene bleibt (die Schwankungen des Systems vorlaufig unberucksichtigt gelassen)
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eben so constant parallel mit sich selbst als die Erd-Aequatorebene. Der Mond links stehend hat sfidliche Breite (gegen ee) und nordliche Abweichung (gegen qq), rechts nordliche Breite und sfidliche Abweichung.

Die consequent bleibende Parallelitat der einzelnen Bahnen veranlafst Aende-rungen in den Lagen zwischen ee und mm

Es ist im Profit der Herbstpunkt H als Standpunkt C gedacht, und der Mond steht aufserhalb der Ekliptik FSHW unterhalb und innerhalb, oberhalb derselben. Dasselbe ist mit dem Erd-aequator der Fall, und in beiden Lagen ist der Winkel meq zwischen der Mondbahn und dem Erdaequator (ecq — ecm) = 234°-5° 82‘= 18° 211.

Schreitet man nun im Kreise der Ekliptik mit der Erde und dem sie umkrei-senden Mond von II uber W nach F mit fort, so erblickt man vor F den Erdaequator innerhalb der Ekliptik unterhalb und aufserhalb der Ekliptik oberhalb derselben. Die Mondbahn da-gegen ist als eine ebenfalls parallel bleibende Kreislinie mit dem hier links be-findlichen Punkt rechts; aufserhalb ge-kommen und unterhalb geblieben, und der rechts befindliche Punkt m ist innerhalb der Ekliptik gekommen und oberhalb geblieben; demnach sind in beiden Lagen /_mcq zwischen Erdaequator und Mondbahn (ec^ + ecm) = 234°+ 5° 81 ‘ = 28° 382’.

Der Mond dreht sich wahrend eines siderischen Umlaufs ganz gleichformig um die Erde herum, und da er keine eigene Rotation um seine Axe hat wie die Erde alle 24 Stunden und die iibri-gen Planeten, so macht er wahrend dieses Umlaufs um die Erde nur eine Axen-drehung, namlich eine Drehung um die vom Mittelpunkt der Erde als Drehpunkt bis zu seinem Mittelpunkt als Endpunkt reichende Axe. Sein Aequator, die durch seine n Mittelpunkt gelegte mit dem Erdaequator parallel gedachte Ebene bleibt fortdauernd in constanter Lage und parallel mit sich selbst, wie der Erdaequator; dessen Neigungswinkel mit seiner Bahn mm (die Schiefe seiner Ekliptik) be-tragt nur 14°, (bei der Erde ist diese Schiefe 234°) und wegen ganzlich man-gelnder Rotation um sich selbst bleibt er nur mit immer derselben Seite der Erde zugewendet.

Der Mond erleidet mehr als irgend ein anderer Weltkorper eine Menge von at-tractorischen Einwirkungen, die wahrend seiner Bewegung um die Erde und mit dieser um die Sonne theils regelmafsig, theils unregelmafsig periodisch sich an-dern:

Die grolse Schiefe der Erdekliptik veranlafst, dafs der Mond theils den abge-platteten Nord- und Sudpolen theils dem Aequator der Erde zunachst kommt, so dafs seine Axe bald unten bald oben der Erde naher gerfickt wird und somit fortdauernd in Schwankungen verbleibt. Hier-zu kommt die periodisch regelmafsig wie-derkehrende Ungleichheit der Anziehung durch die Sonne, je nachdem er in seinem Rundlauf um die Erde der Sonne sich nahert und entfernt, welches von Neu-mond bis Vollmond in einem Langen-unterschied von etwa 103000 Meilen statt findet und wodurch die elliptische Mond-bahn bald verkurzt, bald verlangert wird. Endlich kommen die Anziehungen dazu, welche die iibrigen Planeten auf ihn aus-uben und die um so verschiedener an Grofse ausfallen, je nachdem die Plane-ten, besonders die grofsesten Jupiter, Saturn, Uranus in der Erdferne oder in der Erdnahe, und ob sie alle mehr oder we-niger auf einer oder auf entgegengesetz-ten Seiten der Sonne sich befinden.

Der Mond ist aus diesen Grunden der den astronomischen Berechnungen auf das Widerspenstigste entgegentretende Welt-korper gewesen, und erst Laplace ist es durch unsagliche Arbeit gelungen nach-zuweisen, dafs derselbe dem von Newton entdeckten Attractionsgesetz eben so wie die iibrigen Weltkorper streng unter-worfen ist. (Vergleiche den Art. „Cen-tralbewegung", pag. 15 mit Fig. 280.)

Dafs der Mond immer nur die eine Seite der Erde zuweiset, daruber sagt schon Galilei, dafs die diesseitige Mond-halbkugel eine natiirliche Beziehung oder Neigung zu ihrem Hauptplaneten, der Erde habe. Denn als Erde und Mond aus dem formlosen Chaos sich zu bilden anfingen, fiigten sich die einzelnen Welt-atome nicht vollig concentrisch um den Mittelpunkt, sondern nach der Seite der Erde bin in starkerem Maafse. D. h. also: Bei der noch weichen zum Theil fliissi-gen Beschaffenheit des Mondes lagerten sich die schwereren Massen, von der Erde angezogen nach dieser hin, befestigten sich dort, und weil nun auf der entge-gengesetzten Halbkugel die leichteren Theile verblieben, wurdo eine Axenbil-dung fiir eine Rotation unmoglich. (Vergleiche den Art. „Attraction“ mit Fig. 104, pag. 167.)

Die oben gedachten Ungleichheiten in der Bewegung des Mondes und in dessen Bahn selbst sind denn auch die Ursach, dafs die Knoten, die Punkte, in weichen der Mond bei seiner Unidrehung die Erd-ekliptik durchschneidet, eben so sehr ver-anderlich sind; sie weichen bei jedem einzelnen Umlauf um die Erde nahe 14° nach Westen zuriick und beschreiben in-nerhalb 18 Jahren 228 Tagen (im Mittel) den ganzen Umkreis von 360 Grad.

Die oben erwahnte geringe Neigung des Mondaequators gegen die Ekliptik von nur 14 Grad, so dafs beide fast mit einander parallel laufen, ist dann die un-mittelbare Ursach, dafs auf dem Mond die Wendekreise nur 3° aus einander liegen und dafs die Polarzonen ebenfalls nur 11° im Bogen sind. Von klimati-schen Unterschieden kann also dort nicht die Rede sein und es mufs auf dem Monde ein ewiger Friihling und Tag- und Nacht-gleiche bestehen.

Wenn wir Neumond haben, hat die uns abgekehrte Mondhalfte Tag und zwar auf die ganze Zeitdauer des halben synodi-schen Monats von 4 mal 294 Tagen = 354 Stunden; in den darauf folgenden 354 Stunden hat diese Mondflache Nacht und zur Erleuchtung nur das schwache Licht des gestirnten Himmels. Die uns zuge-kehrte Mondhalfte hat die Abwechselung von Tag und Nacht in denselben Zeit-langen: bei Nacht, wenn der Mond uns Neumond ist, ist dort Nacht und unsere Erde leuchtet ihm als von der Sonne er-leuchteter Mond mit einer Scheibe, die den Mondbewohnern 14 mal grofser er-scheint als uns die Mondscheibe, wah-rend ihnen die Sonnenscheibe wie uns gleich grofs ist.

Ist die durch den Mondmittelpunkt C gezogene Linie PP die nach der Erde ge-richtete Axe, die darauf normale qq der Aequator, mm die Durchschnittslinie der
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Kreisebene, in welcher der Mond um die Erde sich dreht, ee die Ekliptik, in welcher Erde und Mond um die Sonne lauft, so ist AmCe = 5° 81‘, AeCq = 1° 30' folg-lich der Winkel mCq, der zwischen der Bahn und dem Aequator des Mondes = 6° 381’.

Der Mond ist eine Kugel ohne irgend eine Abplattung; um seinen Durchmesser

[Anmerk. Ist Bd. III, pag. 252, Fig. 709, IP der Mittelpunkt des Mondes, C der Mittelpunkt der Erde, 0 der im Ho-rizont mit IV liegende Ort der Erdober-flache, so ist ZOH’C die Horizontalpa-rallaxe des Mondes, also zugleich der Winkel, unter welchem der Halbmesser CO der Erdkugel von dem Monde aus gesehen wird.] zu linden hat man seinen scheinbaren Durchmesser in seiner Erdnahe 1978 Se-cunden, seine Horizontalparallaxe zugleich 3629 Sec., mithin der scheinbare Durchmesser der Erdkugel von dem Monde aus gesehen = 2 x 3629 Sec. = 7258 Sec.

Demnach hat man

7258": 1978" = 1719 Meilen : x Meilen woraus x der Durchmesser des Mondes 468,4 Meilen.

Der Umfang des Mondes 1470,5 Meilen.

Die Oberflache des Mondes 68924 _Mei-len.

Der korperliche Inhalt 53 800 000 Ku-bikmeilen.

Die Grofsen zwischen Erde und Mond sind im Verhaltnifs

Durchmesser = 33:1

Oberflache =14:1

Volumen =50:1

Die Oberflache des Mondes hat etwa die Grofse von Amerika.

Die Masse des Mondes als aliquoter Theil von der unserer Erde wird verschie-den angegeben: Laplace bestimmt die-selbe aus der beobachteten Ebbe und Flut auf 7. Dagegen wird in Betrach-tung des Schwankens der Erdaxe die jetzt allgemein giiltige Zahl s’ angenommen.

Aus Masse und Volumen erhalt man die Dichtigkeit des Mondes = 8‘r : s’ = §? = 0,58 der Erddichtigkeit.

Hieraus erhalt man die Schwerkraft des Mondes in dem Fallraum fur die erste Secunde, der Beschleunigung g:

Die Beschleunigung der Erde ist 15 par. Fufs, mithin bei s’ Masse die Beschleunigung des Mondes bei einerlei Durchmesser mit der Erde = 8* par. Fufs. Beim Monde aber betragt der Halbmesser nur 3 des der Erde, der Sitz dessen Schwerkraft von der Mondoberflache ist also um so viel geringer und die Mond-beschleunigung betragt (33)2 • 8* = 2,32 pariser Fufs.

Die grofste Entfernung des Mondes von der Erde ist 55000 Meilen, die kleinste ist 48000 Meilen, wonach die Excentrici-tat = 3500 Meilen. Diese Langen sind, wie oben nachgewiesen, und besonders die Excentricitat grofsen periodischen Veranderungen unterworfen; die Excentricitat wird nach einem Mittelwerth 0,055 der halben grofsen Axe angenommen und ,  55000 + 48000. . betragt also -----9---—•0,055 = 2832,5

Meilen, noch nicht ganz 3000 Meilen.


Aus demselben Grunde setzt man die mittlere Entfernung des Mondes von der Erde 52000 Meilen = 60 Erdhalbmessern = ^o der Entfernung der Erde von der Sonne.

Monde, die der Planeten, des Jupiter, des Saturn und des Uranus s. u. „Ne-benplanete n“.



Mondcyclus, s. u. „Cyclus".

Mondenjahr, ein Jahr des Alterthnms. 1 bei Solon und 2 bei den Juden, s. u. Kalender pag. 1.

Mondfinsternifs entsteht, wenn der Mond in den Schatten gerath, den die von der Sonne beleuchtete Erde hinter sich wirft; der Mond hat dabeiSonnen-finsternifs.

	
1.    Um zuerst diesen Erdschatten ken-nen zu lernen, seien nebenstehend die Sonne und die Erde mit ihren Mittel-punkten S und E, CDF der Schattenke-gel. Dessen Hohe CE sei = h, der Ab-stand ES zwischen Erde und Sonne H, so hat man deren Halbmesser = R und r gesetzt:

Fig. 826.
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R : r = H + h : h

r • H woraus        h = —---

R— r

Es sei r = 1, so ist R = 112, H = 24400 1 • 24400

also h = —111— =220Erdhalbmesser,bei cc. 860 Meilen = 189,200 geogr. Meilen.


IV.




12



Der Mond in der Linie GH hat von der Erde eine Entfernung von 50000 Meilen oder cc. 60 Erdhalb-messer mithin ist der in der Mond-bahn liegende Durchmesser GH des Schattenkegels aus der Proportion: DF :GH= CE : Cm

GH=DF. Cm=2.220-60 - 16 CE 220     11

8

Erdhalbmesser = — Erddurchmes-ser. Da nun der Mond einen Durch-

1     3

messer = — = — des Erddurchmes-


Fig. 827.
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sers hat, so haben beinahe drei Monde neben einander in dem Erdschatten Platz.

Lage die Mondbahn in der Ebene der Ekliptik, so mufste alle 14 Tage eine to-tale Finsternifs statt finden, einmal eine Mond- und die nachsten 14 Tage eine Sonnenfinsternifs, bei welcher der Mond von E unterhalb um die Lange Em sich befindet. So aber kann eine Finsternifs nur in den Knoten geschehen, in den Punkten namlich, in welchen der Mond die Ekliptik bei seinem jedesmaligen Um-lauf zweimal durchschneidet, und dann mussen Sonne,Erde undKnoten in einerlei geraden Linie liegen.

Die Knoten sind aber in der Ekliptik nicht constant, im Gegentheil sie riicken jahrlich 19° zuruck und der Sonne ent-gegen. Wenn also in einem Jahre bei einem Knoten eine Finsternifs entsteht, und sie entstande in dem folgenden Jahre wieder in demselben Knoten, so geschahe dies in einer diesem Ruckgange entspre-chenden Zeit von 10 bis 11 Tagen fru-her. Es gibt Jahre, in welchen gar keine Finsternisse vorkommen, weil die eben gedachten Gradlinigkeiten des Knotens mit Sonne und Mond nicht statt finden.

Bei den Mondfinsternissen wird zuerst der ostliche Rand des Mondes beschattet und die Verdunkelung schreitet fort bis zum westlichen Rande; den Mondbewoh-nern ist sie eine Sonnenfinsternifs.

	
2.    Von Wichtigkeit ist die Bestimmung des Durchmessers eines jedesmaligen Schattenkegels innerhalb der Mondbahn, da diese in ihrem Abstande von der Erde zwischen 48 und 55 tausend Meilen va-riirt und folglich jenen Durchmesser mit variabel macht. Es sei S der Mittelpunkt der Sonne, AS ihr Halbmesser; E der Mittelpunkt der Erde, EB ihr Halbmes-ser, DF die Linie der Mondbahn und es soil die Breite DM des von dem Monde zu passirenden Schattenkegels gefunden werden.



Der Z_DEF ist als Aufsenwinkel = ^EAD + Z.EDA,

/FEM in der Verlangerung von

AC ist AES mithin ist

Z.DEM = ,/EAD + ^EDA- ^ACS

Ob nun A und D die Rander oder die Mittelpunkte von der Sonne und dem in DM eintretenden Mond sind, jedenfalls ist Z_EAB die Horizontalparallaxe der Sonne, Z EDA die des Mondes und Z A ES ist der Winkel fur den scheinbaren Halb-messer der Sonne. Die ersten beiden Winkel sind an jedem beliebigen Auf-gang von Sonne und von Mond zu mes-sen, desgleichen ^_AES, der bekanntlich im Mittel 8 Minuten betragt.

Es ist mithin die verlangte halbe Schat-tenbreite fur die Passage des Mondes die Summe der beiden Horizontal-Parallaxen der Sonne und des Mondes weniger dem halben scheinbaren Durchmesser der Sonne. Je weiter die Sonne von der Erde und je naher der Mond der Erde, desto grofser wird die Schattenbreite.

	
3.    Der Mond hat vermoge der Neigung seiner Bahn bald nordliche, bald sudliche Breite, die wie schon bemerkt 51° nie-mals ubersteigt. Aus der Betrachtung des Schattenkegels geht hervor, dafs der Mond, auch wenn er unter oder fiber der Ekliptik steht, noch verfinstert werden kann; die Grenze, bei welcher eine partiale Verfinsterung noch eintreten kann ist eine Breite von 1° 4'.



Aufser der ad 2 gedachten nothwendi-gen Kenntnifs der Horizontalparallaxen und der scheinbaren Grofsen ist fur die specielie Berechnung einer Mondfinsternifs noch erforderlich, die wahre Zeit der wahren Opposition des Mondes, dessen Breite fur diesen Augenblick, die stiind-liche Bewegung der Sonne in Lange so wie die des Mondes in Lange und Breite, wozu ubrigens Hulfstafeln vorhanden sind. Mit diesen Berechnungen wird in jedem

Fall eine zu vermuthende Finsternifs er-mittelt, ob die oben gedachten Grenzen innegehalten oder uberschritten werden, ob also eine Finsternifs eintritt oder nicht.

Um diese und die ferneren Rechnungen zu erleichtern reducirt man die Bewe-gung zweier Gestirne auf die eines ein-zigen, indem man den einen Korper ste-hend annimmt und die Bewegung des zweiten gegen den ersten als eine relative Bewegung ermittelt. Es geschieht dies folgender Art:

Es seien P, P zwei Gestirne, deren Bewegungen gegenseitigen Zusammen-hang haben. P' hat die stundliche Bewegung P'A' in Lange, A'H’ in Breite;

Fig. 828.
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P die stundliche Bewegung PA in Lange, AH in Breite. Tragt man A P'A'H’ an PA in PA’H', zieht die Parallele H’D mit PA, so ist A'A der Unterschied beider Bewegungen in Lange, DH der beider Bewegungen in Breite. Macht man nun Pa = A’A, ah = DH, so ist unter der Vor-aussetzung, dafs das Gestirn P’ stille steht und P allein sich bewegt, Pa die relative Bewegung des Gestirns P in Lange und ah die relative Bewegung desselben in Breite. P'H' ist die wirkliche Bewegung des Gestirns P, PH die des Gestirns P und Ph die relative wirkliche Bewegung des Gestirns P.

Die relativen Seitenbewegungen Pa und ah sind mit den bekannten wahren Seitenbewegungen PA', A'H' und PA, AH gegeben, dann ist es auch Z.hPa — cp-, denn es ist tg cp = —-. Nun ist Ph = aP

aP sec q.

	
4.    Das Nachste ist die Ermittelung des Zeitpunkts fur die Mitte der Finsternifs.



Es sei C der Mittelpunkt des Schatten-kegels in der Mondentfernung, CA der ad 1 mit Fig. 826 gefundenen Halbmes-ser desselben, DE die mit Hirer Neigung gegen die Ekliptik ermittelte Mondbahn, F der Ort des Mondes in der] wahren

Fig. 829.
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Opposition, CF die Breite des Mondes in demselben Augenblick, CG das auf die Bahnlinie DE gefallte Loth, H und J seien die Mittelpunkte des Mondes bei der ersten und der letzten Randberiih-rung, so ist AJCGRAHCG und G ist die gesuchte Mitte. In dem &CFG ist /_FCG = dem Neigungswinkel der Bahn mit der Ekliptik, die Breite CF ist aus den Tafeln bekannt, und es ist FG = CF sin FCG = Mondbreite x Sinus des Nei-gungswinkels.

Dieser Bogen FG in Zeit verwandelt entsteht daraus, dafs die bekannte stundliche Zeit der Mondbewegung zu der Zeit fur die Bewegung desselben durch FG sich verhalt, wie eine Stunde (= 3600 Bo-gensecunden) zu der verlangten Zeit. Aufserdem ist der kiirzeste Abstand CG der relativen Bahn DE vom Mittelpunkt C des Schattendurchschnitts =CFcos FCG gefunden worden.

Zur Auffindung der Zeit fur die Dauer der Finsternifs hat man den Halbmesser CK des Schattendurchschnitts und den scheinbaren Halbmesser HK, also auch CKA HK-CH bekannt, woraus HG=JG, und folglich HJ bekannt wird. Diese Lange verwandelt sich in Zeit durch die Proportion 1 Stunde zu der Dauer auf die Bewegung durch HG, d. h. zur Dauer der halben Finsternifs, wie die stundliche Bewegung auf der relativen Bahn zur Lange GH in Bogengraden. Diese Zeit von dem ermittelten Zeitpunkt fur die in G stattfindende Mitte der Finsternifs abgezogen gibt den Zeitaugenblick, in welchem der Mond in H tritt und die Finsternifs beginnt, und zu demselben hinzuaddirt den Zeitaugenblick fur den Stand des Mondes in J, wo die Finsternifs endet.

So wie mit dieser partialen so findet man auch bei jeder totalen Mondfinsternifs aufser den Zeitpunkten fur den Ein-tritt und den Austritt der Rander die Zeitpunkte fiir den Anfang und das Ende der totalen Verfinsterung der Mondscheibe.

Die langste Dauer einer Mondfinsternifs vom Eintritt des Vorderrandes bis zum Austritt des Hinterrandes betragt 4 Stunden 38 Minuten und die langste Dauer der totalen Finsternifs vom Eintritt des Hinterrandes bis zum Austritt des Vorderrandes 2 Stunden 18 Minuten.

Mondphasen. 1st 8 die Sonne, E die Erde, ee die Ekliptik, M der Mond, mm seine Bahn, die gegen ee etwa 5° 82‘ ge-neigt ist, so ist die erste Figur der Stand der Erde im Winter-, die zweite der im Sommersolstitium; die vordere Ansicht des Systems s. Fig. 796, pag. 126. Die Bewegungen der Erde und des Mondes geschehen wie die Pfeile anzeigen, also nach einerlei Richtung. Hierbei hat der
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Mond keine Axendrehung, er dreht sich vielmehr um die Erde wie an einer sich drehenden Radspeiche befestigt. Steht der Mond in M, so ist er mit der Sonne in Opposition, es ist Vollmond, steht er in M‘, so ist er mit der Sonne in Conjunction, es ist Neumond.

Kommt der Mond bei Conjunctionen in die Ebene der Ekliptik (man denke sich M, S und E in einer geraden Linie) so entsteht Sonnenfinsternifs,kommt dies bei Oppositionen vor so ist Mondfinsternifs.

Da die Erde, Fig. I, im Wintersolsti-tium steht, so ist auf der nordlichen Halbkugel Sommer, Fig. II, Winter. Von dem Punkt a des Parallelkreises ab. Fig. II, ist der Bogen an bis zur Linie nach dem Vollmond viel kleiner als Fig. I, der gleichnamige Bogen bn, der Mond, Fig. II, im Winter steht also uns Bewohnern der nordlichen Halbkugel viel hoher als im Sommer.

Der Mond hat fiir uns 4 Hauptlicht-wechsel: den Neumond, das erste Viertel, den Vollmond und das letzte Viertel. Neumond und Vollmond fiih-ren den gemeinschaftlichen Namen S y -zygien, das erste und letzte Viertel den Namen Quadraturen.

Der Neumond zeigt uns seine unbe-leuchtete Seite; einige Tage spater geht der Mond bald nach Sonnenuntergang am westlichen Himmel auf als schmale Sichel, die Horner nach oben gerichtet und geht bald wieder unter. Mit jedem Tage geht er ostlicher und friiher auf, spater unter, die Sichel wird grofser und 7 Tage nach Neumond geht er als halbe Scheibe, die Kriimmung (von der Abend-sonne) westlich Abends 6 Uhr in Siiden auf, zu Mitternacht unter; dies ist das erste Viertel. Von hier ab wird die Scheibe immer voller und 7 Tage spater geht er als voile Scheibe, als Vollmond, in Osten auf, wenn die Sonne untergeht. Von hier ab erfolgt der Aufgang alle Tage eine Stunde spater; nach etwa 7 Tagen als halbe Scheibe, die Kriimmung (von der Morgensonne) ostlich um Mitternacht, Untergang bei Tage (letztes Viertel).

Um diese Lichterscheinungen und die damit zusammenhangenden Begebnisse zu verstehen, ist zunachst folgendes zu be achten.

Wenn die Erde nach der Richtung des Pfeils um ihre Axe sich dreht, so ist an jedem Ort A auf der Oberflache in den

Fig. 831.
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Tangenten als Horizontalen Westen und Osten so gerichtet, wie w und o bezeich-nen. Sud und Nord fallen fur A, win-kelrecht auf ow und auf der Papierebene in dem Punkt A zusammen.

Wenn ES die Richtung nach der Sonne hin ist, so ist wegen der grofsen Entfer-


nung derselben auf jedem Ort der Erde also auch in o und w die Richtung oS' + wS" + ES. Den Bewohnern des Ortes o erscheint die Sonne S im Horizont, es ist Sonnenaufgang; je naher o nach s kommt, desto grofser wird die Sonnen-hohe, in s ist Mittag, von s nach w hin gedreht senkt sich die Sonne, in w steht




Fig. 832.
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sie im Horizont, es ist Abend und im nachsten Augenblick der Drehung von w weiter nach n geht S unter. In Folge dieser Erdbewegung scheint es uns, als wenn die Erde still stande und die Sonne von o dem Aufgangspunkt uber p und q bis nach w dem Untergangspunkt, also von Osten nach Westen sich drehet.

Der Mond ist zwar nicht so weit ent-fernt als die Sonne, allein die Entfer-nung ist doch so grofs, dafs man auch bei diesem dieselbe Parallelitat der Richtungen seines Erscheinens auf alien Punk-ten der Erdoberflache wie bei der Sonne annehmen kann; desgleichen dafs bei jedem Standpunkt des Mondes die Sonne auf denselben parallel der Linie ES ge-richtet ist.

Die Sonne geht also in o auf, in w unter, in den Nachtgleichen Morgens und Abends etwa um 6 Uhr. Genau um 6 Uhr friih wiirde sie aufgehen, wenn die Nachtgleiche ebenfalls genau um 6 Uhr friih eintrate, und punktlich 6 Uhr Abends wurde sie untergehen, wenn die Nachtgleiche ebenfalls punktlich 6 Uhr Abends eintrate. Geht im Friihlingspunkt die Sonne genau 6 Uhr auf, so geht sie spa-ter als 6 Uhr Abends unter, weil die Sonne wahrend des Tages bis Abend schon um eine kleine Lange in die nord-liche Halbkugel fortgeschritten ist. Geht im Herbstpunkt die Sonne friih 6 Uhr punktlich auf, so geht sie Abends vor 6 Uhr unter, weil sie wahrend des Tages bis Abend schon um eine kleine Lange in die sfidliche Halbkugel getreten ist.

In der Sommerwende, wenn diese ge-rade zu Mittag eintritt, geht sie eben so viel vor 6 Uhr Morgens auf als nach 6 Uhr Abends unter, in der Winterwende eben so viel nach 6 Uhr Morgens auf als vor 6 Uhr Abends unter. Ein ahnliches gilt von dem Mond, je nachdem er mit der Erde die Ekliptik schneidet oder nord-lich oder siidlich derselben naher oder ferner fortschreitet. Hiernach soil von der Zeit, ob um 6 Uhr oder um wie viel vor oder nach 6 Uhr Auf- und Untergang von Sonne und Mond geschieht, abgese-hen werden.

In den beifolgenden Figuren ist der grofsere Kreis die Erde mit dem Mittel-punkt E. In der Richtung senkrecht auf-warts steht die Sonne S; n, s, o, w heifsen der Nord-, der Sud-, der Ost-, der West-punkt. Die kleinen Kreise bedeuten den Mond, wie er in den Punkten der Erdoberflache o, s, w, a, 6, f der Richtung nach gesehen wird.

Der Neumond, Fig. 833, geht mit der Sonne in o auf, in w unter, er bleibt
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wegen der Tageshelle und weil seine uns zugekehrte Halfte von der Sonne unbe-leuchtet ist, uns unsichtbar.

Ist der Mond in einigen Tagen in die Lage Fig. 834 gekommen, so gent er nicht mit der Sonne in o, sondern erst in a auf, wenn ZaEM = 90° ist, wo die Sonne schon den Tagesbogen oa beschrieben hat; und wenn er bei der Tageshelle zu sehen ware, so wiirde er als schmale Sichel mit der Rundung nach oben, oder wie man sagt, mit den Hornern nach unten er-scheinen. Denn da aM' der Horizont von a ist, so liegen die durch de abgeschnit-tenen Horner unten, die Kriimmung g oben, indem gh nach dem Zenith gerich-tet ist.

Der Mond beschreibt nun weiter mit der Sonne den Tagebogen, und wenn die

Fig. 834.
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Sonne in w untergeht, so erscheint er bei dem schwacher gewordenen Tages-licht und zwar auch schon nahe dem westlichen Horizont und geht in b, der geraden Verlangerung von aE bald dar-auf unter, nachdem namlich die Sonne den kleinen Nachtbogen wb beschrieben hat, und zwar als dieselbe Sichel, aber mit ob er warts gerichteten Hornern, die in dem Horizont bM" oder de von b liegen, wahrend die Krummung g unter-halb befindlich ist, weil hier gh die Richtung nach unterwarts hat.

Die Stellung Fig. 835 des Mondes zeigt ein noch weiteres Fortschreiten desselben.

Fig. 835.
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Der Ort a, wo der Mond am Horizont aufgeht, liegt schon nahe dem Mittag s; wegen der Tageshelle ist der Aufgang nicht sichtbar und erst gegen Abend, wenn der Ort o uber a in den Punkt f getreten ist, und das Tageslicht nun schwacher geworden, kommt er mit blas-sem Schein in die Gegend des sudlichen Himmels und in der Nahe seines grofs-ten Hohenpunkts zum Anblick. mn ist die Richtung des Horizonts von f, EM die Richtung nach dem Zenith, mithin stehen die Horner in cd ziemlich loth-recht und nach Osten, wahrend die Rundung der nun schon viel breiteren Sichel nach Westen gerichtet ist.

In b, der geraden Verlangerung von aE gegen Mitternacht, wenn die Sonne bis dahin noch den kleinen Nachtbogen bn zu beschreiben hat, geht der Mond unter, und zwar wieder wie Fig. 834, die Sichelhorner nach oben und die Rundung nach unten gerichtet.

In der Stellung des Mondes Fig. 836, geht der Mond zu Mittage in s unsicht-bar auf, Abend 6 Uhr bei schon dunklem Lichte, indem die Sonne eben untergeht, hat er in w seinen Culminationspunkt

Fig. 836.
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und wird als Halbkreis sichtbar; die Krummung der Scheibe ist westlich. In n zu Mitternacht geht er unter mit der Krum-mung der Scheibe nach unten Diese Lichterscheinung ist das erste Viertel.

In der Stellung Fig. 837, geht der Mond in a, also Nachmittag auf, wird gegen Abend am ostlichen Himmel sichtbar. Zur vollen sichtbaren Scheibe fehlt nur noch das von der Linie ed unter-halb des Horizonts abgeschnittene dunkle Stuck; in f gegen Mitternacht culminirt er und in b, eben so weit vom Sonnen-aufgang o wie a vom Sonnenuntergang w, geht er, das fehlende Stuck der Scheibe nach oben gerichtet unter.


Fig. 837.
[image: ]





Fig. 839.
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In der Stellung Fig. 838 ist der zu-nehmende Mond zum Vollmond gewor-den Er geht in w bei Sonnenuntergang auf, in n zu Mitternacht culminirt er und in o bei Sonnenaufgang geht er unter. Von hier an wird der Mond abnehmen-der Mond.

Fig. 838.
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In der Stellung Fig. 839, geht der Mond in a zwischen Sonnenuntergang und Mitternacht auf; zur vollen erleuchteten Scheibe fehlt nur das oberhalb von der Linie cd abgeschnittene dunkle Stiick. In f zwischen Mitternacht und Morgen culminirt er, in b Vormittags geht er wegen der Helligkeit des Tages unsicht-bar unter.

In der Stellung Fig. 840 des Mondes ist das letzte Viertel; der Mond geht Mitternacht in n auf als ein Halbkreis, dessen Krummung unterhalb liegt, in o bei Sonnenaufgang steht der Halbmesser lothrecht, die Krummung liegt nach Osten. Der Mond culminirt hier, verschwindet bei zunehmender Tageshelligkeit immer mehr und geht Mittag in s unter.

Fig. 840.
[image: ]


In der Stellung Fig. 841 endlich geht der Mond zwischen Mitternacht und Morgen in a auf als eine Sichel, deren Krummung durch die Linie cd in den Hornern abgeschnitten, unterhalb liegt. Gleich nach Sonnenaufgang in o wird er un-sichtbar, er culminirt Vormittags und geht Nachmittags unsichtbar unter.

Fig. 841.
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Mondzirkel, S. v. w. „Mondcyclus“ s. u. Cyclus.

Monodimetrisches Krystallisationssy-stem ist das zweite, das zwei u n d ein-axige System, bei welchem drei Axen, von denen zwei gleichartig sind, die dritte mit den ersten beiden ungleichartig ist, unter rechten Winkeln sich schneiden.

Monoklinoedrisches, auch Monoklino-metrisches Krystallisationssy stem ist das fiinfte System, das zwei und ein-gliedrige System, bei welchem eine Axe die beiden anderen ihr ungleichar-tigen Axen unter rechten Winkeln, diese beiden ebenfalls unter sich ungleicharti-gen Axen unter schiefen Winkeln sich schneiden.

Monom ist eine einfache, eingliedrige Grofse im Gegensatz zu zwei- und mehr-gliedrigen Grofsen. a ist ein Monom, a ± b ein Binom, a ± b + c ein Trinom.

Monotrimetrisches Krystallisationssy-stem, das dritte System, das drei und einaxige System, bei welchem drei unter einander gleichartige Axen von einer vierten ihnen ungleichartigen Axe rechtwinklig geschnitten werden.


Morgen, Morgenpunkt, s. u., Abend".

Morgendammerung, s. u. „astrono-mische Dammerung“.

Morgenseite die durch die Meridian-ebene eines Orts der Erde abgetheilte Halfte der Himmelskugel, in welcher der Morgenpunkt liegt. In deren Horizont gehen alle Gestirne auf, wahrend sie in dem Horizont der Abendseite untergehen.

Morgenweite eines Gestirns ist der Bogen im Horizont als Abstand zwischen dem Aufgangspunkt des Gestirns und dem Morgenpunkt. Das Nahere s. in dem Art. „Abendweite“ mit Fig. 2, ferner „Aufgang und Untergang der Ge-stirne" mit Fig. 109 und 110, pag. 176.

Multinom oder Polinom ist eine aus unbestimmt vielen Gliedern bestehende Grolse.

Multiplicandus ist eine Grofse, die ver-vielfacht, die mit einer Zahl multiplicirt werden soil.

Multiplicator ist eine abstracte Zahl, welche angibt wie oft eine Grofse ge-nommen, oder mit welcher eine Grofse multiplicirt werden soil.

Multiplication ist die Rechnungsart oder das Verfahren beim Multipliciren. Multipliciren heifst: eine gegebene Grofse eine Anzahl Male nehmen oder eine Grofse finden, in welcher eine gegebene Grofse eine gegebene Anzahl Male enthalten ist. Die Grofse, welche mehrere Male genom-men, welche vervielfaltigt werden soil, heifst der Multiplicandus; die Zahl, welche angibt, wie oft die erstere genom-men werden soil, der Multiplicator, beide heifsen Factoren, das Resultat der Rechnung Product.

Hat man nur mit unbenannten Zahlen zu thun, so ist die Multiplication die dritte einfache Rechnungsart, die dritte der vier Species. Die Grundlage dersel-ben ist das Ein maleins, welches aus-wendig zu lernen ist.

Die Multiplication kann betrachtet werden als eine Addition mit lauter gleichen Summanden. Denn zu dem Product 4 mal 6 gelangt man auch, wenn man vier Zahlen, jede = 6 zusammen-addirt.

Man zahlt also 4 hori-...... zontale Reihen, jede von...... 6Punkten zusammen und...... erhalt 4 mal 6 Punkte,...... sind zusammen 24 Punkte. Wenn man die 6 vertikalen Reihen jede von 4 Punk-ten zusammenzahlt, also 6 mal 4 Punkte nimmt, erhalt man nicht mehr und nicht weniger Punkte als vorhanden sind, nam-lich 24 Punkte; man kann also multiplicand und Multiplicator mit einander ver-tauschen.

Diese Uebereinstimmung der Multiplication mit der Addition ist kein Grund, die Multiplication von den Species aus-zuschliefsen. Denn offenbar ist das Multipliciren eine von dem Addiren durch-aus verschiedene Rechnungsweise. Die

Trennung der Multiplication von den Species geschieht von einigen Rechnen-meistern deshalb, weil man zur Darstel-lung des Products bei mehrziffrigem Mul-tiplicator die einzelnen Productenreihen addiren mufs, dafs also die Multiplication eine Species zu Hulfe nimmt, also nicht selbststandig, nicht einfach bleibt.

Die theilweise Multiplication aber ist in dem (dekadischen) Zahlensystem be-griindet. Z. B. 103 mal 75 heifst: die Zahl soil verfunfundsiebzigfacht werden. Da nun das Einmaleins als Hilfsmittel dem dekadischen System entsprechend fur Einer geniigt, eine weitere Ausdeh-nung desselben vielmehr die Vortheile des Systems nur abweist, so geschieht zuerst eine Verfiinffachung, hierauf eine Versiebenfachung der Zahl 103 und letz-tere verzehnfacht, wird nun mit dem er-sten Product addirt. Und auf diese Weise mussen alle Rechenexempel ausgefuhrt werden, wenn man der Vortheile des Einmaleins und des dekadischen Systems theilhaftig werden will. Die Rechenart ist folgende. Man schreibt:

103

75

Es ist 5 mal 103=....... 515

70 mal 103=....... 721 Addirt gibt 75 mal 103 = ... . 7725

Die einzelnen Producte 515 und 7210, von der man der Bequemlichkeit wegen die Null fortlafst, heifsen Partial-Producte. Das Zeichen fur die Multiplication ist ein Punkt oder ein liegendes Kreuz: die Forderung 75 mal 103 wird geschrieben 75 • 103 oder 75 x 103.

Die Multiplication der gemeinen Briiche mit ganzen Zahlen und mit gemeinen Briichen s. u. „ Bruch “, Bd. I., pag. 436, mit Decimalbriichen s. u. „Decimal-bruch“. Die abgekiirzte M. ist in einem kurzen Art Bd. I, pag. 5 gezeigt.

ist ein periodischer Decimalbruch mit einer ganzen oder mit einer geschlosse-nen Zahl zu multipliciren, so ist nur zu beobachten, dafs die Perioden jedes Partialproducts fur die Ermittelung der rich-tigen Periode des verlangten Products in hinreichender Anzahl neben und unter einander geschrieben werden.


Beispiel 1.



7,9X0,578 578 . ..

5 207 207 207

40 500 500 50

4,5 707 707 ...

	
2.    2,574 X 243,43257 43257 ....



973 73029 73029 73029

17040 28020 28020 2802

121716 28716 28716 287

486865 14865 14865 14

626,595 4463144631.....

Die Multiplication eines periodischen Decimalbruchs mit einem periodischen Decimalbruch fuhrt zu keinem erwiinsch-ten Resultat, denn gesetzt man habe die Zahl 0,4646.... = 88 mit 0,111...=% zu multipliciren, so hat man s‘‘r zu berech-nen und es konnen 890 verschiedene Reste entstehen, die Periode kann also 890 Ziffern begreifen. Oder man rechnet } X 0,46 46 ..., so hat man gleichfalls keine Aussicht auf eine kurze, oder vielmehr man hat die Aussicht auf dieselbe lange Periode.

Die Multiplication der Buchstabengro-fsen, s. „Buchstabenrechnung“, pag. 438. Die Multiplication mit imaginaren Grofsen s. d. Art. pag. 283.

Eine eigenthiimliche Art von Multiplication , bei welcher beide Factoren benannte, gleichartige und ungleichartige Grofsen sind und ein Product liefern, welches mit keinem der beiden Factoren gleichartig ist, ist die Multiplication geometrischer Grofsen mit einan-der. Den Zusammenhang, dafs Linien mal Linien = Flachen, und dafs Linien mal Linien mal Linien oder Linien mal Flachen = Korper sind, siehe die Art. „Flachenmaafs “ und „cubisches Maafs“. Wie Linien mit Linien zu Flachen multiplicirt werden, s. den Art. , Algebraische Geometrie" Bd. I, pag. 45 mit Fig. 41, 42 und 43. Eben so geschieht die Multiplication zu Kor-pern, z. B.:

3'5” X 7'4" x 6'5" ist ein rechtwink-liges Parallelepiped, dessen drei Kanten die Factoren zu Langen haben.

3’ 5" x 7' 4" sind = dem zu beiden Factoren als Seiten gehorenden Rechteck = 25AD' = 25D’8D".

Diese Seitenflache mit dem dritten Factor 6’ 5” als Hohe multiplicirt gibt das Parallelepiped = 25 •‘ 8 •" x 6' 5" = 6 x 25

8x6 + 5x 25 5x8         ... , +--144... +1728 = 151 Kubikfufs 388 Kubikzoll.

Dasselbe Verfahren wird angewendet, wenn geometrische oder stereometrische numerische Ausrechnungen nach Formeln geschehen sollen, wovon das Worterbuch sehr viele Beispiele liefert.

Noch ist der Multiplication mit trigo-nometrischen Functionen, wenn diese in Potenz oder in Wurzel gegeben sind, zu gedenken:

Es sei auszurechnen: 12 x sin2 (13° 17')


Man hat log sin (13° 17') = 9,361 2870 - 10

also         log sin? (13° 17’)- 18,722 5740- 20

wofiir man natiirlich            8,722 5740 — 10 nimmt.

Ist pros (12° 50') ein Factor, so hat man

log cos (12° 50') = 9,9890137- 10

also log ]/cos (12° 50’ = 3(9,98901 37 - 10) = } (29,9890137 - 30) = 9,9963379 - 10



Nacht ist im gewohnlichen Sprachge-hrauch, wenn die Sonne unter dem Ho-rizont sich befindet, und in der Regel schliefst man noch die Dammerung von derselben aus. Wissenschaftlich heifst Nacht der Zeitraum, welcher begriffen ist zwischen den beiden Augenblicken, in welchen der Mitt el punk t der Sonne zwischen Untergang und Aufgang derselben den Horizont beriihrt. Es wird also nicht nur die Dammerung ausge-schlossen sondern auch noch die wirk-liche Tageszeit, in welcher die Sonne von ihrem Mittelpunkt bis zum Rande und vermoge der Ablenkung ihrer Strahlen durch die Luftschichten noch langer die Erde bescheint.

Bezeichnet man mit D die Ascensio-nal-Differenz (s. „Ascension“ mit Fig. 82) der Sonne fur einen Ort der Erd-oberflache, mit A die nordliche oder sud-liche Abweichung der Sonne (Hohe derselben uber dem Aequator) und mit H die Aequatorhohe des Orts, so hat man

	
	
• -   tg A sin D = • —





l9 H

Oder wenn man D durch die Polhohe P des Orts ausdriicken will, weil diese mit seiner geographischen Breite fiber einstimmt,

sin D = tg A • tg P

Nun ist der halbe Tag des Orts in Bo-genmaafs, d. h. die Bogenlange von dem Aufgange des Sonnenmittels bis zu seiner Culmination zu Mittage

= 90° ± D Bogenmaafs, 90° ± D

also in Zeitmaafs = — 0 o x24 Stunden, wo + D fur gleichnamige , — D fur un-gleichnamige A mit dem Ort genommen wird; also fur uns Bewohner der nordli-chen Halbkugel + D, wenn die Sonne nordliche, — D wenn sie sudliche Abweichung hat.

Der ganze Tag hat also

in Bogenmaafs 2 (90° ± D)

90° ± D

und in Zeitmaafs         x 24 Stunden.

Da fur jeden Ort der Erde Tag und Nacht zu 24 Stunden und 360° sich er-ganzen, so hat man die Nachtdauer in Bogenmaafs = 2 (90° F D)

.     .          90° — D

in Zeitmaafs = - o x 24 Stunden. 180

Oder bei Einfuhrung der Werthe A, H, P und) Nacht, weil H = 90° oder P— 0, folg-lich tg H = oo oder IgP — Q, folglich der Sinus 0 = 0 ist.


die Nachtdauer in Bogenmaafs = 2 90° ^Arc-sin




90° F Arc sin (94) in Zeitmaafs =------—9— x 24 Stunden.

180




(9A) = 2 [90° * Arc sin ag A ’19 P^




90° * Arc • sin {tg A • tg P) 180°




X 24 Stunden.




Aus diesen Formein geht nun folgen- A. Die Bewohner des Aequators haben des hervor:                             das ganze Jahr hindurch 12 Stunden (Tag



	
B.    Dasselbe findet fur sammtliche Erd-bewohner an den Nachtgleichentagen statt, wo die Sonne in dem Aequator steht.



Anmerk. Fur die Pole erhalt man sin (0 x ) = sin %, den Sinus also unbe-stimmt; allein Tag + Nacht sind = 24 Stun-i    i                ,    180°=sin(?) den, beide addirt geben ---1800---X 24

180°

Stunden = 05 24 Stunden =24 Stunden, 180 folglich Tag = Nacht = 12 Stunden.

	
C.    Die kiirzesten Nachte haben die Erd-bewohner fur den Stand der Sonne in den gleichnamigen, die langsten fur die Sonne in den ungleichnamigen Wende-punkten, weil dort A sein Maximum 234° erreicht



Fur die Polarkreise ist ebenfalls H= 234°, also arc • sin 1 = 90°. Mithin die kurzeste 900 _ 900

Nacht =:—4—24 = 0,dielangsteNacht 180

	
2 • 90°



=--— x 24 = 24 Stunden. Im ersten 180°

Falle streift die Sonne zu Mitternacht den Horizont ohne unterzugehen, im zwei-ten Fall streift sie ihn ohne aufzugehen.

Fur die Pole wird der Sinus c , also arc sinus unmoglich.

In dem Art. „Ascensionaldiffe-renz“ ist berechnet worden fur Berlin der langste Tag = der langsten Nacht

= 16 Stund. 36 Min. 22,4 Sec. der kurzeste Tag = der kiirzesten Nacht

= 7 Stund. 23 Min. 37,6 Sec.

Nachtbogen eines Gestirns ist der Bogen, den das Gestirn vom Untergang bis zum Aufgange am Himmel beschreibt. Dessen geometrische Construction fur die Bewohner des Aequators, s. Bd. I, pag. 175, mit Fig. 108, fur die iibrigen Erd-bewohner mit Fig. 109.

Nachtdammerung ist die Dammerung, die sich bis Mitternacht erstreckt, so dafs der Ort keine eigentliche Nacht hat. Ein Stand der Sonne 18° unter dem Horizont eines Orts ist die Dammerungsgrenze; mit diesem Stande beginnt die Morgen-dammerung und endet die Abenddamme-rung. Die Orte der Erde in demjenigen Parallelkreise, fur welchen wahrend der kurzesten Nacht die Sonnentiefe 18° be-tragt, bilden die Grenzorte fur perma-nente Nachtdammerung. Von diesem Parallelkreise nach dem Pole zu werden die Sonnentiefen immer geringer und mit ihnen die Zahl der um die kiirzesten Nachte liegenden permanenten Nachtdam-merungen immer grofser.

In dem Art. „ Astronomische Dammerung", pag. 139, ist nachgewiesen, dafs die Mittagshohe (SA) der Sonne gleich ist der Aequatorhohe {Qh) des Orts ± der Abweichung (A) der Sonne oder gleich dem Complement der geographischen Breite (gB) des Orts ± A :

Dafs die Mitternachtstiefe {Sf) + der Mittagshohe (SA) der Sonne gleich ist der doppelten Aequatorhohe (Qh) = dem doppelten Complement der gB des Orts.

Dafs folglich die Mitternachtstiefe (Sf) der Sonne gleich ist der doppelten Qh weniger der SA, folglich gleich der Qh = der Abweichung der Sonne.

Also

In dem vorliegenden Fall, wo die Sonne in dem nordlichen Wendekreise steht und wo Sf fur die Nachtdammerungsgrenze 18° betragt hat man nach Formel 4

gB = 9 0° - (18° + 234°) = 484°

Es hat also kein Ort der nordlichen Halbkugel vom Aequator bis zu 484° geogr. Breite Nachtdammerung.

Steht die Sonne in dem siidlichen Wendekreise, so ist die geringste Mitternachtstiefe der Sonne die negative Sonnenhbhe = — 18° fur die Dammerungsgrenze und man hat nach Formel 1

- 18° = 90°—gB - 234°

woraus gB = 844°, also 54° vom Nordpol entfernt, von wo aus nach dem Pol hin wahrend des Winters kein Ort eine Nacht-dammerung erhalt. Um zu erfahren, unter welcher siidlichen Abweichung die erste Dammerung am Pol eintritt, hat man die geringste Mitternachtstiefe = 18°, wenn die Mittagshohe der Sonne — 18° betragt, also bei A = — 18°, d. h. wenn die Sonne eine sudliche Breite von 18° besitzt, wie auch Formel 1:

	
	
— 18° = 90° — 90° — A ergibt.





Wahrend des Steigens der Sonne von diesem Stande aus verbreitet sich die Nachtdammerungsgrenze nur langsam vom Pole ab nach den Polarkreisen hin, denn erst beim Stande von 124° siidlicher Breite trifft die Grenze auf jenen Punkt von 54° vom Pol ab gerechnet; die Mitternachtstiefe am Pol betragt nur - 54°.

Steht die Sonne im Aequator, so ist die Grenze der Nachtdammerung unter 72° Breite, also 18° unter den Polen, die Pole haben die Sonnentiefe =0, die Po-larkreise dieselbe = 234° und erst bei 54° nbrdlicher Breite der Sonne bilden die Polarkreise die Grenze der Nachtdamme-rung.

Nachtfernrohr ist ein Fernrohr, um bei Nacht dunkle Gegenstande zu beobachten oder aufzusuchen. Ersteres geschieht be-sonders von dem Schiffer, letzteres von dem Astronom, der es deshalb auchKo-metensucher nennt. Es liegt bei die-sem Instrument mehr an Helligkeit und grofsem Gesichtsfeld als an Vergrofserung und man erreicht dies durch ein flache-res und weiteres Objectiv und begntigt sich mit einer lOmaligen Vergrofserung bei einfachem Ocular. Die Frauenhofer-schen Kometensucher haben bei 34 Linien Objectiv-Oeffnung, 24 Zoll Brennweite und bei lOmaliger Vergrofserung ein Gesichtsfeld von 6 Grad Durchmesser.

Nachtgleichen sollten heifsen Tag-und Nachtgleichen. Diese finden auf der Erde jahrlich zwei mal statt in den Augenblicken, wo die Sonne in der Erd-aequatorebene, also normal der Erdaxe auf deren Mitte gerichtet sich befindet und wo sie die Erdoberflache von Pol zu Pol beleuchtet. Die Zeitpunkte dieser Stellungen fallen auf den 21 ten Marz und den 23ten September, den Anfangs-punkten desFruhlings und des Herb-s t e s, woher auch der erste Punkt der F r u h-lingspunkt, der zweite der Herbst-punkt genannt wird.

Bei der Bewegung der Erde in der Ekliptik bleibt ihr Aequator unter einem Neigungswinkel von 231° mit derselben parallel mit sich selbst. Denkt man sich diesem Aequator parallel durch die Sonne eine Ebene gelegt (den Weltaequator), so schneidet diese die Ekliptik in zweien diametral gegeniiberliegenden Punkten, und diese Durchschnittspunkte sind die oben gedachtenNachtgleichen pun kte, der Friihlingspunkt und der Herbstpunkt (vergl. „ Aequator der Erde" mit Fig. 34 und „Fruhlingspunkt“).

Die Nachtgleichenpunkte bleiben nicht constant, sie riicken jahrlich um 50,2 Bo-gensecunden von Ost nach West, also der Bewegung der Erde entgegengesetzt, indem die der Erdaxe parallele Weltaxe um die Axe der Ekliptik in dieser ent-gegengesetzten Richtung im Kreise sich herumdreht ohne ihre Neigung gegen dieselbe zu andern und jene Durchschnitts-punkte mit nimmt. Man nennt diese

Verriickung der Nachtgleichenpunkte das Vorriicken der Nachtgleichen, wah-rend es eigentlich ein Zuriickrucken ist. Dagegen steht die Sonne still und die Bewegung der Punkte veranlafst, dafs die Erde friiher mit ihr in denselben zur Herstellung der Nachtgleichen zusammen-trifft und so hat man die gewahlte Be-zeichnung geeigneter gefunden.

In Folge dieser Verriickung der Nachtgleichen geschieht es nun, dafs alle Sterne jahrlich um 50,2 Sec. an Lange und ge-rader Aufsteigung zunehmen ohne ihre Breite und Abweichung zu andern. In 71,87 Jahren betragt dies 1 Grad und in 25873 Jahren 360 Grade, so dafs nach dieser Zeit, welche das grofse plato-nische Jahr genannt wird, alle Sterne dieselbe Lange wieder erhalten, welche sie in dem vergangenen hatten.

Der Grund der fortdauernden Bewegung der Nachtgleichen liegt besonders in der Abplattung der Erde, vermoge welcher Sonne und Mond, wenn sie in der Aequatorebene der Erde sich nicht befindeu eine ungleiche Anziehung auf deren beide Halbkugeln ausuben, sowie in noch mehreren anderen storenden Ur-sachen.

Die Nachtgleichenpunkte zeichnen sich durch keine bestimmten Merkmale am Himmel aus und konnen es auch ihrer Veranderlichkeit wegen nicht. Es ist aber deren Lage genau zu wissen nothwendig, denn der Friihlingspunkt ist alien nur moglichen astronomischen Bestimmungen der Anfangspunkt. Die Ermittelung dieser Nachtgleichenpunkte geschieht nun dadurch, dafs man zu bestimmten Zeit-augenblicken vor und nach dem Ein-treten eines derselben, z. B. des Friih-lingspunktes, die Abweichungen der Sonne und die vergleichenden geraden Aufstei-gungen derselben mit denen eines oder mehrerer Fixsterne durch genaue Beob-achtungen feststellt.

Tritt der Friihlingspunkt ein, sehen wir von mehreren einander sich berich-tigenden Beobachtungen ab und nehmen der nachfolgenden Erklarung wegen nur zwei Beobachtungen an, so ist die erste Abweichung der Sonne siidlich, die zweite nordlich. Direct sind diese Abweichungen nicht zu finden; allein man mifst zwei Mittagshiihen der Sonne und findet sie aus diesen mit Hiilfe der bekannten Aequatorhbhe des Beobachtungsortes.

Es bedeute der Kreis den Erddurch-schnitt mit dem Mittelpunkt C; QQ den Aequator, 0 den Beobachtungsort, OH sein Horizont, Oq die mit dem Aequator

Parallele; S, S die Richtungen der Sonne an zwei Mittagen, S vor. S' nach dem Eintritt des Friihlingspunkts, so sind die


Fig. 842.
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Bogen SH, S'H die beobachteten Mittags-hohen, Sq und S'q die verlangten Ab-weichungen der Sonne und Bogen qH ist die Aequatorhohe von Q.

Man sieht, es ist

Sq — qH—SH — — (SH -qH) und S'q = S'H — qH

Also, wie schon in dem Art. „ Abwei-chung“ kurz angegeben, die Abweichung der Sonne = ± der Mittagshohe weniger der Aequatorhohe des Orts.

Nun sei wieder qq der Aequator. Es sind ermittelt SD = h die siidliche, S'B = h' die nordliche Abweichung der Sonne. Ist s ein Fixstern (man nimmt moglichst schnell zu gegenseitiger Berichtigung meh-rere), so hat man wie bei der Sonne des-sen Abweichungskreis sA bestimmt, und

Fig. 843.
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man konnte vor eintretenden Mittagsho-hen visiren die Punkte B, D, A der ge-raden Aufsteigungen dieser Gestirne. Es ergaben sich dadurch die Aufsteigungs-unterschiede AB = d, BD = d’. Setzt man nun die Hohen h, h' auf die Punkte B, D normal mit dem Aequator, zieht die gerade Linie S’S, so liegt in dem Durch-schnittspunkt F derselben mit qq der Fruhlingspunkt F, und zwar sehr nahe, weil man die Bewegung der Erde in der Ekliptik zwischen der kurzen Zeit der


Beobachtungen als gleichformig ansehen kann.

Man hat demnach in den ahnlichen Dreiecken FHS’ und FDS, wenn man AF = x setzt:

S’B : SD = BF •. DF




also h’: h = x — d : d + d’ — x , h'd'

woraus x — d — ---- h T h

Der Fruhlingspunkt ist also festgestellt durch die Rectascension eines Fixsterns, dessen Standpunkt am Himmel constant ist, und man hat nun die Mittel, ihn auch mit Htilfe anderer Fixsterne immer von Neuem aufzufinden.



Desgleichen ist der Zeitaugenblick des Eintritts der Nachtgleiche hieraus zu be-stimmen. Denn ist t der Zeitpunkt der beobachteten ersten, t' der der beobachteten zweiten Mittagshohe, also deren Zeitdifferenz = t’ — t, so erhalt man den Zeitpunkt T des Eintritts der Nachtgleiche aus der Proportion


_ hl' + h't 1 “ h+ h'




woraus



t’-T - T—i=BFt DF=h' th und wenn man t = 0 setzt, die Zeit T von der ersten Mittagshohe DS bis zu dem Eintritt der Nachtgleiche F

hl’

h+h'

Es sei BS' = h' = 11 Minuten , DS = h = 5 Minuten Bogenmaafs, t’ — t = l' = 24 Stunden, so ist

T = A x 24 Stunden = 74 Stunden nach der Beobachtung der ersten Mittagshohe DS.

Nachtgleichenpunkte , s. u. „Nacht-gleichen “.

Nachtlange, s. u. „Nacht“.

Nadir, Fufspunkt ist der dem Zenith entgegengesetzt liegende Punkt der Him-melskugel, der zweite Pol des Horizonts eines Orts der Erde. Ware die Erde eine vollkommene Kugel, so wiirde jedes Nadir das Zenith der Antipoden sein.

Naherung. Einer Naherung bedurfen Grofsen, deren Werth nicht genau anzu-geben ist; der durch Naherung gefun-dene Werth heifst der Naherungs-werth, das Verfahren fiir die Auffindung des Naherungswerthes heifstNaherungs-weise.

Briichen, deren Zahler und Nenner grofse Primzahlen unter sich sind, nahert man sich mit Hulfe der Kettenbriiche (s. d), man erhalt Naherungsbriiche.

Den nicht anzugebenden Zahlengrofsen, den Irrationalzahlen nahert man sich auf verschiedene Weise: Wurzeln durch successive Wurzelausziehung auf eine be-liebige Anzahl von Decimalen. Die Ver-haltnifszahl 7 ist in mehreren verschie-denen Reihen angegeben, die alle mehr oder weniger convergiren. Fur transcen-dente Grofsen, als Logarithmen, gonio-metrische und cyclometrische Functionen hat man desgleichen convergirende Reihen entwickelt.

Die Differenzialrechnung verfahrt annahernd durch angenommenes Wachsen und Abnehmen veranderlicher Grofsen, integrirt wird haufig durch Reihenent-wickelung.

Die Exhaustionsmethode ist ein Annaherungsverfahren, um den wirklich richtigen Werth einer geometrischen Grofse zu ermitteln, indem sie zwei Grofsen ein-fuhrt, von denen die eine bei beliebiger Vergrofserung immer kleiner, die andere bei beliebiger Verkleinerung immer gro-fser bleibt als die aufzufindende Grofse, die aber einer dritten constanten Grofse beliebig nahe kommen konnen, deren Grofse sie einschliefsen und die deshalb der gesuchten Grofse gleich sein mufs.

Die Rectification vonCurven, die Qua-dratur, die Cubatur liefern in der Regel nur Naherungs-Resultate.

Naherungsbruch, Naherungsweise, Na-herungswerth, s. u. „Naherung“.

Name eines Verhaltnisses ist die Dif-ferenz der beiden Glieder eines arithme-tischen Verhaltnisses.

Nebenaxe (Kryst.) s. u. „Axensystem der Krystalle", No. 2, pag. 260.

Nebenlast (Mech.) ist die Last, deren Gewaltigung nicht Absicht und Zweck ist, welche aufser der zur Ueberwindung gegebenen Nutzlast durch die Zusam-mensetzung der in einander greifenden Maschinentheile sich erzeugt. Zu dieser gehoren:

	
A.    Das A nlassen einer Maschine, d. h. die Versetzung derselben aus der Ruhe in Bewegung, welches langsam be-ginnen und mit allmahlicher Steigerung der Geschwindigkeit bis zum normalen Gange geschehen mufs; als der Nachtheil, dafs mit dem nothigen Kraftaufwand keine oder eine nur unbedeutende Nutzlast ge-waltigt wird.


	
B.    Das Ablassen der Maschine, d. h. die Versetzung der Maschine aufser Betrieb mit derselben Wirkung in ent-gegengesetzter Richtung, wobei desgleichen Kraft auf Nutzlast nicht verwendet wird.


	
C.    Die Reibungen der an einander gleitenden und in einander sich drehen-den Maschinentheile.


	
D.    Der Widerstand der Behar-rung der in Bewegung befindlichen Mas-sen (s. „ Mo me nt der Tragheit“).


	
E.    Die durch Stofse dem gesammten Maschinenwerk mitgetheilten Erschiit-terungen, durch welche dieselben in ihren geradlinigen und kreisformigen Be-wegungsrichtungen durch schnell auf einander erfolgende Querbewegungen ge-stort werden, auch durch Elasticitat der Massen entgegengesetzte Richtungen, also Riickwirkungen erfahren. Besonders ge-schieht dies bei Stampf- und Hammer-werken.


	
F.    Klemmungen nicht genau genug be-arbeiteter zusammengreifender Radzahne.


	
G.    Die regelmafsig periodisch eintre-tenden Richtungs wechsel (diesogenann-ten todten Punkte). Z. B. BeiDampf-maschinen mit Balancier die regelmafsig abwechselnden Auf- und Niedergange. Der Nachtheil dieser Einrichtung ist zu-sammengesetzt: der Balancierarm beim Aufwartsgange hat das Bestreben weiter zu gehen, es gehort ein Kraftaufwand dazu, ihn zum Stehen zu bringen. Um nun niederzugehen mufs er aus der Ruhe in Bewegung gebracht werden, wozu wie-der ein Kraftaufwand gehort. Beide Kraft-aufserungen haben auf die Nutzlast eine nur geringe Wirkung. Man begegnet diesem sehr nachtheiligenHindernifs durch Einfuhrung einer neuen Nebenlast, nam-lich einer permanent wirkenden Schwung-masse, eines Schwungrades.



Nebenmonde, Monde von Monden werden als vorhanden behauptet und bestri tten.

Nebenplaneten, Monde. Es gibt nur vier Planeten unseres Sonriensystems, welche Monde haben: die Erde mit einem Mond, der Jupiter mit vier Monden, der Saturn mit sieben und der Uranus mit sechs Monden.

Sammtliche Monde haben, genauen Be-obachtungen zufolge die Eigenschaft unseres Mondes, dafs sie ihrem Hauptplane-ten immer nur eine Seite zukehren. Auch ihre Bahnen stimmen mit denen ihrer Hauptplaneten ziemlich genau uber-ein.

	
1.    Die Monde des Jupiter.



Diese Monde sind sogleich nach Erfin-dung der Fernrohre entdeckt worden, und zwar von Simon Mayer zu Anspach am 12ten Januar 1609 und von Galilei am 7ten Januar 1610. Erst in neuerer Zeit ist man mit den Monden genauer bekannt geworden und namentlich haben die Be-obachtungen deren Verfinsterungen fiber Bahnen und Umlaufszeiten nahere Kennt-nifs gebracht. Die Bahnen der ersten beiden sind wenig elliptisch, die beiden aufseren sind es mehr. Sammtliche 4 Monde sind merklichen Storungen unter-worfen und zwar in Folge der gegensei-

tigen Einwirkungen auf einander. Deren Bahnen liegen fast alle in der Ebene der Bahn des Jupiter. Die Neigung des ersten wird angegeben 3° 18’ 38", die des vierten 2° 36’, beide bleiben constant. Die Bahnen des zweiten und dritten sind veranderlich. Der zweite anderte die Neigung gegen den Jupiter-Aequator inner-halb dreifsig Jahren von 2° 46' bis zu 3° 46', der dritte in einem Zeitraum von 132 Jahren von 3° 2' bis zu 3° 26'.

Die Umlaufszeiten der Monde und deren tagliche Bewegung in Bogenmaafs sind

des iten Monds

,2, ,

2

» • »      "

„ 4 „      „


	
Periodische Umlaufszeit.
	
Tagliche Bewegung.


	
1 Tg. 18 St. 27 Min. 33 Sec.
	
203° 29' 20,4"


	
3 , 13 , 13 , 42 ,
	
101° 22' 29,1"


	
7 ,   3 , 42 , 33 ,
	
50° 19' 3,5"


	
16 , 16» 32 »   8 »
	
21° 34' 16,0"




Abstande der Monde vom Jupiter.

Die ersten Zahlen sind die scheinbaren Abstande in Halbmessern des Jupiter nach Delambre, die letzten sind die wahren

Abstande in geographischen Meilen, wenn Jupiters Aequatoreal-Durchmesser = 20100 Meilen betragt.

Der Ite Mond  5,6985 Halbmesser 57300 geogr. Ml.

	
2.    Die Monde des Saturn.



Diese Monde sind mit sehr langen Fern-rohren entdeckt worden. Huyghens ent-deckte am 25ten Marz 1655 den sechsten Mond, Cassini am 25ten October 1671 den siebenten Mond, derselbe am 13ten December 1672 den ffinften Mond, im Marz 1684 den dritten und den vierten Mond, Herschel mit einem 4Offifsigen Telescop den 28ten August 1789 den zweiten und derselbe endlich am 17ten September 1789 den ersten Mond.

Die Ebenen der sechs inneren Mond-bahnen sind von dem Ring des Saturns wenig abweichend, der siebente dagegen hat eine Neigung von 12 Grad gegen den-selben.


Die Umlaufszeiten der Monde und deren tagliche Bewegung in Bogenmaafs sind




Periodische Umlaufszeiten. Tagliche Bewegung.


	
der
	
lte
	
Mond
	
0 Tg. 22 St. 37 Min. 33 Sec.
	
381°
	
51'
	
53"


	
»
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»
	
1
	
„ 5
	
„ 53
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»
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»
	
3,
	
»
	
1
	
, 21
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„ 26
	
»
	
190°
	
41’
	
52"


	
»
	
4,
	
»
	
2
	
„ 17
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»
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24'
	
42"


	
»
	
5,
	
»
	
4
	
, 12
	
, 25
	
, 11
	
»
	
79°
	
41'
	
25"


	
»
	
6,
	
»
	
15
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, 25
	
»
	
22°
	
34’
	
37"


	
»
	
7,
	
»
	
79
	
, 7
	
„ 53
	
„ 43
	
»
	
4°
	
32'
	
17"






Abstande der Monde vom Saturn.

Die ersten Zahlen sind die scheinbaren Abstande in Winkeln fur die mittlere Entfernung; fur die zweiten Zahlen ist

der Halbmesser des Ringes 38500 geogr. MI.; fur die dritten Zahlen ist der Aequa-toreal - Durchmesser des Saturns 17270 geogr. Ml. angenommen.

|       Wahre Abstande

Scheinbare Abstsande. —--.— ---------—---


		
in Ringhalbmessern
	
in geogr. Meilen


	
Des Iteu Monde 28,67 Sec.
	
1,42
	
27400


	
, 2 ,      , 36,79 ,
	
1,83
	
35200


	
„ 3,     r    43,05 »
	
2,16
	
41600


	
» 4 »      »     56,00 ,
	
2,78
	
53600


	
„ 5,     ,    78,00 ,
	
3,88
	
74700


	
„ 6,     ,   180,00 ,
	
8,95
	
172300


	
» 7,    ,   522,05 ,
	
25,98
	
499800




	
3.    Die Monde des Uranus.



Herschel entdeckte am Ilten Januar 1787 die beiden grofsten Monde desselben, den zweiten und den vierten; spater die ubrigen vier Monde, den ersten am 18ten Januar 1790, deu dritten am 26ten Marz

1794, den fiinften am 9ten Februar 1790, den sechsten am 28ten Februar 1794. Die Bahnen sind beinahe senkrecht auf der Uranusbahn um die Sonne, gegen welche dessen Aequator ebenfalls senkrecht steht.


		
S yno dische
	
Umlaufszeiten.
	
Entfernungen


	
in Halbmessern des Uranus
	
in geogr. Ml.
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»
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»
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Nebenwinkel sind Winkel, die einen gemeinschaftlichen Schenkel haben und deren beide andere Schenkel in einer ge-raden Linie liegen.

Bd. II, pag. 53, Fig. 337 sind ^ACD und /iBCD Nebenwinkel, denn CD ist ihr gemeinschaftlicher Schenkel und deren beide andere Schenkel AC, BC liegen in einer geraden Linie AB.

Nebenwohner (Perioci) sind die Bewoh-ner, die unter einerlei Breite auf entge-gengesetzten Seiten des Meridians woh-nen. Sie haben dieselben Jahreszeiten aber entgegengesetzte Tageszeiten.

Negativ, s. u. „ Affirmativ“.

Negative Grofsen, S. u. „ Entgegengesetzte Grofsen", Bd. III, pag. 53.

Neigung ist ein geometrischer Begriff und bedeutet alles was nicht rechtwink-lig, was nicht normal auf einander ist.

	
	
IV.





Ein Winkel wird erklart als die Neigung zweier geraden Linien, wenn man vom spharischen Winkel absieht; da nun ein rechter Winkel ebenfalls ein Winkel ist, so kann man denselben auch erklaren als einen Winkel, dessen Schenkel auf einander normal stehen.

Wird eine gerade Linie in einem be-liebigen Punkt von einer anderen mit deren Endpunkt beriihrt, so bilden sie zwei Winkel mit einander; offenbar ist die Neigung beider Linien auf der Seite des kleineren Winkels, auf der zweiten Seite konnte man sie eher eine Ab wei-chung nennen. Normal sind also gerade Linien mit einander, wenn sie auf beiden Seiten weder Neigung noch Abweichung haben.

Zwei Ebenen, die sich schneiden, schnei-den sich in einer geraden Linie. Diese beiden Ebenen bilden auf jeder der bei-

13

den Seiten alle nur moglichen Winkel von 0 bis 2 Rechten, je nachdem man, von einem Punkt der Durchschnittslinie aus, auf beiden Ebenen gerade Linien in verschiedenen Lagen zieht, oder je nachdem man die Lage einer Durch-schnittsebene wahlt. Zieht man von einem Punkt der Durchschnittslinie beide Linien in der beiden Ebenen angehorigen Durchschnittslinie nach einerlei Richtung, so wird der Winkel = 0, zieht man sie nach entgegengesetzten Richtungen, so wird der Winkel = 180°. Da nun die Lage zweier solcher Ebenen nur durch einen Winkel bestimmt werden kann, so ist natiirlich, dafs man einen bestimmten constanten Winkel als Maafs ihrer Neigung wahlen mufs, und es ist dieser der Winkel, den die Durchschnittslinien einer normal durch beide Ebenen gelegten Ebene mit einander bilden.

Wenn eine gerade Linie auf einer Ebene steht, so bilden beide ebenfalls so viele verschiedene Winkel, als Ebenen durch die Linie gelegt werden konnen. Nur eine dieser Durchschnittsebenen wird mit der gegebenen Ebene normal und in dieser bildet die Durchschnittslinie mit der Standlinie auf einer Seite den moglich kleinsten, auf der anderen Seite den moglich grofsten Winkel. Der kleinere dieser beiden Winkel ist der Neigungs-wink el der Standlinie mit der Ebene.

Grofste Kreise, die unter sich und mit Parallelkreisen auf Kugeln sich schneiden, haben desgleichen verschiedene Lagen mit einander, die ebenfalls durch die von den Kreisen oder deren Bogen mit einander gebildete spharische Winkel ge-messen werden. Diese spharischen Winkel vergleicht man aber erst mit gerad-linigen Winkeln, und zwar mit denjeni-gen, welche die in den Durchschnitts-punkten der Bogen in deren Ebenen gezogenen Tangenten mit einander ma-chen. Mit diesen Winkeln werden die spharischen Winkel als in einerlei Ver-haltnifs befindlich betrachtet, oder, was zu demselben Ergebnifs fuhrt, beiderlei Winkel werden einander gleich gesetzt. Demnach messen die gedachten Tangen-tenwinkel mit ihrer Grofse die Neigun-gen der Kugelkreisbogen unter einander.

Neigung der Bahn eines Planeten oder eines Kometen bezieht sich auf die Lage dieser Bahn gegen die Bahn unserer Erde, auf der jene Bahnen beobachtet werden. Da sammtliche Planeten und Kometen in Ebenen umlaufen, die den Mittelpunkt der Sonne in sich schliefsen und die Erde ebenfalls, so schneiden sammtliche Bah


nen die Ekliptik in einer durch den Son-nenmittelpunkt gehenden Linie, der Kn o -tenlinie. Die Durchschnittspunkte einer Bahn mit der erforderlich .verbreiterten Ebene der Ekliptik, welche diametral einander gegeniiberliegen, sind die K no-ten, und die spharischen Winkel, welche an diesen Punkten beide Bahnen (von der Ekliptik eine Parallele dort gedacht) mit einander bilden, sind die Neigungs-winkel beider Bahnen.

Neigung der Bahn von Neben-planeten, den Monden, ist deren Neigung mit der Bahn ihres Centralge-stirns, ihres Hauptplaneten.

Neigung der Magnetnadel, Inclination, s. u. „ Magnet".

Neigungscompafs, Inclinatorium ist ein Mefsinstrument zur Messung des Winkels, den eiue genau im Schwerpunkt aufgehangte (equilibrirte) Magnetnadel im magnetischen Meridian von der Horizon-talen abweicht (vergl. „Abweichung der Magnetnadel").

Neigungsebene ist diejenige Ebene, welche auf jeder von zweien sich schnei-denden oder auch blofs geneigten Ebenen normal sich befindet; der von den Durchschnittlinien der Neigungsebene mit den beiden anderen Ebenen gebildete Winkel ist deren Neigungswinkel.

Neigungsnadel ist die Magnetnadel im Neigungscompafs.

Neigungswinkel, s. u. „ Neigung".

Nenner ist die unter dem Bruchstrich, die dividirende Zahl (s. „ Bruch").

Neoide. Hierunter versteht man eine Curve, welche fur zweckmafsige Hebung und Senkung der den Spinnmaschinen angehorigen Spindeln angewendet werden soil. Hire Construction ist folgende.

Man zeichnet in einem Kreise Halb-messer mit Verlangerungen und macht letztere proportional den von denselben abgeschnittenen Bogen.



[image: ]



Es sind also

DE : FG = Bogen AD : Bogen AF

Es ist mithin DE = k • Bogen A D; FG = k • Bogen AF, wo k eine ganz beliebige Zahl ist.

Zum Ueberflufs erklart man auch, dafs der beliebige constante Factor k noch mit dem Halbkreisbogen ADFB dividirt wer-den solle, so dafs

DE — — Bogen AD-, FG = d Bogon AF. nr &    ‘ are

ist der ganze Kreis abgewickelt, so kann eine zweite Windung construirt werden; die Verlangerung in CE von D aus wird sodann der Kreisumfang + dem Bogen AD.

Da k oder - jede beliebige Zahl, also auch ein achter Bruch sein kann, so kann man von den Bogenlangen AD, AF ganz absehen. Man theile die Kreislinie in eine beliebige Anzahl gleicher Theile, gibt der ersten Verlangerung die beliebige Lange a, der zweiten die Lange 2a U. S. W.

Nepersche Analogien. In Beziehung auf das zu dem Art. Gaufs’sche Glei-chungen gezeichnete Kugeldreieck, Fig. 652, pag. 137 bestehen die Analogien in folgenden Gleichungen:


1. tg ^{aAk}cot^c =




cos } (a — 3) cos }(«+B)



. ,         .    sin 4(«—3)

	
2.    tg ^(a — b)cot kc = —.—2,—. "4   •  - sin^{n+^


	
3. 09+(«+#) g y =os1@a.5)



.  .  . sin^(a — b)

	
4.    tg ^a-ft') tg ^y = -^---—--— sin 2(a Tb)



Die Gaufs’schen Gleichungen sind in dem Art. „ Kugeldreieck" am Schlufs pag. 122 ent wickelt; aus denselben las-sen sich die Analogien leicht ableiten. Man erhalt namlich

Gleichung 1 durch Gleichung 3.

Gleichung 2 durch Gleichung 4.

Gleichung 4 durch Gleichung 3.

Gleichung 2 durch Gleichung 1.

Aus den Neper’schen Analogien erhalt man nun zwei Winkel, wenn die ihnen gegenuberliegenden Seiten und der dritte Winkel gegeben sind, und zwei Seiten, wenn die ihnen gegenuberliegenden Winkel und die dritte Seite gegeben sind.

Sind namlich die beiden Seiten a, b und der ihnen gegeniiberliegende Winkel y gegeben, so erhalt man aus Gleichung 1 und 2 die Winkel }(« + 8) und }(«— B); die beiden gefundenen Werthe addirt er-geben «, der zweite Werth von dem ersten abgezogen ergibt B.

Sind die beiden Winkel «, 3 und die ihnen gegeniiberliegende Seite c gegeben, so erhalt man durch Gleichung 3 und 4 die Langen }(a + b) und ^(a - b).

Nepersche Logarithmen. Die ersten Logarithmen iiberhaupt bestanden in sei-nem logarithmischen Canon fiir die Sinus und Tangenten der Winkel von Minute zu Minute.

Netz, Dreiecksnetz ist fiir ausge-dehnte Land- oder Feldvermessungen eine Aneinanderreihung von grofsen Dreiecken, deren Spitzen von der Natur oder von Bauwerken schon ausgezeichnet sind oder durch besondere Signale bezeichnet werden. Deren Vermessung und Berechnung mit Hiilfe einer Basis und durch Win-kelaufnahmen , s. den Art. „Gradmes-sung “.

Neumond ist der Mond in der Lage zwischen Sonne und Erde, so dafs die uns zugekehrte Seite von der Sonne un-beleuchtet ist (s. „ Lange der Sonne unddes Mondes und Mondphasen.")

Neun ist die letzte Ziffer im dekadi-schen System.

Die Zahl 9 hat folgende eigenthiimliche Eigenschaften:

	
1.    Wenn die Summe der Ziffern einer Zahl durch 9 ohne Rest theilbar ist, so ist auch die Zahl durch neun ohne Rest theilbar. Z. B. 7425. Denn es ist



5=5

20 = 2 x 9 +2

400 = 4x99 +4

7000 = 7x999 + 7

Demnach

7425 = 2 X 9 + 4 X 99 + 7 X 999 + (5+2+4+7)

Die ganze Zahl ist also durch 9 theilbar, wenn . die eingeklammerte Summe der Ziffern durch 9 theilbar ist. Es sind also auch alle Zahlen durch 9 ohne Rest theilbar, welche entstehen, wenn man die Ziffern 7, 4, 2, 5 beliebig verstellt, als 2457, 2547 u. s. w.

	
2.    Die Summe der Ziffern einer Zahl, in welche die 9 nicht aufgeht, durch 9 dividirt lafst denselben Rest, welcher ent-steht, wenn man die Zahl durch 9 dividirt.



Die Richtigkeit des Satzes geht aus 1 hervor.

	
3.    Jede Potenz von 10 durch 9 dividirt lafst den Rest 1.


	
4.    Soil eine Zahl mit 9 multiplicirt werden, multiplicire mit (10—1); statt mit 99 mit (100— 1); statt mit 999 mit



mit 1000 — 1

9 x 576 = 5760 - 576 = 5184.

99 X 7879 schreib das Subtractions-exempel:             787900

7879 gibt 99.X 7979 = 780021

u. s. w.

	
5.    Statt eine Zahl, in welche die 9 aufgeht mit 9 zu dividiren, kann man ad-diren; denn dividirt man durch die zwei-theilige Zahl (10 - 1), z. B. die Zahl 31104, so erhalt man folgendes Exempel



31104

31100-3110

4+ 3110 = 3114

3110-311 =+315

310- 31

+ 36

10-1

3110 + 311 + 31 + 4

Oder untereinander geschrieben:

3110

311

31

4

3456 = 31104 :9


	
2. Beispiel:
	
979533: 9 schreib


	
979533
	
97953


	
1. Rest
	
97956
	
9795


	
2. Rest
	
9801
	
980


	
3. Rest
	
981
	
98


	
4. Rest
	
99
	
9


	
5. Rest
	
18
	
2




979533:9 = 108837

	
3.    Beispiel: 35987485:999



35987485   1000-1

,36000   35923388 =3598 748 5:999

§ 472

j+ 36

Rest 508

	
	
6.    Wenn zwei Zahlen M und N durch 9 die Reste m, n geben, so geben die Producte M x N und mXn ebenfalls gleiche Reste.





Denn es sei M = 9 • a + m; N = 9 • b + n so ist M x N = 81ab + 9 {an + bin) + mn

Demnach mufs J MN mit J mn denselben Rest geben.

	
	
7.    Wird eine Zahl M durch eine Zahl N dividirt, und es ensteht der Quotient Q und der Rest R so ist:





oder M = N X Q + R

Hieraus ist zu ersehen, dafs wenn N,

Q, R, M einzeln durch 9 dividirt Reste lassen, die Reste von N und Q multiplicirt, dies Product mit dem Rest des Restes addirt einen Rest geben miissen, der dem Rest des Dividendus gleich ist.

Neunerprobe ist ein Prifungsmittel fur Ausrechnungen in den vier Species. Sie griindet sich auf die im vorigen Artikel nachgewiesenen Eigenschaften der Zahl 9. In dem Art. „ Addition" No. 4, ist die Neunerprobe fur Addition er-klart; sie gilt auch wenn Minusgro-fsen in den Summanden vorkommen, also auch fur die Subtraction und griin-det sich auf No. 2 des vorigen Art.

Die Probe fur Multiplication be-steht darin, dafs man Reste, welche aus der Division jedes Factors mit der 9 her-vorgehen multiplicirt. Dies Product der Reste mit 9 dividirt mufs mit dem Product der gegebenen Zahlen durch 9 dividirt einerlei Rest haben.

Z. B. 3425 x 2794 = 9569450.

3425 hat den Rest 5; 2794 den Rest 4; das Product 20 der Reste gibt den Rest 2 und der Rest der Zahl 9569450 hat ebenfalls den Rest 2.

Um die eben angegebenen Reste der Zahlen zu finden hat man nach No. 1 des vorigen Art. nur nothig die Summe deren Ziffern dazu zu nehmen. Das an-gegebene Verfahren selbst grundet sich auf No. 6 des vorigen Art.

Die Probe fur Division besteht nach No. 7 des vor. Art. darin, dafs man aus der Division durch 9 die Reste des Divisors und des Quotient multiplicirt, dies Product mit dem Rest des mit 9 dividirten Restes addirt. Diese Zahl und der Dividend durch 9 dividirt miissen beide einerlei Rest geben.

Z. B. 9542780 : 248 = 38478 + 228

Der Dividendus hat den Rest = 8

Der Divisor den Rest 5

Der Quotient den Rest 3

Der Rest den Rest 2

5x3 + 2 = 17, Rest 8, also mit dem Rest des Dividend gleich.

NeutralitAtsreihen, s. u. „Atomge-wicht“, pag. 165 links.

Niedere Analysis, Analysis des Endlichen. Hierunter versteht man die ge-sammte Arithmetik mit Ausnahme der Differenzial- und Integralrechnung, s. d. Art. „Analysis“.

Niedere Benennung ist bei benannten Zahlen der Theil eines Ganzen, das Ganze die hohere Benennung. Bei Geld z. B. ist Thaler die hohere, Groschen die niedere Benennung.

Niveau ist der allgemeine Name eines Nivellir-Instruments mit Fernrohr und Libelle.

Nivelliren heifst, den Hohenunterschied zweier und mehrerer auf der Erdober-fiache befindlichen Punkte zu bestimmen Es geschieht zur Anlage von Kunststra-fsen, als Chausseen, Eisenbahnen, zu Anlage von Kanalen, um das Totalgefalle zwischen den zu verbindenden Flufsstel-len zu finden, auf die Kanalstrecke zu vertheilen und das Erfordernifs vonSchleu-sen beurtheilen und dieselben richtig an-legen zu konnen; ffir Entwasserung, Be-wasserung, Drainirung von Landereien. Man bezeichnet das Nivelliren auch mit dem ungeeigneten Namen Wass er wage n. Es hat dies seinen Grund entwe-der darin, dafs es frfiher vorzugsweise zu hydrotechnischen Zwecken angewendet worden, oder auch, dafs das erste Nivel-lirinstrument aus einer mit Wasser an-geffillten communicirenden Rohre, der noch heut so genannten Wasserwaage bestanden hat.

Je nach dem Grade der erforderlichen Genauigkeit sind auch die Hfilfsmittel, die Langenmaafsstabe und die Nivellir-instrumente zu wahlen.

Ferner wird der Zweck am vollkom-mensten erreicht, je einfacher und je un-mittelbarer dabei verfahren werden kann. Fallen keine Hindernisse, als tiefe Schluch-ten, hohe Berge in die zu nivellirende Linie, so ist das Nivelliren eine aufserst einfache Arbeit.

Das einfache Nivelliren erfordert zwei Instrumente, das Nivellirinstrument und die Nivellirlatte mit verschieb-barer Tafel. Jedes Nivellirinstrument hat die Einrichtung, dafs mit demselben eine genau horizontale Linie visirt werden kann. Die Nivellirlatte ist von der Unterkante ab in Fufse, Zolle und Linien eingetheilt, die quadratische Tafel ist durch eine lothrechte und eine waage-rechte Mittellinie in vier Quadrate ge-theilt, welche durch abwechselnd schwarze und weifse Farbung auf die Feme kennt-lich gemacht sind.

Um nun den Hohenunterschied der beiden Punkte A und B zu finden, stellt der Feldmesser das Instrument uber den hoheren Punkt A, lafst einen geubten Ar-beiter die Latte BF lothrecht fiber den Punkt B erhalten und vermittelst Hand-zeichen die Tafel so lange verschieben, bis seine Visirlinie auf die waagerechte Mittellinie der Tafel trifft. Die mit die-ser Linie waagerechte Kante eines Schie-bers gibt auf dem Maafsstab die Hohe BE an, von der die Hohe AC der Visirlinie fiber dem Punkt A abgezogen den Hohenunterschied der Punkte A und B an gibt.

Die Visirlinie hat wegen des verander-lichen Stativs bei jeder Aufstellung eine andere Hohe fiber dem Aufstellungspunkt, sie mfifste also jedesmal vermessen werden. Man nivellirt aber aus derMitte, d. h. man stellt das Instrument in der Mitte zwischen den beiden zu nivelliren-den Punkten auf, wo dann deren Hohenunterschied unabhangig von der Hohe der Visirlinie erhalten wird.

Sind namlich B und D die beiden zu nivellirenden Punkte, so wird mit dem Instrument erst die Linie CE, hierauf

Fig. 845.
[image: ]

die Linie CG visirt, das kleinere von dem


grofseren der beiden notirten Maafse ab-gezogen ergibt den Hohenunterschied bei-der Punkte B und D.

Fur grofsere Strecken wird das Nivel-lenient auf diese Weise begonnen und fortgesetzt; die Entfernungen je zweier auf einander folgenden Punkte heifsen Stationen,die Punkte selbst Stations-punkte.

Es sei der nachste Stationspunkt II, so bleibt der Nivellirstab in D stehen, nur die Tafel wird nach II gedreht, das Instrument wird in der Mitte zwischen D und H aufgestellt, nach D(ruck warts) und nach H (vorwarts) visirt, beide Maafse DG’ und II J wenn J der visirte Punkt ist, werden notirt und deren Un-terschied gibt die Hohe zwischen D und H.

Es sei gefunden: Erste Station. Ruckwarts BE = 4‘ 3" 6'"

Vorwarts DG = 1' 4” 8‘    .

------------- gibt 2 10” 10” Steigen Zweite Station.

Riickwarts DG’ = 4‘ 1” 2‘

Vorwarts HJ = 4‘ 10” T"            .

—----------- gibt 0' 9” 5 ” Fallen

betragt von B bis H                   2' 1” 5”' Steigen.

Zur Versicherung, dafs die Maafse richtig abgelesen worden, wird die Tafel nach der Ablesung verschoben und zum zwei-ten Mal visirt. Zeigt sich eine bemerk-bare Differenz, zum dritten Mal.

Die Aufzeichnung der gefundenen Maafse geschieht sofort in einem dazu eingerich-teten Journal tabellarisch. Es werden

hierin auch Columnen fur Hausarbeit zu-gefugt, um in diese die noch auszurech-nenden Zahlen einzuschreiben, welche zum Auftragen des Nivellementsprofils unmit-telbar erforderlich sind.

Anbei erfolgt eine Tabelle als Beispiel wie dieselbe eingerichtet werden konnte.


	
(27
	
02
	
Ruck warts
	
Vorwarts
	
Steigen
	
Fallen
	
Vertikal-

Lange


	
einzeln abgelesen
	
Mittel
	
einzeln abgelesen
	
Mittel


	
1
	
20
	
4. 3. 7

4. 3. 8

4. 3. 7
	
4. 3. 7
	
2. 6. 5

2. 6. 5
	
2. 6. 5
	
1. 9. 2
	
—
	
58. 2. 10


	
2
	
15
	
6. 3. 2

6. 3. 2
	
6. 3. 2
	
4. 1. 7

4. 1. 8

4. 1. 8
	
4. 1. 8
	
2. 1. 6
	
—
	
56. 1. 4


	
3
	
20
	
3. 1. 9

3. 1. 8

3. 1. 8
	
3. 1. 8
	
5. 3. 4

5. 3. 5

5. 3. 4
	
5. 3. 4
	
—
	
2. 1. 8
	
68. 3. 0




Die esten beiden Columnen sind Stu- geschieht. Denn die Stationslangen sind benarbeit, welche vor dem Nivellement beim Vermessen der zu nivellirenden


Strecke dem Terrain entsprechend dem Augenmaafs nach bestimmt und mit nu-merirten Pfahlen bezeichnet. Nur die dritte und die fiinfte Columne sind auf dem Felde auszufullen, die ubrigen werden nach beendigtem Nivellement wieder zu Hause berechnet und ausgefullt.

Die durch Punkte getrennten drei Zah-len sind Fufse, Zolle und Linien. Die Mittel, die Zahlen, welche als Mittelwerthe aus den jedesmaligen drei Ablesungen genommen werden, von einander abgezo-gen liefern das Steigen und Fallen, und die Differenzen deren beiden Summen den summarischen Hohenunterschied zwischen dem Anfangspunkt und dem Endpunkt der nivellirten Lange.

Um das Nivellementsprofil auftragen zu konnen, zeichnet man eine Horizontallinie, tragt von einem Anfangspunkt aus die Stationslangen ab, fallt aus den Stations-



punkten Lothe und bestimmt auf diesen die nivellirten Punkte durch Abstande von der Horizontalen,, die aus den beiden vorletzten Columnen berechnet worden sind.

Gesetzt der Hohenunterschied zwischen dem tiefsten und deni hochsten Punkt der nivellirten Linie betrage gegen 40 Fufs, so kann man, den kleinsten leer-bleibenden Abstand, den des hochsten Punkts von der Horizontalen etwa 10 Fufs gesetzt, die Normalverticale = 50 Fufs an-nehmen. Die Ermittelungen des tiefsten und des hochsten Punkts sind aber weit-laufig uud es ist am einfachsten, wenn man mit dem Anfangspunkt sogleich eine Yertikalhohe annimmt, weil dann die iibrigen alle der Reihenfolge nach berechnet werden konnen. Setzt man die Vertikale fur den Anfangspunkt = 60 Fufs, so hat man die des zweiten Stationspunkts

= 60' - 1' 9" 2"’= 58‘ 2” 10”' die des dritten = 58’ 2" 10”'- 2' 1” 6'”= 56' 1” 4”’ die des vierten = 56’ 1” 4” + 2' 1” 8" = 58' 3” 0"’

Nivellir-Instrumente. Das einfachste fsenden Elfenbeinwiirfel darauf schwim-derselben ist die Setzwaage mit Blei- men konnen. Beide Wurfel haben me-loth fur Hohenabmessungen sehr naher tallene Aufsatze mit Dioptern. Die Ob-Punkte (s. „Bleiwaage“ mit Fig. 225 jectivdiopter ist ein quadratischer Rah-und 226). Die nachstfolgende ist die N i- men mit Fadenkreuz, die Oculardiopter vellirwaage, die gemeine Wasser- eine kleine runde Durchseheoffnung; bes-waage, Kanalwaage, welche in dem ser ist es, wenn jede der beiden Dioptern Art. „Canalwaage“ mit Fig. 275 be- zugleich Ocular- und Objectivdiopter ist, schrieben ist. Die dieser unmittelbar sich damit man zur Verificirung die Waage anschliefsende ist die Quecksilber- beifest bleibendemStativ umdrehen kann. waage. Dieser besteht aus einer hoi- Bei richtig einspielender Libelle wird eine zernen viereckigen Rohre von 1 bis 11 genaue Horizontale visirt.


Fig. 846.
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Fufs Lange, welche an beiden Enden in Die Nivellirwaagen mit Fern-aufrecht stehende genau ausgearbeitete rohr sind die an Genauigkeit und Zu-hohle Wiirfel miindet. Das ganze Instru- verlassigkeit der Leistung vorziiglichsten ment hat die Form eines Kastens und Instrumente. Das Fernrohr (s. d. Art.) wird mit einem an der unteren Flache hat etwa 18 Zoll Lange, in dessen Brenn-befindlichen Ansatz auf ein Stativ be- punkt ein Fadenkreuz; dessen Axe ist bei festigt; auf der oberen Flache befindet richtig eingestellter Libelle genau horizontal. Um diese genaue Uebereinstim-mung hervorzubringen ist das Fadenkreuz nach der Richtung der Axe und senk-recht mit derselben durch Schrauben mi-krometrisch verstellbar eingerichtet. Das Fernrohr hat zwei Ausziige, von welchen die Lage des Fadenkreuzes unabhangig ist. Daher wird durch das Ausziehen des Objectivrohrs der entfernte Gegen-stand, durch das Ausziehen des Ocular-rohrs das Fadenkreuz an Deutlichkeit sich eine Rohrenlibelle. Die Rohre wird grofser.

soweit mit Quecksilber gefiillt, dafs die Das eigentliche Instrument ruht wie in beide Endhohlungen eingesteckten und alle ubrigen Instrumente auf einem Sta-an deren Wandungen moglichst anschlie- tiv mit drei verstellbaren Fufsen. Eine

Feststellung desselben und eine Construction seiner Theile, dafs bei der Umkeh-rung oder iiberhaupt bei einer Drehung des Fernrohrs um jeden beliebigen Bogen die Lage dessen Axe in der Horizontale richtig bleibt ist Hauptbedingung, was jeder Mechaniker auf seine eigen-thiimliche Weise herzustellen weifs.

Nivellirstabe mit Tafel (Zielscheibe) gehbren sich von gutem festem Holz. Sie haben etwa 10 Fufs Lange, und damit sie nicht schwanken, von 3 bis 4 Zoll □ Starke. Die Zielscheibe ist ungefahr 12 Zoll im □ von Holz oder von Eisen-blech. Sie wird entweder horizontal ge-halftet oder in vier gleiche Quadrate ge-theilt und deren llalften oder Viertel durch abwechseind weifsen und schwar-zen Anstrich auf die Feme kenntlich ge-macht. im ersten Fall ist die horizontale Mittellinie, im zweiten der Mittel-punkt das Visirziel.

Nonius ist ein gegen den eingetheil-ten Kreisring oder Kreisbogenring eines Winkelmessers verschiebbar liegender zweiter kleinerer ebenfalls ein-getheilter Kreisbogenring, durch wel-chen man in den Stand gesetzt wird, noch viel kleinere Winkeltheile, nam-lich aliquote Theile der auf jenem Kreisring angegebenen kleinst moglich zu verzeichnen gewesenen Winkeltheile anzugeben und abzulesen.

Je grbfser der Halbmesser einer einzu-theilenden Kreislinie ist, desto kleinere Unterabtheilungen konnen demselben ge-geben werden. Bei 6 Zoll Halbmesser kann man jeden der 360 Grade noch in 6 gleiche Theile richtig und lesbar ab-theilen, so dafs man unmittelbar Winkel von 10 Minuten ablesen kann.

Um nun die Moglichkeit klar darzu-stellen, dafs man mit Hulfe des Nonius noch kleinere Unterabtheilungen ablesbar erhalt, sei Fig. 847 ein geradliniger Maals-stab AB von 10 gleichen Theilen. Will einzeln direct durch Theilstriche in Zehn-tel verkleinert, so nimmt man einen zweiten Stab CD, tragt auf diesem eine Lange von 9 Theilen des ersten Maafsstabes ab und theilt diese in 10 gleiche Theile. Jeder dieser 10 Theile hat also eine Lange von 9/10 eines Theils von AB, und legt man die Nullpunkte beider Maafsstabe genau aufeinander, so sind die ersten beiden Theilstriche 1/10 eines der Theile von AB von einander entfernt, die beiden zweiten Theilstriche 2/10 eines solchen Theils u. s. f. Die beiden 9ten Theilstriche 9/10 und die beiden lOten Theilstriche 10/10 Theile = einem ganzen Theil von AB von einander entfernt.


Theilen des Limbus noch mtel ablesen, so nimmt man auf dem Nonius die Lange von (m — 1) Theilen und theilt dieselbe in m gleiche Theile.

Nordpunkt eines Orts der Erdoberflache ist einer der 4 Cardinalpunkte seines Hori-zonts, sowohl des wahren als des scheinbaren, namlich der




Fig. 848.
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Nun verbindet man den Nullpunkt des Nonius mit der Axe des Fernrohrs so, dafs beide in derselben vertikalen Ebene sich befinden. Gesetzt nun, man habe den zweiten Schenkel eines Winkels vi-sirt und fande ihn, wie Fig. 848 zeigt, zwischen 72,1 und 72,2 Grad, so sucht man mit Hulfe einer scharfen Lupe den-jenigen Theilstrich des Nonius, der mit einem Theilstrich des Limbus in einerlei gerade Linie fallt. Man findet den vier-ten Theilstrich. Es ist also Noniusstrich 3 von Limbusstrich 4 um 0,01 Grad aus-einander, Noniusstrich 2 von Limbusstrich 3 um 0,02 Grad, Noniusstrich 1 von Limbusstrich 2 um 0,03 Grad und Noniusstrich 0 von Limbusstrich 1 um 0,04 Grad. Man hat also den Winkel gemessen = 73,14 Grad.

Will man von den kleinsten


Fig. 847.
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man nun einen Nonius construiren, der im Horizont liegende nordliche End-Zehntel dieser Theile wahrnehmen und punkt seines Meridians (s. „ Cardin al -ablesen lafst, ohne dafs man jene Theile punkte").



Nordstern ist der Polarstern.

Nordsiidlinie ist die Mittagslinie (s. „Cardinalpu nkte“).

Normal (Norma, Richtmaals), s. v. w. winkelrecht. Normal sind gerade Linien, wenn sie rechte Winkel mit einander bil, den; normal ist eine gerade Linie auf einer Ebene, wenn sie mit jeder dutch den Standpunkt in derselben gezogenen geraden Linie rechte Winkel bildet; normal sind zwei Ebenen auf einander, wenn deren Neigungswinkel ein rechter Winkel ist (vergl. „Neigung“).

Normalaxe in einem Krystall ist die zur Bestimmung dessen Form senkrecht gestellte Hauptaxe (s. „ Axen und Axen-system der Krystalle“).

	
Normale ist eine Linie, die normal, die winkelrecht ist; man hat also Norma-len auf Linien und Ebenen (s. „Ebene“). Die Normale in dem Punkt einer Curve ist die in diesem Punkt auf dem Cur-ven-Element normale Linie also zugleich die auf der in diesem Punkt an die Curve gezogenen Tangente normale Linie. Der Winkel dieser Normalen mit der recht-winkligen Ordinate ist gleich dem Winkel («) zwischen Tangente und Abscisse 8 y



und 9«=8% (s. Bd. IL, pag 185, For-mel 2 mit Fig. 536).

Ist ©J positiv, so liegt die Normale Ox

nach der Richtung der wachsenden Abscisse; ist 9 negativ, so liegt die Nor-male entgegengesetzt. Die Subnormale (Formel 3) DN ist = y • 8%; ist diese positiv, so liegt die Subnormale vom Standpunkt D der Ordinate nach der Abscis-senrichtung.

In Bd. II, pag. 185 mit Fig. 536 ist fur rechtwinklige Coordinatengleichungen er-mittelt:

Fur den Winkel BTD = « zwischen der Curventangente und der Abscisse

Da nun Z.DBN = ^/BTD, so gilt auch die Formel fur diesen Winkel der Normalen mit der Ordinate.

Die Normale BN macht mit der Abscisse den ^BNT — ^0° — a, mithin gilt die Formel auch fur die Cotangente dieses Winkels.

Die Normale BN ist = , 11 + (3%)

Die Sub normale DN ist =,99 • Ox

Daselbst, pag. 186 mit Fig. 537 ist fur Polarcoordinaten entwickelt:

Fur den Winkel CBT zwischen der Ordinate z und der Tangente

cotCBT— —92 oder tgCBT = ^-

%                    03

Folglich ist fur den Winkel CBN zwischen der Normale und der Ordinate cot CBN = 389 oder tg CBN = 8%

03               3 Oq

Der Winkel CBD zwischen Polar- und rechtwinkliger Ordinate = (q — 90°).

Die Normale BN = 1/ z2+ () V \Oq/

Die Sub normale CN = OP

Normalmaafs ist fur jedes Land das gesetzliche Maafs. Des jetzt fast ganz allgemeinen Verkehrs wegen zwischen alien Volkern der Erde sollte ein Normalmaafs ein Maafs fur alle Erdbewohner sein; ein solches Maafs sollte aber offen-bar die Beschaffenheit haben, dafs sammt-liche Erdbewohner einerlei Ursach haben, es als Norm anzunehmen und anzuer-kennen.

Das Ilauptsachlichste aller Normalmaafse ist ein Normallangenmaals, und ich habe in dem Art.„Langenmaafs“ amSchlufs nachgewiesen, dafs es kein angemessene-res geben konne als die Lange des im Aequator schwingenden Secundenpendels, welche mit der Lange des Meters ubri-gens ziemlich nahe ubereinstimmt.

Aus dem allgemein geltenden Langen-maafse gingen unmittelbar die allgemein geltenden Flachen- und Korpermaafse hervor, und hierauf die allgemein geltenden Gewichtsmaafse, wenn jeder einzelne Staat damit einverstanden ist, dafs man das Gewicht des von der Natur auf der ganzen Erde in gleicher Beschaffenheit verbreiteten Stoffs zu Grunde legt, nam-lich das Gewicht des destillirten Wassers in seiner grofsten Dichtigkeit bei 4 Grad C.

Null ist ein Begriff, der nicht gegeben ist, und da man den Begriff erst ent-wickeln mufs, ein zusammengesetzter Begriff. Der Begriff Null kann auf die ver-schiedenste Weise definirt werden:

Null ist der Anfang des Entstehens eines Etwas; denn jeder gegenwartige Zeitaugenblick ist eine Null, der Anfangs-punkt jeder zu ziehenden geraden Linie ist eine Null; Null ist die Differenz zwi-schen gleichem Minuend und Subtrahend; Null ist die Grenze des gleichartig Ent-gegengesetzten, z. B. in der Reihe der additiven und subtractiven Logarithmen. Null und Nichts sind unterschieden, denn Nichts ist das Nichtdasein, das Nicht-vorhandensein eines Etwas. Null als Grofse betrachtet und damit gerechnet gibt ungereimte Resultate (vergl. „Absurd). Gleichwohl wird Null als eine im Verschwinden begriffene Grofse betrachtet und damit rechnungsweise ver-fahren.

Nullpunkt ist der Anfangspunkt einer Skala, einer Reihe, eines Winkelmessers.

Nullzeichen (0) das Zeichen fur Null ist schon beim Zahlenschreiben und Zah-lenrechnen von Wichtigkeit, wo mit dem-selben die Ordnungsstellen, welche leer bleiben sollen, ausgefullt werden.

Numeriren heifst jede nach dem de-kadischen System geschriebene Zahl richtig aussprechen und jede ausgesprochene Zahl dem dekadischen System entspre-chend niederschreiben.

Numerisch ist was bestimmte Zahlen betrifft als: numerische Gleichun-gen, solche, deren bekannte Grofsen bestimmte Zahlen sind, sie heifsen auch Zahlengleichungen im Gegensatz zu den Literal- oder Buchstabenglei-chungen.

Numerus, die Zahl. Man nennt beson-ders Numerus die Zahl in Beziehung auf ihren Logarithmus und sagt: die Numeri und ihre Logarithmen.

Nutation (Schwanken) der Erdaxe ist die fortdauernde Aenderung der Erdaxe in ihrer Parallelitat mit sich selbst. Die Axe hat gegen die Axe der Ekliptik eine Neigung von 23} Grad, namlich ge-rade so viel als die Schiefe der Ekliptik betragt. Die Nutation besteht nun darin, dafs dieser Winkel fortdauernd bald ver-grbfsert, bald verkleinert wird. Es liegt dies in den verschiedenen Anziehungen, welche die Sonne und der Mond und be-sonders dieser auf unsere Erde ausuben, je nachdem deren gegenseitige Lagen verschieden werden:

Die Bahn des Mondes ist gegen die Ekliptik etwa 5 Grad geneigt, die Ekliptik gegen den Erdaequator 234 Grad. Nun stellen die Lagen des Mondes gegen die Erde sich folgender Art: Tritt der aufsteigende Mondknoten in den Friih-lingspunkt, so hat der Erdaequator gegen die Mondbahn eine Neigung von (231+5) = 284 Grad, und tritt er in den Herbst-punkt, so haben beide eine Neigung von (234 — 5) = 184 Grad. In dem ersten Fall wird die Erdaxe von dem Pol der Ekliptik um 9 Secunden entfernt, in dem zwei-ten um 9 Secunden genahert, so dafs die jahrlichen Neigungsanderungen durch den Mond allein 18 Secunden betragen

Hierzu kommen noch die Aenderungen, welche aus dem Vorrucken der Nacht-gleichen hervorgehen,. welche also die Sonne durch Attraction, und zwar eben-falls regelmafsig periodisch bewirkt.

Ferner die Stbrungen durch Annahe-rung grofserer Planeten in verschiedenen Richtungen, besonders des Jupiters.


0.



Obere Halbkugel, Himmels- und Erd-halbkugel, s. v w. „Nordliche Halb-kugel"; eine uneigentliche Bezeichnung.

Oberflache ist Begrenzung eines geo-metrischen Korpers, als Flache ist sie kein Theil desselben, durch ihre Form aber bestimmt sie zugleich die des Korpers selbst. Sie ist eben oder uneben. Ebene Oberflachen sind drei- und mehr-seitige Figuren, die wiederum regelmafsig oder unregelmafsig sein konnen. Sind sammtliche Oberflachen regelmafsig, so ist auch der Korper ein regelmafsiger.

Krumme Oberflachen gibt es von un-zahlig vielen Formen, dagegen werden nur solche geometrisch betrachtet, die nach einem bestimmten Gesetz gekriimmt sind. Die am meisten vorkommenden krummen Oberflachen sind die Umdre-hungsflachen, Flachen, die durch Umdre-hung von Linien um Axen entstanden zu denken sind oder auch wirklich so construirt worden. Die durch Umdrehung gerader Linien erzeugten Oberflachen sind die Cylinder- und die Kegelflache. im ersten Fall liegt die erzeugende ge-rade Linie = der Axe, im zweiten Fall nicht; auch ist in diesem zweiten Fall nicht nothig, dafs sie mit der Axe in einerlei Ebene liege. Liegt eine gerade Linie normal der Axe und dreht sich in einer auf der Axe normalen Ebene, so entsteht ein Kreisring. Von den durch krumme Linien beschriebenen Flachen betrachtet man nur diejenigen, deren Er-zeugungslinien selbst eine geometrisch zu betrachtende Form besitzen; als die Kugelflache, die Flachen aus den Kegel-schnittslinien, der Cycloide u. s. w.

Die krummen Oberflachen sind entwe-der erhaben (convex) oder hohl, (concav). Concave Oberflachen schlie-fsen niemals einen Raum, sie begrenzen nur Korper in Verbindung entweder mit erhabenen Oberflachen und geben mit diesen ring- oder schalenformige Korper, oder mit ebenen Endflachen.

Die Grofsenbestimmung einer von Cur-ven begrenzten Ebene, s. Bd. II, pag. 192 mit Fig. 540, die einer durch Umdrehung von Curven erzeugten Umdrehungsflache pag. 193 mit Fig. 541.

Objectiv, s. v. w. „Objecti vglas" in einem Fernrohr.

Objectivdiopter die dem zu visirenden Punkt zugewandte Diopter.

Oblongum ist ein rechtwinkliges Paral-lelogramm mit ungleichen Seiten.

Occidens, s. v. w. „Abend, Abend-punkt".

Octaeder ist einer der 5 vieleckigen regularen Korper oder Polyeder, welche zur Untersuchung ihrer Eigenschaften einen Artikel in diesem Worterbuch er-halten sollen.

Das Octaeder wird von 8 regelmafsigen Dreiecksflachen eingeschlossen, es hat 12 gleich grofse Kanten und 6 vierflachige Ecken mit 24 gleichen ebenen Winkeln.

Bedeuten m, n, N, «, k, r und R, fer-ner J2 und J3 dasselbe wie in dem Art.

„Dodekaeder" so ist hier: m = 4 , n = 3, N = 8 180°


cos-----

sin±«=1800=

sin----

n




cos 45° sin 600




= }V6



« = 109° 28‘ 16"

R = ^k tg ^ a • tg 45° = 4 k V2

tg 45°

=‘eot 60o=‘V3

r = 4 k tg 4 a • col 60° = 8 k V 6

_ , cot 60°_A , ="7g4so 54"V3

k = 2R col 4a • col 45° = Ry2

= 2r cot ^ a • tg 60° = rV6

J2 = f nk2 cot 60° = ^k2 1/3

= nil2 cot2 }«• col 60° • col2 45° = } R2 v 3

= nr2 cot2 ^ a • tg 60° = 4 r2 v 3

J3 = ^n Nk3 ig } a • cot2 60° = A k3 V2

= } n NR3 cot2 } a • col2 60° • col3 45° = $ R3

= } n Nr3 cot2 4 a • tg 60° =4r 13


= 0,707 1068 x k

= 1,732 0508 xr

= 0,408 2483 X k

= 0,577 3503 X R

= 1,414 2136 X ft = 2,449 4897 X r = 0,433 0127 x k2 = 0,866 0254 x R2 = 2,598 0762 x r2 = 0,471 4045 X k3 = 1,333 3333 X R3 = 6,928 2032 Xr3



Octaeder (Kryst.) 1. wie das geome-trische regelmafsige 0. gestaltet (s. Bd. I, pag. 257, Fig. 138 punktirt) ist eine der Grundformen des regularen oder isome-trischen Systems.

	
	
2.    Das quadratische Octaeder. (Die quadratische Pyramide) mit quadra-tischer Basis BDEG (Fig. 138, Bd. J, pag. 257) gehort zu dem tetragonalen, dem quadratischen System und ist eine Grund-form desselben. Es hat 8 gleiche gleich-schenklige Dreiecke, 8 gleiche Scheitel-kanten AB, AD, FE..., 4 gleiche Rand-kanten BG..., 2 gleiche gleichkantige Scheitelecken A, F; 4 ungleichkantige Randecken, B, I), E, G. AF zwischen den Scheitelecken ist die Hauptaxe, BE, DG zwischen den Randecken sind die Nebenaxen. Ist die Hauptaxe langer als die Nebenaxen sind, so heifst das 0. ein spitzes, ist sie kleiner, ein stumpfes Octaeder.


	
3.    Das rhombische Octaeder, Ortho typ, gehort zu dem rhombischen, dem orthotypen System und ist eine Grundform desselben. Es hat eine rhombische Basis, 8 congruente ungleichseitige Dreiecke; 12 Kanten, namlich 4 schar-fere und 4 stumpfere Scheitelkanten und 4 gleiche Randkanten. Von den 6 Ecken sind die beiden Scheitelecken gleich, die Randecken sind 2 gleiche spitzere und 2 gleiche stumpfere. Ist die Hauptaxe grofser als die Nebenaxen, so heifst das 0. ein spitzes, ist sie kleiner, ein stumpfes Octaeder.


	
4.    Rectangulares Octaeder gehort zu dem rhombischen System und ist eine Grundform desselben. Die Basis ist ein Rectangci. Es hat 4 grofsere und 4 klei-nere gleiche gleichschenklige Dreiecke,





12 Kanten, und zwar 8 gleiche Scheitelkanten, 2 kiirzere und 2 langere; gleiche Randkanten; 6 Ecken, wovon die beiden
[image: ]

Scheitelecken gleich und gleichkantig; die vier Randecken gleich und ungleicn-kantig sind. Die Hauptaxe verbindet die Scheitelecken.

	
	
5.    Klinorhombisches Octaeder, 2 und 1 gliedriges 0., gehort zu dem klinorhombischen System. Es hat 8 ungleichseitige Dreiecke zu Flachen, von

Fig. 850.
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welchen je 4 gegeniiberliegende einander gleich sind, namlich die beiden oberen vorderen mit den beiden unteren hinte-ren und die beiden unteren vorderen mit den beiden oberen hinteren Flachen. 12

Kanten, die viererlei sind: Namlich 4 Scheitelkanten AC, von denen je 2 ge-genuberliegende gleich sind, 4 gleiche Scheitelkanten BC und 4 gleiche Seiten-kanten AB. Die 6 Ecken sind dreierlei, namlich die beiden dreierlei kantigen Endecken C an den Enden der Haupt-axe, 2 dreierlei kantige Seitenecken A und 2 symmetrische Seitenecken B.

Octaederecken (Kryst.) heifsen die vier-flachigen Ecken, so wie Hexaederecken die dreiflachigen(vergi „Dodekaeder“).

Octaedralzahlen, s. u. „Figurirte Zahlen", pag. 101 mit Fig. 639 und 640.

Octangel, Octangulum, s. v. w. „Achteck“.

Octant ist der achte Theil einer Kreis-linie. Auch wird so jeder Ort des Mondes genannt in der Mitte zwischen den Orten des Vollmonds, des Neumonds und der beiden Viertel.

Octogon, Octogonum, s. v.w.„ Acht-e ck “.

Octogonalzahlen sind diejenigen Po-lygonalzahlen, deren Bildung das Acht-eck zu Grunde liegt. Es verhalt sich mit diesen Zahlen wie mit den Dekago-nalzahlen und ihre Entstehung ist wie Fig. 556, pag. 252, wenn man Achtecke statt der Zehnecke construirt. Die Zah-lenreihe ist


	
1.    Differenzenreihe


	
2.    Differenzenreihe





1 • 8 • 21 • 40 • 65.....n (3n — 2)

7 • 13 • 19 -25.....

6 • 6 • 6.....

Die Summe der ersten n Octogonalzah- die Hubhohe, die zu 1,309' angenommen len ist }n (n + 1) (2n — 1).                 wird.

Ocular, s. v. w. „Ocularglas in einem Fernrohr" (s. auch „astro-nomisches 0.).

Oculardiopter ist die dem Auge zu-gewandte Diopter.

Oelmiihle mit Stampfen und Schla-gerzeug, wobei Wasser die wir-kende Kraft ist.

Annahmen.

Aus der Figur ist ersichtlich, dafs der sechste Daumen bei f angreift, wenn der erste bei e loslafst. Die 40 Daumen wer-den, wie im Maschinenbau gelehrt wird, nach gewissen Regeln auf dem Mantel der Welle neben einander eingelocht. Den Abstand nimmt man gewohnlich zu 7 Zoll an.

Der Winkel abc ist = 45°; denn da 40 Daumen in gleichen Entfernungen in der


	
1.    Die Miihle soil 10 Paar, oder 20 Stuck Stampfen haben.


	
2.    Sie soil zweihebig sein, d. h. fur jeden Stampfer sollen sich zwei Daumen auf der Welle befinden, mithin wird die Welle 40 Daumen erhalten.


	
3.    Die Hubhohe eines jeden Dau-mens soil wie gewohnlich 16 bis 17 Zoll betragen.


	
4.    Wird angenommen, dafs immer fiinf Stampfen in Bewegung sind.


	
5.    Das Wasserrad sei 16 Fufs hoch.


	
6.    Der eingetauchte Theil der Schaufeln betrage 9 Zoll.


	
7.    In Bezug auf 3 und 4 ist 1 Fufs 8 Zoll = 13 Fufs eine zweck-mafsige Abmessung fur den Thei-lungshalbmesser der Daumwelle.



Berechnung einiger Dimen-




Fig. 851.
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sionen.                    Welle eingelocht werden, so wird die Ent-

Wie bemerkt sollen 5 Stampfen zugleich fernung von Mitte zu Mitte je zweier Dau-auf der Daumwelle hangen, mithin ist ef men 9° betragen, mithin Aabc =45° sein.



Mach Eytelw. Statik §. 282 bezeichnet 3 den Zebf, der noch bestimmt werden mufs. Zu dem Ende verhalt sich bf-.fe = 1 : tg 3 oder 13‘ : 1,309' = 1 : tg 3, es ist also tg B = ’ , = 0,7854 = tg 38° 8’ 46". 13

Die schon angegebene Hubhohe ef ist be-kanntlich = dem Bogen fa = h.

	
	
-     ,      , 360° Demnach 2 • nbf= 450 h





22 360° oder 2*11:7 =450 =8h,


	
13: 7 daher          h = 2 • —-— = 1,309’



o

Umgekehrt kann man aus der gegebe-nen Hubhohe die Anzahl der Daumen, und den Durchmesser des Theilrisses der Daumenwelle finden.

Es ist nun noch zu untersuchen, ob es auch zweckmafsig sei, 5 Stampfen zu-gleich auf die Welle zu hangen

Nahme man statt 5 nur 4 Stampfen, so ware in Bezug auf die Figur Z abc = 4.9° = 36°, daher r • arc 36° = A, also r-—".. Da aber schon ein Baum arc 36

vom Halbmesser 13‘ auf die hier erfor-derliche Lange selten ist, so ist es nicht rathsam, den Halbmesser noch grofser an-zunehmen. Nimmt man aber 6 statt 5 Stampfen, so ist abc = 6x9° = 54° mit-hin r---- arc 54

Es ist also hier r <----—, so dafs arc 45 die Welle sehr leicht zu schwach werden konnte, und ein Zusammendrehen mog-lich ware. Diesem Zufolge ist die ange-nommene Zahl von 5 Stampfen zweck-mafsig und beizubehalten.

Uebrigens andert sich der Moment der Last wenig, ob man 4, 5 oder 6 Stampfen annimmt. Denn so wie die Anzahl der Stampfen, die zugleich auf der Welle hangen, zunimmt, nimmt der Theilungs-halbmesser der Daumenwelle ab, und umgekehrt. Nur ist die Reibung bei 6 Stampfen etwas grofser als wie bei 5, und eben so bei 5 grofser als bei 4 Stampfen. Bestimmung der im Theilrifs der Daumenwelle erforderliche Kraft.

Die hier zu iiberwaltigenden Widerstande sind dreierlei Art.

	
	
1.    Der statische Widerstand (Gewicht der Stampfen).


	
2.    Der Reibungswiderstand an den Schei-delatten.


	
3.    Der mechanische Widerstand.





Bestimmung des statischen Wi-derstandes.

Gewicht des Holzes.

	
1.    Ein Stampfer zu 134 Fufs lang (ge-wohnlich 15 Fufs) 5 Zoll und 54 Zoll ins 51



Geviert, also 13}X i X12 = 2,4305 Cu-bikfufs.

	
2.    Eine Hubelatte 8 Zoll lang, 5 Zoll □ stark = 0,1158 Cubikfufs.



Summa an Holz fur die Stampfer 2,5463 Cubikfufs, daher das Gewicht = 2,5463 X 66 X 0,755 = 126,9 Pfund.

Gewicht des Eisens fur einen Stampfer.

Ringe und Nagel etwa 10,66 Pfund

Summa 137,56 Pfund.

Dieses macht fur die 5 Stampfen, die zugleich auf der Welle hangen 5 x 137,56 = 687,80 Pfund.

Bestimmung des Reibungswiderstand e s.

Wenn f die Kraft bezeichnet, welche am Ende der Hubelatte vertikal aufwarts angebracht, die Reibungen an den Schei-delatten und am Daumen das Gleichge-wicht halt, so ist

Fig. 852.
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f=u



	
2 .6+ {.i^c—^k^tfi — ^ua + ^ab^tg ^


(1—u2)c+(2k+2a tg^u2




Es sei nun

u = , =0,107 (Eichen auf Eichen)

4 = 8Zoll + ^^ = ^Fufs 1       2

c = 7|Fufs (so grofs wie moglich siehe Statik.)

k = 1 Fufs (so klein wie moglich)

a=l|Fufs der Theilungshalbmesser der Welle

8 = 38° 8’ 46” und Q = 687,80 Pfund. " Setzt man diese Werthe in obige For-mel, so ergiebt sich:

f = 50,65 Pfund.

Nur in demjenigen Faile, wo tg 3 <

6(1—42)—uk findet die Formel III. fur f ^a

ihre Anwendung; im entgegengesetzten Falle aber die Formel II.

Bestimmung des mechanischen W i d e r s t a n d e s.

Die bewegende Kraft, welche zu der tragen Masse von 5 Stampfen erforder-lich, ist

P=gT2 N

in diesem Falle ist S = 1,309, N = • 687,80 Pfund (5 Stampfen) g— 15,625Fufs.

Die Zeit T, die dem durchlaufenen Wege g zugehort, ergibt sich auf folgende Weise:





Es wird angenommen dafs das Wasserrad sich 7mal in einer Minute herum-drehe, so dafs es zu einer Umdrehung

6 = 8,57 Secunden nothig hat. Es habe

Fig. 853.
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ferner das Stirnrad a 68 Zahne und der Drehling b habe 32 Stocke, bei einer Thei-lung von 41 Zoll. Dann ist 68:1 Um-gang = 32 zu der Anzahl der Umlaufe 68

des Drehlings = — = 2,125, d. h. der Dreh-ling dreht sich 2,125 mal herum, wenn sich das Wasserrad und mit diesem das Stirnrad einmal herumdreht. Nun aber braucht das Wasserrad 8,57 Sekunden, man hat also die Gleichung

	
1    • 8,57 Sec. = 2,125 • x Secunden


	
•          8 57 also x = 2 = 4,033 Secunden, 2,125





welche der Drehling, oder die Daumen-welle zu einem Umgange braucht.

Nun verhalt sich:

45 Ein Umgang: 4,033 Sekunden — —- Um-6 6                  360

45 gange : T und hieraus ist T = 4,033 • 360 = 0,504 Sekunden = die Zeit, welche jeder Daumen vom Angriffe bis zum Loslassen der Hebelatte gebraucht, oder in welcher letztere die Hubhohe S= 1,309 Fufs er-reicht hat.

Substituirt man diese Werthe in P, so ergibt sich:

P = 226,83 Pfund-

Die Summe der im Theilrifs der Dau-menwelle erforderlichen Kraft zur Bewe-gung der 5 Stampfen ist also

= 687,8 + 50,65 + 226,83 = 965,28 Pfd. = Q.

Es ist aber noch nicht auf das Schla-gelzeug Riicksicht genommen worden, wozu die erforderliche Kraft weiterhin bestimmt werden wird.

Reduktion der Kraft Q auf den Theilrifs des Drehlings.

Es ist hier a der Halbmesser des Drehlings, mithin 32 mal der Theilung des Drehlings = 2na und hieraus
[image: ]

r der Halbmesser des Theilrisses der Welle = 13 Fufs.

u = 1, Q der Halbmesser der Zapfen = 2 Fufs.

0 = 965,28 Pfund.

M nach einer ungefahren Schatzung = 6355 Pfund, d. h. das Gewicht der Daumenwelle nebst Zubehor.

Die Bestimmung der Welle « und 3 ist hier etwas schwieriger. Es bezeichne a das Stirnrad, II. den Drehling fur den


Fig. 854.
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noch aufser Acht gelassen werden kann.

Die Lage der Drehlinge gegen ac hangt von Umstanden ab, die bei jeder Muhle verschieden sind.

Bei diesem Fall ist der Abstand bc = 24 Fufs.

Ferner ist —— = 4,06 Fufs des Halb-

2.77

messers des Stirnrades, also ab = 4,06 + 1,91 = 5,97 Fufs.

b c 2,25    . sin ib = — = —— = sin 22 8' 27 ab 5,97

Nun ist nach der Figur a = 3k — v = 270° - 22° 8’ 27” = 247° 51' 33" und B = 90°. Stampfer und I. den fur das Schla- Setzt man diese Werthe in die gedachte gelzeug, welcher Letztere jedoch hier Formel, so kommt:

.   , 3072,81-2,99 , 2588238,4 - 23631,61

3,65                 3,65

Oder         V2 - 2 V . 841,04 + 7026,32 = 0,

also          V = 841,04 + 14716,28 = 841,04 + 68,7 = 909,74 Pfund

= der im Theilrisse des Drehlings erfor-derlichen Kraft zur Bewegung der 5 Stam-pfen.

Bestimmung der Kraft zur Bewegung des Schlagelzeuges.

Beilaufig wird bemerkt, dafs nach Beobachtungen in gut eingerich-teten Oelmiihlen, die grofste Ab-weichung des Schlagels von der Vertikalen zwischen 18° bis 19° fallt. Es ist hier dafur 18° 15’ angenommen.

Das Moment der Kraft wachst mit dem Abweichungswinkel des Schlagels von der Vertikalen, so dafs also fur diesen Fall das Moment der Kraft bei 18° 15' ein Maximum ist. Man wird also, indem man dieses Maximum sucht, sicher gehen und einen Ueberschufs an Kraft erhalten.

Wollte man das Moment von 2 und 2 Graden suchen, und die Summe dieser Momente durch die Anzahl derselben dividiren, so wiirde man sich unnothiger Weise in eine weitlaufige Rechnung ver-wickeln, indem doch am Ende das gefundene Resultat dem obigem Maximum gleich gesetzt werden miifste.

Es sind hier wiederum 3 Wider-stande in Betracht zu ziehen, und zwar:

1. Der statische Widerstand.

	
2.    Der Reibungswiderstand und endlich


	
3.    Der mechanische Widerstand.
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Bestimmung des statischen Wi-derstandes.

Die hier folgenden statischen Momente sind auf dem Mittelpunkt der Schlagel-welle als Drehpunkt bezo-gen, folglich liegen auch die Abstande fur die ein-zelnen Momente in einer durch diesen Mittelpunkt ge-dachten horizontalen Ebene. Die Summe der Momente auf der linken Seite von der Vertikalen mufs von der Summe der Momente auf der rechten Seite ab-gezogen werden, weil jene der Kraft zu IluIfe kommen.

Die Momente auf der rechten Seite s i n d:

1. Vom S chi age 1. Die-ser ist von Eisen. Das Stielloch kommt in Abzug, es ist 7" im •. Der Ab-stand vom Mittelpunkt der Welle bis zum Schwerpunkt des Schlagels ist 153 Fuls oder eigentlich 1542 Fufs, indem dieser Abstand um 1" zu lang genommen ist. Bezeichnet nun x die Kraft

in Pfunden, die an der Zugstange erfor-derlich ist, um dem Momente des Schlagels bei 18° 15’ das Gleichgewicht zu hal-ten, so ist: ab2 • M = ac x oder:


also




(14 • 2 — 12 * 1’2) 12 X 66 x 7,2 • 153 x sin 18° 15’= 5,5 (cos 18° 15’)




1 } •• I - A X 12 x 66 x 7,2 X 153 X sin 18° 15’

5,5 cos 18° 15'




= 132,371 Pfund.




2. Vom Schlagelarme. Dessen der Welle entfernt. Seine Lange ist Schwerpunkt liegt mit dem Stuck im 15} Fufs, Breite und Btohe = 7 Zoll, also Schlagel auf 812 Fufs vom Mittelpunkt ad • N = ac a




oder




8152 sin 18° 15’ • 15} • 1′2 • 12 • 66 • 0,755




5,5 cos 18° 15’




= 131,148 Pfund.



als erforderliche Kraft an der Zugstange.

	
3.    VonderSchlagelscheere. Hier-bei werden, um Weitlaufigkeiten zu ver-meiden, die ausgescheerten Theile fur



voll gerechnet. Sie ist 64 Fufs lang, 7 Zoll im □ stark. Ihr Schwerpunkt ist 4 Fufs von der Mitte der Welle entfernt, mithin ist


4 sin 18° 15’ • 64 ■ 12 » 12 • 66 • 0,755




5,5 cos 18° 15’




= 10,786 Pfund



als erforderliche Kraft an der Zugstange.

	
4.    Von der Schlagelschiene. Ihr



Schwerpunkt liegt —36 = 84 Fufs von

dem Mittelpunkt der Welle entfernt. Sie ist 9} Fufs lang, 1 Fufs breit, } Fufs stark; es ergibt sich also als erforderliche Kraft an der Zug-stange.


88 sin 18°15/-981*G: 66.0,755 = 22,143 Pfund.




5,5 cos 18° 15’




IV.




14



Addirt man diese einzelnen Krafte zu-sammen, so erhalt man die Summe der-selben = 297,048 Pfund, welche an der Zugstange angebracht werden mufsten, wenn der Schlagel um 18° 15’ von der Vertikalen abgewichen ist. Es kommen aber noch zuvor die Momente auf der linken Seite in Abrechnung. Diese sind:

	
1.    Von dem Zugarme. Sein Schwer-



54

punkt liegt um 9 + 1 Fufs von der Mitte der Achse entfernt. Er ist 54 Fufs lang, 3 und 12 Fufs breit. Demnach ist, wenn x die Kraft bezeichnet, die in dem Abstande von 5,5 cos 18° 15’ vom Drehpunkte angebracht, dem Momente (2+ 1)cos 18° 15' mal dem Gewichte des Hebelarmes das Gleichgewicht halt, oder:

9 + 1 cos 18° 15’ • 54 • } • * • 66 • 0,755

5,5 cos 18° 15'


= 24,22 Pfund.



	
2.    Von der Zugstange. Von dieser kommt nicht das Moment in Betracht, sondern die gesuchte Kraft besteht schon in dem Gewichte der Stange selbst, weil sie vertikal herabhangt, und wahrend der Bewegung des Schlagels keine Winkel-bewegung, sondern nur eine Seitenbewe-gung macht.



Sie ist 11 Fufs lang, 1 Fufs im □ stark und von Tannenholz, mithin ihr Gewicht = 11 • 1 • 1 • 66 • 0,725 = 32,896 Pfund.

	
3.    Von der Zuglatte. Mit dieser verhalt es sich eben so. Sie ist 8 Zoll lang und } Fufs im □ stark, also ihr Ge



wicht =3x}x}x66x 0,755 = 3,69 Pfund (Eichenholz). Es ist also die Summe der auf der linken Seite wirkenden Kraft = 60,809 Pfund. Man hat also 297,048 - 60,809 = 236,239 Pfund als Kraft, die in dem Augenblicke, wo der Schla-* gel seinen hochsten Stand erreicht hat, an der Zuglatte erforderlich ist, um dem statischen Momente das Gleichgewicht zu halten.

Bestimmung des Reibungswider-stan des.

Das Gewicht der Schlagelwelle mit Zu-behor betragt:

Fur Welle [12 • 14 • 14 + 2 (1 • 2 • 2) 33] 0,755 • 66        = 1423,643 Pfund


	
, Schlagelarm = 15} • 12 • 1‘z • 66 • 0,755
	
= 259,9
	
»


	
„ Schlagelscheere = G} • } • *z • 66 • 0,755
	
= 44,985
	
»


	
„ Zugscheere = 54 • $ • 12 • 66 • 0,755
	
= 38,064
	
»


	
, Scheere        = 9}- 1 • } • 66 • 0,755
	
= 42,822
	
»


	
„ Zugstange      = 11 • } • | • 66 • 0,725
	
=  32,896
	
»


	
„ Zuglatte        = 3 • } • } • 66 • 0,755
	
=    3,691
	
»


	
, Schlagel    =4-1-*)*66.7,2
	
= 139,71
	
»


	
„ Zapfen a 4 Zoll lang 3 Zoll Durchm. incl. Blatter 1
		

	
und 1 Zoll stark
	
=   94,56
	
»


	
, 4 Ringe 14 Zoll breit und 3′2 Fufs stark
	
=   23,335
	
»


	
, 4 viereckige Ringe neben den Armlochern
		

	
= 4 • 4 • 14 • | • 2 • 66 • 7,2
	
= 79,2
	
»




Summa 2182,811 Pfund.

Hierzu kommt noch die Kraft, welche dem statischen Widerstande das Gleichgewicht halt', weil sie durch ihre senk-rechte Wirkung die Reibung vermehrt. Demnach ist das Gewicht, welches Rei-bung verursacht = 2182,811 + 236,239 = 2419,049 Pfund, und setzt man die in der Zugstange erforderliche Kraft fiir das Gleichgewicht mit der Reibung = f, so ist fa cos J = uoQ,


f=0 a cos i




also



wo Q = 2419,049 Pfund, 0 = 8 Fufs = Halb-messer des Zapfens, a =5,5; u =0,1;

	
1    =18° 15' ist. Es ist also



f= 5,789 Pfund.

Bestimmung des mechanischen Wid ersta n des.

Die Momente derTragheit sind:


Fig. 857.
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1.    Des Schlagels. Wenn man an-nimmt, dafs die ganze Masse des Schlagels von 139,71 Pfund im Schwerpunkt desselben vereint ist, so hat man





a + 14] + 2)2 139,71 = 34840,43 Pfund

welche Masse in dem Abstande von 1 Fufs von dem Mittelpunkt der Welle ab, sich mit derselben Geschwindigkeit be-wegen wiirde, als die Masse von 139,71 Pfund im Abstande von (A + 141+2%) Fufs.

	
	
2.    Des Schlagelarms. Dessen Quer-schnitt sei f und die ganze Masse sei in der Mittellinie vereinigt, so dafs der Schla-gelarm als eine schwere Stange anzuse-hen ist. ist nun der Abstand eines be-liebigen Punktes des Schlagelarms von der Schlagelwelle = x, so ist der Inhalt von der Ilohe Ox = fbx, also des Gewichts

Fig. 858.
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t=f$xgy, mithin das Moment der Trag-heit = x* f Ox gy, mithin das Moment des Schlagelarms von der Lange x

= fgyJx? • a, = fgy E’+c.

Fur a = a ist das Moment =0, in-dem das Stuck des Schlagelarms, welches in der Welle sitzt, zu letzterer gerechnet wird.

Also fgy €3 + C = °


a”

also Const. = — fgy 3



mithin das vollstandige Moment fur die Lange des Arms

===f(=*54)

und fur x = b oder die ganze Lange des Hebelsarmes ist daher das Moment (63 _ a3 der Tragheit = fgy (—-—I. Nun ist f

= A x A = & DFuls ; y =66 Pfund, g = 0,755 = (spec. Gewicht) b = 9 Zoll + 14 Fufs 9 Zoll+ 7 Zoll = 16,7 Fufs, a = I Fufs, lb3 — a3\ also fgy (—3—) = 23512,37 Pfund.

	
	
3.    Der Schlagelscheere. Dazu kann man wieder die eben gefundene Formel anwenden. Nun ist aber f^^’ }=sa, y = 66, g- 0,755; b= 6} Fufs + I Fufs = 71 Fufs; a = 1 Fufs.





—3—) = 878,13 Pfund.

	
	
4.    Der Zugarme. Da hier f=x,:3 = 3” QFufs, y = 66, g = 0,755 ; b=5+1 = 6{ Fufs, a-I Fufs,





so ist fgy I—-—) = 562,24 Pfund

	
	
5.    Der Schlagelschiene. Es sei dh = x, hi = dx, dg = a, dv = b, ,/cdA = o.





Nimmt man in der Schiene AB einen beliebigen Punkt n an, so ist die diesem Punkt zugehorige Ordinate nh = x tg 0 und wenn dh = x und hi = nr = dx wachst, so ist Ox sec g = nk, also x2 tg 02 • f • Ox sec 0 gy = dem Mo-mente der Tragheit der Schlagelschiene von der Lange Ox sec 0.

Mithin fgy sec e • tg 0**2 8x + C

= fgy sec Q • tg «2 • 3 + C

= dem Momente von der Lange der Schiene — mn.

Fur a = dg = a ist aber

a3 fgy ^c p. tg 0’3 + C = 0

O a3 also C = — fgy • sec 0 • tg 0“ —
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mithin das vollstandige Moment fur die Lange der Schiene

,         , 2(23—a3\

= fgy sec 0 * tg 0 I—9— )




Fur x = dc = b erhalt man nun endlich das Moment der ganzen Schiene

= f9}' sec ? • <9 e • (—3—) Es ist aber




f=T:}=3,

9 = 0,755,

y =66,




also Q =




sin 9 =

37° 47‘ 36”.




Ap _ Ac — ms

Am Am




11-6±41

78     78




= sin 37° 47' 36”,




Um a und b zu bestimmen, so verhalt sich




tp : im = ms : md oder 4} : 78 = 6, : md,




	
	
- 75 . CL





woraus       md = —---- = 10,2’ und dB = md — mB = 10,2’ — 8” = 9,534’

41

mithin          dg = a = dB • cos g = 9,534 cos • 37° 47’ 36” = 7,53'.

Ferner ist Ad • cos 0 = dc oder (At + tm + md) cos 0

oder             (8” + 78‘ + 10,2’) • cos 37° 47’ 36” = b = 14,77’.

/ 63 __ 43\

Es ist also f • g • y • sec 0 • tg 02 (—3—) = 3312,63 Pfund.




	
6. Die Schlagelwelle.



a, der Theil zwischen den beiden Hal-sen ist 18 Fufs lang und 1} Fufs im □ stark.

In Bezug auf nebenstehende Figur ist Vu2+v2 die Entfernung des Elements vom Mittelpunkt der Welle.

Setzt man nun die Wellenlange = I, so ist das Gewicht des Elements

= 8r • Du I • g • y

also das Moment der Tragheit dieses Elements




Fig. 8G0.
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= Vu? + »2 20, • Ou • ly = (u2 + v2) 8v • Bu ly = igy • bp (u2 • 8v+y2. be) Batrachtet man nun zuerst bp als Const so ist

19y ^,u f^ 8v + »2 8») — l97 Du (u2 » + *3) + c



C ist hier =0, denn fur v=0 ver-schwindet der ganze Ausdruck.

Fur v = a ist obiger Ausdruck

= l9V ou (w*a+“)

Betrachtet man nun v als constant, so ergibt sich dutch Integration das Moment

L3       U =rs a+"+c

Fur p = 0 verschwindet def ganze Ausdruck, mithin ist C = 0.

Fur p = a erhalt man das Moment der Tragheit vom 4ten Theil der Welle

=lgy 3 a4.

mithin ist das Moment der ganzen Welle = }a lyg-

Nun ist a = l Fufs, / = 12 Fufs, y = 66, g = 0,755,

folglich § a Igy = 504,50 Pfund.

In aller Scharfe ware es auch noch er-forderlich, das Moment der Tragheit fur die Zapfen, die Halsringe, die Zapfenblat-ter, die Armringe in der Welle u. s. w. zu bestimmen. Da diese aber gegen die vorher gehabte hochst unbedeutend sind, so kann man, ohne einen merklichen Fehler zu begehen, sie aufser Betracht lassen. Was die beiden Haise der Welle anbetrifft , welche eine konische Form ha-ben, so kann man diese als Cylinder von mittlerem Durchmesser betrachten. Dann ist das Moment der Tragheit 4 nr4 Igy.

Fur diesen Fall ist r = }, I = 1 Fufs, y = 66, g = 0,755, mithin das Moment der Tragheit der beiden Haise = 9,8 Pfund.

Die Summe sammtlicher Momerite ist demnach 23620,1 Pfund, welche einem Abstande von 1 Fufs von der Welle zu-gehoren. Reducirt man diese auf den Bolzen der Zugstange, und bezeichnet die in diesem Abstande erforderliche trage Masse, damit die Beschleunigung der Ma-schine in alien Theilen dieselbe bleibt mit x, so ist

12 - 23620,1 =(5})2.a

also ==236201- 2103,14 Pfund.

(5,5)2

Hierzu kommt noch die trage Masse der Zugstange und Zuglatte

=   36,58 Pfund.

Also ist die ganze trage Masse

= 2139,727 Pfund = N.

Bestimmung der bewegenden Kraft P, welche die trage Masse von 2139,727 Pfund in T Sekunden durch einen Raum von S Fufs zu fiihren im Stande ist.

Es wird angenommen, dafs der Dreh-ling fur das Schlagelzeug nicht wie der fur die Stampfen 32, sondern 40 Stocke habe. Des Stirnrad erhalt, wie schon fruher angegeben worden 68 Zahne, aus welchem Grunde die Theilung von 44 Zoll auch dieselbe bleibt.

Wie schon friiher angegeben, dreht sich das Wasserrad, mithin auch das auf der Wasserradwelle befindliche Stirnrad 7mal in 1 Minute = 60 Secunden herum, also einmal in ^ Sekunden. Nun verhalt sich bei einerlei Theilung die Zeit eines Um-laufes, wie die Anzahl der Zahne. Bezeichnet also x die Zeit, in welcher der

Drehling der Schlagelwelle sich einmal herumdreht, so ist:

68 : v Sek. = 40 : x Sekunden woraus x = 5,04 Sekunden.

Der Raum S, welcher die auf dem Bolzen der Zugstange reducirte trage Masse N bei jedem Hube der Zugstange durch-laufen mufs, ist genau genommen gleich dem Bogen cd-, dafiir kann man dessen Sinus nehmen, und dann ist

S = ce = fdsin 18° 15' = 5,5 sin 18° 15' = 1,77'

Um nun die Zeit T zu bestimmen, welche zu dem Durchlaufen des Raumes S erforderlich ist, sei der Halbmesser vom Theilrisse derDaumenwelle =r=1,25 Fufs; der Winkel, welcher der Hubhohe eb = S zugehort = q, alsdann ist, da die Daumen nach der Kreis-Evolvente construirt sind r arc 0 = eb oder 1,25 arc 0 = 1,77 Fufs 1 77

also arc o = —- = 81° 8’.

1,20
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Nimmt man nun die Bewegung des Wasser- also auch des Stirnrades durch-aus gleichformig an, so mussen die 360° des Drehlings sich zu der Geschwindig-keit von 5,04 Sekunden, mit welcher er einmal herumlauft verhalten wie der Winkel 0 zu der Zeit T, welche zu dem Durchlaufen des Raumes S = eb = arc Q erforderlich ist,

oder 360 : 5,04 = are Q : T

und daraus ist T = 1,136 Sekunden.

Dieser Werth fur T ist aber zu klein, indem die Geschwindigkeit des Daumens nicht gleichformig ist, sondern abnimmt, wenn der Winkel (o) zunimmt. Es mufs also, wenn die Geschwindigkeit des Daumens kleiner wird, die Zeit, in welcher es den Weg eb durchlauft, grofser wer-den.

Setzt man also diesen Werth von T in

S

Gleichung P = 72N, so erhalt man, da in diesem Faile N =2139,727 Pfund, s

= 1,77 Fufs, T= 1,36 Sekunden, g = 158, P oder die Kraft, welche dem mechani-schen Widerstande in Pfunden gleich ist = 187,8 Pfund zu grofs, indem T zu klein ist.

Naherungsweise ist also im Theilrifs der Daumenwelle eine Kraft erforderlich = (236,239 +187,8) + 5,789 = 429,828 Pfund = dem statischen, mechanischen und Rei-bungswiderstande.

Heifst diese Kraft V’, so ist in Bezie-hung auf den Theilrifs des Drehlings, wenn man dessen Halbmesser mit a be-zeichnet a V — r • 429,828


40.1}




oder




2.32




V = 1,25 • 429,828



also ist V = 1,25 * 4f,9’—=223,87 Pfund 2,4

naherungsweise die auf dem Theilrifs des Drehlings reducirte Kraft, wobei die Kraft, die zur Ueberwaltigung der Reibung zwi-schen Daumen und Zuglatte, und Zahn und Stock erforderlich, ganz aufser Acht gelassen ist, indem V' doch nur nahe-rungsweise bestimmt werden kann.

Bezeichnet nun W’ die Geschwindigkeit des Stirnrades, wenn das Schlagel-und Stampfwerk beide im Gange sind, V + V’ die dazu gehorige Kraft, W aber die Geschwindigkeit, wenn blos das Stampf-
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werk betrieben wird, und V die dazu gehorige Kraft, so ist im ersten Faile das Moment = W‘.(V+V) und im zweiten Faile = w • V.

Es miifste also, wenn eine gleiche Geschwindigkeit stets stattfande

w. V= W‘(V+ V') sein, woraus W : W‘ = V + V' : V oder W : W’ = 909,74 + 223,87 : 909,74

= 1133,61 : 909,74

900 74 woraus W‘ = 421 • W = 0,803 W 1133,61

Bezeichnet nun ferner v' die Geschwindigkeit des Theilrisses der Daumenwelle, wenn der Daumen arbeitet, hingegen v die Geschwindigkeit, wenn der Daumen nicht arbeitet; so ist klar, dafs W eben so oft in W enthalten sein mufs, als v‘ in v und daher v:v‘= W:W oder v : v‘ = W : 0,803 W oder v : v‘ = 1 : 0,803 woraus naherungsweise ebenfalls v‘ = 0,803 v.

Ist ferner t die Zeit, in welcher der Daumen wahreud einer Umdrehung arbeitet, und t’ die Zeit, in welcher er wah-rend einer Umdrehung nicht arbeitet, so ist v‘ der Zeit t und der Zeit t' zuge-horig, und man hat

360 : 2nr = o : tv1 = o : arc 0, weil arc g = tv' ist,


also ist




360*2r

7‘




81° 8'

360 ’ 2




22

1,25 • 7




0,803 v




1,777

6,803 v




Eben so ist 360 :360 — Q = 2nr : t'v

Oder 360°: 360°- 81° 8’ = 2 • 1,25 • 3 : t’v

, 6,084 woraus t' = -—

V

Nun verrichtet aber der Drehling in 5,04 Sekunden einen Umgang, daher ist




auch t + t' = 5,04




mithin 5,04 =




1,77 7   6,084

0,8030 T t>




also




2,204 + 6,048

‘--5,04—=1,644




und v’ = 0,8030 = 0,803 • 1,644 = 1,320'



Hieraus geht nun hervor, dafs v'T = S = der Hubnohe oder dem Wege ist, in welchem der Daumen arbeitet, mithin ist auch v (5,04 — T) der Weg, in welchem der Daumen nicht arbeitet; beide Wellen zusammengenommen miissen aber der Lange des Theilrisses der Welle gleich sein, mithin hat man

v‘T+v(5,04 — 7) = 2 • 1,25 • 7 oder

1,320 • T + 1,644 (5,04 - T) = 2 - 1,25 .33, woraus T, als zweiter Naherungswerth = 1,325 Sekunden.

Setzt man diesen Werth von T mit Beibehaltung der iibrigen Werthe in die Formel P=-^ N, so ergibt sich ein zwei-g ter Naherungswerth fur die bewegende Kraft P= 138,06 Pfund, der aber zu klein, weil T zu grofs ist.

Hiernach ist also die Kraft, welche naherungsweise im Theilrifs der Welle erforderlich ist

= 236,239 + 138,06 = 380,088 Pfund.

Diese wie oben auf den Theilrifs des Drehlings reducirt, gibt

v_380,088 • 1,25 - 197,96 Pfund.

2,4

Man hat also wiederum


oder oder




woraus



W : W‘= V‘+ V: V

W : W’ = 197,96 + 909,74 : 909,74

W: W‘= 1107,70: 909,74

; W‘=—W =0,821 W 1107,70       ’ auch haben wiederum t, t', v und v’ die-selben Bezeichnungen von vorher und daher v:v‘= W:W

oder v : v‘ = W : 0,821 W also ist naherungsweise

v‘ = 0,821 v ferner 360 : 2nr = Q ; ty‘


woraus




2nr.q - 2.77. 1,25 (81° 8‘) _ 2,165




360 • v‘ 360 -0,821 v




und 360 :360 — 81° 8’= 2 • 771 • 1 • 25:t‘v

, (278° 52’) - 2 - 22 • 1,25 6,084

woraus t =---———---— =--

360 • ®             v

Da nun I +t‘=5,04 Sekunden sein mufs, so ist auch




5,04 =




6,0842,165




also




6,084 + 2,165 5,04




= 1,636 Fill's




als zweiter und zwar kleinerer Naherungswerth weil der erste v = 1,644’ gefun-den wurde.




P= 138,168 Pfund als dritter Naherungswerth der bewegenden Kraft.

Behalt man diese etwas zu grofse Kraft bei, so erhalt man

236,239+138,168+5,789 =380,196 Pfd.=V‘ als Kraft, welche in der Zuglatte dem statischen, mechanischen und Reibungs-widerstande gleich ist.

Zur Ueberwaltigung dieser Kraft, oder was einerlei ist, dieses Widerstandes, und der Reibung zwischen Daumen und Zuglatte ist nach Eytelw. Stat. §. 282 eine




Der erste Naherungswerth fur v war = 0,803 -» = 0,803-l,644 der zweite Naherungswerth ist aber-= 0,821 • v =0,821 - 1,636




Da nun;0,821 -1,636 > 0,803 • 1,644, so ist auch der zweite Naherungswerth fur v‘ > als der erste, also die dazu gehorige Zeit oder der dritte Naherungswerth von T kleiner. Diesen findet man, wenn man auf dieselbe Weise wie vorher verfahrt = 1,324 Sekunden, welche dem zweiten Werthe von T = 1,325, aber beinahe gleich ist.




Setzt man also T = 1,324 in die




S

Gleichung P=g7N, so erhalt man
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Kraft in dem Theilrifs der Daumenwelle erforderlich.

V=(1+u tg 3) V

1 77

Fur diesen Fall ist lH ^ = Y^~ 54° 1’50", V' = 380,96 Pfund, u =‘ 7 = 0,07.

Daher V = 416,87 Pfund.

Reducirt man nun diese im Theilrifs der Daumenwelle erforderliche Kraft auf den Theilrifs des Drehlings, so ist nach Eytelw. Statik §. 238


V2—2V



are Q + u2 02 [Q cos (B — a) + M sin a] a2 — u2 02

r2 Q2— u202 (Q2+ M2+ 2 QM sinff) -

T a?—u?02

Fur diesen Fall ist nun a = 2,4= dem Halbmesser vom Theilrifs des Drehlings, r = 1,25 = dem Halbmesser der Daumenwelle, V, oder fur die Formel Q = 416,87Pfd.,

u = T, (={= dem Halbmesser der Zapfen, M = dem Gewicht der Welle nebst Zubehor = 902,47 Pfund. Es ist nam-lich:

	
1.    Das Gewicht des Holzes.


	
1.    Welle 8 Fufs lang, 1 Fufs stark.........= 6,285 Cubfufs.


	
2.    Drehlingskranze 24 Fufs Halbmesser auswendig, 18 Fufs in-





Summa 15,851 Cubfufs.

Das Gewicht davon ist = 15,851 • 0,755 • 66 = 789,85 Pfund.

	
2.    Das Gewicht des Eisens.


	
1.    4 Ringe = 4 • 1 • 22 • } •  ...........= 0,065 Cubfufs.


	
2.    2 Zapfen = 2} • } • $ • 77 + ‘ •  ........  = 0,172    „





Summa = 0,237   „

also das Gewicht = 0,237 • 66 • 7,2 = 112,62 Pfund, mithin der obige Werth fur M = 902,47 Pfund.

Um nun ferner a und 3 zu bestimmen, so ist ki sin p = km. Es ist aber kin die Entfernung des Mittelpunktes des Dreh

lings von dem Mittelpunkte des Stirn-rades = 2,25 Fufs festgesetzt. Ferner ist ki = kl + li = 4,06 + 2,4 = 6,46

. km 2,25 also sin o = -— = — also O = 20 23 .

ki 6,46

Mithin a = mnl- 180° - inl = 180°- (90 - 0) = 90° + Q = 90°+ 20° 23' = 110° 23', B = 270°.

Opposition (Astr.), s. u. „Conjunction und Aspecten".

Ordinaten sind gerade Linien als Langen zu Bestimmung der verschiedenen Punkte einer krummen Linie oder Flache, mit welchen diese selbst bestimmt wer-den. Die Ordinaten sind also zuerst selbst ihrer Lage nach zu bestimmen, und dies geschieht durch einen gegebenen festen Punkt, eine durch diesen Punkt gerich-tete gerade Linie und Winkel zwischen dieser Linie und den Ordinaten. Das nahere Bestimmungsstiick der Ordinaten heifst Abscisse, Abscisse und Ordinaten heifsen Coordinaten.

Werden nun von dem gegebenen Punkt als Anfangspunkt ab auf der durch ihn liegenden Linie in Abstanden Punkte genommen und von diesen Punkten die Ordinaten outer dem constant bleibenden Winkel, also parallel unter einander nach den zu bestimmenden Curven gezogen, so ist die Linie mit den fortschreitenden Abstanden die Abscisse und das Coor-dinatensystem heifst das der Parallel-Go or dinaten.

Bleibt aber der Anfangspunkt auch als Fufspunkt der Coordinaten derselbe und werden die Ordinaten unter verschiedenen Winkeln mit der gegebenen durch den Punkt gehenden Linie radical gezo-gen, so ist dies System das der Polar-coordinaten. Der feste Punkt heifst der Pol, die constante durch den Pol gehende Linie die Polaraxe und die verschieden genommenen Winkel sind die Polarabscissen. Das Nahere hier-fiber s. in den Art. „Abscisse, Coordin aten, Coordinatenaxen, Coordin a t e n g 1 e i c h u n g.

Ordnungen krummer Linien, s. den Art. „Curven“, Einleitung pag. 161 und No. 4, pag. 162.

Organische Beschreibung einer krum-men Linie ist die Verzeichnung der Curve im stetigen Zuge mit Iliilfe eines Instruments , wie mit dem Zirkel die Kreis-linie beschrieben wird. Die Cycloide, die Epicycloide und die Hypocycloide wer-den bei ihrer Construction durch die Um-walzung des Erzeugungskreises im stetigen Zuge verzeichnet. Auf ahnliche Weise lassen sich auch andere Curven construi-ren. Die stetige Verzeichnung der Ellipse aus den Brennpunkten gibt Bd. I, pag. 418 mit Fig. 256; Bd. III, pag. 45 mit Fig. 611 zeigt eine zweite stetig mog-liche Verzeichnung blofs mit Iliilfe der beiden gegebenen halben Axen.

	
1.    In dem Art. „E II ipse", pag. 42 hat man in Fig. 609 den Halbkreis AHT'B und es ist nach No. 13, pag. 45:



AC : CD = HJ : FJ

Dieser Proportion gemafs ist ein ein-faches Instrument zu stetiger Verzeichnung der Ellipse erfunden worden:

HG und HJ sind zwei gleich lange Lineale, beide zusammen gleich der halben Summe (a + c) beider Axen. Das Lineal GH hat eine Spitze zum festen Einstich in die feste Linie AB, das Lineal HJ eine Abrundung zum Verschie-ben, beide Lineale sind in H mit einem Charnier drehbar befestigt.
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Nimmt man nun die Lange JK= der halben kleinen Axe c, also GH + HK = der halben grofsen Axe = a, so geschieht mit der Fortschreitung des Endes J auf der Linie AB durch einen in K befindli-chen Stift die Zeichnung der Ellipse.

Denn macht man HL = der Verlange-rung HM = HK, so ist LM = 2HK, folg-lich K ein Punkt in dem uber LM be-schriebenen Halbkreise; folglich ^_MKL — R.

Nun ist HG = HJ

HL = HK

folglich L G = KJ und LK + GJ

Verlangert man daher MK bis N, so ist auch 2 KNJ= R, also MNG ein Winkel im Halbkreise und M beschreibt um den Punkt G bei der Umdrehung von A nach B einen Halbkreis mit dem Halb-messer GM = der halben grofsen Axe a, wahrend KN fur jeden Punkt von M die rechtwinklige Ordinate einer Ellipse von der halben kleinen Axe JK = c und der halben grofsen Axe GM = a ist.

Denn es ist GM : GL = MN: KN oder in Fig. 609 AC : CD = HJ : FJ.

	
2.    Bd. III, pag. 265, Fig. 718 zeigt den Durchschnitt einer Ilyperbel. M ist der Mittelpunkt, ME die halbe Hauptaxe a, EN die halbe Nebenaxe c, ML die obere Asymptote, MZ = NZ, also EZ die Richtung und = der unteren Asymptote MS; Mv eine beliebige Lange, DV + EZ.



Nun ist pag. 270, No. 18 nachgewiesen, dafs M Vx DF = MZ x EZ und dieser Satz hat das Mittel zu folgendem Ver-fahren fur stetiges Verzeichnen der Hy-perbel gegeben.

Nimmt man fur die zu verzeichnende Ilyperbel eine gerade Linie' MJ zur Richtung der Hauptaxe, M als Mittelpunkt, ME = der halben Hauptaxe a, also E zum Scheitel, das Loth EN zur halben

Nebenaxe c, so hat man die durch MN gezogene gerade Linie ML als obere Asymptote. Halbirt man nun MN in Z, zieht EZ, so ist EZ mit der Richtung der unteren Asymptote MS parallel. Nimmt man nun ein Lineal von irgend einer Breite VW, deren vordere Schiebekante in LM, und markirt auf dieser eine Lange VL = MZ- ferner ein zweites Lineal, dessen vordere Schiebekante nach LE gerichtet ist, und befestigt dies mit dem ersten Lineal in dem markirten Punkt L durch ein Charnier drehbar, so ist der Zeichenap-parat fertig. Denn verschiebt man das erste Lineal mit dem Punkt L
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nach LM abwarts und lafst das zweite Lineal immer durch den Punkt E gehen, was sehr leicht ist, wenn man in M und E diinne Stifte einsteckt, so beschreibt der Durchschnittspunkt D beider Lineal-kanten die Hyperbelpunkte (wie D, D', D\ E).

Denn es ist LZ : LV= EZ : dV und da          LV = MZ

auch        LZ : MZ = EZ : d V

oder      MV.MZ = EZ.dV woraus M Vx DV= MZ X EZ.

	
3.    In dem Art. „Brennpunkt der Parabel", pag. 417, No. 6 und 7 mit Fig. 254 und 255 sind zwei Constructio-nen der Parabel angegeben, aber keine stetig zu machende Zeichnung. Dagegen gibt der Satz 4, pag. 417 das Mittel dazu. Nimmt man namlich (Fig. 253) ein Win-kelmaafs B’NK, befestigt an der Lineal-Kante NK in einem nach K hin gelege-nen Punkt einen Faden von der Lange KN, wenn K selbst der Befestigungs-punkt ist, den zweiten Endpunkt aber in dem Brennpunkt B, schiebt das Winkel-maafs langs der Directrice B’N von der Axe B’F ab in die Hohe und halt zwi-schen Faden und Linealkante NK einen Stift, so beschreibt dieser die Parabel. Denn in jeder Lage des Winkelmaalses ist der Stift in der Spitze J eines Winkels wie / BJK, so dafs der Brennstrahl BJ immer = JN = DB’ =x+*p verbleibt.



Orientirboussole ist ein Hulfsinstru-ment zu Orientirung eines Mefstisches nach dem magnetischen Meridian, welches besonders nothwendig ist, wenn die Mels-tischaufnahme mit einer grofseren Ver-messung, bei welcher die Boussole an-gewendet worden, Zusammenhang hat. Sie besteht in einer etwa 4 bis 5 Zoll langen moglichst empfindlichen Magnet-nadel, die mit ihrem Agathiitchen auf einer Stahlspitze sich bewegt und arretirt werden kann. Diese befindet sich in einem Kastchen von etwa 6 Zoll Lange, 4 Zoll Breite. Die Richtung, welche die Mag-netnadel annehmen soli, ist auf dem Boden des Kastens mit scharfer und deut-licher Linie markirt und mit Nord und Slid bezeichnet und zwar so, dafs sie un-mittelbar durch Zeichenpunkte auf die Mefstischplatte iibertragen werden kann. Man setzt nun das Kastchen auf den Mefstisch und dreht es so lange bis die Magnetnadel fiber diese Linie einspielt und darin verbleibt, wo dann die unmit-telbare Verzeichnung auf der Mefstischplatte geschieht.

Orientirung eines grofsen Dreiecks-netzes. Hierunter versteht man die Auf-tragung auf dem Papier einer sehr ge-nau gefertigten grofseren Vermessung von einander anschliefsenden grofsen Drei-ecken mit Hiilfe nur einer oder zweien direct vermessenen Standlinien und moglichst genauer und einander berichtigen-der Winkelaufnahmen. Es wird also vorausgesetzt, dafs die grofsen Seiten der Dreiecke und zur ge-genseitigen Berichtigung deren Diagonalen sowie Verbindungsli-nien mit anderen Dreiecken tri-gonometrisch berechnet undklei-nere sich erwiesene Differenzen ausgeglichen worden.

Wollte man nun diese berechneten Dreiecke, so wie sie aneinander liegen, successive auch auf der Zeichnung aneinander reihen, so wiirde jeder einzelne aus der Starke der Punkte und der Breite der Bleistiftlinien von einer Dreieckslinie auf die andere sich iibertragen und man lauft Gefahr, ein nicht ganz richtiges, oder wie man auch sagt, ein verscho-benesNetz auf dem Papier zu erhalten.

Man vermeidet diesen Uebelstand, wenn man jeden einzelnen Punkt unabhangig von jedem anderen auftragen kann und erreicht dies durch Abscissen und Ordi-naten, wenn man zu der ersten eine Linie wahlt, welche zwei Hauptdreieckspunkte des Netzes mit einander verbindet, oder dafs man schon Anfangs die Basis in ihrer Lage zu einer Abscisse geeignet nimmt, die dann auf dem Papier nach beiden Seiten hin verlangert wird. Or-dinaten darauf sind dann die von den

trigonometrisch festgestellten Dreiecks-punkten auf die Abscisse gefallten Lothe.

Jedenfalls kann man die Abscissenlinie durch einen der festgestellten Dreiecks-pnnkte legen. Wenn die Vermessung eine Gradvermessung ist (s. d), so mufs die Abscisse der Arbeitsersparung und der Sicherheit wegen eine Mittags-linie sein und man wahlt den einen der Anfangspunkte der Vermessung so, dals durch diesen die Mittagslinie genom-men werden kann.

Es sind also sammtliche hier verzeich-nete Dreiecksseiten in ihren Langen be-kannt. Nun sei XX' die durch einen Dreieckspnnkt A gedachte Abscisse, so wird diese moglichst lang auf dem Felde abgesteckt, in moglichst weiter Feme mit einem Signal bezeichnet und der A BAX, womoglich noch ein zweiter Winkel, z. B. FAX' oder GAX1 vermessen.
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Mit Hulfe von AB erhalt man die Ab-stande Ab und Bb.

Aus AB, AF, BF ist schon berechnet. der /^BAF, dieser + Z_BAX ist ^FAX und Z FAX' = 180° — / FAX, woraus mit Hiilfe von AF gefunden werden die Ab-stande Af und Ff.

Aus AF, AG, GF hat man berechnet ^FAG-, hiervon ^FAX’ gibt ^GAX' und man erhalt mit Hiilfe von AG die Abstande Ag und Gg. Man sieht hieraus, dafs die Berechnung der Abscissen und der Ordinaten alter einzelnen Punkte nur mit Hiilfe rechtwinkliger Dreiecke geschehen und es ist gewonnen, dafs je-der einzelne Dreieckspnnkt unabhangig von jedem anderen aufs Papier gebracht wird.

Ort, absoluter, ist ein Ort ohne Be-ziehung auf einen anderen. Euler ver-steht darunter den Ort, welchen ein Kor-per in dem unendlichen Weltraum ein-nimmt, und wenn er denselben verlafst, so ist er in absoluter Bewegung. Hutton sagt: die absolute Bewegung besteht in der Veranderung des einen Orts und dem Uebergang in einen anderen, wenn man sowohl diesen als jenen absolut und ohne ihr Verhaltnifs (Relation) zu einem dritten Ort betrachtet.

Ort, astronomischer, s. den Art., A s t r o 5 nomischer Ort“ pag. 155.

Ort, geocentrischer, ist ein Ort, ein Punkt am Himmel, wo er aus dem Mit-telpunkt der Erde betrachtet dem Auge erscheinen wurde, im Gegensatz von he-liocentrischen Ort, wo er dem im Mittelpunkt der Sonne befindlichen Be-obachter erscheinen wiirde (s. den Art. „Geocentrisch" mit Fig. 656, Bd. III, pag. 143). Bei Fixsternen fallt wegen deren unmefsbaren Entfernung von un-srem Sonnensystem der geocentrische Ort mit dem heliocentrischen zusammen; bei Planeten ist der Unterschied sehr bemerk-bar. Der auf der Erdoberflache beobach-tete Ort ist auch noch nicht der richtige, er mufs noch mit Hiilfe der Parallaxe corrigirt werden, wie dies in dem Art. „ Hohenparallaxe" , pag. 251 mit Fig. 709 erklart ist.

Ort, geometrischer, ist in Art „Geo-m etrischerO rt“ mit Beispielen erklart. Es soil noch hinzugefugt werden, dafs die Aufgabe: den geometrischen Ort fur Dreiecke von einerlei Grundlinie und gleichen Winkeln an der Spitze, welcher eine Kreislinie ist auf folgende Art aus-druckt: Es sind zwei Punkte gegeben, von welchen aus zwei unter einem be-stimmten Winkel sich schneidende ge-rade Linien gezogen werden sollen. Der geometrische Ort ist eine Kreislinie oder vielmehr eine Kugeloberflache. Um deren Mittelpunkt zu finden verbindet man beide Punkte durch eine gerade Linie, halbirt diese, errichtet in dem Halbirungs-punkt auf derselben ein Loth, tragt an einem beliebigen Punkt des Loths an dieses den gegebenen Winkel und zieht mit dem zweiten Schenkel durch den dahin gerichteten der gegebenen Punkte eine Parallele, so ist deren Durchschnittspunkt der Mittelpunkt. Denn es ist der Peri-pheriewinkel als halber Centriwinkel ab-getragen.

Es gibt sehr viele Aufgaben fiber den geometrischen Ort und solche, die nur algebraisch zu losen sind. Man hat hier-bei immer weniger Gleichungen als Be-stimmungsstiicke und somit die Auflo-sung von diophantischen Aufgaben, in deren Resultat noch Unbekannte sind, aus deren Zusammenhang mit den Be-kannten dann die Construction des geometrischen Orts ermittelt wird.

Es erfolgt hier noch eine interessante und nicht schwierig zu losende Aufgabe nebst dem Beweise fur die Richtigkeit.

Den geometrischen Ort fur Dreiecke zu finden, die eine gemeinschaftliche Grundlinie haben und deren beide andere Seiten in einem gegebenen Verhaltnifs stehen.

Es sei ABC das Dreieck, AC die constante Grundlinie. Man findet den geometrischen Ort in einem Kreise, wenn man namlich AB bis D verlangert, so dafs BD=BC, man zieht DC und aus B die Parallele BE mit DC, so liegt der Mittelpunkt des Kreises in der verlan-gerten AC und B, E sind Punkte dessen Kreisumfangs.

Fig. 867.
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Denn ist F dieser Mittelpunkt und sind FB, FC Radien des Kreises, so ist, weil CD^BE

^BCD = Z.ABE

aber     z BEF = ^BAF+ 4 ABE

und    ^BEF=^EBF

folglich   / EBF = 2 BAC + Z ECD

= ^BAF+ ^CBE

Also Z CBE+^CBF=^BAF+^CBE

oder          ^/_CBF = Z BAF

Hieraus ist  /\CBF<^ &BAF

folglich     AB.AF=BC.BF

Oder       AB ;BC=AF. EF

Die beiden Linien AF, EF haben also das Verhaltnifs AB-BC, d. h. das Ver-haltnifs zweier von den festen Punkten A und C nach dem Kreisumfang gezo-genen Linien. Da nun die Linien AF, EF constant sind, so ist auch das Ver-haltnifs aller von A und C nach dem Kreisumfang gezogenen Linienpaare das-selbe constante Verhaltnifs.

Ort, heliocentrischer, ist der Ort am Himmel wo ein Planet, von dem Mittelpunkt der Sonne aus betrachtet, dem Auge zu sein erscheinen wurde (vergl. „Ort, geocentrischer").

Ort, optischer, ist der Ort einer Flache, auf den das Auge einen vor derselben befindlichen Gegenstand projicirt.

Ort, scheinbarer, ist der Ort, in den das Auge einen gesehenen Gegenstand dem Urtheil nach versetzt.

Ort eines Planeten. Dieser ist geo-centrisch oder heliocentrisch. Der erstere ist scheinbarer Ort, wie er von dem scheinbaren Horizont aus, wahrer Ort, wenn er von dem wahren Horizont aus beobachtet gedacht; mittler Ort eines Planeten, s. den Art. „Ein reducirter Ort“ ist der auf die Ekliptik projicirte wahre Ort des Gestims.

Man denke sich einen Planeten P in einer concentrischen Bahn um die Sonne S mit der Erde E in gleicher Umlaufs-richtung sich bewegen, dessen Bahn aber gegen die Ekliptik geneigt ist, und man verbinde die 3 Weltkorper durch gerade Linien zu einem Dreieck, so zeigt die
[image: ]

gerade Gesichtslinie SP von der Sonne zu dem Planeten an der scheinbaren hoh-len Himmelskugel den heliocentri-schen Ort P, und die Gesichtslinie EP von der Erde zu demselben an der scheinbaren hohlen Himmelskugel den geocen-trischen Ort P, des Planeten, und der Z_EPS ist der Unterschied zwischen beiden Orten an der hohlen Himmels-kugel.

Der Artikel „Anomalie“ zeigt, wie man den heliocentrischen Ort eines in seiner Bahn bekannten Planeten fur je-den Augenblick seines Laufs finden kann. Man kennt namlich die Zeit, in welcher er von seinem Perihel, oder auch von dem Knoten K mit unserer Ekliptik ab bis zu einem bestimmten Zeitpunkt zu-gebracht hat; betragt diese Zeit m Tage und ist seine siderische Umlaufszeit n Tage, so ist seine mittlere Anomalie =

— mal seiner Umlaufsbahn. Nun lehrt n

der Art. „Anomalie“ die wahre Anomalie oder den wirklichen heliocentrischen Ort des Planeten aus der mittleren Anomalie ableiten und biernach den Radius-vector SP in seiner Lange bestimmen.

Der auf der Erde befindliche Beobach-ter will aber wissen, wo er in diesem Augenblick den Planet P von der Erde E aus findet, er will den geocentri-schen Ort P, desselben kennen lernen. Um dies mit ITiilfe des heliocentrischen Orts P, zu erreichen, reducirt er den Planeten P auf die Ekliptik in p, um diesen Punkt in Lange und Breite angeben zu konnen. Demnach fallt er aus P einen lothrechten Bogen Pp auf die Ekliptik und erhalt in dem Fufspunkt p desselben den reducirten Ort p.

ist nun PK der Bogen der Planeten-bahn vom Planeten P bis zum Knoten K derselben mit der Ekliptik pK, Pp das

Fig. 869.
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gefallte Loth, also der Breitenkreisbogen von P, so ist der Neigungswinkel PKp beider Bahnen jederzeit gegeben, desglei-chen der Ort des Knotens K und man erhalt in dem bei p rechtwinkligen spha-rischen A PKp:

tg Kp = tg KPsin K

Es ist mithin der Knotenabstand Kp des reducirten Orts durch den Knotenabstand KP des Planeten und den Neigungswinkel K der Planetenbahn mit der Ekliptik bestimmt.

Ferner hat man in demselben Dreieck sin Pp = sin KP • sin K

womit der Breitenbogen Pp bestimmt ist, und mit beiden Bestimmungen der re-ducirte Ort p des Planeten. Durch die bekannten Langen PS, Pp und den rech-ten ZPpS hat man auch den reducirten Radiusvector pS. Nun ist _PSE = dem Unterschied der heliocentrischen Lange von p und E, folglich aus 2 Seiten pS, ES und dem eingeschlossenen ZpSE die Elongation ./.SEp bekannt, womit der reducirte geocentrische Ort p und durch pP auch der wirkliche geocentrische Ort des Planeten P gefunden ist.

Orthobasisch (Kryst.) ist die rechtwink-lige Lage der Basis gegen die Axe des Krystalls.

Orthogon, S. v. w. „ rechtwinklig“.

Orthographische Projectionen sind rechtwinklige P.

Ortsanderung ist Bewegung (s. d.). Jede Ortsanderung ist entweder wirk-lich oder scheinbar. Ohne eine wirkliche 0. findet keine scheinbare statt. Die scheinbare 0. beruht auf Augentau-schung, indem entweder das Object ruht und das Auge sich bewegt, oder indem beide in verschiedenen Richtungen sich bewegen. Bewegen sich Auge und Object parallel gleichgerichtet und mit glei-cher Geschwindigkeit, so ist das Object in scheinbarer Ruhe. Reiter und Pferd, Schiff und Schiffer sind in relativer Ruhe, obgleich sie gemeinschaftlich in Bewegung sind. Fixsterne sind in relativer Ruhe aber gemeinschaftlich in einerlei scheinbaren Bewegung.

Bewegt sich ein Korper durch die Punkte a, b, c, d, e, f, g, das Auge zugleich durch die Punkte A, B, C, D, E, F, G, so erhalt es den Ort des Korpers fur seinen

Fig. 870.
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Ort B durch die mit Bb aus A parallel und gleich lang gezogene Linie AB in B; den Ort des Korpers fur seinen Ort C in y wenn Ay = und + Cc gezogen wird. Die ganze scheinbare Bewegung des Korpers wird durch den punktirten Kreis an-gegeben.

Ortsbestimmung ist die Bestimmung der Lage von Hauptorterngrofserer Land-Aachen und des ganzen Landes, wenn eine Vermessung dariiber sich erstrecken soil. Sie ist das erste Unternehmen bei beabsichtigter Landesvermessung und wird die geographischeOrtsbestimmung genannt. Sie besteht in der Ermittelung der Lange und Breite jeder einzelnen Stadt in Beziehung auf einen ausgezeich-neten weit bemerkbaren Punkt derselben, welches nur auf astronomischem Wege geschehen kann. Astronomisch-geogra-phische Ortsbestimmung hierauf in der den Vermessungsresultaten gemafsen Verbindung dieser Hauptorte unter einander und mit den nachsten der angrenzenden Lander. An diese Hauptorte werden dann die zwischen liegenden Stadte und Dorfer durch Messung einiger Basen und Tri-angulirung der Winkel in grofsen Drei-ecken angeschlossen. Ueber die Vermessung dieser Dreiecke, dem Auftragen derselben s. die Art. „Orientirung eines grofsen Dreiecksnetzes, Gradmes-sungen, Mefstisch".

Orthotypes System (Kryst.), s. v. w. „Ein und einaxiges System, das vierte Krystallisations - System".

Oscillation, s. v. w. „Schwingung“. Oscillationsaxe, s. v. w. „Schwin-gungsaxe". Oscilliren, s. v. w. „schwingen“, in einer oscillirenden Bewegung sich befinden.

Osten einer der Cardinalpunkte des Ho-rizonts eines Orts, der Morgen, die Morgen gegend. Ostpunkt, s. v. w. „Mor-genpunkt".

Ostwestlinie die gerade Linie zwischen dem Ostpunkt und dem Westpunkt des Horizonts eines Orts, s. „Cardinal-p unkte “.

Ovale ist eine aus Kreisbogen verzeich-nete in sich geschlossene symmetrische Figur mit zwei ungleichen Hauptaxen; in der Geometrie wird sie nicht betrach-tet. Dagegen ist sie als Einfassung des-halb geeigneter als eine Ellipse, weil man ihre Form nach Belieben abandern kann und weil sie leicht zu construiren ist.

Man zeichnet ein gleichschenkliges Drei-eck ABC, aus A und B zwei gleiche be-liebige Kreise, verlangert die Seiten CA, CB bis zu den Kreisumfangen und ver-bindet diese Pnnkte D und E durch einen aus e beschriebenen Bogen. Die andere Halfte wird aus dem C gegeniiberliegen-den Punkt geschlossen.

Fig. 871.
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Descartes hat Ovalen construirt zu dem Zweck, dafs die von einem leuchtenden Punkt auf die convexe Seite der Curve fallenden Strahlen durch das Glas alle nach einem innerhalb der Ovale liegenden Punkt gebrochen werden; die Optik kann aber keinen Gebrauch davon machen.


p.



	
	
7,    die Verhaltnifszahl des Kreisumfangs zum Durchmesser. In dem Art. „ Arcus ", No. 2, pag. 108 ist angegeben', wie diese Zahl auf dem Wege der geometrischen Construction nach und nach immer an-nahernder gefunden werden kann, wenn man regelmafsige Vielecke von gleich vielen Seiten in und um die Kreislinie beschreibt, deren Seitenzahl wiederholent-lich verdoppelt, aus den Umfangen der jedesmaligen Necke die der 2 Necke be-rechnet und somit immer zwei nahere die Lange des Umfangs einschliefsende Grenzen erhalt.





In demselben Art. No. 17 und 18, pag. 114 und 115 sind aus den als allgemein giiltig erwiesenen Reihen fur arc • sin x und arc • tg x zwei ziemlich convergirende Reihen fur n entwickelt.

Eine Zusammenstellung der numeri-schen Werthe fur n, fur Briiche und Wur-zein von n und deren Logarithmen be-findet sich in dem Art. „ Kreis “, No. 11, pag. 95.

Paar. Ein Paar ist eine Anzahl von zweien gleichartigen Grofsen.

Pallas (Y). Einer der kleinen Plane-ten zwischen den Bahnen des Mars und des Jupiter, der sechste der oberen Pla-neten. Seine grofste Entfernung von der Sonne ist 71, seine kleinste 43, seine mittlere 57 Millionen Meilen. Seine grofste Entfernung von der Erde 91, seine kleinste 24 Millionen Meilen. Die Neigung seiner Bahn gegen die Ekliptik 34° 35'49,1"; die grofste unter alien Planeten; die Ex-centricitat = 0,24199 der halben grofsen Axe = 2,77263 halbe Erdbahnaxen. Sein siderisches Jahr, (Umlaufszeit) = 1686 Tage 6 Stunden; seine mittlere tagliche side-

rische Bewegung = 768,55421 Secunden, Lange des Perihels 121° 5’0,5"; Lange des aufsteigenden Knotens 172° 38' 29,8". Die Pallas erleidet vom Jupiter nicht un-bedeutende Storungen, weshalb die Orte der Pallas aus den Elementen nicht zu-verlassig anzugeben sind. Der Durchmesser der Pallas hat 440 bis 460 Meilen.

Pantograph, der bekannte sogenannte Storchschnabel, ein Instrument, mit wel-chem man Figuren in demselben oder auch in einem beliebig verjiingten Maafs-stabe abzeichnet, blofs dadurch, dafs man die abzuzeichnenden Linien mit einem Stift iiberfahrt. Es wird namlich ein System von gelenkigen Staben um einen festen Dorn drehbar befestigt; auf der einen Seite des Dorns ist ein Weiserstift, auf der anderen Seite ein Zeichnenstift in einen der Stabe eingesteckt und das Ganze so zusammengesetzt, dafs beide Stifte in einem zu wahlenden Verhaltnifs der Abstande vom Dorn mit diesem immer in einer geraden Linie verbleiben, so dafs in diesem Langenverhaltnifs die Figur auch abgezeichnet wird.

Parabel (vergleiche die Art. „Ellipse und Hyperbel") ist eine Linie der zweiten Ordnung oder eine Curve der ersten Klasse, indem sie einer Gleichung vom zweiten Grade zugehort; ferner ist sie eine Kegelschnittslinie. Aus beiden Gesichtspunkten, dem analytischen und dem synthetischen oder dem arithmeti-schen und dem geometrischen ist sie be-reits in diesem Worterbuch behandelt.

In dem Art. „Curven“, III. Abthei-lung, pag. 172 ist die der ganzen Klasse von Curven zu Grunde liegende allge-meine Gleichung (1) aufgestellt:

ay1 + bxy + ex2 + dy + ex + f = 0   (1)

Nachdem zuerst die Bedeutung und der Einflufs der einzelnen Coefficienten gezeigt worden, ist unter der Bedingung

beliebig grofser Abscissen (x) der Glei-chung die Form gegeben (Gl. 9):

1 (, d\./ a \ , 2 (bd— 2«e) d2-4af 2a_ (6+a)*/(624c)+ a +—2~J


(2)



und die beliebige Griifse der Abscisse x bis zur Unendlichkeit ausgedehnt, wo dann die Glieder, welche x im Nenner haben, als Null fortfallen und die Gleichung die allgemeine Form annimmt (Gl. 10)

% = % (- 6 * I b<l - 4ac) (3) •

Hierauf sind fur sammtliche Curven derselben Klasse drei mogliche Falle gezeigt :

	
1.    62 > 4ac



b2 < 4ac

62 = 4ac woraus nun drei mogliche Formen von Curven nachgewiesen worden, welche durch folgende drei Gleichungen (19, 20, 21, pag. 175) ausgesprochen werden.

	
1.    y2 = Ax + Bx2


	
2.    y2 = Ax — Bx2


	
3.    y2 = Ax



Fur die erste und die dritte Gleichung sind bei unendlichen Abscissen auch un-endliche Ordinaten vorhanden, fur die zweite Gleichung sind fur unendliche Abscissen Ordinaten unmoglich. Die erste Gleichung gehort der Hyperbel, die zweite der Ellipse und die dritte der Parabel an.

Die allgemeine Gleichung der Parabel, wenn deren Axe die Abscissenlinie und der Scheitel der Anfangspunkt der Abscissen ist, hat man also

y2 = Ax              (4)

	
2.    In No. 15, pag. 176 ist, um auf den Character der Kegelschnitte specieller zu kommen, Bezug genommen auf den Art. „Brennpunkte derKegelschnitte", Bd. I, pag. 420 mit Fig. 257. Hier werden die Constructionen der Kegelschnitte aus dem Kegel bildlich dargestellt und die Hauptformeln fur dieselben abgeleitet, wobei die Axen als die Abscissenlinien mit dem Scheitel F als Anfangspunkt gelten. Die Abtheilung A handelt spe-ciell von der Parabel.



Mit Bezug auf die Bezeichnung, Fig.

257 ist die rechtwinklige Coordinaten-gleichung entwickelt (pag. 421)

y2 = 2k sin 5 • x                (5)

Hier ist k der Durchmesser EF des Kegels in dem Scheitel F der Parabel und « der z^EAF des Axenquerschnitts an der Kegelspitze. Oder 2k sin 9 durch p (Parameter) ausgedriickt.

y2 = px                  (6)

An diese Gleichung knupft sich der Grund fur den Namen Parabel (na^n gleichkommend), weil das Quadrat der Ordinate gleich ist dem Rectangel zwi-schen dem Parameter (p) und der Abscisse (x).

	
3.    Die Gleichungen 4 bis 6 fur die Parabel haben die Beschrankung, dafs die Abscissenlinie die Axe mit dem Scheitel als Anfangspunkt ist und dafs die Ordinaten rechtwinklig sind. Eine allgemeine Gleichung fur die Parabel ist aber eine solche, die eine gegen die Axe ganz be-liebig liegende Abscissenlinie, einen be-liebigen Anfangspunkt hat und dessen Ordinaten einen beliebigen Winkel mit der Abscissenlinie bilden. Nur liegt das ganze Coordinatensystem mit der Parabel in einerlei Ebene.



Eben so wie fur die Ellipsei und Hyperbel (s. ,Ellipse", No. 3 und 4, pag. 39 und ,Hyperbel", No. 5, pag. 263) und mit denselben in dem erstgenannten Art. angegebenen Hulfsmitteln sollen nun hier die der Parabel angehorenden allge-meinen Gleichungen geordnet und auf Fig. 608, Bd. III, pag. 40 bezogen zusam-men gestellt, auch noch einige andere Falle hinzugefiigt werden.

A bedeutet den Parameter der allge-meinen Gleichung (4)

y2 = Ax

AC ist die Axe, A der Scheitel, E der Anfangspunkt der Abscissen, EF = u die Abscisse, FD = a die Ordinate. Die allgemeine Gleichung fur den Parabelpunkt (Bd. II, pag. 177, Formel 29) ist

	
I.    sin?(8+0)z2- 2sin(8+ 0) sin B-zu+ sin ^-u2- [2gsin(3+o)sin+ A cos (B + 0)] z



+ (2g sin 28 + A cos s) u + g2 sin 28 — A (p — g cos 8) = 0

Dreht man (Fig. 608) die Abscissenlinie Scheitel A entfernt. 1st dann Z D'F'C CF um C in die Axe AC, so kommt F =3, E'F = u, D’F’ = z, so hat man fur in F, E in E’, der Anfangspunkt E' der den Parabelpunkt D’ die Gleichung (Bd.II, Abscissen ist um die Lange p - g vom Formel 33, pag. 177).

	
II.    sin 28 • i2 — A cos J • z + Au — A (p — 9) = 0



Setzt man in diese Gleichung p — 9=0; u = — u, so erhalt man die Gleichung fur die in der Axe liegende Abscissenlinie, fur den Scheitel A als den Anfangspunkt der Abscissen und den Coor-dinatenwinkel 0.

	
III.    sin 23 • z2 — A cos 3 • % — Au = 0.



Nimmt man (Fig. 608) in der beliebigen Entfernung E’L = A eine der Axe parallele GJ, verlangert D’F’ bis G, setzt GD' = s’, so ist fur Gleichung II.

D’F'= % = s’ — F'G — s!1 — h cosec 3.

	
IV.    sin 20 • 2* — (A cos s + 2A sin 0) %



Setzt man in diese Gleichung s = 0, u = — u, so erhalt man die Gleichung der Parabel fur dieselbe Abscissenlinie GJ,

	
V.    sin 28 • 22 — {A cos 0+2h sin J) : —



Setzt man in diese Gleichung A = 0, so erhalt man Gleichung III.

Setzt man in Gleichung IV. fur A den Werth - A, so erhalt man die Gleichung unter denselben Bedingungen mit IV,

	
VI.    sin 23 . * - (A cos 8 — 2A sin J) :



Setzt man in diese Gleichung h sin 8 fur A, so erhalt man die Gleichung Bd. II, pag. 177, Formel 37.

Setzt man in den vorstehenden Glei-chungen I. bis VI. den Coordinatenwin-kel, in I. 4(8+0) = 90°, in II. bis VI.

	
VII.    z2 — 2 sin 8 • zu + sin 28 • m2 — 2g — A (p — g cos 3) = 0



Aus Gleichung II. entsteht

VIII. *« + Au - A (p - g) = 0.

Aus Gleichung III. entsteht IX. *2 - Au = 0.

Aus Gleichung IV. entsteht

	
X,    22 — 2hz + Au + A2 — As = 0.


	
Aus Gleichung V. entsteht XI.    32 — 2hz — Au + h2 = 0



Aus Gleichung VI. entsteht

	
XII.    ** + 2hz + Au + h2 — As = 0



Setzt man daher in Gleichung II. j — A cosec J fur z, so erhalt man die Gleichung, wenn die Abscissenlinie in dem Abstand A mit der Axe parallel lauft, der Art, dafs die Axe zwischen Curve und Abscissenlinie liegt. Bezeich-net man die Lange AE' = p — g mit s, zieht von E’ eine gerade Linie E'H unter dem Coordinatenwinkel E'HJ—6, so ist H der Anfangspunkt der Abscissen; fur den Parabelpunkt D’ ist dann HG = w und die Gleichung ist

	
- Au + A2 + A A cot J — As = 0



fur denselben Coordinatenwinkel 3 und mit dem unter dem Scheitelpunkt A be-legenen Anfangspunkt M der Abscissen.

Au + h2 + Ah cot d = 0.

nur dafs die Abscissenlinie in dem Abstand A von der Axe entgegengesetzt, nimlich nach oben der Curvenhalfte zu liegt.

	
+ Au + A2 — Ah cot A — As — Q



20=90°, so erhalt man Gleichungen unter denselben Voraussetzungen, nur dafs die Ordinaten mit der Axe normal sind.

Aus Gleichung I. entsteht

sin 8 • % + (2g sin 28 + A cos 8) u + g2 sin 28

	
	
4)    Band II, pag. 178, No. 23 von I. bis VI. sind fur alle Kegelschnitte die Werthe der in der allgemeinen Gleichung (1) vor-kommenden Coefficienten erwiesen und angegeben. Es sollen diese Werthe fur die Parabel allein hier zusammengestellt werden und zwar in Beziehung auf Gleichung 1, wenn man darin fur Fig. 608 und zur Uebereinstimmung mit den For-mein I. bis XII. den Werth u fur x und z fur y setzt, Gleichung 1 wird sodann


IV.
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zu der Gleichung

az2 + bz-u + cw" + db + eu + f = 0

	
	
I.    Der Coefficient a ist = 1 wenn (Fig. 608) 2 DKC — (0 + 8), d. h der Winkel, den die Ordinate mit der Axe bildet, ein Rechter ist. Dividirt man daher eine mit az2 gegebene allgemeine Gleichung fur die Parabel mit a, so verwandelt man dieselbe in eine Gleichung, fiir welche die Ordinaten mit der Parabelaxe normal si nd,





Da diese einfache Operation liberal 1 auszufuhren ist und die ubrigen Coeffi-cienten vereinfacht, so sollen die Glei-chungen I. bis VI. fiir die Untersuchung der Coefficienten aufser Betracht bleiben. Die letzten sechs Gleichungen gehoren also der allgemeinen Gleichung an

22 + bz-u + cw2 + dz + eu + f = 0

	
	
II.    Der Coefficient b von zu ist = dem doppelten negativen Sinus des Winkels (6) zwischen der Abscissenlinie und der Axe (Gl. VII). Wo die Abscissenlinie in der Axe oder mit derselben + liegt, ist 3=0 und das Glied mit zu fallt fort (GL VIII. bis XII.).


	
III.    Der Coefficient c von u2 ist eben-falls nur von demselben Winkel 3 ab-hangig und = dem Quadrat seines Sinus. Fur den Fall, wie ad II. gedacht, fiir die Gleichungen VIII. bis XII. wird B = 0, also sin 23 = 0 und das Glied mit w2 fallt aus.


	
IV.    Der Coefficient d von z ist = der doppelten Entfernung des Anfangspunkts der Abscissen von der Axe; negativ, wenn die Axe zwischen der Parabelhalfte und der Abscissenlinie liegt (Gl. VII, X, XL); positiv, wenn die Abscissenlinie zwischen der Axe und der Parabelhalfte liegt (GL XIL). Ist die Axe die Abscissenlinie, so fallt das Glied mit z fort.


	
V.    Der Coefficient e von u hangt von 3 Elementen ab. 1. Von dem Winkel 3 zwischen der Abscissenlinie und der Axe.



	
2. Von der Entfernung des Anfangspunkts E der Abscissen von der Axe (g • sin B) und von dem Parameter A.



Ist die Abscissenlinie die Axe oder lauft sie mit derselben parallel, so ist 3=0 und e = A (GL VIII, X, XII.); ist hierbei der Scheitel zugleich Anfangs-punkt der Abscissen (IX, XL) so ist e = — A.

	
VI. Der Coefficient f, das bekannte Glied. Liegt die Abscissenlinie in der Axe, der Anfangspunkt der Abscissen in der Entfernung p — g = s vom Scheitel (GL VIII.) so ist f = -As.


	
f wird = 0, wenn der Anfangspunkt der Abssissen im Scheitel liegt (GL IX.). Siehe den Grund hiervon in dem Art. „Curven“, pag. 173, No. 4.



Liegt die Abscissenlinie 4 der Axe und fallt die Projection des Anfangspunkts auf die Axe in den Scheitel (Gl. XL) so ist f = dem Quadrat des Abstandes h bei-der Parallelen; f—h2.

Lauft die Abscissenlinie in der Ent-fernung h = der Axe und ist die Projection des Anfangspunkts auf die Axe um s von dem Scheitel entfernt (Gl. X, XII.), so ist f — h2 — As.                      :

Setzt man h^ — As — Q), so erhalt man dasjenige s, fiir welches der Anfangspunkt der Abscissen in einem Parabel-punkt liegt. (S. den Grund hiervon in dem Art. „Curven“, pag 173, No 4.)

Setzt man in der allgemeinsten Gleichung (VIL) die Entfernung g sin 3 des Anfangspunkts von der Axe = h,; die Entfernung (p — g cos 3) der Projection des Anfangspunkts vom Scheitel =s, so hat man ganz allgemein

	
f = A,2 - As



In Band II, pag. 180, No. 25 mit Fig. 534 wird die geometrische Construction des Parameter A bei gegebenem Kegel gezeigt.

	
	
	
5.    Um nun fernere speciellere Unter-suchungen uber die Parabel anzustellen, ist an die No. 1 und 2 aufgestellten 6 Formein anzuknupfen und fortzufahren.







Zugleich ist auf einige elementare Ent-wickelungen und geometrische Construc-tionen in dem Art „Brennpunkt der Parabel" aufmerksam zu machen.

In Fig 872 sei EDO eine halbe Parabel, E deren Scheitel, EK deren Axe. Fur den Parabelpunkt D ist EG = x die Abscisse, GD = y die Ordinate, und nach Formel 5 und 6

	
	
y2 = 2k sin y • x = Pa





Bertihrt CT die Parabel in D und ist DL normal auf DT, so ist fiir den Punkt D-. DT-Aie Tangente, DJ die Normale, GT die Subtangente, GJ die Subnormale. Bandll, pag. 185 sind die allgemeinen Formein fiir diese 4 Li-nien angegeben.

Namlich die trigonometrische Tangente des Winkels DTG zwischen der Tangente i 8 y und der Axe : tg a = f x = 8, die Tangente    DT = 7% 1’1 + {f'x^

die Normale     DJ = fr 1/1 + {f’x^


Fig. 872.
[image: ]




die Subtangente GT=7G=3,

die Subnormale Ci J = fj- • f -^

Nun ist fur die Parabel y2 = p.r

	
	
... , 8y - p - y — mithin "9“Fa52y“2,        (7)





Tangente DT = 1 4.2 + y2 = ] 4.2 + p^

= " 1412+ F (8)

P

Normale DJ = % 1/y244x2=}1p2+4px

	
	
6 In Betracht, dafs die Ellipse und die Hyperbel Durchmesser haben, ist es angemessen zu untersuchen, ob dies nicht auch fiir die Parabel der Fall sei.





Setzt man in Formel I. das Bekannte g2 sin 23 — A (p — g cos B) = 0, so ist (Fig. 608, pag. 40) der Anfangspunkt E der Abscissen ein Parabelpunkt. Es fragt sich nun, unter welchem Winkel 3 die verlangerte Linie FC ein Durchmesser wird; d. h. unter welchem Winkel 3 fiir ein jedes einzelne u zwei gleiche entge-gengesetzte s entstehen.

Die Gleichung I. hat nun die allgemeine Form

a2 z2 — bzu + cu2 + dz + eu = 0 und es ist ein einziges ± z als Wurzel der Gleichung nur moglich, wenn diejenigen Glieder, welche uz und z zum Factor haben, fortfallen.

Diese beiden Glieder sind nun

— 2 sin (3 + 0) sin 3 • zu — [2 g sin (3 + d) sin 3 +- A cos (B + J)] %

Das erste Glied wird = 0 fur 3 = 0 und fur (3+0)=0; fur die zweite Annahme wird das zweite Glied = — Az, verschwin-det also nicht. Es mufs also jedenfalls B = 0, d. h. die Abscisse, wenn sie Durchmesser werden soil, mit der Axe + lau-fen. Fiir diesen Werth erhalt man die

Gleichung I.

sin 20 • z2 — A cos 3 • z + Au = 0

Die Abscisse ist hier die Axe und die Gleichung spricht aus, dafs sie nur fur 3 = 90°, so dafs — A cos J • z = 0 wird, als Durchmesser existirt, dafs also schief-winklige Ordinaten durch die Axe nicht halbirt werden.

Um nun zu untersuchen ob fur eine mit der Axe parallele Abscisse ein Winkel ()' existirt, fur welchen die Ordinaten durch dieselbe halbirt werden, hat man

auf die Gleichungen iiberzugehen, welche in Abstanden von der Axe und + mit derselben die Abscisse annehmen, also auf Gleichung IV. und VI. Mit Hinfort-lassung der bekannten Glieder erhalt man

Gl. IV. sin 33 • 62 — (A cos 3 + 2h sin 3) z + Au = 01

G1. VI. sin 23 • z2 — (A cos J — 2h sin J) % + Au = Oj


(15)



Man hat also zur Bedingung:

A cos 3 ± 2h sin 6 = 0          (16)

A

woraus tg 3 = + 2,                 (17)

	
d. h. befindet sich die Abscisse unter-halb der Axe (GL IV.), so ist 0 stumpf, und befindet sie sich oberhalb der Axe spitz.



Dieser Ausdruck fur tg 3 gilt fur jeden Punkt der Parabel, also auch fur den in der Parabellinie liegenden Anfangspunkt der Abscissen. Fallt man von diesem ein Loth auf die Axe, und bezeichnet man den Abstand dessen Fufspunkts vom Scheitel mit x, so ist h—y und tg J = A = P. Mithin ist s = dem c den die 2y 2y

Tangente des Parabelpunkts mit der Axe bildet. Wenn also Fig. 872 DM + EK, so ist DM unter dem Abstand UH = h = DG = y von der Axe ein Durchmesser der Parabel und die mit der Tangente DT parallelen Ordinaten werden, wie ON in P, von DM halbirt.

	
	
7.    Bei Bildung der Gleichungen 15 ist zum Anfangspunkt der Abscissen der Pa-rabelpunkt E, Fig. 608, (Bd. III, pag. 40) festgestellt. Fur die Bezeichnung, Fig. 872 hat man also den Punkt D fur E, die Abscissen x, haben die entgegenge-setzte Lage von w, mithin — x, fur u; y, fur z; a fur J und es ist A = p.





Man hat nun aus GL 15 und 16:

A cos 3 ± 2h sin 3 = 0 mithin ist auch die Summe der iibrigen Glieder

sin 23 • 33 + Au = 0 oder sin 2a • y,2 — px, = 0 hieraus erhalt man also, einen Durchmesser zur Abscissenlinie genommen, die schiefwinklige Coordinatenglei-chung

y,3=P,. ,         (18) sin ‘a oder wenn man die Entfernung GD des Durchmessers von der Axe wieder mit h bezeichnet, da aus Gl. 17 tg ^ = Sne cos 0

gesetzt sin 20 = — P"•—,

4 12+p2 . y,‘=-----—» a, (19) P

	
	
8.    Nimmt man eine Tangente zur Abscissenlinie, den Beriihrungspunkt zum Anfangspunkt, die Ordinaten + der Axe, so erhalt man die Coordinatengleichung





, =          2 «3 4   -|- p2

Denn ist (Fig. 872) DQ = u, QN = z, DG = h, ^DTG = a, so hat man in For-mel 19: z fur x,; u fur y, gesetzt: w2 _ 4h*+p . $         (20)

P

woraus    z = —P—, • w2        (21) +p‘ zu gleichen entgegengesetzten Abscissen u gehoren also gleiche Ordinaten z.

	
	
9.    Nimmt man die Ordinate DG als Abscisse (x), D als deren Anfangspunkt und die Ordinaten (y) rechtwinklig, so hat man fur einen Punkt N





DV = x — u sin a

VN = y — u cos a — z

Also nach GL 18: y = u cos « - sin," w

Fur h=0, wenn also DM in der Axe liegt, erhalt man x2 + py = 0

also gleich der ursprunglichen Gleichung x3 — px = 0, wenn man y statt von G nach E bin von E nach G hin rechnet.

	
	
10.    Nimmt man EB = ^p, so hat der





Punkt B die Eigenschaft, dafs eine von ihm nach irgend einem Parabelpunkt D gezogene Linie BD mit der durch D parallel der Axe gezogenen Linie DM einen Winkel BDM bildet, der durch die Normale DJ halbirt wird.


Denn es ist also und folglich



BD2 = BG2 + DG2 = (x - |p)2 + px = (x + |p)2

BD = x + |p

BJ= EG + GJ-EB = x +}p - |p = x + {p

BD=BJ und Z.DDJ= ^BJD = ^JDM


(27)



Ist also der Punkt B ein leuchtender Punkt, so werden alle von ihm nach der Parabel geworfene Strahlen in Linie + der Axe reflectirt. Der Punkt B heifst deshalb der Brennpunkt und die von ihm nach der Parabel gezogenen Linien

Brennstrahlen (s. den Art. „Brenn-punkt der Parabel").

	
	
11.    Rectification der Parabel. Dieselbe ist als Beispiel ausgefiihrt Bd. II, pag. 191.





Es ist der Bogen ED =


a = J, [2 y VP + #y + P in 2v*Vg"4477]

durch p und x ausgedriickt, indem man y2 = px setzt

1=12 i^Ti^+p m 2Vs*r±4s

durch x und y ausgedriickt

1=12, 193442+ya n 2x+1y3+4.3] 4x L                     y.


(28)

(29)

(30)



	
	
12.    Quadratur der Parabel. Dieselbe ist als Beispiel ausgefiihrt, Bd. II, pag. 192. Wird der Anfangspunkt im Scheitel E genommen, so ist die Para-belflache GDOH zwischen den Abscissen EG = x und EJ = x’, den dazugehorigen Ordinaten





y,y’ = F=iVp [a‘ Ya’ - a Ve] (31)

13. A. Das Parabelstiick zwischen dem

Scheitel E, der Abscisse a und der Ordinate y

F=^y               (32)

	
B.    Die Flache EDT zwischen der Parabel und der Tangente ist



F=^xtj                    (33)

Denn das &DGT ist = }TGx DG = xy.

	
C.    Die Flache EDB zwischen der Parabel und dem Brennstrahl ist



F= * (4c + 3p) Vpz = * % (442 +3y2=4. 4y2+3p x                   p


(34)



	
D.    Die Flache ODNPO eines Abschnitts zwischen einer auf einem Durchmesser DM genommenen schiefwinkligen Ordinate ON und der von ihr abgeschnittenen Parabel ist =



F= ^x,y,sin a               .

Denn nimmt man Bd. II, pag. 192, Fig. 540 die Ordinate EB unter einem Za, so erhalt man das Zuwachsparallelogramm EFHG = A x (y + ^y) sin «


mithin auch



.                   Ox

F= sin afy^x = sin “8, 09= sin «


2y2

— Qy = ^xy sin a



Mithin die Ebene ODNPO

— ^x,y,sina          (35)

	
14.    Die Calotte aus dem Parabelbogen, wenn derselbe um die Axe sich herum-



dreht, ist fur den Fall, dafs der Bogen zwischen den zu den Abscissen x und x’ gehorenden Ordinaten sich beflndet in

Bd. II, pag. 194 als Beispiel berechnet 1st x‘=0, also fur die Calotte des Bo-

F=*n17[4r+p)—(=‘+p)}] (36) gens ED um EG

F= 4* vp [a+p* _ 41 = % @p+vl-p bp

_ V4.st,y‘—y , (y + r2 — p3


6P

fur DU = x den Werth x + y‘ cos a fur OU = y den Werth y’ sin a zu setzen.

Es ist demnach



	
15.    Dreht sich der Bogen OD um sei-nen Durchmesser DM, so hat man in der Quadraturformel Bd. II, pag. 194: F=2/v]1+(%)‘8r



F-2ti -fy sin «11+ Oysin «  ] a ( + , cos .

V I O (x + y cos «) J

die Wurzelgrofse nebst Differenzial ist umgeandert und reducirt

= v[a (x + y cos «)]? + (By sin «)2 = V(y)2 + (8x)? + 2 8x • by • cos « = 1 ( 8y) + 1 + 2 cos a 8. = 1/P + 1 + 2 P cos a 2y by V \bx) bx           V 4y" 2y P

Mithin F — ^-^-~fy V4y2 + 4p cos a.yfp?. by

Man hat nun das Integral nach For-mel 233, pag. 342, wenn man c = 4; b = 4p cos a; a = p2 setzt.

(4y2 + 4p cos a • y + p2) = Y gesetzt

JyVY=x.y_PC"“JvY

Aus Formel 232, pag. 342 f^=rj^vr+ipWll^r

Endlich aus Formel 229, pag. 342 / V={n (P cos «+2y+ VY)

Mithin

F= 2nsn" [*Xvy—PC9" [PCOs{*2VyY++p"sin"n. 4n(pcos«+2y+vy)] ] =2tsinc[x? + pcos« y+83(2-3cos%)]vy—sposin?u-cosain(pcosk+2y+v%) I

Fur y = 0 wird F=0. Es wird dann VY = p und man hat fur die Constante

0 = ^L^m P3 (2 — 3 cos 2c) — } p3 sin 2a • cos a in (p cos a + p) + C p L24                                            -

den negativen Werth als den der Con-stante in die Formel fur F gesetzt gibt reducirt vollstandig die Umdrehungsflache

durch den Bogen OD um den Durchmesser DM:

F= 2xsina[ x+ecos" y+ 32(2 -3) cos 2/4*+ 4p cos « .y+p

, P cos a + 2 y+ 14y2 + 4p cos ay — 73 I

	
16.    Dreht sich der Bogen ND um den die Abscisse PW = y’ cos a — x‘ Durchmesser DM, so hat man           die Ordinate NW = y' sin a



also F= 2n fy sin a V [8 (y cos a — x)]2 + (Oy sin «)2 folglicb ist hier die Wurzelgrofse y(8y)2 + (0x)2 — 285 • 8y • cos a = 1/ P6 + 1 — 2 — cos V 494 2y p y    „ 27 sin « „ — ------ _ und       “--fy V4y" — 4p cos a • y + p* • oy.                          . ..

Nach den in No. 15 citirten Integral- und 4y“— 4pcosa'y-\-p2= Y setzt: ferner formeln hat man nun, wenn man in die-                 v p cos « v sen Formein a-p2; b =4pcosa; c-4,   J9‘=2‘‘1   2  J’’ j

	
	
- v p cos a + 2y ... , . „ /Oy J V X = - ----4 VYf 4p2 sin *« / vy





	
■ (By endlich / yY = 2 in (— p cos « + 2y + V Y)



Mithin

	
	
27 sin a (4 y2 — 4p cos a • y + p2 p cos a — p cos a + 2y\ "RpL----12--------4—)YY





p cos CL + -—9— • ^p2 sin 2« • ^In (— p cos a + 2y + fY) I

27 sin c (Ty2 p cos a p2 _„ . —-----— -------I--y + 9, (2 - 3 cos 2a) V4y2 - 4p cos a • y + p2 + ^p3 sin 2a • cos « in [— p cos ct + 2y + ]^4y2 — 4p cos a • y + p3])

Fur y = 0 wird auch F=0; es wird dann Yy = p und man hat fur die Constants 0 = 27 sin “ P1(2 — 3 cos 2) + ^p3 sin 2 a • cos a in (— p cos a + p) I + C

den negativen Werth dieses Ausdrucks durch den Bogen ND um den Durchin die Formel fur F eingesetzt, reducirt messer DM gibt vollstandig die Umdrehungsflache


(40)



Setzt man «= 90°, so sind die Ordi-naten rechtwinklig, die Abscissenlinie ist die Parabelaxe und man hat:

F-3F[($+5)v4y*+p*-62] (ar)

	
	
	
17.    Der Korper, welcher durch die Umdrehung der Ebene DEG um die Axe entsteht, ist in Bd. II, pag. 195 entwickelt.







K = 4nxy2 = 2upa2        (42)

Liegt die erzeugende Ebene zwischen den zu den Abscissen x, x’ gehorenden Ordinaten y, y’ so ist

K = % n (xy2 — x‘y")= } /ip =(r— x’^ (43)

	
	
	
18.    Dreht sich die Flache ODP um den Durchmesser DM, so wirde fur rechtwinklige Coordinaten der Korper = sein K = n fy2 Ox. Fur schiefwinklige bleibt der Halbmesser der sich drehenden Zuwachsflache dasselbe Loth OU yon 0 auf DM, mithin hat man den Werth des verlangten Korpers


Ox,, .Oy, O y,









K^Ttfy, sin ct)2dx,=Ti sin2afy,2•


Nach Formel 18 ist




also




y,’=




LP, sin 20 '




2y, 8y, = si,l%4 a.r.




Ox, 2y, sin 2c woraus ----- = -*---

Oy, P

Diesen Werth in das Integral gesetzt gibt




(44)

fur K



.        2y,sin‘2u

K= 7i mn 2«jy,-- P

mithin K = } — sin4a • y*          (45)

P

wo die Constante fortfallt, weil fur y, = 0

auch K=0 wird.

	
	
	
19.    Fallt man (Fig. 872) von 0 eine Ordinate OU auf den Durchmesser DM,


By, = 2 " sin ‘«Jy,3 ^y,

and es dreht sich die Flache ODU um den Durchmesser, so hat man den Korper

K="/y, ^^^-^y

wo DU unter x and OU unter y ver-standen wird, also









,_ -   •       8 (x, + y> c^s a),   .

K=nJ(y, sin “9 • a @u, sin c)" a ", sin 6

= n sin "^afy,2   , by, + x sin ^afy!1 by, • cos a

= n sin 2a fy,2 29, sin “ by, + 7 sin 3 cos c fy2 • by, P

= } " sin 4a • y* + " sin 2a • cos « • y,3

P               3

y 3


(46)



= 3 A — sin 2a (3y, sin 2a + 2p cos c)

P

wo wie ad 18 die Constante fortfallt.

	
	
	
20.    Der Unterschied der beiden Korper Formel 45 and 46 ist = dem zweiten Gliede in Formel 46







= 3n sin 2a cos a • y3.

Dieser Unterschied ist offenbar der Korper, welcher entsteht, wenn das Dreieck POV um den Durchmesser sich dreht;

Daher der Korper = 27f }y, sin a '^y^

man findet denselben sofort nach der Guldinschen Regel (pag. 229):

Es ist namlich der Flacheninhalt von A OPU =* • y2 sin a • cos a.

Die Entfernung seines Schwerpunkts vom Durchmesser = } • y, sin «.

Die Peripherie vom Halbmesser 1 = 2ti.

! sin ct • cos «=sn sin2a • cos a^y3       (47)

	
	
	
21.    Bezeichnet man die Entfernung HU des Durchmessers von der Axe mit A, so findet man die Formel fur den Korper, den die Flache DOU bei ihrer Drehung um DU beschreibt, wenn man OU—y,, DU = x, setzt.







Nun hat man fur den Parabelpunkt 0 in Beziehung auf die Axe EH = x and H0 = y

	
1.    HO2 = p • EH oder y2 = px.



Ferner ist EH = EG + GH , h2

	
2.    oder x =--- x, P



Ebenso HO = HU-\-UO

	
3.    oder J=h+y, folglich ist x and y durch x, and y, aus-geariickt die obige Coordinatengleichung.


	
4.    (h+y)?=p( + «,) =n+pa,


	
5.    undp=@+y-H=w@2A+,



Dieselbe Gleichung (4) differenzirt gibt 2(+ y,) by, = p bx,

.           aa 2 (A + y,)

by p

Nun hat man den Korper

K = % fy,2 bx = 7T. fy,2 2 (h +9) by, P = 2-^(fhy>i ^y>+fy>3 ^y<^ p

=*qny,*+ M= J " y, (n + 3y^ (48)


und wenn man aus (5) p durch A, x, und y, ausdriickt

K= ns,s“n, (9)

Setzt man h negativ, liegt also D' statt D um die Entfernung HU' = h unterhalb der Axe, so ist U’O — y, und der Korper K ist der, welcher durch die Drehung der Ebene D'EDOU' um den Durchmesser D’U' erfolgt

K=-^^y^-^    (50)

fur A = 0 entsteht der Korper durch die Drehung der ODEH um die Axe EK

K = ^nx, y,2

22. Der Korper, welcher entsteht, wenn die Ebene ODU um die Ordinate OU sich herumdreht.

Setzt man die Hohe des Parabelpunkts 0 von der Axe, also HO = A, die End-ordinate OU = y, die Abscisse DU = x so ist UH = DG= h — y           (1)

12

EG=EH — GH=--x (2)

P




und es ist /A3     \

^-y^pi--x)=hl-pr (3)

Nun ist fur den Fall, dafs die Ebene

UDEH um die Ordinate OH sich dreht:




K = 7 fx2 20-») . 8

Ox




Nun ist aus Gleichung 3

2 (A - y) (- 9y) = - p 8x




woraus

und




K—nfx2




(4)




(h-9).__P__

Ox 2 (A — y)




P 8, _P^ / x2 8r 2 (h - y)  " 2 J yh3=p




Setzt man, um das zu integrirende Dif-ferenzial rational zu machen




so




ist




A* — px = 22

A2 - 22

. x —------

P




— p dx - 2z dz und 9e = O %




- 2z

P



folglich K = - "P /(h2—332.2383 =" K(n? _ 23)2 as

$            2 J p2z p p2

= % f(h4 - 212 22 + 24) 8s

P

=-*(,±34223+8:5)+€

P

= — ■ " , (8 A4 + 4A2 px + 3p2 4?) ]/ h? — pz + C.

P

Fur x = 0 wird y = 0 und K = 0 mithin ist

0=-7,.8A.=-8,n+c 15p-             15p"

und es ist vollstandig. Der Korper aus der Drehung der Ebene ODU um OH =

K = ", [ 8 A5 — (8A4 + 4A2 px + 3p2 a?) }/a2 — pa]                    (51)

P

Fur x = EH = — —x wird Vh2— px =0 und man hat den Korper der durch die Umdrehung der ganzen Ebene ODEH um die Ordinate OH hervorgeht

K=8."          (52)

15 p

	
23.    Den Korper, welchen die Ebene DNW durch ihre Umdrehung um die Linie DW erzeugt.



Setzt man DG = A, GE = " WN = y,

DW = x, so ist

(WX - WN)? = p (GE - WD) oder (A — y)2 = p ("--x) = A2 — px

hieraus 2 (A — y) (— Sy) = — p bx

...     8c 2 (A — y) mithin  — =—---—

Sy p

Nun ist, wenn man y als den Anfangs-punkt der Abscissen annimmt und die Flache YWEN um YW sich drehend denkt


K = % Jy? Sx = % Sy2 • 20h—9 Sy = ^ ^Ay2 - 98y =   (4A - 3y)    (53)

p         p                bp



wo die Constant fortfallt, weil fur y = 0 auch K = 0 wird, und es ist dieser Werth = dem Inhalt des Umdrehjftigskorpers wenn die Ebene DNW um DW sich herumdreht.

Setzt man y-h, so hat man den Kor-per, der von der Umdrehung des Bogens DBE um DY erzeugt wird

K=".h=}DGXEG (54)

Die Formel wird sehr weitlaufig ent-wickelt, indem man a statt y einfiihrt. Man erhalt sie auch, wenn man aus der obigen Formel (h — y)2 = h2 — pr y — h — Vh2 — px entwickelt und diesen Werth in Formel 53 einsetzt

K = 6p [4A3 - 3/p" - (r - P) 1’7 - Pel (4 + 3 | * - Pe) = 6p [— 8h* + 12 h2 px — 3p2 *2 + 8h (A2 — pe)"1


(55)



	
24.    Dreht sich die Ebene EFZ um die Linie EY, so erhalt man den Umdre-hungskorper durch f'olgende Gleichung:



Man setze EZ = x, EZ, = y, so ist

K = n fy2 8x

Nun ist EZ2 = p • EZ oder x2 = py
[image: ]

also

K — ~fx^>()x = ^-’-^='snxy2 (56) p2 •   5 p2 2

Parabeln hoherer Ordnung, auch Pa-raboloiden genannt (vergl. „Apollo-nische Parabel") sind Linien von der allgemeinen Gleichung
[image: ]

	
1.    ist (m + n) gerade, n ungerade, so gibt es fur jedes positive x zwei gleiche und entgegengesetzte y. Denn man hat



J207+1+1) = a2+1x,2/+1

es ist also

1// 2+1      29++1 \

J=±ar++1xap+ +1)

	
2.    Sind (m + n) und n ungerade, so gibt es nur einen moglichen Werth fur y und zwar mit dem Vorzeichen von x. Denn man hat



y?p+1= a? (P-0x(=2+1 2—7 2p+1, woraus y = a 27++1 x * Va2±+1 die einzig mogliche Wurzel.

	
3.    Sind (m + n) ungerade und n gerade, so existirt nur ein positiver Werth von y, x mag positiv oder negativ sein. Denn haben in der Gleichung



ym+2l, = a",x^x')2l,

(m + 2p) und 2p keinen gemeinschaftli-chen Factor, so ist

m ni+tp

J=a"+2xV+a2P

	
4.    Sind (m + n) und n gerade, so kon-nen alle drei vorhin betrachteten Faile vorkommen. Denn es sei



y2"P = a2"(P-9x (+=)2"9

so entsteht durch Ausziehung der 2nten Wurzel

y^ = a® -9x( x)l

Haben nun p und q keinen gemein-schaftlichen Factor, so kann sein:

Entweder p gerade und q ungrade (er-ster Fall); oder p und q ungerade (zwei-ter Fall) oder p ungerade und q gerade (dritter Fall).

Die Parabeln von der Form y"1 = a™-1 x heifsen eine quadratische, wenn m = 2 ist; eine cubische, wenn m = 3 ist, eine biquadratische oder sursolide, wenn m = 4 ist.

	
5.    Die hohere Parabel a3 = py2 hat die merkwiirdige Eigenschaft, dafs sie der Parabel Evolute ist. In dem Art. „Evo-lute“, pag. 62 ist die Formel II. die Lange deren Abscisse a, die Formel III. die der Ordinate b beide rechtwinklig und entsprechen der Abscisse x und der Ordinate y der Parabel, den Scheitel als Anfangspunkt und die Axe als Abscis-senlinie genommen.



Nun ist y2 = px

Sy p also a = — ox 2 y

1 _ (8y2 _P2_ p2+4y2

\x/ T 4y2 4y2

8‘y = _p^y

8x2     2y2

Diese Werthe in den Ausdruck fur a gesetzt, gibt


__p2+4y2 (_2y2) Pa._p+4y. _

4y2    \ P^y) 2y iy By




2+42. 1,

2p 2P




+3y2 P




Dieselben Werthe in den Ausdruck fur b gesetzt gibt




,_, , 02+4y2 ( 2y2)

V 4y?     ( p^y)




p2 +4y2 2p 8y




p^ + ^y2       .y^

p2 9 p2



Um nun die obere allgemeine Form der Gleichung zwischen a und b (als a und y) nachzuweisen hat man

3y2 aus     a = ^p + ~

/     i  , 27 y6 (d—*P"=ps-und      b2 = 16 J" . p Hieraus ist (a—}p)3 = (27p) 69

Parabolisch ist was in Beziehung zur Parabel steht.

Parabolische Asymptote ist an einer krummen Linie hoherer Ordnung eine Asymptote in der Form einer Parabel.

Parabolische Curve ist eine Curve, welche der Gleichung angehort

y = a + bx + ex3 + .... mx'n von einer unbestimmten Anzahl Gliedern, wogegen eine Curve von der Gleichung

. c    d    e y=ar+b+—+ ++.... x x"   2 eine hyperbolische Curve heifst.

Parabolischer Hufabschnitt ist der durch eine Parabelebene vom Kegel ab-geschnittene Huf.

Es sei CAB der Axendurchschnitt eines geraden Kegels, C dessen Spitze, AB die Grundlinie. Ist DE + BC, so gibt der Schnitt durch DE eine Parabel, und es soil der von dieser Parabelebene DE, der Kegelflache DA und der Grundflache AE eingeschlossene hufformige Korper ermittelt werden.

Fig. 873.
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Bezeichnet man BC mit b, AB mit 2r, legt zwischen A und DE eine zweite Flache durch die mit DE parallele FG, fallt das Loth A J, so hat man

FG= — x 2r

AJ = x sin a

Beschreibt man fiber AB den Halbkreis, so ist diese die halbe Grundflache des Kegels, und errichtet man die Ordinate GH, bezeichnet diese mit z, so ist

62 = AG x BG = x (2r - x) die durch FG gelegte Parabelflache ist

F = 3 FG x2;=1:*,*=}4 «V2rr — x2

Bezeichnet man den Abschnitt des Hufs von A bis FG mit Z, so ist OZ = der Parabelebene F mal dem Differenzial der Hohe AJ = Ox • sin a

mithin 9Z = 3 • — x V2ra — 22. sin « • ax

T

	
2    b __ und Z = — • sin afx V2rx — x2 Ox


	
3    r



Nun ist fx |/2 rx — x2 Qx = — $ (2rx - x2)- + r/V2 rx — x2 8.

- ,-------- -----—-—               r — x

J\2rx — x2 ^x = 2(r—x) V2 rx — x2 + ^r2 Arc • cos —,


Mithin „ 2b . Z = — sin a 3r 2b .

= -- sin a 3r



— $(2rx — x2^ - ", 8) V2ra -4+* r3 Arc cos *—“

- ^(r + a) (3r — 2.) V 2 rx — x2 + } r3 Arc cos ", -J

z = — } — sin a • (r + x) (3 r — 2a) y2 rx — a? + 1 br2 sin a • Arc cos ‘—2 r                                                              T

Geht der Schnitt DE durch den Mittel-punkt der Grundflache, so ist a = r und Z=; br1 sin a (7— 3).

Parabolische Konchoide. Auf eine gerade Linie AB legt man eine Parabel mit ihrer Axe und schiebt diese auf der-selben fort. Zieht man von irgend einem festen Punkt C durch irgend einen und immer denselben Punkt D der Parabel-axe gerade Linien, so sind deren Durch-schnittspunkte mit der Parabel Punkte der parabolischen Konchoide CEF....


Fig. 874.
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Auf ahnliche Weise entstehen ellipti-sche und hyperbolische Konchoiden. Die parabolische Konchoide hat noch einen zweiten Zweig, der durch die zweiten Durchschnittspunkte, wie a, b, c in denselben Parabeln bestimmt werden. Der Anfangspunkt der unteren Konchoide ist der Erzeugungspunkt C und die gerade Linie CD' nach derjenigen Parabel, welche den Punkt C schneidet, ist als Tangente die Grenze der Curve, die Parabelaxe AB ist eine Asymptote derselben.

Die obere Konchoide fangt in unendli-cher Feme links auf einem Axenpunkt an, die Axe ist also diesem Zweige auf entgegengesetzter Seite gegen den unteren Asymptote, und rechts entfernt sie sich mit den Ordinaten unendlich weit von der Axe.

Parabolisches Konoid ist der Korper, welcher entsteht, wenn ein Parabelbogen mit seiner rechtwinkligen Ordinate um die Absisse dreht. Also der Korper im Art. „Parabel“, No. 17 mit Fig. 872. Sein Inhalt ist (Formel 42)

K = } a ay?.

Ein abgekurztes Konoid (Formel 43) = K = 2 n {xy2 - x, y2}=^np (x2 - x,2).

Parabolischer Spiegel, s. den Art. „Br ennspiegel".

Parabolische Spindel ist der Korper, welcher entsteht, wenn eine parabolische Ebene um ihre Doppelordinate sich dreht, also der Korper in dem Art. „Parabel“ No. 22, dessen Halfte, namlich der aus der Drehung der halben Parabelflache EOH um OH (Fig. 872) hervorgeht.

Es ist mithin der ganze Korper K h5

=18"p2*

Setzt man p • EH = OH2, d. i. pr = A2, so ist K= i^7tr2h

= ^nr2(2h}.

Mithin betragt dieser Korper 15 des Cylinders, der denselben Halbmesser EH = r und die Hohe OH zur halben also 20H zur gan-zen Hohe hat.

Paraboloide, s.v. w. „Pa-rabeln hoherer Ordnun g (s. d.).

Parallaktisch ist was sich auf die Parallaxe bezieht.

Parallaktischer Winkel, S. V. W. „Parallaxe“.

Parallaxe. Was unter P. verstanden wird, ist in dem Art. „Hohenparallaxe“ mit Fig. 709 genau erklart. Die P. ist am grdfsten, wenn der am Himmel be-findliche Punkt im Horizont des Beob-achtungsorts sich befindet (Horizontal-P.). Es ist namlich, wenn r der Halbmesser der Erde, R den Abstand zwischen Erde und Himmelspunkt bezeichnet, die Ho-rizontal-P.

.r        y

P = Arc • sin — oder sin P= —

und bezeichnet z die Zenithdistanz des Himmelspunkts von dem Beobachtungs-ort, jede Hohen-P.

P' = arc sin
[image: ]

oder sin P'= — sinz


R im Nenner zeigt an, dafs die P. mit der Entfernung des Gestirns abnimmt; da Fixsterne eine unermefsliche Weite haben, so haben dieselben auch keine P.

Bei der Horizontal-P. ist % = 90°; steht der Himmelspunkt im Zenith so ist z = 0, mithin ist fur jeden solchen Punkt die P. = 0.

Die Entfernung des Mondes von der Erde ist im Mittel 51500 Meilen, der Halb-messer der Erde 860 Meilen, mithin ist die Horizontal-p. desselben = arc sin 860 51500 = arc sin 0,01699 = 58 Min. 25 Sec. In seiner grofsten Nahe zur Erde ist die Horizontal-P. 53° 52", in seiner grofsten Feme 61' 32" am Aequator. Die Horizontal-P. der Sonne ist bei ihrer mittle-ren Entfernung von der Erde 8’ 5" bis 8' 6".

r im Zahler zeigt an, dafs mit dem Halbmesser der Erde die P. zunimmt. Nun ist am Aequator der Halbmesser am grofsten und nimmt nach den Polen hin wegen der dortigen Erdabplattung immer mehr ab. Daher ist die P. am

Aequator(Aequatoreal-P.) am grofsten, am Pol (Polar-P.) am kleinsten, zwi-schen Pol und Aequator mit der geogra-phischen Breite des Orts abnehmend(Lo-kal-P.). Die im Aequator gemessene, oder fiir denselben berechnete P. ist immer die Aequatoreal-Horizontal-P.

Der Unterschied zwischen der Aequa-toreal- und einer Lokal-P. und selbst der Polar-P. ist unbedeutend. Bei der Sonne ist sie fast = 0.

Denn der Erdhalbmesser im Aequator ist 859,5 Meilen, in der Axe 856,5 Meilen, die mittlere Entfernung der Sonne von der Erde ist circa 20,660000 Meilen.

Nun ist log 20660000 = 7,3151303

log 859,5    = 2,9342459

log 856,5    = 2,9327274


859,5 ‘ 20660000,

856,5 ' 20660000/




mithin



P = Arc (sin =

P' = Arc | sin =

• sin = 5,6191156 — 10) = 8,597 Secunden

sin = 5,6175971 — 10) = 8,525 Secunden

Gibt P— P‘=dem Unterschied zwischen der Aequatoreal- und der Polar-P.

= 0,072 Secunden, eine durch kein Winkel-Instrument zu beobach-tende Grofse.

Dagegen betragt der Unterschied zwischen beiden Parallaxen beim Monde 61' 32" — 61' 20" =12 Secunden. Ueber die P. der Sonne vergleiche den Art. „Breite, geographische“ , pag. 408, No. 5 mit Fig 243.

Noch ist zu bemerken, dafs die Hohen-parallaxen (s. d.) wie die Cosinus der scheinbaren Hohen der Himmelspunkte oder wie die Sinusse deren Zenithdistan-zen sich verhalten.

	
2.    Die bisher betrachtete P. zwischen Mittelpunkt und Beobachtungsort der Erde heifst die tagliche Parallaxe; dagegen betrachtet man auch die P. fiir die Faile, wo Sonne und Erde, oder wo die in der Ekliptik diametral entgegengesetzt liegenden Punkte die Beobachtungsorter sind. Erstere P. heifst die jahrliche Para 11 axe, wenngleich sie eigentlich nur die vierteljahrliche ist. Jahrliche P. eines Gestirns ist also der Winkel, den ein in dem Gestirn befindlicher Beob-achter zwischen Sonne und Erde durch Visiren mifst. Die Parallaxe ist von der Erde aus dadurch zu finden, dafs man das Gestirn am Anfang und Ende eines halbjahrigen Zeitraums jedes Mal wah-rend seiner Culmination visirt. In dem Dreieck ist nun die Grundlinie der Durch-messer der Ekliptik; die beiden visirten Hohenwinkel von 180° abgezogen geben den Winkel an der Spitze und dessen Halfte ist die jahrliche Parallaxe.


	
3.    Aus der jahrlichen Parallaxe ist aber auch die Entfernung des Gestirns von beiden Beobachtungsorten, der Erde und der Sonne zu ermitteln und zwar von jedem einzeln in den visirten Drei-eckseiten.



Nur sehr wenige Fixsterne haben eine mefsbare P.; sie betragt hochstens eine Secunde. Nimmt man das Dreieck gleich-schenklig, setzt die Entfernung zwischen Erde und Sonne = R, so hat man die Entfernung des beobachteten Fixsterns von unsrem Sonnensystem L = Rcosec^y\ und wenn man das Dreieck rechtwinklig

R nimmt L = R • cot (|)" =      ,. tg (2)

2

Es ist tg a = a + 3 a3 + -—- «5 + ....

der Bogen a = 2” = 0,000 002424 ....

Man ersieht also, dafs es an dem ersteu Gliede schon genug ist, und setzt man tg (|)" = 0,000 0025, so erhalt man L = 400 000 • R.

Mithin ist die Entfernung des nachsten ■Fixsterns von der Sonne mindestens das 400000 fache des Halbmessers der Ekliptik.

	
4.    Hat das Gestirn einen im Winkel mefsbaren Durchmesser, so kann man


Man hat an Curven Asymptoten, beide Linien kommen sich mit ihrer Verlange-rung immer naher ohne sich jemals zu schneiden. Die Asymptote ist geradlinig, die Curve nahert sich mit ihrer Verlan-gerung immer mehr der geraden Linie und kann in unendlicher Entfernung als gerade betrachtet werden, sie schneiden sich niemals, kommen einander immer naher und sind nicht einander parallel.

Unter den statt der Euklidischen Erklarung aufgestellten Erklarungen, die alle mehr oder weniger Einwendungen zulassen, ist keine augenfalliger als die: Parallelen sind gerade in einerlei Ebene liegende Linien, welche, man mag sie auf beiden Seiten noch so viel verlan-gern, immer einerlei Abstand von einander behalten. Aber auch gegen diese ist der Einwand zu erheben, dafs Abstand erst erklart werden mufste, dessen Erklarung aber auf Parallelen sich griindet. Man konnte nun erklaren: .... liegende Linien, zwischen welchen alle unter einem und demselben Winkel gezogene gerade Linien einerlei Lange haben

In dem Art. „ Axiom" habe ich von parallelen Linien eine genetische Erklarung gegeben, nachdem ich mich uber den Character der Grundsatze im Allge-meinen und im Besondern und uber die fur die Geometric vorhandenen moglichst ausfiihrlich geaufsert. Nach dem meiner Ansicht nach einzig nothwendigen Grund-satz: „Gerade Linien decken sich in alien Punkten" sollen mehrere gerade Linien auf einander liegen, eine derselben soil man von den darunter liegenden fortbewegen ohne ihre Richtung zu an-dern, wo dann beide Linien Parallele heifsen und die also beliebig auf beiden Seiten verlangert sich nirgend schneiden konnen.

Abgesehen von alien eifrigen Bemii-hungen ingenioserMathematiker, die Lehre von den Parallelen streng wissenschaftlich zu begrunden ist es nicht Recht, dafs ein so an sich geometrisch einfacher Ge-geustand mit Hulfe schneidender Linien und Winkelbestimmung definirt wird.

Die uns aufbehaltene alteste Theorie der Parallelen von Euklid ist die unge-schickteste die es nur geben kann.

Der lite Grundsatz mufs einen Kna-ben, der geometrische Kenntnisse sich erwerben soil, sofort abschrecken. Ich frage jeden Lehrer, ob dieser Grundsatz fur einen Knaben in Riicksicht auf den Standpunkt seiner noch geringer Begriffs-fahigkeit nicht viel zu zusammengesetzt ist. Nun kommt dazu, dafs Euklid auf





dieses Winkelmaals sowohl als auch die von dem Gestirn aus gemessene Parallaxe als Kreisbogen betrachten und beide Bogen sind die den Beobachtern schein-baren Langen der wirklich gemes-senen Langen. Da nun beide Winkel einerlei Radien haben, so verhalten sich die gemessenen Bogen, die scheinbaren Grofsen, wie die wirklichen Grofsen. 1st also die P. der halben Erdbahn = p, die scheinbare Grofse des Gestirnsdurchmes-sers = d, so ist da die wirkliche halbe Ekliptik = 20 Millionen Meilen betragt, der Durchmesser D des Gestirns wirklich

= — X 20 Millionen ML

P

	
5.    Man hat Doppelsterne (s. d.). Durch langjahrige Beobachtung mehrerer Sternsatelliten ist es mit Hulfe des Gra-vitationsgesetzes gelungen, die scheinbaren Durchmesser deren Bahnen zu be-rechnen und mit Hulfe der dritten Kep-ler’schen Regel die Umlaufszeiten dersel-ben zu ermitteln. Hieraus kennt man also die Parallaxe der Erde in Beziehung auf die Satellitenbahn E, namlich den scheinbaren Durchmesser derselben iiir einen auf der Erde befindlichen Beob-achter.



Nach No. 2 ist nun auch die P. der Erdbahn (S) in Beziehung auf den Sternsatelliten zu berechnen, und diese scheinbaren Grofsen verhalten sich bei den gleichgrofsen Visirlinien wie die wirklichen Grofsen. ist also wieder der Halb-messer der Ekliptik = R, so hat man den scheinbaren Durchmesser (S) der scheinbaren Satellitenbahn: dem scheinbaren Halbmesser (P) der Erdbahn = dem wirklichen Durchmesser der Satellitenbahn: dem wirklichen Halbmesser R der Erdbahn also

s : P = X : R

woraus der wirkliche Durchmesser der

S

Satellitenbahn X = — • R

Parallelen. Parallel sind gerade Linien, die in derselben Ebene liegen und so weit sie auch an bei-den Seiten verlangert werden doch an keiner Seite zusammentreffen. Diese Erklarung ist die alteste, namlich die 35te des Euklid und man hat dieselbe als nicht streng wissenschaftlich und ge-wifs mit Recht angegriffen. Aufser den vielen Griinden gegen diese Erklarung will ich noch einen anfiihren, den man vielleicht als zu weit hergeholt ansehen konnte, dem aber doch eine erwiesene Wahrheit zu Grunde liegt:

die gegebene Erklarung (10) des re ch ten Winkels sich beruft, welcher durch den Begrif Nebenwinkel erklart wird, iiber welchen in den vorherstehenden Krkla-rungen gar nicht die Rede ist, so dafs Euklid den Nebenwinkel, als wenn derselbe nichts geometrisches, sondern ein allgemein bekanntes Ding ware an-sieht. Der 1 Ite Grundsatz heifst:

Zwei gerade Linien, die von einer drit-ten so geschnitten werden, dafs die bei-den inneren an einerlei Seite liegenden Winkel zusammen kleiner als zwei rechte sind, treffen genugsam verlangert an eben der Seite zusammen.

Dieser Grundsatz ist offenbar der um-gekehrte 16 te Lehrsatz: An jedem Triangel ABC ist, wenn man eine seiner Seiten BC verlangert, der aufsere Winkel ACD grofser als jeder der beiden inneren ihm gegeniiber liegenden Winkel CBA, BAC.

Euklid halbirt AC in E, zieht BF durch E, macht EF—BE, zieht CF und be-weist aus den gleichen Dreiecken FEC und BEA, dafs ^FCEz=^BAC, also ^ACD>BAC. Die Halbirung von BC

Fig. 875.
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fiir A ACD > ABC ist nicht nothig, wenn man AC verlangert; denn Z.ACD ist = ^BCG, also nach dem ersten Theil des Beweises ^_ACD > 2 ABC.

Man kann nun den Lehrsatz auch fol-gender Art ausdriicken: Wenn 2 sich schneidende Linien AC, BC von einer 3ten BD geschnitten werden, so ist der aufsere Winkel ACD an der schneiden-den Linie grofser als der auf derselben Seite liegende ihm entgegengesetzte in-nere Winkel ABC. Dieser Satz umge-kehrt wiirde lauten : Wenn 2 gerade Linien AB, CD von einer 3ten EF so geschnitten werden, dafs der aufsere Winkel CGF grofser ist als der auf derselben Seite der schneidenden Linie ihm gegen-uberliegende innere Winkel AHF, so schneiden sich die beiden geraden Linien nach dieser Seite hin.
[image: ]

Einen strong wissenschaftlichen Beweis dieses umgekehrten Satzes ist noch kei-nem Mathematiker gelungen, der Grund hiervon soil durch folgende beispielsweise Behandlung anschaulich gemacht werden:

Gesetzt, die Linie BA schnitte die Linie CD nach HA hin nicht, sondern nach HB hin, so ware nach Euklid Satz 16

^DGF> ^BHF

Es ist aber

z D GF + z CGF = 2 BHF+ 2 AHF= 2 B

Da nun / CGF>       ^_ AHF

so ist Z_DGF< ^/_BHF            ; folglich schneidet AC nach B hin die CD nicht.

Es ware also nur noch moglich, dafs beide Linie AB, CD, beliebig nach beiden Seiten hin verlangert, sich nirgend schneiden. Man ziehe die mit CD Parallele JK, so sind JK und CD 2 Linien, die noch so weit auf beiden Seiten verlangert sich nirgend schneiden. Dreht man nun AB so, dafs die gleichen Scheitel-winkel AHJ und BHK immer kleiner werden, so bleibt das Verhaltnifs zwischen den beiden Paar Winkeln AHF mit CGF und BHF mit DGF immer dasselbe, so lange noch BH aufserhalb und AH in-nerhalb JK sich befindet. Denkt mail sich, dafs AB fiber JK hinaus die entgegengesetzte Lage annimmt, so kehrt sich das Verhaltnifs um: HA schneidet die CD ganz gewifs nicht und bei HB ist die Schneidung zweifelhaft wie vorher bei HA.

Diese Zweifel aber bleiben Zweifel und es liegt dies offenbar an der schlechten Wahl des Ilten Grundsatzes.

Wenn der lite Euklidische Grundsatz lautete: Zwei in einer Ebene liegende gerade nicht parallele Linien entfernen sich nach der einen und nahern sich nach der anderen Seite hin und treffen, nach dieser Richtung hinreichend verlangert in einem Punkt zusammen, so ist dieser Grundsatz nichts weniger als auffallend, im Gegentheil ganz hingehorig, einfach zu begreifen und beseitigt alle Schwie-rigkeiten.

Denn aus Satz 16 geht unmittelbar hervor: Wenn zwei gerade nicht parallele Linien von einer dritten geschnitten werden, so sind die auf der schneidenden (der convergirenden) Seite die inneren Winkel immer kleiner als zwei rechte Winkel und auf der entgegengesetzten (der divergirenden) Seite die inneren Winkel immer grofser als zwei rechte Winkel. Sind nun die Linien parallel, so dafs sie sich nach keiner Seite hin schnei-den, so mufs das Gesetz der inneren Winkel auf beiden Seiten dasselbe sein. Da nun auf beiden Seiten zugleich die inneren Winkel nicht kleiner und auch nicht grofser als zwei rechte Winkel sein konnen, so miissen sie auf jeder von beiden Seiten gleich zweien rechten Win-keln sein.

Hiermit ist denn auch der umgekehrte 16te Satz erwiesen, namlich: Wenn zwei gerade Linien von einer dritten geschnitten werden und die inneren Winkel auf einer Seite der schneidenden Linie sind kleiner als zwei rechte Winkel, so schnei-den sich beide Linien nach dieser Seite hin. Denn waren sie einander parallel, so miifsten die inneren Winkel zusammen gleich zweien rechten sein, und schnitten sie sich auf der entgegengesetzten Seite, so miifsten die beiden inneren Winkel grofser als zwei rechte sein.

Wenn zwei gerade Linien (Fig. 877) AB, CD von einer dritten EF geschnitten werden, so entstehen 8 Winkel, vier aufsere Winkel AHE, CGF, BHE, DGF-, vier innere Winkel AHG, CDH, BHG, DGH.

Von diesen heifsen noch je zwei Winkel auf einer Seite der schneidenden Linie, von welchen der eine aufserer, der an-dere innerer ihm gegeniiberliegender Winkel ist, Gegenwinkel. Es sind diese BHE und DGE, DGF und BHF, AHE und CGE, CGF und AHF.

Ferner je zwei innerhalb der beiden Linien auf verschiedenen Seiten der schneidenden Linie liegende Winkel: Inn ere Wechselwinkel; namlich AHG und DGH, CGH und BHG.

Endlich je zwei aufserhalb der beiden Linien auf verschiedenen Seiten der schneidenden Linie liegende Winkel : A e u f s e r e Wechselwinkel; namlich AHE und DGF, BHE und CGF. Sind die beiden Linien einander parallel, so sind jedes

Paar Gegenwinkel und Wechselwinkel einander gleich, welches daraus folgt, dafs die inneren auf einer Seite der schneidenden Linie gleich zweien rechten Win-keln sind.

Parallellinien sind uberall gleich weit von einander entfernt. Denn fallt man Fig. 877 von beliebigen Punkten E, F der einen der Parallelen AB auf die zweite CD die Lothe EG, FH, zieht EH, so sind als Gegenwinkel Z.GEH = Z.EHF, AGHE=_FEH: Hierzu in beiden Dreiecken die gemeinschaftliche Seite EH gibt nach Euklid I. Buch, Satz 26 ^EGH^^ HFE, mithin EG = FH.
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Aus der Lehre von den Parallelen folgen noch folgende wichtige Satze uber Dreiecke, namlich:

	
1.    In jedem Dreieck ist der Aufsen-winkel gleich den beiden ihm gegeniiber-liegenden inneren Winkeln.


	
2.    In jedem Dreieck ist die Summe sammtlicher drei Winkel gleich zweien Rechten. Denn zieht man Fig. 875 die mit der Seite BA parallele CF, so hat man



A ACF=^CAB als innere Wechselwinkel, /FCD = /ABC als Gegenwinkel, woraus Z.ACD = Z_CAB + z ABC.

Da nun Z.ACD + / ACB = 2R so ist auch

	
4    CAB + Z ABC + Z ACB = 2R..



Parallelen abstecken. Man soil auf dem Felde durch den Punkt C eine mit der durch Signale markirten Linie AB parallele Linie abstecken (Fig. 877).

Es gibt zwei Falle: Entweder man kann von AB aus visiren oder nicht. im ersten Fall bestimmt man den Punkt D, in welchem CD normal auf AB ist, und dies geschieht mit dem Diopterkreuz, einem mit Dioptern versehenen rechtwink-lig zusammengearbeiteten Kreuz von Li-nealen, mit dem man in AB das eine Lineal nach AB richtet und es nach und nach auf den richtigen Punkt D bringt, wo das andere Lineal nach DC zeigt, und dann in D ein Signal stellt. Man bedient sich auch hierbei des Mefstisches, mit deni man eine ahnliche Einrichtung verbunden hat. Hierauf begibt man sich mit dem Instrument nach C, richtet das eine Lineal von C nach 1), visirt mit dem andern Lineal nach rechts einen Punkt G, setzt dort ein Signal und CE ist die verlangte mit AB parallel abge-steckte Linie.

Kann man von D nach C nicht vi-siren, so nimmt man einen Punkt A in der Richtung AB, von dem man C sehen kann, stellt dort den Melstisch auf, visirt nach C, verzeichnet auf demselben die Richtungen AB; AC, bringt den Mefstisch uber C, stellt ihn dort auf, so dafs die gezeichnete Linie AC nach CA gerichtet wird, dann wird die gezeichnete Linie AB visirt, ein Signal H errichtet und HC ist die verlangte Parallele.

Ist nicht von AB und von keinem Punkt in AB nach C zu visiren, so wen-det man die Boussole an. Man stellt diese in irgend einem Punkt der Linie auf und beobachtet den Winkel zwischen AB und der Magnetnadel. Diese wieder uber C gebracht und unter demselben Neigungswinkel visirt, gibt die richtige Parallele GH.

Gesetzt aber, auch das ware nicht mog-lich, es waren blofs die Punkte A und B markirt, man konnte aber weder von A nach B noch von B in die Richtung nach A visiren und man solle eine durch C laufende mit der unbekannten Richtung AB parallele Linie abstecken, von C sei aber auch weder nach A noch nach B
[image: ]

zu visiren, so ermittele zwei beliebig lie-gende Punkte E, F, von welchen aus A und B zugleich gesehen werden kann.

	
IV.



Messe die Langen EF, EC, FC, trage diese verjiingt auf den Mefstisch, visire mit demselben von E aus die Richtungen EA, EC, EB, EF und von F aus die Richtungen FA, FC, FB, FE, ver-zeichne sie sofort auf deni Tisch bis zu den Durchschnittspunkten A und B, so hat man die ganze Figur im verjiingten Maafsstab, zeichnet die Parallele HG und steckt sie den verjiingten Maafsen ent-sprechend ab.

Parallele Himmelskugel ist die, welche von einem Pole der Erde aus gesehen wird, weil es dort scheint, als ob sammt-liche Sterne parallel dem Horizont sich umdrehten, und wo kein Auf- und Un-tergang statt findet.

Parallelebene, s. Bd. III, pag. 5.

Parallelepipedum ist ein Prisma, des sen Grundflache ein Parallelogramm ist, welches also von sechs Parallelogrammen eingeschlossen wird, von denen die ein-ander gegenuber befindlichen parallel und congruent sind. Die vier Parallelogramme zwischen den beiden Grundflachen heifsen Seitenflachen. Aus der Form des Korpers geht hervor, dafs man jede der Begrenzungsflachen zur Grundflache neh-men kann. Die Begrenzungslinien der Grundflachen heifsen Grundkanten, die der Seitenflachen Seitenkanten. Stehen die Seitenkanten normal auf den Grundkanten, so heifst das P. normal, sonst ist es ein schrages, ein schie-fes P.

Jedes P. wird durch eine Diagonal-ebene in zwei gleiche dreiseitige Prismen getheilt.

	
	
2.    P. von einerlei Grundebene, deren gegeniiberliegende Seitenflachen, sowie die den Grundflachen parallele obere Flachen paarweise in denselben Ebenen liegen, sind einander gleich.





Bei den beiden P. Fig 879 auf der-selben Grundflache abed liegen die obe-ren Flachen efgh und Mm in einer der Grundflache parallelen Ebene; ferner liegen die vorderen beiden Seitenflachen in einerlei Ebene und die Hinterflachen des-gleichen.

Nun ist Prisma geaeli 9 Prisma hfbdmk hiervon Prisma hfgrli = Prisma hfqrli bleibt Parallelep. abcdefgh = Par. abcdlikm

	
	
3.    P. von einerlei oder congruenten Grundebenen und gleichen Hohen sind einander gleich.





Sind die Grundflachen nicht einerlei, so stelle man die beiden P. auf eine und dieselbe Grundebene, so kann man zwei Seitenebenen des einen P. so weit ver-breitern, dafs sie die verbreiterten Ebenen

Fig. 879.
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zweier Seitenflachen des anderen P. uber-schneiden. Betrachtet man nun das zwi-schen den 4 Durchschnittsebenen ent-standene neue P., so ist dieses nach Satz 2 dem einen wie dem andern der gege-benen P. gleich, folglich sind die gege-benen unter sich gleich.

	
	
4.    P. von gleichen Bohen, deren Grund-ebenen Parallelogramme von einerlei oder gleichen Grundlinien und gleichen Bohen sind, sind gleich.





Man denke sich ein P., dessen Grund-flache mit abps congruent ist und mit dem P. abcdefgh einerlei Bohe hat, so lege man dasselbe auf abps und con-struire ein P. fiber abps, dessen Seiten-kanten mit ae parallel laufen, so sind diese beiden fiber abps befindlichen P. nach Satz 3 einander gleich. Das neu con-struirte P. hat mit dem P. abcdefgh die Seitenkanten ae, bf gemeinschaftlich ; betrachtet man daher in beiden P. die Ebene abef als gemeinschaftliche Grundebene, so ist ac beider Bohe, folglich ist nach Satz 3 das P. abcdefgh gleich dem fiber abps neu construirten und also auch gleich dem uber abps gegebenen P.

	
	
5.    P. von gleichen Bohen auf Grund-ebenen von gleicher Grofse und gleichen Winkeln sind gleich.





Da die beiden gleichen Grundebenen cefg, abed gleiche Winkel haben, so kann man sie, wie Fig. 880 zu Erganzungs-parallelogrammen an einander setzen. Zieht man die Diagonal hk, so ist Prisma uber eke = Prisma fiber cka, Prisma fiber ehg = Prisma fiber did und Prisma fiber hkf = Prisma fiber hkb. Die beiden Pris-men rechts der Diagonal von dem Prisma hkb und die beiden Prismen links der

Fig. 880.
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Diagonale von dem Prisma hkf fortge-nommen, bleibt P. fiber cefg = P. fiber abed.

	
	
6.    P. von gleichen Grundebenen und gleichen Bohen sind gleich.





Bat das eine P. eine Grundflache von der Seite = ce, das andere von der Seite = cd, so verwandle beide in Grundflachen von einerlei Winkel, dann sind nach Satz 4 die P. von denselben Seiten ce und cd einander gleich, beide letzten P. aber gleich nach Satz 5, mithin der Satz erwiesen.

Aus den vorgetragenen Satzen gehen noch folgende hervor:

	
	
7.    P. von gleichen Grundebenen verhal-ten sich wie ihre Bohen und P. von gleichen Bohen wie ihre Grundebenen.





Sind die Grundebenen Rechtecke von einer gleichen Seite, so verhalten sich P. von gleichen Bohen wie die ungleichen Grundkanten.

Sind die Grundebenen Rechtecke von ungleichen Seiten, so verhalten sich die P. von gleichen Bohen wie die Producte der Grundkanten.

Gerade P. mit rechteckigen Grundebenen verhalten sich wie die Producte der drei ungleichen Kanten.

	
	
8.    P. sind ahnlich, wenn ihre homo-logen Winkel einander gleich sind und wenn zugleich ihre homologen Kanten in Proportion stehen.





Die Inhalte ahnlicher P. verhalten sich wie die Cubi ihrer homologen Seitenkanten.

	
	
9.    Den I n h a 11 e i n e s P. d u r c h seine Kanten und Winkel auszudrfic ken.

Fig. 881.
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Es seien A, B, C die Langen der drei Kanten eines P.; der Winkel zwischen A und B sei c, der zwischen A und C = b und der zwischen B und C — a. Der Neigungswinkel der Kante C gegen die Grundflache {A, B) sei = d. Es ist mit-hin der Inhalt der Grundflache = A • Bsin c und der Inhalt des P.= A • B-C • sin c • sin d.

Man beschreibe nun aus der Ecke N zwischen den Kanten A und B eine Ku-gelflache, so bilden die Durchschnitts-punkte der Kanten mit der Kugelflache Spitzen fur ein spharisches Dreieck, welches entsteht, wenn man diese Punkte durch grofste Kreisbogen verbindet. Die Seiten des spharischen Dreiecks sind die Kantenwinkel, und zwar PR = a, QR = b und PQ = c; der normale Bogen von dem Durchschnittspunkt R zwischen a und b auf die Seite c ist der Neigungswinkel

Fig. 882.
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(der Kantenwinkel der Kante NR gegen die Seite c) d.

Nun ist dieser Neigungswinkel d auf die Seite c nach dem Art. „Korpertri-gonometrie, No. 18, Formel III. ge-geben:


• j 2

sin d — —;---

sin c




. a + b — c . a-[-b— c sin----• sin-------

2             2




. a + c— b sin  —-

2




. b + c— a sin------

A



Es ist wie oben erwiesen der Inhalt des P. = ABC sin c • sin d.


Mithin P. = 2ABC




-/ . a+b+c . a Ab — c 1/ sin--• sin--- - — •

•        2             2




. a + c — b  . b — c— a

sin---—- • sin------

2           2



	
	
10.    Bei gegebenen Kanten und Win-keln eines P. die Figur und den Flachen-inhalt eines Diagonalschnitts zu bestim-men.              ‘





Es sei ACFH der zu berechnende Durch-schnitt, gdh ein aus A beschriebenes spharisches Dreieck, hk ein Bogen von der Spitze h nach dem Durchschnittspunkt k des Bogens dg mit der Diagonale. Ist nun die Kante AB = a, die Kante AD = b, die Kante AH = c; /^BAD = a, ^BAH = 8 , /^DAH = y, so hat man in dem geradlinigen Dreieck ACD die Diagonale AC = ya?+62+2ab cos a (1)

Da nun AC : DC = sin ADC: sin DAC


Fig. 883.
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so ist sin DAC = sin dk = —x sin ADC = —.....         —

A-          ^aA + lA + lab cos a

Nun ist in dem spharischen Dreieck dgh nach No. 10

, cos 3 — cos a • cos y cos gdh =---—------.--— sin a • sin y

und in dem spharischen Dreieck dhk nach No. 11 cos hk = cos dh • cos dk + sin dh • sin dk • cos hdk , ,                                               „ cos 8 — cos « • cos y <1. n. cos hk = cos y • cos dk — sin y • sin dk •-----.--.-- sin a • sin y , , . cos 8 — cos a • cos y

— cos y • cos dk — sin dk-------.----———

sin a


(2)

(3)



Aus Gleichung 2 hat man

Parallelepipedum. 244 Parallelepipedum. . a2 sin 2c cos2 dk = 1 — sin2 dk = 1--,9     ----

d’—b 2ab cos «

_ a2 cos 2e + b2 + lab cos « _ (b + a cos a}2 a‘+62+2abcos « a2 + 62 + 2ab cos a b + a cos a

woraus cos dk =          --------- (5)

Va2 + 62+ 2ab cos a

Diese Werthe von sin dk und cos dk in Formel 4 substituirt gibt ,,               b + a cos a a (cos 3 — cos a cos y)

cos hk — cos y •-- -----—-------- -----

Va2 +62 + 2ab cos a Va2 + b2 + 2 ab cos a

,                          acos ^ + b cosy

oder cos hk = cos CAH =     ..... —                           (6)

[ a2 + b2 + 2 ab cos a

Hieraus erhalt man nun

. y [a2 sin 28 + b2 sin 2y + 2ab (cos c — cos 3 • cos y)]

sin hk = sin C AH — —------‘......     ........ ■ -------—— (4)

^a2 + 62 + 2ab cos a

womit also der Winkel zwischen einer Seitenkante und der Diagonale der Grund-flache gefunden ist.

Der Flacheninhalt des Diagonalschnitts ACFH = J ist also = AC x AHx sin CAH.

Nun ist AH = c, AC =Va2 + b2 -}-2ab cos a, mithin ist

J = c • y[a2 sin 28 + b2 sin 2y + 2ab (cos a — cos B ‘cos 1)]           (8)

	
	
11.    Ausdengegebe nen'Winkeln, welche die drei Kanten eines P. miteinanderbilden,dieNeigungs-winkel dessen Seitenflachen zu finden.





Verfahrt man wie No. 10, so hat man in dem spharischen Dreieck, weil die die Winkel gdh, dgh und dhg reprasentiren-

den Bogen auf einander normal stehen, die eben genannten Winkel als Neigungs-winkel der Flachen. Es sind also in dem spharischen Dreieck die Seiten a, 8, y gegeben und man hat nach dem Art. „Korpertrigonometrie“, No.10, Formel I, pag. 41,

den Neigungswinkel dhg zwischen den Seitenflachen AE und BH . . -\/sin 4 («+3—y) • sin } (a + y - 3) sin 2a—/--------.—-—.--------

’              sin 3 • sin y

den Neigungswinkel dgh zwischen den Seitenflachen BD und BH . 1 /sin 4 (8 + a — y) " sin 4(8 + y ~ «)

’               sin « • sin y

den Neigungswinkel gdh zwischen den Seitenflachen BD und AE

. i_ y/sin 4 (y + « - 8) * sin 4 (y + 3 ~ c)

’               sin a • sin 3

	
	
12.    Bei gegebenen Kanten und Winkeln eines P. die Diagonale des P. und den Neigungswinkel des Diagonalschnitts gegen die Grundflache zu bestimmen.





Ziehe die Diagonalen AF, CH, so ist in den geradlinigen Dreiecken ACH und

ACF: cos ACF= — cos CAH, daher

CH2 = AH2 + AC2 - 2AH • AC • cos CAH

AF2 = AH2 + AC2 +2 AH • AC -cos CAH^ die Werthe von AC aus Gleichung 1 und cos CAH aus Gleichung 4 No. 10 genom-men (AH = c), gibt


CH2)

AF2]




= c2 + (a2 + b2 + 2 ab cos 0)4 2c • 142 + 62 + 2ab cos a •      ’8 1    &%

Va2 + 62 + 2 ab cos «

= a2 + b2 + c2 + 2ab cos c + 2ac cos 8 + 2bc cos y




Den Neigungswinkel dkh zwischen den aus dem spharischen Dreieck dhk und es Ebenen ACHE und ABCD erhalt man ist bei gegebenem /_dh= .^DAH = y,



zhkezHAF und ^dk = ^DAC

,, cos dh — cos hk * cos dk. cos dkh =-----.---,---.—7---- sin hk • sin dh

Nun ist dh — y^ cos hk siehe Gleichung 6, sin hk siehe Gleichung 7 und cos hk s. Gleichung 6, No. 10.

	
	
13.    Der Art. „Maximum und Minimum" enthalt in No. 8, 10, 12, 14 die Nachweise uber die kleinsten Oberflachen der P. und in No. 9, 11, 13, 15, 16, 17 uber die grofsten kbrperlichen Inhalte derselben.






Parallelepipedum der Krafte, s. „K r a f t e im Gleichgewicht “, No. 27, pag. 66.

Parallelflachig, (Kryst.), im Gegensatz von geneigtflachig, sind Krystalle der homoedrischen Form, bei welchen die parallelen Flachen durch die Vergrbfse-rung der abwechselnden Flachengruppen zum Theil geblieben, wahrend sie bei den geneigtflachigen verloren gegangen sind.

Parallelkreise sind Kreise auf einer Kugeloberflache, die mit einander parallel laufen. Besonders nennt man solche Kreise P., die auf der hohlen Himmelskugel und den Weltkorpern, so auch auf der Erde, mit dem Aequator, der immer der grbfste der Parallelkreise ist, parallel laufen. Die P. an der Himmelskugel sind die astro-nomischen, die auf der Erde die geo-graphischen P. Alle unter demselben P. liegenden Orte haben einerlei geogra-phische Breite. Die P. werden um so kleiner, je naher sie den Polen kommen und verhalten sich in ihren Langen wie die Cosinusse der geographischen Breiten. Jeder P. wird in 360 Grade getheilt, die Grade der P. nehmen also ebenfalls in dem Verhaltnifs der Cosinusse ihrer geographischen Breiten ab.

Parallellineal ist ein Zeichneninstru-ment, mit welchem man parallele Linien auf dem Papier zieht. Es besteht aus zwei genau gearbeiteten neben einander geleg-ten Linealen und ist mit zwei parallelen um ihre Befestigungsdorne drehbaren Metall-bandern zusammengefugt, an welchen die Lineale leicht in der nbthigen Entfer-nung auseinander geschoben werden.

Parallelogramm ist ein Viereck, in welchem die gegeniiberliegenden Seiten parallel sind. Die P. sind dieser Erkla-rung zufolge Vierecke mit Seiten als Parallelen zwischen Parallelen; demnach sind je 2 gegeniiberliegende Seiten und je 2 gegeniiberliegende Winkel einander gleich.

Ferner sind je 2 an einer der Seiten liegende Winkel zusammengenommen gleich zweien Rechten, sammtliche 4 Winkel zusammen also = 4 Rechten.

Aus diesen Griinden konnen P. ihrer Form nach auf zweierlei Weise verschie-den sein.

	
1.    ‘Es konnen die 4 Seiten entweder alle gleich oder ungleich sein, und 2. Es konnen alle Winkel entweder alle gleich oder ungleich, d. h. rechte oder schiefe Winkel sein. Man hat demnach vier-erlei P.:


	
1.    P. mit lauter gleichen Seiten und lauter gleichen (rechten) Winkeln.


	
2.    P. mit lauter gleichen Seiten und ungleichen (schiefen) Winkeln.


	
3.    P. mit ungleichen Seiten und lauter gleichen (rechten) Winkeln.


	
4.    P. mit ungleichen Seiten und ungleichen (schiefen) Winkeln.



Das erstgenannte P. eine regulare Fi-gur, ist das Quadrat.

Das zweite P. der Rhombus, die Raute.

Das dritte P. das Oblongum, Rec-tangulum, Rechteck.

Das vierte das Rhomboid, die lang-liche Raute.

Euklid hat den allgemeinen Namen: Parallelogramm nicht. Nur die vier einzelnen genannten P. und er setzt sie schon zu Anfang unter die Erkliirungen mit Angabe ihrer Eigenschaften.

Erklarung 30 lautet: Unter den vier-seitigen Figuren heifst diejenige ein Quadrat, welche gleichseitig und rechtwink-lig ist, ohne also vorher nachzuweisen, dafs beide Eigenschaften moglich sind. Dieselben Fehler linden auch bei den drei folgenden Erklarungen von Oblonguni, Rhombus und Rhomboid statt, und es ist dies um so auffallender, da er erst die Erklarung von Parallel die 35te sein lafst. Die spatere Einfiihrung des Ausdrucks, Parallelogramm, zuerst Buch I, Satz 41, ist wohl von dem Ueber-setzer geschehen.

Parallelogramme werden von jeder Dia-gonale in 2 congruente Dreiecke getheilt.

In rechteckigen P. sind beide Diago-nalen einander gleich, in schiefwinkligen ungleich.

Nimmt man eine Seite eines P. zur Grundlinie, so heifst die zwischen ihr und der gegeniiberliegenden Seite gezo-gene Normale die Hone des P.

	
P.    von gleichen Grundlinien und H6-hen sind einander gleich.



Der Inhalt eines P. ist gleich dem Product : Grundlinie mal Hone.

Die Summe der Quadrate beider Dia-onalen ist gleich der Summe der Qua-Irate der vier Seiten.
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Also

AC^^BD^AB^CD^AD^BC^-

Denn es ist

BD2= DE2 + BE2= AD2 - AE2 + BE2

_AC2=CF+AP= BC2—BF+AF2

Addirt gibt

AC2+ BD2 = A D2+ BC2 - 2 AE2+ (AB+AE)2 + (AB - AE)2 = A D2 + BC2 + AB2 + CD2 in dem Art. „Constructionen aus der Elementargeometrie" sind der Reihenfolge nach folgende Zeichnenauf-gaben gelost pag. 67 u. f.:

	
1.    No. 71. Dasselbe Quadrat im Halb-kreise in ein Rectangel im Halbkreise zu verwandeln.


	
2.    No. 72. In einen Kreis ein Rectangel zu beschreiben, dessen anliegende Seiten wie n : m sich verhalten.


	
3.    No. 85. Eine gegebene gerade Linie um ein Stiick zu verlangern, dafs das Rechteck zwischen der ganzen verlanger-ten Linie und dem Verlangerungsstiick einem gegebenen Quadrat gleich werde.


	
4.    No. 86. Eine gegebene gerade Linie in 2 Theile zu theilen, so dafs das Quadrat des einen Theils gleich wird dem Rectangel zwischen dem anderen Theil und einer zweiten gegebenen geraden Linie.


	
5.    No. 87. Eine gegebene gerade Linie so zu schneiden, dafs das unter der ganzen und einem der beiden Abschnitte enthaltene Rectangel dem Quadrat des iibrigen Abschnitts gleich sei (Euklid II, 11).


	
6.    No. 99. Ein Parallelogramm in ein Rechteck zu verwandeln.


	
7.    No. 100. Ein Parallelogramm in ein anderes P. mit denselben Winkeln und einer gegebenen Seite zu verwandeln.


	
8.    No. 101. Ein Parallelogramm in ein Dreieck zu verwandeln.


	
9.    No. 102. Ein Rechteck in ein Quadrat zu verwandeln.


	
10.    No. 133. Ein Parallelogramm gleich der Halfte eines gegebenen Vierecks zu zeichnen.



Parallelogramm der Geschwindigkei-ten, s. u. „ M i 11 e 1 g e s c h w i n d i gk e i t."

Parallelogramm der Hyperbel ist das Rectangel, dessen eine Seite eine vom Mittelpunkt der Hyperbel ab auf einer Asymptote gemessene beliebige Lange und dessen zweite Seite die von diesem genommenen zweiten Punkt der Asymptote parallel der anderen Asymptote bis zum nachsten Hyperbelzweig gezogene gerade Linie ist.

In dem Art. „Hyperbel“, pag. 265, Fig. 718 ist M der Mittelpunkt beider zusammengehorigen Hyperbeln, von de-nen die eine QDEF gezeichnet ist. ML, MX sind die beiden Asymptoten. Die eine Seite des P. ist MV, die zweite ist die mit MX parallele VD und das ge-zeichnete P. der Hyperbel ist M V x VD.

In No. 18 desselben Art. pag. 270 ist nachgewiesen, dafs jedes dieser P. einen constanten Werth = 4e2 hat, wo e die Excent ricitat = va2 Ac2 = VME+NE2. {e2 heifst die Potenz der Hyperbel.

Parallelogramm der Krafte, s. u. „Krafte im Gleichgewicht“, No. 11, pag. 60.

Parallelograph ist ein Instrument, um auf dem Papier Parallelen zu zeichnen.

Paralleltrapez oder Trapez ist ein Viereck mit zwei parallelen Seiten, die beiden anderen gegeniiberliegenden Seiten sind nicht parallel. Der Flachenin-halt desselben ist, wenn die Hohe zwischen beiden mit h, die parallelen Seiten mit a, 6 bezeichnet werden = 476 • A.

Parameter sind constant Grofsen, die sich auf die Durchmesser, zunachst auf die Axen der Kegelschnitte beziehen. Die Parabel hat nur eine Axe, daher nur einen P. y2 — Ax. x die Abscisse, vom Scheitel aus genommen, ist eine Lange, ein Theil der Axe, y die recht-winklige Ordinate und der Parameter A also die dritte Proportionale zwischen beiden.

Ellipse und Hyperbeln haben zwei Axen, also auch zwei P.

Die Gleichung fur die Ellipse ist y2 = Ax — Bx2; die Parameter A und B be-stimmen die Grofsen der Axen: die eine

A             A

Axe ist —, die zweite — (s. „Ellipse“, D              VD

No. 6, pag. 42). Ist B > 1, so ist VB die

A

grofse, — die kleine Axe; ist B < 1, so ist 4 die grofse, — die kleine Axe. B VD

Bezeichnet man die eine Axe (wie „ E1 -lipse® pag. 43) mit 2a, die andere mit 2c, so ist

A-208, B= 83 a a-

Partialdivision, Partialdividend, Partialquotient, S. U. „Buchstabenrech-nung“, No. 3, pag. 439 und unter „Division®, pag. 317.

Partialmultiplication, P.-multiplican-dus, P.-multiplicator, r.-product, s. u. „Buchstabenrechnung“ und „Mul-tiplicator®, pag. 438.

Partielle Differenzen von Funtionen. Wenn man in einer Function U die Ver-anderlichen x, y, z ... derselben, jede um eine kleine Grofse Ax, Ay, A% wachsen lafst, die neue Function bildet, und zieht die erstere von der zweiten ab, so erhalt man die Differenz beider Functionen, die von denselben Veranderlichen abhangt.

Ites Beispiel.

U = ax + by

U + ^U = a (x + Aa) + b (y + ^y) woraus A U = a Ax + b ^\y

2tes Beispiel.

U = ax2 + by3 also U+ /\U = a(x + /\x)2+b(,y + ^y')3

Die Klammern aufgelost und abgezo-gen gibt

AU=(2 ax A dAe)A«+(3 by2 + 3by &y + b ^y2} ^y

Die aus beiden Gliedern bestehende allein veranderlich und y constant, die Differenz heifst die Totaldifferenz oder zweite D. diejenige D., wenn y allein die vo lls tan di ge D., jedes der beiden veranderlich und x constant betrachtet Glieder ist eine partielle Differenz. wird.

Die erste D. ist diejenige D., wenn x

3tes Beispiel.

U = x2 a axy + y2

U + AU -(x + Ax)2 + a (x + Ax) (y + ^y~) + {y + Ay)2

und A U = (2a + Ax A ay) Ax +(ax + 2y + Ay) Ay+aAx • Ay

Diese partielle D. hat noch ein drittes Glied, welches das Product beider' Zu-wachse zum Factor hat, und dieser Fall tritt jedesmal ein, wenn in der Function zwei und mehrere Veranderliche ein Product bilden. Dieses dritte Glied ist die partielle D. des ersten Gliedes, wenn man darin allein y variabel und x constant setzt, oder die partielle D. des zweiten

Gliedes, wenn man darin x allein variabel und y constant setzt. Es ist mithin die Formel mit dreien Gliedern die all-gemein giiltige; denn man sieht, dafs in den beiden ersten Beispielen das Glied mit Ax.Ay=0 werden mufs, weil in jeder das erste Glied kein y und das zweite kein x enthalt.


4tes Beispiel.

U = y2x + yx2 + ax3

U + AU =(+Ay)2(+Aa)+(+Aj)(a+Ax)2+a(x + Aa)3 hieraus AU = (y2 + 2yx + y Ax + 3 ax2 + 3 ax Ax + a Ax2) Ax

+ (2yx + x Ay + a2)Ay + (2y + △ y + 2x + Ax) Ax • Ay




.   .   — x                  Nimmt man die Differenz auf die blofs

otes Beispiel. Fy              Variabele x, so erhalt man

- ’ . 2 — Ax  x yAT—xAy _V Ax Ax

also U + A U = ------= 2 - ■ - Das erste Glied 25 = —

J Ay y y(ytAy)                y y



Die Differenz auf die blofs Variabele y genommen,

das zweite Glied--“N

	
9 (y t Ay)



Und wenn man das erste Glied auf y oder das zweite auf x sich andern lafst, das dritte Glied

Ax _Ax—_ Ax • Ay y+Ay y ~ y^y+^y) Oder

_ (x+Aw)Ay + TAy _ _ Ax • Ay y(y+Ly) Ty(y+Ay) y(y+Ay)

	
	
2.    Es sei Z eine Function zweier ver-anderlichen Grofsen x, y, und gegeben ist die Differenzengleichung:





A Z = A Ax + B Ay

wo A Ax und B Ay die partiellen Diffe-renzen von AZ, erste re auf x, letztere auf y allein und A und B Functionen von x und y sind. Ist ferner die partielle Differenz von A in Beziehung auf y = P&y, die von B in Beziehung auf a = q A x, so hat man die partiellen Dif-ferenzengleichungen

AA =PAy

AB = q Ax

und wenn blofs A veranderlich und B constant genommen wird:

AZ =(A+AA)A«+B Ay (1)

= (A + p ^y) Ax + B Ay

= A^ + B^y + p^x- £\y     (2)

Setzt man (statt 1) A constant und B veranderlich, also

AZ= AAx+(B+AB)Ay und verfahrt wie so eben, so erhalt man

^ = A^x + B^y + q‘^x>^y   (3)

Es geht also hervor, dafs die auf x und y von A und B genommenen Par-tial-Differenzen p und q einander gleich sind.

Partielle Differenzialgleichungen. Der Begriff von Partiellem Differenzial ist in dem Art. „Differenzial", No.45, pag. 273 angegeben. So wie partielles Differenzial dem Totaldifferenzial, so bildet die partielle Differenzialgleichung den Ge-gensatz von Totaldifferenzialgleichung.

Man ersieht ubrigens aus dem vorste-henden Art. dafs partielle Differenzen gegen die vollkommenen Differenzen in demselben Verhaltnifs stehen, wie es bei den Differenzialen der Fall ist.

Ist eine Differenzialgleichung gegeben, in welcher mehr als zwei Veranderliche vorkommen, die alle eine Beziehung, eine gegenseitige Abhangigkeit zu einander haben, und man differenzirt in Beziehung auf irgend eine derselben, diese als die Urveranderliche betrachtet, alle iibrigen als abhangig veranderliche genommen, so entsteht eine Total-Differenzial-gleichung. Differenzirt man aber nur eine einzige der ubrigen Veranderlichen als veranderlich, die anderen Veranderlichen dagegen als constant angesehen, so entsteht eine partielle Differenzialgleichung.

Es sei z. B. gegeben die Differenzialgleichung

A bx + B by = C 8% so sind folgende sechs Gleichungen To-tai-D.-Gleichungen:

i 8yAAC.83

831 B ’ 8s B

Die folgenden sechs Gleichungen, in welchen jedgsmal eine dritte der Veranderlichen constant gesetzt ist, sind partielle D.-Gleichungen.

	
	
	
	
1  y._A.  9 8% _ A.  9 8x __B









bx B ‘   ' bx  C    ^y A

bz _ B , bx _ C by _ C

'by ci     '3®  A ’    3s B

	
2.    Eine Function von einer einzigen Veranderlichen wird allgemein bezeichnet: F^x)-, f(x)- q (x), wo x die einzige Urveranderliche ist und die also keine partiellen D.-Gleichungen zulafst.



Eine Function von mehreren Veranderlichen : F (x, y); f (x, y, z); q (x, y^,^) u. s. w.

Die Differenzialquotienten der Functionen werden bezeichnet: von F (x) mit F' (x) ; von q (x) mit cp' (x); von f(x,y) mit f" ^,yY

Die Totaldifferenziale der Func-tionen werden bezeichnet

von F (x) mit Ox F' (x); von qa mit Ox q‘ (x); von f (x, y) mit Ox f' (x, y) und Oy f’ (x, y), je nachdem x oder y als Ur-veranderliche gilt.

Die Partialdifferenzialquotien-ten einer Function z. B. von z werden bezeichnet:

(8%) (8%) (02) (x)(by)(Ou)

Die Partialdifferenziale der Function einer

Function, z. B. von % werden bezeichnet

(8z), (Oz), (Oz), (ay)8vi (8a)OEi

Die Partial-Differenziale einer Function von mehreren Veranderlichen werden bezeichnet

E(,))aa; (FG.))ay; (P‘CE,"» 2)) a.

Ox ) Oy / 0% /

je nachdem x, y, % als Urveranderliche angesehen wird.

Die eingeklammerten Quotienten be-deuten Functionen von y, x, u, z, die Nenner derselben sind also mit den gleich bezeichneten Factoren, welches Differen-ziale sind, nicht aufzuheben. Die eingeklammerten Grofsen sind einzige untrenn-bare Grofsen.

Das vollstandige Differenzial einer Function z. B. u wird allgemein geschrieben

Bu = (?) 8y + (?) 8x + (I®) 8:+ .... \oy/                  \O zj

Die Partial-Differenziale derselben Function konnen (allgemein) immer nur in einem einzigen Gliede des Total-Differen-zials bestehen

(Du\ ,   / Ou\ , /Ou\ a

(ay)8vi (a.)8F: (»)88"

	
3.    Es sei Z eine gleichartige Function von x und y, d. h. die Summe der Ex-ponenten von x und y haben in alien Gliedern dieselbe Dimension m. 1st nun gegeben



8Z =A8«+ BQy       (1) so lafst sich beweisen, dafs

m Z = Ax + By

Setzt man namlich y = ux, wo u eine von y abhangige veranderliche Grofse ist, so hat man

8y=u 8x + x Bu          (2) und aus Gleichung 1

8 Z = A 8x + Bti Qx + Bx 8u (3)

Es ist mithin Z allein abhangig von x dargestellt und man kann Z als ein Product vxm betrachten, in welchem v nur von y oder von w abhangig ist. Aus

Z = ve‘ und aus 3 entstehen die Differenzialgleichungen

8z = mvxm~ 1 8x + x"1 9®

Hierzu Gleichung 3

8z = A 8x + Bu 8x + Bx Bu

woraus mv x"‘~1 Ox + x,n Ov

= A dx + Bu Ox + Bx Ou

Da aber hier nur von Partial-Differen-zialen die Rede ist, so fallen die Diffe-renziale auf andere Veranderliche als Ur-variabele enthaltende Glieder, also xrn Ov und Bx Ou aus, und man hat

mv xm^ 8x = A 8x + Bu 8x

Fur den Werth von vxm den Werth Z gesetzt und mit Ox dividirt, gibt mZ=A+Bu

X

woraus erwiesen

mZ = Ax + Bux = Ax + By (4)

	
1.    Beispiel.



Gegeben Z=>

	
	
• y — a





Man erhalt das Differenzial

87 = (y - a) (3y2 8y + 3a2 Ox) ~ (y3 + ^^ (8y ~ 8a) (y - x)2

Dieses Differenzial in Beziehung auf x genommen, also y als constant betrach-tet, gibt

„, (y — x). 322 02 — (y3 + 23)(— x) - 2x3 + 3x2 y + y3,

i =-----(y - --= —(y—aee

,, _ (y -«) 3y2 8y - (y3 + 23) ®y _ 2y3 - 3y?=L 23.

(y—a) ■ (y—x) 3

Also mit Ox und Oy dividirt az _ — 2x3+ 3a‘y + y3 Ox (y — x)2

87  2 y3 — 3 y’x — x3

Sy 5F (y- x)2

Nun A mit a, B mit y multiplicirt, beide Producte addirt geben

2 (y4 - af) - 2xy (y2 - a?) _    2    2 _ 2 (y2 - x2) (y - a) _ y3 + x3 _

(y — x)                    y-x       y-x

Da nun.in der gegebenen Gleichung der Zahler drei, der Nenner eine Dimension hat, so ist m =2 und das Re-sultat stimmend.

	
2.    Beispiel.



Gegeben Z = - — —- (also m = — 1)

Va2+y2

Man erhalt das Differenzial £—4199 (x2+y2)9


Also

folglich




87_ a A

O




— a

(=2+922




J OZ , und — = B =

Sy




-y

(22 + y2)^




Ax + By = - —- =--=--= mZ = - Z

{x2 + y?)%     I®2 + y2



	
4.    Es ist Z irgend eine Function von x und y und es sind folgende Differen-zialgleichungen gegeben:



az = A 8x + B by

8A = r bx +p Oy

8B = q 8x + s by so ist in alien Fallen p — q

Dann legt man Satz 3 des vorigen Art. zu Grunde, namlich

Gleichung 1:

A Z = A^x + B/^y + p^x • Ay

Gleichung 2:

/^Z = A/^x + B^y + q/\x • /Sy so entsteht, wenn man zu den Grenz-werthen ubergeht:

OZ = A bx + B by + p bx • by

OZ = A 8x + B by + q bx • by woraus die Richtigkeit des Satzes p— q hervorgeht.

Beispiel.

Es sei Z = x sin y + y cos x so ist

OZ=(x cos y + cos x^byA^iny — y sin x) bx also    A = sin y — y sin x und    B = x cos y + cos x

8A bB

—— = — = cos w — sin x by bx

Es ist r — s = cos y p = q — — sin x

	
5.    Den Erlauterungen No. 2 zu Folge



hat man folgende symbolische Bezeich-nung des Satzes 4. Es werden ausge-driickt:

Die partiellen Differenzialquotienten A mnl (87)10/11 (67)17/6m1 (67) und q mit (85).

A bx mit (82)8x; B by mit (8%)8y

Der behauptete Satz mit: (87) = (84)

6. Der Satz No. 4 ist in sofern wichtig, weil man bei einer vorliegenden Diffe-renzialgleichung mit p — q priifen kann, ob dieselbe reell ist oder nicht, d. h. ob sie aus einer vollkommenen Stammglei-chung abgeleitet ist oder nicht. Ver-gleiche No. 33, pag. 305 des Art. „Inte-gral“, wo erwahnt ist, dafs es Functio-nen gibt, von welchen kein Integral mog-lich ist; ferner vergleiche No. 4 des Art. „Differenzialgleichung“, pag. 287, wo dasselbe ausfiihrlicher nachgewiesen ist.

Beispiel. Gesetzt es sei von einer unbekannten Function Z das auf x ge-nommene Differenzial A = 2a xy gegeben; es ist mithin auch B unbekannt, so hat man die Gleichung

bZ = 2a xy bx A B • by

woraus

Z =/2axy bx AfBby = ayx2A/B • by

Es konnte nun scheinen, als ware B ganz willkiihrlich zu nehmen, allein das ist nicht der Fall, es hat B einen ganz bestimmten Werth, und dieser Umstand fiihrt zu folgender wichtigen Aufgabe:

	
	
7.    Es sei Z eine Function zweier Ver-anderlichen x, y, das partielle Differen-zial nach x sei A Ox gegeben, es soil aus diesem das zweite partielle Differen-zial B Oy, das vollstandige Differenzial von Z und die Function Z selbst ge-funden werden.





Nach No. 5 ist = — d. i. P = 4 Oy Ox

J      8A, QB

daher     —OT—a Ox

Oy Ox

Nun ist aber OB 8x das partielle Dif-o x

ferenzial von B nach x bei constanteni y, und somit B das Integral von

8A , (OA , ay or =/ay 8

	
d. h. Es wird das Differenzial von A auf die alleinige Veranderliche y genommen. und die daraus hervorgegangene Grofse nach x integrirt:


	
1.    Bei dem Beispiel des vorigen Satzes ist A = 2axy,





Hieraus

B= (OQd)a, = f2ax0 = a=2

Es ist demnach

Q1 — 2a xy Qx + ax2 Qx

8A = 2ay + 2ax

QB = 2ax + 0

die Function

Z = f2a xy Qx + fax2 Qy = ax2y + ax2y

	
	
2.    Beispiel. Gegeben A = x.





— . x = y • Ox

Qy

folglich 9Z = x Ox + y Qy

OA = Ox + 0}

QB =0 + Qy . Z=±a+ ^y1

3tes Beispiel.

Es ist gegeben A = ——2—

\x2 — 2xy

Mithin B =


OA, (* x-y

—OR— f...........-

OJ e) Qy V a2 — 2xy
[image: ]

x Qy Yx2 — 2.ry




.     . (x — y) Ox a ^y

Hieraus 8 Z = -—== - -—====

Va2 — 2xy yx2 — 2xy

Man erhalt 8A = a *- =--y—, +--——

Va2 - 2xy (x2 _ 2xy) (x2 _ 2xyY

QB = Q--ay—-- (x2 — 2xy) 2  {x2 — 2xy)

und           Z = / x 9— 8x + ( E--Qy = Ya? - 2xy

•) V x2 — 2xy • | x2 — 2xy

Pascals Dreieck, Arithmetisches Drei-eck; eine Reihe von Zahlen wird so ge-nannt, weil man sie als von Pascal er-funden angenommen hat, wiewohl sie schon fruher dagewesen ist. Sie besteht in der Untereinanderstellung der Bino-mial-Coefficienten sammtlicher Grade vom Oten Grade ab, weshalb man auch die Reihen mit der Oten anfangend bezeich-net.

Die Ote Reihe enthalt eine, die erste 2 u. s. w., die mte Qn + 1) Zahlen. Die Reihen sind also arithmetische Reihen der Oten, Iten, 2ten .... mten Ordnung.

Wenn man in jeder verticalen Reihe jede obere von der zunachst unteren ab-zieht, so entsteht die links neben ste-

hende verticale Reihe, und auch die verticalen Zahlen bilden Reihen nach stei-genden Ordnungen: die erste eine Reihe der Oten Ordnung, die 2te eine der ersten, die mte eine der (m — l)ten Ordnung.

Nach der untenstehenden Reihenbe-zeichnung hat die Ote Reihe die einzige Zahl 1; jede Reihe hat 1 zum ersten Gliede, die erste Reihe 2 Zahlen, die 2te 3 Zahlen .... die mte (m + 1) Zahlen. Be-zeichnet man die Zahl der Reihe, (den Grad der Potenz) allgemein mit n und die Zahl des Gliedes darin allgemein mit m, so hat man fur eine nte’ Reihe die Grofsen der Glieder der Reihenfolge nach

Pascals Dreieck.         252             Pendel.

Glieder 12    3         4

,        n n (n — 1) n(n — 1)(n — 2)     n(h — 1) (n — 2)....: (n — m +2)

Grilse 1; y; 1.23 1.2031 .2.3 ....--n-T

Dies gibt folgende Zusammenstellung, wobei zugleich die Summe S angegeben ist, welche fur jeden Grad = 2" ist.


	
Potenz-grade.
	
Reih
	
e der
	
Binomial-Coefficienten.
	
Summe.


	
0
	
1 . . .
			
2° = 1


	
1
	
1. 1 .
			
21 = 2


	
2
	
1. 2. 1
			
22 = 4


	
3
	
1. 3. 3.
	
1
		
23 = 8


	
4
	
1. 4. 6.
	
4.
	
1.........
	
24 = 16


	
5
	
1. 5. 10.
	
10.
	
5.    1    .......
	
25 =32


	
6
	
1. 6. 15.
	
20.
	
15.    6.    1......
	
26 = 64


	
7
	
1. 7. 21.
	
35.
	
35. 21.    7.     1 . . . .
	
27 = 128


	
8
	
1. 8. 28.
	
56.
	
70. 56. 28.    8. 1
	
28 = 256


	
9
	
1. 9. 36.
	
84.
	
126. 126. 84. 36. 9. 1 .
	
29 = 512


	
10
	
1. 10. 45.
	
120.
	
210. 252. 210. 120. 45. 10. 1
	
210= 1024




Passageninstrument, s. v. w. „Mit-tagsfern ro hr", auch „Durchgangs-instrument" genannt.

Pedometer, ein Instrument, welches auf einer Reise zu Wagen die Lange des zuruckgelegten Weges angibt, ein Schrittzahler von den verschiedensten Constructionen.

Pendel. In dem Art. „Fall durch einen Kreisbogen", pag. 72, ist die Theorie des einfachen Pendels ausfiihrlich vorgetragen, dessen Schwingungszeit t ermittelt und mit Formel 15 ausgedruckt.

Dieses einfache Pendel besteht nun in einem Massenpunkt, der an einer massen-losen unbiegsamen geraden Linie in der Entfernung r von der Drehaxe befestigt ist.

Die Formel ist weitlaufig. Wenn man aber den Schwingungsbogen klein an-nimmt, so ist die Zeit der Schwingung naherungsweise

‘= 2 V 2,

Die Schwingungszeit ist also um so grbfser, je grofser der Abstand des Mas-senpunkts von der Drehaxe ist.

Hangt man also eine grofse Anzahl einfacher Pendel neben einander auf, de-ren Abstande des Massenpunkts von der Drehaxe von der kleinsten Lange bis zu einer Lange I allmahlich gesteigert sind, so schwingt der kurzeste eine viel kiir-zere, der langste eine viel langere Zeit, als die oben gedachte Zeit t betragt, und es wird das Pendel von der Lange = r gerade die Zeit t zu einer Schwingung gebrauchen.

Stellt man sich nun alle diese Mas-senpunkte in einer einzigen geraden unbiegsamen massenlosen Linie neben einander fest vereinigt vor, so hat man ein physisches Pendel, und es hat dieses die Eigenschaft, dafs die der Drehaxe naheren Massenpunkte in der ihrer Lage entsprechenden Schwingung verzogert und die der Drehaxe entfernteren Massenpunkte in der ihrer Lage entsprechenden Schwingung beschleunigt werden. Oder dafs die der Drehaxe naheren Punkte die Schwingung des unter dem Abstand r befindlichen Punkt beschleunigen, die entfernteren Punkte sie verzogern.

Die Lange r des einfachen Pendels, welches mit dem physischen Pendel gleiche Schwingungen macht, erhalt man folgender Weise.

Es sei C die Drehaxe, G der Schwer-punkt des Systems, S der Schwingungs-

Fig. 885.
[image: ]


punkt, d. h. CS sei die Lange r des mit diesem physischen Pendel gleich schwin-genden einfachen Pendels, M das Volum (oder die Masse oder das Gewicht) des Systems. Es sei das Tragheitsmoment in Beziehung auf den Schwerpunkt G als Drehaxe = 9‘, das Tragheitsmoment in Beziehung auf die Axe C als Drehaxe = M, der Abstand CG des Schwerpunkts G von der Axe C = a, der Abstand SG = k, so ist nach dem Art. „Momente der Tragheit", No. 8, pag. 165 mit Fig. 815

M = I’ + a2 • M

Nun hat die durch das Moment I’ auf den Schwerpunkt G reducirte Masse M in Beziehung auf die Drehaxe C den Hebelsarm CG = a; die durch das Moment M in S befindlich gewesenen auf C reducirte Masse M den Hebelsarm r.

Ferner bei Reduction der in S vereinig-ten Masse M auf G

M‘ = k2 M bei Reduction derselben aus G nach C

9 = a’M

Es ist also r a2M = a (k2 + a?) I oder              ra = k2-\-a2

k2 woraus die verlangte Lange r =--F a

Pendel, ballistisches, s. „Ballisti-sches Pendel".

Pentaeder wird mitunter ein Prisma genannt, welches gleichseitige Dreiecke zu Grundflachen hat.

Pentagon, s. v. w. „Finfeck".

Pentagonalzahlen, fiinfeckige Zah-len sind die Reihe von Zahlen, deren Bildung das Fiinfeck zu Grunde liegt (vergl. „Dekagonalzahlen“). Die Zahlenreihe ist

1 . 5 • 12 • 22 • 35 ....|n(3n-1)

Ite Differenzenreihe

4 • 7 • 10 • 13.....

2te Differenzenreihe

3-3 • 3.....

Summe der ersten n Glieder S = ^n2 (n + 1)

Pentedekagon, s. v. w. „Fiinfzehn-eck".

Perikaustika, ist eine von Jacob Bernoulli aus der Kaustika hergeleitete Linie: In Fig. 251, pag. 415, Bd. I. sind die punktirten Linien die aus dem leuchtenden Punkt A gesendeten Strahlen wie A,, A,, A3 u. s. w., die ausgezogenen Linien die von diesen Strahlen zuruckge-worfenen Strahlen. Der Strahl A, re-flectirt nach 1.2, der Strahl A, nach 2 • 4 u. s. w. Wenn man nun den Strahl A, uber 1 hinaus verlangert und diese Verlangerung dem zugehorigen reflectir-ten Strahl gleich macht, so ist der End-punkt der fiber 1 verlangerten Linie ein Punkt der Perikaustika. Eben so ist der Endpunkt des um die Linie 3, 6 verlangerten Strahis A3 ein Punkt der P.

Perigeum ist bei der um die Erde lie-genden Mondbahn der der Erde nachste Punkt, er liegt im Scheitel der grofsen Axe (s. „ Apogeum").

Perihelium ist bei den Planetenbahnen der der Sonne zunachst liegende Punkt. Er liegt im Scheitel der grofsen Bahn-axe.

Perimeter ist der Umfang einer Figur.

Periodischer Decimalbruch, s Bd. II, pag. 249; Verwandlung derselben in ge-meine Briiche und die 4 Species mit den-selben.

Periodischer Kettenbruch ist ein sol-cher, dessen Nenner periodisch abwech-seln, wie bei den periodischen Decimal-briichen die Decimalstellen.

Diese periodischen Kettenbriiche haben   7    _ 1 

die merkwiirdige Eigenschaft, dafs sie auf   " P “ - a1+1

eine quadratische Gleichung gebracht wer- Was dem zweiten Gliede 1 des Nenners den konnen.                            zugefugt werden mufs, namlich die un-

endliche Anzahl von 1ist offenbar hieraus 22 + bx — 6 = 0 a — I                            a

a

= x mid man hat

	
1.    x = —-—, woraus x2 + ax — 1 = 0, a T



a /a? , , woraus 2 = — — — / — — 1. 2 V 4

	
2.    x = 1— a +1 6+x; , b                    b und *=2+/ 4 ta 3=1 a+ 1      _ bx + be + 1 b + 1 ab + x + abc + a + c c+a



woraus

(ab + 1)a2 + (abc + a+ c - b}x —bc — 1= 0


also




abc + a — b + c




2 (ab + 1)




abc + a ~b + c\1

2(ab+1)) +(c+1)



Periodischer Monat, s. „ Astro no mi-scher Monat", No. 3, pag. 153.

Perioci, S. v. w. , Nebenwohner".

Perioptrik,' Perioptik ist der Theil der Optik, welcher mit dem auf Oberfla-chen von Korpern fallenden und von den-selben reflectirten Lichtstrahlen sich be-schaftigt.

Peripherie ist dem Worte nach das-selbe mit Perimeter, dem Umfang je-der Figur, es bedeutet aber ausschliefs-lich einen Kreisumfang.

Peripheriewinkel ist jeder Winkel, den zwei Sehnen in einem Punkt der Peripherie mit einander bilden. Der P. ist halb so grofs als der mit ihm auf glei-chem Kreisbogen stehende Centriwinkel.

Periscii, Umschattige sind die Bewoh-ner der kalten Zone, weil dort zur Zeit des Tages, indem die Sonne einen Kreis um sie beschreibt, ihr Sonnenschatten nach alien Richtungen fallt.

Pariscopische Brilien sind solche, de-ren eines Glas fiir Kurzsichtige, das an-dere fur Weitsichtige eingerichtet ist, um den Nachtheil von den Augen abzuwen-den, welche aus der- Kugelgestalt der Glaser zu befiirchten ist.

Permutationen, VersetzungvonEle-menten. Die Elemente abede sollen in geordneter Reihenfolge so verschiedenar-tig versetzt werden, dafs die letzte edeba hervorgeht.

Dieser Darstellung zufolge ist nun die Bestimmung der Anzahl von moglichen Versetzungen sehr leicht. Geht man namlich von ein em Element aus, so hat dieses nur eine Versetzung. Bei Hin-zutritt eines zweiten Elements hat jedes fiir sich diese eine, beide also 2 Versetzungen. Tritt nun ein drittes Element hinzu, so haben die Versetzungen von zwei Elementen jedes einzelne Element zum Begleiter und es entstehen mithin 3x2 Versetzungen, mit 4 Elementen , also 4 x 3 x 2 = 24, folglich mit n Elementen n • (n — 1) (n — 2).... 3 • 2 • 1 Versetzungen.

Sind unter n Elementen 2 gleiche, so geben die n Elemente 1 • 2 • 3 ... n Versetzungen, wenn man sie sammtlich als ungleich ansieht, die beiden gleichen aber veranlassen, dafs nur die llalfte von den-selben wahrnehmbar bleibt. Bei 3 gleichen Elementen bleiben so viele unbe-merkbar, als drei ungleiche Elemente Versetzungen geben, also 1 • 2 • 3; es ist also nur der 6te Theil der Versetzungen von ungleichen Elementen wahrzunehmen. Bezeichnet man der Kurze wegen die Anzahl, in welcher ein Element vorhanden ist, mit dieser Zahl als Exponent, so schreibt man beiden Elementen a, bb, ccc,

dddd, n, b2, c3, d* und hat nun bei 10 Elementen die mogliche Anzahl der wahr-nehmbaren Versetzungen.

1 .2-3-4-5 -6-7 -8-9-10 , > , - .


2-3x1



9.3.4 = 4 • 5 • 7 • 9 • 10 Versetzungen


die




Allgemein bei a" • 67 • cr • ds in Sumina n Elementen




Anzahl der Versetzungen




1 • 2 • 3 • 4 • 5...............(n — 2) (n — 1) n

1 - 2 - 3... p X1 • 2 • 3... y x 1 ■ 2 ■ 3... r x i .2-3 7 s



Permutiren, Versetzen, die Permutationen geordnet darstellen.

Perpendicular, lothrecht, nach dem Mittelpunkt der Erde bin gerichtet; Li-nien, die rechte Winkel mit einander bilden, sollten winkelrecht oder normal genannt werden.

Perpendicularmethode. Dies ist in der Feldmefskunst die Arbeit bei Aufnahme von unregelmafsig gekrummten Linien, gewohnlich Grenzlinien mit Hulfe von Abscissen und rechtwinkligen Ordinaten darauf, die um so naher an einander ab-gesteckt werden, je krummer und unre-gelmafsiger die aufzunehmende Linie ist. Die Abscisse oder mehrere unter Nei-gungswinkeln an einander wahlt man moglichst nahe der aufzumessenden Linie, so dafs sie dieselbe auch durchschneiden kann.

Die Absteckung der Ordinaten, wie diese einfache Arbeit mit Kette und Sta-ben oder Maafsstaben geschieht, ist in dem Art. „ Baculometrie" mit Tiulfe von Fig. 159 und 160 beschrieben. Man bedient sich aber auch des Diopterkreuzes oder des Mefstisches, wie dies im Art. „Parallelen abstecken" erklart wor-den ist.

Perpendikel ist die nach dem Mittelpunkt der Erde gerichtete Linie. Auch werden Linien so genannt, welche rechte Winkel mit einander bilden, aber mit Unrecht; sie sollten winkelrecht oder normal heifsen.

Perpendikelwaage, s. v. w. „Setz-waage, Bleiwaage".

Perpetuum mobile ist eine Idee, welche schon viele sonst intelligente aber in diesein Punkt mit ganzlichem Mangel an Einsicht behaftete Leute unglucklich gemacht hat. Dem Begriff nach ist P. m. eine Maschine, welche die zu ihrer me-chanischen Thatigkeit consumirte Kraft aus sich selbst heraus fortwahrend wie-der ersetzt.

Es hat seine Richtigkeit, dafs in Folge des von der Natur gegebenen Beharrungs-standes ein in Ruhe befindlicher Korper nur durch eine aufsere Kraft in Bewe gung und ein in Bewegung befindlicher Korper in Ruhe gebracht werden kann. Hat ein Stofs oder ein anhaltender Druck ein System von Korpern in Bewegung gebracht, so kann sie fortgenommen werden und das System bleibt des Behar-rungsstandes wegen in Bewegung.

Dies wiirde unausbleiblich in jedem einzelnen Fall statt finden, wenn nicht die Ursache, welche diese Regel zu einer Regula falsi macht, in dem bewegten Korper selbst eingegraben ware.

Wenn namlich ein Korper in Beriih-rung mit einem ruhenden Korper ist, so hat er das Bestreben diesen in die Bewegung mit hinein zu ziehen; da aber der zweite Korper in Ruhe bleiben will, so widersteht er dem sich bewegenden Korper, er iibt einen Widerstand gegen ihn aus, der seine Bewegung offenbar hemmend vermindert. Jeder nur einen Augenblick ausgeubte Widerstand vermindert die Kraft, und soil sie nicht vermindert werden, so bedarf sie des Ersatzes. Da nun der Widerstand perpe-tuell geschieht, so ist er ein Perpetuum immutabile, welches mit dem Perpetuum mobile in gleichem Grade sich schwiicht und endlich erschopft zu Null wird.

Diese Behauptung bestatigt die Natur: der liebe Gott hat die Welt nicht aus Nichts geschaffen; das ist nicht moglich, es ist jedenfalls der Stof dazu vorhan-den gewesen. Die bis heut vollendete Welt aber ist immer kein Perpetuum mobile; man ersieht dies aus den Aende-rungen, welche sichtbar vorkommen, und welche mit dem Namen Storun gen be-legt werden.

Jedenfalls sind diese sogenannten Sto-rungen Ortsanderungen von Kraften und mit diesen Abanderungen der Kraftegro-fsen selbst, also weise Maafsregeln sind diese sogenannten Storungen, dafs das Weltgebaude in seinem Laufe und Be-stande nicht gestort werde.

Perturlationen sind die attractorischen Einwirkungen der Weltkorper auf einander, durch welche sie aus den ellipti-schen Bahnen, denen sie, um ihren Cen-tralkorper laufend, ohne solche eintreten-den Gegenwirkungen, dem allgemein gel-tenden Anziehungsgesetz gemafs streng folgen wurden, abgelenkt werden.

Es ist nicht ein ein zig er Planet, der einem anderen Planeten diese Ab-lenkung verursacht, sondern es geschieht dieselbe von jedem einzelnen der anderen Planeten des ganzen Sonnensystems, weil dasselbe Attractionsgesetz jedem einzelnen Weltkorper inne wohnt, so dafs die verursachten Seitenbewegungen die nothwendigen Folgen desselben Gesetzes und an Grofse und Richtung denselben streng unterworfen sind.

Es sei S die Sonne, E die Erde, FSHW die elliptische Ekliptik, welche die Erde um die Sonne herum durchlauft, so kann die Erde auch um die geringste Lange nicht aus derselben sich entfernen, wenn nicht andere Weltkorper ihr attractorisch entgegenwirken.

Ist aber ein anderer Weltkorper, z. B. der Jupiter J, da wo er gezeichnet ist, der Erde nahe gekommen, so ubt er mit
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seiner grofsen Masse sein attractorisches Recht auf die Erde aus, und wahrend die Erde nach H ihren Lauf ruhig fortsetzen will, zieht er die Erde zu sich aus der Ekliptik heraus.

Ist zugleich ein zweiter Weltkorper, z. B. der Saturn (Sn) auf die gezeichnete Stelle gekommen, so macht dieser es eben so, und die drei Pfeile geben ein Bild von der Verlegenheit, in welcher die Erde sich befindet.

Aber mit dem Jupiter und dem Saturn ist es nicht abgethan, es kommen noch viele andere kleinere Planeten hinzu; ferner die beiden grofsen Grenzhiiter, der Uranus und der Neptun, welche die dem Verhaltnifs ihres Fonds entsprechenden Rechte fordern, geltend machen und durch-setzen.

Die Monarchen Deutschlands sollten die

Regierungsweise des Sonnensystems, als eine unmittelbar von Gott eingesetzte Disciplinar-Verwaltung zum Muster neh-men: Die Grofsmacht Sonne ist nicht nur nicht ungehalten, dafs sie durch die Mittel- und Kleinmachte in ihren Rechten verkiirzt wird, sie ist im Gegentheil so freundlich, jeder dieser Machte ein dem Verhaltnifs ihrer materiellen Mittel genau entsprechendes mit sich selbst gleich gro-fses Recht freiwillig zu iiberlassen und vor alien Dingen beweisen die Central-und Specialregierungen die ganzliche Nutzlosigkeit eines Bundestages.

Die Perturlationen, auf einen Weltkbr-per zusammen wirkend, sind wahrend eines und mehrerer Jahre unbedeutend, aber von zweierlei Art: Einige sind im-mer im Zunehmen begriffen , nach einer Reihe von Jahren erheblich genug und werden deshalb aus den Sacularande-rungen der Bahnelemente entnommen. Diese enthalten namlich die summarischen Elementenanderungen von Jahrhundert zu Jahrhundert, deren Mittelzahlen auf den verlangten kiirzeren Zeitraum ver-haltnifsmafsig reducirt werden.

Die anderen sind periodisch, d. h. sie sind eine Zeit lang zunehmend und dann wieder abnehmend, so dafs sie sich im Laufe der Zeit ausgleichen. So z. B. ist dies bei dem Monde der Fall, dessen Um-laufszeit der Saculargleichung nach im-mer kiirzer wird, aber mit der Zeit auch wieder zur Verlangerung kommt.

Der Erfolg der Storung eines Weltkor-pers durch mehrere andere in ihren Ele-menten bekannte Korper zu gleicher Zeit, in Betreff seiner Bewegungsveranderung: also zu ermitteln, welche Bewegung er machen wird, ist wegen des nothwendigen Ansatzes vieler von einander abhan-gigen Gleichungen unmoglich. Es hat sich aber gefunden, dafs bei der Gering-fugigkeit der einzelnen Storungen die Storung durch jeden einzelnen Himmels-korper fur sich, also so berechnet werden kann, als wenn die ubrigen storenden Korper nicht vorhanden waren. Hat man nun diese Einzelnstorungen sammtlich ermittelt, so gibt die Summe derselben die Gesammtstorung sammtlicher gleich-zeitig stbrender Korper Diese Aufgabe, die Ermittelung der Gesammtstorung von mehreren Himmelskorpern auf einen ein-zigen anderen ist daher unter dem Na-men: Problem von drei Korpern be-kannt.

Lagrange setzt dieses Verfahren unge-fahr folgender Art auseinander: Fur die Darstellung der Bewegung eines von der

Sonne angezogenen Planeten werden drei Differenzialgleichungen des zweiten Grades angesetzt, bei deren Integrirung also sechs Constanten, namlich sechs von den constanten Bahnelementen allein abhan-gige Grofsen vorkommen.

Wenn man nun die Gleichungen fur die Anziehung eines dritten Himmelskor-pers mit einfuhren wollte, so wurden sich jene Differenzialgleichungen nicht mehr integriren lassen. Die Glieder aber, welche hinzutreten wiirden, enthalten die im Vergleich mit der Sonne nur kleine Mas sen des dritten Korpers, sind also selbst sehr kleine Zahlen, deren Werth man naherungsweise ermitteln kann. Diese Naherungswerthe eingefuhrt und integrirt, als wenn diese Glieder nicht hinzugekom-men waren, gibt eine der wahren Sto-rung moglichst nahe kommende.

Diese Veranderungen sind nun theils periodisch, theils sind sie es nicht. Die ersteren hangen ab von der gegenseitigen Stellung des storenden und des gestor-ten Korpers, sie erhalten also bei der wieder eintretenden selbigen Stellung denselbi-gen Werth; die anderen hangen von die-sen Stellungen nicht allein ab und kon-nen mit der Zeit wachsen und abneh-men. So z. B. ergab sich, dafs die Be-wegung des Jupiter beschleunigend und die des Saturn verziigernd war und dafs diese Aenderungen nicht auf Sacularglei-chungen beruhten. Genaue Beobachtun-gen haben dann ergeben, dafs die Wech-selwirkungen zweier Planeten in Bezie-hung auf Bewegungsanderungen, deren Periode sehr lang ist, die Summe der Quotienten: Masse dividirt durch die Lange der grofsen Axe constant bleiben.

Phasen sind Lichterscheinungen, Licht-gestalten, das Aeufsere eines Korpers bei dessen verschiedenartiger Beleuchtung. Besonders gebraucht man diese Bezeich-nung fur Planeten und Monde, je nach deren Gestalt, in welcher sie uns bei verschiedenen Beleuchtungen durch die Sonne, je nachdem die Erde ihre Lage zu dem beleuchtenden und dem beleuch-teten Weltkorper hat. Die Phasen des Mondes sind in dem Art. „Mondpha-sen" mit 12 Figuren ausfiihrlich be-schrieben.

Phorometrie, s. v. w. „Phoron omie".

Phoronomie ist die Lehre von den Ge-setzen der Bewegung, wenn bei dersel-ben von einer Kraft, welche dieselbe her-vorgebracht hat und erhalt, ganz abge-sehen wird. Die Erklarung von Bewegung, von beschleunigter und verzogerter, von

	
IV.



gleichformig und ungleichformig beschleunigter und verzogerter Bewegung sind in verschiedenen Artikeln dieses Worter-buchs schon gegeben und die Gesetze selbst ausfiihrlich abgehandelt.

Es soil hier nur, der moglichen Voll-standigkeit wegen, noch folgendes hin-zugefugt werden:

	
	
1.    Vergleicht man die ungleichformige Bewegung in Hinsicht des zuruckgeleg-ten Weges von irgend einem Augenblick oder von irgend einem Punkt des Weges an mit derjenigen gleichformigen Bewegung, die als das Maafs aller ribrigen zum Grunde gelegt wird, so heifst das Verhaltnifs der Wege beider Bewegun-gen in einerlei Zeit die Mittlere Ge-schwindigkeit der ungleichfbrmi-gen Bewegung in dieser Zeit.





Ist namlich o der Weg bei der un-gleichformigen Bewegung in der Zeit t, so ist in derselben Zeit der Weg der gleichformigen Bewegung = , also die mittlere Geschwindigkeit der ungleich-formigen = —. Nun ist andererseits die Geschwindigkeit derjenigen gleichformigen Bewegung, vermoge welcher in der Zeit T der Weg a zuriickgelegt wird, folglich kann man auch die mittlere Geschwindigkeit bei der ungleichformigen Bewegung als diejenige Geschwindigkeit bezeichnen, welche derjenigen gleichformigen Bewegung zukommen wiirde, ver-mbge welcher in derselben Zeit derselbe Weg wie bei der ungleichformigen durch-laufen wiirde. Ist nun das Gesetz der ungleichformigen Bewegung so beschaf-fen, dafs die mittlere Geschwindigkeit

— sich einem bestimmten Werth als Werthgrenze immerfort nahert, wenn T immerfort kleiner und kleiner genommen wird, oder sich so vermindert, dafs diese Zeit unendlich klein wird, so nennt man diese Werthgrenze die Geschwindigkeit der ungleichformigen Bewegung im ersten Augenblick der Zeit i oder in dem Punkte des Weges, wo das Bewegliche in diesem Augenblick sich befindet.

1st z. B. der in der Zeit t zuriickge-legte Weg s = a + bt2, so ist der Weg in der Zeit s‘=l+T=a+b(+1)2, daher der in der Zeit 1 zuriickgelegte Weg s’ — s = bi (2t + 1); daraus die mittlere Geschwindigkeit wahrend der Zeit 1 = • = 2bl + br ; folglich — — 2bt = br. Da nun der Subtrahend von t unabhangig ist und bi offenbar mit t zugleich un-
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endlich klein wird, so ist 2b t die Werth-grenze von —, mithin die Geschwindig-keit der ungleichformigen Bewegung am Ende der Zeit t oder im Anfange der Zeit T = 2bt.

Das Gesetz, wonach sich die eben er-klarte Geschwindigkeit wahrend der gan-zen ungleichformigen Bewegung andert, bestimmt die verschiedenen Arten dieser Bewegung.

	
2.    Es ist der Weg eines materiellen Punkts als Function der Zeit gegeben. Die Geschwindigkeit am Ende dieses We-ges oder am Ende dieser Zeit zu be-stimmen.



Es sei s der in der Zeit t zuriickge-legte Weg und s = ft die gegebene Function, so ist der Zuwachs des Weges in der Zeit f\t — f\s = f (t+At) — ft folglich ist As =((+40-f

	
	
5 At At





die mittlere Geschwindigkeit wahrend der Zeit At.

Bezeichnet man daher die Geschwindigkeit am Ende der Zeit t mit v, so ist diese die Werthgrenze der mittleren Geschwindigkeit unter der Voraussetzung, dafs At unendlich klein werde.

Andererseits ist aber die Werthgrenze A s

von — das Differenzial der Function s At

auf t; also = 8,8, wenn t die Urveran-

8s derliche ist, dagegen der Quotient 8t der Differenziale von s und t in Bezie-hung auf irgend eine aber ihnen gemein-schaftliche Urveranderliche. Man hat also 0s

	
	
	
I.    v entweder = O,s oder = —





	
3.    Ist umgekehrt die Geschwindigkeit v als Function der Zeit gegeben, so hat man gegenseitig



Os = v St und daher

II. s =fv • ^t.

	
4.    Soil nun dieser Weg mit der Zeit zugleich anfangend gezahlt werden, so mufs s fur t = 0 selbst = 0 werden; folg-lich mufs man das Integral zwischen den Grenzen t = 0 und t = t nehmen. Man hat also unter dieser Voraussetzung



III. s=ffv.bt 0

	
5.    Es bewegt sich ein materieller Punkt durch den Weg s in der Zeit t und hat am Ende dieser Zeit die Geschwindigkeit v als Function der Zeit ausgedriickt. Die





Beschleunigung des materiellen Punkts fur diesen Augenblick zu bestimmen.

Da v als Function von t gegeben ist, so ist die Geschwindigkeit am Ende der Zeit t + At = v + Av, folglich ist A v die Aenderung der Geschwindigkeit in der

Av

Zeit At und daher — die mittlere Be-ot

schleunigung wahrend der Zeit A t. Die Beschleunigung am Anfange der Zeit At oder am Ende der Zeit t ist aber die Werthgrenze der mittleren Beschleunigung fur. die unendliche Abnahme von At. Bezeichnet man also diese Beschleunigung mit u, und da andrerseits die Werthgrenze des Zuwachsquotienten das Differenzial der Geschwindigkeit, also ent

weder 0 v oder — ist, so hat man ‘ ot

	
	
	
IV.    u = 8, oder ‘ dt







Nun ist noch v = 8,s

folglich 8, = 8,7s

	
	
	
	
6.    Betrachtet man dagegen s, v, und t als Functionen irgend einer anderen ge-meinschaftlichen Urveranderlichen, so hat









Os               8 s

man v = — und Ov = 05 folglich hat ot           ot

man auch

	
	
	
V.    m = bt2s







,8s

	
, Ot • 82s - 0s • 82t und a = —ar—


	
7.    Ist bei einer Bewegung die Beschleunigung und der Weg als Function einer und derselben Urveranderlichen gegeben, die Geschwindigkeit am Ende dieses Weges zu bestimmen.





Nach dem Vorigen ist 8s , 8v

PF a und "Fat

Man hat also Qs = v dt

und daher multiplicirt

	
	
	
VI.    u • 9s = v • 8®







beiderseits mit 2 multiplicirt und dann integrirt gibt

2fu 8x =J2v 8v = v2 + C.

Ist nun C die Geschwindigkeit im Anfange des Weges s, so mufs fur s=O auch v = 0 werden. Man hat also

2fu bs = c2+C

0

folglich

	
	
	
VII.    2fsu3s = v2 - c2







0

Woraus gegenseitig

	
	
	
VIII.    v =Vc2+2°u8s







0

	
	
8.    Beispiel. Die Bewegung eines Korpers zu bestimmen, dessen Beschleu-nigung von dem Quadrat der in jedem Augenblick stattfindenden Geschwindig-keit bedingt ist und sich ausdriickt durch die algebraische Summe zweier Glieder, von welchen das eine constant, das an-dere aber das Quadrat der Geschwindig-keit zu einem Factor hat.





Nach Erfahrung bewegt sich ein phy-sischer Korper an der Oberflache der Erde im luftleeren Raum in jeder Verticalen mit einer gleichformig beschleunigten oder verzogerten Bewegung, je nachdem er sich der Erdoberflache nahert oder entfernt, und zwar mit einer Beschleuni-gung 2g — 31,25 Fufs. Bewegt sich da-gegen derselbe Korper in derselben Art in der umgebenden Luft, so nimmt jene Beschleunigung ab um ein Product aus dem Quadrat der Geschwindigkeit mit einem constanten Factor, welcher durch die Gestalt des Korpers und die Menge seiner materiellen Theile bestimmt wird.

Wird nun dieses Gesetz allgemein ge-dacht, so bestimmt es die Beschleunigung des vorliegenden Failes. Es be-wege sich namlich zuerst der Korper so, dafs die constante Beschleunigung addi-tiv, die mit v veranderliche aber subtrac-tiv ist, welches dem Faile in der wider-stehenden Luft entspricht, so hat man u = g — kv2, wo k der gedachte Wider-standscoefficient ist.

Beginnt nun die Bewegung von der Ruhe aus und ist v die Geschwindigkeit am Ende des Weges s, so hat man nach VI.

u Os = v Ov

... (v v • Ov

Mithin s = / ---. / g — kv2 0

Setzt man nun g — kv2 = z, so ist — 2ko Ov = Oz

9,

Mithin v. Ov =----,

2k

=x"o-k^ - I" »1 =%Jn (9 - he"; - 2 I" 94 ^2ks

folglich in—9.=2ks

9—ko"

Oder —9. = e2ks oder 9. - g - kv2 g — kv2              e2ks "

J 2ks

Oder 72= - =9 (1-e-2ks) k k

also ,1/9_1         (I) Ferner ist nach IV. u=2

men.                                      Man setze 7 = a2, so ist g = ka2

/81A8 1/ Or _ 1 /(A B)8, J g — kv2~ kja^-ic1 kJ {a — v) («+ v) kt/ - v «+v)

so dafs

'_____ n{A + B) + (A - B)v

(« — v) (a + v) (« — v) (« + v)

Setzt man (A-B^O, so erhalt man

A — B und «*(A+B)=1.

Aus beiden Gleichungen folgt 2«A=1 und A = B = 1
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1       1


Man hat also



r 8v 1       2« । 2r \,

J («—v)(«—v) k^J e—v a—vi

1 (/ 8 — Ov\ 1 1 , . “2kJJ (a+v - «= J=24k cl" (e+*) - I" (- "1 =l(*+r)*

2ck \ &—V).


«+v\ s




(1)




Also t = -—r

2ak



Nun beginnt die Bewegung aus der Ruhe, folglich ist fiir s = 0 auch v = 0, folglich ist C = 1, in — = 1, in 1 = 0 8           2ak a 2nk 1 , a + v     1 , a + v t — —, in----— - — In--- 20* n — v  2ak & — v Hieraus gegenseitig

in-----= 2c(kt a —v folglich «+”..2cki a—v


(2)



Hieraus « +v= (« - v) e2cn‘ , 2ck1 , « (e — 1) woraus 0 ———---- e2c*+ 1

Nun war «=)

Mithin , = 1/9 €----—-     (II) ‘ k e2" 8+ 1

Setzt man nun die beiden Werthe von v (1 und 2) einander gleich, so erhalt man

e"Vs- 1 _ 1,1 = J^- 1 _ Ye 2- 1 e”/V 84+1 V ezks \ e24s 24*

Um nun t aus s zu bestimmen hat man aus dieser letzten Gleichung e&s (e21 1 sA- 1) = ^t ygk + 1) Ve2s-1

Nimmt man nun beiderseits die Logarithmen irgend eines Systems, so erhalt man

_ log (e4s+Ve”ks- 1)- log (e4s-Ve2- i)

2]/gk-loge                          9

Soil dagegen s aus t gefunden werden, so hat man, die Gleichung 3 quadrirt: (e"V8* - 1)2. 1

(e2Vs*+ 1)2 “ 1e2ks


Hieraus



e2‘V&4 - 1)2 _ _4e2V84_ e2v g*+1) (62/ 54+ 1)2


woraus



2X.? _ (e2V8*+ 1)2

4420/5*


oder




as e"18*+1 2e‘Vgk



Beiderseits die Logarithmen genommen

_ log (e21 Vsk + 1) - log 2e‘ Vgk kTore------ 0V

	
	
9.    Ist zweitens auch das bestandige Glied in dem Ausdruck der Beschleuni-gung subtractiv, so hat man u — — g - kv2, und wenn nun die Bewegung mit der Geschwindigkeit c beginnt, so hat man fur die Geschwindigkeit v am Ende des Weges s





v2 = 2 fu 8s oder differenzirt

v 8v = uQs — (- g — ki 2) 8s

— v 8v

also Os = -----

g + kv2

folglich

(v v v _ 1 (v2kv.8v . 9 + kv2 2k .  9 + kv2

= 2) ^ln (g + Ac3) - log (g + ko3)]


- 2 In(g + kv?)




9 + kc2 g + kv2




also



1 , s - — in 2k


(I)



Da die Bewegung wegen der negativen Beschleunigung eine verzogerte ist, so wird die Geschwindigkeit v am Ende eines Weges so=o werden, und folglich hat man aus I. s,=) in 9+* =91(1+* c) (I)

	
	
	
—‘   9   —  9—/







Entwickelt man v2, um fur jeden zu-riickgelegten Weg die noch stattfindende

Geschwindigkeit zu bestimmen, so erhalt man aus I.

,2ks _ 9+kc2 g + kv2

woraus ‘ = • % (245— - 9) (III)

Ferner zur Bestimmung der Zeit hat man

8v 8v

u — g - kv2

[image: ]



fiir v = c ist Bewegungsanfang, also t=0              1/k und man hat vollstandig:                und Arc ‘9 ‘ • g = ‘

1 = ykg Are t, c V, ArctgvJ/— ] so hat man t, « = c V’

Setzt man den Bogen Arctgej/— =q und tg 1 = v |/A

daher tg (p - 1) = 9=9 = — 9 9— = (c—)Vkg 1+ tg I • tg •  1 + c y* . , 1/ g + kcv

Mithin gegenseitig q — 1 = Arc tg ——D)V*g gKcv

.    ,               1      .    1   - (c — v) l'kg


(IV)



dher also . ‘Eyng’P "5 vkg Arc‘99+kep

Oder 4 VKg = Arc Ig (e—e)Vkg          odor ig I = ——v)Vlg

g + kcv                    '          g — kcv

,c|/K — tg (t l'kg}

woraus • = CV9,—9l9(VAg) = _—.—


(V)



Vkg + kc ‘g ( Vkg) / * (1+c|/Ai (( yR ,\ ’ g \        • g /

	
	
10.    Nimmt man an, dafs wenn die Geschwindigkeit der verzogerten Bewegung auf Null gebracht ist, dann eine Bewegung nach gerade entgegengesetzter Richtung nach dem Gesetze des vorigen Satzes erfolge, so kann man fragen, mit welcher Geschwindigkeit dann der Korper in dem





Punkt wieder anlange, von welchem er seine verzogerte Bewegung mit der Geschwindigkeit c anting. Und so entspricht denn dieser Aufgabe die physische Frage: Mit welcher Geschwindigkeit wird ein in der widerstehenden Luft vertikal aufwarts geworfener Korper wiederum in dem Punkt ankommen, aus welchem derselbe mit einer gegebenen Geschwindigkeit gewor-fen wurde.

Jene Geschwindigkeit bei der Riickkehr sei c,. 1st nun s, der Weg, den der ver-zogerte Korper zuruckgelegt hat, bis seine Geschwindigkeit auf Null gebracht ist, so hat man nach No. 9, I, wo nun v = 0 ist,

1g+kc2 1(k

0 2k g 2k \ g woraus In (1+4 c3) = 2ks,

Also 1+4 c2 = e?ks             (1) 9

Nach dem vorigen Satze findet man dagegen fiir die Geschwindigkeit e,, mit welcher der Korper durch beschleunigte Bewegung am Ende des Weges s. wie-der ankommt (No. 8, L), wenn man s, statt s und c, statt v setzt;
[image: ]


9 - kc,2

g



Diese Gleichung mit Gleichung 1 mul-tiplicirt
[image: ]


oder reducirt

K, Ac2(1+*c)=0 9 g \ g / geraden Axen rechtwinklig auf einander zu nehmen, und sie dienen dann zugleich als Axen der Coordinaten, welche die Stelle des materiellen Punkts in jedem Augenblick bestimmen. Hiernach ist nun auch leicht zu verstehen, was man unter den relativen Geschwindigkeiten eines materiellen Punkts nach drei Rich-tungsaxen begreift. Eben so, was man die relative Beschleunigung des materiellen Punkts nennt.


woraus




11. Bewegt sich ein materieller Punkt nach irgend einem Gesetze in einer ge-raden oder krummen Linie, und denkt man sich von einem Punkt aus drei ver-schiedene gerade Linien gezogen, dann in jeder dieser Linien einen beweglichen Punkt sich so bewegend, dafs er sich in jedem Augenblick mit dem materiellen Punkt in einer und derselben Ebene be-hndet, die stets mit der Ebene der bei-den anderen Linien parallel ist, so nennt man die Bewegungen, welche diese drei beweglichen Punkte in ihren Geraden be-sitzen, die relative Bewegung des materiellen Punkts nach diesen




drei Geraden, die man Richtungs-axender relativenBewegung nennt.

Zur Vereinfachung pflegt man die drei



Bewegt sich der materielle Punkt im-mer in derselben Ebene, so nimmt man nur zwei Richtungsaxen in derselben Ebene.

	
	
12.    Bewegt sich ein materieller Punkt in einer geraden Linie gleichformig, so ist auch seine relative Bewegung nach drei Richtungsaxen gleichformig, und sind die Richtungsaxen unter einander win-kelrecht, so ist die relative Geschwindigkeit nach jeder Richtungsaxe = dem Product aus der absoluten Geschwindigkeit mit dem Cosinus des Winkels, den ihre Richtung mit jener Richtungsaxe macht.





Dasselbe, was hier von den relativen Geschwindigkeiten gesagt ist, gilt auch von den relativen Beschleunigungen.

	
	
13.    Erklarung. Bewegt sich ein materieller Punkt in einer geraden Linie, so heifst diese Gerade in der Aufeinan-derfolge ihrer Punkte, wie sie nach einander die Orte des bewegten Punkts wer-den, betrachtet, die Ri ch tung der Be-wegung. Bewegt sich dagegen der Punkt in einer Curve, so heifst die Ver-bindungsgerade zweier Punkte seines Weges die mittlere Richtung seiner Bewegung von dem einen Punkt zum anderen. Dagegen heifst diejenige Gerade durch den einen Punkt in einer solchen Lage, dafs der Winkel zwischen ihr und der mittleren Richtung unend-lich klein wird, die Rich tung der Bewegung in jenem Punkt. Bekannt-lich ist aber diese letzte Gerade die Tan-gente.


	
14.    Ein materieller Punkt bewegt sich in einer ebenen Curve nach irgend einem Gesetze, seine relativen Bewegungen nach zwei unter sich normalen Richtungsaxen, die in derselben Ebene liegen, zu bestimmen und gegenseitig.





Es habe sich in der Zeit t der materielle Punkt von A bis B durch den Weg s bewegt, seine Geschwindigkeit in B sei

Os

	
v, so ist v = —. OX, OY seien die bei-o t



den Coordinatenaxen, so hat wahrend der Zeit t der materielle Punkt relativ nach der Abscisse OX den Weg a — a’ zu-ruckgelegt. Dagegen ist sein relativer Weg nach der Axe OY in derselben Zeit = y — y’. Bezeichnet man also die relative Geschwindigkeit am Ende der Zeit t

Fig. 887.
[image: ]


nach der Abscissenaxe mit v,, die nach der Ordinatenaxe mit v,, so hat man

	
8 (a — a’)          , .... v = —------ und da x' constant ist, • ot



Ox so hat man %,= 84-

Eben so erhalt man

„ _8 (y — y‘)_ y

Qt 8t

Nun entsteht die Frage, nach welcher Geraden, durch den Punkt B gehend, mufste der materielle Punkt sich von B aus bewegen, und zwar nach demselben Gesetz in Absicht auf t und die Grbfse des Weges, damit dieselben relativen Ge-schwindigkeiten nach den beiden Axen stattfanden. Diese Gerade mache mit der Abscissenaxe den Winkel cp, so hat man die relative Geschwindigkeit nach der Axe der X, weil die Geschwindigkeit jener gegaden in B = ‘ sein soil,

— v cos q = - cos cp.

T at

Eben so hat man die relative Geschwindigkeit nach der Axe der Y = v sin q

0 s

= — sin cp. Nun sollen diese Geschwin-digkeiten den vorhin gefundenen relativen einzeln gleich sein.

Man hat also v sin q = v, = 09


und



Ox

v COS Q = v = —

‘ • Ot

Dividirt man beide Gleichungen einander, so hat man

, Oy (9=8


durch



O y

Nun ist 8% die trigonometrische Tan-gente des Winkels, den die geometrische Tangente der Curve in B mit der Ab-scisse macht, und folglich ist die gesuchte gerade Linie die Tangente in B, und daher sagt man, dafs die Richtung der Geschwindigkeit, die ein materieller Punkt in irgend einem Punkt seiner Bahn hat, nach der Tangente der Curve in diesem Punkt statt finde.

Bewegte sich der materielle Punkt in einer Geraden statt in einer Curve und zwar nach demselben Gesetz, so dafs in der Zeit At auch der Weg As durch-laufen wiirde, so sind die gleichzeitigen relativen Wege nach den unter sich nor-malen Richtungsaxen As • cos a und As* sin a, folglich sind auch die mitt-leren Geschwindigkeiten nach den Rich-,          As           As .         j tungsaxen — cos a und — sin a» und hieraus die relativen Geschwindigkeiten im Anfange der Zeit At = 5 cos a und


Os

q • sin &.

ot



Also = v cos a und v sin ct, wenn v die wirkliche Geschwindigkeit in demselben Augenblick ist.

Aendert sich nun die wirkliche Geschwindigkeit in der Zeit At von v auf v + Av, so andern sich die relativen Geschwindigkeiten von v cos a und v sin a in (v + Av) cos a und (v + Av) sin a. Also sind die relativen Geschwindigkeits-anderungen in der Zeit At = Av cos a und Av sin a.

Die relativen mittleren Beschleunigun-

.Av Av .  . gen sind also — cos « und — sin ct, mit-8 At hin sind die relativen Beschleunigungen

am Ende der Zeit t = — cos a und Ot

— sin a. Nun war aber — die absolute 9t                     ot

Beschleunigung in der geraden Linie, folglich ergeben sich die relativen Beschleunigungen aus der absoluten wie die relativen Geschwindigkeiten aus den absoluten Geschwindigkeiten.

Anders verhalt es sich aber, wenn die Bewegung in einer Curve statt findet, d. h. die relativen Beschleunigungen las-sen sich nicht nach dem eben angege-benen Gesetze bestimmen, wenn man annehmen wollte, die Bewegung erfolge nach der Geraden, die der Curve in irgend einemPunkte mbglichst nahe kommt, also nach der Tangente.

Denn es mache die Gerade, in welcher sich der Punkt bewegen mifste, um die-selben relativen Beschleunigungen nach den beiden Axen zu geben, mit der Axe der X den Winkel q, die Beschleunigung in dieser Graden am Ende der Zeit t sei = u, so sind die relativen Beschleunigungen nach der Axe der X = u cos cp und nach der Axe der Y = u sin q.


ben, und weil Differenzial der mulste hiernach



Sollten nun diese Beschleunigungen dieselben sein, welche sich aus der Be-wegung des Punkts in der Curve erge-die Beschleunigung das Geschwindigkeit ist, so sein

1

 Elemente a, b P. = ab, ba

2

          c2

C' = -----k---

1 + — C2

g


, a 8v, °86 "Co®= a = wenn man t als unveranderlich annimmt,

, Bu , . Ov, °8t 4, und m sin P = 80 = 8e. = o^y

Werden beide Gleichungen quadrirt und addirt, so hat man

sin cp =----= -----------------

" V(o/3«)2 + (07y)2

Dagegen wiirde die Beschleunigung in der Tangente, wenn darin die Bewegung nach demselben Gesetz, wie in der Curve statt fande, weil die Geschwindigkeit darin am Ende der Zeit t nach dem Obigen = v ist = sein

Nun ist aber &ts^ = ^ + ^     (2)

Also differenzirt 2 bts • Qt2s = 2 8," • 8,3x + 2 bty • 82y

8,= x 8,2, + 8,J x 8%y woraus o.2s =---------s----------- ots

und quadrirt

2 9 (Ox)3 ’ (82 x) + &y)2 (82y)2 + 2 Ox • Oy • 02x • 82y

(02s)* = --------------------_____------------

_ [(8x)2 + (8y)3] [(82±)2 + (82y)3] _ (Bay? (82y)2 + (By)2 (822)2 (8s)2                               (Bs)2

| 28% • By • 83, • 82y

T (88)2

Setzt man nun fur den ersten Factor des ersten Gliedes aus Formel 2 den Werth (8,8)2 oder (3s)2, so hebt sich dieser mit dem Nenner; der zweite Factor ist nach Formel 1 = u2, die beiden letzten Glieder sind ein Quadrat. Man hat also

	
(8,22)2    = 42 - (Da: 07y - oy* 02)2



3s          /

Der Subtrahend ist aber niemals = 0, aufser wenn die Curve in eine gerade Linie sich verwandelt. Denn in diesem Fall ist

Ox • 83y — By • 8 2, , 3 y (^xf      ~ ° 8x = 0

By . weil 5 = 0 ist,

Ox

folglich auch der Zahler = 0 und

Ox • 8%y — Oy • 8%

---------—— '------- ebenfalls — 0.

OS

Da 9=0, so ist 09 eine Constante

Ox           Ox und By = c • Ox.

Diese Gleichung noch einmal integrirt gibt

y = cx + c

eine Gleichung, welche nur der geraden Linie angehort, folglich ist die wirkliche Beschleunigung u des in einer Curve be-wegten Punkts stets grosser als die Beschleunigung nach der Tangente; letztere kann also nur eine relatice Beschleunigung sein.

	
	
15.    Um ohne Rucksicht auf einwirkende Krafte, also rein phoronomisch die wirk-

Fig. 888.
[image: ]






liche Bahn eines Massenpunkts aus de-ren relativen Bewegungen ganz allgemein zu bestimmen, seien CX und CY die rechtwinkligen Coordinatenaxen, x und y die Coordinaten fur einen augenblick-lichen Ort des Massenpunkts M, in wel-chen dieser nach Verlauf der Zeit t ge-kommen ist, und s der von der Masse M bis dahin zuriickgelegte Weg.

Nach phoronomischem Grundgesetz ist

nun die Geschwindigkeit von M in die-sem Augenblick = 87 deren relative Ge-schwindigkeiten nach CX und CY sind Ox Oy

8r und 8t; beide Geschwindigkeiten ge-ben, zu einem Rechteck zusammengesetzt, in der Diagonale die Mittelgeschwindig-keit

[image: ]



Nun ist aber nach der Rectifikations-formel           __________ 8*1/14(09)2 8x V \x) daher 8 al fa 11+8) * 81=1(87)+(9)° a) d. h. die Geschwindigkeit des Massenpunkts M in derBahn ist = der Mittelgeschwindigkeit aus den beiden relativen Geschwindigkeiten.

Setzt man die beiden relativen Geschwindigkeiten mit deren Mittelgeschwindigkeit zu einem rechtwinkligen Dreieck MAB, Fig. 875 zusammen, so kann MA als die Tangente des Curvenelements in dem von M beriihrten Punkt betrachtet werden, folglich ist die Richtung der Mittelgeschwindigkeit beider relativen Geschwindigkeiten zu-gleich die Richtung der Bahntan-gente in demselben Punkt.

Aus diesem Grunde nennt man anch die Tangente an irgend einem Punkt einer Bahn die Richtung der Geschwindigkeit des Massenpunkts in seiner Bahn, oder die Richtung der wirklichen Bewegung in dem Ort der Bahn.

Nach phoronomischem Grundgesetz ist die Beschleunigung eines Massenpunkts

8%, nach Verlauf der Zeit t = ± 8g2;

82 also nach der Axe der X = % 842

82y

und nach der Axe der Y = $ .1

Projicirt man nun diese relativen Be-schleunigungen auf die Tangente der Bahn in M, so erhalt man die Summe beider

82        8 2y

=+a cos“+1a cos8

Nach der Cnrvenlehre ist aber der Cosinus des Winkels, den die geometrische Tangente mit einer der Coordinatenaxen bildet = dem Differenzial der Coordinate als Function des urvariablen Bogens. Mithin, wie auch die Figur angibt:

8y cos « — — und cos 3 = — OS            Os und die Summe beider relativen Beschleu-nigungen auf die Bahn reducirt:

.[82 8x 82y 8y

2082 8s 18t2 8s

.8x 8x 81 8y 8y 81 Nun ist ,=a a und y = a — Os ol Os os ot os


Mithin S




87)




8 t (83x Ox 32y

2 0s (812 ’ Qt T 8 12
[image: ]





()"]=18/a[(87)"+(3%)"]




also nach Gleichnng 1

81, (88\2    Of Qs 8s ,8s I 8s

S=1as0at) =18,281081=108=28




(2)




Wie aber oben die Seitenbeschleunigungen nach den Axen der X und der Y,



02s

so ist 2 849 die Beschleunigung des Mas-senpunkts in seiner Bahn. Folglich ist fur jeden Punkt der Bahn:

Die Summe der auf die Bahn-tangente reducirtenrelativen Be-schle unigungen gleich der Beschleunigung des in seiner Bahn sich bewegenden Massenpunkts, weshalb dieselbe auch die Tangential-beschleunigung genannt wird.

Projicirt man beide relativen Beschleu-nigungen auf die Normale MC, so gibt die = mit y gerichtete Beschleunigung 0 2y

die Projection mn = 2 842 cos a, die Be-wegung nach CM hin gerichtet; die = mit x gerichtete Beschleunigung die Pro-jection Mn = | 842 cos 8, die Bewegung

Fig. 889.
[image: ]


nach MC hin gerichtet.

Also die Summe beider Projectionen


[82x 862




COS 3 —




82y    _ (82

8r cos «j - ± (84 •




y   9 2y Ox)

0s   812  0s)



Ot(8y 82a_ ox 82y)    , 3 ds at8t2 bt'^)   •

Nun ist der Kriimmungshalbmesser der Bahn in M

ibs \3

° 782y) (0,2)

Um diesen Ausdruck auf I als Urver-anderliche zu gestalten hat man fur den Zahler

	
	
	
9s _ 8s bt bx~ bt bx also (8s)3_ (8s\3 ./86\3 _ (8s\3 1 \bx) \bt/\9 x) “ \i) ’ (8.\3 fur den Nenner a(y) a(dy) 83y_“x/.8t _L\x). 1 bx^ 8c bx bt 70x) \bt) ./Oy /8y 0a 22y_8y 82a • \x) _ 9 (Ot ) _ &tde 8* ’ 812 8. (Oxy (8x\2 \r) r) 8x b2y by b2x .     92y bt ’ bi2 ~ bt' bl2 folglich and =--7^X3---







(Os)3

aher e bx b2y_by b^x bt ' bt2 bt ' bt2 und die Summe der Beschleunigungspro-jectionen nach Formel 3

sL, 8100 48 t)

2 8s 0 20 8s

Nun ist 8, die Geschwindigkeit v des Massenpunkts M in dem Punkt (x, y) der Bahn, mithin

Diese Beschleunigung wird die Centri-petalbeschleunigung genannt; sie ist, wie die Formel zeigt, umgekehrt proportional dem Kriimmungshalbmesser, mit welchem die Richtung jeder Curvennor-male zusammenfallt.

Da die Tangentialbeschleunigung und die Centripetalbeschleunigung mit den relativen Beschleunigungen gleichgeltend sind, so kann die Bahn nach jenen wie nach diesen bestimmt werden.

Photometer ist eine Vorrichtung zur Messung von Lichtintensitaten. Die Licht-starke hat keinen Maafsstab, keine allge-mein geltende Einheit, es mufs also eine solche gewahlt werden, als z. B. die Hel-ligkeit eines Lichtes, einer Lampe bei


thematik auf die Physik rechnend und untersuchend iibertragt.

Plan ist eine Grundrifszeichnung, be-sonders eine im verjiingten Maafsstab auf-getragene Vermessung.

Planconcaves Glas ist ein zu optischen Zwecken durchsichtiges flaches Gias, des-sen eine Flache eben und dessen andere die Form einer hohlen Calotte hat.

Planconvexes Glas ist ein Glas zum Zweck wie das vorstehende, dessen eine Flache eben und dessen andere die Form einer erhabenen Calotte hat.

Planetarium ist ein aus kleinen Ku-geln verfertigtes kunstliches Sonnensy-stem, mit welchem durch Mechanismus die Bewegung der Planeten um die Sonne in kleinem Maafsstab vor Augen gestellt wird.

Planeten sind die Weltkorper, welche sich um die Sonne bewegen. Es ge-schieht dies zwar auch von den Kome-ten, welche man friiher als zufallige Erscheinungen betrachtete, und die sich tibrigens im Aeufseren von den Planeten ganz auffallend unterscheiden. Der Name Planet stammt aus dem Alterthum, son-derbarerweise von dem griechischen Worte Tikctvaouat, herumirren; heifst also Irr-stern, indem man sich vorstellte, dafs diese Weltkorper im Weltenraum herum-irrten; aber ungeachtet man jetzt weifs, dafs sie einen regelmafsigen, immer wie-derkehrenden constanten Lauf haben, hat man aus Pietat gegen die alten Astro-nomen den Namen Planet beibehalten.

Der Name Komet kommt von dem Worte xo/lit], das Haar, wegen ihres haar-artigen langen Schwanzes, woher diese Gestirne deutsch auch Haarsterne, Schwanzsterne genannt werden.

In Beziehung auf unsere Erde, die mit zu den Planeten gehort, hat man obere und untere Planeten. Die oberen P. sind diejenigen, deren Bahnen die Bahn der Erde einschliefsen, die unteren P. die, deren Bahnen von der Erdbahn ein-geschlossen werden, deren es nur zwei gibt, den Merkur und die Venus.

In Beziehung auf deren Entfernung von der Sonne und von der Erde hat man helische Planeten (hlig die Sonne), den Merkur, die Venus, die Erde und den Mars, weil diese der Sonne die naheren sind. Uranische Planeten den Jupiter, den Saturn und den Uranus, (ouoapos, der Himmel) weil diese der Sonne am entferntesten sind und zu welchen jetzt noch der Nep tun



einer bestimmten Entfernung von dem zu beleuchtenden Gegenstande.

Eine Methode, das Verhaltnifs der Wir-kung zweier erleuchtender Flammen zu finden ist die, dafs man von beiden Lich-tern Schatten auf eine hellfarbige Flache werfen lafst. In einem dunklen Zimmer wird eine weil’se Ebene, z. B. eine Papierflache aufgestellt, vor dieser ein schma-ler Korper; das zu prufende und das prii-fende Licht neben einander gestellt, wer-fen nun Schatten von diesem Korper ge-gen die weifse Flache und man verschiebt das zu priifende Licht so lange, bis beide Schatten dem Auge gleich dunkel er-scheinen. Die Entfernungen beider Lich-ter von der Ebene geben im Quadrat das Verhaltnifs deren Lichtintensitaten. Steht das priifende Licht 2 Fufs von dem dunk-len Korper, dieser 1 Fufs von der weifsen Ebene, und werden beide Schatten gleich dunkel, wenn das zu prufende Licht 3 Fufs von dem Korper, also 4 Fufs von der weifsen Ebene entfernt ist, dann ver-halten sich die Lichtintensitaten beider wie 32:42 =9: 16. D. h. das zu prufende Licht ist 16 mal starker als das 9

priifende Licht.

Die anderen Methoden sollen hier un-erortert bleiben.

Photometric ist die Lehre von den im vorigen Art. gedachten Abmessungen des Lichts, die Kenntnifs aller Messungsme-thoden und die Beurtheilung deren An-wendbarkeit und Zuverlassigkeit.

Physik, Naturlehre, die Lehre von den aufseren Erscheinungen in Folge der Wirkung von Naturkraften. Sie steht der Chemie gegenuber, welche die innere Beschaffenheit der Naturkorper zu ken-nen, und diese Kenntnifs auf Zusammen-setzung neuer Korper anzuwenden sucht. Die Physik ist eine reine und eine an-gewandte. Erstere sucht aus gegebe-nen Erscheinungen durch Beobachtungen und Versuche die allgemeinen Naturge-setze aufzufinden, welche diesen Erscheinungen zu Grunde liegen. Die letztere erklart die Erscheinungen aus den von der reinen Physik iiberlieferten Versuche und Beobachtungen und wendet diese zugleich auf die Erklarung neuer Phano-mene an.

Die Physik hat eine mathematische Seite: die Berechnung der durch die Physik in ihren Eigenschaften dargestellten Naturkrafte in ihren Wirkungen, als die der Schwerkraft, der Attraction, des Mag-netismus. Es ist die angewandte Mathe-matik, welche die Lehren der reinen Ma-

gekommen ist. Teleskopische Planeten nennt man diejenigen, welche man mit blofsen Augen nicht sehen kann; als die Vesta, die Astraa, die Juno, die Ceres, den Uranus, den Jupiter. Endlich nennt man Asteroiden die kleinen Planeten, die Vesta, Juno, Ceres, Pallas und alle die vielen neu entdeckten noch viel kleineren zwischen dem Mars und dem Jupiter befindlichen Planeten.

In dem Art. „Centralbewegung", Bd. II, pag. 15 sind von den sieben gro-fseren Planeten die Entfernungen L der-selben von der Sonne, deren Massen m im Verhaltnifs zur Sonnenmasse = 1 und deren Momente — angegeben. Ferner die Schwerpunkte des Sonnensystems im Maximo der Entfernung vom Sonnen-mittel = 1,886 Sonnenhalbmesser, also noch 0,886 Sonnenhalbmesser aufserhalb der Sonne und im Minimo = 0,2446 Sonnenhalbmesser nachgewiesen.

Ueber die Gesetze der Bewegung die-ser Planeten ist Folgendes zu beachten.

	
1.    Eins der wichtigsten Gesetze, welche ermittelt worden sind, ist, dafs jeder Planet in gleichen Zeiten gleiche Sectoren durchlauft.


	
2.    Es sei, Fig. 890, C der Ort der Sonne S, AZ ein Bogen der Bahn eines Plane-ten P. ist dieser in A befindlich und hat im Abstande AC von C die Geschwin-digkeit c, in einer anderen Entfernung CV die Geschwindigkeit v, so ist v so grofs wie in W, wenn der Korper von CW = CK nach AC bin geradlinig be-wegt ware.
[image: ]



Denn ist V sehr nahe an A, so dafs die Kraft wahrend der Bewegung als gleichformig wirkend angesehen werden kann, ist die Schwerkraft = 1, die bewe-gende Kraft in C=p, dann ist die Zu-nahme an Geschwindigkeit nach dem Fall durch AW in der Zeit t = 2g pt.

Die nach AV wirkende Seitenkraft = p cos CAP, also die Zunahme in V in der Zeit t = 2g pt • cos CAV

daher die Zeit t' fur den Weg A V=--—

8 cos CA V und die Zunahme in V cos CA V =3Plcos cav =29P‘

	
3.    Die Kraft, wenn der Korper in ge-kriimmter Bahn lauft, hat als anziehende Kraft eine doppelte Wirkung:



	
	
A.    Vermehrt sie die Geschwindigkeit, wenn sich der Korper C nahert und ver-mindert sie bei dessen Entfernung.


	
B.    Erhalt sie ihn in der Bahn, hindert, dafs er nicht dem Beharrungsvermogen zufolge nach der Tangente fortgeht; er macht also naherungsweise eine Kreis-bewegung und es ist die bewegende Kraft fur diesen Augenblick c1 P = ^gr


	
4.    Ist c die unveranderliche Geschwindigkeit, so ist die Umlaufszeit





7 - 2ar c

2zr woraus c = 7

Nun ist nach No. 3 c1 = 2g rp also          c = V2g rp hierzu die vorige Gleichung 2nr c ^T ergibt V2g rp = 7 ,         „       412,2 Oder     2g rp — —72

,                2n2r oder      gp = —-

Da nun g und n constant sind, so hat man fur ein p', T’, r’ , r     r'

P-P = T2 7’2

	
d. i. die Schwungkraft ist gerade proportional dem Halbmesser und umgekehrt proportional dem Quadrat der Umlaufs-zeit.



	
5.    Soil, wie es geschieht, die Sonne verschiedene Planeten in ihren Kreisen erhalten, so ist p in verschiedenen Ab-stiinden ungleich. Nach dem dritten Kep-ler’schen Gesetz sind die Quadrate der Umlaufszeiten wie die Cubi der Abstande.



Also 72 : T'2 = 73 : r'3

Nach No. 4 aber ist , r r' P P =T2T‘2

Die zweite Proportion durch die erste dividirt gibt

p p' r r'

72 • 7’2 — T2 73 ’ T‘2 r‘3

,                        - 1 1 Oder p : p = ,a : ^

Allgemeine Untersuchung uber die Centralbewegung.

	
6.    Wenn die Bahn kein Kreis ist, so ist die Schwungkraft wie vorhin, sobaid man in jedem Punkt der Curve statt r den Kriimmungshalbmesser nimmt.



ist (Fig. 891 und 892) C der Central-punkt, A Bahnpunkt, AB Tangente an der Bahn, die beschleunigende Kraft AF in die Langen AE und AD zerlegt, so

Fig. 891.
[image: ]


vermehrt AE die Geschwindigkeit, wenn ^CAB spitz, und vermindert die Geschwindigkeit, wenn /^CAB stumpf ist; AD halt aber der Schwungkraft das Gleich-gewicht.

Fig. 892.
[image: ]


	
7.    Beispiel. Da nach Kepler die Sonne im Brennpunkt steht und die durch-laufenden Sectoren der Zeit proportional sind, so ist zu schliefsen, dafs in der Sonne der Sitz der Kraft sei.



Es sei, Fig. 893

AE die halbe grofse Axe = a

DE die halbe kleine Axe = b


die Umlaufszeit in Secunden mit T be-zeichnet:




Fig. 893.
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Der in einer Secunde beschriebene Sec-a b

tor =7 7*

	
A.    Ist der Korper in A dem Perihel, so ist dessen Entfernung



AC = a — Ya2 — 62

AB, den in einer Secunde durchlaufenen Bogen setze man = c,

so ist Sector ACB= 4e (a-1 a2-b^ — n “
[image: ]

der Krummungshalbmesser in A = — —r a

also Schwungkraft c2 4 72 aa b2 2n «3

F2yr”) 62,, =yAC2 T2

2g •—- P 2 a

	
B.    1st der Kiirper in G, im Aphel, Bogen GJ = c', Sector CGJ = Jc' • CG, Sector 4e‘ • CG = n“



.                    > - ab

also         °      • ca^T

so ist die Schwungkraft
[image: ]

die Schwungkrafte in A und G verhalten sich also wie


	
1       1



AC2 : CG2

Also eben so die Anziehungskrafte der Sonne in C, weil diese den Korper hin-dert, dem Beharrungsstande zu folgen und ihn nbthigt in der Bahn zu ver-bleiben.


so ist der Inhalt der Ellipse = nab




C. Der Korper sei in D, die Richtung



der Bewegung also normal auf DE, DC = a, Bogen DH — c,,.

Mithin Sector DCH = lcltb = n ".

Denn |c„ ist = z 4 oder ^DI1 = halbe

Ellipse ADG und weil “ sich zu DH

verhalt wie 1 : ADG

a2 der Kriimniungshalbmesser in D = —

b

also die Schwungkraft c., 2     c,2     ) a4b

-— = —‘—, =4n2 ----,— = 222..,

29r oa‘ oa3, gT3

und der von dieser nach der Richtung DE normal der Tangente DH sich zer-

legende Theil ist pn cos CDE = pn —•

Daher p" b = 272 _6. a g13 und p’^^ti2-,^-

die drei anziehenden Normalkrafte sind demnach


a 972



a2 9 , a a’ , , a a?

AC^' "" gT^ * CG*' "" T2az

und verhalten sich wie

_1 1 1

AC1 : CG1 : CD^

	
	
8.    Es sollen nun die Geschwindigkeiten c- c,; c,, betrachtet werden.





ab                __ c in A ist 2n •    4; AC = a~ ^a'-b1 AC • I

C, in G ist 2n • -a. CG = a + ]/a2—b1

cn in D ist 27 • 45 7i AD = a

Vorausgesetzt ist, wenn C, C die Ge-schwindigkeiten des Korpers in den Ent-fernungen R, R' sind, das Gesetz:

CaLC2=4gp.A, R

Ist namlich g die Beschleunigung in der Entfernung r, so ist

" _1. 1

4=n r

woraus G = 0 . —

• R2

fallt der Korper um die Lange R, so ist c^ = 4GR = 4r^

also C2 = 4gr^-, C,’=4gr),

C2-C,2 =4g,2 • R—R =4911 . (1 - 1)

'    " RR, 9 \R R>)

das allgemeine Gesetz nach dem Obigen ist aber


C’—C,’=4n

= 4n 3




a2 62 /_1___1\

T2 (ACa  CG^)

a2b2 CG2-AC2,a2b2

T2 AC*‘CG2 T2




= 4n2

Ebenso




a2 b2

T2




2a CG-AC , a3 ba* AC . GC~871 T2




{CGAAO^CG - AC) AC2 • GC2 CG-AC

’ CG-AC




C’ + c,, = 4N) .a*6/( 1 _I\N (6 + AC) (6 - AC)

"        T2 \AC2 ba) b2 AC2

(M) a2 ba - AC2 2(62 1 22+22* h)

T2 AC2              AC2




= 82 2




= 87 2




a2 f2

a3

T2




Va2 — b2 (a — Va2 — 63) (a — Yaa — b2)1

CE a a3 a-AC

----- ■        -- 8ra • -- • ----------______

a.AC T2 a. AC




a 2 Va2 — b2

T a — \/a2 — b2



Beides der allgemeinen Formel gemafs.

Die vorstehende Darstellung soil als Mittel dienen, die theoretischen Bestim-mungen uber die Planeten ohne Analysis zu ubersehen.

	
	
9.    Genauere Bestimmungen.





Es sei, Fig. 894

C der Mittelpunkt der Krafte

AB die noch unbekannte Bahn des Korpers.

BD die Tangente in B'.

p die in B wirkende beschleunigende Kraft.

Der Radiusvector BC fur den Ort B des Planeten = z.

Die Fliehkraft desselben hierbei = p,.


Dann ist p : p, = BC : BD = % : BD, woraus der beabsichtigte Weg des Planeten

BD _P;

P

Nun ist die Kraft, wenn CD = w nor-

,              , — Pz2—M2

mal BD ist, von p nach BD = p •--

w die normal auf BD = p —.

%

ist die Geschwindigkeit in B = v ,

so ist 8 = 2gp Y2*, W - • at

. a. = 2p Ysg*: o.

und PW = "1,wenn , der Kriimmungs-% 2gr

halbmesser in B ist.

. 8z DB 123— w3

cos CBD 2—o= = --- ds BC %

daher vOv = — 2gp Dj

und T'-a--fP^^

4g 4g



Fig. 894.
[image: ]


wenn c an einem bestimmten Ort die An-fangsgeschwindigkeit ist.

Planetenbahn. Die Weltkorper schwe ben frei im Raum, daher sind die Be-schreibungen von Bahnen, entweder um Centralkorper oder um gemeinschaftliche Schwerpunkte das einzig mogliche Mittel zu deren Erhaltung, und es kann kein einziger Weltkorper in Ruhe gedacht wer-den. Das von Newton entdeckte Attrac-tionsgesetz hat sich nicht nur bei alien Planeten, Kometen und Monden, sondern auch bei Gestirnen aufserhalb unseres Sonnensystems, namentlich den Doppel-sternen als strong richtig bewahrt, so dafs man es als zur Erhaltung des gan-zen Weltalls zu Grunde liegend ansehen mufs; der Art also, dafs die Sonne mit ihrem ganzen Planetensystem mit meh-reren anderen Sonnensystemen gemein-schaftlich wieder eine Centralsonne um-kreist, die ein Sonnensystem zweiten Grades bildet u. s. f. (Vergleiche den Art. „ Attraction" uber die muthmaafs-liche Entstehung der Weltkorper und deren Systeme.)

Kepler hat zuerst bewiesen, dafs jeder der Umkreise, welche ein Weltkorper um seinen Centralkorper macht, als die Planeten und Kometen um die Sonne, die Monde um die Planeten, eine Ellipse ist, dafs der Centralkorper in deren einem Brennpunkt sich befindet, durch Attraction (Centripetalkraft) ihn zu sich zieht, wahrend eine auf den umlaufenden Korper nach der Tangente in jedem Punkt seiner Bahn wirkende Centrifugalkraft den geradlinigen Sturz des umlaufenden Korpers nach dem Centralkorper hin ver-hindert.

Beide Krafte sind fur jeden einzelnen Bahnpunkt so genau untereinander aus-geglichen, dafs die Bahn auf ewige Zei-ten unverandert dieselbe bleibt.

Wie eine solche Zusammenwirkung moglich ist, zeigt der Art. „Central-krafte" mit Fig. 282 bis 285 mit aus-fuhrlicher Erklarung; ferner der Art. „ Centralbewegung" mit dem Bei-spiel der Bewegung des Mondes um die Erde, endlich der Art. „Bahn“ mit Fig. 163 bis 167 die Zusammenwirkung der beiden Krafte mit bildlicher Darstellung des Umlaufs eines Planeten und dessen verschiedene Geschwindigkeiten.

In Folge der elliptischen Form hat die Bahn eine grofse und eine kleine Axe; in der grofsen Axe hat der Planet seine Sonnennahe in dem Punkt des Periheliums und seine Sonnenferne in dem Punkt des Apheliums. Der Ab-stand zwischen dem Mittelpunkt der Ellipse und dem Brennpunkt, dem Stand-punkt der Sonne heilst die Excentri-citat der Ellipse. Eine ausfuhrliche Theorie fiber die Wirkung der Krafte bei Bewegung der Weltkorper, s. die Art. - B ah n, B ahn derWeltkorper,Bahn der Weltkorper, die Ellipse". Siehe auch den Art. „Elemente der Bahn eines Planeten".

Planetenjahr ist die Zeit, in der ein Planet einen Umlauf um die Sonne macht.

Planetensystem ist die Zusammen-wirkung sammtlicher der Sonne zuge-horigen Planeten einzeln und summarisch aufgefafst.

Planetoiden, S. v. w. „ Asteroiden".

Planetolabium, S. v. W. „Planeta-riu m“.

Planimetrie ist der Theil der Geome-trie, welcher sich mit den Ebenen be-schaftigt. Vergleiche den Art. „Longi-metrie".

Platonische Korper sind die funf re-gelmafsigen Polyeder.

Platonisches Jahr (grofses) der Zeit-raum von 25873 Jahren, innerhalb welches die Weltaxe um die Axe der Eklip-tik ihren Umgang vollbracht hat und die Nachtgleichenpunkte wieder an der vor dieser Zeit behaupteten Stelle sich be-finden. (Vergl. den Art. „Nachtglei-c h e n “.)

Plus (+) ist das Zeichen fur eine positive Grofse und das der Addition.

Pneumatik, Aerodynamik ist die Me-chanik der luftformigen Korper (s. die Art „ Aerodynamik, Aerodynami-sche Gesetze"). Die ganze Lehre der Pneumatik findet sich ausfuhrlich in dem Art. „Ausflufs der Luft".

Pol (no lso, ich drehe um) ist immer ein Endpunkt einer geraden Linie in Be-ziehung auf etwas gleichformiges, sym-metrisches, was sich in gleichen Abstan-den von dem Pol um die gerade Linie herum sich befindet.

Pol heifst der feste Punkt, von dem aus die Ordinaten (Polarordinaten) nach einer Curve gezogen werden, wenn die-selbe durch eine Polargleichung bestimmt werden soil.

Pol ist jeder Endpunkt des Durch-messers einer Kugel in Beziehung auf den grofsten auf dem Durchmesser (der Axe) normalen Kreis und alien mit die-sem parallelen Kreisen.

Pole des Horizonts eines Orts der Erdoberflache sind die unendlich weit entfernten Endpunkte der senkrecht auf dem Horizont befindlichen Linie, welche durch den Erdmittelpunkt nach der un-tem Himmelskugel geht: das Zenith oder der Scheite Ipu nkt fiber dem Ho-rizont, das Nadir oder der Fufspunkt unter dem Horizont.

Pole des Himmels sind die Endpunkte der Weltaxe, welche mit unserer Erdaxe parallel lauft oder auch dieselbe ist, weshalb es auch einen Nordpol und einen Sudpol am Himmel gibt, welche mit dem Nordpol und dem Sudpol der Erde in einerlei geraden Linie liegen.

Pole der Ekliptik desgleichen die Endpunkte deren Axe, welche mit der Erdaxe einen Winkel von 234° bildet.

Pole eines naturlichen Magnets sind die einander gegenuberliegenden Punkte, welche gegen Eisen die meiste Anziehungskraft aufsern. Man erkennt dieselben, wenn man den Magnet in Eisen-feile legt, wo dann diese Pole am mei-sten davon angehauft sind.

Diese Pole eines naturlichen Magnets, so wie die einer kunstlichen Magnetna-del fiben auf die Pole eines zweiten naturlichen Magnets oder einer Nadel die eigenthumliche Wirkung, dafs sie sich je zwei und zwei einander anziehen und abstofsen. Sie heifsen daher freundliche und feindliche Pole, und in Beziehung auf Nord und Slid der hier folgenden magnetischen Pole der Erde, Nord- und Sudpole; der Nordpol des einen stofst den Nordpol des an-deren ab und zieht den Sudpol des an-deren an, so dafs also die gleichnamigen Pole feindlich, die ungleichnamigen freund-lich sind.

Die Erde hat ebenfalls magnetische Pole, einen Nordpol und einen Sudpol; deren Richtung findet man an jeder Magnetnadel, denn sie zeigt nach ihnen hin und bildet mit ihrer Richtung die Richtung des magnetischen Meridians der Erde. Die Magnetnadel hat aufser dieser Declination (Unterschied ihrer Richtung mit dem wirklichen Erdmeri-dian) noch eine Inclination, eine Ab-weichung von der Horizontalen, und es gibt Punkte auf der Erde in der Nahe der Pole, an welchen die Nadel ganz senkrecht steht, und wo die Nordspitze in der Nahe des Nordpols und die Sud-spitze in der Nahe des Sudpols senkrecht abwarts steht. Diese Orte der Erde sind deren magnetische Pole. Kapitain Rofs hat den magnetischen Nordpol erreicht, und zwar unter 263° 14‘ ostlich von Greenwich und 70° 5' nordlicher Breite; er fand namlich daselbst die Inclination 90°.

Polabstand eines Sterns ist gleich 90° weniger seiner Abweichung. P. eines Orts der Erde ist gleich dessen Aequa-torhohe.

Polarcoordinaten. Deren Erklarung, s. den Artikel: „ Co ordin at en “. Deren Bildung und Anwendung, s. den Art. „Curvenlehre, pag. 186 mit Fig. 537, pag. 193 mit Fig. 541.

Polardistanz , S. V. W. „Polarab-stand".

Polardreieck bei Kugeldreiecken, s. v. w. „ Supplementardreieck“.

Polargleichung ist eine Bestimmungs-gleichung fur Curven mit Polarcoordinaten.

Polarkarte ist die Karte derjenigen Erdhalbkugel, fur welche der Pol als Standpunkt der Aufnahme gedacht ist, in welcher also der Pol Mittelpunkt und der Umfang des Aequators die Grenze ist.

Polarkreise werden bei Umdrehung der Erde um die Axe von den Endpunk-ten der Axe der Ekliptik beschrieben; sie sind von den Polen 234° entfernt. Der an dem Nordpol befindliche ist der nord-liche, der am Siidpol der sudliche Polarkreis.

Polarprojection ist die Projection der auf der Erdoberflache befindlichen Punkte und Linien zur Verzeichnung einer Polarkarte, indem also die wahre Lage jedes einzelnen Punkts in der von diesem auf die Aequatorebene gefallten Normale an-gegeben wird.

Polarstern, ein sehr heller Stern in der Nahe des Nordpols, der letzte Stern im Schwanz des kleinen Baren, der mit den beiden Sternen des grofsen Baren, die dessen Schwanz am entferntesten sind, in einer geraden Linie liegt. Die Lage des Polarsterns ist veranderlich, er nahert sich immer mehr dem Pol, hat gegenwartig einen Abstand von demsel-ben = 1° 35' und wird ihm noch 300 Jahre lang immer naher rucken.

Polarzirkel, S. v. w. „Polarkreis“.

Polarzonen sind die von den Polar-kreisen begrenzten Calotten, sowohl die auf der Erde als die an der Himmels-kugel."

Polarisation des Lichts ist die Aban-derung, welche ein Lichtstrahl erfahrt,

	
IV.



wenn er mittelst eines Spiegels reflectirt. Die Aenderung seiner Natur besteht da-rin, dafs er nur zum zweiten Mal mit derselben Kraft und unter demselben Winkel mittelst eines zweiten Spiegels reflectirt, wenn dieser zweite Spiegel mit dem ersten parallel ist. Je mehr man den zweiten Spiegel von der Parallelitat mit dem ersten abweichen lafst, desto schwacher wird die Reflexion, ohne dafs dabei der Reflexionswinkel geandert wird, und wenn beide Spiegel unter einem Winkel von 90° sich befinden, so hort die zweite Reflexion auf, sie wird Null.

Polemoskop ist ein Fernrohr, mit wel-chem man nach einer anderen Richtung hin sieht als dahin wo der zu beobach-tende Gegenstand sich befindet, indem ein schragor Planspiegel diesen auffangt und dessen Bild auf das Objectivglas wirft. Die Erfindung ist von Hevel, der es zum Gebrauch im Kriege empfahl, daher der Name (zolsuog der Krieg).

Polhohe, s. den Art. „ Hohe des Pols “ III, pag. 247, die Art.: „ Astronomi-scher Horizont", pag. 148 und: „Auf-gangundUntergangderGestirne", pag. 174.

Fur Landesvermessungen ist die Polhohe eines bestimmten Orts der Erde von Wichtigkeit; direct kann man sie nicht messen, weil in dem Pol kein Fixstern steht. Man wahlt daher einen der dem Pol zunachst stehenden Sterne, daher am zweckmafsigsten den dem Pol nahen und hellen Polarstern, beobachtet und mifst in den Augenblicken seiner beiden Cniminationen seine grofste und seine geringste Hohe, so hat man in der hal ben Summe seiner beiden Hohen die Polhohe. Oder man beobachtet und mifst die Hohe der Sonne in dem Augenblick des wahren Mittags, deren Abweichung man fur jeden Tag des Jahres genau kennt. Ist die Abweichung nordlich, so subtrahirt man dieselbe von der Sonnen-hohe, ist sie sudlich, so addirt man sie zur Sonnenhohe und erhalt in jedem der beiden Falle die Aequatorhohe. des Orts, welche von 90° abgezogen, dessen geo-graphische Breite oder Polhohe gibt.

Polyeder ist ein Korper, der von lauter ebenen geradlinigen Figuren begrenzt ist. Diese Figuren heifsen die Seitenfla-chen oder Grenzflachen, deren Summe die Oberflache des Korpers. Die Sei-ten der Figuren, welche zweien zusam-menliegenden Seitenflachen gemeinschaft-lich sind oder die Durchschnittslinien zweier Seitenflachen heifsen Kanten;

18

die Endpunkte der zusammentreffenden Kanten heifsen Ecken. Ein Neigungs-winkel zweier zusammentreffenden Sei-tenflachen heifst deren F1 achen winkel und der von den in einer Ecke zusam-menstofsenden Seitenflachen daselbst ge-bildete Winkel ein korperlicher Winkel oder K or per winkel.

	
	
2.    In jede'mP. ist die Anzahl der ebenen Ober fl achenwinkel das Doppelte der Anzahl der Kanten.





Denn jede Figur hat so viele Winkel als Seiten, da nun jede Kante zu zweien Seitenffachen gehort, also zwei Seiten ausmacht, so kann die Anzahl der Kanten nur die Halfte der ebenen Winkel betragen. Hieraus folgt zugleich, dafs in einem P. die Anzahl der ebenen Winkel immer eine gerade Zahl sein mufs.

Ferner folgt daraus, dafs wenn das P. von Figuren mit einer ungera-den Anzahl von Seiten begrenzt wird, die Anzahl der Seitenfla-chen immer gerade sein mufs.

Wird ein P. von m Seitenflachen mit einer g e r a d e n A n z a h 1 u n d v o n n Seitenflachen mit einer unge-raden Anzahl von Seiten begrenzt, so dafs die Anzahl der Begrenzungsfla-chen = m + n ist, so mufs n gerade sein, m mag gerade oder ungerade sein.

	
	
3.    Die Anzahl der ebenen Ober-flachenwinkel eines P. ist minde-stens dreimal so grofs als die Anzahl der Grenzflachen.





Denn sind die Grenzflachen Dreiecke, so sind der ebenen Winkel gerade dreimal so viel als die Anzahl der Grenzflachen betragt; bei Fliichen von mehr als drei Seiten wird die Anzahl der Winkel grofser.

Ist demnach F die Anzahl der Grenzflachen, K die Anzahl der Kanten, so ist 2K die Anzahl der Winkel; also entwe-der 2K = 3F oder 2K > 3F. Es gibt also kein P., in welchem die Anzahl der Kanten geringer ware als 14 mal der Anzahl der Grenzflachen, oder die Anzahl der Grenzflachen grofser als 3 der Anzahl der Kanten.

	
	
4.    DieAnzahlalleraufderOber-flache eines P. vorhandenen ebenen Winkel ist entweder gleich oder grofser als die dreifache Anzahl der Ecken und als die dreifache Anzahl der Grenzflachen.





Denn jede Ecke und jede Grenzflache wird aus mindestens 3 ebenen Winkeln gebildet.

Bezeichnet man noch die Anzahl der Ecken mit E, so ist die Anzahl der ebenen Winkel W nach Satz 3 = 2K. Es ist demnach immer entweder 2K=3E oder 2K> 3E und 2K = 3F oder > 3F. Demnach kann in einem P. weder die Anzahl der Grenzflachen noch die der Ecken grofser sein als 3 der Anzahl der Kanten.

	
	
5.    In jedemP. ist die Summe der Anzahl der Ecken und der Grenzflachen um 2 grofser als die Anzahl der Kanten. (E + F= K + 2).





Denkt man sich innerhalb des P. einen beliebigen Punkt, beschreibt um densel-ben eine Kugelflache, zieht von dem Punkt aus nach den Ecken des P. gerade Linien, beschreibt auf der Kugeloberflache durch je zwei auf derselben entstandene Durch-schnittspunkte, welche den Ecken einer Kante des P. entsprechen, einen grofsten Kreisbogen, so erhalt man eine Summe von spharischen Vielecken, die zusammen gleich der Kugeloberflache sind.

Es kommt nun darauf an, die Inhalte dieser spharischen Vielecke zu bestim-men.

In dem Art. „Kugel“, No. 19 ist aber die Proportion als richtig erwiesen

J : F = q — (n — 2) 2 R : 2 R

woraus

,_9-(n-2)2R    <£-(n-2)18O°

2R180°

Hier bedeutet J den Flacheninhalt eines spharischen Vielecks, q die Summe sammt-licher Umfangswinkel, n die Anzahl seiner Seiten und F den Inhalt des 4ten Theils der Kugeloberflache. Bezeichnet man die ganze Kugeloberflache mit S, so hat man

Bezeichnet man ferner die Summen der Winkel der einzelnen Vielecke mit q , <p', q" ... und die Anzahl der Seiten derselben mit n, n', n”... die Anzahl der Vielecke wieder mit F, so erhalt man die der ganzen Kugeloberflache S gleiche Inhaltssumme Js sammtlicher Vielecke.


woraus




q + q‘ +q"+...— (n + n' + n" ....2F) 180° _ 720°

q + q‘ + q" + ... - (n + n' + n2 + ... - 2F) 180° = 720°




(2)



Sammtliche Winkel, deren Summe = ist cp -[■ cp’ -\- cp" + .. . liegen aber um so viele Punkte als das P. Ecken hat und die Anzahl der um eine Ecke liegenden Winkel machen zusammen 360° aus; mit-hin ist q + q‘ + q” + ... = E • 360°. Nach No. 2 ist nun die Anzahl n + n' +n”+...=2K. Wenn man demnach diese Werthe in die letzte Gleichung sub-stituirt, so hat man

E • 360° -(^K- 2F) 180° = 720° oder E + F = K + 2           (3)

	
	
6.    Die S umme a 11 e r ebenen Winkel auf der Oberflache eines P. ist gleich so vielen Rechten als die 4fache Anzahl der Ecken betragt weniger 8.





Also W=(4E-8)R_=(E-2)4RA.

Denn sind n, n’, n" .... die Seitenan-zahl der einzelnen Vielecke, so betragen deren Winkelsummen (2n—^R, (^n'—^R, {2n"—4}R... Nun ist n + n‘ + n" + ... = der Anzahl aller auf der Oberflache des P. befindlichen ebenen Winkel = W = 2K, mithin hat man die Summe sammtlicher Winkel

(n+n‘+n”+...)2R-4FR=2WP-4FR=4KR-4FR=(K—F)4R

Oder W = (E-F)4R         (4)

Nun ist aus Formel 3: K— F— E- 2, also die Summe W = (4E- S^R^ (5)

	
	
7.    In jedem P. ist die Anzahl der Kanten + 6 kleiner oder eben so grofs als die dreifache Anzahl der Ecken oder der Seitenflachen.





(3E

Also K+65 2

{or

Denn nach No. 4 ist 2 K — 3 E und 2K5 ^F.

Hierin aus Formel 3: E und F sub-stituirt

gibt 2K53K-3F+6

und 2 K = 3 K - 3 E + 6

woraus R+ 6 7 ^F

und K+653E             (6)

	
	
8.    Nach No. 3 ist F^ IK. Diesen Werth in Gleichung 6 substituirt, gibt K^&. Es geht hieraus hervor, dafs in einem P. die Anzahl der Kanten nicht kleiner als 6 sein kann. Substituirt man dieses Minimum von K in Formel 6, so erhalt man





b162:3F woraus F(34

Es kann also in einem P. die An-zahl der Ecken und die derGrenz-flachen nicht geringer als 4 sein. (Diese Satze gehen iibrigens schon aus No. 4 hervor.)

	
	
9.    In jedem P. ist die Anzahl F der Grenzflachen + 4 entweder kleiner oder gleich derdoppelten Anzahl E der Ecken und die Anzahl derEcken +4 entweder kleiner oder gleichder doppelten Anzahl der Grenzflachen.





3 F

3E> so kann

man Zahlen a, b finden,

so dafs K=$F4-a und K=}E+b da nun (Formel 3) K= E + F — 2

so hat man }F+a=E+F-2 und         ^ E + b = E -\- F — 2 woraus    F + 2a + 4 = 2E und       E + 2b + 4 = 2F daher F + 4 < 2E und E + 4 < 2F

	
	
10.    Da aus den No. 9 entwickelten For-mein





E=kF+a+2 und E = 2F~ 2b — 4

so kann in einem P. die Anzahl E der Ecken weder kleiner als 2 F + 2 noch gro-fser als 2F - 4 werden. Diese beiden Grofsen 4F +2 und 2F — 4 sindalso die Grenzen zwischen welche in jedem P. die Anzahl E der Ecken fallt.

Da ferner F = 2E — 4 — 2a und zugleich F = IE + 2 + b

so kann F nicht grofser werden als 2E — 4 noch kleiner als 2E+2 und diese beiden Grofsen 2E - 4 und 4E+2 sind also die Grenzen, zwischen welche in jedem P. die Anzahl F der Seitenflachen fallt.

H.KeinP. kann vonlautersechs-und mehrseitigen Figuren einge-schlossen werden, auch gibt es kein P., dessen Ecken aus sechs oder mehr ebenen Winkeln zu-sammengesetzt sind.

Denn es wiirde die Anzahl W der ebenen Winkel auf der Oberflache 5 6F, folglich K~GF sein. Nun ist aber (Formel 6) K - GF - 6, also K immer < 3 F, welches der Annahme widerspricht.

Waren die Ecken sechs- oder mehr-winklig, so ware die Anzahl W der ebe-nen Winkel 5 6E, also K^8E. Es ist aber (Formel 6) K 5 3E — 6, also K< 3E, welches der Annahme widerspricht.

	
	
12.    D i e S u m in e a 11 e r e b e n e n W i n-kel auf der Ober fl ache eines P. kann niekleinerseinals2Frechte Winkel und nie grofserals 8(F-3) rechte Winkel.





Denn da nach No. 4: 2K= 3F so ist          4K — 4F52F

Nun ist nach Formel 4:

(4K-4F)R- W mithin W5 2F rechte Winkel.

D. h. die Summe W der ebenen Winkel kann nie kleiner werden als 2E rechte Winkel, d. h. nie kleiner als so viele rechte Winkel, wie die doppelte Anzahl der Vielecksflachen ausdruckt.

Nach No. 7 ist K + 6 5 3F oder (K - F) + 6 5 2F

Also (K - F) 4 R = {2F - 6) 411 also nach Formel 4

w = SF — 24 rechte Winkel.

D. h. die Summe W der ebenen Winkel kann nie grofser werden als 8F — 24 und die Summe aller ebenen Winkel eines P. kann nie aufser den Grenzen 2F rechte Winkel und 8F— 24 rechte Winkel fallen.

	
	
13.    Polyeder, dievonlauterDrei-ecken eingeschlossen si nd und derenEcken theils von funf, theils von sechs ebenen Winkeln gebil-det werden, konnen nicht mehr und nicht weniger als zwolf funf-flachige Ecken haben (sobaid nam-lich jede Ecke aus gleich vielen Flachen besteht).





Da die Flachen sammtlich Dreiecke sind, so hat jede Flache 3 Seiten und 3 Winkel; bei F Flachen ist also die Anzahl der Seiten = 3 F und folglich die Anzahl der Kanten K = 2 F

Aus 4 den Werth von q in 6 gesetzt gibt

K = i(bp + 6E - 6p) = 4 (BE - P) woraus p = GE — 2K.

Setzt man nun aus 1 den Werth von K und aus 3 den Werth von E in die letzte Gleichung, so erhalt man p = 12.

Setzt man in die Gleichungen p = 12, so erhalt man

q = ^K- 10; K = 3 + 30

= 4F- 10; F= 2q + 20

= E - 12; E = q + 12

Kann in dem Polyeder jede Ecke von der anderen verschieden viele Begren-zungsflachen haben, so kann eine der-selben von 1000 Flachen begrenzt sein.

	
	
14.    Zusammenstellung der fur sammt-liche Polyeder allgemein geltenden Ge-setze:





W = 2K

w = (4E - 8) RA

IF = (K - F) 4 R_

ws 8F

W^8E

w = 2F Rechte Winkel 1 "      .

> Grenzwerthe

W = 8F — 24 Rechte W. J

F=K-E+2

Fz }W

Fz3K 1

F^^K+2J

F = 2 E - 4 1

F51E+2 J

Ez }W

E^ }K

E^^K+2

E5jF+2

ES 2F-4


Grenzwerthe

Grenzwerthe




Grenzwerthe

Grenzwerthe



K=^W

K=E+F-2

KS}F 1 Grenzwerthe

KSIE 1   ,

	
- _ ■ ,    7 Grenzwerthe


	
K < 3 E - 6 J



In jedem P. sind mindestens 4 Ecken,

Grenzflachen, 6 Kanten.

Von den Grenzwerthen hat man fol-gende Zusammenstellung.



	
Gegeben
	
der Grbfse
	
kleinster Werth
	
grofster Werth


	
F
	
K
	
JF
	
3F- 6


		
E
	
JF+2
	
2F- 4


		
W
	
2F rechte W.
	
(8F—24) rechte W.


	
K
	
E
	
JK + 2
	
3K


		
F
	
JK+ 2
	
3K


	
E
	
K
	
JE
	
3E — 6


		
F
	
4E + 2
	
2E - 4






Aus der zweiten Rubrik: K gegeben lafst sich folgendes schliefsen:

	
1.    Fur K = 6 ist E = F = 4. Das P. ist eine dreiseitige Pyramide.


	
2.    Kein P. kann 7 Kanten haben, denn zwischen 3 + 2 = 43 und 1, existirt keine gauze Zahl.


	
3.    Fur K = 8 kann E = F nur 5 sein. Das P. ist eine vierseitige Pyramide.


	
4.    Fur K = 9 ist E = F = 5 bis 6. Das P. ist ein dreiseitiges Prisma, also von 5 Flachen und 6 Ecken.


	
5.    Fur K = 10 ist E = F nur = 6. Das P. ist eine fiinfseitige Pyramide.


	
6.    Fur K = 11 ist E = F=& bis 7. Das P. ist eine Summe von einer drei-und einer vierseitigen Pyramide von ge-meinschaftlicher Spitze, deren beide Grund-flachen zwei Ebenen bilden, die mit einer Mittellinie zusammenhangen. Das P hat also 5 Seitenflachen + 2 Grundflachen, und es ist F = 7; es hat eine Spitze und 5 Grundecken, also E = 6.



U. s. w.

	
15.    DieAnzahlderBestimmungs-stiicke eines P. zu finden.



Ist eine der Grenzflachen ein neck, so ist die Anzahl dessen Bestimmungsstiicke = 2n - 3.

Es sind nun aufser diesen n noch E — n Ecken vorhanden, zur Bestimmung der Lage eines Punkts im Raum gehoren aber 3 Bestimmungsstucke, mithin zu (E — n) Punkte noch 3 (E— n) Bestimmungsstucke, im Ganzen also 2n — 3 + 3 (E — n) = ^E — n — 3 Bestimmungsstucke.

Diese Anzahl ist aber zu grofs.

Denn haben die iibrigen (F — 1) Um-fangsflachen n’, n”, n”' ... Seiten, so liegen immer n’, n”, n‘ ... in einer Ebene; die Lage einer Ebene ist aber durch drei Punkte bestimmt.

Ist nun die Lage des n’ecks durch 3 Punkte bestimmt, so bleiben noch n' — 3

Punkte zu bestimmen iibrig, und da nun jeder derselben schon ein Bestimmungs-stuck hat, so bedarf jeder nur noch zweier Bestimmungsstiicke. Das n’eck hat also noch 2 (n‘ — 3) Bestimmungsstiicke no-thig und es sind fur dasselbe n’— 3 zu viel gerechnet. Dies gilt fiir alle iibrigen Grenzflachen von den Seiten n”, n’”...

Es sind demnach von den oben aufge-fiihrten 3E — n — 3 Bestimmungsstiicken abzuziehen

(n‘—3)+(n"—3)+(n‘—3)+...

=(n‘+n"+n‘+...)-3(F-1)

= (n+ n‘+ n" + ...) — [n +3 (F— 1)] und da so viele Winkel als Seiten an den Grenzflachen sind, abzuziehen

W-n-^^F- 1) und da nur halb so viele Kanten als Seiten oder Winkel an den Grenzflachen sind: abzuziehen

2K - n - 3 (F - 1)

Die erforderliche Anzahl Bestimmungsstiicke fur das P. ist demnach

3E - n - 3 - 2K + n + 3 (F - 1)

= 3(E + F)-2K-6 = K

d. h. die Anzahl der erforderlichen Bestimmungsstiicke fiir ein P. ist = der Anzahl seiner Kanten.

Es ist hierbei zu bemerken, dafs die Kanten allein ein P. nicht bestimmen, es gehoren diese und noch andere Stiicke, besonders Winkel dazu.

	
16.    Polyeder sind gleich, wenn sie einen gleichen korperlichen Inhalt haben.



P. sind congruent, wenn sie, in ein-ander gelegt gedacht, nur einen einzigen P. ausmachen.

P. sind ahnlich (nach Euklid XI, Erkl. 10), wenn sie von gleich vielen ahnlichen Ebenen begrenzt werden. Besser ist wohl die Erklarung: Wenn die P. lauter gleiche Ecken in derselben An-ordnung haben, oder wenn alle homo-loge Linien derselben einerlei Verhalt-nifs haben und alle homologen Winkel einander gleich sind, auch noch die homologen Stucke in einerlei Anordnung neben einander liegen.

Sind in zwei P. zwei Seitenflachen einander ahnlich und liegen alle iibrigen Eckpunkte derselben in Spitzen je zwei und zwei ahnlicher Pyramiden, so sind beide P. einander ahnlich.

Aehnliche P. verhalten sich wie die Cubi ihrer Langenabmessungen.

P. sind symmetrisch, wenn sie con-gruente Flachen haben, die aber, wenn sie auf homologe Grenzflachen neben einander gestellt werden, mit den congru-enten Flachen nach gerade entgegenge-setzten Richtungen angeordnet sind.

Symmetrische P. haben gleichen kor-perlichen Inhalt.

Wenn man von den Eckpunkten eines P. auf eine aufserhalb des P. liegende Ebene Lothe fallt und jedes Loth auf der anderen Seite der Ebene um ein gleiches Stuck verlangert, so sind die Endpunkte der Lothe die Eckpunkte eines P., welches dem ersten symmetrisch ist.

Regelmafsige Polyeder.

	
17.    Ein regelmafsiges Polyeder ist ein P., welches lauter regelmafsige congruente Grenzflachen hat und dessen Ecken von gleich viel ebenen Winkeln eingeschlos-sen werden,



Die Anzahl der regelmafsigen P. ist begrenzt: Sie hangt ab von den regel-mafsigen Vielecken, welche dessen Grenzflachen sein konnen und von deren Anzahl zu Bildung deren Ecken.

Weniger als drei Vielecke konnen keine Ecke bilden und wie viel mehr dazu mog-licher Weise genommen werden durfen, hangt von der Grofse deren Umfangs-winkel ab, weil die Summe dieser Winkel kleiner als 4 rechte Winkel sein mufs.

Jeder Winkel eines regelmafsigen Drei-ecks hat 60°, es konnen also sechs Drei-ecke, weil diese zusammen gerade 4 R.A betragen, zu einer Ecke nicht genommen werden. Es kann also nur regel-mafsige P. geben, deren Ecken 3, 4 und 5 Dreiecke zu Grenzebenen haben.

Fur Quadrate als Grenzflachen existirt aus demselben Grunde nur ein einziges regelmafsiges P.

Aus demselben Grunde gibt es nur ein einziges regelmafsiges P., dessen Grenzflachen Funfecke sind. Jeder Umfangs-winkel eines regelmafsigen Funfecks hat 108°, drei Umfangswinkel zusammen also 324°. Mit dem Funfeck hort die Grenzflache auf; denn ein Sechs-eck hat Umfangswinkel von 120°; es betragen also drei derselben gerade 360°.

Ist die Anzahl der Seiten einer Grenzflache = n, die Lange der Seite = s, so ist der Umfang einer Grenzflache = ns. Um jede Grenzflache lafst sich ein Kreis beschreiben; ist dessen llalbmesser = r,, so ist die Normale auf die Seite = Vr,2 — 4s2, also der Flacheninhalt einer Grenzflache = ^ns \r,2 — 4s2.

Um jedes regelmafsige P. lafst sich eine Kugel beschreiben; ist deren Halbmesser — r, eine von dem Mittelpunkt auf die Grenzflache gefallte Normale ist =1r2r,2; setzt man nun den Inhalt der Grenzflache = F, die Anzahl derselben = N, so ist der Inhalt des P.

= J = }NFY,2—r,2.

	
18.    Das regelmafsige P., welches drei Dreiecke fur jede Ecke hat, heifst Tetra-eder {ttiQag vier) weil es vier Grenzflachen hat.



Das regelmafsige P., welches vier Dreiecke fur jede Ecke hat, heifst Oktaeder (Oxtas acht) weil es acht Grenzflachen hat.

Das regelmafsige P., welches fiinf Drei-ecke fiir jede Ecke hat, heifst Ikosaeder {Eixooatna Zeit von 20 Jahren), weil es zwanzig Flachen hat.

Das regelmafsige P., welches drei Quadrate fur jede Ecke hat, heifst Hexaeder (E^tttita Zeit von 6 Jahren) weil es sechs Flachen hat.

Das regelmafsige P., welches drei Funfecke fiir jede Ecke hat, heifst Dodieka-eder (Awdsza zwolf) weil es zwolf Flachen hat.

	
19.    Den Neigungswinkel zweier aneinander liegenden Grenzflachen eines regelmafsigen P. zu finden.



Der Neigungswinkel zweier Ebenen wird mit Hulfe eines Korperdreiecks ge-funden, wie dies in dem Art. „Paral-lelepipedum“ No. 11, pag. 244 mit Fig. 883 geschehen ist.

Es sei, Fig. 895, E eine Ecke eines regelmafsigen P., die Anzahl der die Ecke bildenden ebenen Winkel sei — n, aus E beschreibe man mit beliebigem Halbmesser eine Kugel, EA, EB ... seien die von der Kugel abgeschnittenen Kanten-stucke, ABCDF sei das auf den Grenz-

Fig. 895.
[image: ]


Aachen entstandene Polygon, dessen Sei-ten und Winkel alle gleich sind. Jede Seite, wie AB ... sei = a, jeder Winkel, wie FAEB = y, die Dreiecke EAB, EBC... sind alle gleichschenklig und es ist

^AEB^ ^BEC = —. n

Wird nun AB durch einen Bogen EG in G halbirt, so ist EG auf AB normal, Z.AEG = /^BEG = z , folglich ist fur n den halben Neigungswinkel (±y)

	
70 A     C0S — •        cos AEG n sui GAE — ----- =---



cos A G       C

cos —

2

ist nun die Anzahl der Seiten (AB,...) jeder Seitenflache = m, so ist der Cosinus der halben Seite AG = AH = dem Cosinus von (90° — 2 GEA) woraus *=900AGEN=900 - 17 (1) m mithin n 180° cos — cos--- . ,           n           n sinl/=% =1800 (2) sin — sin--- m m

Fur das Tetraeder, das Octaeder, das Icosaeder, das Hexaeder, das Dodekaeder ist m = 3, 3, 3, 4, 5 und n = 3, 4, 5, 3, 3

Demnach hat man sin (±Y) fur



	
das Tetraeder
	
. cos 60°                                     -    .    ,

- sin 600 = 8v3;           1= 70 31 44


	
das Octaeder
	
450

=sn eop=*Ye;           y = 109° 28'16"


	
das Ikosaeder
	
=:: 8S” = 4V2+ av8; ;-138° 11’23"


	
das Hexaeder
	
=00 60% = 1V2;          r= 90°


	
das Dodekaeder
	
= cos 600 - 5+15,10-275;    1160 32' 54"

sin 36°     20           ‘ ‘ •




Fig. 896.




20. Um II und r zu bestimmen be-zeichne, wie No. 19

in die Anzahl der Seiten jeder Grenz-flache,

n die Zahl der zu jeder Ecke gehoren-den Grenzebenen,

so hat man schon No. 19:

y den Neigungswinkel zweier Ebenen durch die Formel

180° cos--

sin 47 =                       (1)

sin -----

m

Es sei Fig. 896: ABFED die Grenz-flache eines P., C deren Mittelpunkt. Denkt man sich von C aus in und um dieses regelmafsige Vieleck Kreise be-schrieben, so ist CH der Halbmesser (r") des inneren, CE der Halbmesser (R‘) des aufseren Kreises, und es ist



[image: ]

CH = r' = EH • Ig CEH





also




180° cot-----




in




(2)



und

180°

CE=R'= EH-secCEH=kk-cosec--- (3)

1        m

Bedeutet der Punkt J den Mittelpunkt des P., und denkt man sich von J aus in und um das P. Kugeloberflachen be-schrieben, so ist JC = r der Halbmesser der inneren und JE = R der Halbmesser der aufseren Kugeloberflache, und man hat, da Z HCJ = R ist

und wenn man aus Formel 8 und 6 die Werthe von R' und r in Formel 5 setzt


woraus




180°




2 180° , i           180°   , ■

R2 = 1 k2 • cosec2----—- 4 k2 • col2---- • to m         m




R = ^k




180° m




27




sec2




(7)




Nun ist Formel 1, No. 20

180° cos--

.   1          n

sm 2 _ _ 180°

sin ----

m

Und wenn man der Abktirzung wegen




l + cot^- . sin‘9--'

sin 2 q — cos 21

1 — cos 2.        । /sin 2 J




— 21




180°

--= q m




, 180° und--= 1 setzt,

n

/         COS 2q




• sin 2q — cos 2i cos 2 i




sin 2q — cos 2.   2 • cos1 ip sin 2 q — cos 2 ip

y         180 °

also R = ^-k tg 1 • tg 9 = ^k • tg -----




tg %

• 2



	
	
21.    Der Inhalt einer Grenzflache ist





1800

J1 = imk1 cot---          (1) m

Denn ist, Fig 897, ARGDE eine Grenzflache eines regelmafsigen P., und man zieht vom Mittelpunkt C derselben nach alien Spitzen A, B ... gerade Linien, so hat dieselbe m congruente Dreiecke ACB, BCG ... Es ist also

J2 = m X ^ACB

Fallt man von C auf eine der Kanten, z. B. auf DG eine Normale CF, so ist

Fig. 897.
[image: ]


J2 = m • } DG • CF = ^mk • CF (2) Es ist aber


CF= GF • tg CGF = lk tg^——^ = Ak tg(l - — R}=Akcot— (3)

daher                                  und Formel 6:

2R .   7,    180°             ,   .    180° y

J1 = | mk2 cot — = ! m k2 cot ---- k — 2r to---- • cot —



	
	
22.    Der Inhalt des P. ist gleich dem so vieler Pyramiden als der-selbe Grenzflachen hat, die als Grundflachen die gleichen Ab-stande des Mittelpunkts von den-selben zu Hohen haben.





In Fig. 896 ist also die Ebene ABFED die Grundflache und CJ = r die Hohe jeder solchen Pyramide P.

Nun ist nach Satz 5, Formel 3:

F=K-E+2

No. 21, Formel 1 ist:

1 000

J' = Imk1 cot — m

Pyramide P- J(CJ)- J1 = ^rJ1.

Nach No. 20, Formel 6 ist

l9

Daher eine Pyramide


P= }



,     180° y 7.    180°

4h • cot----• to — X 1mk2 cot----

2 m 2           m


(1)



oder P = ^mk3 cot1 — • tg 2    (2) 1800 V

Also J3 = -^mFk3 cot1 —— • tg 2 (3)

Aus No. 20, Formel 8 ist k = 2R • cot 180 • cot — n 2


(4)



Diesen Werth in Formel 3 gesetzt gibt


(5)



Endlich ist, um J3 auch durch r auszudrucken, aus No. 20, Formel 6

,        180° y 2r tg —— • cot — in 2

Diesen Werth in Formel 2 gesetzt, gibt

J3 = ^m Fr3 tg — — • cot1 %      (6)

	
	
23.    Den voranstehenden Untersuchun-gen und Ermittelungen entsprechend hat man die Zusammenstellung folgender fur regelmafsige P. allgemein geltende For-mein: 180° cos ----- . y         n sin 2 = . 180° sin----- m 180° V





R =}ktg—ig7 n 4 180°   180°

	
	
	
= r • tg----- . tq----- n • m , 180°, y r = k k cot----tq — , k = 2R • cot---- • cot — n 2 180° = 2r tq---- • cot — •    m „ . J‘= 4 mk3 col---- m _   ,180°     180° = mR cot----- • cot----• col — n         in111 2 , 180° — mr‘ tq ----• cot1 — •    m 2 i .  ,180° . Y = 3 m F k3 col1---- • tq — 3 „ , ,  ,180°   ,180° J3 = 1 m FR3 cot3---- • cot —- • col — n m11 . „ ,   180° = ^mFr3 tg---- • cot1 2 24.    y und sin^y} s. No. 19.







Nach den Formein No. 23 ist nun

R fiirs Tetraeder

furs Octaeder

fiirs Ikosaeder

fiirs Hexaeder

= 3 x r

= | V6 X k

= 4 V2 x k

= 1'3 X r

= } V10 + 215 x k

= V3 (5 - 215) X r

= *V3 x k = V3 X r

= 3,000 0000 X r = 0,612 3724 X k = 0,707 1068 X k = 1,732 0508 X r = 0,951 0565 x k = 1,258 4087 X r = 0,866 0254 X k = 1,732 0508 X r


	
furs Dodekaeder = 4 V3 (6 + 215) x k = 1,401 2585 X k


		
= V3 (5 - 2 V5) X r
	
= 1,258 4086 X r


	
r furs Tetraeder
	
= } x R

= 12V6 x k
	
= 0,333 3333 X R

= 0,204 1241 X k


	
fiirs Octaeder
	
= 8 V6 X k

= }V3 x R
	
= 0,408 2483 X k

= 0,577 3503 X R


	
furs Ikosaeder
	
= 1 (3 + V5) V 3 X k

1 /5 + 2 V5 , =V 15 *n
	
= 0,755 7613 X k

= 0,794 6435 X R


	
fiirs Hexaeder
	
= | X li

= $13 X R
	
= 0,500 0000 x k

= 0,57 7 3503 x R


	
fiirs Dodekaeder
	
={V}(50+22V5)xk =}V} (5 + 2V5)x R
	
= 1,114 6381-x k

= 0,794 6544 X R


	
k fiirs Tetraeder
	
= 3V6 X R

= 2 V6 X r
	
= 1,632 9932 X R = 4,898 9795 X r


	
furs Octaeder
	
= V2 X R

= V6 X r
	
= 1,414 2136 X R = 2,449 4897 X r


	
fiirs Ikosaeder
	
=V2(1 - }V5)x R

= (3 - V5) V3 X r
	
= 1,051 4620 X R = 1,323 1691 X r


	
furs Hexaeder
	
= 3v3 X R

= 2 X r
	
= 1,154 7005 X R

= 2,000 0000 X r


	
fiirs Dodekaeder
	
= }V6(3 - V5) x R = V50 - 22V5 X r
	
= 0,713 6441 X R

= 0,778 7840 X r


	
J2 furs Tetraeder
	
= +V3 X A2

= IV3 X R2 = 2V3xr2
	
= 1,632 9932 X k2

= 1,154 7005 X R2

= 3,464 1016 X r2


	
fiirs Octaeder
	
={V3 + h2

= 4V3 X R2

= 4 V3 X r2
	
= 1,632 9932 x k2

= 0,866 0254 X R2

= 2,598 0762 X r2


	
fiirs Ikosaeder
	
= £V3 X k2

= 1(5 — V5) V3xR2

= 1(7-3V5) V3 Xr2
	
= 0,433 0127 X k2

= 0,478 7270 X R2

= 0,758 1084 X r2


	
furs Hexaeder
	
= h2
	
= 1,000 0000 X k2


		
=1x R

= 4 X 72
	
= 1,333 3333 X R2

= 4,000 0000 X 12


	
fiirs Dodekaeder
	
= |V5 (5 + 2V5) x 42

= 8V10 (5 - V5) X R2

= *V2(65-29V5xr2
	
= 1,720 4773 X k2 = 0,876 218 X R2 = 1,245 1340 X r2


	
J3 fiirs Tetraeder
	
= 14 V2 X k3
	
= 0,117 8511 X k3


		
= A V3 X R3

= 3 V3 X I3
	
= 0,513 200 X R3

= 1,539 6007 X r3


	
furs Octaeder
	
= 3 V2 X k3

= J x R3

= 413 X r3
	
= 0,471 4045 X k3

= 1,333 3333 X R3

= 6,928 2032 X r3


	
fiirs Ikosaeder
	
= A (3 +V5)k

= 3V10+2V5 X R3

= 10(7-3)5)V3xr3
	
= 2,181 6950 X k3 = 2,536 1509 x R3 = 0,505 4056 X r3


	
fiirs Hexaeder
	
= k3
	
= 1,000 0000 X k3


		
= s V3 x R3

= 8 X r3
	
= 1,539 6007 X R3 = 8,000 0000 X ra





	
Polyede
	
r.
	
283
	
Polyeder.


	
furs Dodekaeder
	
=
	
1(15 + 715) x A3 = 7,663 1189 X k3 3 V30(3 + V5) X II3 = 2,785 164 X B3 101/2 (65-29)/5)Xr3 = 4,980 5360 X r3


	
} furs Tetraeder
		
V3 X 12

3 V3 X B 2

8 J 3 X r2
	
= 1,732 0508 X k2

= 4,618 8022 X R2

= 13,856 4065 X r2


	
furs Octaeder
	
—
	
2 V3 X A2

4 V3 X R2

12 13 x 72
	
= 3,464 1016 X 12

= 6,928 2032 X R2

= 20,784 6097 X ,2


	
furs Ikosaeder
	
—
	
5 13 x k2         = 8,660 2540 x 12

2 (5 - V5) 13 X ll2 = 9,574 5412 X B2 30(7—3V5)V3xr2 = 1,516 2168 X 12


	
furs Hexaeder
	
—
	
6 X k2

8 x R2

24 X 72
	
= 6,000 0000 X k2

= 8,000 0000 X R2

= 24,000 0000 X r2


	
furs Dodekaeder
		
3y5 (5+2]5)x l2= 20,645 7273 X k2 2110(5-V5)xR2= 10,514 616 X R2 30V2(65—2915)x*2= 14,941 6080 X ra




	
	
25.    Stereometrische Construc-tionen.





Von diesen haben diejenigen, welche durch Euklid zu uns gekommen sind, das grofste, besonders ein geschichtliches In-teresse.

	
1.    Aufgabe (Buch XII, 17 Satz). Es sind zwei concentrische Kugeln gegeben, man soil in die grofsere ein Polyederbeschreiben, welches mit seiner Oberflache die kleinere Kugel nicht beruhrt.



Es sei DEBP die grofsere Halbkugel-oberflache; durch beide Kugeln sei durch deren gemeinschaftlichen Mittelpunkt C eine Ebene gelegt, so bildet diese zwei grofste Kreise, den aufseren BEDF und den ihm concentrischen inneren GJKIf.


Fig 898.
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Zeichne deren normal auf einander befind-liche Durchmesser BD, EF, beschreibe in dem ersten Quadrant des grofseren Kreises BEDF die Seiten eines gleich-seitigen Polygons von gerader Seitenan-zahl, welches den kleineren Kreis nicht beruhrt.

Ziehe nun aus der an B nachsten Spitze L des Polygons den Halbmesser LC, verlangere denselben, bis er den Kreis nochmals in 0 schneidet, errichte auf der Kreisebene BEDF in dem Mittelpunkt C eine Normale CP bis in den Umfang der grofseren Kugel; durch die gerade Linie CP und jeden der beiden Durchmesser BD, LO lege zwei Ebenen, welche also auf der Kugeloberflache grofste Kreise bilden, deren Halften DPB und OPL sichtbar sind.

Die Linien DB, LO, EF als Durchmesser, und eben so die Qua-dranten BP, L P, BE derselben Ku-gel sind einander gleich und es las-sen sich also auch in BP und LP dieselben Polygonseiten eintragen. Ziehe hierauf die geraden Verbin-dungslinien L'l, M'm, N’n, so sind jedes der Vierecke, so wie das oberste Dreieck N’nP ebene Figuren.

Dadurch nun, dafs man von den Punkten N', n, iP, m, L', I nach dem Mittel C gerade Linien zieht, ent-steht zwischen den beiden Quadran-ten BP und LP ein aus Pyramiden zusammengesetztes Polyeder von der gemeinschaftlichen Spitze C und deren Grundflachen die schon gedachten Vierecke und ein Dreieck ausmachen.

Construirt man nun ehenso Polygon-seiten auf den drei iibrigen Quadranten BF, FD, DE, desgleichen in der zweiten Halbkugel, so erhalt man das verlangte aus lauter Pyramiden zusammengesetzte Polyeder, welches mit seiner Oberflache die kleinere Kugel nicht beriihrt.

Euklid macht den Beweis etwas weit-laufig: In dem ersten Theil beweist er, dafs die vier- und dreiseitigen Um fangs-Fig uren Ebenen si nd:

Er fallt deshalb fur das Viereck BLIL' die Normalen la, L'b auf die Grundebene BFDE, welche = sind und auch die Durchschnittslinien BD, LO treffen und zieht ab. Da Bogen BL’ = Ll, so ist z^CBL = /LCLl, bei a und b sind rechte Winkel, auch ist L' B = IL, folglich ist

L’b = la und Bb = La;

also auch Cb = Ca

folglich Bb : bB = La : aC

folglich      a b + LB

Nun war L'B + und = la folglich      ab = und + lL' folglich ist auch IL’ + LB

Eben so wird bewiesen dafs mN’ ^IL’, nN' + mM'.

Da iL’ + BL, so ist das Viereck IL’BL in einer Ebene und so ist auch jede der anderen Vierecke in einer Ebene.

Um zu beweisen, dafs die Ebene LlL’B die innere Kugelflache nicht beriihrt, hat man nur zu zeigen, dafs die kleinste Entfernung, der Abstand der-selben von C kleiner ist als der Halb-messer CG der inneren Kugel. Dieser Abstand ist aber offenbar die Normale Cc von C auf LlL’B.

Nun ist •BC=HcC+HcB ebenso QLC =DcC+HcL

Da nun BC = LC

so ist OCB =QCL und CB = cL

Es gilt dies von den beiden anderen Punkten des Vierecks ebenfalls und folglich hat man cB = cL' = cl — cL

Es lafst sich also aus c um das Viereck ein Kreis beschreiben.

Nun ist BL > ba, ba = lL' also BL>lL'.

Da nun BL = Ll = BL', so ist der zur Sehne IL’ gehorige Bogen der kleinste, Z_LcB ist stumpf und •LB>2Bc.

Falle (Fig. 899) die Normale Ld. Da nun BD < 2Dd,

und BD-.Dd-BDy.Bd-.Ddy.Bd

so ist BD yBd< 2Dd x Bd

Zieht man nun die LD, so ist

Fig. 899.
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BDyBd = QLB

ebenso ist Dd x BD = □</£

Also [JLB <2{J dL und da nach Obigem

OLB>2QBc so ist □ dL > □ Bc

Nun war [jLd >0Bc folglich ist HCc>[Cd

Also        Cc > Cd folglich noch viel mehr CoCG woraus hervor geht, dafs die Oberflache des P. die Oberflache tier inneren Kugel nicht beriihrt.

	
2.    Aufgabe. Ein Tetraeder , welches sich von einer gegebenen Kugel umfassen lafst, zuconstru-i r e n.



Es sei AB der Durchmesser der gegebenen Kugel, theile denselben in drei gleiche Theile, in einem der Theilpunkte C errichte eine Normale auf AB bis in den Umfang des Kreises.

Fig. 900.
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Beschreibe nun um einen beliebigen Punkt H mit CD als Halbmesser einen Kreis, construire darin das gleichseitige Dreieck EFG, ziehe EH, FH, GH, er-

Fig. 901.
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richte auf der Kreisebene in H die Nor-male HK = AC, ziehe KE, KE, KG, so ist der Korper von der Grundflache EFG und der Spitze K das verlangte Tetra-eder.

Beweis. 1. dafs der Korper ein Tetraeder ist.

KH bildet mit HE, HF, HG rechte Winkel. Da nun HE = HF = HG, so ist auch KE = KF = KG.

Nun ist AB : BC = ^]AD .t3DC

Da nun HK—AC; HE=HF=HG=DC so ist KE = KF=KG = AD

Aber AC = 2BC, also AB = ^BC

also •AD=3HDC

und da DC = EH

[JAD = [JEF=3QEH

folglich AD — EF = EG = FG und zugleich AD = KE = KG = KF folglich sind sammtliche den Korper ein-schliefsende Dreiecke gleichseitig und congruent.

	
	
2.    Dafs der Korper von der ge-gebenen Kugel umfafst wird.





Verlangere die KH um die Lange HL = BC, so ist AB = KL.

Da nun AC .CD = CD-. CB

Aber AC = KH, CD = HE, CB = HL so ist auch KH -HE^HE: HL folglich EH normal KL, /^EHK—^EHL = R und ein fiber KL beschriebener Halb-kreis geht durch den Punkt E.

Dreht man nun diesen Halbkreis mit seinem Durchmesser KL um seinen Mit-telpunkt, so trifft er eben so durch die Spitzen G und F. Es liegen also die 4 Eckpunkte des Tetraeders in der Kugel-oberflache, deren Durchmesser AB ist.

	
	
3.    Aufgabe. Ein Octaeder, welches sich von einer gegebenen Kugel umfassen lafst, zu construiren.





Ist, Fig. 900, AB der gegebene Durchmesser der Kugel, so errichte in dessen Mittelpunkt M den winkelrechten Halb-messer MN, ziehe NA.

Construire nun, Fig. 902, ein Quadrat EFGH, von der Seite — AN, ziehe FH, EG, die sich in K schneiden. Errichte auf EFGH in K die Winkelrechte KL mit Verlangerung ruckwarts nach M, mache KL = KM = einer der Linien KE, KF, KG, KH. Ziehe von L und M gerade Linien nach E, F, G, H, so ist der ent-standene Korper das verlangte Octaeder.

Fig. 902.
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Beweis. 1. Dal's der Korper ein Octaeder ist.'

KE = KH, £EKH= R folglich    □ HE = 2 HKE

Nun ist auch LK — EK und Z.LKE = R,

also      DEL = 2EK folglich □ HE = □ LE und HE = LE

Aus gleichen Grunden LH=EH, folglich &LEH gleichseitig.

Auf ahnliche Art wird bewiesen, dafs die Dreiecke L EF, L FG, L GH auch gleichseitig und dem ALEH = sind, so wie auch die vier Dreiecke unterhalb der Ebene EFGH mit der gemeinschaftlichen Spitze M, folglich ist der von den Drei-ecken begrenzte Korper ein Octaeder.

	
	
2.    Dafs sich das Octaedervon der gegebenen Kugel umfassen lafst.





Es ist LK — KM = KE; mithin liegt der Punkt E in einem uber LM als Durchmesser beschriebenen Halbkreis. Drehet man diesen Halbkreis um seinen festen Durchmesser LM herum, so geht er aus demselben Grunde auch durch die Punkte F, G, H, folglich liegen die Ecken L, M,

	
E, F, G, H in dem Umfang einer Ku-gel, deren Durchmesser AB, Fig. 902 ist.



	
4.    Aufgabe. Einen Wiirfel (He-x ae d er), welcher sich von einer gegebenen Kugel umfassen lafst, zu construiren.



Ist, Fig. 902, AB der Durchmesser der Kugel, theile wieder denselben, dafs AB = SBC, so ist der Wiirfel von der Seite BD der verlangte.

Denn in dem Wiirfel ist jeder Um-fangswinkel ein Rechter, alle Seiten s sind einander gleich, mithin ist das □ der Diagonale d einer Grenzflache = 2 x dem □ einer Seite s, d. i. •d=2s. Die Diagonale d bildet aber mit einer der ihr anliegenden Seiten s' ebenfalls einen rech-ten Winkel und folglich mit dieser, mit jeder der beiden Diagonalen 1) des Wiir-fels wiederum ein rechtwinkliges A und es ist •=•+•= 3Ds.

Nun ist [JAB -.[JBD = AB : BC =3 :1

und da auch •D:s=3:1

so ist       •D:Ds=HAB-'JBD

und da BD = s also auch ODB =•*

so ist OD= DAR also D = AB.

	
5.    Aufgabe. Ein Ikosaeder, wel -ches sich von einer gegebenen Kugel umfassen lafst, zu construiren.



Es sei I. der Durchmesser AB der gegebenen Kugel so getheilt, dafs AB = 5BC.


Fig. 903.
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Errichte auf AB in C das Loth CD bis in den Umfang des Halbkreises und ziehe

Beschreibe II. um einen Punkt W mit dem Halbmesser BD einen Kreis, beschreibe in diesen das gleichseitige Funfeck EFGHK, halbire die 5 Bogen in L, M, N, 0, P, und zeichne das Funfeck LIU NOP.

In den Punkten E, F, G, H, K errichte auf der Kreisebene die Normalen EQ, FR, GS, HJ, KV, mache jede derselben = BD und verbinde deren Endpunkte zu einem gleichseitigen Funfeck QRSJV- ziehe fer-ner die Linien QL , RL; RM, SM-, SN, TN; JO, VO- VP, QP.

Ziehe III. auf der Kreisebene im Mit-telpunkt W die Normale WZ + WY, mache WX = der Seite der sechsseitigen, XZ und WY = der Seite der zehnseiti-gen Figur, verbinde durch gerade Linien den Punkt Z mit den Winkelpunkten der Figur QRSTV und den Punkt Y mit den Winkelpunkten der Figur LMNOP, so ist das verlangte Ikosaeder construirt.

B e we is der C o n struetion. l.Dafs der Korper ein Ikosaeder ist.

In II. sind EQ, FR ... auf der Kreisebene normal, = und +, folglich sind auch QR und EF = und +, folglich ist QR die Seite eines in den Kreis EFGHK beschriebenen gleichseitigen Funfecks. Dasselbe gilt von den ubrigen Seiten und folglich ist QRSTV ein gleichseitiges Funfeck.

Es ist EQ = BD = des Kreises EFGHK Halbmesser, folglich = der Seite des gleichseitigen Sechsecks, EL die Seite des gleichseitigen Zehnecks, Z_LEQ — R, also LQ die Seite des gleichseitigen Funfecks, aus gleichem Grunde auch LR, aber auch QR, folglich /\QRL gleichseitig und aus denselben Griinden die Dreiecke RSM, STN, TVO, VQP gleichseitig.

In III. sieht man die Polygone RSTVQ und LMNOP, von den gedachten Drei-ecken aber die, deren Grundlinien ST, TV, VQ und deren Spitzen N, 0, P sind ; desgleichen die, deren Grundlinien NO, OP und deren Spitzen T, V sind, niim-lich die Dreiecke STN, TVO, VQP, NOT, OPV.

Nun sind XW, QE beide normal auf der Kreisebene, also + und auch gleich; folglich ist XQ mit WE = dem Halb-messer = der Seite des Sechsecks. X7. ist die Seite des Zehnecks und Z_QX7 = R, daher wieder QZ die Seite des Funfecks, aus gleichen Grunden VZ, und nach Obigem auch QV- folglich AVQZ gleichseitig. Dasselbe gilt von den Dreiecken, deren Grundlinien PO, ON, NM, ML, LP sind und deren Spitze Y ist. Dem-nach ist der construirte Korper ein Ikosaeder.

2. Dafs sich das Ikosaeder von der Kugel umfassen lafst.

In III. ist WX die Seite des Sechsecks, XZ die des Zehnecks, folglich ist

WZ: WX = WX.XZ also WZ: WP= WP: WY

Nun ist Z_PWZ = Z_PWY = R, also wenn man PZ zieht, △ PWZ c A PWY, folglich 2 Y PZ = R, folglich geht der uber YZ beschriebene Halbkreis durch P.

Aus obiger Proportion

W7-. WY = WX.XZ wo W’Z — XY und WX = XQ folgt

XY. XQ = XQ ■. XZ folglich ist, wenn man QY zieht, auch ^YQZ= R, folglich geht der uber Y7. beschriebene Halbkreis auch durch Q.

Wird dieser Halbkreis um seinen festen Durchmesser YZ herumgedreht, so geht er aus gleichen Griinden auch durch die ubrigen Eckpunkte des Ikosaeders; sie befinden sich also in der Oberflache einer Kugel von dem Durchmesser Y7. — AB.

Denn da WZ nach stetiger Proportion in X geschnitten ist, so ist, wenn man WX in a halbirt: Za=5 ]aX. Nun ist YZ =2Za und WX=2aX, folglich •YZ=5WX=5]DB Da nun AB = ^BC nnd AB : BC = • AB : \JBD, also UAB-5OBD. Folglich •YZ=[AB und YZ = AB.

	
6.    Aufgabe. Ein Dodekaeder, welches sich von eiuer gegeb ene n Kugel umfassen lafst, zuconstru-i r en.



Construire das Quadrat fur den Wiir-fel No. 4, setze zwei derselben ABCD, CBEF rechtwinklig an einander, halbire ihre Seiten und verbinde die Theilpunkte durch die geraden Linien GK, HL, MH, NO. Schneide die NP, PO, HQ in den Punkten R, S, T nach stetiger Proportion, so dafs PR, PS, QT die grofseren Abschnitte sind, errichte in R. S, T auf den Wurfelflachen die Normalen RV, SW, TX, mache diese den grofseren Ab-schnitten PR, PS, QT gleich und ziehe die Linien VB, BX, XC, CW, WV, welche in einer Ebene liegen, gleiche Winkel einschliefsen und ein uber der Seite BC des Wiirfels beschriebenes gleichseitiges Funfeck bilden. Wird nun auf jeder der zwolf Wiirfelseiten ein solches Funfeck beschrieben, so bilden diese das verlangte Dodekaeder.


Fig. 904.
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Be we is. 1. Dafs VBXCW eine gleichseitige Figur ist.

Ziehe BR, BS, BW. Der Theilung zu-folge ist

	
	
• PN+HNR =3]PR





aber      PN      = BN

Auf dieselbe Weise wird die Gleichheit der iibrigen Seiten des Funfecks BVWCX bewiesen.

	
2.    Dafs die Figur in einer Ebene ist.



Ziehe durch P die PY + den Linien RV, SW, verbinde Y, H und H, X, so ist YHX eine gerade Linie.

Denn da HQ in T nach stetiger Proportion geschnitten, und QT der grofsere Abschnitt ist, so ist

HQ.QT= QT'. TH

Aber HQ = HP und QT = TX = PY; folglich diese Werthe eingesetzt: folglich HP-. PY = TX: TH

Nun ist HP+ TX und LH mit TH^ PY.

Erstere, weil sie auf der Ebene BD, letztere, weil sie auf der Ebene BF win-kelrecht sind, folglich sind HY, HX in gerader Linie, folglich ist die Figur BVWCX, in welcher die ganze XY ist, in einer Ebene.

	
3.    Dafs die Figur gleichwinklig ist.



Da NP nach stetiger Proportion in R geschnitten und PR der grofsere Ab-schnitt, so ist

PN + PR : PN = PN . PR


Nun ist also also folglich ist



PR = PS

NP + PR = NS

NS:NP= NP.PS

NS nach stetiger Proportion in P geschnitten und NP der grofsere Abschnitt, folglich

•NS+HSP=3HPN

aber PN = BN und SP=sW

folglich ONS+DSW =3]NB folglich auch

□ NB + □ NS + □ S w = 4 □ NB

Nun ist □ NB + □ NS = □ BS folglich ist

4HNB=QBS+OSW=OBW

folglich BW = 2NB=BC

Nun war nach Beweis 1.

auch B V = BX und VW = CX

Folglich ist z BVW = z BXC

Auf eben die Art wird die Gleichheit der Winkel VWC, BXC bewiesen, folglich ist BVWCX gleichwinklig.

	
4.    Dafs sich dieses Dodekaeder von der gegebenen Kugel umfas-sen lafst.



Verlangere YP bis in das Innere des Wurfels nach Z, so trifft Y7. die Diago-nale des Wurfels, so dafs beide in Z ein-ander halbiren. Folglich ist Z der Mit-telpunkt der Kugel, die den Wiirfel um-fafst und PZ gleich der halben Seite PN des Wurfels. Ziehe FZ.

Da NS nach stetiger Proportion geschnitten und NP der grofsere Abschnitt ist, so ist

•NS+OSP=3 NP

Nun ist NP=PZ und PS = PY

also      NS = YZ

Auch ist SP- RP

also      SP= VY folglich •YZ+HYV=DVZ=3NP

Nun ist das Quadrat des Durchmessers der Kugel gleich dem dreifachen Quadrat der Seite des Wurfels, also auch das Quadrat des Halbmessers dem dreifachen Quadrat der halben Seite NP; folglich ist FZ der Kugelhalbmesser, Z der Mit-telpunkt und der Punkt V in der Kugel-flache. Auf ahnliche Art wird bewiesen, dafs aufser V auch jeder andere Eckpunkt des Dodekaeders in der Kugelflache liegt; folglich wird das Dodekaeder von der Ku-gel umfafst.

1

 m2


	
26.    Die Seiten der funf regelma-fsigen Korper zu finden.



Es sei AB der Durchmesser der um die Korper beschriebenen Kugel, in C und D so geschnitten, dafs AC — BC und AD-2BD. Errichte in C und D Win-kelrechte CE, DF bis an den Halbkreis, ziehe AF, BF, schneide BF in N nach stetiger Proportion, so dafs BN der grb-fsere Abschnitt ist. Errichte in A die Winkelrechte AG = AB auf AB ziehe CG, welche den Halbkreis in H schneidet, falle die Winkelrechte HK auf AB, mache CL — CK, so dafs also LK=2CK ist, errichte endlich auf AB in L die Winkelrechte LM, so ist

AF die Seite des Tetraeders

BF die Seite des Hexaeder

BE die Seite des Octaeders

BN die Seite des Dodekaeders

BM die Seite des Ikosaeders.

Die Beweise der Constructionen gehen aus den Untersuchungen No. 25 hervor.

Fig. 905.
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1.    Furs Tetraeder.



Die Theilung des Durchmessers AB in dem Punkt D stimmt genau mit der Theilung des Durchmessers AB in dem Punkt C der Fig. 900 fur das Tetraeder. Dort ist

AC-2BC, also AB=3BC und folglich AB=.^AC.

Da nun AB : AC = HAB : □ AD so ist auch •‘=}•.

wo AB der Durchmesser der gegebenen Kugel und AD die Tetraederseite ist.

Nun ist AF, Fig. 905 = AD, Fig. 900

AB, Fig. 905 = AB, Fig. 900

Folglich ist AF die Seite des in die

Kugel vom Durchmesser AB beschriebenen Tetraeders.

	
2.    Fur das Hexaeder.



Auch hier ist durch D dieselbe Theilung, Fig. 900 durch den Punkt C. Es ist dort BD als die Seite des in der Kugel vom Durchmesser AB beschriebenen Wurfels erwiesen, folglich ist auch Fig. 904, BF die Seite des von der Kugel des Durchmessers AB umfafsten Wurfels.

	
3.    Fur das Octaeder.



Die Richtigkeit der Construction geht aus No. 25, 3 hervor.

	
4.    Fur das Dodekaeder.



Nach No. 25, 6 ersieht man mit Fig 904, dafs die Seite des in die Kugel ein' beschriebenen Wurfels so getheilt werden mufs, um die Seite des Dodekaeders zu geben wie Fig. 905 dieselbe Seite BF des Quadrats, und dafs also die Construction richtig ist.

	
5.    Fur das Ikosaeder.



Fig. 905. ist AG = AB = 2AC

also auch HK=2CK

also      HHK=4CK

also QHC-HHK+OCK-5CK

Da nun HC=BC, also QHC^OBC

so ist     OCB=5QCK

Nun ist AB = 2BC

und        LK = 2CK

folglich    •AB=4BC= 200CK

also       \JAB = 5[JLK

Nach No. 25, 5 ist also LK die Seite des Sechsecks in demjenigen Kreise, von dem aus die Verzeichnung der Seite des verlangten Ikosaeders geschieht.

Nun ist AK = LB

also AB=LK+2LB folglich ist LK die Seite der sechsseiti-gen und LB die der zehnseitigen Figur in jenem Kreise der die Verzeichnung der verlangten Seite bestimmt und die angefuhrte Construction ist richtig.

Polyedralzahlen sind in dem Art. „Fi-gurirte Zahlen " ausfuhrlich abgehan-delt.

Polyedrometrie ist die Lehre von den Polyedern.

Polyedron, s. v. w. „Polyeder".

Polygon, Vieleck ist eine ebene ge-radlinige Figur, welche von mehr als vier geraden Linien eingeschlossen wird.

Figuren, die von drei, von vier geraden Linien eingeschlossen werden, heifsen Dreiecke, Vierecke. Die das P. ein-schliefsenden geraden Linien heifsen Sei-ten, die von je zwei zusammentreffenden Seiten eingeschlossenen Winkel heifsen Polygonwinkel oder schlechtwegWinkel, Seiten und Winkel fuhren den ge-meinschaftlichen Namen Stiicke, Po-lygonstiicke. Die Punkte, in welchen die Seiten zusammentreffen sind die Spitzen. Gerade Verbindungslinien zweier Spitzen, ohne dafs sie Seiten sind, die also innerhalb des P. fallen, heifsen Diagonalen.


IV.
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Das P. wird nach der Anzahl seiner Seiten speciell bekannt und heifst Funfeck, Sechseck u. s. w. Fur Ermittelung von Gesetzen, die alien Vielecken, ab-gesehen von der Anzahl deren Seiten zu-kommen, bezeichnet man die Anzahl der Seiten mit n und das Vieleck mit dem Ausdruck neck.

	
2.    Jedes neck hat n Seiten, n Winkel, n Spitzen.


	
3.    Jeder Polygonwinkel macht mit seinem aufseren Winkel zusammen 4 Rechte, mit seinem Nebenwinkel zusammen 2 Rechte aus.



1st der P.-winkel hohl, so ist der Nebenwinkel ein aufserer, ist er erhaben, ein inner er; auch mit diesem ist der P.-winkel zusammen = 2R, wenn der Nebenwinkel negativ genommen wird.

Die Summe der inneren und der aufseren P.winkel ist = 4nR, die der inneren ^^n—^R, also die der aufseren = (2n + 4) R. Die Summe der aufseren ist also in jedem neck um 8R > als die Summe der inneren P.winkel.

	
4    Ein nek kann hochstens (n — 3) er-habene Winkel haben, denn bei (n — 2) erhabenen Winkeln ware deren Summe > (2n - 4) R.



Ein neck, wenn es nur hohle Winkel hat, kann nicht mehr als 3 spitze Winkel haben, denn bei 4 spitzen Winkeln wiirde die Summe der aufseren Nebenwinkel > sein als 4R.

	
5.    In jedem neck betragt die algebra-ische Summe sammtlicher Nebenwinkel = 4R, denn die Summe der P.winkel ist = (2n —4) R, die Summe derselben + der Summe sammtlicher Nebenwinkel = 2nR.


	
6.    Ein neck mit nur hohlen Winkeln (n = 4 ausgenommen) kann nicht mehr als 3 Rechte haben, denn deren Nebenwinkel wiirden zusammen mehr als 4R betragen.


	
7.    Die Anzahl der von einer Spitze ab zu ziehenden Diagonalen betragt n — 3; es sind also iiberhaupt in einem neck n (n — 3) Diagonalen zu ziehen moglich, von welchen aber jede doppelt, vorwarts und riickwarts gezogen wird, die Anzahl der moglichen Diagonalen in einem n eck ist also = }n (n — 3).



Durch die von einer Spitze aus gezo-genen n —3 Diagonalen wird das neck in n —2 Dreiecke getheilt, deren Winkel zusammen = der Summe der P.winkel sind. Da nun die 3 Winkel eines Drei-ecks zusammen 2 Rechte betragen, so ist die Summe der Umfangswinkel eines necks = 2 (n — 2) R = (2n — 4) Rechten.

	
8.    Macht man aus einem neck durch Hinzufiigung einer Seite ein (n + 1) eck, so vermehrt sich die Summe der Umfangswinkel um 2R.



Fallt das hinzukommende Dreieck aufser-halb der Figur, so ist die Richtigkeit augen-scheinlich. Es sei der Schlufs des necks abed- durch Hinzufiigung der beiden Seiten bx, ex mit Hinweglassung der Seite bc entstehe das (n + 1) eck abxcd.


Bei der Winkelbezeichnung bestanden die Winkel des necks aus:

« + 8 + y + 0

bestehen die Winkel des (n + 1) ecks aus: « + 4R -+0

Und es soil sein

« + 3 + y + 3 + 2R = a + 4R - 6 + 3 a und <)' beiderseits subtrahirt und 3+y — 2R — t gesetzt ergibt die Richtigkeit des Satzes.

9. Bezeichnet man die aufeinander fol-genden Winkel eines P. mit «, 3, y, <)' ...., denkt sich dann die Seiten alle entweder rechts oder links (aus einem Standpunkt innerhalb der Figur betrach-tet) verlangert und bezeichnet die Winkel zwischen jeder Verlangerung und der folgenden Seite mit a, b, c, d...., so ist, wenn man diejenigen dieser Winkel, welche aufserhalb der Figur fallen, po-sitiv, die welche innerhalb fallen, negativ nimmt, die algebraische Summe S der Winkel a, b, c, d ... jederzeit = 4R.

Denn es ist a + a = B + b = y + c....


[image: ]

= 2R; deren Summe also n • 2R, die Summe «+p+y+... ist = (2n — 4) R, die Differenz beider Summen also = 4R.

	
10.    Aehnliche Polygone. P. sind o, wenn sie durch gleichliegende Seiten und Diagonalen in gleichliegende ahn-liche Dreiecke zerlegt werden.



Gleichliegende Winkel in ahnlichen P. sind gleich.

Gleichliegende Seiten und Diagonalen und die Umfange ahnlicher P. stehen mit einander in fortlaufender Proportion.

Gleichliegende Dreiecke und andere Fi-guren in ahnlichen P. sind ahnlich.

Die Inhalte ahnlicher P. verhalten sich wie die Quadrate homologer Seiten, Diagonalen und der Umfange. Denn es ist dies bei ahnlichen Dreiecken der Fall, diese aber verhalten sich wie die ahnlichen P.

	
11.    Bezeichnen a, b, c die 3 Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks und ist a die Hypotenuse; denkt man sich nun 3 geradlinige ahnliche P., zu welchen a, b, c als homologe Seiten oder Diagonalen gehoren und bezeichnet deren Inhalte mit A, B, C, so ist jedesmal A = B + C.



Denn es ist a3 = 62 + c2

ferner B : C = 62 : c2

also B + C-. C=62+c2:c2= a2:c

Weiter ist eben so

A : C = a2 : c2

auch B + C : C = a2 : c2

also B + C: C = A : C woraus A = B + C

	
12.    Bezeichnen A, B, C die Inhalte ahnlicher P., a, b, c homologe Seiten der-selben, und ist A = B + C, so ist das mit a, b, c als Seiten zu bildende Dreieck rechtwinklig und der rechte Winkel liegt der Seite a gegeniiber.



Denn aus B : C = 62 : c2

folgt B+C:C=b2+c:c2

Da nun B + C = A so ist          A : C = b* + c2 : c2 und da        A c C so ist          A : C = a2 : c2

Mithin 63+c2 : c2 = a2 : c2 woher 62 + c2 = a2

	
13.    Bei einem P. von einer geraden Anzahl Seiten, welches in einem Kreis liegt, ist die Summe des iten, 3ten, 5ten... Umfangswinkels so grofs wie die Summe des 2ten, 4ten, 6ten ...



Denn es steht ^bah als Peripherie-

Fig. 907.
[image: ]


winkel mit dem Centriwinkel 8+y+8 +6+n+9 auf demselben Bogen. Dem-nach ist

Zbah = a= +(8+y+8+6+1+9)

c=*(0+6+n+9+1+c)

e = Mn+9+1+a +8+y)

9=*0+«+8+y+0+n)

woraus

a+c+e+g=}(«+}+y+3+:+n+9+2)

=}4R=6R

Es ist aber

aAb-\-cJrdA-eAfA-9+h = l2R folglich a + c-\-e + g = b-}-d + f+h.

	
14.    Bei jedem Vieleck von einer geraden Anzahl von Seiten, welches um einen Kreis liegt, ist die Summe der Iten, 3ten, 5ten ... Seite so grofs wie die Summe der 2ten, 4ten, 6ten ...



Denn zieht man die Halbmesser nach den Beruhrungspunkten, wie Cc und Cd, denkt sich die Linie Ck, so ist ACck 2 /^Cdk, folglich ck = dk.

Man hat demnach

kc = kd le = ld

me = mf ng = nf og = oh pa = ph qq^qb rc = rb

die Reihen addirt geben

kr-\-lmAno-\-pq = kl-[ mnAop-]-qr

	
15.    Die Anzahl derBestimmungs-stiicke eines P. zu finden.



Von den (n — 2) Dreicken, in welche ein P. getheilt werden kann, bedarf jedes dreier Bestimmungsstiicke. Es wiirden also fur ein P. 3 (n — 2) Bestimmungs-stiicke erforderlich sein, wenn nicht, von einem der beiden Anfangsdreiecken ab, jedes folgende Dreieck in dem vorher an-schliefsenden in der gemeinschaftlichen Seite schon ein Bestimmungsstuck mit erhielte. Also nur ein Dreieck bedarf dreier, von den ubrigen jedes Dreieck nur zweier Bestimmungsstiicke; das P. folglich 3 + 2(n — 3) = 2n — 3 Bestim-mungsstiicke.

Zu den Bestimmungsstucken eines Dreiecks gehort mindestens eine Seite; es wiirde also zur Bestimmung eines P. ebenfalls nur eine Seite erforder-lich sein, wenn die ubrigen Bestim-mungsstiicke aus den Winkeln bestiinden, welche die aus einer einzigen Spitze ge-zogenen Diagonalen mit einander bilden. Da dies aber wohl nur aus Kuriositat einmal vorkommen konnte, so sind mindestens so viele Seiten, als Dreiecke vor-handen sind, also mindestens n—2 Seiten, erforderlich.

Dem Art. „Congruenz der Drei-ecke,“ pag. 43, zufolge sind Dreiecke nicht congruent, wenn zwei Seiten und der der kleineren von beiden gegen-iiberliegende Winkel einander gleich sind, es entstehen zwei verschiedene Dreiecke, die beide der Bedingung genugen. Es ist demnach auch bei den Polygonen zweifelhaft, ob die gegebenen 2n — 3 Be-stimmungsstucke auch geniigende Be-stimmungsstiicke sind.

Regelmafsige Polygone.

	
16.    Ein regelmafsiges P. ist ein P. von lauter gleichen Seiten und gleichen Winkeln; deren Anzahl ist unbegrenzt.



Die Summe sammtlicher P.winkel ist (2n—4) R, jeder P.winkel also = —"---R.

4 Jeder Nebenwinkel ist = — R, n jeder Aufsenwinkel = 40,7 * R

der Unterschied zwischen dem P.winkel und seinem Nebenwinkel ist = 2 "---R, n der Unterschied zwischen dem P.winkel

8 und seinem aufseren Winkel = -— R.

n

Die Winkel eines regelmafsigen P. sind nur hohl und stumpf, die Nebenwinkel nur spitz, die Aufsenwinkel nur erhaben.

Jedes regelmafsige P. liegt in und um einen Kreis, beide Kreise haben densel-ben Mittelpunkt und dieser ist zugleich der Mittelpunkt des P. Dieser Mittelpunkt liegt in einem Durchschnitts-punkt der Halbirungslinien zweier einander nicht gegeniiber liegenden Seiten oder Winkel. Die Normalen auf den Seiten in deren Mitten errichtet und die Halbirungslinien aller Winkel schneiden sich alle in einem Punkt, dem Mittelpunkt.

	
17.    Zwischen zwei concentrischen Krei-sen, so nahe sie auch an einander liegen mogen, ist im grofseren immer noch ein regelmafsiges P. denkbar, dessen Seiten die Peripherie des Kleineren weder schneiden noch beruhren.



Denn denkt man sich an einem belie-bigen Punkt des kleineren Kreises eine Tangente und diese von beiden Seiten bis zum Umfang des grofseren Kreises gezogen, so wird diese Sehne des grofseren Kreises, und es lassen sich + mit derselben noch viele kleinere Sehnen zie-hen, die also von dem Umfang des kleineren fern liegen. Unter alien diesen kleineren Sehnen lafst sich aber offenbar eine ermitteln, von deren Bogen der Kreisumfang ein ganzes Vielfaches ist und man hat in sammtlichen Sehnen dieser Bogen das verlangte P.

	
18.    Zwischen zwei concentrischen Krei-sen, so nahe sie auch an einander liegen mogen, ist um den kleineren immer noch ein regelmafsiges P. denkbar, dessen Spitzen innerhalb der Peripherie des grofseren Kreises liegen ohne dieselbe zu beruhren.



Der Beweis wie der zu dem vorigen Satz.

	
19    Zwischen dem Inhalt A eines regelmafsigen P. um einen Kreis und dem Inhalt a eines ahnlichen P in demselben ist der Inhalt b des regelmafsigen P. von doppelt so viel Seiten in eben diesem Kreis die mittlere geometrische Proportionalflache also A : b = b : a.



Ist die Seitenzahl von A, also auch von a = n, so ist die von b = 2n, A und a bestehen aus n, b aus 2n congruenten Dreiecken.

Stellt Fig. 908 diese Dreiecke dar, so dafs

Fig. 908.
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A = n • A pnig

a = n • A hml

b = 2n • hmc

Da nun Z,pmc = /^gmc, so kann man auch schreiben

A = 2n • f\pmc

a = 2n • ^hmk

b = 2n • /\hmc

Es folgt hieraus

	
1.    A : b = ^pmc : f\hmc



= pm : hm = cm : km

	
2.    b : a = A hmc : A hmk = cm : km



Aus beiden Proportionen folgt

A : b = b : a

	
	
20.    1st die ganze Zahl n mindestens 3, so verhalt sich der Inhalt a jedes regel-mafsigen necks in einem Kreis k zur halben Summe der Inhalte desselben und des regelmafsigen 2n ecks in k, wie der Inhalt B des regelmafsigen 2necks um k zum Inhalt A des regelmafsigen necks um k, d. i.





a+b „. .

a : —-— = B . A.

2

Es ist wie im vorigen Satz

ht eine der n Seiten von a

he eine der 2n Seiten von b pg eine der n Seiten von A qd eine der 2n Seiten von B.

Man hat demnach

a = m ^hmt = 2n /^hmk

b = 2m • A hmc

A = n • A pmg = 2n /\pmc

B — 2n (\qmd = 4n • /\qmc und hieraus wie im vorigen Satz a : b = km : cm

auch

a : b = km : hm = cm : pm = oq : pq folglich

	
1.    a : a + b = cq : cp ferner B : A = 2(\cmq : A cmp oder


	
2.    B : 2A = A cmq : A cmp = cq : cp



Also aus 1 und 2

a : a + b = B : 2 A

oder a : 4 (a + b) = B : A

	
21.    Betrachtet man a und A als ge-geben oder bekannt, so folgt aus den beiden vorigen Satzen



.  ,    /----72aA

1. b = Va • A und 2. B =-----------

a + Va • A

Fur n = 4, r der Halbmesser des zu-gehorigen Kreises

a = 272 ; A = 4r1

Also die Inhalte der regelmafsigen Acht-ecke in und um den Kreis

b = ]/2r1 • 4r1 = 2r1 V2

=8(12—1)r

Setzt man wieder a = 2r1y'2 und A = 8(V2—1)r2

so erhalt man die Inhalte der regelmafsigen Sechzehnecke in und um den Kreis b = 4r1 12 — V2 und

B = 16r1 (- 1 - V2 + V4 + 2 V2)

U. S. w.

	
22.    Jedes regelmafsige P. ist = einem Dreieck, welches den Umfang des P. zur Grundlinie und die Normale (A) aus dem Mittelpunkt auf einen seiner Seiten (a) zur Hohe hat: J — ^nah.



Die Hohe h oder der Halbmesser r des inbeschriebenen Kreises ist =

(21-4\

*otg"2n—n);

der Halbmesser R des darum beschriebe-nen Kreises ist =


A a sec •




2n — 4

* 2n



	
23.    Bezeichnet man Fig. 908 mit r den Halbmesser me des Kreises, mit s die Seite ht des regelmafsigen necks im Kreise,



mit s' die Seite he des regelmafsigen 2n ecks im Kreise,

mit S die Seite pg des regelmafsigen necks um den Kreis,

mit z den Centriwinkel pmg fur eine Seite, mit y den Umfangswinkel, mit J den Inhalt des inneren necks, mit J' den Inhalt des aufseren necks, so hat man

s,2

	
1.    r = ___'_..



V4s,2 — s2

	
2.    s=*14r3 -s 1 T


	
3.    s, = V 2r1 — r V4ra - 83


	
24.    Aus Formel 2 und 3 findet man die Seiten der regelmafsigen P. im Kreise


s des Dreiecks

s, des Sechsecks




= rV3

= r




des Zwolfecks          = r V2 — V3

des Vierundzwanzigecks =rV2— V2 + V3

des Achtundvierzigecks =,1 2- V2+12+V3

des Sechsundneunzigecks = r V2 — Y2 + V2 + 12 + 73




u. s. W.

s des Vierecks

s' des Achtecks

des Sechzehnecks




=rV2

= r V2 — V2




=rV2-12+ V2




des Zweiunddreifsigecks = r2 — V2 + V2 + V2




des Vierundsechzigecks = r V 2 - 12 + V2 + 12 + V2




U. S. W.




s des Funfecks

s’ des Zehnecks

des Zwanzigecks

des Vierzigecks

des Achtzigecks u. s. W.

s des Funfzehnecks s, des Dreifsigecks




1 4-V5

~r V 2

-1+V5

T 2

1/5+V5 =‘/2-/2

1/     1/5+75

= r V 212+/ 2 =,12-12+1/2+18+v6

= jr (110 + 2V5 - V15 + V3) =+(V16-3V5-1tY6)




25. Ferner findet man die Seiten der um den Kreis liegenden P.:

s = 2s,r

1472 — 8,2

Zur Bestimmung der folgenden Formeln nimmt man also s, aus den No. 24 aufgestellten Formeln.




Es sind also die um den Kreis liegenden Seiten: S des Dreiecks

des Sechsecks

des Zwolfecks




—V/- _  ,

=V4rl — (rva) 2 V =2’=}rv3 1‘r2 — r2

- 2. r V2-V3 • - 2,




V24V3=2 (2 - 13)




_ .     27V2-12 + V3   . /2—12+V3

des Vierundzwanzigecks =---------‘------- = 2r ---‘ ____—

V4r2 — r2 (2 — V2+V3)    • 2 + V2 + V3

= 2r (2 + V3) (2 V2-v3 - 1)

des Achtundvierzigecks = 2r 1—2——2+12+73—

‘ 2+ V2 +V2+V2 + V3

= V14 - 313 [2 - V2 + V2+V3]




/2 - 12+V2+12 +V3

des Sechsundneunzigecks = 2r| —---     _  —=

‘ 2+/2+V2+ 12+V3




U. S. W.

S des Vierecks des Achtecks




des Sechzehnecks




des Zweiunddreifsigecks




= 2r

=*VAV2=3(2-)

= 2,1/ 2-12+V2 = 2, [y/27 2472) - 72 -1]

‘ 2 + V2 + V2

„ 1/2—12+12 +V2

— 2r -------—.........—

‘ 2+12+12 + V2




des Vierundsechzigecks = 2r V




/2-V2+V2+12 +V2




2+12+V2+12 + V2




U. S. W.

S des Funfecks

des Zehnecks




des Zwanzigecks




= 2r V 5 - 2V5

=2V52V5

/2-V5tv6




= 2r




des Vierzigecks




= 2r




2+V52V6 9-12+15+v5




des Achtzigecks




= 2, 1




2-12+12+ V5tV6




2+/2+12+V




U. S. W.




/5+V5

2




26. Nachdem nun No. 24 und 25 die Seiten der in und um den Kreis beschriebenen P. gefunden worden, hat man nun deren Inhalte zu finden.

Zu diesem Behuf hat man Fig. 908 das auf die Seite ht gefallte Apothema




mk =r2--4 = V4r2 — 32, mithin den Inhalt des Dreiecks

mht ={s 14r2 - s2

und den Inhalt des P. = | ns 4r2 — 82




Also die Inhalte der in dem Kreise beschriebenen P.




J des Dreiecks des Sechsecks des Zwolfecks




= 1r2 V3

= Jr2 V3

= 3r2




des Vierundzwanzigecks = 6r2 V2 — V3




des Achtundvierzigecks




= 12r3 V2-12+V3




des Sechsundneunzigecks =2412/ 2 — V2+12+V3




U. S. W.




	
Polygon.
	
296           Polygon.


	
J des Vierecks des Achtecks des Sechzehnecks
	
= 2r*

= 2rJ V2

= 4ra V2 - V2


	
des Zweiunddreifsigecks des Vierundsechzigecks U. S. W.

J des Funfecks des Zehnecks des Zwanzigecks des Vierzigecks
	
= 8r2 2-V2+V2

= 1673 V2- V2 +12 4- V2

={ra 110 + 2V5

={ra 110 — 2V5

={r V6-2V5

=10,1/2-15+V5


	
des Achtzigecks

U. S. W.
	
/   1/5 + V5

=20r2/2-12+—








27. Um die Inhalte der unbeschriebe- Inhalt J des P. = }nrS.

nen P. zu finden, hat man zur Hohe im Demnach den Inhalt der um den Kreis auf der Seite pg = S den Halbmesser r, beschriebenen P.

daher der Inhalt des gmp = 4rS und den


J des Dreiecks

des Sechsecks

des Zwolfecks




des Vierundzwanzigecks




= 3r2 V3

= 2r3 V3

= 12r3 13—13=1273 (2—V3)

=24,1 1/2-V2 +13=24,1 [2 (2+73 -(1+12)]

/ 2+ V2 + V3




des Achtundvierzigecks




des Sechsundneunzigecks




J des Vierecks

des Achtecks




= 48,2 1/2-V2+V2+V3 =48,»[2-V2+124/3]

V 2+V2+V2+V3 _ -12+12+ 12+V3

= 96r21/— ========

2+ V2+V2+12 + V3




= 4r2




des Sechzehnecks




= srV2.V3 = 8,8 (V2 - 1)

=16,21/2-12+Y2

• 2+1/2 + ^




des Zweiunddreifsigecks =321/ 2—V2+12+V2

‘ 2+V2+V2+V2_____




/2 -1/2 +V2 +12 + V2 des Vierundsechzigecks = 64r2




J des Funfecks des Zehnecks




= 572 V5 - 215

=10PV5F23Y5




2 + V2 +V2 +12 + V2




des Zwanzigecks




= 20ra




2-V5V5




2+V5*V5




des Vierzigecks




des Achtzigecks

U. S. w.



/2-1/2+V5+Y5

= 4012 1—

‘2+12+V81V5

2-12+1/2+15+v6

= 80,21 ===== ■: ■

2+12+12+15tV5


28. Trigonometrische Bestimmung der P. und ihrer Stucke.

Es ist der Centriwinkel einer Seite

4 _ 360°

% = — h =---




der Umfangswinkel

„=?n-4R="-21800 n       n

die Seite des necks im Kreise

	
	
• 180°





s = 2r sin---- n die Seite des necks um den Kreis

_        180°

S = 2r • tg----- n der Inhalt des inneren necks

, 1        360° , , , 180°




	
1.    Fur das Dreieck ist





% = JR = 120° y = }R =60° $ = 2r • sin 60° s = 2r • tg 60° r = ^s • cosec 60° r = } s • cot 60° J = {ra . sin 120' J = 452 • cot 60° J' = 3r2 • tg 60° J‘={s. cot 60°


2. Fir das Viereck

% = R = 90°



y = R = 90° s = 2r • sin 45° S = 2r • tg 45° = 1,732 0508 X r = 3,464 1016 X r = 0,577 3503 x s = 0,288 6751 X s = 1,209 0381 Xr2 = 0,433 0127 x s2 = 5,196 1524 xr2 = 0,433 0127 X S2


ist



= 1,414 2136 Xr = 2,000 0000 X r r = As • cosec 45° r = 4 s • cot 45° J = 2r2 • sin 90c J = s2 • cot2 45° J‘ = 4r2 • tg 45° J’ = S2 • cot 45°


3. Fur das Funfeck ist



z = 8 R =72° y = iR = 108° s = 2r - sin 36° s = 2r • tg 36° r = 4 s • cosec 36° r = +S • cot 36° J={r2. sin 72° J={. tg 36° J‘ = 5r2 • tg 36° J’= IS2 • cot 36°


4. Fur das Sechseck ist



z = }R = 60° J = jR =120° s = 2r • sin 30° s = 2r • tg 30° r = }s • cosec 30° r = |S • cot 30° J =32. sin 60° J=1. cot 30° J‘ = 6r2 • tg 30° J’ = | S2 • cot 30° = 0,707 1068 X s = 0,500 0000 X s = 2,000 0000 X ra = 1,000 0000 X s2 = 4,000 0000 X r2 = 1,000 0000 X S2


5. Fur das Achteck ist




% = }R = 45°

y = ^R= 135° s = 2r • sin 22° 30' S = 2r • tg 22° 30’ r = ^s • cosec 22° 30’ r = } s • cot 22° 30' J = 4r2 • sin 45° J=22. cot 22° 30' J' = 872 • tg 22° 30' J' ^2S2 • cot 22° 30'



= 1,175 5706 X r = 1,543 0852 x r = 0,805 6508 X s = 0,688 1909 X s = 2,377 6412 X r2 = 1,720 4774 X s2 = 3,632 7130 Xr2 = 1,720 4774 X S2

= 1,000 0000 X r = 1,154 7006 X r = 1,000 0000 X s = 0,866 0254 X s = 2,598 0762 xr2 = 2,598 0762 X s2 = 3,464 1018 xr2

= 2,598 0762 X S2

= 0,765 3668 X r = 0,828 4272 X r = 1,306 5628 X s = 1,207 1068 X S = 2,828 4272 X r2 = 4,828 4272 X s2 = 3,313 7088 X r2 = 4,828 4272 X s2


6. Fur das Zehneck ist



z = 3 R = 36°

J = § R =144°

	
7.    Fur das Zwolfeck ist


z = iR = 30°

J = AR =150° s = 2r • sin 15° 8 = 2R . tg 15° r = ^s • cosec 15 r = ^S • cot 15°




J = 6r2 • sin 30°

J = 3s2 • cot 15°

J‘ = 12r» • tg 15°

J‘=3S: - cot 15°





= 0,517 6380 X r = 0,535 8984 X r = 1,931 8522 X s = 1,866 0254 X 8 = 3,000 0000 x r2 = 11,196 1524 X s2

= 3,215 3904 X r1

= 11,196 1524 X82

	
8.    Fur das Funfzehneck ist


% = i’s R = 24° J = 18 R = 156° s = 2r • sin 12°

S = 2r • tg 12° r = ^s • cosec 12 r = 18 • cot 12°




J = Hr1 • sin 24

J=lssa • cot 12°

J’ = 1573 • tg 12°




J’=




15S2 • cot 12





= 0,415 8234 X r = 0,425 1130 xr = 2,404 8671 x s = 2,352 3150 xS = 3,050 5245 X r2 = 17,642 3629 X sa = 3,188 3475 X r2


9.




Fur das Sechzehneck ist



= 17,642 3629 X S2


r = i 8 • cot 9° J = 10r2 • sin 18° J =5s . cot 9° J‘ = 20r2 • tg 9° J' = 582 • cot 9°



= 3,156 8757 X S = 3,090 1700 X r1 = 31,568 7570 X s2 = 3,167 6880 X r2 = 31,568 7570 X S2

	
11.    Fur das Vierundzwanzigeck ist l = ^R = 15°


= 0,261 1124 X r = 0,263 3050 X r = 3,829 7683 X s = 3,797 8770 X S = 3,105 8280 X r2 = 45,574 5246 X 82 = 3,159 6600 X r2 = 45,574 5246 X82




	
J = R = 165° s = 2r • sin 7° 30° 8 = 2r • tg 7° 30’ r = is • cosec 7° 20’ r = |8 • cot 7° 30’ J = 12r2 • sin 15° J = 6s2 • cot 7° 30' J’ = 24r2 • tg 7° 30' J’ = 6S2 • cot 7° 30' 12.    Fur das Fiinfundzwanzigeck ist z = 0,1671 = 14° 24' y = 1,84^ = 165° 36'



: = * R = 12° y = 1} R = 168° s = 2r • sin 6° 8 = 2r • tg 6° r — is • cosec 6

r = i 8 • cot 6°

J = 1572 • sin 12

J = 7,5s2 • cot 6° J‘ = 30r2 • tg 6°


= 0,209 0570 X r = 0,210 2084 X r

= 4,783 3833 X s = 4,757 1822 X S = 3,118 6755 X r2 = 71,357 7337 X s2 = 3,153 1260 X r2 = 71,357 7337 X S2



	
J‘ = 7,5 S3 • cot 6 14.    Fur das Zweiunddreifsigeck ist z = 0,125 R = 11° 15' y = 1,875 R= 168° 45'



s = 2r-sin5° 37'30" = 0,196 0343 X r S= 2r. tg 5° 37‘30" = 0,196 9 829 X r r = i s- cosec5°37'30"= 5,101 1594 X s r = iS-cot5°37'30” = 5,076 5850 X 8 J = 16r2 • sin 11° 15' = 3,121 4448 x r2 J = 8s2-cot5°37’30" = 81,225 3600 Xs2 J' = 32r3.tg 5037′30" = 3,151 7264 X r2 J‘ = 882-cot5°37'30"= 81,225 3600 X S’


0,125 5810xr

0,125 8294 Xr

7,962 9873 X s

7,947 2729 X S

3,133 3300 Xr1

198,681 825 X 82

3,145 7350Xr1

198,681 825 XS:




= 0,104 6720 X r =  0,104 8156 Xr

= 9,553 6522 X s = 9,540 5680 X s = 3,135 8550 Xr1 = 286,217 0394 x s1 = 3,144 4680 xr1 = 286,217 0394 xS1



	
15.    Fur das Vierzigeck ist : = 0,1R = 9° y = 1,9R = 171° $ = 2r • sin 4° 30‘     =  0,157 2082 X r S=2r.tg 4° 30’     =  0,15 7 4034 xr r = 4s • cosec 4° 30'   =  6,360 9907 r = s • cot 4° 3.0’    =   6,353 1012 J = 20r2, sin 9°     =  3,128 6900 J= 1083 .cot 4° 30' = 127,062 024 X 83 J‘ = 40ra . tg 4° 30'   =  3,148 0680 J‘ = 1082 -cot 4° 30' = 127,062 024 xS’ 16.    Fur das Achtundvierzigeck ist z = TR = 7° 30’ y = ^R= 172° 30' s = 2r. sin 3° 45'    =  0,130 8062 xr S=2r-tg 3° 45'    =  0,131 0870 Xr r = 4s • cosec 3° 45'  =   7,644 8995 xs r = +s . cot 3° 45'    =  7,628 5263 xS J =24r2. sin 7° 30’  =  3,132 6288 Xr1 J = 12s1 -cot 3° 45’ = 183,084 63 X82 J‘ = 48rs • tg 3° 45'   =  3,146 0880 xr1 J^^S^.cot^ib’ = 183,084 63 xS’ 17.    Fur das Funfzigeck ist z = 0,08R = 7° 12’ y = 1,92 R = 172° 48' s = 2r • sin 3° 36’ S=2r-tg 3° 36' r = 4s • cosec 3° 36' r = ^S. cot 3° 36' J=2r.sin 7° 12' J =12,5s'. cot 3° 36’ J‘ = 50ra . tg 3° 36’ J'= 12.5S1.cot 3° 36' 18.    Fur das Sechzigeck ist % = is R = 6° y = 18 R = 174° s = 2r.sin 3° S=2r.tg 3° r = \s • cosec 3° r = fS • cot 3° J = SOr1 • sin 6° J = 15s1 • cot 3° J‘ = 60rJ • tg 3° J’ = 15S2 • cot 3° 19.    Fur das Vierundsechzigeck ist z = ^R = 5° 37’ 30” y = ^R = 174° 22’30”


	
s = 2r-sin2° 4:^’45" = 0,098 1353xr s = 2r • tg 2° 48' 45” = 0,098 2536 X r r = is- cosec 2° 48' 45”= 10,190 0116 X s r = iS.cot2°48'45" = 10,177 7347 x S J = 32r2. sin 5°37’30”= 3,136 5488 X r1 J= 16s1 • cot 2048′45"= 325,6 87 5117 Vsa J‘ = 64rJ • tg2°48‘45" = 3,144 1152 X r1 J'= 1^.0012°48’45"= 325,687 5117 xS1 20.    Fur das Achtzigeck ist z = 0,05 R = 4° 30’


	
J= 1,95R = 175°30’ s = 2r-sin20° 15’    =  0,078 5196 xr S=2r-tg2° 15’     =  0,078 5802 Xr r = 4s • cosec 2° 15'   = 12,735 6732 x s r = 4S. cot 2° 15'    = 12,725 8500x5 J = 40^. sin4°80'  =  3,138 3640Xr2 J = 20sa -cot 2° 15’ =509,034 0000X s1 J‘ = 80r2 .tg2° 15'    =  3,143 2080Xr1 J‘ = 2082 * cot 2° 15' =509,034 0000x8’ 21.    Fur das Sechsundneunzigeck ist s = ^R = 3° 45' y = MR = 176° 15' s = 2r.sin 1°52'30” = 0,065 4380 Xr S=2r.tgl°52’30’’ = 0,065 4732xr r = is. cosec 1° 5 2'3 0"= 15,281 6421 xs r = ]s-cot 1° 52'30" = 15,273 4196x8 J = 48rJ.sin3°45’ = 3,139 3488 Xr1 J = 24s1- cot 1° 52'30”= 733,124 1398 X s1 J' = 3Gr1.tg 1°52'30" = 3,142 7126 Xr1 J’ = 2482 .cot 1° 52' 30”= 733,124 1398 xS1 22.    Fur das Hunderteck ist z = 0,04R = 3° 36'



y = l,06R = 176° 24'

s = 2r-sin 1° 48'     =  0,062 8216 X r

S = 2r . tg 1° 48'     =  0,062 8526 X r r = 4s • cosec 1° 48'   = 15,918 0918 X s

r = iS. cot 1° 48’     = 15,910 2573x8

J = 50r2 . sin 3° 36' =  3,139 5250 Xr1 J = 2552. cot 1° 48' = 795,512 8 67 5 X s1 J’= 100r2 • tg 1° 48' =  3,142 6300 Xr1 J‘ =2582. cot 1° 48' =795,512 8675x8’

Polygonalzahlen sind in dem Art. „Fi-gurirte Zahlen“ ausfiihrlich abgehan-delt.

Polygonometrie ist die Lehre von den Polygonen, besonders von der Ausmes-sung und Berechnung derselben.

Polynom, s. v. w. Multinom.

Polynomial-Coefficient, s. den folgen-den Art.

Polynomischer Satz ist die Anweisung zur Bildung der Potenz von beliebigem Grade eines Polynoms, also die geordnete Entwickelung der Reihe

(a±b±c±d± .... z)"

Bezeichnet man sammtliche Glieder vom zweiten ab mit einem einzigen Zei-chen x, so hat man (a ± x)", folglich die Aufgabe des binomischen Satzes.

Die in ihren einzelnen Gliedern ent-wickelte nte Potenz eines Binoms ent-halt (n + 1) Glieder und zwar beide Ele-

mente a und b in alien moglichen Com-binationen mit Wiederholungen am bn~m und an~m bm von o bis n. Dies Gesetz geht bei 3 Gliedern auf 3, bei m Gliedern auf m Elemente uber; daher hat ein Po-lynom von m Elementen zur nten Potenz entwickelt (nach dem Art. „Combina-tion“, pag. 36)

N=mj1m±2.(m±n-1 Glieder

1«2  • 3 ...... n

	
2.    Um das Gesetz der Bildung einer dienen: solchen Potenzenreihe vorlaufig anschau-              (a + b + c + d)4



lich zu haben moge folgendes Beispiel Man erhalt

a4 + 4a3b + 4a3c + 4a3d + 6a3b3 + 6a3c3 + 6a2d2 + 12a‘bc + 12a3bd + 12aicd + 4ab3

+ 4ac3 + 4ad3 + 12ab2c + l^ab^d + 12abc1 + 12abd3 + 12ac2d + 12acd1 + 24abcd + b* + 4b3c + 4b3d + 662c2 + 6bada + 1262cd+ 4bc3 + 4bd3 + 12bcad + 12bcd2 +.4+ c3d + cada + cd3

+ d*

Die erste Abtheilung mit dem ersten Gliede a hat 4 Elemente und die dritte Ordnung, weil zu dieser a nicht hinzu-gezahlt werden kann,

	
	
4.5.6         _ . j





also -—09 =.....20 Glieder 192’0

Die zweite Abtheilung mit dem ersten Gliede b hat 3 Elemente und die dritte Ordnung, also 3 * 4*5 =.....10 Glieder

Die dritte Abtheilung mit dem ersten Gliede c hat 2 Ele* mente und die dritte Ordnung

2.3.4

mithin -—.9 = . . . .   4 Glieder

	
	
	
1    • 2 • 5







Die vierte Abtheilung mit dem einzigen Gliede (1 Element und dritte Ordnung) .1 Glied

Summa 35 Glieder

Die ganze Potenz hat 4 Elemente mit . .            4-5.6.7

4ter Ordnung, mithin 1.9 3 4 = 35 Glieder.

	
3.    DieAnzahl der Elemente soil immer mit m, die Sum me der Ein-heiten des Potenzexponenten im-mer mit n bezeichnet werden. Exponent immermitX, Elementim-mer mit E.


	
4.    n ist zugleich die Anzahl der Di-mensionen jedes Gliedes:



anb-, an~’"c-, an~3bcd u. s. w.

Ist m>n, so kann folglich jedes ein-zelne Glied hochstens n einzelne E ent-halten. Hat kein E eines Gliedes einen X, so fehlen (m — n) E.

{a + b + c + d + e)3 kann a3, a3c, ad*, abc, cde enthalten, nicht aber a*b*, cd*e.

Ist m < n, so mufs in jedem Gliede mindestens ein E in Potenz vorkommen. (a + b + c)4 hat nur Glieder wie a* bc, ab3, ci.

Eine Potenz in welcherm=n ist, heifst eine vollstandige Potenz.

	
5.    Zu Erlangung einer gewissen Ge-wandtheit in der practischen Handhabung fur Ausiibung der Hauptregel zur Zu-sammenstellung einer geordneten Reihe von Gliedern der Potenz eines Polynoms, soil hier ein etwas ausgedehnteres Beispiel als Richtschnur vorangestellt werden, namlich das Beispiel



(a+6+c+d+e+f+g+h)8

Das Polynom hat 8 Glieder, es soil zur 8ten Potenz erhoben werden, und die Potenz ist eine vollstandige.

Nach No. 2 betragt die Anzahl der Glieder:

—           —      8 • 9 • 10 • 11 • 12 • 13 • 14 • 15

	
1.    Der ganzen Potenz = 1.9.3.4.5 . 6.7.8 = 6435 Glieder



8 • [9 • 10 • 11 • 12 • 13 • 14   8. Gliede a = 1.2.34.5.6.7 = 15 6435 = 3432 Glieder

3. Der zweiten Abtheilung mit dem ersten


	
Gliede

4. Der dritten
	
89*10 11 12 13 4
	
»

»


	
1 • 2 • 3 • 4 • 5 • 6    15

Abtheilung mit dem ersten

8-9-10-11-12  6  _

c =  --------——_ = — X 1716      =

1 - 2 - 3 • 4 • 5    13
	
792


		
Gliede


	
	
5.    Der


	
6.    Der


	
7.    Der


	
8.    Der


	
vierten Abtheilung mit dem ersten , 8 • 9 • 10 • 11   5 .

Gliede d=1.2. 3 • 4 = 12*792

funften Abtheilung mit dem ersten

Gliede e = 8—9 ' 10 = — x 330                =

1 • 2 • 3    11

sechsten Abtheilung mit dem ersten

Gliede f=1.2= 10*120

siebenten Abtheilung mit dem
	
330

120

36
	
»

»

»


	
ersten
	
Gliede
	
9*1                 ___z

der Glieder Summe
	
8    »

6435 Glieder




Die Potenz (a + b + c + d + e + f + g + A)8 hat nun folgende Glieder.

I. Diejenigen Glieder, welche nur aus einem E bestehen:

Anzahl der Glieder


		
Es ist dies das einzige Glied a8
	
1
	
1


	
II. Diejenigen Glieder, welche aus zweien E bestehen.
	

		
d7 (b ■]- c ■]- d -\- e ■}■ f + g + A)
		

		
+ a® (62 + ca + d2 + e2 + fi + g3 + h2)
		

		
+ as (63 + c3 + d3 + e3 + f + g3 + h3)
		

		
+ a4 (64 +.4+d++e++ 94 + h^
		

		
+ a3 (b5 + c5 + d5 + e5 + f5 + g” + h?)
		

		
+ a2 (b6 + c6 + d6 + e6 + f + g6 + h®)
		

		
+a(b+c‘+7+e‘+f+9‘+ A7)
		

		
in Summa 7x7=..............
	
49
	
49


	
I
	
II. Diejenigen Glieder, welche aus dreien E bestehe
	
n.
	

	
1
	
(a®b + a”63+a463+a36*+a?65+ab®) (cJf-d-\-e-\-f-\-g-\-h') . .
	
36
	

	
2
	
(a®c+a"c2+a*c3+a3c4+ac5 +ac9) (d+e+f+ g+ h) • • •
	
30
	

	
3
	
(a®d+a"d2+a*d3+a3d*+a‘d5+ad®)(e+f+g+h) . . . .
	
24
	

	
4
	
(a“e+a"e2+a*e3+a3e4+a3e5+aef) (f + g + b)......
	
18
	

	
5
	
(«7+ a3p +af3+a‘f+a?f+af®) (g+h).......
	
12
	

	
G
	
(a®g+a‘g2+a*g3+a*g*+ a^g^-Yag3} h........
	
6
	

	
7
	
a^b1 (c + d + e + f + g + A)
		

		
a^^^d + e + f+g+h)
		

		
a3d2(,e+f+g + h')
		

		
abe*(f+g+h)
		

		
a5P(g + h)
		

		
a"g2 h...................
	
21
	

		
Latus
	
147
	
50





		
Transport
	
Anzahl

der Glieder


	
147 1
	
50


	
8
	
(a5b + .. ab^ (c2 + .. 12) + (abc + .. ac5) (d? +.. A2)

+(a"d+..ad3) (e2+. . h?)+(u5e+. ,«e5) (/? + 92+h?)
		

	
9
	
+(a"f+..af) (g?+h2)+(abg+..ag5) A2.......

a4b3 (c + d + e + f + g + h)

a4c3 (d + e + f + g + h)

a‘d3 (e + f + g + h)

a4e3 (f+9+ h)

a*f3 (g + h)
	
105
	

	
10
	
a^g^h ...................

atb2 (c2+d2+e2+f+ g? + h?)

aAc2 (d2+e2+f+ g2 + A2)

a^ (e2 + p + 92 + A2)

ale? (P + g2 + ^)

a^p^ + h^
	
21
	

	
11
	
a^g2 .....................

a^b^ (c + d + e +f+g+ A)

a3c4 (d + e + f + g + A)

a^ (e +f +9+ A)

a3e4 (f + g + A)

^f^g + h')
	
21
	

	
12
	
^g* A......."...........

a3b3 (c2 + d2 + e2 + P + g2 + A2)

a3c3 (d2 + e2 + p + g2 + A2)
	
21
	

		
a3d3(e2+ P + g2+ h2) a3e3 {p + g2 + A2) a3p{g^h^
		

	
13
	
a3g3 h2...................

a3b2 (c3 + d3 + e3 + P + g3 + A3)

a3c2 (d3 + e3 + p + g3 + h3)

a3d2 (e3 + P + g3 + A3)

a3e2 {P + g3 + h3)

a3p(g3+h^)
	
21
	

	
14
	
a3g2 h3...................

(a4b +.. aP) (c3 + .. A3) + (a*c + .. ac^ (d3 + .. A3)

+ ^d + .. ad^ (e3 + .. A3) + (a^ + .. ae4) (p + g3 + A3)
	
21
	

	
15
	
+(a*f + ..af$)(g3+h3)+(a*g+..ag®)h3 .......

(a3b + a2b2 + ab3) (c4 +.. A4) + (a3c + .. ac3) (d1 +.. A4)

+ (a3d+ .. ad3) (e4+.. A4) + (a3e+.. ae3){p + gi + A4)
	
84
	

	
16
	
+(a3f+a3f2+af)(*+14)+(a3g+a2g*+ag3)n4 ••••

a2b3{c + d + e + f+g+h)

a2cb (d+e + f+g + h)

a2db (e+f+g+h)

a2eb (f + g + A)

a2P (g + h)
	
63
	

		
a2gbh...................
	
21
	

		
Latus
	
525
	
50





		
Transport
	
Anzahl der Glieder


	
•525
	
50


	
17
	
a2^ (c2 + d2 + e2 + f2 + g2 + h2}

a^ (d2 + e2 + f2 + g2 + h2}

a?d* (e2 + f2 + g2 + h2}

a2e^ (2+92+ A2)

a?f* (92+h2)

a2g^ A2...................
	
21
	

	
18
	
a2b3 (c3 + d3 + e3 + f3 + g3 + A3)

a2c3 {d3 + e3 + /3 + g3 + A3)

a2d3 (e3 + f3 + 93 + A3)

a2e3 (f3 +93+ A3)

a2f3 (g3 + h3}

a2g3 h3...................
	
21
	

	
19
	
a2b2 (c4 +d+e+f+9+ A4)

a2c2 {d^ +e+f+9+ A4)

a2d? (e4 + f+94+h)

a?e2 (f + 94 + A4)

a2f2^+ A4)

aVA4...................
	
21
	

	
20
	
(a? b + ab2) (c5 +.. A5) +(a?c + ae2}{d3 + .. h3} +(a?d+ ad2} (e5 + .. h3}
		

		
+ (a2e + ae2} (f+g+ A5) + (a2f + af2} {g3 + A5) + (a2g + ag2} h3
	
42
	

	
21
	
ab^c3-^.. h3} + ac (d6 +.. h6) + ad(e6 + .. AG) + ae (f6 +9+ A6)
		

		
+ af(.g6 + h6} + agh6..............
	
21
	
647




IV. Diejenigen Glieder, welche aus vier E bestehen.

Erklarung. Der erste Factor jedes Gliedes hat folgenden Character:

I (a5 bc+ .. abc5) — a3 bc-\- a^ b2 c -\- a^bc1 + a3 b3 c + a^b^c2 + a3 be3 + a2 b*c + a3 b3c2 + a2 b2c3 + a2bc^ + ab3 c + ab*c2 + ab3c3 +ab2c4+abc5 betragt 15 Glieder.

(a4be +. .abc^) hat 10 Glieder.

| (a3 be-f- abc3) hat 6 Glieder.

(a2 be-}-abe2} hat 3 Glieder.

(a5bc+.. abc^^d-^e-^-f-Yg-Yh^-^^bd-^.. abd3}(e + ..h)

i +(a‘be+.. abeb)(f+9 + h)+(a‘bf+..abf)(g+h)


225

150

90

45

15

150

100

775 |



+ (a5 bg +.. abg3} h..............

(a4bc+. .abc^} (d2+..12)+(a*bd+. .abd4)(e?+ . .h2) +(^be + ..abei)(f2+g2 + h2} + (aibf+..abfi)(g2 + h2} ■^{a^bg^-.-abg^h2..............

{a3 be + .. abc3} (d3+ h3)+ {a3bd + .. abd3}(e3-\- ..h3} +(a3be+ .. abe3) (f3+93+h3)+(a3bf+.. a bf3)(93+h3) + (a3bg + ..abg3}h3..............

(a2 be + .. abc2}^-}-. .h4) + (a? bd-]-. .abd2}^-}-. .h^ + {a2 be + .. abe2} (/4 +g* + h4) + (a2 bf+.. abf2}(g* + h4) + (a2 bg + . .abg2} ................

abc{d3 +.. h5} + abd(e.3 + .. h5)+ abe (f+95 + h3} -]-abf(_g3 + h3} + abgh3 .................

(a5 ed+ .. acd3} (e +.. A) + (a5 ce +.. ace3} {f-^g + h} +(abcf+..acf)g+h)+(a5cg+...acg5)h......

(a4cd+..acd)(e2+. . h2} + (a* ce + .. ace^ (f2+92+ h2} +(afcf+..acf)(2+h2)+(a4cg+..acg*)h2......

|                                                             Latus

Transport

(a3 cd + .. acd3) (=3+ .. A3) + (a3ce +.. ace3) (f3+93+h3) + (a3cf+ ..acf)(g3 + h^ + (a3cg-\-.. acg3}h3......

(a?cd+.. acd2^ (e4+h4)+(a2ce+ .. ace?) (f+94+h4)

+(a2cf+..acf2)(4+h2)+(a3cg+.. acg2)h4......

| acd(e5+..h5)+ace(f$+98+h5)+acf(g5+h5)+acgh5 . . .

j (a5 de +.. ade3} (f + g + h) + (a5 df+ .. adf3) (g + A) |   ->r(a5dg + ..adg5)h..............

(a4 de +.. ade^ (f2+ 92 + A2) + (aidf+.. adf^ (92 + A2) +(a‘dg+..adg4) h2.............. (a3 de + .. ade3) (f3+ g3+ A3) + (a3df+.. adf3) (93+h3) + (a3 dg + .. adg3} h3..............

(a? de +.. ade2} (f4 + ga + A4) + (a2 df + .. adf 2) (94 + A4)

+ (a2dg + ..adg2')hi..............

adef5-[-adfg5-}-adgh5..............

(a5 ef +.. aef3} (g + h) + (a5 eg + .. aeg3) A........

(a3ef+.. aef4) (g2+ A2) + (a3 eg +. . aeg^ h2.......

(a3 ef+ .. aef3) (93 + A3)+ (a3 eg + .. aeg3) h3.......

(a2 ef+.. aef2) (94 + A4) + (a2eg +.. aeg2) .........

aef (g*+h5).................

(a5 eg +.. aeg3) h................

(aeg+ . .aeg^h2...............

(a3 eg + .. aeg3) A3...............

(a2eg+..aeg?) .................

aegh3 ...................

^fg + .-afg^h................

(aifg + ..afgi)h2...............

(.^fg + .-afg^h3...............

^fg+afg^h*................

afgh3...................


Anzahl

der Glieder

775   697

60

30

10

90

60

36

18

3

45

30

18

9

2

15

10

6

3

1

15

10

6

3

1   1256



V. Diejenigen Glieder, welche aus fiinf E bestehen.

Erklarung. Der erste Factor jedes Gliedes hat folgenden Character:

^bcd, abicd, abc^d, abed3

a3b2cd, a3bc2d, a3bed2

a2b3cd, ab3c2d, ab3cd2

a2bc3d, ab2c3d, abc3d2

a2bcd3, ab2cd3, abc2d3

a2b2c2d, a2b2cd2, a2bc2d2, ab2c2d2

{a^bed-^-.-abed3) hat 20 Glieder

(a3bcd-\-.. abed3') hat 10    „

(a2bcd + .. abed2') hat 4    „

(a3bcd+.. abed3)(e + f+g + A) + (a3bee + ..abce3)(f+g + A)

+(a‘bcf+..abcf)(g+h)+(a4bcg+. .abcg^h.....

{a3bcd-\-.. abed3} (e2 + f2 + g2 + A2) + (a3bce +.. abce3) (f2+ g2 + A2) +(a3bcf+..abcf)(2+h2)+(a‘bcg++. .abeg^h2...

(a2 bed +.. abed2) (e3+..h)+ (a2bce + .. abce2) (f3+g3 + A3)

+(a2bcf+..abcf?)(g3+h2)+(a2bcg+..abeg2)h3 ....

Latus


200




100

40

340




Transport abed(e4+.. h4)+abce (f++94+h4)+abcf(94+h4)+abcgh4 . . {^bde +.. abde^) (f+ g + h) + {^bdf + .. abdf*') (g + h)

+ {^bdg +. . abdg^ h ............. (a3bde-[-. .abde^^+g2 -yh^-j-^bdf-^-abdf^^-^-h2)

+ (a3bdg-\-. .abdg^h2.............

{a2bde +.. abde2)(f3 + g3 + A3) -\-{a2bdf + .. abdf2)^3 + h3) ............................-   . .

abde (P + 94 + A4) + abdf^g11 + A4) + abdgh^....... {a^bef-}-.. abef4) (g-\-h') -^-^beg-}-. .abeg^h....... (a3bef +. . abef3} (92+h2)+(a‘beg+..abeg:) ........ (a2bef-{- ..abef?) (3+h3)+(a?beg+..abeg2) ........ abef^-^-h^-^abegh^.............. (a"bfg+..abfg-)h............... {a3bfg-\-..abfg3}h2............... ^fg-^’-abfg^K3............... abfg^...................

^cde +.. acde4') (f +9 + K) + ^cdf-^.. acdf^ {g-^-h')

+ {a^dg +.. acdg^ h............. (a3cde + .. acde3) {f2 + g2 + h2) + (a3cdf + .. acdf3^ (g2 + h?)

■}-(a2cdg + .. acdg3) h2.............

(a2 ode +.. acde2^ (f3+ 93+ A3) + {a2cdf + .. aedp} (g3 + A3) -]-(a2cdg-\-.. acdg2} h3.............

acde (f++94+14)+acdf ...................... (a*cef+ .. acef^) (g + A) + {^ceg +.. aceg^ A....... {a3cef + .. acef3) (92 + 12)+ (a3ceg + .. aceg3) h2...... {a2cef + .. acef2) (g3 + h3) + {a2ceg + .. aceg2) A3...... acef ^-{■h^-Y acegh^ .............. acfgh* ......... .......... {a^def + .. adef^ (g + h) + ^deg +.. adeg3) A....... ^a3def-\-. .adef^^-Yh^-^^deg-Y ,.adeg3)h2...... {a2def + .. adef2) (g3 + A3) + (a?deg+. . adeg2) h3...... adef (g4+h4)+ adegh^.............. adfgh4^................... {a4efg+..aefg4)h............... {a3efg +..aefg3)h2............... (a2efg + .. aefg2) A3............... aefgh^...................




340

10

120

60

24

6 |

60

30

12

3

20

10

4

1

120




60




24

6

GO

30

12

3

1

60

30

12

3

1

20

10

4

1




VI. Diejenigen Glieder, welche aus sechs E bestehen.

Erklarung. Der erste Factor jedes Gliedes hat folgenden Character.

a3bcde, ab3cde, abc3de, abcd3e, abcde3

a2b2ade, a2bc2de, a2bcd2e, a2bcde2

ab2c2de, ab2cd2e, ab2cde2

abc2d2e, abc2de2

abcd2e2

(a3bcde +.. abode3) hat 15 Glieder

{a2 be de + ..abode2) „   5     „ 

Latus




IV.




20




1950




1157




3107




Transport

{a3bcde + .. abode3) (f +9 + h) + (a3bcdf-{-.. abcdf3) (g + It) -\-{a3bcdg-\-..abcdg3)h.............

(a3bcde +.. abode3) (f2 + 92 + h3) + {a5bcdf + .. abcdf5 (92 + h5)

+ {a5bcdg + .. abcdg5) h5............ abode (f3+93 + h3) + abcdf (g3+ h3) + abcdgh3...... {a3bcef-\-.. abcef3) {g + h) + (a3bceg + .. abceg3) h..... {a5bcef + .. abcef5^ (92 + h5) + ^a5bceg + .. abceg5) h5..... abcef (g3-\- h^-^abcegh3............. {a3bcfg + ..abcfg3)h.............. (a5bcfg + . abcfg^h5.............. abcfgh3-\-abdfgh3-}-abefgh3............ (a3cdef+..acdef®)+h)+(aBcdeg+. .acdeg3)h . ... . (a?cdef+..acdef?)(92+h2)+(a?cdeg+. acdeg5)h5 . . . . acdef(g3 + h3) + acdegh3............. {a3defg + . adefg3)h.............. (^a5defg + ..adefg5)h5........•  ......

adefgh3...................




90




30

6

45

15

3

15

5

3

45

15

3

15

5

1




3107




29G




VII. Diejenigen Glieder, welche aus sieben E bestehen.

Erklarung. Der erste Factor jedes Gliedes hat den folgenden Character. a5bcdef, ab5cdef, abc5def, abcd5ef, abcde5f^ abcdef5 mit also

G Gliedern.          _____________




(a5bcdef-\- ..abcdef5) (g+h)+(a2bcdeg+..abcdeg2)h . . . . abcdef(_g5-\-h5) + abcdegh5............ (^a5cdefg + ... acdefg5) h.............. acdefgh5 .................. abcdefgh..................




18

3

6

1

1




29




Summa




3432



Polynomium ist eine aus unendlich vielen Theilen bestehende Grofse.

Ponton. Die Bestimmung des Inhalts geschieht folgendermaafsen:

Fig. 909.
[image: ]


	
2. . die vier dreiseitigen Prismen, zwei von der Lange a und zwei von der Lange b sind = }(a+b)(A— a) h. UnterderVor-aussetzung, dais A — a = B—b hat man B=A-(a+b).



Die vier Eckpyramiden sind 12(A— a)5.

Der Inhalt des Pontons ist demnach

= [ab + } (a +b) (A— a) +1z(A — a)5] h.

Porisma. Die Erklarungen alle, welche Kliigel sammtlich als von verschiedenen Mathematikern herriihrend, in seinem ma-thematischeu Worterbuch angibt, sind mehr und weniger unverstandlich. Den aufgefuhrten Beispielen nach ist Porisma die Losung der Aufgabe, aus gegebenen geometrischen Grofsen andere zu finden, die alle mit einander in einem constanten Verhaltnifs stehen.

Die von Kliigel unter No. 5 aufgefiihrte

beispielsweise Aufgabe ist: Ein Kreis und eine gerade Linie sind gegeben. Man soil in dem Kreisumfang denjenigen Punkt

Fig. 910.
[image: ]


finden, durch welchen nach beliebigen Richtungen gerade Linien gezogen, die-selben alle so geschnitten werden, dafs beide Theile gleiche Rectangel geben. Dieser Punkt ist der Durchschnittspunkt der aus dem Mittelpunkt auf die gerade Linie gefallten Normale. Denn dafs DE X FE constant ist, findet man mit Hiilfe des Halbmessers CD. Es ist namlich

DE = 2CE sin%a = 2r sin^a

FE- EGsec FEG=EG • cosec^a

mithin DE'xFE—2r- EG.

Porositat, s. n. dem Art. „Atom“ pag. 163

PositiV, s. affirmativ.

Positionswinkel eines Sterns, der ge-bildet wird durch zwei grofste Kreise, der eine durch den Pol der Ekliptik, der an-dere durch den Pol des Aequators.

Postulat, s. u. „Constructions-satze“, pag. 124.


b sin a _ sin (y - x) sin y cos x —




hieraus




Mithin




a sin 3 sin x b sin a cot x = — • —--I cot y a sin 3




—         . , a sin 8 ,

Eben so 1st cot y = — • ——- — cot y b sin a

ist y stumpf, d. h. sind ZC +2D <180°, so ist cot y negativ zu nehmen.

Potenz ist ein Product aus zweien oder mehreren gleichen Factoren.

49=7x7=72; 64=8x8=82=4x4x4=4 =2x2x2x2x2x2=26. Die Anzahl der gleichen Factoren heifst der Exponent, die mehrmal genommene Zahl heifst die



Potenotsche Aufgabe. Es sind die drei Punkte A, B, C ihrer Lage nach bekannt, oder was dasselbe ist, das Dreieck ABC ist gegeben; man soil einen beliebigen vierten Punkt D gegen die gegebenen drei Punkte seiner Lage nach bestimmen.

Bezeichnet man die Seiten AC und BC mit b und a, die Winkel des Drei-ecks mit A, B, C. Ferner wird voraus-
[image: ]

gesetzt, dafs man von D aus nach den gegebenen drei Punkten visiren kann und dafs mithin /_BDC = a und ZADC = 8 bekannt sind.

Die beiden Z CAD und CBD sind un-bekannt, mit a und y bezeichnet und man hat

y = 360° - C - D - x oder der Abkurzung wegen den bekann-ten Winkel 360°— C— D mit y bezeichnet: y = y — x.

Die Diagonale CD lafst sich aus den beiden Dreiecken ACD und BCD aus-driicken, es ist namlich

CD _ sin x _ sin (y — x} sin 3 sin a

cos y sin x

= sin y cot x — cos y sin x                             '

Wurzel; die Potenz wird nach der Zahl des Exponenten benannt.

Jede Wurzel ist die erste Potenz: 7 = 71; 49 = 72 ist die zweite Potenz von 7 oder das Quadrat von 7 oder 7 im Quadrat. So heifst die dritte Potenz auch der Cubus, die vierte auch Bi-qu adr at.

Desgleichen wird nach dem Exponent die Wurzel benannt und man hat zweite oder Quadratwurzel, dritte oder Cu -bikwurzel, vierte oder Biquadrat-wurzel, 5te, lOte Wurzel u. s. w.

Bleibt die Wurzel dieselbe und man potenzirt diese nach der naturlichen Rei-henfolge von Bruchzahlen, so heifst die constante Wurzel die Basis, die Expo-nenten heifsen Logarithmen, die Potenz der Numerus, die ganze Reihen-folge der Potenzen in Summa ein Lo-garithmensystem.

Die alten Mathematiker verglichen be-kanntlich die arithmetischen Grofsen im-mer mit den geometrischen, sie nannten daher die zweitePotenz eine viereckige Zahl oder ein Quadrat, die vierte ein Quadratoquadrat, die fiinfte einen Quadrato-Cubus, die sechste einen Cubocubus. Daher bei Euklid die in Potenz commensurabele und incommen-surabele Linien.

	
	
1.    Die Elementarrechnung mit einfachen Potenzen oder die Species derselben be-stehen blos in zwei Rechnungsarten, dem Multipliciren und dem Dividiren. Erste-res geschieht durch Addition, letzteres durch Subtraction der Exponenten.





a” xam =am+n; d"=a—m

am

a"xi"= (ady"; «"=(#)"

b" 6/

25034 2+3 — • —— 3-4 — -1 = 1

Es ist Va = a n ; a11 = Va

m

Vam =a "

Va?=va; vat. 62 • c = a3 • 63 • c3
[image: ]

P’PA

{amyi =an =}/amP


m p m p mq-^-np a"xal=a"l=a " m

n M_P mg — "P

— = an 1 = a nq

at

	
(a}m (a)” _a”: a" _ a"+” (b) *\) ~ bm • bn~ bm+n



Potenz der Hyperbel ist Fig. 718, pag 265 im Art. ,Hyperbel" das Quadrat der Linie MZ oder der halben Linie MN.

1

 • 2r2 • 4r2        8

2

s = 2r • sin 11° 15' = 0,312 8690 x r 8= 2r • tg 11° 15'   = 0,316 7688 X r

3

 Der ersten Abtheilung mit dem ersten

4

 Das innere Parallelepiped mit der

5

unteren Grundflache ist = abh.


Potenzexponent, s. u Exponent.

Potenzrechnung, s. u. Potenz.

Potenzzeichen, desgl. daselbst.

Praktik, welsche, ist die Kunst, beim Rechnen mit Leichtigkeit und Schnellig-keit zu verfahren.

Presse, die hydraulische, s. „hydrau-lische Presse". Alle ubrigen Pressen zum burgerlichen Gebrauch, auch mecha-nische Pressen genannt, werden durch Hebei, Keile oder Schrauben in Thatig-keit gesetzt.

Primfactoren einer Zahl sind die ein-fachsten Theiler derselben, z. B. die Primfactoren der Zahl 120 sind 2-2«2-3*5.

Primzahlen sind Zahlen, die aus keinen Factoren bestehen, die kein Product sind. Die von 1 bis 100 sind: 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 und 97. Die Zahl 2 ist die einzige ge-rade Zahl unter den Primzahlen. Es gibt kein aufseres Kennzeichen fur eine un-grade Zahl mit Ausnahme, deren End-ziffer die 5 ist, ob sie Primzahl ist oder nicht.

Primzahlen unter si ch sind solche Zahlen, die keinen gemeinschaftlichen Factor haben als 25 und 36. Sie wer-den auch relative Primzahlen genannt.

Prisma ist ein Korper, welcher zwei parallele congruente Endebenen besitzt, und deren diese verbindenden Seitenfla-chen Parallelogramme sind. Jeder mit den Endebenen + genommene Durch-schnitt ist denselben congruent.

	
	
2.    Zwei Prismen sind congruent, wenn sie congruente Endflachen und eine congruente Seitenflache haben.


	
3.    Ein schiefes Prisma hat denselben Inhalt mit einem geraden von denselben Seitenkanten, dessen Grundflachen aber ein auf die Seitenkanten normal gefiihr-ter Durchschnitt ist. Denn ist GHJ ein normaler Querschnitt des schiefen Prisma ABC DEF, so nimm auf der verlanger-ten Kante AF ein Stuck GL = AF, lege durch L eine Ebene = zu GHJ und er-weitere die Seitenflachen des Prisma, bis sie die Ebene schneiden, so entsteht ein gerades Prisma GHJKLM, dessen Kan-ten denen des schiefen Prisma gleich sind.





Da AF=GL so ist AG = FG; ebenso folgt BK= EH, CM — DJ u. s. w. Bringt man also den Korper GHJ DEF so in den Korper KLM ABC, dafs die Grund-

Fig. 912.
[image: ]


flachen GHJ und KLM congruiren, so werden auch die Kanten GF, EH u. s. w. mit den Kanten AL, BK u. s. w. zu-sammen fallen, weil sie auf den Grund-Aachen normal und je zwei und zwei einander gleich sind; mithin fallen auch die Punkte F, D, E u. s. w. auf die Punkte A, C, B u. s. w. und die End-Aachen eben so. Daher decken sich auch alle Seitenflachen, folglich sind die Kor-per ABCLKM und DEFGHJ congruent.

Nimmt man nun von dem Korper DEFLKM einerseits denKorper ABCLKM hinweg, so bleibt das schiefe Prisma ABCDEF, nimmt man andererseits den gleich grofsen Korper DEFGHJ, so bleibt das gerade Prisma GHJLKM-, das schiefe und das gerade Prisma sind also gleich grofs.

	
	
4.    In einem Parallelepipedum sind die gegenuber liegenden Seitenflachen gleich und parallel.





Denn das P. ist ein Prisma, dessen Endflachen Parallelogramme sind. In einem Prisma sind die Endflachen congruent, folglich die Endflachen des P. congruente Parallelogramme. Bei zweien gegeniiberliegenden Seitenflachen sind also je zwei Seiten einander + und gleich, folglich diese Seitenflachen + und 9, weil uberdies die homologen Winkel gleich sind, da ihre Schenkel = laufen. In einem Parallelepipedum kann man also je zwei einander gegenuberliegende Be-grenzungsflachen als Grund- oder End-flachen^betrachten.

	
	
5.    Zwei Parallelepipeda von congruen-ten Grundflachen und gleichen Hbhen sind gleich grofs.





Denn legt man die Grundflachen der beiden P. so auf einander, dafs sie congruiren und die P. selbst auf einer Seite der congruirenden Grundflachen liegen, so sind zwei Falle zu unterscheiden.

	
1.    Wenn zwei gegenuberliegende Seitenflachen des einen P. mit zweien des anderen in einer und derselben Ebene liegen und


	
2.    Wenn keine Seitenflache des einen mit keiner Seitenflache des anderen in einer und derselben Ebene liegt.



Es seien nun im Isten FAIABCDEFGH und ABCDJ KLM die beiden P., bei de-nen die Seitenflachen AG, AL, DH, DM in einer Ebene liegen. Da sie gleiche Hohen haben, so fallen auch die oberen Endflachen FH und KM in einerlei mit der Grund flache BD + laufende Ebene und so bildet sich das vierseitige Prisma AELC, dessen Endflache die Trapeze ABLE und DCME sind. Dieses Prisma wird durch die Ebene ADJK in zwei Theile zerlegt, wovon der eine das P. AM, der andere das dreiseitige Prisma ADEFKJ ist. Eben so zerlegt die Ebene BCHG jenes vierseitige Prisma in das P. AH und das dreiseitige Prisma BCHGLM. Diese dreiseitigen Prismen sind aber 9; denn es ist die Grundflache AFK der einen 9 der Grundflache BGL der anderen, die Seitenflache ADEF des einen 9 der Seitenflache BCHG des anderen und diese beiden sind gegen ihre Grundflache unter gleichen Winkeln geneigt. Nimmt man daher von dem vierseitigen Prisma nach einander die dreiseitigen hinweg, so mufs Gleiches iibrig bleiben. Nun bleiben aber die beiden zu verglei-chenden Parallelepipeden, folglich sind diese gleich grofs.

2ter Fall. Liegen die Seitenflachen des einen mit denen des anderen in verschiedenen Ebenen, so sei NOPQ die obere Endflache des Parallelepipeds ABCDNOPQ. Erweitert man nun die Seitenflachen AD NO und BCQP bis sie die erweiterten Ebenen der Seitenflachen AB GF und CDEH schneiden, so bildet sich uber der Grundflache ABCD durch Erweiterung der oberen Endflachen EG und NP ein drittes Parallelepipedum ABCEJKLM, mit welchem nach dem ersten Fall die beiden Parallelepipeda ACHF und ACQO gleich grofs sind, und folglich sind die eben genannten auch unter sich gleich grofs.

Fig. 913.
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6.    Jedes Parallelepiped lafst sich in ein gerades von derselben Hohe und von gleich grofser und rechtwinkliger Grund-flache, d. h. in ein rechtwinkliges P. ver-wandeln, welches mit dem gegebenen einerlei Korperinhalt hat.



Denn construirt man uber der Grund-flache des gegebenen ein gerades von derselben Hohe, so ist nach dem vorigen Satz das letzte mit dem gegebenen von gleicher Grofse. Es sei ABCDEFJK das gleich grofse gerade P.; auf der Seite AB der Grundflache errichte man bis an CD in A und B die Normalen AH und BG, so entsteht das Rechteck ABGH gleich der Grundflache ABCD. Errichtet man nun uber ABGH als Grundflache ein gerades P. von einerlei Hohe mit dem ABCDEFJH, so ist jenes ein recht-winkliges, welches mit dem gegebenen eine gleich grofse Grundflache und eine gleiche Hohe hat, ist aber auch von glei-chem korperlichen Inhalt mit dem gegebenen. Denn man kann die gemeinschaft-liche Seitenflache ABEF als Grundflache betrachten, so hat dann das Paralle-lepipedum ABCDEFJK und das recht-winklige, dessen Grundflache ursprung-lich ABGH ist, einerlei Grundflache und gleiche Hohe, folglich sind beide P. gleich grofs; das rechtwinklige ist also auch mit dem gegebenen gleich grofs.

	
7.    Parallelepipeda verhalten sich ihrem korperlichen Inhalt nach wie die Pro-ducte aus den Inhalten ihrer Grundflachen multiplicirt mit den zugehorigen Hohen, sofern man die Grunafiachen nach einerlei Flacheneinheit und die Hohen nach derselben Langeneinheit bestimmt.



Denn da P., wenn sie nicht rechtwink-lig sind, sich in solche mit gleichen Grundflachen und gleichen Hohen verwandeln lassen, so ist der Beweis nur fur rechtwinklige zu fiihren.

Es seien zuerst die P. von congruen-ten Grundflachen, dann lassen sie sich so in einander legen, dafs ihre Grundflachen congruent und ihre Seitenkanten zusam-men fallen, dafs einer also ein Theil des anderen wird.

ABC und ABD seien die beiden zu einander gelegten P., deren gemeinschaft-liche Grundflache AB, dann sind AC und A D ihre Hohen. Ist nun zuerst AC commensurabel mit AD, so sei AE ihr gemeinschaftliches Maafs. Dieses sei in AC n-, in AD m mal enthalten. Tragt man nun AE von A nach D auf und legt durch die Endpunkte der aufgetra-genen Theile Ebenen + zu AB, so zer-fallt dadurch das P. ABC in n, das P. ABCD aber in m unter sich congruente Theile. Bezeichnet man nun einen die-ser Theile mit P, so hat man Pp. ABC = nP und Pp. ABD = mP-, folglich ist

P= — ABC und also Pp.ABD = — ABC-, n                       n

m mithin ist — der Name des Verhaltnis-n

ses ABC: ABD. Ganz eben so folgt, m

dafs AD = — AC, folglich hat auch das

Verhaltnifs AC : AD denselben Namen

—, die beiden Verhaltnisse sind also ein-n

ander gleich und daher P. ABC : P. ABD = AC:AD.

Sind die Hohen AC und AD incom-mensurabel, so folgt eben so, dafs jene beiden Verhaltnisse immer einerlei An-nahertingsnamen und mithin ebenfalls einander gleich sind; es verhalten sich also P. mit congruenten Grundflachen wie ihre zugehorigen Hohen.

Nun seien ferner bei zwei rechtwink-ligen Pp. A und B die Nebenseiten der Grundflachen des einen und a, b die des anderen, die zugehorigen Hohen seien // und h, die Inhalte der Pp. P und p. Nun denke man sich zwei andere P., wovon das eine zu Nebenseiten der Grundflachen A, B und zur Hohe h hat, der Inhalt dieses P. = P', von dem anderen P seien a, B die Nebenseiten der Grundflachen und h die Hohe, der Inhalt — p', so hat man nach dem Erwiesenen P: P' = H: h. Bei den Pp. P und p' kann man die Seitenflachen, deren Nebenseiten B und h sind, als Grundflachen betrachten, dann sind ihre Hohen A, a und man hat eben-falls P : P = A : a.

Bei den Pp. p’ und p kann man die Seitenflachen, deren Nebenseiten a und li sind, als Grundflachen betrachten, dann sind diese gleich und B und b sind die zugehbrigen Hohen, folglich ist auch p' xp = B : b.

Setzt man die drei Proportionen durch Multiplication zusammen, so erhalt man

Fig 914.
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P1 ’p': P’pp’ - II. A- B-. hab wo raus P.p^ABH: abh.

Sind G und g die Inhalte der Grundflachen der Pp. P und p, so hat man G : g = AB : ab, folglich P -p — H • G : hg.

	
8.    Ein P. wird von einer durch zwei gegeniiberliegende Seitenkanten gelegten Ebene in zwei gleich grofse dreiseitige Prismen zerlegt.



Man schneide das P. mit einer Ebene, die auf den Seitenkanten desselben normal ist, so ist der Durchschnitt ein Pa-rallelogramm und wird durch die Diago-nalflache also in zwei congruente Dreiecke getheilt, welche die normalen Durch-schnitte der beiden dreiseitigen Prismen sind, worin das P. zerlegt wird. Nun ist jedes Prisma gleich einem geraden, dessen Grundflache der normale Quer-schnitt des ersten ist und dessen Seitenkanten dieselben sind, folglich sind hier die dreiseitigen Prismen so grofs als zwei congruente dreiseitige Prismen, folglich sind sie auch unter sich einander gleich.

	
9.    Zwei dreiseitige Prismen verhalten sich also wie die Pp., von denen sie die Halften sind, folglich wie die Producte aus ihren Hohen in die doppelten Inhalte der Grundflachen, also auch wie die Producte aus Grundflache und Hohe.


	
10.    Zwei Prismen verhalten sich im Allgemeinen wie die Producte aus den Inhalten ihrer Grundflachen in ihre Hohen.



Denn es bezeichnen P und p die beiden Prismen, G und g die Inhalte ihrer

Grundflachen, H und h die zugehbrigen Hohen. Man zerlege jedes Prisma durch Diagonalebenen durch die Seitenkanten in dreiseitige. Die des Prisma P seien der Reihe nach P, P2 P3 .. Pn- die ‘In-halte deren Grundflachen G, G, G, .. Gt^ Bei dem Prisma p bezeichnen p, p2 p3 •• p„ und g, g2 93 dasselbe.

Da nun dreiseitige Prismen sich wie die Producte aus Grundflache in Hohe verhalten, so verhalten sie sich wie ihre Grundflachen, wenn ihre Hohen gleich sind.

Also

P,:Pa:Pa:.P=G,G, G, ..G daher

P,‘:P,+Pa+.P=G,‘G,+G+...G, eben so folgt

P,: p, + P 2 + • • • P, = 9, : 9, + 9 2 + • • • 9,

Aber P, + P2 + ... Pn = P

P, + Pi + • • P. = P

G, + G, + .. G, = G

9,+9,+.9,=9

Also hat man auch

P,: P^ G, : G

Pip =9,9

Nun verhalt sich

P, •• P, = G, H : 9, h

Es ist aber auch, wenn man die Hin-terglieder der letzten Proportion mit h multiplicirt,

P,: P = 9, h : 9h woraus     P: P, = GH : G, H

hieraus P ■ p = GH : G, H

	
11.    Der Inhalt eines Prisma ist das Product aus denZahlen, welche den Inhalt der Grundflache nach dem Quadrat, dessen Seite die Langeneinheit und die Hohe nach der Langeneinheit selbst be-stimmen.



Denn sind P und p zwei Prismen, die Inhalte ihrer Grundflachen G und g ihre Hohen mit der Langeneinheit gemessen H und h, so hat man nach dem vorigen Satz P :p = GH : gh. Ist nun p ein Wiir-fel, dessen Kante jede = 1, so ist g = 1, h= 1, also auch gh — 1.

Bezeichnet man nun diesen Wiirfel mit k, so hat man

P : k = GH : 1 mithin ist P = GH • k folglich ist G • H die Zahl, welche angibt, welches Vielfache der Raum des Prisma P von dem Korperraum des Wiirfels k ist, folglich ist GH der Inhalt des Prisma.

Aehnliche Prismen siehe Bd. L, pag. 31.

	
12.    In einem dreiseitigen Prisma ABCDEF kennt man drei in einer Ecke zusammenstofsende Kanten wie auch die ebenen Winkel dieser Ecke; die Neigungs-winkel aller das Prisma begrenzenden Flachen, den korperlichen Inhalt und die Oberflache desselben zu linden.



	
1.    Bezeichnet man die Kanten AB mit a, AC mit b, AD mit c, die gegebenen Winkel BAC mit «, BAD mit 3, CAD mit y, so sind wegen dieser bekannten Winkel a, 3, y auch die Seiten des spha-rischen A bed bekannt, also auch die Win kel b, c, d. D. h. die Neigungswinkel der Seitenflachen ADEB, ADEC gegen die Grundflache und gegen einander selbst.


	
2.    Im geradlinigen Dreieck ABC kennt man die beiden Seiten AB, AC und den Winkel BAC, folglich auch die Winkel ABC, ACB und die Seite BC.


	
3.    Im spharischen Dreieck ace kennt man nun den Winkel a —b, nebst den Seiten ac, ae (180° 3), folglich auch die Winkel c, e und die Seite ce. Der Winkel c gibt die Neigung der Ebene BEFC gegen die Grundflache ABQ und der Winkel e die Neigung der namlichen Ebene gegen ABDE,

Fig. 915.
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4.    An der Ecke C kennt man die Winkel ACB^, ACF=UO°- y und BCF = 1M°-CBE = 180°—ce, folglich lafst auf eine ahnliche Art wie bei A der Neigungswinkel der Ebenen BCFE, ACFD nnden.


	
5.    Der korperliche Inhalt eines Prisma ist die Halfte von dem des Parallelepipeds von doppelt so grofser Grundflache und ist demnach



abc y$in +(« +8+y) • sin + (8 + y — «) • sin 2 (« + y — B) sin } (« + 3 — y)

	
6.    Die Oberflache des Prisma besteht aus drei Parallelogrammen und zwei Dreiecken. Es ist aber ^,ACB = /\DFE = ^ab sin a. Parallelogramm ABED = ac sin 3, ACFD = bc sin y. Da ferner BC und CBE ischon gefunden worden’, so setze man BC = f, CBE—^, alsdann ist Parallelogramm CBEF = cf sin g. Nimmt man lalles dieses zusammen, so erhalt man die gesuchte Oberflache



ab sin a + ac sin 3 + bc sin y + cf sin $.

	
13.    Ein schief abgeschnittenes dreisei-tiges Prisma ist dreien Pyramiden zusammen genommen gleich, von einerlei Grundflacne mit dem Prisma, deren Ho-hen aber die Abstande der Winkelspitzen des schiefen Schnitts von der Grundflache sind, oder einem dreiseitigen vollstandi-gen Prisma — von derselben Grundflache und dessen Hohe das arithmetische Mit-tel aus jenen drei Abstanden ist.



Denn es sei ABC die Grundflache, DEF der schiefe Schnitt des dreiseitigen Prisma. Man lege durch die Eckpunkte A, C, E und C, E, F Ebenen, so zerlegen diese das Prisma in drei dreiseitige Pyramiden. Diese drei Pyramiden sind FDEC {FDE Grundflache, C Spitze),

ABCE {ACB Grundflache, E Spitze) und AFEC {CAE Grundflache, F Spitze). Die Pyramide ABCE hat mit dem Prisma einerlei Grundflache und ihre Spitze im Winkelpunkt E des schiefen Schnitts, also zur Hohe den Abstand dieses Punkts von der Grundflache.

Betrachtet man von der Pyramide ACFE das Dreieck ACF als Grundflache, so ist E ihre Spitze, und weil BE mit AF also auch mit der Ebene des Drei-ecks ACF = lauft, so ist diese zweite Pyramide auch einer Pyramide gleich uber derselben Grundflache ACF, die ihre Spitze in B hat. Von dieser Pyramide ist das Dreieck ABC eine Begrenzungsflache; nimmt man diese als Grundflache an, so hat sie ihre Spitze in F. Die zweite Pyramide ACEF ist also gleich einer Pyramide von einerlei Grundflache mit dem Prisma und deren Hohe der Abstand des Winkelpunkts von der Grundflache ist. Nimmt man bei der dritten Pyramide CDEF das &CDE als Grundflache, also F zur Spitze, so ist sie, weil AF + der Ebene CDE, einer Pyramide gleich uber derselben Grundflache CDE mit der Spitze in A. Von dieser ist dasAACD eine Begrenzungsflache ; nimmt man diese zur Grund-flache, so hat sie ihre Spitze in E, weil BE mit derEbene ACD + lauft, sie istalso einer Pyramide gleich uber derselben Grund-flache ACD und Spitze in B, mithin ist auch die dritte Pyramide CDFE die-ser letzt genannten Pyramide gleich. Man kann aber bei letzterer die Begrenzungs-flache ABC als Grundflache betrachten; dann ist D ihre Spitze, folglich ist die dritte Pyramide einer Pyramide gleich uber der Grundflache der Prisma, die den Abstand der Winkelspitze D zur Hohe hat.

Fig 916.
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Dafs die Pyramide ACDE gleich ist der Pyramide CDFE, folgt unmittelbar, weil ^ACD=/\CDF. Ist nun g der Inhalt der Grundflache ABC, und sind h, h', h" die Abstande D, E, F von der Grundflache, so sind die Inhalte der drei Pyramiden, die das Prisma ausmachen, }gh, 39^'i 39^"i daher der Inhalt des Prisma = 39 (h + h’ + h").

Sind die Seitenkanten auf der Grundflache normal, so sind sie zugleich die Abstande der Winkelspitzen des schiefen Schnitts von der Grundflache, und daher ist in diesem Fall der Inhalt des Prisma ein Product aus der Grundflache und dem arithmetischen Mittel der drei Seitenkanten.

	
14.    Der Inhalt eines dreiseitigen schief abgeschnittenen Prisma ist gleich dem Product aus dem Inhalt eines auf die Seitenkanten normal gefuhrten Durch-schnitts und dem arithmetischen Mittel dieser Seitenkanten.



Denn es sei GHJ ein normaler Quer-schnitt des schief abgeschnittenen Prisma CDEF, so zerlegt der normale Schnitt dasselbe in zwei Theile, deren Inhalte sich nach dem Vorigen bestimmen lassen, indem man GHJ als Grundflache fur beide Theile betrachtet, denn dann hat man


Prisma ABCGHJ= A GHJ x } (AG + BH + CJ) Prisma DEFGHJ = A GHJ x } (,FG + EG + DJ) Prisma ABCDEF = ^\GHJ x J(AF+ BEA ED~)




15. Den Inhalt eines schief abgeschnittenen vierseitigen Prisma zu finden, wenn die vier Seitenkanten und der normale Querschnitt gegeben sind.

Es sei ABCDEFGH das vierseitige schief abgeschnittene Prisma, dessen End-Aachen ABCD und EFGH, die Kante AF sei a, BG = b, CH = c, DE = d, JKL M der normale Querschnitt. Zieht man in diesem die Diagonale KM, so sei &JKM = g, KLM = g’. Legt man durch die Kanten DE und BG eine Ebene, so zer-fallt dadurch das Prisma in zwei dreisei-tige, wovon nach dem vorigen Satz das eine ABDEFG = 3(a + b + d) g das andere BCDEGH = ^(b + c + d) g’

Daher ist der Inhalt des vierseitigen Prisma ABCDEFGH =

}(a + b + d} g + 8(6 + c + d} g’

= s(ag + eg") +4(6+d)( + g').

ist die Seitenflache ABDF ± der Sei-
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tenflache CDEH, ihr Abstand von ein- len Querschnitts = I, und die parallele ander gleich h, die Seite JM des norma- Seite KL =1, so ist g = Ahl, g' = ^hk, da-



her in diesem Fall das vierseitige Prisma =}(a+6+d)-H+3(+c+d) . {h2

= 8 hl (^h + b + d) + 2 (a + b + c).

Sind die parallelen Seitenflachen AEGF und CD EH Rechtecke, so ist b = a, d= c, daher der korperliche Inhalt

= 8 h [(2a + c) I + (a + 2c) 2].

Fig. 918.
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Fig. 919.
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Fig. 920.
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16.    Der Inhalt eines schief abgeschnit-tenen Parallelepipeds ist das Product aus dem Inhalt der Grundflache und dem arithmetischen Mittel der Abstande zweier gegeniiberliegenden Winkelspitzen des schiefen Schnitts von der Grundflache.



Es sei ABCD der schiefe Schnitt des Parallelepipeds uber der Grundflache

EFGH des Inhalts = g. Die Abstande der Winkelspitzen A, B, C, D seien in derselben Folge a, b, c, d von der Grundflache. Legt man nun durch die Kanten BG und DE eine Ebene, so theilt diese das Parallelepiped in zwei schief abge-schnittene dreiseitige Prismen, deren Grundflachen die Halften der Grund-Aachen des Parallelepipeds sind. Folg-lich ist nach dem Obigen

ABDEFG = ^9> ^(a + b + d)

BCDEGH =19 • W + c + d)

Mithin der Inhalt des ganzen Parallelepipeds

= hg • } (a + b + d) + 4 9 } (b + c + d) = (a+26 + 2d + c)

Der schiefe Schnitt ist ein Parallelo-gramm, weil die Gegenseiten die Durch-schnitte des schiefen Schnitts mit Paral-lelebenen sind. Die Diagonalen halbiren sich also wechselseitig in ihrem Durch-schnitt J. Legt man durch die Lothe a und c und b und d Ebenen, so sind diese auf der Grundflache des Parallelepipeds normal, die Durchschnittslinie JK dieser beiden Ebenen ist also auch ein Loth auf der Grundflache, und folglich ist 2 JK = a + c = b + d. Substituirt man daher fur b + d seinen Werth a + c in den obigen Inhaltsausdruck des Parallelepipeds, so wird derselbe = e 9 (3a + 3c) = g • |(a + c).

Ist das schief abgeschnittene Parallelepiped ein gerades, so sind die Abstande der Winkelspitzen des schiefen Schnitts von der Grundflache die Kanten selbst, und hieraus folgt wie bei dem dreiseiti-gen schief abgeschnittenen Prisma, dafs der Inhalt jedes schief abgeschnittenen Parallelepipeds ein Product ist aus dem Inhalt eines auf die Kanten normal ge-fuhrten Querschnitts und dem arithmetischen Mittel zweier gegeniiberliegenden Kanten.

Fig. 921.
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17.    Prismen sind ahnlich, wenn sie ahnliche Grundflachen, eine ahnliche ho-mologe Seitenflache und diese unter glei-chen Winkeln gegen die Grundflachen geneigt haben.



Denn es seien ABCDEFGH und abcdefgh zwei Prismen, worin die Grundflachen ABEF und abef, sowie die Sei-tenflachen ABCD und abed einander ahnlich und die letzten gegen die ersten

Fig. 922.
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unter gleichen Winkeln geneigt, alsdann ist die Ecke bei B 09 der bei b. Denn wegen der Aehnlichkeit der Grundflachen ist ABE = Seite abe, und wegen Aehnlichkeit der Seitenflachen Seite ABC — abc, und wegen gleicher Neigungswinkel der Seiten FE, fe sind auch die von diesen eingeschlossenen Winkel gleich Folg-lich sind auch die Seiten CBE und cbe, so wie die Winkel, welche diese Seiten mit den Seiten ABE und abe machen einander gleich. Die Seitenflachen BCE und bce der Prismen sind also gleich-winklig und gegen die Grundflachen unter gleichen Winkeln geneigt. Wegen Aehnlichkeit der Grundflachen ist AB:ab = BE'be, und wegen der Aehnlichkeit der Seitenflachen AB: ab = BC : bc. Mit-hin ist auch BC : bc = BE : be. Daher sind die Seitenflachen BCE und bce ahnlich, schliefst man so fort, so folgt, dais alle homologen Seitenflachen ahnlich und folglich alle homologen Winkel gleich und alle homologen Kanten und Linien proportional sind.

	
18.    Aehnliche Polyeder verhalten sich wie die Wiirfel der homologen Kanten oder Linien.



Man falle auf die Grundflachen die Lothe CG und cg und ziehe BG und bg, so sind die ^_CBG und cbg die Neigungswinkel der Kanten BC, bc gegen die Grundflachen, und da die Ecken B und b 9 sind, so sind diese Neigungswinkel einander gleich, mithin die Dreiecke CBG, cbg einander g. Daher hat man

CG : cg = BC : bc = AB : ab.

Es ist aber auch Grundflache ABEF ■. abef AB2:ab2.

Setzt man beide Proportionen zusam-men, so erhalt man

CG X ABEF: cg x abef = AB3: ab3.

Nun verhalten sich aber Prismen wie die Producte aus ihren Grundflachen und Hohen, folglich ahnliche Prismen wie die Cubi ihrer homologen Kanten.

Prisma, achromatisches, siehe den Art. „ achromatisch", pag. 24.

Prisma, (Optik) hat in der Physik Wich-tigkeit in Betref der Brechung der Licht-strahlen. Das Wesentlichste hiervon s. den Art. „ Brechung derLichtstrah-1 e n".

Prisma (Kryst.). Es gibt deren sehr viele:

	
1.    Das quadratische oder die qua-dratische Saule hat die Form 891.


	
2.    Das oblonge oder die rectangu-lare Saule hat die Form eines rechtwinkligen Parallelepipeds.


	
3.    Das rechtwinklig vierseitige. Es gibt zweierlei derselben und kommen diese haufig mit den Quadratoctae-dern vor.


	
4.    Das achtseitige, das vier und vier-kantige hat 8 Flachen mit zweierlei Kanten.


	
5.    Das sechsseitige; ihre GFlachen sind der Hauptaxe parallel.


	
6.    Das zwolfseitige, sechs und sechs-kantige hat 12 Flachen, 12 Kanten die der Hauptaxe 4, die Kanten zweierlei, 6 abwechseind sind stum-pfer und 6 abwechselnde scharfer.


	
7.    Das vertikale vierseitige steht in genauer Beziehung zu den Rhom-bendodekaedern. Die Kanten des P , welche an den Endpunkten der zwei-ten Nebenaxe liegen, heifsen die ersten, die an den zweiten Seiten-kanten die zweiten Seitenkan-ten.


	
8.    Das horizontale, deren Flachen der zweiten Nebenaxe + sind, heifsen die ersten horizontalen Prismen; deren Flachen der ersten Nebenaxe + sind, die zweiten horizontalen Prismen.


	
9.    Das vertikale P. und die beiden horizontalen Prismen, die zu einem und demselben Octaeder gehoren und deren Flachen daher eine gleiche Lage haben wie die Kanten desselben, heifsen die drei zusammengeho-rigen Prismen.


	
10.    Das vordere schiefe Prisma,


	
11.    Das hintere schiefe Prisma eines zwei und eingliedrigen Octaeders, kommen aber in den zweierlei Flachen eines zwei und eingliedrigen Octaeders getrennt vor, woher die zwei schiefen Prismen, in welche sie zerfallen konnen, auch besonders be-zeichnet werden. Dies geschieht nun dadurch, dafs man das Prisma, des-sen obere Flachen an dem Octaeder an der hinteren Seite liegen, das vordere schiefe Prisma, das letz-tere das hintere schiefe Prisma nennt.



Bei der Bezeichnung eines Octaeders miissen immer die Zeichen bei-der Prismen ausgefuhrt werden, da eines nie das andere voraussetzt.

	
12.    Das vierseitige Prisma, deren Flachen der Hauptaxe + sind.


	
13.    Das vertikale Prisma, deren Flachen der Hauptaxe + sind.


	
14.    Das erste horizontale Prisma, deren Flachen der zweiten Neben-axe + sind.


	
15.    Das zweite horizontale Pris ma, deren Flachen der ersten Ne-benaxe + sind.



Prismat isches Krystallisationssy-Stem ist das vierte System, das einund-einaxige System, bei welchem drei unter einander ungleichartige Axen unter rechten Winkeln sich schneiden (s. „ Axensystem“).

Prismoid ist ein Korper, dessen Grund-flachen parallele geradlinige Oberfla-chen von gleich vielen aber unahnli-chen Seiten sind. Die Seitenlinien oder Kanten sind sich einander, keine oder nicht alle parallel, wie sie in dem Prisma sind. Die Folge der parallelen Durch-schnitte mufs als stetig gedacht werden.

Probe, Rechnungsprobe ist eine Rech-nung, mit welcher man sich versichert, dafs eine in Zahlen ausgefiihrte Rech-nung richtig ist. Die beste Probe ist, wenn zwei Rechner sie unternehmen und ihre Resultate iibereinstimmend finden. Wenn ein Rechner dies nicht haben kann, so mag er selbst die ganze Rechnung nach einer Zwischenzeit wieder vorneh-men und zwar auf eine abgeanderte Art. Z. B. beim Addiren, besonders vieler

Posten wird er einmal von oben herunter, das andere Mal von unten nach oben summiren; auch fangt man nach dersel-ben Richtung mit einer Einheit mehr oder weniger an, wo man als Resultat eine Einheit mehr oder weniger erhalt.

Die Multiplication mag es durch die Division, die Division durch die Multiplication prufen. Hier konnen auch die Logarithmen niitzliche Dienste leisten. Das Facit einer Regel de trie nehme man als ein gegebenes Glied der Proportion und eines der gegebenen Glieder zum Gesuchten. Siehe ferner die Art. „Neu-nerprobe, Eilferprobe".

Problem, s. unter dem Art. „Auf-gabe “.

Problem von drei Korpern, s. d. Art. „ Perturlationen “.

Problem, ballistisches, s. u „ Balli -stik".

Problem, beaunisches, ist folgendes :

Die Gleichung fur die krumme Linie AM zu finden, in welcher die Ordinate PM zu der Subtangente PR sich verhalt wie eine gegebene gerade Linie zu dem Unterschied der Ordinate und Abscisse.


Fig. 923.
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D. i. wenn die gerade Linie AB unter dem Winkel von 45° durch den Anfang der Abscissen A gezogen wird, welche PM in Q schneidet und die gegebene Linie D heifst, so soil sein





PM -.PR^D: MQ.

Jacob Bernoulli hat diese Aufgabe all-gemeiner gemacht, dafs er statt der ge-raden Linie AB irgend eine krumme Linie setzte.

Es sei AMN die gesuchte krumme Linie, die Abscisse AP=x, die Ordinate PM = y, der Winkel APM ein rechter, die gegebene Linie D = a.


— Ox

Es ist die Subtangente PR = y 8, , also nach der Bedingung der Aufgabe by : Ox = a •. y — x




d. h.




a.d a = y Oy — x by.




In dieser Differenzialgleichung sind die veranderlichen Grofsen nicht gesondert. Inzwischen hat man hier nicht nothig, eine Substitution oder einen Multiplicator zu suchen. Man subtrahire auf beiden Seiten das Differenzial ady, so ist




oder




a Ox — a by = y by — x by — a by a^x-by} =-9y




Da
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u

const. ‘

a + x — y _  y

const.        a

const.  =9

a + x — y    a





so ist




logn




und




in




Soil die krumme Linie durch den An-fangspunkt der Abscissen gehen, so ist der Logarithmus = 0 wenn y = 0 und die zugehorige Zahl ist =1, also Const, — a




, , a y und loan —  --= —.

a + x — y a

Man nehme auf der Abscissenlinie AC — a, ziehe CV unter dem Winkel von 45° oder + Ali, verlangere RM bis an CV in S, so ist MS — a + x — y. Es sei MT + CP, so ist auch MT —a + x — y und CT= y V2.

Man setze TM = u, CT = %,




. a % so ist in — — —.

u aV2

Es ist also die krumme Linie eine lo-garithmische, deren Asymptote CV ist. Dafs die Coordinaten CT, TM einen Winkel von 45° machen, ist kein wesentlicher Unterschied von derjenigen, wo der Coor-dinatenwinkel ein rechter ist. Die be-ruhrende RM schneide die Asymptote in V. Ebenso wie bei rechtwinkligen Coordinaten ist TV = — “Os. Aus der

Ou

.                                      Ou

Gleichung zwischen u und % folgt--




2z

=a—, also ist TV = a V2 oder die Subtangente auf der Asymptote ist un-veranderlich wie an der logarithmischen mit rechtwinkligen Ordinaten.

Dieses hat Descartes gefunden. Er lafst die krumme Linie durch die stetige Durchschneidung zweier geraden Linien beschreiben, deren eine sich = mit AB, die andere + mit AC von dem Punkt A an bewegt. Die Geschwindigkeit der ersteren lafst er gleichformig sein, die Geschwindigkeit der anderen aber zuneh-men nach dem umgekehrten Verhaltnifs des auf AC noch riickstandigen Weges fur die mit AB parallele. In A sollen beide Geschwindigkeiten ‘gleich grofs sein. Dieses ist ganz richtig. Die mit AB parallele sei in LM, die mit AC parallele in TM, ihr Durchschnitt M. Es sei AL — t und LM = CT = a, so ist der senk-rechte Abstand der TM von AC = y = 2.

Die Geschwindigkeiten der Linien LM, TM, jener nach der Richtung AL, dieser nach der Richtung PM verhalten sich wie bt'. by. Nun ist t = a — u, also dt = — bu die Gleichung zwischen u und z gibt —du = —. Daher ist Bt : by = $ a—t a                 J

a a — t: a = 1:-----.

a — t

In A, wo t = 0 ist, ist Bt: by = 1 : —“. ’            ’          • a-t

Man kann auch, wie man hieraus sieht, TM sich gleichformig und LM sich un-gleichformig bewegen lassen, sowie man die Logarithmen ursprunglich in arith-metischer Progression, die zugeordneten Zahlen in geometrischer sich vorstellt.

Product ist die Grofse, welche aus der Multiplication zweier oder mehrerer Zahlen entsteht. Wie ein Product numeri-scher Grofsen gefunden wird, lehrt die gemeine Arithmetik, s. „ Multiplica-tion“. Fiir allgemeine Grofsen, als Zahlen betrachtet, zeigt es die Buchstaben-rechnung, fiir Reihen insbesondere die Combinationslehre.



	
2. das Product (1 — 22) (1 — 452) (1 - 322) (1 — 132) u. s. w. ist =-----  und



das Product (1 - %2) (1 - 332) (1 — 2532) u. s. w. = cos 47z. Denn es ist sin q = q — 893 + 14695 — u. s. w. und           cos q = 1 — !2 + 294 - rhoq + ...

Die erste Reihe wird = 0, wenn q = 0 Setzt man daher fiir q die Grofsen nz oder 9 ein Vielfaches von ± 7 wird, und und 473, so haben die obige Reihen ihre die zweite Reihe wird = 0, wenn q ein Richtigkeit und Giiltigkeit. ungerades Vielfaches von ± 2 n wird. ,"% — ,— nz

	
3.    Das Product (I + %2) (1 + 4z2) (1 + 422) ... =---------- 27%



7z TF %

e 2 + e 2

Die Reihe A verwandelt sich, wenn x V— 1 statt x gesetzt und alles durch V— 1 dividirt wird, in die Reihe fur sin x und diese ist gleich dem Product
[image: ]

Productionsmaschine, s. den Art. „Ar-beitsmaschine“.

Progression, Reihe ist eine nach einem bestimmten Gesetz fortlaufende Reihen-folge von Zahlengrofsen. Es gibt zwei-erlei P., arithmethische und geomet rise he P. Die ersteren sind in dem Art. Arithmetische Reihe ausfiihr-lich abgehandelt.

Die geometrische Progression ist eine Reihenfolge von Zahlengrofsen, in welcher jedes vorstehende Glied mit einer constanten Zahl multiplicirt wird, um das unmittelbar darauf folgende Glied zu geben.

Eine Reihe ist nach beiden Richtungen endlos, sie ist nach einer Richtung hin steigend, wachsend, nach der anderen hin fallend, abnehmend.

}{•}• 1.2-4-8.16....

Die Zahl, mit welcher jedes voranste-hende Glied multiplicirt wird, um das nachfolgende Glied zu erhalten, heifst der Exponent; in dem vorstehenden Bei-spiel ist derselbe = 2.

Die allgemeine Form einer geometri-schen Reihe ist

a a           2    3       n—1

	
	
—9 • — • a • ea • e’a • e’a ....e a





e- e

wo bei a, dem ersten Gliede, e". la das nte Glied ist.

Um die Summe der Glieder solcher Reihe zu erhalten, multiplicire die gege-bene Reihe mit dem Exponent und schreibe sie darunter.

Also gegeben

a + ea + e2a + e3a + .... + e"^ 1 a = s

ea + e2a + e3a + eia + .... + e" a = eS

Zieht man nun die obere von der un-teren ab, so hat man, da alle inneren Glieder mit einander sich aufheben

e" a — a = eS — S

de” a woraus  S = ——-

e — 1

ist das erste Glied und irgend ein an-deres P, ferner der Exponent e gegeben, so erhalt man die Angabe des wie viel-ten Gliedes, welches P ausmacht, aus der Formel fur S. Denn es ist

P • a

S =----bekannt. Setzt man nun P= e", e — 1

so hat man

xlog e = log S + log (e — 1) — log a

Es sei P= 512, e = 2, a = 1,

2®- 1 so ist S = 512 = —-—

und x log 2 = log 512

, .      . log 512 2,7092700 J hieraus ist x = —X—— = ------------ — 9. log 2   0,3010300

Pronische Zahl ist die Summe einer Zahl und ihres Quadrats oder ihres Cu-bus oder ihres Biquadrats, namlich a + a2 oder a + a3 oder a + «4.

Proportion. Dieser Gegenstand ist in diesem Worterbuch unter verschiedenen Artikeln ausfuhrlich behandelt worden. S. die Art. „ Arithmetische P. “ und geometrische P.“; „continuirliche oder stetige P." s. u. dem Art. „Con-tinuirlich. Multipl. P.“ in dem Art. „Aequivalent“; ferner die Art. „ con -trageometrische P.“; „fortlau-fende oder geordnete P." in dem Art. „Geometrische P.“ No. 3. Endlich die Art. „Harmonische P. und con-traharmonische P.“

Der Uebelstand, dafs wenn die Proportionalitat zweier Arten von Grofsen fiir den Fall bewiesen ist, wo die Grofsen jeder Art commensurabel sind, dafs es dann auch noch fiir den Fall, wo sie in-commensurabel sind, geschehen mufs, veranlafst ein allgemeines Kennzeichen aufzusuchen, fur welches zwei Grofsen der einen Art mit zweien Grofsen der anderen Art proportional sind, diese Grofsen mogen commensurabel oder incom-mensurabel sein, wenn namlich bei ihnen dieses Kennzeichen wahrzunehmen ist.

Zwei Grofsen einer Art sind namlich mit zweien Grofsen einer andern Art proportional, wenn sie so zusammenhan-gen, dafs immer je zwei Grofsen der einen Art dasselbe Verhaltnifs haben, als die beiden ihnen einzeln angehorigen mit ihnen zusammenhangenden Grofsen der anderen Art.

Das Kennzeichen der Proportionalitat derselben ist nun das, dafs die Ganzen der einen Art auch zu den Ganzen der anderen Art gehoren miissen. Man denke sich ein Dreieck afg, in diesem zwei mit fg parallele Linien bd und ce gezogen, so hangen die beiden von den Seiten abgeschnittenen Stiicke ab, bc der einen mit denen ad, de der zweiten Seite so zusammen, dafs ad und de als Gerade der anderen Art proportional sind, wenn die Summen ab + bc und ad + de. Da dies nun hier ist, so sind die genannten Geraden proportional. Zu erweisen ist nun allgemein der Lehrsatz.

Zwei Arten von Geraden sind proportional, wenn zu den Ganzen zweier Geraden der ersten Art immer auf das Ganze zweier jenen einzelnen angehorigen oder mit ihnen zusammenhangenden Grofsen der anderen Art gehort; oder wenn zwei Grofsen a, b von einer mit zwei Grofsen A und B, jenen einzeln zu-gehorig, von anderer Art in solcher Be-ziehung stehen, dafs gleichwie zu den einzelnen Grofsen a und b, respective die Grofsen A und B stehen, auch zu dem Ganzen jener = a + b immer das Ganze dieser Grofsen = A + B gehorig ist, so sind die Grofsen a und b den Grofsen A und B proportional und man hat a : b = A : B.

Be we is. Es sei b = a, so ist der Vor-aussetzung nach B-A, und es gehort dann zu a -\- b — a ■}- a = 2a die Griifse A+A=2A, d. h. das Ganze der einen Art eben so abhangig wie die Einzelnen der einen zu dem einzelnen der anderen

Art. Es sei ferner b = ma, so ist a + b = (m + 1) a. Sind nun A und B Grofsen anderer Klasse und stehen mit a und b in gleicher Beziehung und es findet zwi-schen A + B dieselbe Beziehung zu a + b statt, d. h. A + B ist = {m + 1) A, so sind A, B und a, b proportional, denn aus A + B = (m + 1) A folgt B = tnA, also dasselbe Vielfache von A wie b von a ist. Also a : b = A : B.

m ,             m 1st b = — a, also b — a = — a — a n                  n n + m -------a. n ist nun A + B auch = ntm A, so n folgt B = " A, mithin a : b = A : B.

Folglich besteht die Proportionalitat bei obiger Voraussetzung, wenn die Grofsen commensurabel sind.


mensurabel, d. h.




n + m -----a

n

n + m + 1 ----------a




und es ist B + a



Sind die Grofsen einerlei Art incomm > — a b m+l also <----a n n m + n . >---A ebenfalls 7    , , n — m — 1 <------ A n m > — a letzterem B ”/, , d. m 1 ’


so




folgt aus




h.




es sind in




<----a n

dem Verhaltnifs a : b = A : B




die Hinter-



glieder immer zwischen denselben Viel-fachen ihrer Vorderglieder begriffen, sie haben also gleich irrationale Verhaltnifs-namen, sind mithin einander gleich und man hat daher auch in diesem Faile a : b = A : B.

Proportionale, mittlere, zwischen zwei Zahlen. Die mittlere arithmetische ist die halbe Summe beider Zahlen, die mittlere geometrische ist die Quadratwurzel aus deren Product.

Proportionale Spirale, s. v. w. „lo-garithmische Spirale".

Proportionalitat, der Bestand zweier Zahlen in irgend einer der gedachten Proportionen.

Proportionalzirkel, ein aus zwei wie die Schenkel eines Zirkels drehbar um einander verbundene Lineale. Auf diesen Linealen sind gerade Linien aus dem Mittelpunkt der Bewegung getragen, die nach verschiedenen Verhaltnissen einge-theilt sind; paarweise, auf jedem Lineal eine. Jede dieser getheilten Linien ist ein Maafsstab, welcher die Stelle einer Tabelle vertritt, indem die beigesetzten Zahlen gewisse zu den Langen der Linien gehorige Grofsen bedeuten. Dazu kom-men oft noch Linien an dem aufseren Rande parallel mit denselben. Diese dienen schlechthin als Maafsstabe.

	
1.    Die arithmetische Linie ist eine in gleiche Theile eingetheilte Linie, worauf die beigesetzten Zahlen die Langen von dem Mittelpunkt der Bewegung oder Theilung angeben.


	
2.    Die geometrische Linie gibt durch die Zahlen der Eintheilung die Quadrate der Langen an, wo das Quadrat der Lange 1 zur Einheit dient. Die Langen verhalten sich wie die Quadrat-wurzeln der beigezeichneten Zahlen.


	
3.    Die cubische Linie gibt durch die Zahlen der Eintheilung die Wiirfel der Langen an, so dafs die Langen selbst sich wie die Kubikwurzeln der Zahlen verhalten.


	
4.    Die Linien der Seiten regu-larer Vielecke zeigt fur die beige-setzte Zahl der Seiten die verhaltnils-malsige Lange derselben, so dafs jede dieser Langen auf dem Kreise, dessen Halbmesser der Seite des Sechsecks gleich ist, sich so oft herumtragen lafst als die Anzahl der Seiten angibt. Die Seite des Sechsecks sei = r, die Anzahl der Seiten eines Vielecks = n, so ist die Seite =



. 180°

	
	
2 r sin---—. n





Auf dem Proportionalzirkel, wie ihn Galilei angegeben hat, sind die Zahlen der Vielecke in umgekehrter Ordnung gesetzt. Die Lange zu der Zahl 6 ist nun die Seite und die Lange zu einer anderen Zahl, z. B. 10, ist der Halbmesser zu dem Zehneck oder Vieleck.

	
5.    Die Linie der Chorden der Polygonwinkel zeigt die Verhaltnisse der Chorden von den Nebenwinkeln der 180° Centriwinkel an. Diese sind =2rcos----, n



Die Linie ist entbehrlich.

	
6.    Die tetragonische Linie zeigt fur die beigesetzte Zahl der Seiten re-gularer Vielecke, welche gleichen Inhalt haben, die verhaltnifsmafsige Lange der



Seiten. Der gegebene Inhalt sei a2, die . , , 4a2   180° Seite = v, so ist v‘= — tg----, z. B. n n

wenn die Seite des Dreiecks 10000 Theile erhalt, so ist die Seite des eben so grofsen Vierecks = 6580, des eben so grofsen Funfecks 5017 u. s. w.

	
7.    Die Linie fur die Eintragung der regularen Korper in eine Ku-gel zeigt die verhaltnifsmafsige Lange des Durchmessers einer Ku gel und der Seiten der einzutragenden Korper.


	
8.    Die Linien fur die Verwandlung der regularen Korper zeigt die verhaltnifsmafsige Lange der Seiten bei gleichem Inhalt, zugleich mit dem Durch-messer einer gleich grofsen Kugel.


	
9.    Die Linie der Chorden gibt die Lange der Chorden zu den beigesetzten Graden eines Kreisbogens an, wobei die Lange zu 60° der Halbmesser ist. Diese Linie dient zugleich als Linie der Sinus fur die halben Bogen.


	
10.    Die Linie der Tangenten gibt die Lange der Tangenten zu den beigesetzten Graden eines Kreisbogens an, wobei die Tangente von 45° der Halbmesser des Kreises ist. Um Verwirrung in der Eintheilung fur die kleinen Bogen zu vermeiden, wird diese Linie an der aufseren Seite der beiden Schenkel ge-zeichnet, so dafs, wenn beide gerade aus-gestreckt werden, sie zusammen die voll-standige Linie der Tangenten bis zu der Tangente 2 oder dem doppelten Halbmesser (= tg 63° 26'.. .) ausmachen.


	
11.    Die Linie zur Eintheilung einer geraden Linie dient, eine gerade Linie in 2 bis 12 gleiche Theile zu theilen; ferner die Eintheilung nach dem aufseren und mittleren Verhaltnisse zu machen; auch zu dem Durchmesser eines Kreises den Umfang oder umge-kehrt zu finden. Sie ist entbehrlich.


	
12.    Die Fortificationslinie enthalt die verhaltnifsmafsigen Langen der Halbmesser regularer Vielecke fur eine gegebene Lange der Seite, auch noch die zugehorigen Langen der Flanke, der Kehl-linie und der Kapitallinie, die aber nach alten Systemen genommen zu werden pflegen. Diese Linie mag fiiglich weg-bleiben, da auch die Maafse an den Bastionen keine bestimmten Verhaltnisse haben konnen.


	
13.    Die metallische Linie enthalt die Durchmesser gleich schwerer Kugeln, also uberhaupt die ahnlich liegenden Seiten gleich schwerer ahnlicher Korper von verschiedenen Metallen.


	
14.    Man findet auch noch auf den Pro-portionalzirkeln einen Kaliberstab fur Geschiitz und Kugeln an der aufseren Seite gezeichnet, bei dessen Gebrauch das Instrument ganz geoffnet wird, dafs es ein gerader Maafsstab wird.


	
15.    Lombert hat dem Proportionalzirkel eine besondere Einrichtung zu perspec-tivischen Zeichnungen gegeben. Auf der einen Seite sind funf Paar Linien gezogen, an welchen die Langen sich umgekehrt wie die Eintheilungszahlen verhalten , um dadurch den perspectivi-schen Abstand eines Punktes von der Horizontallinie zu finden. Auf der an-deren Seite sind die Linien der Sinus, Tangenten und Secanten gezeichnet nebst einer elliptischen Linie, durch deren Hulfe die Ordinaten einer Ellipse fur an-genommene Ellipsen gefunden werden.


	
16.    Jacob Bernoulli hat einen Proportionalzirkel fur Schifffahrer angegeben. Aus dem Rhumb (der Richtung des Schif-fes) und der Veranderung der Breite wird dadurch die Veranderung der Lange gefunden.


	
17.    Die Englander haben viel weniger Doppellinien an ihren Sectoren oder Pro-portionalzirkeln, aber mehr einzelne an den aufseren Seiten als Maafsstabe, von jenen, nach Hutton nur die arithmetische, diejenige der Chorden, Sinus, Secanten, Tangenten bis 45° und nach einem klei-neren Maafsstabe uber 45° nebst der Linie der Polygone. Als Maafsstabe ein-fach, einer in Zolle und kleinere Theile getheilten, ferner fur Chorden, Sinus, Tangenten, einige zur Schifffahrt die-nende und einige logarithmische Maafsstabe.


	
18.    Der Proportionalzirkel ist ein niitz-liches Instrument fur Personen, die im Rechnen und in geometrischen Construc-tionen ungeiibt sind Es ist aber kost-bar, besonders wenn es vollstandig sein soil. Auch mufs es eine ziemliche Lange haben, wenn man eine gewisse Genauig-keit erhalten will. Mafsig geiibte konnen es fuglich entbehren.


	
19.    Der Gebrauch beruhet auf der Lehre von den ahnlichen Dreiecken: In dem A ABC sei DE^pBC, so sind die Drei-ecke ABC, ADE ahnlich und es ist AB : AD = BC : DE. Dadurch werden die Glieder eines gegebenen Verhaltnisses AB .AD in diejenigen eines diesem glei-chen BC-.DE verwandelt, von welchen eines BC oder DE gegeben wird. Auf dem Proportionalzirkel nimmt man auf zwei gleichbenannten Linien AB, AB die gleichen Langen AC, AC und AD,


	
IV.





AD, so sind CC, DD parallel bei jeder Eroffnung des Instruments. Oeffnet man dasselbe so weit, dafs man mit einem Handzirkel zwischen zwei gleichnamigen Punkten C, C eine gegebene Linie fafst, so erhalt man zwischen zwei anderen gleichnamigen Punkten D, D (die auch auf der anderen Seite von C, C liegen mogen) eine Linie DD, die zu CC das Verhaltnifs AD: AC hat, und die Linien CC, DD haben auf die bei C, D gesetz-ten Zahlen eben die Beziehungen, wie AC und AD gegen sie haben.

Fig. 924.
[image: ]


Z. B. CC und CD sollen die ahnlich liegenden Seiten zweier ahnlicher Figu-ren sein, deren Flachen sich wie 3:2 verhalten, so nimmt man auf der geometrischen Linie beider Schenkel zwei Punkte C, D, deren Zahlen wie 3 :2 sind, daher ebon so die ahnlichen uber CC und DD gezeichneten Figuren. Ist die eine gegeben, so hat man gleich durch das Instrument die andere.

Man wolle die Seite eines Funfecks haben, dessen Halbmesser gegeben wird. Auf der Linie der Polygone nehme man zwischen den Punkten 6, 6 die Weite DD dem Halbmesser gleich, und dann die Weite CC zwischen den Punkten 5, 5, so ist CC die gesuchte Seite des Funfecks. Ist die Seite des Vielecks gegeben, so fafst man diese zwischen den zugeho-rigen Zahlen und das Intervall 6, 6 ist der Halbmesser zu demselben.

	
20.    Der Proportionalzirkel hat anfangs noch eine andere Gestalt gehabt als die jetzt gewohnliche hier beschriebene, nam-lich die eines Doppelzirkels mit einem verschiebbaren Gewinde, welches nach den bezifferten Abtheilungen auf den Schenkeln gestellt und befestigt wird. Dieser Zirkel bildet zwei Vertikalwinkel, an welchen die Abstande der Spitzen sich wie die Langen der gleichen Schenkel verhalten. Speckle in seiner Architec-



21

tura von Festungen, welche zum ersten-male 1589 herausgekommen ist, erwahnt gleich im Anfange eines solchen Zirkels zum Verjiingen, zugleich eines anderen zu diesem Zwecke ganz in der Form unseres Proportionalzirkels. „Andere", sagt er, „haben einen breiten Zirkel gemacht, mit einem unbeweglichen .Centro, da sie dann auf beiden Linien in der Mitte der gespaltenen Linien die Theilungen der Verjungungen gemacht, und so weit man ihn allewege aufthut, ist allewege die Ver-jungung von einem bis in die 20 Theile gestanden und hat man solche Theilung mit einem andern Zirkel nehmen und suchen mussen.“ Er habe, fahrt er fort, „diese und andere Zirkel im Gebrauch nicht genau genug gefunden, sondern habe sich andere machen lassen,“ die vol-lig so beschaffen sind, wie die noch jetzt fiblichen Doppelzirkel mit entgegenge-setzten Schenkeln und festem Gewinde. Er hat deren mehrere mit verschiedenen Verhaltnissen der Lange der Schenkel abgebildet. Fur alle diese Instrumente gebraucht er die Benennung Proportionalzirkel.

	
21.    Aus dem Doppelzirkel mit beweg-lichem Gewinde ist vermuthlich der Pro-ortionalzirkel des Jobst Burgi oder Justus yrgius entstanden, den Levin Hulsius in seinem dritten Tractat der mechani-schen Instrumente (Frankfurt 1604) be-schreibt. Es sind auf den Schenkeln mehrerlei Abtheilungen, sechs Arten an-gebracht, um nicht blofs Linien, sondern auch Flachen und Korper zu verjiingen oder zu vergrofsern und noch einige Verhaltnisse anzugeben. Man fafst mit diesem Zirkel die eine Linie zwischen dem einen Paar Schenkeln und erhalt zwischen den Spitzen des anderen Paars die dazu gehorige Linie.


	
22.    Clavius beschreibt in seiner Geo-metria practica, die zuerst zu Rom 1604 herausgekommen ist, einen Proportionalzirkel nach der gegenwartigen Form. Dieser hat auf der einen Flache nur die arithmetische Linie, auf der anderen die Linie der Chorden. Clavius schlagi den Namen Instrumentum partium vor. Er sagt nicht, dafs er ein neues Instrument angabe.


	
23.    Galilai machte seinen Proportionalzirkel im J. 1606 bekannt, in einer sehr selten gewordenen Schrift. Die Ein-richtung ist ganz wie an den jetzt ge-wohnlichen Instrumenten. Die darauf gezogenen Linien sind die arithmetische, geometrische, stereometrische, metallische, polygraphische (fur regelmafsige Vielecke)


die tetragonica und eine adjuncta, mit-telst welcher Kreisabschnitte und Monde quadrirt werden konnen. Mathias Bernegger hat die Schrift ins Lateinische iibersetzt und mit einem Comentar ver-sehen, welcher wieder ins Italienische iibersetzt ist, wie er es sehr verdiente. Er fugte noch die Linie der Chorden und zwei Linien fur die regularen Korper bei. Ein Mailander Balthasar Capra eignete sich in einer Schrift die Erfin-dung dieses Instruments zu, worfiber Galilai mehr als es die Sache verdiente und er es nothig hatte, sehr aufgebracht wurde, sogar dafs ohne Zweifel auf seine Ver-anlassung alle vorrathigen Exemplare der Schrift des Capra confiscirt wurden. Er bestatigte durch Zeugnisse, dafs er den Proportionalzirkel vor 10 Jahren (um 1597) erfunden habe, und dafs seit der Zeit wohl auf 100 Stuck in Padua waren gefertigt worden. Einem Manne wie Galilai mag man dieses, und wenn die Sache viel wichtiger ware, auf sein Wort glau-ben. Vielleicht hat Capra ihn blos necken wollen, auf Anstiften der Neider und Wi-dersacher des Galilai.

	
24.    Die Form des Galilai’schen Proportionalzirkels ist also nicht neu, wohl aber der Gebrauch. Denn die altere diente nur zur einfachen Verjiingung oder Vergrofserung der Linien, da sie blofs die arithmetische Linie enthielt. Die galilaische Einrichtung dient zu man-cherlei geometrischen Constructionen und mag selbst zu Rechnungen bisweilen an-gewandt werden. In Absicht auf die Be-kanntmachung durch den Druck ist, nach der von Speckle geschehenen Erwahnung zweier Verjfingungs- Instrumente, das Byrgius-Instrument das altere, denn die Zueignung des Werkes von Hulsius vom 20. Mai 1603 und die der Gallileischen Schrift vom 10. Juli 1606.


	
25.    Hulton erzahlt in seinem Worter-buch die Geschichte des Proportionalzirkels folgendermaafsen. Man schreibt, sagt er, die Erfindung dem Guido Baldo oder Ubaldo um das Jahr 1568 zu. Die erste gedruckte Nachricht davon gibt Caspar Mordente zu Antwerpen im Jahr 1584, welcher erzahlt, dafs sein Bruder Fabricius Mordente in dem Jahr 1554 das Instrument erfunden habe. Darauf hat Daniel Speckle zu Strafsburg im Jahre 1589 es beschrieben, nach ihm Thomas Hood in London 1598, worauf sehr viele Schriftsteller fiber die Geome-trie davon gehandelt haben.



Es ist hier ein Mifsverstand in den Benennungen vorhanden, aus dem, was





ich aus des Speckle Werk angefiihrt habe, sieht man, dafs die altere Einrichtung in Doppelzirkel, vermuthlich mit beweg-lichem Gewinde gewesen ist. Es ware unbegreiflich, wie in dem Streite zwischen Galilai und Capra diese friiheren An-spruche auf die Erfindung des Propor-tionalzirkels nicht in Anregung gekom-men sind.

	
26.    Ueber den Proportionalzirkel sind viele Schriften erschienen. Ein Verzeich-nifs findet man in Scheibel’s neuer Aus-gabe von Scheffelts Unterricht vom Proportionalzirkel, Breslau 1781 in Leupold Theatro ..., wo auch die Byrgische Ein-richtung abgebildet und beschrieben ist, und in Kastners Geschichte der Mathe-matik.



Pseudomorphosen, (Kryst.) s. v. w. , Afterkry stalle“.

Ptolemaischer Satz. In einem Vier-eck im Kreise ist die Summe der Pro-ducte je zweier gegenuberliegender Seiten gleich dem Product der beiden Diago-nalen.

Also ADxBC+ ABx CD = ACxBD.

Fig. 925.
[image: ]


Denn zieht man die Linie AE

so dafs /^BAE — /^CAD

so ist, da Z ABE = Z ACD

/^BAE c ^\CAD

Nun ist Z.BAC=^BAE+ ^CAE

also auch         = CAD+ACAE = ^DAE.

Ferner ist /xACB = Z.ADB=</ADE

Hieraus hat man

^ABC = Z_AED

folglich     &.ABC c &AED

daher     AB : BE = AC .CD

auch AC : BC — AD : E D

oder     ABxCD = BExAC

ADxBC^EDxAC hieraus durch Additon

AD X BC + AB X CD = AC X (BE + DE) = ACxBD.

Punkt ist nach Euklid, was keine Theile hat; der Punkt kann zur Wahrnehmung durch die Sinne nicht dargestellt wer-den. In der Geometrie hat man fur Kreise Mi 11 e 1 p u n k t e, die Grenzen von Linien, die Orte, wo Linien sich schnei-den, Durchschnittspunkte, bei Tan-genten Beriihrungspunkte. Punkte sind die Spitzen von Winkeln und Ecken. In der Statik hat man Angriffspunkte derKraft, Momentenpunkte,Schwer-punkte, todte Punkte (s. „ Neb e nl as t “) U. S. W.

Punkt der mittleren Entfernung.

	
1.    Der Punkt der mittleren Ent-fernungen oder der Mittelpunktder Entfernungen eines Vielecks ist der Punkt in der Ebene desselben, welcher die Eigenschaft besitzt, dafs seine Entfernung von jeder in der Ebene des Vielecks willkiihrlich angenommenen ge-raden Linie oder Axe das arithmetische Mittel der Entfernungen positiv oder ne-gativ genommen wird, je nachdem sie auf der einen oder der anderen Seite der Axe liegen. Auch auf Vielecke, die nicht in einer Ebene liegen, selbst auf will-kuhrliche Punkte im Raum lafst sich dieser Begriff erweitern, wenn nur will-kuhrliche Ebenen im Raum als Axen an-genommen werden. Die nothige Kiirze gebietet jedoch, die Untersuchung auf Vielecke in einer Ebene zu beschranken, um so mehr, da sie sich leicht auf den Raum uberhaupt auch ausdehnen lassen wird, wenn sie fiir den specielleren Fall richtig aufgefafst worden.



Carnot hat den Punkt der mittleren Entfernungen in die Geometrie eingefiihrt und in seiner Geometrie de position viele merkwiirdige Eigenschaften desselben be-wiesen. Uebrigens lehrt die Mechanik, dafs dieser Punkt mit dem Schwerpunkt mehrerer gleichen Massen in den Spitzen des Vielecks einerlei ist.

	
2.    Zuvorderst ist zu zeigen, dafs es fiir jedes Vieleck einen Punkt der mittleren Entfernungen gibt. Nimmt man nam-lich willkiihrlich zwei auf einander senk-rechte Axen an und bezeichnet die Co-ordinaten der Spitzen des Vielecks durch



«,; y,; 22,92; Ea,y3 u. s. w.

so ist, wenn die Seitenzahl = n ist, der Punkt, dessen Coordinaten

x — (x, +x,+x, +...)

7

J=(y,+1,+y,+...) sind, der Pnnkt der mittleren Entfernun-gen. Um dies zu beweisen, ist zu zeigen, dafs diese Gleichungen oder wenigstens die Ordinatengleichung fur jede zwei an-dere Axen eben so stattfinden. Sind diese Axen zuerst den primitive parallel, die Coordinate!! ihres Durchschnittspunkts in Bezug auf die primitiven Axen a, b, so ist, wenn die neuen Coordinaten durch Indices von den primitiven unterschieden werden offenbar

a’ = x — a, x' = a, — a; a’ 2 = x, — a . .. y'=y-b, y' = yr~b', y’a =y, — 6 • • • wenn nur a, b immer mit den gehorigen Zeichen genommen werden. Nach der Voraussetzung ist aber

x — a = 1 (, + a, + x, ...) — a

y — b — — (y,+ y2 + y, + .. •)— b n

x — a = 1 (x,+x,+*,+.na) n

y- 6= (y,+J,+y,+..-nb)

X — a = 1 [(x, - a) + (r, — a)

+ (®s-«) + •••] y ~ 6 =1 [(u,-6)+(,-6)

+(,-6)+..] «‘=1(,‘+ «‘, +.,+...) y‘=.(‘+y,+y.+..)

so dafs unsere Gleichungen auch fur das neue, dem primitiven parallele System gelten. Auch sind sie fur jede zwei neue auf den primitiven senkrechte Axen richtig, weil man offenbar a und y vertau-schen kann. Ist nun aber irgend ein anderes System gegeben, so kann man sich, weil unsere Gleichungen fur alle parallelen Systeme gelten, wenn sie fur eins gelten, dessen Axen durch den An-fang des primitiven Systems gehend den-ken. Auch lassen sich, wie sogleich in die Augen fallt, diese beiden Systeme in immer paralleler Lage jederzeit so weit fortriicken, dafs das gegebene Vieleck ganz zwischen die Schenkel des Winkels a'Ay und man also, ohne der Allgemein-heit zu schaden, nur die beiden in der Figur dargestellten Faile je nachdem der A « < oder > 90° ist, zu betrachten braucht.

P ist irgend eine Spitze des gegebenen Vielecks. In Fig. 926, a ist AB — x, PB = y, AB'=x', PB'=y\ AB = AC-B'D, PB = B'CA PD d i.


Fig. 926.
[image: ]




x = x' cos a — y’sin cc, y= x' sin « + y’ cos a In Fig. 926, b dagegen ist AB = — a, PB = y, AB’= x't PB’^-y’- AB = AC — B’D, PB = B’C + PD d. i.

— x = x’ cos (180° — a)—{—y’) cos (a — 90°) y = x' sin (180° — «) +(- y'} sin («—90°) welche Gleichungen sich leicht ganz auf dieselbe Form wie die obigen bringen lassen. Mittelst Elimination erhalt man leicht aus ihnen

x’ = y sin a + x cos a ; y' — y cos a — x sin c Nun ist nach Voraussetzung


y sin a = — (y, sin «+ y^ sin a + y3 sin «+...)

_ 1

x cos a —— (x, cos c + T, cos a + a 3 cos &+...)

y cos a = — (yt cos a + y2 cos « + y3 cos a+...

x sin a = — (a, sin a + x2 sin a + «, sin a + ...)

y sin « + x cos «=) [(.y, sin a + x, cos a) + {y2 sin a + a, cos «)+...]

y cos c+a sin c=- [Gy, cos a — a, sin a) + {y2 cos « — xa sin «) + ...]



Punkt d. mittler. Entfernung.

d. i. nach dem so eben bewiesenen

a’ = 1 (x,’ + a’, +=,+...) y‘=l(‘+y,+y,+.. ) die beiden Ausdriicke fur x, y gelten also fiir jedes System, und der durch diese Coordinaten bestimmte Punkt ist also der Punkt der mittleren Entfernung des Vielecks.

	
3.    Legt man durch den Punkt der mittleren Entfernung irgend eine gerade Linie als Axe der y; so ist y = 0 und folg-lich an



y, + Ya + ys + • • • = 0

d. h. die Summe der Entfernungen aller Spitzen des Vielecks von jeder durch den Punkt der mittleren Entfernungen ge-hende gerade Linie = 0. Eine solche Linie heifst eine Axe der mittleren Entfernungen, fiir welche

y, + yi + y^ +.. • = o ist, durch einen Punkt, namlich durch den Punkt der mittleren Entfernungen. Denn man erhalt denselben durch die Coordinaten

x = , (x, + x, + 2, + • • •)

J =(,+3,+y,+...)

ist nun y, + yt + y3 + .. = 0, so ist auch y = 0, und der Punkt der mittleren Entfernungen mufs also in der Axe liegen , auf welcher die y senkrecht sind, d. i. in der gegebenen.

	
4.    Durch eine ganz einfache geome-trische Betrachtung erhellt augenblick-lich, dafs im Dreieck fur jede von einer Spitze nach der Mitte der Gegenseite gezogene gerade Linie als Axe


	
V, + 32 + • • = 0 ist.





Daher sind diese drei geraden Linien Axen der mittleren Entfernungen und schneiden sich in einem Punkt, namlich in dem Punkt der mittleren Entfernungen des Dreiecks.

Eben so leicht erhellt, dafs der Punkt der mittleren Entfernungen eines Paral-lelogramms der Durchschnittspunkt seiner beiden Diagonalen ist.

	
5.    Zieht man von dem Punkt der mittleren Entfernungen nach alien Spitzen des Vielecks gerade Linien z,; %,; %, ... und bezeichnet die Winkel, welche diese Linien mit irgend einer durch den Punkt der mittleren Entfernungen gezogenen geraden Linie, die man als Axe, den Punkt der mittleren Entfernungen als



Anfang der a annehmen mag, einschlie-fsen, diese Winkel immer nach einer Seite hin, von 0 bis 360° gezahlt, durch a,; a, ; «3 .. . SO ist:

	
x, = z, cos a,; a,=%, cos &2 ; x3 = 73 cos Es y, = z, sin «,, y2 = z, sin «, ; y3 = za sin a3 folglich da hier a = y = 0 ist


	
0= — (z, cos a, + s, cos «, + 3, cos «,+...)


	
0= — (z. sin &,+ z, sin «, + 3, sina3 +.. .) n



und demnach, wie auch die Transversale durch den Punkt der mittleren Entfernungen gelegt sein mag

	
0 = z, cos a, + %, cos «, + z 3 cos as....



0 = z, sin a, + z2 sin a2 + %3 sin «,....

	
6.    Zieht man nun von irgend einem anderen Punkt in der vorher durch den Punkt der mittleren Entfernungen will-kiihrlich gelegten Axe nach alien Spitzen des Vielecks gerade Linien z,'; z‘2 ; z\ ... und bezeichnet die Entfernung des ange-nommenen Punktes vom Punkte der mittleren Entfernungen durch a, so bilden a; z,; z/; a,; %,; z‘, ... Dreiecke, auf deren Grundlinie a die Perpendikel y,; y2 ; y3 ... von ihren Spitzen gefallt sind. Nimmt man nun auf das Vorzeichen des a und des a gehorig Riicksicht, so folgt aus den Elementen und No. 5 sogleich, dafs immer



z',2 = 2,2 + a2 — 2ax, = z,2 + a2 — 2az, cosci, z‘ 22=%,?+a2-2ax,=z,?+a‘2as, cos «a z‘ 32 = z 32+ a2 — 2ax 3 = 3,2+a22a%, cos «s

u. s. w.

folglich durch Addition

s,2+3‘,2+:,*+...=3,2+3,2+3,2+..+na

d. h. die Summe der Quadrate der Entfernungen irgend eines Punkts in der Ebene eines necks von dessen n Winkel-spitzen ist immer der Summe der Quadrate der Entfernungen des Punktes der mittleren Entfernungen von den n Win-kelspitzen nebst dem nfachen Quadrat der Entfernung des ersten Punkts von dem Punkt der mittleren Entfernungen gleich. Mittelst No. 4 ergeben sich hier-aus leicht specielie merkwiirdige Satze fur Dreieck und Parallelogramm.

	
7.    Eine unmittelbare Folge hieraus ist, dafs die Entfernungen des Punkts der mittleren Entfernungen von des Vielecks Spitzen die kleinste Quadratsumme geben.


	
8.    Beschreibt man aus dem Punkt der mittleren Entfernungen mit willkuhrli-chem Radius r einen Kreis, so ist fiir jeden Punkt der Peripherie dieses Krei-



ses die Summe der Quadrate seiner Ent-fernungen von den Spitzen des Vielecks eine constante Grofse namlich

=22+8,2+*2+..+nr2

	
9.    Setzt man letztere Grofse = 92, so erhalt man



r = y^ (92 - s,2 - s,2 - s,3+•. •)

Die Peripherie des aus dem Punkt der mittleren Entfernungen mit diesem Radius beschriebenen Kreises ist also der geo-metrische Ort der Punkte, fur welche die Summe der Quadrate der Entfernungen von den Spitzen des Vielecks eine constante Grofse, namlich = 92 ist, wie schon Appolonius beweist. Appolonius ebene Oerter, wiederhergestellt von R. Simson, iibersetzt von Camerer. Ein ahnlicher Satz lafst sich auf ganz analoge Art von der Kugel beweisen. Man sehe Kliigel’s Lehrbuch der Statik.

	
10.    Von jeder der n Spitzen ziehe man jetzt an alle diese n Spitzen gerade Li-nien %,‘; %‘2;za+...; 22+3,7+%,2... ; 53+8, +3'...; a,"; %,"; z"+..., bezeichne die von dem Punkt der mittleren Entfernungen an die n Spitzen ge-zogenen geraden Linien durch a‘;a2;a3;... und setze



(a)?+(a2)2 + (a3)2+... =s

so ist nach No. 6

(3,‘)2 + (52)2+(x‘)2+... =S + n(a^ (5,2)2 +(,2)++(,7+... =S+n (a2)2

^y + (5,")2 + (3a")2 + • • • = S + n (a")2

Esist aber offenbar z,‘=,?=%,‘=...=0 und allgemein zh, = z‘ k. Folglich ist das Aggregat aller Grofsen auf der linken Seite die doppelte Summe der Quadrate aller die n Spitzen des Vielecks zu zweien mit einander verbindenden geraden Linien. Bezeichnet man nun diese doppelte Summe durch 22, so erhalt man durch beider-seitige Addition leicht 2X — 2nS, 2 = nS, so dafs also die Summe der Quadrate aller die Spitzen des Vielecks zu zweien mit einander verbindenden Linien der nfachen Summe der Quadrate der von dem Punkt der mittleren Entfernung an die Spitzen gezogenen geraden Linien gleich ist. Im Dreieck ist also die Summe der Quadrate der drei Seiten der drei-fachen Summe der Quadrate der drei geraden Linien gleich, welche von dem ge-meinschaftlichen Durchschnittspunkt der die Spitzen mit den Mitten der Gegen-seiten verbindender geraden Linien nach den Spitzen des Dreiecks gezogen warden (s. No. 4).

	
11.    Im Parallelogramm ABCD ist nach No. 4 und 9

Fig. 927.
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AB2 + BC2 + CD2 + AD2 + AC2 + BDl

= 4 (AE2 + BE2 + CE2 + DE2)

= 2 (4AE2 + 4BE2) = 2 (AC2 + BD2), AB2 + AD2 + BC2 + CD2 = AC2 + BD2, die Summe der Quadrate der vier Seiten gleich der Summe der Quadrate der bei-den Diagonalen.

	
12.    Ist X die Summe der Quadrate der Entfernungen irgend einer Spitze A des Vielecks von alien iibrigen und K der Punkt der mittleren Entfernungen, so ist wenn S, X ihre vorige Bedeutung behalten



Z= nS (No. 8); Z= S + n AK2 (6) woraus durch Elimination von


AK=l VAS—x) n mittelst welcher Formel die Entfernung jeder Spitze von dem Punkt der mittleren Entfernungen berechnet werden kann.

	
13.    Die Mittelpunkte der die n Spitzen je zwei verbindenden geraden Linien ha-ben mit den Spitzen einerlei Punkt der mittleren Entfernungen. Die Coordinaten der Mittelpunkte jener Linien sind namlich offenbar:



1 (a i +«,), L (x 2 +x,), } (x, + x) +...;

2 (x, + r,),  4(x,+x,),  4(x 3 + x 2) + • • •

±(r,+x,), 2(,+a,), 4(x,+x,)+...

^y, + y^, ^(Vi + y^ }(J3 +y,) + •••

2(,+9»), 2(2 +y,^ 2(,+»+.. wobei wir aber jede verbindende Linie doppelt gerechnet haben, so dafs jede Coordinate in dieser Darstellung offenbar 2 (n — 1) mal vorkommt. Die Summen der Abscissen und Ordinaten der Mittelpunkte sind also

f (n — 1) (x, +x, +x, + ...)

4 (n — 1) (y,+3,+y,+...)

und folglich, da es iiberhaupt }n(n — 1) Verbindungslinie, also eben so viele Mit-telpunkte derselben gibt, wenn die Coor-dinaten des Punkts der mittleren Ent-fernungen dieser Mittelpunkte durch (x), (y) bezeichnet werden

_ 4 (n — 1) (x, + &,+*,+...) } n (n — 1)

, _ +(n-1)(,+3,+y, +...)

4 n (n - 1)

oder

(x) =(x,+2,+z,+...)

(y) =n(,+3,+J:+..)

d. i. (x) = x, (y) = y (2), folglich der Punkt der mittleren Entfernungen der Mittelpunkte aller Verbindungslinien derselben.

Sind (x), {y) die Coordinaten des Punkts der mittleren Entfernungen der Mittelpunkte der Seiten eines necks, so ist

(x) =* [+(,+1,)+}(,+x,)+...++ (x,—1 +%„)+* ^n + «,)]

= , (x, + «, + x, + '' ’ x„)

d. i. (x) = x und ebenso (y) = y. Also ist auch der Punkt der mittleren Entfernungen der Mittelpunkte der Seiten eines n ecks mit dem Punkte der mittleren Entfernung der Spitzen einerlei, und man findet demnach z. B. den Punkt der mittleren Entfernungen irgend eines Vierecks, wenn man die Mittelpunkte seiner Ge-genseiten verbindet, da diese Mittelpunkte die Spitzen eines Parallelogramms sind.

	
14.    Sind A,, A, irgend zwei Spitzen des Vielecks, K der Punkt der mittleren Entfernungen, K‘, der Mittelpunkt von A,, A,, so erhellt, wenn man sich das Dreieck KA,At denkt, leicht, dafs A,K2+ A,K*=2A,K,2+2K‘K,2=}4,A,2+2K‘K,2 ist. Denkt man sich von A, nach alien den iibrigen n — 1 Spitzen gerade Linien gezogen



A,K‘+A,K?= 4A,A,2+2K‘K,2 A,K2 + A aK? = 4 A,A 22 + 2 K‘K,2

A,kii,p=4,4,242KR,?

{n - 1) A,K2 + A,k2 + A3 K2 +... A„K2

=}(4,A,2+A,A,2+...+A,A,3)

+ 2 (K‘K,2 + K'K^ + ... + K'K,^

=(n-2) A,K2+ s,

wenn S die Summe der Quadrate der Entfernungen des Punkts der mittleren Entfernungen von den n Spitzen bezeichnet. Denkt man sich nun fur jede der n Spitzen eine ahnliche Gleichung entwickelt, setzt die Summe der Quadrate aller die n Spitzen zu zweien ver-bindenden Linien = X, die Summe der Quadrate der Entfernungen der Mittelpunkte derselben vom Punkt der mittle-ren Entfernungen aber = S', so erhalt man durch Addition aller Gleichungen, da offenbar jede Verbindungslinie, also auch jede Entfernung eines Mittelpunkts vom Punkte der mittleren Entfernungen zweimal vorkommt, leicht

4 22+2 • 2S' = (n - 2) s + nS

(n-1) S=}:+28‘

Aber E = nS (10). Also durch Substitution (n — 2) S = 48';

S‘=(n-2)S, d. h. die Summe der Quadrate der Entfernungen der Mittelpunkte aller die n Spitzen des Vielecks verbindenden geraden Linien vom Punkt der mittleren Entfernungen der Spitzen von jenem Punkte gleich.

	
15.    Die Anzahl der Mittelpunkte der verbindenden Linien ist = — (n _ 1). n



Setzen wir nun die Summe der Quadrate aller diese Mittelpunkte verbindenden Linien = X, so ist “=}n(n= 1) S' (10) die drei Gleichungen

(n — 1) S=12+2s

Z=nS, Z= 4n(n — 1) S' dienen zur Bestimmung der vier Grofsen S, Z, S’, Z durch einander. So erhalt man z. B.

(n — 1) (n-2) r= 82‘

n (n — 1) (n — 2) S = 82 u. s. w. woraus sich wieder merkwiirdige Satze ergeben wiirden.

	
16.    In jedem Viereck A BCD, welches bei B und C rechtwinklig ist, ist, wenn wir den Winkel BAC = A setzen, immer



ABCD - 2A ABC = -^AD^ sin 2 A.

Sei AB = b, AC = c, so ist

AD = b sec q = c sec (A — q) b cos (A — @)= c cos q

c — b cos A l^cP= bsinA folglich, wenn man zugleich b, c ver-tauscht


Fig. 928.
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Aber 2 A ABC — bc sin A




n c—bcosA      b — c cos A

DD= ---.--,--, CD — ---.----- sin A             sin A

.  62 + c2 — 2bc cos A

AD2 =---;---—

sin

durch Substitution der gefundenen Werthe fur BD, CD erhalt man nun leicht

ABCD = jb- BD+ ^c-CD

_ 2bc sin 2 A — (62 + c— 2bc cos A) cos A

2 sin A

wenn man nur 2bc (sin2 A2 + cos2 A) fur 2bc setzt

ABCD =

i •(62 + c22 be cos A) sin 2 A

be sin A —  ----------.—7---------

2 sin A

wenn man nur 2bc (sin 2A + cos 2A) fur 2bc setzt.


folglich ABCD = bc sin A —




(b2 + c2 — 2 bc cos A) sin 2 A




4 sin 2A



= 2^ ABC - 1 AD2 . sin 2 A

woraus die zu beweisende Gleichung un-mittelbar folgt.

	
17.    Sei nun ABCD... ein willkuhrli-ches Vieleck, dessen Inhalt wir durch J bezeichnen wollen. Von irgend einem Punkt K' in der Ebene des Vielecks falle man auf die Seite Lothe, und verbinde deren Fufspunkte durch gerade Linien, wodurch ein neues Vieleck A’B'CD'.. . von gleicher Seitenanzahl entsteht, dessen Inhalt wir J' setzen wollen, so hat



man nach No. 16

K'BA’B’ - 2 A K’A'B’ = - + K’B2 • sin 2B

K'CB'C - 2^K'B’C = - + K’C • sin 2 C

K’DC'D’ - 2^K'C'D'= - 4K‘D2 • sin 2D

K'AN’A' - 2^K’N'A’ = - ± KA2 • sin 2A wenn N die letzte Spitze des gegebe-nen Vielecks ist. Die Summe der Vier-ecke ist offenbar = J, die der Dreiecke = J'. Also

J ~ 2J’ = - ± (K'A2 • sin 2A + K’B2 • sin 2B + K’C2. sin 2C + ...) und wenn das Viereck gleichwinklig ist

J - 2J‘ = - + (K’A2 + K’B2 + K’C2 + ...) sin 2A.

Soil nun, indem A und J constant bleiben, J’ constant bleiben, so mufs K’A2 + K’B2 + KC2 +... constant bleiben. Diese Quadratensumme bleibt aber nach No. 8 constant, wenn K’ in der Peripherie eines aus dem Punkte der mitt-leren Entfernungen des Vielecks beschrie-benen Kreises liegt. Dies gibt folgenden Satz. Fallet man aus irgend einem Punkt der Peripherie eines aus dem Punkt der mittleren Entfernungen eines gleichwink-ligen Vielecks beschriebenen Kreises auf dessen Seiten Perpendikel und verbindet deren Fufspunkte durch gerade Linien, so ist der Inhalt des dadurch entstehen-den eingeschriebenen Vielecks eine con-stante Grofse.


Punkte kleinster Entfernung. nach dem binomischen Lehrsatz und ord-18. Man habe irgend zwei Punkte M, net nach Potenzen von A, so wird



M‘ in der Ebene eines Vielecks. Die durch M und JM’ gehende gerade Linie nehme man als Axe der X an, M sei der Anfang der Coordinaten, die Entfernungen der Spitzen von M sollen durch ri» r, , r, • • • ihre Entfernungen von M’ durch r’; r',; v‘, ..., die Coordinaten wie vorher, die Entfernung des Punkts M‘ von M durch k bezeichnet werden, so ist nach No. 6

r,’ = V(r,2 + k- 2kx^> = r, V(I - c,)

r‘2 = V(r22 +k— ^i) = *2 V(1 ~ ca)

r\ = V^s2 + k2- 2kx,) = r, V(1 - ca)

k (2x, — A) k (2x, — A)

Fur c, = r,3 ; ct = r,2— • • •

Entwickelt man die Quadratwurzeln

[image: ]

u. s. f.





nennt man Punkte kleinster Entfernung und sie sind, da man offenbar auch x mit y vertauschen kann, der Bedingung unterworfen, dafs




2,4222:3+.=0

r, T2 T,



Folglich weil r,‘=x,2+y=x,2+y,?+... —x,2_3,2. _&2_922_ r,2 r/’     122 1,2 wenn man auf beiden Seiten addirt *=x-*(+5+5+...) r, r 2 r 3        /

wo die Bezeichnung X, r‘ leicht ver-standlich sein wird. Man kann den Punkt M nun einer solchen Bedingung unter-werfen, dafs fur ihn Er, d. i. die Summe seiner Entfernungen von alien Spitzen des Vielecks kleiner ist, als die Summe der Entfernungen alter anderen in seiner Nahe liegenden Punkte von den Spitzen des Vielecks. Zu dem Ende mufs also fur kleine k, Zr‘ > Er sein. Man kann nun aber k so klein nehmen, dal’s das erste Glied

_ *(*+*2+2+...) r. Tars /

obiger Reihe rucksichtlich seines absolu-ten Werths grofser ist, als die Summe aller iibrigen, so dafs also fur so kleine k das Zeichen der zu Er addirten Grofse blofs von diesem ersten Gliede abhangt, also positiv oder negativ ist, je nach dem
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es ist. Soli demnach fur kleine k immer Sr1 > Zr sein, so mufs nothwendig



EL82+2s r, Ta Ts sein. Das zweite Glied


R2(1.921.922 1.92.) \2r, r^ 2r1 7,2   2r, r,2     /

ist offenbar immer positiv und man kann wieder k2 so klein nehmen, dafs der absolute Werth jenes Gliedes die Summe aller folgenden tibertrifft, so dafs also fur kleine k, immer r‘ > Er ist. Folglich gibt es in der Ebene jedes Vielecks Punkte, fur welche die Summe ihrer Entfernungen von den Spitzen des Vielecks kleiner ist, als die Summe der Entfernungen aller in ihrer Nahe liegenden Punkte von diesen Spitzen. Jene Punkte
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19.    Man denke sich nun die Coordina-tenaxen durch den Punkt M kleinster Entfernung gelegt, schneide von ihm an auf den von ihm nach den Spitzen gezo-genen geraden Linien gleiche Stiicke 0 ab, und bezeichne die Coordinaten der Endpunkte A,; A, ; A, . • dieser Stucke durch 5, v,; 52, 02; §3 , Pa ;... . so erhellt auch ohne Figur augenblicklich, dafs



	
x, _ §, x 2_§ 2 Pa_§a g T 0 ‘ r 2 ~ 0 ’r 3 e


	
J, 4", Y.gPa Ys="a _ r,    0 ’ r a 0 ‘ r 3 Q "" und folglich wegen der Bedingungsglei-chungen nach No. 18, wenn man zugleich mit 0 multiplicirt:





§, + 52 + §, + • • • = 0 v, +02 +0, + • • • = 0 dies sind aber die Bedingungsgleichun-gen fur den Punkt der mittleren Entfernungen der Punkte A,, A, , A, ... folglich ist jeder Punkt der kleinsten Entfernung eines Vielecks der Mittelpunkt der Entfernungen der Punkte, welche man erhalt, wenn man auf den von dem Punkt kleinster Entfernung nach den Spitzen gezogenen geraden Linien von diesem Punkte aus willkuhrliche aber gleiche Stiicke abschneidet.

	
	
20.    Ist umgekehrt ein Punkt M in der Ebene eines Vielecks der Punkt mitt-lerer Entfernungen der gleich weit von ihm entfernten Punkte A,, A,, A, ... so ist, wenn man sich die Coordinaten-axen wieder durch M gelegt denkt, und die vorige Bezeichnung No. 3 beibehalt



	
5,    + 5, + 5, + • • • = 0



v, +0, + Da + • • • = 0 woraus wie vorher folgt, dafs
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M also ein Punkt kleinster Entfernung des Vielecks, der vorige Satz also auch umgekehrt richtig ist.

Im Viereck ist also der Durchschnitts-punkt der Diagonalen ein Punkt kleinster Entfernung, weil, wenn man von den Diagonalen gleiche Stiicke abschnei-det und deren Endpunkte verbindet, ein Parallelogramm entsteht, dessen Punkt der mittleren Entfernungen besagter Durchschnittspunkt ist.

	
	
21.    Gibt es in der Ebene eines Viel-ecks einen Punkt M von solcher Be-schaffenheit, dafs die von ihm nach den Spitzen gezogenen Linien lauter gleiche Winkel einschliefsen, so ist M ein Punkt kleinster Entfernung des Vielecks Schnei-det man namlich auf den von M nach den Spitzen gezogenen geraden Linien von M aus gleiche willkuhrliche Stiicke ab und verbindet deren Endpunkte durch gerade Linien, so entsteht offenbar ein regulares Vieleck, dessen Mittelpunkt M ist. Also ist M der Punkt der mittleren Entfernungen dieses regularen Vielecks, folglich der Punkt kleinster Entfernung des gegebenen Vielecks.


	
22.    Sind alle Winkel eines Dreiecks < 4R, so gibt es innerhalb desselben im-mer einen Punkt von solcher Beschaffen-heit, dafs die von ihm nach den Spitzen gezogenen geraden Linien gleiche Winkel (jeder = ^R) einschliefsen und nur einen. Waren alle drei Winkel eines Dreiecks < ^R, so ware die Summe aller <2R. Folglich mufs es wenigstens einen geben, welcher 53R. Dieser Winkel sei BAC. Ueber AB und AC beschreibe man zwei Kreisabschnitte, deren jeder einen Winkel —^R fafst, so miissen die Bogen dieser Segmente sich nothwendig zwischen den Schenkeln des Winkels BAC schnei-den, weil dieser Winkel <R53R ist
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und jede der beiden durch A an die Bogen gezogenen beriihrenden mit AB und AC einen Winkel gleich 3 R einschliefst, indem jeder dieser beiden Winkel dem Winkel im entgegengesetzten Kreisab-schnitt gleich also die Erganzung von $ R zu 2R, d. i. = 3 R ist. Da nun der

Durchschnittspunkt M der beiden Bogen zwischen den Schenkeln von BAC liegt, so mufs M nothwendig innerhalb des Dreiecks liegen, weil der der Spitze A zugekehrte Winkel BMC = ^R, ein con-vexer Winkel ist, welches nicht moglich ware, wenn M aufserhalb des Dreiecks lage. Da nun AMB = AMC = ^R ist, so ist auch BMC = ^R und folglich die drei von AM, BM, CM eingeschlossenen Winkel einander gleich. Da die beiden Bogen der Kreisabschnitte, welche JR fas-sen, sich nur in einem Punkt schneiden konnen, so gibt es auch nur einen Punkt wie M.

	
	
23.    Da es in jedem Dreieck, dessen Winkel alle <R sind, innerhalb immer einen Punkt gibt, fiir welchen die von ihm an die Spitzen gezogenen Linien gleiche Winkel einschliefsen, so gibt es fur jedes solche Dreieck immer auch einen Punkt kleinster Entfernung nach No. 21 innerhalb. Auch gibt esnur einen Punkt kleinster Entfernung. Gabe es namlich zwei M, M' so miifsten wenigstens zwei der von AB’, BM', CM' gebildeten Winkel ungleich sein, weil es nach No. 22 nur einen Punkt gibt, wo diese Winkel gleich sind. Der Punkt M' ware aber nach No. 10 der Punkt der mittleren Entfernungen auf AM', BM’, CM' von M’ gleich weit entfernter Punkte. Folglich mufsten, wenn man die den beiden un-gleichen Winkeln zugleich als Schenkel angehbrende Linie unter AM’, BM’, CM’ als Axe annahme, die Ordinaten der auf den beiden anderen Linien gleichweit von M' entfernten Punkte nach No. 3 einander gleich sein, welches jedoch we-gen der Ungleichheit der Winkel offenbar unmoglich ist.


	
24.    Hat nun ein Dreieck einen Winkel BAC, welcher 5 ^R ist so kann der Punkt kleinster Entfernung nicht innerhalb liegen, weil sonst AMB = AMC— ^R (No. 23), also nothwendig MAB < 3 R, MAC < 3 R, BAC < 3 R sein mufste.
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der Punkt kleinster Entfernung uberhaupt eben so wenig liegen als aulserhalb des Dreiecks, weil sich von einem solchen Punkt nie nach den Spitzen drei gleiche Winkel mit einander einschliefsende ge-rade Linien ziehen lassen, wie es doch in vorliegendem Fall moglich sein mufste (23). Daher mufs der Punkt kleinster Entfernung in zwei Seiten zugleich, d. h. in einer Spitze des Dreiecks liegen. Da aber offenbar BA + BC > AB + AC, CA + CB > AB + AC ist, so mufs der Punkt kleinster Entfernung in der Spitze C des stumpfen Winkels liegen.

Pyramide ist ein Korper, der von einer drei- oder mehrseitigen Figur als Grund-fl ache und von so vielen Dreiecken als diese Grundflache Seiten hat als Sei-tenflachen, die alle in einem Punkt der Spitze zusammen treffen, begrenzt wird; der Abstand der Spitze von der Grundflache ist die Hohe der Pyramide.

	
2.    Wird eine Pyramide mit Ebenen parallel ihrer Grundflache geschnitten, so sind die Durchschnitte der Grundflache ahnlich und ihre Flachen verhal-ten sich zur Grundflache wie die Quadrate ihrer Abstande von der Spitze zu dem Quadrat des Abstandes der Grundflache von der Spitze.



Denn ist EFG eine der Grundflache BCD parallele Durchschnittsebene, dann sind die Durchschnittslinien dieser Ebene mit den Seitenflachen der Pyramide den Seiten der Grundflache parallel, namlich EF^CD, EG^BD, FGA=BC. Deshalb Z.EFG = Z.BCD u. s. w.

Fig. 931.
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Die Durchschnittsfigur und die Grundflache sind also in einerlei Folge gleich-winklig, weil FG + BC, und so ist

FG ■. BC = AF■. AC

und weil EFA^CD

EF: CD = AF:AC

daher FG:BC = EF: CD

Schliefst man so fort, so folgt, dafs die Seiten beider Ebenen, die an glei-chen homologen Winkeln liegen , je zwei und zwei einander proportional sind, mit-hin sind Durchschnitt und Grundflache einander ahnlich.

AH sei ein Loth auf die Grundflache aus der Spitze gefallt. Dieses schneide die Durchschnittsebene in J, ziehe BH, GJ, so sind diese parallel. Daher

AH : AJ = AB:AG= BC : FG

daher ist AH2: AJ2 = BC2: FG2.

Aehnliche Figuren verhalten sich aber wie die Quadrate homologer Linien, also Grundflache BCD : Durchschnittsflache EFG = BC2 : FG2 = AH2 : AJ2.

	
2.    Der Inhalt einer Pyramide ist das Product aus dem Drittheil der Hohe und dem Inhalt der Grundflache.



Denn es sei g der Inhalt der Grundflache und h die Hohe der Pyramide. Diese Hohe theile man in eine beliebige Anzahl gleicher Theile, lege durch die Theilpunkte Ebenen parallel zur Grundflache, so zerlegen diese die Pyramide in n Theile, deren Inhalte, von der Spitze abgezahlt, der Reihe nach mit p, p2...pn bezeichnet seien. Zwischen je zwei nach-sten Durchschnitten denke man sich Pris-men construirt, deren eine Seitenkante mit einer Seitenkante der Pyramide zu-sammenfallt und wovon das eine den oberen, das andere den unteren Durchschnitt zu Endflachen, beide aber den Abstand der beiden Durchschnitte, also

— h zur Hohe haben; so erhalt man zwei n

Reihen von Prismen; die Prismen der einen Reihe sind Theile der zwischen die-selben Durchschnitte fallenden Pyramiden-theile, also kleiner als diese Theile, die Summe ihrer Inhalte also kleiner als der der Pyramide. Dagegen sind von den Prismen der anderen Reihe die zwischen den-selben Durchschnitten liegenden Pyra-midenstiicke nur Theile, die Prismenstucke also grofser als die zugehorigen Pyrami-denstiicke. Die Summe ihrer Inhalte also grofser. Die Prismen der ersten Reihe sind also inwendige Prismen, die Durchschnitte, welche durch den (m — 1) und den mten Theilpunkt der Hohe von der Spitze abgezahlt gehen, haben die Abstande ‘--h und — h von dieser n         n

Spitze. Bezeichnet man diese Durchschnitte mit g,H_i und gllt, so hat man nach dem vorigen Satz

9:9—=ki("nlh)=n(",l)n=1(nn1)

Also ist 9m-1= nn) 9

—) g.

Der Inhalt des inwendigen Prisma zwi-schen diesen beiden Durchschnitten ist daher


1hg,—1




(m — 1)2 n3—




hg



der Inhalt des auswendigen Prisma

	
	
1,    m2 , =-hg,= - hg.





Zwischen diesen beiden Inhalten ist nun der Inhalt pm des zwischen densel-ben Durchschnitten liegenden Pyramiden-stiicks begriffen, man hat also


(m — 1)2 73




92

h9<P,tl<^hg.



Setzt man in diese Vergleichung fur m die Reihe der naturlichen Zahlen von 1 bis n, so erhalt man eine Reihe von n Vergleichungen fur alle einzelnen Py-ramidenstiicke:

P = P, + P2 +p3 +• • • -Pn und wenn man die n Vergleichungen ad-dirt, so erhalt man

12 + 22+ 32+ ... (n - 1)2 ,        12 22+32+... n2 ,

---------3--------hg<p<--------3------ hg

Nun ist aber

12 + 22+32+...(n-1)2        12+22+32+... n2,

--------------------h, < J hg <--------73--hg

Mithin fallt p und ^hg zwischen einerlei einschliefsende Grofsen, deren Unterschied n2        1

= —, hg = — hg, der also, weil n be-n‘      n liebig grofs genommen werden kann, sich beliebig klein machen lalst. Folglich miissen die zwischen begriffenen Grofsen einander gleich sein.

Anmerk. gh ist der Inhalt eines Prisma von der Grundflache g und der Hohe h, folglich ist eine Pyramide der dritte Theil eines Prisma von gleicher Grundflache und gleicher Hohe. Sind G und H dasselbe fur eine Pyramide P, was g und h fur die Pyramide p sind, so hat man p-.P — gh-. GH, d. h. Pyra-miden verhalten sich wie die Producte aus Grundflachen und Hohen Sind also die Grundflachen zweier Pyramiden gleich und die Hohen gleich, so sind auch die Pyramiden gleich.

	
3.    Der Theil einer Pyramide, begriffen zwischen den Grundflachen und einem damit parallel gefiihrten Durchschnitt; d. h. der Inhalt einer abgekiirzten Pyramide ist dreien Pyramiden zusammenge-nommen gleich von einerlei Hohe mit der abgekiirzten, deren Grundflachen aber der Reihe nach die untere Endflache, die obere Endflache der abgekiirzten und das geometrische Mittel derselben sind.



Denn es sei ABCDEF eine dreiseitige abgekiirzte Pyramide. Man lege sowohl durch die Punkte A, C, E als durch C, E, F eine Ebene, so wird dadurch die abgekiirzte Pyramide in drei vollstandige Pyramiden ABCE, DEFC und ACFE zerlegt. Betrachtet man von den beiden ersten die Dreiecke ABC und DEF als Grundflachen, so haben diese einerlei Hohe mit der abgekiirzten und sind also die beiden zuerst genannten Pyramiden. Zieht man durch E in ABEF mit der Kante AF die Parallele EG und verbin-det C mit G, so ist CG parallel der Ebene des Dreiecks ACF. Betrachtet man also bei der dritten Pyramide ACFE jenes Dreieck als Grundflache, so ist sie auch gleich einer Pyramide uber derselben Grundflache, die ihre Spitze in G hat. Die Eckpunkte dieser zweiten Pyramide sind aber bei diesen A, C, G, F. Man kann also das /\ACG als ihre Grundflache betrachten, wo dann F ihre Spitze, wo sie dann einerlei Hohe mit der ab-

Fig. 932.
[image: ]


gekurzten Pyramide hat: es ist also nur noch zu zeigen, dafs das &ACG das geo-metrische Mittel zwischen den Endflachen ABC und DEF.

Nun ist

AABC:^ACG = AB:AG=AB:EE = AC : DE = △ ACG : A DEE weil A A BC 2 A DEF, und bei Dreiecken, die einen gleichen Winkel haben, die Inhalte sich wie die Producte der den gleichen Winkel einschliefsenden Seiten oder wie je zwei dieser Seiten sich ver-halten, wenn die beiden anderen Seiten, wie hier AG und EF einander glefch sind. Mithin ist &ACG das geometrische Mittel zwischen den Dreiecken ABC und DEF. Man hat demnach &ACG = VA A BC x △ DEF.

	
4.    Es sei ABCDEF eine mehrseitige abgekurzte Pyramide, die zu der voll-standigen ABCDH gehort, HJKL sei eine dreiseitige Pyramide, deren Grund-flache JKL der Grundflache ABD gleich

Fig. 933.
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ist und mit dieser in einerlei Ebene liegt; alsdann haben beide vollstandige Pyra-miden auch, weil sie eine gemeinschaft-liche Spitze H haben, eine gemeinschaft-liche Hohe, und wenn man die Ebene EFG erweitert, bis sie die dreiseitige Pyramide im ^\NMO schneidet, so haben auch die Pyramiden EFGH und MNOH einerlei Hohe. Da Durchschnitte parallel den Grundflachen der Pyramide in dem Verhaltnifs der Quadrate ihrer Abstande von der Spitze stehen, in den beiden hier betrachteten Pyramiden aber diese Abstande gleich sind, so verhalt sich die Grundflache ABD : Durchschnitt EFG = &JKL : ^MNO.

Aber Grundflache ABD = AJKL, folglich Durchschnitt EFG = ^MNO, folglich haben die Pyramiden EFGH und MNOH gleiche Grundflachen und gleiche Hohen, wie die zugehbrigen ganzen Pyramiden ADH und JKLH, sie sind also je zwei gleich grofs, und wenn man Gleiches von Gleichem hinweg nimmt, so bleibt die abgekurzte Pyramide

ABCDEFG = J KLM NO.

D. h. Eine. mehrseitige abgekurzte Pyramide ist so grofs als eine abgekurzte dreiseitige Pyramide von gleicher Hohe und gleich grofsen Endflachen, folglich gilt von der mehrseitigen der Satz wie von den dreiseitigen.

	
5.    Zwei Pyramiden sind ahnlich, wenn sie ahnliche Grundflachen und ahnliche homologe Seitenflachen und unter gleichen Winkeln gegen die Grundflachen geneigt sind.



Denn es seien ABCDEF und abcdef zwei Pyramiden, deren Grundflachen einander ahnlich, so wie die Seitenflachen ABF und abf u. s. w., die uberdies gleiche Neigungswinkel gegen die Grundflachen haben. Wegen der Aehnlichkeit der Grundflachen ist / ABF = Z.abf, daher sind in den beiden Ecken B und b zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel der einen eben den Stiicken der anderen gleich, folglich sind diese Ecken congruent und also auch die ubrigen Seiten und Winkel gleich. Man hat also Z.CBF = cb f und aufserdem sind die Seitenflachen CBF und cbf wegen des gleichen Winkels der Ecken an BC und be gegen die Grundflachen unter gleichen Winkeln geneigt. Aus der Aehnlichkeit der Grundflachen folgt

AB : ab = BC : be und wegen der Aehnlichkeit der Seitenflachen ABF und a b f hat man

AB :ab = BF.bf.

Daher ist auch

BC •. bc = BF •. bf.

Mithin sind die Seitenflachen BCF und bcf nach zwei Seiten und dem einge-schlossenen Winkel ahnlich. Man kann also von diesen Seitenflachen wie von den zuerst betrachteten ausgehend auf die Aehnlichkeit der iibrigen homologen Seitenflachen und auf deren gleiche Nei-gung gegen die Grundflachen schliefsen, und so folgt dann, dafs in beiden Pyra-miden alle Winkel und Ecken gleich und alle homologen Langenabmessungen proportional sind.

	
6.    Aehnliche Pyramiden verhalten sich wie die Cubi homologer Langenabmessungen.



Denn fallt man von den Spitzen der Pyramiden Lothe auf ihre Grundflachen, so folgt wie friiher bei denPrismen, dafs die homologen Seitenkanten diese Lothe und die Projectionen jener Seitenkanten auf den Grundflachen ahnliche Dreiecke bilden. Bezeichnen H und h die Hbhen der beiden Pyramiden, deren Inhalte P und p sein mogen, und sind A und a homologe Seitenkanten und G und g die Grundflachen der Pyramiden, so hat man

P= ^HG und p = ^hg.

Daher P-.p = HG.hg

und A : a~ H : h

Nun sind die homologen Seitenkanten den Grundkanten proportional, folglich verhalten sich die Quadrate der homologen Seitenkanten wie die Quadrate der homologen Grundkanten, die letzten verhalten sich aber wie die Grundflachen. Man hat hat also

A2:a2= G-.g.

Setzt man diese Proportion mit der obigen .

	
A: a = H: h zusammen, so ergibt sich



A3 : a3 = HG :hg = P:p.

Da nun in ahnlichen Pyramiden alle homologen Langenabmessungen also auch ihre Cuben proportional sind, so verhalten sich allgemein die Inhalte der Pyramiden wie die Cuben homologer Langenabmessungen.

Die Oberflache einer regularen Pyramide wird trigonometrisch leicht gefunden. Jede der Seitenflachen ist ein gleich-schenkliges Dreieck, dessen Grundlinie die Seite eines regularen Vielecks der Grundflache und die Hohe der Hypotenuse in dem rechtwinkligen Dreieck ist, dessen Cathete die Hohe der Pyramide und die Senkrechte aus dem Mittelpunkt auf die Seite der Grundflache sind.

Der Halbmesser der Grundflache sei r, die Hohe = h, der halbe Centriwinkel = q, so ist der Inhalt eines der Dreiecke = r sin q V(r2 cos 2q+h2), und die Summe aller Seitenflachen = nr sin cp]/'(r2cos 2q+h2) wo n die Anzahl derselben ist. Die Grundflache ist = nr2 sin q • cos q.

Die Seitenflachen einer gleichformigen Pyramide sind gegen die Grundflache unter einem Winkel geneigt, dessen Tan-h gente = —---.

r cos q

Die Seitenlinien der Pyramide machen mit den Seiten der Grundflache einen Winkel, dessen Tangente = ist

V(r2 cos 2cp + It2) r sin q

Der Neigungswinkel der Seitenflachen sei =a,


so ist V(r2 cos 2q + h2) = r cos q 1(1 + tg 2c) = r cos q • sec a = Tc08 9 cos a




daher die Summe aller Seitenflachen Seiten, woraus der Inhalt derselben ge-




_ nr2 sin q • cos cp nr2 sin ^cp cos a            2 cos «

Die Seitenlinien der Pyramide machen mit den Seiten der Grundflache den Winkel, dessen Tangente = ist cot /. cos a

7. Es sei CABEDFG ein abgekiirztes Pyramidenstiick, dessen Grundflachen CAB, FDE parallel sind, es soil der Inhalt gefunden werden aus dem was an dem Stuck gemessen werden kann.

Dieses sind die Seitenlinien der beiden parallelen Flachen und die Winkel ihrer




Fig 934.
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funden wird. Wenn die Hohe nicht durch Ablothung gemessen werden kann, so mufs sie aus den Winkeln, welche eine der Seitenlinien AD mit den Seiten AB und AC macht und dem ^BAC herge-leitet werden. Denn daraus ergibt sich (sparische Trigonometrie) der Neigungs-winkel der Linie AD gegen die Grund-flache und dann die Hohe, welche dem Produkt aus AD in den Sinus des Nei-gungswinkels gleich ist. Diese Hohe sei h, die Hohe der ganzen Pyramide = x, der weggenommenen y, so ist x — y = h.

	
	
Ferner sei AB = a, DE = b, so ist . bx a-.b — x.ii und y = —. •       • a





Da a : a — b = a : x — y = a : h ist ah bh so ist x =----7, y ~-----. a~b a —b

Ferner sei die untere Grundflache A. die obere B, so ist

A : B = a2 : b2.

Nun ist das Pyramidenstiick =}Ar—{By.

Setzt man fur a, y, B ihre Werthe. so wird das Pyramidenstuck


= 3 AB •




a2 — 63

(a — 6) a2




= 3^h




a2 + ab + b2

02






Die dreiseitige Pyramide ist unter den Korpern mit ebenen Seitenflachen, was das Dreieck unter den ebenen geradlini-gen Figuren ist.

	
8.    Es sei DACB eine dreiseitige Pyramide, deren Grnndflache ABC. Der Winkel der Seitenlinie DC mit AC sei = «, der Winkel derselben mit BC sei = B, der Winkel ACB = y. Ferner sei AC = a, BC = b, CD = d. Es ist der Inhalt der Pyramide =



3 abd Vsin 4(«+8+y) • sin 4 (« + 3 — y).

sin 2(« — 8 + y) • sin } (— « + 3 + y).

Der Beweis ist derselbe wie fur den Inhalt eines Parallelepiped, nur dafs hier die Grundflache =^bsiny ist, und dafs diese mit dem dritten Theil der Hohe multiplicirt werden mufs.

Durch einige Substitutionen aus der

Fig. 935.
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Goniometrie wird diese Formel in fol-gende verwandelt. Inhalt der Pyramide

= ^abd V(1 — cos 20 — cos 23 — cos 2y +2 cos a • cos 3 • cos y)

	
9.    Die dritte Seite der Grundflache AB sei = c, die Seitenlinie AD = e, BD = f. Es ist der Inhalt der Pyramide durch die sechs Seitenlinien ausgedruckt AV[a*f2 (- a2 + 62 + c2 + da + e2 - f2)



+ b2c2 (a1 - 62 + c2 + d2 - e2 + f2) + c2d2 (a2 Ab2 - c2 - d2 + e2 + p)]. Diese sehr symmetrische Formel wird erhalten, wenn fur cos a, cos 3, cos y ihre Werthe durch die Seiten der Dreiecke eingefiihrt werden.


Es ist




cos a —




a2 +d2- e2 2ad



b^d1- f2 cos 3 =--—,--- ‘       2bd a2 A b2 — c cos 1 =----------- ‘ 2ab

Die Rechnung ist etwas langwierig, iibrigens eine blofs mechanische Multiplication.

Man kann die Combination in der Formel noch auf andere Art symmetrisch ordnen: als


- a2b2c2 + a2b2 ^2 +12) + a2c2 {d2 + p) + a2d2 {f2 - e2) + a2e2P - a2p ^a2 + P) + b2c2 (d2 + e2) + b2d2 (e2 - p) - b2e2 (^b2 + c2) + 62e2/2 - c2d2 (c2 + d2) + c2d2 (e2 + p) - c2e2p.



	
10.    Es sei Fig. 935 die Grundflache einer dreiseitigen Pyramide ADBC ge-geben, nebst den Neigungswinkeln der Seitenlinien DA, DB, DC gegen die Grundflache, man soil die Hohe der Pyramide DE und die Lage des Grundpunkts E bestimmen.



Man ziehe an den Grundpunkt E die geraden AE, BE, CE. Diese verhalten sich wie die Tangenten der Winkel ADE, BDE, CDE, oder wie die Cotangenten der Neigungswinkel EAD, EBD, ECD. Nun ist der Kreis der geometrische Ort fur alle Dreiecke, die uber einer gege-benen Grundlinie ein gegebenes Verhalt-nifs der Seiten haben. Man beschreibe also uber zweien der drei Seiten der Grundflache AB, AC, als Chorden Kreis-bogen, deren jeder der Ort des Punkts E sei, so gibt ihr Durchschnitt diesen Punkt, also auch die Langen AE, BE, CE. Aus jeder dieser und dem zugeho-rigen Winkel wird dann die Hohe der Pyramide ED bestimmt. Die Berech-nung ist etwas muhsam und mufs trigo-nometrisch ausgefiihrt werden.

	
11.    Wenn an einer Pyramide eine Seite AB der Grundflache, der gegeniiberlie-gende Winkel an der Spitze ADB und der Neigungswinkel der Seitenlinien A D, BD gegen die Grundflache gegeben werden, so ist die Hohe und der Grundpunkt dadurch bestimmt. Denn aus den Neigungswinkeln ist erstlich das Verhaltnifs der Linien AE, BE, die nach dem Grundpunkt gehen , gegeben ; ferner ist durch den Winkel ADB mit den Neigungswin-keln der Winkel AEB der auf DE Senk-rechten AE, BE gegeben.



Die Aufgabe wird nun diese, erstlich uber AB als Chorde einen Kreisbogen zu beschreiben, der einen gegebenen Winkel fasse und in diesem zwei geraden AE, BE zu ziehen, die ein gegebenes Verhaltnifs haben. Bei Hohenmessungen ist dies anwendbar.

	
12.    Die drei ebenen Winkel der Ecke A an der dreiseitigen Pyramide ABCD seien alle rechte, so dafs die drei Ebenen BAC, DAC, BAD senkrecht auf einan-der stehen. Es ist



^ABD^^^ABC^A^ADC^A {ABDY wo die Flachen der Dreiecke in Zahlen ausgedruckt zu verstehen sind.

Der Inhalt des ^BCD werde durch seine drei Seiten ausgedruckt. Es sei BD — a, BC = b, CD = c, so ist der Inhalt des Dreiecks IV(a++b+c)(—a+b+c)(a+c—b)(a+b- c).

Die anderen Dreiecke driicke man durch das halbe Product ihrer Catheten aus.

Fig. 936.
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Das Product unter dem Wurzelzeichen entwickele man. Es ist erstlich ein Product aus den Factoren (b2+c2)— a2 und a2 — (62 - c2) und dieses ist

24262 + 2a?c2 + 2b2c2 — a — 64 — c4

= 4a2b2 — (a2 + 62 — c2)2

Nun ist a2 = AB2 + AD2

b2 =AB2 + AC2

c2 = AC2 + AD2

Setzt man diese Werthe fur a2, 62, c2 in jenes Product, so wird es =

4A82 • AC2 + 4AB2 • AD2 + AC2 • AD2

Die Summe der Dreiecke ist

^AB-AD+^AB-AC+jAC-AD und die Summe der Quadrate von den-selben der sechszehnte Theil jener Summe. Das Quadrat des Dreiecks BCD ist eben-falls der sechzehnte Theil derselben und der Satz ist erwiesen.

	
13.    La Grange hat in den neuen Me-moiren von Berlin fur 1773 analytische Auflosungen einiger Aufgaben uber die dreiseitigen Pyramiden gegeben. Sie setzen gar keine Construction voraus und beruhen auf Gleichungen zwischen den rechtwinkligen Coordinaten, deren je drei zu einem Punkt im Baum gehoren.



Aus diesen Coordinaten oder gewissen daraus zusammengesetzten Ausdrucken bestehen die Werthe der Grofsen, die fur eine Pyramide gesucht werden. So findet la Grange zuerst Ausdriicke fur die Sei-tenflachen, leichte zwar fur die am Schei-telpunkt zusammenlaufenden, aber fur die Grundflache in der That einen zu-zusammengesetzten nur durch die Form einfachen. Der Scheitelpunkt wird zu dem Anfangspunkt der Coordinaten ge-nommen. Wenn s, t, u die Coordinaten zu der Grundflache sind und die Glei-chung fur dieselbe ist w = I + ms + nt, so

ist die Hohe der Pyramide ___1____

V(1 +mn+nn)

Der Inhalt der Pyramide wird durch eine symmetrische Formel mittelst der Coordinaten zu den drei Winkelpunkten der Grundflache angegeben. Diese seien a, y, a; x', y’, z‘; a", y”, z", so ist der Inhalt der Pyramide = K(ay‘z”+yz‘x"+sa‘y”+ xz’y”— yaz” —zy'x".

Der Inhalt durch die sechs Seitenlinien ist oben angegeben. Merkwurdig ist die Aufgabe, in einer dreiseitigen Pyramide denjenigen Punkt zu finden, von welchem aus die nach den Ecken gezogenen ge-raden die Pyramide in vier Theile thei-len, deren Verhaltnisse gegeben sind. Dadurch gelangt der Verfasser auch zu Formeln zur Bestimmung einer Kugel, welche zwar sehr symmetrisch, im Grunde aber sehr zusammengesetzt ist. Ein schoner Satz ist folgender uber den Schwerpunkt einer dreiseitigen Pyramide. Er ist einerlei mit dem Schwerpunkt vier gleicher (mit ihren Schwerpunkten) auf die vier Ecken der Pyramide gestellten Korper.

Eine geometrische Kleinigkeit ist noch diese. Eine dreiseitige Pyramide werde parallel mit zwei Seitenlinien geschnitten, die nicht in derselben Ebene liegen. Der Schnitt ist ein Parallelogramm.

Das Netz einer Pyramide ist die in einer Ebene ausgebreitete Oberflache. Es ist leicht gezeichnet, wenn nur die Sei-ten und Winkel der Seitenflachen (mit Inbegriff der Grundflache) bekannt sind. Die drei um den Scheitelpunkt werden nach der Reihe an einander gelegt, an eine derselben wird die Grundflache uber der beiden gemeinschaftlichen Seite ge-fiigt.

Pyramide (Kryst.) quadratische, s. v. w. , quadratisches Octaeder".

Pyramidales Krystallisationssystem ist das zweite System, das zwei und ein-axige System, bei welchem drei Axen unter einander rechtwinkel sich schneiden, von denen zwei gleichartig sind, die dritte gegen diese ungleichartig ist (s. Axen-system), indem man sich die dritte halbe ungleiche Axe als Hohe und die beiden gleichen Axen als die Durchmesser einer vierseitigen Pyramide vorstellt.

Pyramidalzahlen, S. u. „figurirte Z a hlen."

Pyramidenwiirfel (Kryst.) (tetrakis-hexaeder, Viermalsechsflachner), so genannt von der Art, wie je vier Fla-chen um die sechs Octaederecken grup-pirt sind, wodurch diese Formen das An-sehen von Hexaedern erhalten, auf deren Flachen vierseitige Pyramiden aufgesetzt sind. Es gibt mehrere Formen dieser Art; sie haben 24 Flachen, 36 Kanten und 14 Ecken.

Fig. 937.
[image: ]


Die Flachen sind gleichschenklige Drei-ecke, die Kanten sind zweierlei, 12 lan-gere F, die eine gleiche Lage haben, wie die Kanten des Hexaeders und in denen immer zwei Flachen mit den Grundlinien an einander stofsen. 24 kiirzere G, die eine ahnliche Lage haben wie die Kanten des Dodekaeders und in denen immer zwei Flachen mit den gleichen Schen-keln an einander stofsen.

Die Ecken sind zweierlei, acht sechs-flachige symmetrische, die wie die Ecken des Hexaeders liegen und sechs sechs-flachige regulare A, die wie die Ecken des Octaeder liegen.
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Jede Flache des Tetrakishexaeders ist wie beim Dodekaeder einer der drei Octa-ederaxen parallel, wahrend sie die an-deren nicht gleich wie beim Dodekaeder sondern verschieden schneidet.

Pyramidenoctaeder (Dreimalacht-flachner, Triakiso ctaeder) haben ihre Namen erhalten von der Art, wie je drei Flachen um die acht Hexaederecken gruppirt sind, wodurch sie im Allgemei-nen das Ansehen eines Octaeders erhalten, auf dessen Flachen dreiseitige Py-ramiden aufgesetzt sind. Es gibt eben-falls mehrere Formen dieser Art: Sie haben 24 Flachen, 36 Kanten, 14 Ecken.

Die Flachen sind gleichschenklige Drei-ecke.

Die Kanten sind zweierlei: 12 langere und scharfere D, die eine gleiche Lage haben wie die Kanten des Octaeders und in denen immer zwei Flachen mit den Grundlinien an einander stofsen, und 24 kurzere und stumpfere G, die eine ahn-liche Lage haben wie die Kanten des Dodekaeders und in denen immer zwei Flachen mit den gleichen Schenkeln an einander stofsen.

Die Ecken sind auch zweierlei, 6 acht-flachige, symmetrische Ecken A, die wie die Ecken des Octaeders liegen und 8 dreiflachige regulare 0, die wie die Ecken des Hexaeders liegen. Man kennt zwei Arten von Triakisoctaedern.

Pyramide, rhomboedische, Skalenoe-der, hat 12 congruente ungleichseitige Dreiecke, achtzehn (6 kiirzere scharfere, 6 langere stumpfere Scheitel, 6 im Zick-zack auf und ablaufende Rand-) Kanten,


acht (2 symmetrisch vierkantige Rand-) Ecken. Die Nebenaxen verbinden die Mittelpunkte je zwei gegeniiberliegender Randkanten.


[image: ]

Pyramidentetraeder, Hemiicositetrae-der, Halbvierundzwanzigflachner, haben 12 Flachen, 18 Kanten und 8 Ecken.

Die Flachen sind gleichschenklige Dreiecke. Die Kanten sind zweierlei: 6 scharfere und langere X, die eine gleiche Lage haben wie die Kanten des Hemioctaeders und in welchen die Flachen mit ihren Grundlinien zusammenstofsen. 12 stumpfere und kiirzere F, die eine ahnliche
[image: ]

Lage haben, wie Linien, die auf den Flachen des Hemioktaeders von den Mit-telpunkten der Flachen nach den Ecken gezogen werden, in welchen die Flachen mit den Schenkeln an einander stofsen.

Die Ecken sind zweierlei. Vier sechs-flachige symmetrische J, die eine gleiche Lage haben wie die Ecken des Hemioctaeders, vier dreiflachige gleichkantige O, die in ihrer Lage den Flachen des Hemioctaeders entsprechen.

Die drei octaedrischen Axen verbinden die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegen-der langeren Kanten X.

Die vier hexaedrischen Axen verbinden die sechsflachigen Ecken mit den ihnen gegeniiberliegenden dreiflachigen Ecken.

Die Hemiicositetraeder sind die hemie-drischen Formen der Icositetraeder und entstehen aus denselben, wenn die Flachen, welche um ihre abwechselnden Hexaederecken liegen, so an Grofse zuneh-men, dafs die dazwischen liegenden ganz verdrangt werden. Je nachdem nun die einen oder die anderen Flachengruppen fortfallen, entstehen aus jedem Icositetraeder, 2 Korper, die sich gegen einander verhalten wie die zwei Hemioctaeder, die aus dem Octaeder entstehen und wie jene in rechte und linke unterschieden warden.

Pyramidales Krystallisationssystem ist das zweite System.

Pyrgoidalzahl (thurmfbrmige Zahl) ist die Summe einer Columnarzahl und Py-ramidalzahl von einerlei Gattung, wenn in der letzteren die Seite oder Wurzel um 1 kleiner ist als in jener. Eine Co-lumnarzahl ist aber das Product aus einer Polygonalzahl in ihre Wurzel. Bloss zur Uebung im Rechnen folgt hier die Form einer solchen Zahl

3 (m— 2) 73 —} (2m— 7) 12+8 (2 m—7)r.

Pyritoeder enthalt 12 gleiche funfsei-

Fig, 941.
[image: ]


Fig. 942.
[image: ]


Fig. 943.
[image: ]


tige Flachen, dreissig (6 langere, 24 kiir-zere) Kanten und 20 dreikantige (8 gleichkantige und 12 ungleichkantige) Ecken. Die Axen verbinden die Mittel-punkte der sechs langeren Kanten.

Pyrometer ein Instrument der Physik fur Messung von starken Hitzegraden.

Pyrophor eine Materie, welche Kohlen enthaltend bei gewbhnlicher Temperatur an der Luft sich entziindet.

Pythagorischer Lehrsatz ist der be-kannte Lehrsatz, dass in einem recht-winkligen Dreieck das Quadrat der Hypotenuse so gross ist als die Summe der Quadrate der Katheten.

Pythagorische Rechentafel ist das Ein-maleins in die Facher eines Quadrats vertheilt Man schreibt die Einrichtung dem Pythagoras zu, vermuthlich aus einem Missverstande. Der Abacus der Pytha-goraer, welchen Bbotius aufbewahrt hat, ist kein Einmaleins.
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