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PRÉFACE

----orer a 7

Cet ouvrage contient la théorie de l'équilibre des systèmes élastiques exposée suivant une méthode nouvelle, fondée sur quelques théorèmes qui sont tout-à-fait nouveaux, ou encore peu connus.

Comme faisant partie de cette théorie, on y trouvera la théorie mathématique de l'équilibre des corps solides, considérée particulièrement sous le point de vue de la résistance des matériaux.

Nous croyons que le moment est arrivé d’introduire dans l'enseignement cette manière rationnelle de présenter la résistance des matériaux, en abandonnant ainsi les méthodes anciennes que l’illustre LAMÉ a justement définies comme mi-analytiques et mi-empiriques, ne servant qu'à masquer les abords de la véritable science.

Nous donnerons maintenant quelques renseignements historiques sur la découverte des théorèmes dont on fait un usage presque continuel dans tout le cours de cet ouvrage.

Ces théorèmes sont les trois suivants :

	
1° des dérivées du travail, première partie;


	
2° id.         id. deuxième partie;


	
3° du moindre travail.



Le premier avait été déjà employé par le célèbre astronome anglais GREEN, mais seulement dans une question particulière, et n’avait point été énoncé et démontré d’une manière générale, ainsi que nous le faisons dans le présent ouvrage.

Le second est le réciproque du premier, et nous croyons qu’il a été énoncé et démontré pour la première fois, en 1873, dans notre dissertation pour obtenir le diplôme d’Ingénieur à Turin: nous y avons donné ensuite plus d’étendue dans notre mémoire intitulé Nuova teoria intomo all'equilibrio dei sistemi elastici, publié dans les Actes de l’Académie des Sciences de Turin en 1875.

Le troisième théorème peut être regardé comme un corollaire du second; mais de même que dans quelques autres questions de maxima et minima, il a été, pour ainsi dire, pressenti plusieurs années avant la découverte du théorème principal.

En effet, dès l'an 1818 M. VÈNE, Capitaine du Génie français, avait énoncé un principe, absolument erroné dans les conditions auxquelles il voulait l’appliquer, mais qui, par une de ces combinaisons singulières dont la science présente plusieurs exemples, devait plus tard conduire à la découverte du théorème du moindre travail.

Après ce premier pas, plusieurs savants distingués, c’est-à-dire M M. A. Coürnot , Pagani, Mossotti , A. Dorna et le Général L. F. Ménabréa s’occupèrent de cette question. Le dernier donna au théorème du moindre travail le nom de principe d'élasticité^ et en fit l’objet de ses recherches, d’abord dans un premier mémoire présenté en 1857 à l’Académie des Sciences de Turin, puis dans un second présenté en 1858 à l’Académie des Sciences de Paris, et enfin, dans un troisième, soumis en 1868 à la première de ces Académies.

Cependant, les démonstrations données par M. Ménabréa n’étant pas exactes, il s’ensuivit que le principe d'élasticité ne fut point accepté par la plupart des savants, et que quelques-uns d’entre eux publièrent des mémoires pour en démontrer l’erreur.

C’est seulement en 1873 que, dans notre dissertation rappelée plus haut, nous avons énoncé, sous une forme qui nous paraît claire et exacte, le théorème du moindre travail, et que nous en avons donné la première démonstration rigoureuse. Ensuite dans notre mémoire de 1875, également cité, nons avons fait voir que le théorème du moindre travail n’est qu’un corollaire de celui des dérivées du travail, deuxième partie.

Nous pouvons donc affirmer que le présent ouvrage, comprenant la théorie complète des systèmes élastiques, dont la théorie mathématique de l’élasticité des corps solides n’est qu’un chapitre, est complètement fondée sur les théorèmes des dérivées du travail.

Voici maintenant quelques renseignements sur la rédaction de notre travail.

Comme notre but n’est pas seulement d’exposer une théorie, mais encore de faire apprécier ses avantages de brièveté et de simplicité dans les applications pratiques, nous avons résolu, suivant la nouvelle méthode, non seulement la plupart des problèmes généraux qu’on traite dans les cours sur la résistance des matériaux, mais nous avons encore ajouté plusieurs exemples numériques pour le calcul des systèmes élastiques les plus importants. Chacun de ces exemples est, pour ainsi dire, la théorie particularisée d’un de ces systèmes: mais pour donner à notre ouvrage une empreinte plus pratique, nous avons mis chaque exemple sous la forme qu’on lui donnerait dans un projet, afin de justifier les dimensions des pièces principales.

De plus, puisque, suivant notre intention, ces exemples doivent servir de modèle pour des calculs semblables, nous avons toujours examiné plusieurs cas de surcharge, et nous avons tenu compte des effets dus aux variations de température; c’est-à-dire que pour chaque hypothèse de surcharge nous avons déterminé les forces élastiques qui ont lieu à différentes températures.

En ayant égard à ces circonstances et en suivant la nouvelle méthode de calcul, qui permet de résoudre toutes les questions sur l’équilibre des systèmes élastiques sans introduire aucune hypothèse, on a l’avantage de pouvoir adopter un plus grand coefficient de résistance; car, une des causes qui obligent souvent , dans la pratique, à adopter de petites valeurs pour ce coefficient, c’est l’imperfection des principes sur lesquels on se base pour évaluer les forces élastiques ; et une autre cause dépend de ce qu’on ne tient pas compte de toutes les circonstances qui peuvent faire augmenter ces forces.

Quant aux calculs, nous ferons remarquer qu’il ne sont guère plus longs que dans les méthodes ordinairement suivies ; et que, d’ailleurs, on pourra presque toujours les abréger sensiblement en négligeant quelques termes, qui influent peu sur le résultat.

En terminant cette préface, c’est avec le plus grand plaisir que nous remercions M. Louis Réeb, Chef de section principal au Matériel fixe des Chemins de fer de la Haute Italie, qui a bien voulu se charger de la révision des épreuves.

THÉORIE

DE L’ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES ÉLASTIQUES

ET SES APPLICATIONS

PREMIÈRE PARTIE

THÉORIE

CIAPITR: PREMIER

Systèmes articulés

	
1.    Défirition. - Nous appellerons système de forme invariable tout système, qui ne peut subir d’autres déformations que celles dues à son élasticité.


	
2.    Principe d’expérience. - Une verge ou barre homogène, rectiligne et de section constante, tirée ou comprimée dans la direction de son axe, s'allonge ou se raccourcit d'une quantité proportionnelle à l'effort auquel elle est soumise.



Poir des barres de la même matière, mais ayant des sections et des longueurs différentes, les allongements ou les raccour-cissenents sont directement proportionnels aux efforts et aux longueurs des barres et inversement proportionnels aux aires des sections transversales.

Si donc on appelle T la tension d'une barre homogène, l sa longueur, Q l’aire de sa section transversale, A son allongement et enfin E un coefficient numérique dépendant seulement de la matière dont la barre est composée, on peut faire

d’où l’on tire

E Q T= 2: et en faisant, pour abréger,

EQ

l =e.


cette formule devient




(2)

(3)



T~ eX.

	
3.    Travail de déformation d’une barre tirée ou comprimée suivant son axe. - Si une barre s’allonge à partir de sa longueur initiale l, jusqu’à l — A ou se raccourcit jusqu’à l — A, par l’action d’une force dirigée suivant son axe et croissant par degrés infiniment petits de zéro à T, le travail de la force T, qui est égal au travail de déformation de la barre, sera

[image: ]





Si au lieu d’appliquer à la barre une force croissant par degrés infiniment petits de zéro à T, on y applique tout de suite me force égale à la valeur finale T, l’allongement de la barre sera d’abord T

plus grand que.— : en effet, si l’on appelle A' l'allongenent qui aura lieu, il est évident que le travail de déformation de la barre eX/2

sera 2, tandis que le travail de la force sera Tl : or, puisque ces deux travaux doivent être égaux, on aura l’équation

" eX/2

7=2‘ d’où l’on tire

2/=27. &

Donc, la force T produira un allongement double de celu. • qu’elle aurait produit en croissant par degrés infiniment petits de zéro jusqu’à sa valeur finale , c’est-à-dire double de celui qu’elle peut maintenir: d’où il suit qu’après l’allongement, la barre se raccourcira jusqu’à sa longueur initiale, et ensuite elle continuera à vibrer longitudinalement en faisant des excursions, dont l’amplitude, au point d’application de la force, sera V.

	
4.    Notions sur les systèmes articulés. - Nous appellerons systèmes articulés ceux qui sont composés de barres reliées à charnière par leurs extrémités, et où chaque barre n’est tenue que par ses deux bouts, de façon qu’elle pourrait librement tourner autour de l’un d’eux, si l’autre était libre.



Ces systèmes ont ceci de particulier , que les barres dont ils sont composés ne peuvent être soumises qu’à un effort dirigé suivant leur axe et que les moments de flexion sont nécessairement nuis dans tous les nœuds.

Imaginons maintenant dans l’espace un nombre n de points ou sommets V, , V2 , Va,........ qu’on doive relier au moyen de barres, en sorte qu’il en résulte un système articulé de forme invariable. Choisissons trois sommets, par exemple, V,, V2, V39 et relions-les au moyen de trois barres formant un triangle ; ensuite prenons un autre sommet V4 qui ne soit pas dans le plan des trois premiers, et relions-le à ceux-ci, au moyen de trois barres : nous aurons ainsi composé avec six barres un système articulé ayant quatre sommets, et qui sera de forme invariable. Prenons encore un autre sommet V5 et relions-le au moyen de trois barres à trois des quatre premiers sommets dans le plan desquels il ne soit pas, ce qui nous donnera un système de forme invariable ayant cinq sommets, et composé avec neuf barres. Continuant de cette manière, c’est-à-dire en reliant successivement chacun des autres sommets Ve , V7 ,....... à trois des précédents dans le plan desquels il ne se trouve pas, on composera un système articulé de forme invariable, dont le nombre des sommets sera n, et le nombre des barres 3n — 6.

On voit qu’il ne serait pas possible de rendre le système de forme invariable avec un moindre nombre de barres; mais qu’avec ce nombre, on pourra, en général, le rendre tel avec plusieurs dispositions différentes.

Si l’on veut trouver le plus grand nombre de barres qu’on pourrait employer pour composer un système articulé ayant n sommets, on observera qu’il faut d’abord relier les deux sommets V1, V2 entr’ eux, ensuite le sommet V3 à ces deux, puis le sommet V4 à tous le trois, et ainsi de suite, en reliant successivement chacun des autres sommets à tous les précédents. Donc, le nombre total des barres sera

..........................

Ordinairement nous aurons à considérer des systèmes articulés ayant plus de 3n — 6 barres: alors entre celles-ci nous en choisirons 3n — 6 tellement disposées qu’elles suffiraient à rendre le système de forme invariable, même si les autres n’existaient pas, et nous les appellerons barres principales : nous appellerons toutes les autres barres accessoires.

En général, le système des barres principales ne sera pas unique; c’est-à-dire qu’entre les barres du système on pourra, de plusieurs manières, en choisir un nombre 3 n — 6 ayant la propriété de rendre le système de forme invariable; nos raisonnements s’appliqueront à toutes ces différentes manières.

n(n__1 )

On peut observer que les deux nombres 3n— 6 et —9— deviennent égaux pour n — 3 et pour n = 4 ; c’est-à-dire que les systèmes articulés ayant trois ou quatre sommets ne peuvent avoir que le nombre de barres strictement nécessaire pour les rendre de forme invariable ; ce qui, du reste, est évident. Pour un nombre de sommets plus grand que quatre, le nombre N ( A -- 1 )

—......2---- dépasse toujours le nombre 3n — 6.

Par la manière dont on peut composer un système de forme invariable avec n sommets et 3n — 6 barres, il est bien évident que, dans un tel système, il ne peut se produire des tensions que lorsque des forces extérieures y sont appliquées. Supposons maintenant qu’aucune force extérieure n’y soit appliquée, et qu’on doive y introduire des autres barres: lorsque celles-ci ont des longueurs exactement égales aux distances des sommets qu’elles doivent relier, il est clair que dans le système composé avec plus de 3n — 6 barres, il né pourra y avoir aucune tension avant l’application de forces extérieures : mais si les nouvelles barres ont des longueurs non exactement égales aux distances des sommets qu’elles doivent relier, il est évident que, pour .es introduire dans le système, il faudra les allonger ou les raccourcir, tandis que les sommets qu’elles doivent réunir devront être rapprochés ou éloignés, ce qui ne peut avoir lieu sans produire des tensions ou des pressions; en sorte que, dans un tel système, les barres seront tendues ou comprimées même avant l’application de forces extérieures.

	
5.    Déformation des systèmes articulés. - Imaginons maintenant un système articulé avec n sommets V,, V2, 7'3,.....Vn, et supposons qu’à chacun d’eux on applique une force.



Puisque les tensions des barres dépendent de leurs allongements, et, par suite, des déplacements relatifs des sommets du système, nous rapporterons celui-ci à trois axes mobiles en prenant pour origine le sommet V1, pour axe des æ la droite V, V2, et pour plan des œy le plan des trois sommets V, , V2, V3 qui ne doivent pas être en ligne droite.

Représentons maintenant par Vp, Va deux sommets quelconques reliés par une barre; et soient, avant la déformation, &p, Up, Zp, Dq, Yq, Zq leurs coordonnées, Zpq la longueur de la barre qui les relie, &pa, Bpq, ypq les angles que cette barre fait avec les axes.

Après la déformation, soient, en général, o’p = &p + Ep, V’p = Yp — np , Z’p — Zp — &p les coordonnées du sommet Vp , l’pq = lpq — Àpq la longueur de la barre Vp Va , a’pq, B’pq, y’pq les angles que cette barre fait avec les axes, et enfin Tpa sa tension.

Suivant ce que nous avons dit au numéro 2, nous aurons

Tpa — EpqApq ,

Epq étant une constante.

Or, nous avons

lpa = V(aq — 0p)2 + (J4 — Up)2 + (34 — 3p)3 ,

Ip + 2p= • (0+8 Ep 5p)2+(v«“na Vp 7p)2++(24+& 2p Ep)2 ;

et cette dernière formule peut s’écrire sous la forme

, |/( l'pq—2(NCq — ACp) (Sa—%p)—2 (Yq — Yp) (ng—np) ) F (+2(2,—2p)(51—4p)+(4—5p)2+(n1—7p)?+ (8—8p)3)

Si la déformation du système est très-petite, comme nous le supposerons toujours ensuite, les différences £q— Ep,na — np , Za — &p seront très-petites par rapport aux autres TCq — ECp, y^ — yv, 24 — 2p, et l'on pourra développer le radical en une série convergente, ce qui nous donnera

i ,     Xq— p)      Ya —Mp/.   .34 Zp । , Apq — (Sq —Sp) --7---—(q — ^p) --7 r (q—Cp) / —I"pq, ‘pa                          ‘pg                          "PI

où 0pa représente la somme de tous les termes de la série qui contiennent les puissances de 84°— kp,nq—Mp, ça — &p supérieures à la première. Il s’ensuit que le rapport -P9 a pour limite zéro "pa lorsque ces différences tendent vers zéro.

Puisqu’on a

SCq -— SCp              Yq — Yp - Sq — %p                 .. ---,--- = COS apq, —,—- = COs pq, •—,---F =COSYpq, (5) tpq                           tpq                         <pq la formule précédente peut s’écrire sous la forme

Xpq — (^q -- %p) COS Epa + (na -- np) COS^pq + (& -Çp) COS^pq +0p : en faisant, par brièveté,

(a — ^p) cos Epa + (na — »p) cos Bpa + (La — ^p ) cos 7P = A'p , on a                     Àpq — A'pq — ^pq •

Les cosinus des angles que la barre Vp Vq fait avec les axes après la déformation, sont

	
— , _ OC'q — A'p _ Aq — q — Xp — ^ COS & pq --- y --- J I -•    pq                    ‘pg i "Pg _y q—y p _ y^ — a y^ "p COSJÏpq -- ,       -- 7    | )


	
•    pq               ‘pg ~r AP^


,         z'q --- % P

COS Y P1 —    17

• pq




__ Zq — 8q — 3p Ep lpq — ^pq





On peut développer ces expressions en séries convergentes ordonnées suivant les puissances croissantes de ça — Ep, nq — np, &q — &p, ce qui donne


(6)



	
G. Équations d’équilibre des systèmes articulés. - Puisque après la déformation le système est en équilibre, il est clair que les tensions de toutes les barres concourant en un sommet quelconque doivent faire équilibre à la force extérieure appliquée à ce sommet.



Si donc on appelle Xp, Yp, Zp les composantes parallèles aux axes de la force extérieure appliquée au sommet Vp, on aura, pour l’équilibre de ce sommet, les trois équations:

Xp — 2 Tpq cos G'pa = 0,


(7)



Yp+z Tpa cos F'pa = 0, Zp + = Tpa cos 7‘pq = 0.

Mais nous avons vu au numéro précédent qu’on a

, Z'q — z'p COS7 pq = —77—- ; ‘ PI

donc, les trois équations ci-dessus deviennent:

x,+sr,=%,=0, ] ‘ pq y,+ST„ "U=0,(8) ‘ pq z, + 2 7, 2—2‘, =0.

En multipliant la seconde de ces équations par z'p et en la soustrayant de la troisième multipliée par y', on obtient la première des équations suivantes, et les deux autres se déduisent d’une manière semblable :

y,w—X,,+ST,%v—a‘r£o !

Nous avons ainsi pour chaque sommet du système deux groupes d’équations analogues aux groupes (8) et (9). Or, si l’on ajoute ensemble toutes les équations que l’on déduit de chacune de ces six équations en y faisant successivement 2= 1,2 =2, p = 3,.....p = n, on obtient les six équations suivantes, qui sont indépendantes des tensions des barres :

zX,=0,    z(Z,y',— Y,z‘) = 0, )

zY,=0, S(Xpz‘p — Zpo'p) = 0,          (10)

:2,=0,   =(Yx‘,—X,u‘,) = 0. )

On voit aisément que ces six équations sont les six caractéristiques des systèmes rigides; d’où il suit, que le système, considéré comme rigide après la déformation, est en équilibre sous l’action des forces extérieures.

Puisque pour chaque sommet du système on a trois équations analogues aux équations (8), on voit bien qu’on aura pour, tout le système 3n équations entre les tensions des barres: toutefois, comme en les combinant entr’ elles on en déduit les six équations (10), qui sont indépendantes des tensions, il s’ensuit que les équations utiles pour la détermination de ces tensions , se réduisent à 3n — 6.

Seulement il ne faut pas croire que les six équations (10) puissent être substituées à six quelconques des équations analogues aux (8) : en effet, ces dernières sont telles, que toutes les tensions des barres étant données, elles nous feraient connaître toutes les forces extérieures: or, si l’on ne prend que 3n — 6 des équations analogues. aux (8), elles ne détermineront que 3n — 6 des forces extérieures en fonction des tensions des barres ; et il faudra, par conséquent, que les six équations (10) puissent déterminer les six forces extérieures restées inconnues.

Or, on voit facilement que ces équations donneraient des résultats de la forme 0 , si on voulait s’en servir pour déterminer les six forces extérieures appliquées à deux sommets seulement : on ne pourrait donc pas substituer les équations (10) aux deux groupes d’équations analogues aux (8) et relatives à deux sommets seulement.

Au contraire, continuant, pour simplifier, à prendre pour origine des coordonnées le sommet V, , et à faire passer l’axe des C par le sommet V2 et le plan des æy par le sommet V3, on voit que les six équations (10) suffisent pour déterminer les trois forces X,, Y,, Z, appliquées au premier de ces sommets, les deux forces Y2, Z, appliquées au second, et la force Za appliquée au troisième: elles peuvent donc être substituées aux trois équations d’équilibre relatives au sommet V, , aux deux équations relatives au sommet V2 et contenant les composantes parallèles aux axes des y et des z, enfin à l’équation relative au sommet V3 et contenant les composantes parallèles à l’axe des z. Par conséquent, nous n’écrirons plus dorénavant ces six dernières équations.

Il faut observer que les 3n — 6 équations restantes, entre les tensions des barres et les forces extérieures, sont précisément celles qu’on aurait, si le sommet V, était fixe, si le sommet V2 pouvait seulement glisser sur l’axe des xc, et si le sommet V3 était obligé de rester dans le plan des æy.

C’est ce qui doit être , car avec ces liens on empêche, il est vrai, tous les mouvements généraux du système, mais les mouvements relatifs peuvent avoir lieu librement. Dans ce cas, les équations (10) serviront encore à déterminer les forces X,, Y, , Z, ; Y2, Z,; Z3 qui exprimeront les réactions des liens.

	
	
7.    Simplification des équations (7). - Les 3n — 6 équations (7) contiennent les tensions finales des barres, et les angles que celles-ci font, après la déformation, avec les axes.





Or, nous avons vu au numéro 5 qu’on a

Tpq = EpqApa = Epq (A pq — Opa) et

COS a pq :—: COS Œpq — @pq ,

où Xpq est une fonction du premier degré par rapport aux déplacements des sommets Vp , V donnée par la formule

A'pa — (^q — sp) cos Epq — (Mq — np) cos Bp + (Â — Çp) COS/pq :

CASTIGLIANO, Théorie de Véquilihre

la quantité @pq contient seulement les puissances de ^q — 5p, 7q — Yp, Çq — &p supérieures à la première, et la quantité ©pa contient aussi bien la première puissance que les puissances supérieures de ces différences.

En regardant celles-ci comme des quantités petites du premier ordre, on voit que A’pq et ©pa sont aussi des quantités petites du même ordre, tandis que Opq est une quantité petite du second ordre.

Or, si l’on fait le produit T^cosa'^ qui entre dans les équations (7), on obtient

TpCOS a’pq = £pq (A’pq — êpa) (cos «pq — Wpq)

= Epq (A’pq COS Œpq — ^^pq^pq — ^pq COS apq—ôpq®pq) :

le premier terme, A’pa cos &pa , contenu entre les parenthèses, est une quantité petite du premier ordre ; les autres deux A’pa • pq, OpqCOsapa sont des quantités petites du second ordre, et le dernier ôpqWpq est une quantité petite du troisième ordre; ainsi, si nous bornons l’approximation aux quantités du premier ordre comme on l’a toujours fait jusqu’ici, ce qui est, d’ailleurs, presque toujours suffisant dans les questions sur les systèmes élastiques, nous pouvons négliger les trois derniers termes de la parenthèse, ce qui donne

Tpqcos a pq :—: EpqApq COS «pq •

en appelant Tpa la tension finale de la barre Vp Fq qu’on obtient en négligeant la quantité du second ordre @pq par rapport à la quantité du premier ordre Àpq, c’est-à-dire, en faisant

Tpa — Epq Apa,

il résulte

T pqCOS a pq -- Tpq COS Cpq.

On voit donc que dans l’ordre d’approximation que nous avons en vue, les équations (7) peuvent être écrites de la manière suivante :

Xp + z TpCOS Cpa = 0,   j

Y, + 2 Tpcos 3, = 0,    >               (11)

Z, + s TpcOsYpa = 0 • )

Quoique ces équations aient exactement la même forme que les équations (7), on voit qu’elles sont beaucoup plus simples, car elles contiennent les angles que les barres font avec les axes avant la déformation au lieu des angles qu’elles font après la déformation; et au lieu des tensions exactes Tw, elles contiennent les tensions approchées Tp4, qui sont des fonctions linéaires des déplacements Ep , np , &p .

Ainsi, dorénavant nous ferons toujours usage des équations (11).

	
	
8.    Détermination des tensions des barres. - Les 3n — 6 équations (11) entre les tensions des barres et les forces extérieures peuvent servir à déterminer ces tensions quel que soit leur nombre.





Examinons séparément deux cas.

1° Le nombre des barres est censé exactement égal à 3n — 6, c’est-à-dire égal au plus petit nombre possible pour que le système soit de forme invariable. Dans ce cas, si l’on coupe une des barres, le système cesse d’être de forme invariable et quelque mouvement tend à se produire : pour empêcher ce mouvement, il faut appliquer à la barre coupée une force qu’on peut déterminer par les lois ordinaires de la statique ,' et qui est égale à la tension à laquelle la barre était assujettie avant d’être coupée. On voit donc que quand un système articulé de forme invariable est composé avec 3n — 6 barres seulement, la tension des barres peut être déterminée au moyen des lois ordinaires de la statique des corps rigides. Cela résulte aussi de la solution analytique, car on a alors les 3n — 6 équations analogues aux équations (11) entre les 3n — 6 tensions inconnues.

2° Supposons maintenant que le nombre des barres soit plus grand que 3n — 6. Dans ce cas, on peut ôter quelques-unes des barres du système sans qu’il cesse d’être de forme invariable. Il n’est plus possible alors de déterminer les tensions des barres avec les lois ordinaires de l’équilibre des systèmes rigides, mais si l’on tient compte de l’élasticité, on voit que toutes ces tensions peuvent être déterminées; car, le système se déformant, toutes les barres s’allongent ou se raccourcissent, et l’on sait déjà que ces allongements ou ces raccourcissements déterminent la tension ou la compression de chaque barre.

Voyons maintenant de quelle manière on peut procéder pour déterminer les tensions inconnues.

En prenant le sommet V, pour l’origine des coordonnées, en faisant passer l’axe des x par le sommet V2 et le plan des xy par le sommet V3, les 3n — 6 équations qui expriment l’équilibre d’élasticité du système en supposant déjà satisfaites les six caractéristiques de l’équilibre général du système regardé comme rigide, sont les suivantes:

X,—E T24 COS &2q==0,

[image: ]



X,+5Tcoscy= 0, Y,+3Tscos 83==0,

X,+2Tcosc,= 0, Y,+>Tcos== 0, Z,+2Tcosy,== 0,

Xp—E TpCOS "pq — 0, Yp—E TpCOS pq — 0, Zp+-2 TpqCOSYpq — 0,

Or, si l’on appelle 82 le déplacement du sommet V2 sur l’axe des a; 53, 73 les déplacements du sommet V3 parallèlement aux axes des x et des y; 54, 74, ........  np, 8p les déplacements des sommets V4 ,.....  parallèlement aux trois axes ; on a ira, pour exprimer les tensions de toutes les barres, les formules suivantes :

Tiq ■—- &iq [44 COS Kiq — nq COS iq — &q COSYiq],

T24 = 824 [(5. — 52) COS C24 — 7 COS 824 + &q COS724] ,            ।

T51 = 834 L(%a -- 53) COS C34 — (na -- 73) COS^3q + &COS731 , I


(13)



Tp = 8,4 [ (^q — ^p) COS apa — (na — 7p) COS Bpa + (&   &p) COs%p],

On voit donc que si l’on connaissait les 3n — 6 déplacements

K, 7, z.

on obtiendrait les tensions de toutes les barres.

Par conséquent, si dans les équations (12) on substitue à ces tensions leurs expressions (13) , il n’y aura plus d’autres inconnues que les 3n — 6 déplacements des sommets, c’est-à-dire un nombre d’inconnues parfaitement égal au nombre des équations.

Comme celles-ci seront du premier degré, leur résolution ne pourra présenter aucune difficulté.

Après avoir obtenu les 3 n — 6 déplacements, on les substituera dans les formules (13) et 1’ on obtiendra les tensions de toutes les barres du système.

	
	
9.    Considérations sur les systèmes parfaitement rigides. -Les valeurs des déplacements qu'on obtient par la résolution des équations ci-dessus, peuvent être mises sous la forme de rapports de deux déterminants de Tordre 3n — 6. Le déterminant qui forme le dénominateur est le même pour tous les déplacements, et chacun de ses éléments contient comme facteur un des coefficients s, en sorte qu’il est une fonction homogène du degré 3n — 6 par rapport à ces coefficients. Les déterminants qui forment les numérateurs se déduisent tous de celui du dénominateur en substituant aux éléments d’une colonne les termes connus des équations (12), c’est-à-dire les forces X,; X,, Ya; . . . . . Xp, Yp , Zp ;.....Par conséquent, les numérateurs sont bien encore des déterminants de Tordre 3n—6; mais, par rapport aux coefficients 8, ils sont des fonctions homogènes de Tordre 3n-7.





Si donc on substitue dans les équations (13) ces expressions des déplacements, on voit que chaque numérateur sera multiplié par une des quantités e, et qu’il deviendra, par suite, une fonction homogène du degré 3n — 6 de ces quantités. Ainsi, chacune des tensions sera exprimée par le rapport de deux fonctions homogènes du degré 3n — 6 des coefficients 8, et, par conséquent, ne dépendra pas de la valeur absolue de ces coefficients, mais seulement de leurs rapports mutuels.

Il s’ensuit que si l’on augmente, par exemple, toutes les sections des barres dans la même proportion, ce qui ne change point les rapports entre les coefficients e, les tensions des barres du système restent encore parfaitement les mêmes.

On se rend facilement raison de cette propriété si Ton observe que lorsqu’on augmente tous les coefficients e dans la même proportion, les allongements ou les raccourcissements des barres diminuent aussi dans la même proportion, et que, par conséquent, les rapports entre ces allongements ou ces raccourcissements' ne restent point altérés.

Mais dans les systèmes parfaitement rigides, comme il n’y a pas d’allongements ou de raccourcissements des barres, il n’ y a pas non plus de rapports définis entre ces quantités, et, par suite, entre ces coefficients e; d’où il suit que les tensions des barres ne peuvent point être déterminées.

11 résulte donc de ces considérations l’erreur dans laquelle étaient tombés MM. VÈNE, COURNOT et autres savants, qui croyaient possible la détermination des tensions dans les systèmes parfaitement rigides, envisagés, selon eux, comme des limites de systèmes élastiques dans lesquels l’élasticité diminue indéfiniment. En effet, même en admettant la justesse de cette idée, il ne s’ensuit pas que dans les systèmes rigides les tensions puissent être déterminées: car, pour cela, il faudrait que, quand l’élasticité des barres diminue indéfiniment, c’est-à-dire quand les coefficients & croissent indéfiniment, les rapports entre ces coefficients eussent pour limites des quantités finies et déterminées, ce qui n'a pas lieu.

Au reste, la détermination des tensions dans les systèmes parfaitement rigides n’a aucune importance, car de tels systèmes n’existent pas dans la nature.

Il faut bien observer que le raisonnement ci-dessus s’applique seulement aux systèmes qui ayant n sommets, ont plus de 3n — 6 barres, car dans ceux qui en ont seulement 3n — 6 la détermination des tensions peut être faite avec les seules lois ordinaires de la statique des corps rigides, comme nous l’avons déjà vu.

	
	
10.    Expression du travail de déformation, en fonction des forces extérieures. - Nous avons trouvé la formule





1n = (Fa — 5p) cos apa + (74 — 7p) cos 8pa + (Z4 — £P) cos/pq : Spa

si l’on observe que

COSapq= -- COS Cap, COS^pq — -- COS Bap, COS/pq = -- COSYp,

cette formule devient

T

	
	
—— — (Sp COS Epq—MpCOS pq — SpCOSYpa) Spa



	
4- (kqCOS Cap + nq COS Bap + &4COS Yup) = 0.



Multiplions-en tous les termes par 3 Tpq, et faisons ensuite la somme des équations analogues pour toutes les barres du système.

Si l’on observe qu’un déplacement quelconque, par exemple 5p, entre dans les équations relatives à toutes les barres qui concourent au sommet Vp, on pourra écrire la somme sous la forme suivante :

1sT+15,x7c0Sc22

	
2 ePq 2 ■



1                       1

—osE T3q COS C3q —onE Tzq COS 3q

+ 3 5S Tcosa, + 3 n= Tcos34+ - & 2 Th COS YA4 ~                                          ~

+...........................


+ 3 5,27,coscp+ 3 7ETpcos®pa+ 3 &, s Tpcos 7p

~                                          ~
[image: ]




Substituant à 2 T^cosa.^ , 2 T3q cos Œ3q , etc. leurs valeurs — X2, — X3, etc. données par les équations (12), cette formule devient

	
	
1 , T41( X,E2 + X,%, + Y,7, + X^ + Y^ + z^‘\


	
2    Epa 2 +..........— Xpkp — Ypp — Zp&p/





ou, symboliquement,

	
1    t 2     1



5:C=> (Xpzp— Ypnp—Zp&p).

Or, le premier membre de cette équation exprime le travail de déformation du système (Num. 3); donc, ce travail peut être aussi exprimé en fonction des forces extérieures au moyen de la formule


}z(X,¥,+ Y^ + Z^),




(14)



qui dépend seulement des valeurs finales des forces extérieures^ et non de la loi suivant laquelle ces forces ont augmenté de zéro jusqu'à leurs valeurs finales.

Si nous appelons

Rp la force dont Xp, Yp, Zp sont les composantes parallèles aux axes ;

Pp la petite droite qui joint la position finale du point d’application de cette force à la position initiale, c’est-à-dire la petite droite dont kp , np, &p sont les projections sur les axes;

	
	
a, b, c les angles que la force Rp fait avec les axes ;





	
	
a, ^ 7 les angles que fait avec les axes la droite Pp ;





nous aurons

Xp = Rpcos a,    Yp = Rpcos b,    Zp = Rpcosc,

kp = PpCOS «,      Mp :— Pp COS 3,      &p :—: Pp cos y ,

et, par suite,

Xp b — Ypnp + Zp Xp = RP pP (cos a cos a — cos b cos 3 + cos c cos Y) .

Or, on sait que si l’on appelle 0 l’angle des deux droites Rv, Pp, on a

cos a cos a — cos b cos— cosecosy = cos 0 ; le second membre de l’équation précédente devient donc

RpPpcos 0 .

Mais le produit ?pcosô représente la projection du petit déplacement pp sur la direction de la force Rp’, si l’on appelle rp cette projection, on aura, par conséquent,

Xp%p + Ypnp + Zp&p = Rp^p, et la formule (14) exprimant le travail de déformation de tout le système, deviendra

l^Rprp.                      (15)

Si Rp est la résultante de plusieurs forces Q, Sp , etc. appliquées au sommet Vp suivant des directions quelconques, et si l’on appelle (p , Sp , etc. les projections, sur ces directions, du déplacement du sommet Vp , on sait que, suivant la propriété générale du travail des forces, il vient

Rprp = Qp (p — Spsp +.....

Or, les termes du second membre sont tout-à-fait semblables au terme unique du premier, c’est-à-dire que chacun d’eux est le produit d’une force appliquée au système, par la projection, sur sa direction, du déplacement de son point d’application.

Ainsi, le travail de déformation de tout le système sera encore représenté par une formule analogue à la (15), mais dans laquelle entreront distinctement toutes les forces appliquées au système. Nous pourrons même continuer à nous servir de la formule (15), mais il est convenu que Rp représentera une quelconque des forces appliquées au sommet Vp , au lieu de leur résultante.

Donc, le travail de déformation d'un système élastique articulé est égal à la demi-somme des produits que l'on obtient en multipliant chaque force extérieure appliquée au système, par la projection, sur la direction de la force, du déplacement de son point d'application.

Il faut bien observer que dans le produit

Rp Prcos 0

nous supposons que la force Rp et le déplacement effectif Pp de son point d’application soient pris positivement ; car la position de la droite représentant la force Rp, et celle de la droite Pp, autour du sommet Vp, seront déterminées par les angles a, b, c, a, 3, 7.

Or, on sait que la valeur de cos 6 sera positive ou négative, suivant que l’angle 0 sera plus petit ou plus grand qu’un angle droit, c’est-à-dire suivant que la projection de Pp sur la direction de Rp tombera du côté même de l’action de cette force, ou du côté opposé.

Donc aussi, la projection, sur la direction d'une force, du déplacement de son point d'application devra être prise positivement ou négativement, suivant qu'elle tombera du côté même de l'action de la force, ou du côté opposé.

Par brièveté nous appellerons dorénavant déplacement relatif du point d‘ application d'une force Rp, la projection rp du déplacement Pp sur la direction de la force.

	
14. Théorème des dérivées du travail de déformation.



Première Partie - Si l'on exprime le travail de déformation d'un système articulé, en fonction des déplacements relatifs des forces extérieures appliquées à ses sommets, on obtient une formule, dont les dérivées, par rapport à ces déplacements, donnent la valeur des forces correspondantes.

Seconde Partie - Si l'on exprime, au contraire, le travail de déformation d'un système articulé en fonction des forces extérieures, on obtient une formule, dont les dérivées, par rapport à ces forces, donnent les déplacements relatifs de leurs points d'application.

En effet, si l’on donne aux forces extérieures Rp des accroissements arbitraires, mais infiniment petits dRv, le système subira une déformation infiniment petite dans laquelle le déplacement relatif du point d’application de la force Rv, qui était rp , augmentera de la quantité drv, et le travail de cette force, pendant la déformation infiniment petite considérée, sera Rvdrv.

Il s’ensuit que le travail total de déformation dû aux accroissements dRp des forces extérieures, sera exprimé par la formule

S Rv d rp.

Or, si l’on appelle L le travail total de déformation du système dû aux forces Rv, exprimé en fonction des déplacements relatifs des points d’application des forces extérieures, il est clair que l’accroissement de ce travail dû aux accroissements drv des déplacements relatifs des sommets, sera exprimé par la formule

. dL ,

2 -— d rv : drv

cette formule devant être identique avec la précédente quelles que soient les valeurs des accroissements drv, il s’ensuit qu’on devra avoir pour chaque force

dL _ >

—-- — Ip 9 dr p

ce qui démontre la première partie du théorème.

Pour la seconde partie , observons que le travail de déformation du système, dû aux accroissements drv des forces extérieures doit être aussi représenté par la différentielle de la formule (15), qui est

- = R, d 7, + 3 s 7, cl R,

on a donc l'équation

s Rpdr, ==Rar, + 3 =7,dR, , d’où l’on tire

E R^dr^ = ^rvdRv ;

et comme le premier membre de cette équation représente le travail de déformation du système pour les accroissements dRv des forces extérieures, il en résulte que le second le représente aussi.

Or, si l’on appelle L le travail de déformation du système, dû aux forces R^, il est évident que le travail infiniment petit dû aux accroissements dRv sera représenté par la formule

zdBaR.

Cette formule devant être identique avec l’autre ^rvdRv^ il s’ensuit qu’on devra avoir pour chaque force

dL dRv =”p;

ce qui démontre la seconde partie du théorème.

	
12 . Continuation du théorème des dérivées du travail de déformation. - Pour ne pas tomber en erreur dans l’application du théorème précédent, il faut que toutes les forces extérieures soient regardées comme indépendantes, et qu’elles soient, par conséquent, représentées par des lettres différentes.



Examinons toutefois ce qu’on obtient en prenant la dérivée du travail de déformation du système par rapport à une lettre P, lorsque deux forces égales, parallèles et dirigées en sens con-

— 28 —

traire, sont appliquées au système, et représentées toutes deux par cette lettre.

Supposons d’abord que les deux forces P soient représentées par des lettres différentes P, P' et qu’on prenne la dérivée totale du travail de déformation par rapport à P, en regardant P' comme fonction de P. Si nous représentons par F la fonction des forces extérieures, qui donne le travail de déformation, sa dérivée totale, par rapport à P, sera

dF _ dF dP' • dP TdP dP ‘

mais puisqu’on a

P' = P, on en tire

dP T ’

et la dérivée totale de F, par rapport à P, devient

dF | dF dPT dP' ’


- dF dF Or. — --

‘ dP^ dP'



expriment les chemins (1) des points d’application

des deux forces Pet P‘; et il faut remarquer que, comme ces ,         ...,        .dF dF deux forces sont dirigées en sens contraire, les dérivées TP Z pr seront de même signe ou de signes contraires, suivant que les deux chemins A a, A'a' auront eu lieu en sens contraire, ou dans le même sens (PL I, fig. 1).

Examinons maintenant deux cas particuliers très-importants:

	
10    Les deux forces P, P' sont dirigées suivant la ligne qui en joint les points d'application.



.         dF , dF              t

Dans ce premier cas, la somme Zp TT d Pr , c est-a-dire la som-

me des deux chemins A a, A' a’, exprime la quantité dont s’éloignent les deux points d’application A, A\ en supposant que les forces P, P' soient dirigées comme dans la figure 2, c’est-à-dire qu’elles tendent à éloigner les deux points A , A'. Dans ce même

	
	
• i  dF , dF , cas, si la somme — T Z Pr resuite négative, il s ensuit que les deux points A, Ar se sont rapprochés.





Lorsque les deux forces P, P’ sont dirigées comme dans la figure 3, c’est-à-dire lorsqu’elles tendent à rapprocher les points A, A , la somme — T ~r exprime le raccourcissement de la ligne AA', si elle résulte positive, et son allongement si elle résulte négative.

2° Les deux forces P, P’ sont perpendiculaires à la droite AA' qui en joint les points d'application (PL I, fig. 4).

Dans ce second cas , en appelant M le moment du couple formé par les deux forces P, P', nous aurons

P. A A' = M, P'. AA' = M,

et nous pourrons regarder le travail de déformation F comme une fonction des variables P, Pr, qui, à leur tour, seront regardées comme des fonctions de M: ainsi la dérivée de F, par rapport à cette dernière quantité, sera

dF _ dF dP dF dP' . dM dP dM~^ dP’ dM' mais on a

dP_ 1 dP' 1 dMAA" dM~ AA!" donc

dF = 1 IdF j dF\ dM AA\ipap)

Si la droite qui joint les points d’application des deux forces et qui avait, avant la déformation, la position A A', se trouve, après la déformation, dans une telle position que sa projection sur le plan du couple soit CC', il est clair que l’angle dont la droite AA' aura tourné autour d’un axe perpendiculaire au plan du couple, sera l’angle des deux droites AA', C C. Or, si du point C on tire la droite Cb parallèle a AA', et du point C' la droite C’b perpendiculaire à A A’, et qu’on prolonge la droite AA' jusqu’en a, on voit que C'a et ab seront les projections des déplacements A' C, AC sur la direction des forces, c’est-à-dire les chemins des points d’application de ces forces, et auront

i dF dF T, ,                   ,      , pour valeur —, —— . L angle C Cb aura pour tangente

C'b    C'b

— ou --

Cb    AA

en négligeant les quantités très-petites A'a, Ce par rapport à la droite AA'. Comme l’angle C’Cb est très-petit, il peut être regardé comme égal à sa tangente, et l’on peut dire, par conséquent, qu’il est exprimé par la formule

C’b Ca-F^b  1 (dELCE) dF AA AA’ AA'iP dP')  dM‘

Ce résultat démontre le théorème suivant :

La dérivée du travail de déformation d'un système élastique articulé, par rapport au moment d'un couple composé de deux forces perpendiculaires à la droite qui enjoint les points d'application, exprime la rotation de cette ligne autour d'un axe perpendiculaire au plan du couple.

Comme les denvees partielles ——, —, sont positives ou ne-

C I O 1

gatives suivant que les projections des déplacements A C, A’ C tombent sur la direction même des forces ou sur leur prolongement, il s’ensuit que la dérivée

1 (dF 1 dF\ AA' \ap dP’J

résultera positive ou négative suivant que la rotation de la droite AA' aura lieu dans le sens même de l’action du couple, ou en sens contraire.

	
	
13.    Théorème du moindre travail. - Si l'on cherche le minimum de la fonction





1 , Tp2 ’

qui exprime le travail de déformation d'un système articulé^ en tenant compte des 3n — 6 équations (12) entre les tensions de toutes les barres du système, on obtient pour ces tensions les valeurs qui ont lieu dans le système après la déformation.

Observons d’abord qu’après la déformation chaque barre Vp Vq équivaut à deux forces égales à la tension T^ appliquées aux sommets Vp, Vq, dont chacune soit dirigée vers le point d’application de l’autre, si la barre est effectivement tendue, ou en sens contraire, si elle est comprimée.

Or, entre toutes les barres du système dont le nombre est censé plus grand que 3n — 6, choisissons-en 3n — 6 tellement disposées qu’elles soient suffisantes pour rendre le système de forme invariable. Alors toutes les autres barres pourront être enlevées, sans altérer les conditions d’équilibre du système, pourvu qu’aux deux sommets reliés par chacune d’elles, on applique deux forces égales à la tension de la barre et dirigées comme nous avons dit ci-dessus. Les 3 n — 6 équations (12) serviront à déterminer les tensions des 3n — 6 barres principales, en fonction des forces extérieures appliquées aux sommets et des tensions des barres enlevées.

Mais comme ces dernières sont inconnues, il faudra les déterminer en exprimant les conditions géométriques auxquelles le système doit satisfaire.

Ces conditions sont très-simples, car, si dans le système réduit aux seules barres principales en substituant aux barres accessoires des forces équivalentes, on considère deux sommets reliés par une des barres enlevées, il est clair que, dans la déformation du système, ces deux sommets s’éloignent ou se rapprochent de la même quantité que dans le système primitif, c’est-à-dire d’une quantité égale à l’allongement ou au raccourcissement de la barre enlevée.

Représentons 'maintenant par F le travail de déformation du système de forme invariable réduit aux 3n — 6 barres principales, ce travail étant exprimé en fonction des forces extérieures et des tensions des barres enlevées.

Si Vp, Va sont deux sommets reliés par une de ces dernières barres, et Tpq la. tension de celle-ci, il résulte du premier cas examiné au numéro 12, que la dérivée de F, par rapport à T^, exprime le rapprochement ou l’éloignement des deux sommets Vp, Vq. Donc, l’éloignement de ceux-ci, si TM est vraiment une tension, et leur rapprochement si Tp est une compression, seront exprimés par

dF 1T,7

Mais sous l'action de la tension ou de la pression Tp , la barre Vp Va s’allonge ou se raccourcit de la quantité

Tp

Epq

donc, on aura l’équation

CE _ Tp d Tp Epq c’est-à-dire

Ou aura une équation semblable pour chacune des barres enlevées et, par conséquent, autant d’équations que d’inconnues.

Or, le travail de déformation du système primitif, c’est-à-dire du système contenant non seulement les barres principales, mais aussi les barres accessoires, est exprimé par la formule

1 - Tp

2 Epq

la somme 2 comprenant autant de termes qu’il y a de barres accessoires.

Donc, les équations ci-dessus pour exprimer toutes les conditions géométriques auxquelles le système doit satisfaire, ne sont autre chose que les dérivées, égalées à zéro, du travail de déformation de tout le système donné ; et, par conséquent, les tensions qui ont lieu après la déformation sont celles qui rendent un minimum ce travail.

	
	
14.    Autre démonstration du théorème du moindre travail. -Nous exposerons ici une autre démonstration que nous avons donnée en 1873, et qui conduit à une propriété remarquable.





1 T 2

Pour chercher le minimum de la fonction - 2 —P , en tenant

2 Epq compte des équations (12) dans lesquelles les forces extérieures doivent être regardées comme des constantes, on a l’équation

>Tpd Tp E0,                (16)

Epa

où les tensions Tpc[ sont liées par les 3n — 6 équations (12), et les différentielles dTw par les 3n — 6 équations suivantes, qu’on obtient en différentiant les mêmes équations (12).

2dT2q. COsc, =0,                                   1

SdTs Cosex =0, SdTy. cosy == 0,                  I (17)

EdTq.cosa,==0, EdTi.coss,=0, EdTq.Cosy±==0, (

Ün devrait maintenant éliminer 3n — 6 différentielles des tensions entre ces 3n — 6 équations et l’équation (16); mais au lieu d’effectuer directement cette élimination on peut opérer par la méthode des multiplicateurs. On multipliera donc chacune des équations (17) par une constante indéterminée et l’on ajoutera tous les produits à l’équation (16): ensuite on égalera à zéro les coefficients de toutes les différentielles d T, ce qui donnera autant d’équations qu’il y a de ces tensions. Il est vrai qu’on aura ainsi introduit 3n — 6 nouvelles inconnues, c’est-à-dire les constantes indéterminées; mais comme on a aussi les 3n — 6 équations (12), on voit, qu’en définitive, il y a autant d’équations que d’inconnues, et que, par conséquent, ces inconnues peuvent être déterminées complètement.

Appelons maintenant

A,

	
A 3 ,      B,



	
A, ,      B, , C,



les constantes par lesquelles on multiplie les équations (17), et cherchons l’équation que l’on obtient en égalant à zéro le coefficient d’une quelconque des différentielles, par exemple, de d Tp. Il est clair que cette différentielle ne peut se trouver que dans un
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seul terme de l’équation (16) et dans un seul terme de chacune des six équations du système (17), relatives aux deux sommets Vp, Va : on voit donc que l’équation cherchée sera

T

—PT + Ap COS “pq + BpCOS Pa — CpCOSYpa

Spg

— AqCOSC, + Bq cos Bip — C. COSY, — 0 ;

en observant que

cos Cap = — cos Epr , cos 0qp = — COS Bp , COSYP = — cos Yn , et en multipliant par Epq , cette formule devient

Tx= Ep« [(Aq— Ap) COSEp — (Bq — Bp) cos Bpr +(C— C.) cos 7pl (18).

On aura donc autant d’équations semblables à celle-ci qu’on a de tensions, c’est-à-dire de barres dans le système; et toutes ces tensions seront exprimées en fonction des 3 n — 6 constantes A, ; A, , Ba ; A, , B 4, C, ; etc.

Si maintenant on compare les équations ainsi obtenues avec les équations (13), on reconnaît qu’elles ne diffèrent les unes des autres que dans la substitution des lettres A, B, C aux lettres , », Ç, les indices restant les mêmes.

Or, pour obtenir les tensions qui rendent un minimum la fonc-1 T 2

tion -s e7 il faut d’abord substituer dans les équations (12) les valeurs des tensions qu’on tire de l’équation (18), et résoudre ensuite les équations résultantes, ce qui fait connaître les valeurs des constantes introduites. De même , pour obtenir les tensions qui ont lieu après la déformation, il faut d’abord substituer dans les équations (12) les valeurs des tensions données par les équations (13), et résoudre ensuite les équations résultantes, ce qui fera connaître les déplacements des sommets.

Mais on voit que ces deux opérations sont parfaitement identiques, sauf dans le changement des lettres qui représentent les inconnues : ainsi Von trouvera pour les constantes AP BP, CP les mêmes valeurs que pour les déplacements 5p, 7p , &p et, par conséquent^ les valeurs des tensions obtenues en cherchant le minimum du travail de déformation du système, sont celles qui ont lieu après la déformation.

De cette démonstration résulte la propriété remarquable sur laquelle nous voulions arrêter l’attention, et qui consiste en ce que les valeurs des constantes que l'on introduit dans le calcul pour chercher le minimum du travail de déformation, expriment les déplacements des sommets.

Cette démonstration du théorème du moindre travail est, nous le croyons, la première exacte qu’on ait donnée.

	
	
15.    Cas dans lesquels le théorème du moindre travail n’a pas lieu. - Nous ne nous arrêterons point ici à montrer la manière d'appliquer le théorème du moindre travail aux cas dans lesquels quelques-uns des sommets du système sont fixes, ou sont obligés de rester sur des surfaces ou des lignes sans frottement, car alors on ne peut rencontrer aucune difficulté.





Mais il y a un cas qu’il faut considérer, et c'est celui où quelques-uns des sommets sont obligés de rester sur des lignes ou des surfaces qui présentent au glissement des sommets une résistance de frottement.

Pour simplifier, nous supposerons qu’il y ait dans le système un seul sommet dans ces conditions, et que ce sommet soit obligé de rester sur une surface donnée.

Dans ce cas, il peut arriver que le frottement soit assez considérable pour empêcher le glissement du sommet ; et alors celui-ci doit être regardé comme fixe, en sorte que le calcul ne présente aucune difficulté.

Mais il peut arriver aussi que le glissement ait lieu. Alors, si l’on appelle Q la pression du sommet sur la surface, la résistance au glissement sera fQ, f étant un coefficient constant.

Pour reconnaître laquelle de ces deux suppositions aura lieu et pour trouver en même temps la direction de la force fQ, nous regarderons d’abord comme fixe le sommet placé sur la surface, et nous déterminerons les trois composantes, parallèles aux axes, de la réaction du sommet, en exprimant que les déplacements de celui-ci, parallèlement aux axes, sont nuis. Nous réduirons ensuite ces trois composantes à deux forces, dont l’une Q normale et l’autre tangente à la surface, et nous observerons si cette dernière est plus petite, ou plus grande que f Q : si elle est plus petite, le glissement ne pourra pas avoir lieu ; si elle est plus grande, le glissement aura lieu dans la direction de la force tan-gentielle , en supposant la résistance du frottement égale dans toutes les directions.

Dans cette dernière hypothèse on reprendra le calcul en regardant le sommet placé sur la surface comme libre, mais sollicité par une force Q inconnue et normale à la surface, et par une force fQ tangente à la surface, et parallèle à la direction du glissement.

Les forces Q et fQ étant regardées comme des forces extérieures, on pourra exprimer en fonction de la seule inconnue Q les tensions de toutes les barres du système, et aussi, par conséquent, le travail de déformation du système que nous représen-ferons par F.

Suivant le théorème du moindre travail, pour déterminer l’inconnue Q, il faudrait rendre un minimum la fonction F^ c’est-à-dire égaler à zéro la dérivée de F par rapport à Q.

Si, pour plus de clarté, nous représentons par S la force tan-gentielle f Q, le travail de déformation F sera exprimé en fonction de Q et de S, et la dérivée totale de F par rapport à Qr égalée à zéro, donnera l’équation

dF dF dQ Th dS

Si, au contraire, nous partons de la considération des liens géométriques auxquels le système doit satisfaire, nous voyons qu’il faut exprimer que le sommet appuyé sur la surface peut se déplacer seulement dans la surface même, c’est-à-dire que son déplacement sur la direction de la force normale Q doit être nul.

Suivant le théorème des dérivées du travail, il faudra donc égaler à zéro la dérivée de F par rapport à Q, la force tangen-tielle S = fQ étant regardée comme constante ; ce qui donnera l’équation

dFHo. dQ

Or, cette équation ne peut pas être identique à la précédente,. d f

car pour cela, il faudrait qu’on eût "=0, ce qui n’est pas pos-exprime le déplacement du sommet dans la surface , déplacement qui n’est pas nul par hypothèse , car le glissement a lieu.


. dF

ible, vu que —



Concluons en disant que, lorsque le déplacement des sommets est gêné par le frottement, on peut tomber en erreur en appli-quant le théorème du moindre travail ; en sorte qu’il conviendra toujours, en ce cas, de se servir du théorème des dérivées du travail.

IG. Systèmes dans lesquels il y a des tensions même avant l’application des forces extérieures. - Nous avons jusqu’ici considéré des systèmes articulés tels, que dans l’état naturel, c’est-à-dire lorsque aucune force n’agit sur eux, les barres ne sont ni tendues, ni comprimées ; ce qui exige que toutes les barres aient exactement les longueurs géométriques nécessaires pour la composition du système, en sorte qu’après l’avoir composé avec 3 n — 6 barres qui suffisent pour le rendre de forme invariable, les autres barres aient exactement des longueurs égales aux distances des sommets qu’elles doivent joindre.

Il nous reste maintenant à étudier le cas très-important dans lequel, après avoir composé le système avec 3n—6 barres, on doit en ajouter des autres ayant des longueurs qui ne sont pas exactement égales aux distances des sommets qu’elles doivent joindre, mais qui en diffèrent par des quantités très-petites et comparables aux variations de longueur qui n’altèrent point l’élasticité des barres.

Dans ce cas, il est évident que si, après avoir composé le système avec 3n — 6 barres, on veut en ajouter une autre n’ayant pas une longueur exactement égale à la distance des sommets qu’elle doit joindre, cela ne pourra avoir lieu qu’en l’allongeant ou en la comprimant, et en rapprochant ou éloignant les deux sommets; en sorte qu’après l’introduction de la nouvelle barre, toutes les autres seront tendues ou comprimées, quoique aucune force extérieure ne soit encore appliquée au système.

Une altération dans les efforts des barres aura lieu pour chaque nouvelle barre qu’on introduira dans le système.

Lorsqu’il sera composé, si l’on applique des forces à ses sommets, il y aura une nouvelle modification dans les tensions des barres : or, voici le problème que nous nous proposons de résoudre :

Étant donné un système articulé dont les barres accessoires n'ont pas, dans l'état naturel, des longueurs exactement égales aux distances qu'il y a entre les sommets qu'elles doivent joindre, lorsque le système est composé seulement avec les

barres principales et qu'il n'est encore sollicité par aucune force, trouver la tension de toutes les barres du système après Vapplication des forces extérieures.

Soient A, B (Pl. I, fig. 5) deux sommets reliés par une barre accessoire, et supposons qu’après avoir composé le système avec les 3 n — 6 barres principales, la distance de ces deux sommets soit l, tandis que la longueur naturelle de la barre accessoire qui doit les joindre soit l — A , A étant une quantité très-petite par rapport à l et comparable à un allongement qui n’altérerait pas l’élasticité de la barre.

Pour introduire celle-ci dans le système il faudra l’allonger ; et en même temps il faudra rapprocher les deux sommets, ce qui fera naître des tensions dans toutes les autres barres.

Après la déformation due à l’introduction des barres accessoires, si l’on applique des forces extérieures aux sommets, une nouvelle déformation aura lieu, et les tensions des barres changeront encore.

Or, il est bien évident que la déformation du système et les tensions finales des barres résulteraient les mêmes que ce qu’elles sont effectivement, si la barre accessoire A B n'était pas introduite, pourvu qu’aux sommets A, B on appliquât deux forces égales à la tension finale T de cette barre , et dirigées l’une contre l’autre suivant la direction A B.

On peut répéter le même raisonnement pour toutes les autres barres accessoires. Mais il résulte du théorème des dérivées du travail que si, après avoir exprimé le travail de déformation F du système supposé réduit aux seules barres principales, en fonction des forces extérieures appliquées aux sommets et des tensions des barres accessoires regardées comme des forces extérieures, d F                                          , on prend sa dérivée 27 par rapport à T, on obtient la quantité dont les deux sommets A, B se sont rapprochés.

Or, ce rapprochement des deux sommets , ajouté à l'allonge-T

ment de la barre, qui est . , doit donner la quantité A dont la barre était plus courte, par rapport à la distance initiale des deux sommets A, B, ce qu’on exprime au moyen de l’équation

CF_T=

dT s

On aura donc autant d’équations semblables à celle-ci qu’il y a de barres accessoires ; et, par conséquent, en y joignant les 3n — 6 équations (12) on aura autant d’équations qu’il y a de barres dans le système, en sorte que les tensions de toutes ces barres pourront êtie déterminées.

Comme corollaire, on peut observer que toutes les équations analogues à la (19), s’obtiennent en égalant à zéro les dérivées de la fonction


F—
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dans laquelle les sommes S s’étendent aux seules barres accessoires. Cr, puisque la fonction

72

F+32

exprime le travail de déformation de tout le système, il s’ensuit que les tensions des barres^ après la déformation, sont celles qui rendent un minimum le travail de déformation du système, diminué de la somme des produits Tl pour toutes les barres accessoires, en ayant égard aux 3n — 6 équations (12) entre les tensions des barres.

1%. Corollaire. - Si les différences A sont toutes nulles, c’est-à-dire si les barres accessoires ont précisément les longueurs nécessaires pour être introduites dans le système sans y produire des tensions avant l’application des forces extérieures, on voit que le terme 2 Tl sera nul, et qu’ainsi la fonction qu'il s’agira de rendre un minimum , en satisfaisant aux 3 n — 6 équations (12), sera simplement le travail de déformation du système, c’est-à-dire

On retrouve donc nouvellement le théorème du moindre travail.

AS. Effets des variations de température. - Le problème que nous avons résolu au numéro 16 trouve son application immédiate à la détermination des variations qui ont lieu dans les tensions des barres d’un système articulé, par l’effet des changements de température.

Car, si nous supposons qu’on ait un système articulé dont les sommets soient sollicités par des forces données, et que nous le considérions dans un état quelconque par rapport à la température, il est clair que pour déterminer la tension des barres dans cet état, nous pouvons procéder de la manière suivante :

Nous supposerons d’abord qu’on ait enlevé toutes les forces extérieures et toutes les barres accessoires : alors on n’aura plus qu’un système composé avec les seules barres principales, et aucune tension n’aura lieu dans celles-ci. La distance des sommets dans ce système, et la longueur naturelle des barres accessoires à la température supposée, resteront parfaitement déterminés; en sorte que l’on connaîtra la petite quantité X dont chacune des barres accessoires sera plus courte, par rapport à la distance des sommets qu’elle doit joindre.

Pour déterminer maintenant les tensions finales qui auront lieu dans le système donné, il faut supposer qu’au système réduit aux seules barres principales on ajoute les barres accessoires, et qu’ensuite on applique aux sommets les forces données.

On voit donc qu’on est conduit ainsi au problème que nous avons résolu au numéro 16.

	
	
19.    Superposition des effets. - Nous allons voir que dans les questions sur l’élasticité, le principe de la superposition des effets a toujours lieu ; mais, pour plus de clarté, nous examinerons séparément deux cas :





1° Supposons d’abord qu’il s’agisse d’un système dans lequel il n’y ait pas de tensions avant l’application des forces extérieures.

Nous avons vu au numéro 8 que, dans ce cas, les tensions des barres sont données par la résolution des deux systèmes d’équations (12) et (13) : or, comme toutes ces équations sont linéaires, par rapport aux tensions et aux forces extérieures , il s’ensuit que les premières seront des fonctions linéaires des secondes.

Si donc on appelle Tla tension d’une barre, et P, Q, R,..... les forces appliquées aux sommets du système, on aura

T= aPp^Q^yRR......

a^ ^ y^.....étant des coefficients constants.

Si au lieu des forces P, Q, R,.....on applique aux mêmes sommets et dans les mêmes directions les forces P-p-p, Q + Q^

R — r, etc., et si l’on appelle alors T— t la tension de la barre considérée ci-dessus, nous aurons

T + t = « (P + ») + B (Q + q) + 7 {R + 7) +....., d’où l’on tire, en tenant compte de la valeur de T,

................; c’est-à-dire que la tension que prend la barre sous l’action des forces P + p, Q + q^ R-^r, etc. appliquées au système, est la somme des tensions qu’elle prendrai! si les seules forces P, Q, R,..... ou les seules forces p, q, r,.....étaient appliquées.

On voit donc que le principe de la superposition des effets a lieu, et que, par conséquent, on peut étudier séparément les effets des différentes forces appliquées au système, car on n’aura ensuite qu’à les ajouter, pour obtenir l’effet que produiraient toutes les forces, si elles étaient simultanément appliquées.

2° Considérons maintenant le cas où les barres n’ont pas, dans leur état naturel, les longueurs exactement nécessaires pour la composition du système, c’est-à-dire où il y a, dans le système, des tensions ou des compressions, même avant l’application des forces extérieures.

Nous avons vu qu’on aura autant d’équations semblables à la (19), qu’il y a de barres accessoires dans le système.

Or, la fonction F qui entre dans cette équation, et qui exprime le travail de déformation des seules barres principales , est une somme de la forme

1 . 72

2 7 e ‘

en étendant cette somme aux seules barres principales. Au moyen des équations (12) on peut exprimer les tensions de ces barres par des fonctions linéaires des forces extérieures et des tensions des barres accessoires : d’où il s’ensuit que la somme ci-dessus peut être exprimée au moyen d’une fonction du second degré par rapport aux tensions des barres accessoires et des forces extérieures, et que, par conséquent, toutes les dérivées 44 seront des fonctions linéaires de ces mêmes quantités.

Donc, en résolvant le système des équations analogues à la (19), pour déterminer les tensions des barres accessoires, on obtiendra pour ces tensions et, par suite aussi, pour celles des barres principales, au moyen des équations (12), des fonctions linéaires des forces extérieures et des quantités A.

Soit donc T la tension d’une barre quelconque, P, Q, R, etc. les forces extérieures appliquées aux sommets, et A, , 7,, À,, etc. les valeurs des petites quantités X : on aura

T —: a P + B Q + 7 R ......

+(,*,+ C,2a +02+.....,

«, 3, 7,.....a, , &, , &3,.....étant des coefficients constants.

Or, si l’on appelle Tx la tension que prendrait la barre considérée après l’introduction de toutes les barres accessoires, mais avant l’application des forces extérieures, il est clair qu’on obtient la valeur de T{ en faisant P=0, Q =0, R — 0, etc. dans l’expression générale de T ; ce qui donne

Ti = «*+ a^ + 2,23 ......

Si l’on appelle encore T^ la tension que prendrait la barre considérée par l’effet des forces extérieures, en supposant que toutes les barres aient exactement la longueur géométrique nécessaire pour la composition du système, on voit facilement qu’on trouvera la valeur de T, en faisant 2, = 0, 22 = 0, À3 = 0, etc. dans l’expression générale de T, ce qui donnera

T, = a P + 8 Q + 7 R ......

Donc, la valeur générale de T pourra être mise sous la forme

T= 7+ T.,

ce qui montre que le principe de superposition des effets a lieu aussi dans le cas présent.

Par conséquent, lorsqu’ on devra étudier un système articulé, dont les barres n’auront pas exactement les longueurs nécessaires pour le composer, de telle sorte qu’il se produise des tensions même avant l’application des forces extérieures, on pourra diviser la question en deux parties. On déterminera d’abord les tensions qui auront lieu dans le système avant l’application des forces extérieures ; ensuite on déterminera les tensions que produiraient les forces extérieures si, dans le système, il n’y avait pas de tensions préalables. On trouvera ainsi pour chaque barre deux tensions qui, ajoutées l’une à l’autre, donneront la tension effective de la barre.

	
	
20.    Exemple. - Soit AB CD (Pl. I, fig. 6) un quadrilatère articulé composé de six barres ayant à la température t des longueurs telles, qu’après avoir composé les deux triangles AD B, AC B, ce qui détermine la position des sommets D^ C, la distance de ceux-ci soit exactement égale à la longueur de la barre qui doit les relier.





Si les barres ne sont pas de la même matière , ou si la température ne varie pas également pour toutes, il arrivera, à un autre degré de température, qu’après avoir composé les deux triangles A DB, A CB, la distance entre les deux sommets C, D résultera différente de la longueur de la barre qui doit les relier; en sorte que celle-ci présentera un manque de longueur (ou un excès qui sera regardé comme un manque négatif), que nous représenterons par A3.

On voit que cette quantité peut être déterminée facilement par de simples calculs géométriques. Lorsqu’on l’aura trouvée, on pourra calculer la tension des barres correspondante au nouvel état de la température , en tenant compte en même temps des forces extérieures, car ces tensions doivent rendre un minimum la fonction en ayant égard aux équations de condition entre les inconnues.

[image: ]




(20)



Ces équations sont cinq ; car, en supposant le sommet A fixe, et le sommet B obligé de rester sur la droite AB , on n’aura qu’une seule équation pour le sommet B et deux équations pour chacun des sommets C, D.

Pour obtenir sous la forme la plus simple les équations d’équilibre autour du sommet C, on exprimera d’abord que la somme des projections des forces concourant en ce point sur une droite perpendiculaire à la diagonale A C doit être nulle; et ensuite que la somme des projections des mêmes forces sur une droite perpendiculaire à BC doit aussi être nulle.

Pour l'équilibre autour du sommet D, on exprimera d’abord que les forces concourant en ce point, projetées sur une droite perpendiculaire à la diagonale DB doivent donner une somme nulle, et ensuite que la somme des projections des mêmes forces sur une droite perpendiculaire à DA doit aussi être nulle.

On obtient donc les équations suivantes :

T, + T,cos ABC + Tcos ADB— P=0,  |

T,sinACB — T3sinACD — Pesin ACPc = 0, |


(21)



T,sin ACB + ^sinBCD + PcsinBCPc = 0, )

T. sin ADB — T3 sin BDC — PA sin BDPA = 0,

	
7,    sin ADB + T3 sin ABC + Pà sinADP, = 0.



Les quatre dernières donnent les tensions T, , T^^ T^, TG en fonction de T3, et en substituant ensuite dans la première on obtient aussi T^ en fonction de T3 : ainsi la formule (20) peut être exprimée en fonction de la seule tension T, en sorte qu’en égalant à zéro sa dérivée par rapport à cette inconnue, on obtiendra une équation du premier degré pour la déterminer.

La tension T3 étant obtenue en fonction de À3, les équations (21) feront connaître toutes des autres tensions en fonction de cette même quantité.

CIAPITRE II

Systèmes a encastrement

	
	
1.    Définitions et notions fondamentales. - Nous avons jusqu’ici étudié les systèmes articulés, c’est-à-dire composés de barres rectilignes, dont chacune est reliée aux autres à charnière et seulement par ses deux extrémités, de façon qu’une barre quelconque pourrait tourner librement autour de l’une de ses extrémités, si l’autre était libre.





Nous passons maintenant aux systèmes à encastrement, c’est-à-dire composés de solides encastrés les uns dans les autres, en sorte qu’un solide quelconque ne pourrait point tourner autour de l’une de ses extrémités, même si à l’autre extrémité il était rendu libre.

Nous appellerons encore systèmes à encastrement ceux qui sont composés de solides encastrés les uns dans les autres et de barres reliées à charnière entr’elles et avec ces solides.

Maintenant nous allons démontrer que le théorème des dérivées du travail de déformation, et celui du moindre travail, ont lieu pour les systèmes à encastrement, aussi bien que pour les systèmes articulés.

Mais nous exposerons d’abord quelques notions sur la constitution moléculaire des corps, telle que nous la supposons.

Or, nous admettons, comme Navier, Poisson, Cauchy, Lamé, BARRÉ de Saint-Venant et la plupart des physiciens, que les corps sont composés de molécules très-petites séparées par des intervalles très-petits.

Lorsqu’on dit qu’à un corps est appliquée une force, agissant sur toute sa masse , comme , par exemple, la gravité , cela signifie qu’à chaque molécule est appliquée, proportionnellement à sa masse, une partie de cette force.

On exprime souvent qu’à la surface d’un corps est appliquée une force distribuée en raison de p kilogr. par mètre carré : on veut dire alors qu’au corps considéré on en a approché un autre dont les molécules agissent sur une couche superficielle extrêmement mince du premier, en sorte que la résultante de toutes les actions qui ont lieu à travers un élément • de la surface de séparation des deux corps, est égale à op.

Ces considérations font voir qu’un corps sollicité par des forces agissant, soit sur toute sa masse, soit seulement sur les molécules placées à la surface , peut être regardé comme un système de points matériels, dont chacun est sollicité par certaines forces.

Si un corps n’est point assujetti à des forces extérieures, on dit qu'il est dans son état naturel.

Lorsqu’on a un corps dans cet état, ou même assujetti à des forces extérieures, mais en équilibre sous leur action, et qu'on y applique de nouvelles forces, il se déforme, et la distance entre ses molécules varie. Or, nous admettons comme résultat d’expérience le principe suivant :

Quand deux molécules d'un corps s'éloignent ou se rapprochent d'une quantité très-petite par rapport à la distance initiale de leurs centres, il se développe, suivant la ligne de jonction de ces centres, une force élastique proportionnelle au degré d'éloignement ou de rapprochement, et qui est attractive ou répulsive suivant que les deux molécules se sont éloignées ou rapprochées.

Cette loi étant admise, nous allons voir que tout corps, et tout système de corps reliés d’une manière quelconque peuvent être regardés comme un système articulé, et jouissent, par conséquent, des mêmes propriétés.

En effet, si dans un corps en équilibre sous l'action de certaines forces nous considérons une molécule Vp , il est clair que toutes les forces qui lui sont appliquées doivent se faire équilibre. Or, supposons le corps rapporté à trois axes rectangulaires, dont l’origine soit le centre d’une molécule, dont l’axe des x passe par une autre molécule, et dont le plan des xy contienne une troisième molécule ; appelons, de plus,

Op, y?, 3p et Cq, Y4, ^q les ordonnées de deux molécules quelconques VP , Va avant la déformation,

Ep — 5p, Up + % , Zp — &p et &q—s, J + na, Z4 + &a les coordonnées de ces mêmes molécules après la déformation,

Cpe , Bpa , YP1 les angles que la droite Vp V9 fait avec les axes avant la déformation.
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L’éloignement des deux molécules, pendant la déformation, sera

Apq = (ka -- sp) Cosapa + (Ta -- "p) COS^pq + (& -- &p) COS/pq ;     (1)

et la force élastique développée entre les deux molécules résultera

Tp — Epa [(k ^p) COS Cpa —- (na np) COS Bpr + (& Cp) COS Ypil (2)

Epq étant un coefficient différent pour chaque couple de molécules. Si maintenant on appelle encore Xp , Yp , Zp les composantes parallèles aux axes de la force extérieure appliquée à la molécule Vp , on aura les trois équations d’équilibre

Xp + ZTpycoSap = 0, )

Y, + 3T,cos A, = 0,                  (3)

Zp + ETpcOSYp = 0.  *

On voit que les équations (1), (2), (3) sont les mêmes que celles obtenues pour les systèmes articulés ; en sorte qu’on en déduira les mêmes conséquences, c’est-à-dire que les principes et les théorèmes, que nous avons démontrés pour les systèmes articulés ont lieu aussi pour les systèmes à encastrement. Nous allons toutefois exposer distinctement ces principes et ces théorèmes, car pour les systèmes à encastrement, on peut leur donner une forme plus commode pour la pratique.

	
	
2.    Principe de la superposition des effets. - Pour tout corps ou système de corps le principe de la superposition des effets a donc lieu, de manière que l’effet que plusieurs forces extérieures produisent sur le corps ou sur le système, est la somme des effets que produiraient les différentes forces, si elles étaient isolément appliquées.





Ce principe très-important peut s’exprimer en d’autres termes en disant que les déplacements des différents points, de même que les forces intérieures ou élastiques^ sont des fonctions linéaires des forces extérieures.

Il faut toutefois observer que ce principe n’a lieu qu’autant que l’éloignement ou le rapprochement total de deux molécules quelconques est très-petit par rapport à la distance initiale de leurs centres; car, sans cela, on ne pourrait point introduire dans les formules (1), (2) et (3) au lieu des angles que les droites de jonction des molécules font avec les axes après la déformation, les angles qu’elles faisaient avant la déformation.

	
	
3.    Propriété du travail de déformation. - Pour tout corps ou système de corps qu'on assujettit à des forces quelconques croissant par degrés infiniment petits de zéro jusqu'à leurs valeurs finales, le travail de déformation reste le même quelle que soit la loi suivant laquelle croissent ces forces.





En effet, si l’on multiplie la formule (2) du numéro 1 par $7,1, et si l’on ajoute ensemble les équations analogues pour tous les couples de molécules, en réunissant tous les termes contenant le même déplacement, et en ayant égard aux équations (3), comme nous avons fait pour les systèmes articulés au numéro 10 du chapitre premier, on obtient, pour exprimer le travail de déformation, la formule

3z(Xp8p + Y77, + Z,8,);                (4)

d’où il résulte la propriété énoncée ci-dessus, car les déplacements £p, np , &p dépendent seulement des valeurs finales des forces extérieures.

Si nous appelons, comme au numéro 10 du chapitre premier, Rp la résultante des forces Xp, Yp, Zp, et rÿ le déplacement relatif du point d’application de cette résultante, c’est-à-dire, la projection , sur la direction de la force R? , du déplacement de son point d’application, on a, comme nous avons vu,

XpEp + Ypt + 2,5, = Rpr,,

en sorte que le travail de déformation de tout le système sera exprimé par la formule

35Rprp.                        (5)

	
	
4.    Théorèmes des dérivées du travail de déformation.





Première Partie - Si l'on exprime le travail de déformation d'un corps ou système élastique en fonction des déplacements relatifs des points d'application des forces extérieures^ on obtient une formule dont les dérivées, par rapport à ces déplacements, donnent la valeur des forces correspondantes.

Seconde Partie. - Si V on exprime le travail de déformation d'un corps ou système élastique, en fonction des forces extérieures, la dérivée de cette expression, par rapport à une de ces forces, donne le déplacement relatif de son point d'application.

Les deux parties de ce théorème se démontrent de la même manière que pour les systèmes articulés.

	
	
5.    Continuation du théorème des dérivées du travail. - Si l'on exprime le travail de déformation d'un corps ou système élastique, en fonction des forces extérieures et des moments des couples, on obtient une formule dont la dérivée, par rapport au moment d'un couple, donne la rotation relative de la ligne qui joint les points d'application des deux forces du couple.





On entend ici par couple le système de deux forces égales, parallèles, dirigées en sens contraire et perpendiculaires à la ligne joignant leur point d’application.

On entend, de plus, par rotation relative de cette ligne, la rotation de sa projection sur le plan du couple.

Cela posé, le théorème se démontre de la même manière que pour les systèmes articulés.

G. Extension du théorème des dérivées du travail. - Considérons dans un corps ou système un petit volume dont les molécules se déplacent très-peu les unes par rapport aux autres dans la déformation générale, de manière qu’on puisse négliger les déplacements relatifs de ces molécules relativement à leurs déplacements absolus. Conduisons par un point de l’élément de volume considéré trois axes rectangulaires reliés avec lui, et qui, avant la déformation, soient parallèles aux axes fixes des coordonnées auxquels on rapporte tout le système; et appelons X, Y, Z les composantes parallèles à ces axes de la force extérieure appliquée à une molécule quelconque du système ,et K, y, & les déplacements absolus de cette molécule. Nous savons que la différentielle du travail de déformation de tout le système peut être exprimée avec chacune des deux formules

Z(Xds + Yd^ — Zd^,              (6)

^dX +dY+ ^dZ),           (7)

en étendant la somme s à tout le corps ou système.
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Or, pour toutes les molécules comprises dans l’élément de volume considéré, les déplacements 3, 7, & peuvent être exprimés en fonction de six quantités seulement ; car le passage de cet élément de volume de sa position initiale à sa position finale peut être opéré au moyen d’un mouvement de translation et d’un mouvement de rotation ; ou bien, au moyen de trois translations ^o, 7o, ^o parallèles aux trois axes fixes auxquels on rapporte tout le système, et qui conduisent dans sa position finale l’origine des axes mobiles auxquels on réfère l’élément de volume ; et au moyen de trois rotations 6x, 6y, 0, autour de ces derniers axes. Si l’on appelle o, y, z les coordonnées, par rapport à ceux-ci, d’une molécule de l’élément considéré, on pourra exprimer ses déplacements absolus 5, 7, & au moyen des formules

Xd^ + Yd^ + Zd^ =

Xd^-Y Yd^-YZd^^Zy - Yz)d0,+(Xz-Zœ)dô,+ ( Yx-Xy)d^ et

zdX+ndY+ ^dZ =

^dX + ^dY + ^dZ + {ydZ — zdY)^ + l^zdX — oc d Z} 6,

+ (xd Y— y^X)^.

Or, pour l’élément de volume considéré, appelons •%, 2 % les sommes des composantes X, Y, Z des forces extérieures appliquées à toutes ses molécules, et Mx, My, Mz les sommes des moments Zy— Yz , Xz— Zx, Y 0 — Xy de ces forces par rapport aux axes mobiles. Comme les coordonnées a, y, z sont celles qui ont lieu avant la déformation, elles doivent être regardées comme constantes pour chaque molécule de l’élément de volume; en sorte qu’on aura

ydZ — zdY — d(Zy — Yz), etc.

et, par conséquent, les sommes des six quantités dX, d Y, dZ, ydZ — zdY, zd X — xdZ, xdY—ydX seront

	
d 3. d Q d %. d M^, d My , d M. .



Donc, les sommes des quantités

Xd^ + Yd» + Z d ,

^dX + » d Y + ^dZ ,

étendues à toutes les molécules de l’élément considéré, seront


6 d ço + 2 d^ + % d Ço +




M^d^ — Mydly -- Mz d Oz,




(10)



1

 Notre ami, l'Ingénieur François Crotti, qui a lu quelques mémoires à la Société des Ingénieurs de Milan et à l’Institut Lombard, sur nos travaux précédents, a proposé d’appeler chemin d’une force, le déplacement relatif de son point d’application.


kod 6 + no d 2 + çod % + 6z@M: + 0y d My + 6z d Mz (11)

Or, la somme (6) qui donne la différentielle du travail de déformation du corps ou système regardé comme fonction des déplacements relatifs des forces extérieures, contiendra les différentielles d^, dno , d^o, d^, dôy, dôz seulement parce qu’elle contient la formule (10) ; et, de même, la somme (7) qui donne la différentielle du travail de déformation regardé comme fonction des forces extérieures, contiendra les différentielles d .0, d 2-d %. dMz, dMy, d M seulement parce qu’elle contient la formule (11).

D’où il suit qu’on a les deux théorèmes suivants :

	
1.    Les résultantes -0. 24 % et les moments résultants Mx, My, Mz sont les dérivées du travail de déformation du système par rapport aux déplacements £0, no, Ço, et aux rotations 6,, 6y, 0,.


	
2.    Les trois déplacements ko, 70, ço et les trois rotations 6x, 0y, Oz, sont les dérivées du travail de déformation du système par rapport aux résultantes -, 2 %. et aux moments résultants Mx, My, M, .



	
9.    Corollaire. - Considérons maintenant à la surface d’un corps ou système un élément plan •, qu’on puisse encore regarder comme tel après la déformation du corps ou du système.



Lorsqu’on dit qu’une force est appliquée seulement à la surface d’un corps, on veut dire qu’elle agit sur une couche très-mince de molécules près de la surface : or, nous supposons les dimensions de la surface • assez petites par rapport à celles du corps ou système, mais très-grandes par rapport à l’épaisseur minime de cette couche superficielle.

Nous pouvons appliquer au prisme très-mince ayant pour base l’élément de surface », et pour hauteur l’épaisseur de cette couche , les deux théorèmes précédents ; seulement, comme les forces appliquées à ce prisme sont celles qu’on dit appliquées à l’élément de surface », on voit que ces théorèmes s’appliquent aussi bien à un élément de surface qu’à un élément de volume.

Lorsqu'il s’agira d’un élément de surface, nous prendrons en général son centre de gravité pour origine des coordonnées, sa normale pour axe des x, et ses axes principaux d’inertie pour axes des y et des z. Alors, 6, sera la rotation de la surface » autour de son centre de gravité et nous l’appellerons angle de torsion : 6y et 0, seront les rotations de cette même surface autour de ses deux axes principaux d’inertie, et nous les appellerons angles de flexion. De même, Mx sera le moment des forces appliquées à la surface » et qui tendent à la faire tourner autour de l’axe des x, c’est-à-dire autour de son centre de gravité, et nous l’appellerons moment de torsion; tandis que Myi M, seront les moments qui tendent à faire tourner la surface • autour de ses axes principaux d’inertie, et nous les appellerons moments de flexion.

S. Théorème du moindre travail. - En procédant sur les équations (2) et (3) données au numéro 1 du présent chapitre, comme nous avons fait aux numéros 13 et 14 du chapitre premier, on démontrera le théorème suivant, que nous appelons du moindre travail.

Les forces élastiques qui ont lieu entre les couples moléculaires après la déformation du corps ou du système^ sont celles qui rendent un minimum le travail de déformation, eu égard aux équations de conditions qui expriment qu'il y a équilibre entre ces forces autour de chaque molécule.

Ce théorème est très-important.

Mais il faut exposer ici quelques considérations pour en montrer l’usage; car, il est bien évident qu’on ne pourrait pas, comme pour les systèmes articulés, écrire les trois équations d’équilibre pour chaque sommet, c’est-à-dire pour chaque molécule.

En général, pour les corps ou systèmes, il arrive que les inconnues qu’il faudrait connaître , afin d’obtenir la valeur de la force élastique en un point quelconque, sont, ou les résultantes et les moments résultants des forces moléculaires agissant à travers 'certaines faces planes intérieures, ou les réactions de points ou de surfaces assujetties à des conditions particulières. Le travail de déformation du système peut être exprimé en fonction de ces inconnues ; et si l’on a entr’elles quelques équations de condition, on peut s’en servir pour éliminer, de l’expression du travail, un égal nombre d’inconnues. Alors, les inconnues restantes, qui sont des fonctions des forces moléculaires, peuvent servir à exprimer la tension en un point quelconque du corps ou système, c’est-à-dire les forces élastiques de tous les couples de molécules : or, puisque ces forces élastiques doivent rendre un minimum le travail de déformation du système, il s’ensuit que la même chose doit avoir lieu pour la valeur des inconnues en fonction desquelles on a exprimé ce travail.

On peut donc énoncer d’une manière plus générale le théorème du moindre travail, en disant que quelles que soient les quantités inconnues en fonction desquelles on a exprimé le travail de déformation d'un système, les valeurs qu'elles doivent avoir après la déformation du système, sont celles qui rendent un minimum ce travail, eu égard aux équations de condition qui ont lieu entr^elles.

CIAPITRE III

Equations générales de l’équilibre d’élasticité des solides

	
	
#. Déformation des corps. - Considérons un corps dans son état naturel et rapportons-le à trois axes rectangulaires, dont l’origine soit dans une molécule du corps, dont l’axe des x passe par cette même et par une autre molécule, et dont le plan des xy passe par ces deux et par une troisième molécule.





Prenons dans ce corps un élément parallélipipcde ayant les arêtes, que nous appellerons bx, ^y, A3, parallèles aux trois axes, et qui contienne un très-grand nombre de molécules tout en restant très-petit.

Nous appellerons sphère d'action d’une molécule, la sphère ayant son centre dans cette molécule, et contenant toutes les molécules sur lesquelles elle exerce son action. Le rayon de cette sphère est comparable aux distances moléculaires, et se trouve, par conséquent, extrêmement petit.

Or, nous supposons que les arêtes Ax, ày^ Az du parallélipipède élémentaire, quoique très-petites, soient comparativement très-grandes par rapport au rayon de la sphère d’action des molécules, en sorte qu’en considérant à la surface du parallélipipède une couche ayant pour hauteur ce rayon, son volume soit négligeable par rapport à celui du parallélipipède.

Lorsqu’on applique des forces quelconques au corps considéré, il se déforme et ses molécules se déplacent. Pour nous en tenir aux notations adoptées par MM. Lamé et BARRÉ DE Saint-Venant, nous appellerons u, v, w les déplacements, parallèles aux axes, d’une molécule quelconque, dont les coordonnées primitives étaient œ, y^ z. Ces déplacements seront des fonctions des coordonnées.

Cela posé, prenons dans le parallélipipède très-petit une droite ayant la longueur r^ reliant les centres de deux molécules, et faisant les angles a, B, 7 avec les axes. Soient 0, y, z les coordonnées primitives d’une de ces molécules, et

x — r cos a, y — r cos 3,     % — r cos 7 celles de l’autre.

Les déplacements de la première molécule parallèlement aux axes étant u, v, w, ceux de la seconde seront, en négligeant les termes contenant les puissances de rcos a, rcosp, rcosy, supérieures à la première,

	
	
2. Dilatation. - Or, l’allongement total de la droite r est exprimé par la formule





(u‘ — 1) cos a — (v‘ — v ) cos 3 — (wr — w) cos y,


(2)



et son allongement par unité de longueur, c’est-à-dire ce qu’on appelle dilatation du solide au point (x, y, z) dans la direction («, 3, 7), est égal à l’allongement total divisé par la longueur initiale r. Donc, si l’on appelle dr la dilatation ci-dessus définie, et si l’on substitue à u‘ — u, v' — v, w' — w leurs valeurs données par les formules (2), on obtient

	
, du   9 dv   2 , dw   9 , / dv . da\) C-- COS'a-—cos23— — COS' — -—- cosficosy 1 dx dy ' dz 1 \dz 'dy )                '                     (3)



	
1    (dw , du\          , ldu , dv\^ |


	
— — — — COSCOS a — — - — cosacosfi-\dx d z           \dy dx         1





En appliquant cette formule successivement à trois directions parallèles aux axes des x, des y et des z, et en appelant 2x, Dy, 02 les trois dilatations correspondantes, on a


- du

Ox = ,

dx




. __d u

0y — — ’

dy




. du 02-—.

dz




(4)



Il s’ensuit que les trois arêtes du parallélipipède auront, après la déformation, les longueurs

(1+0)Aa, (1+2,)Ay, (1+0)4z, et que son volume sera, en négligeant les produits des dilatations deux-à-deux,

(1 + Ox —+ Oy + 0.) A œ Ay A Z :

donc, l’augmentation de volume sera

(Ox + Oy + 2.) A a A y A z,

et la dilatation cubique ; que nous appellerons 0, c’est-à-dire la dilatation rapportée à l’unité de volume, sera

,_. . . _du . dv . dw

	
6    = Jx — Oy — 2z = — — — — — .         5 dæ dy dz


	
3.    Glissement. - Considérons dans le parallélipipède une troisième molécule telle, que la droite s de jonction avec la première soit, avant la déformation, perpendiculaire à la droite r qui relie la première avec la seconde.





L’angle des deux droites r et s sera aigu après la déformation, et son cosinus sera égal au sinus du rétrécissement éprouvé par l’angle droit, ou bien encore à ce rétrécissement lui-même, car il s’agit d’un angle très-petit.

Ce rétrécissement est la somme des deux petites quantités dont l’angle droit se serait rétréci, si chacune des deux droites r et s eût, elle seule, changé de direction, l’autre restant fixe.

Or, pour déterminer la quantité dont l'angle droit aurait diminué, si la seule droite r eût changé de direction, il faut projeter les trois déplacements de l’extrémité de cette droite sur la direction primitive de la droite s, et diviser la somme des trois projections par la longueur finale de la droite r, ou même par la longueur initiale, en négligeant les quantités petites du second ordre, par rapport à celles du premier. Donc, en appelant a‘, B‘, y les angles que la droite s fait avec les axes, nous aurons, pour exprimer le petit angle défini ci-dessus, la formule


du do



, du , du cos a — — cos 3+— COS y dy dz


cos a’



+ (de cosc—d” coss—d"cosy) cos s‘ \dæ 1 dy dz / du cosa—du cosg—d cosy) cosy’. dæ dy dz )

La quantité dont l’angle droit se serait rétréci, si seulement la droite s eût changé de direction, est exprimée par la formule précédente en y changeant les angles a, 3, y en a’, B‘, y' et réciproquement, ce qui donne du , । du n, , du ,\ —- COS a’ — — COS B‘ — — COS’ COS a dæ dy dz /

, (dv r . dv , , dv ,\     > + U cosd+ av cosF+dz cosF

+ ( du cosc + dw cosg + dw 0os7) COSy. \dæ ■ dy dz )

En faisant la somme de ces deux expressions, on obtient, pour le rétrécissement de l’angle primitivement droit, la formule suivante :

Cette quantité gIS s’appelle glissement et elle peut être envisagée de deux manières différentes, car si l’on imagine un rectangle, dont les droites r et s soient deux côtés, on voit qu’après la

déformation, ce rectangle sera changé en un losange, et l’on peut supposer que cette déformation a eu lieu soit par le glissement des deux côtés r l’un par rapport à l’autre, soit par le glissement des deux côtés s; mais dans le premier comme dans le second cas ce glissement aura pour mesure le cosinus de l’angle compris entre les droites r et s après la déformation. Si l’on applique la formule (6) au cas où les droites r et s sont parallèles aux axes, en les prenant d’abord parallèles aux axes des y et des 3, ensuite aux axes des z et des x, enfin aux axes des œ et des y^ on obtient


__cl 1 , clw

6 »2 d z T d y



dw_du _du dv do clz'    9*y cly T clx


(7)



Au moyen de ces relations et de celles données au numéro précédent, on peut écrire les expressions de ?r et de (rs sous la forme suivante:

2r — Oxcos2a — y Cos2B + 0zCOS2y — ^/yz cos j5 cos y ) ! + Jzx COS 7 COS a. H g^y cos a COS 3,)

— gzy(cosa COS^r — cosa' cos). )

Ces formules servent à exprimer les trois dilatations 0x, 2y, 2z et les trois glissements g^^ g^^ g^y en fonction des trois dilatations 2x, ?y,, Oz, et des trois glissements @yz, g™, g^yr rapportés à trois autres axes rectangulaires. Nous examinerons le cas, qui nous sera utile ensuite, où l’axe des x' coïnciderait avec l’axe des a, et où, par conséquent, les axes des y' et des z' seraient dans le plan des y z. On peut voir par la figure 7 de la planche I, que, dans ce cas, l’axe des x fera les angles 0°, 90°, 90° avec les axes des x\ y\ z' ; l’axe des y les angles 90°, — B, — (90 + ); et, enfin, celui des z les angles 90°, 90 — 3, 3.

Substituant donc dans les formules (8) et (9) après y avoir changé dans le second membre x, y, z en x', y\ z\ on obtient:

2x =0x,

2y = Oy, cos2 3 — ?, sin2 p — gy, z cos B sin B,

2, = 0y sin? 3 + 0, cos? B + gyzCOS, sin p ,


(10)



gyZ = 2(2y — 0z) cos B sin 3 + Jyz(cOs23 — sin2p), î

gix = Qv^, cos 3 + gwy sin B,

(y == - gzwsin B — gurycos 3.                  '

	
	
4.    Travail de déformation du parallélipipède très-petit. - Dans le parallélipipède élémentaire dont les arêtes sont Ax, Ay, A3, considérons la petite droite r joignant deux molécules très-rap-prochées. Dans la déformation du corps, cette droite croît à partir de la longueur initiale r jusqu’à la valeur r (1 — 0,) et la tension entre les deux molécules croît proportionnellement à la dilatation, en sorte que quand la droite aura la longueur r — P, P étant une quantité plus petite que 7 2,, la tension entre les deux molécules sera ep, en appelant s un coefficient constant pour chaque couple de molécules, mais différent pour les divers couples.





Le travail de déformation de la droite r sera

[image: ]



c’est-à-dire, en substituant à 2, sa valeur donnée par la formule (8),

3 e72(0-cos%a + Oycos2p + 2zcos?y + ^yz cos p cos y

— gzx cos 7 cos a + g^y cos a cos p)2,

où l’on doit observer qu’en développant le carré, et réunissant les termes contenant les mêmes produits des cosinus cos «, cos 3, cos7, les termes distincts se réduisent à quinze.

Pour avoir le travail de déformation de tout le parallélipipède, il faut additionner les expressions analogues à celle-ci pour tous les couples moléculaires qu’il contient. A toute rigueur il faudra ajouter aussi une partie du travail de déformation des couples moléculaires ayant une des molécules dans le parallélipipède et l’autre extérieure. Pour chacun de ces couples on aura une expression analogue à la précédente et, quoique on ne doive prendre qu’une portion du travail de déformation de ces couples, les fractions multiplicatrices pourront être censées comprises dans le facteur s, en sorte que la forme de l’expression ne changera nullement.

Or, la somme des valeurs du coefficient er^cos^a pour tous les couples moléculaires qu’on doit considérer pour avoir le travail de déformation du parallélipipède, est évidemment proportionnelle au volume de cet élément. La même chose a lieu pour les autres coefficients. Ainsi, si l’on pose, pour simplifier,

Ax Ay Az = w ,

on pourra faire

Zercosta —-wa{ ; Zer2cos‘3==wa,; ^er^cQ^y = ~^a3\

Ser?cos2Scos2y==wb; Zercos‘ycos%=® D2; Zercosacos‘3==t ba;

S sr2 cos2 a cos Bcosy — wc, ;         Zercosa cos2^cosy = W C2;

E e 72 cos a cos 3 cos2 y = ®C, ;

E s 2 cos 3 cos3 y =we; Zercosacosy==we,; Zercosacosf==®eg;

Zercos3/cosy=wf,; Zercosacosy=vf; Zercosôacos,==® fa;

a,,a,,a,,0,,b,,.....étant quinze coefficients numériques variables d’un point à l’autre du solide, s’il n’est pas homogène, mais constants pour chaque point.

Avec ces dénominations le travail de déformation du parallélipipède sera exprimé par la formule suivante:

a,?42— a,2y2 — a,0,2 +1,(2 2y2% —gy23)+b,(2 020 x—Izx2) +03(202y + g xy?) + 2C1(Ox@yz — 9zx (xy)

+2c, (Zy 9.x + gyzgxy) — 2c,(Oz (xy — @yz@zx) + 2e,0.9ya + 2 e,0, Jix + 2ea?y9xy | 2 f10yJyz +2/,8,9% + 2/,0=9=y •


(11)



	
	
5.    Forces élastiques appliquées aux faces du parallélipipède.-Considérons les deux faces du parallélipipède qui sont perpendiculaires à l’axe des 0, et dont l’aire est Ay A3: indiquons par A la face dont l’abscisse est x, et par A' sa parallèle dont l’abscisse est x — AO. Imaginons d’un côté et de l’autre de la face A deux couches très-minces dont l’épaisseur soit égale au rayon de la sphère d’action des molécules et, par conséquent, négligeable par rapport à l’arête Ax du parallélipipède. Les actions moléculaires entre les deux couches, sont celles qu’on dit appliquées à la face Ay Az: or, chacune de ces actions moléculaires peut être décomposée en trois forces parallèles aux axes ; et les sommes des composantes parallèles à chaque axe, rapportées à l’unité de surface, nous les appellerons





2xx , Pzy , 2xz ,

en indiquant par le premier indice à quel axe est perpendiculaire la face qu’on considère, et par le second, à quel axe est parallèle la composante de la force appliquée à cette face. Nous appellerons force élastique normale la force Pax qui est perpen-diculaire à la face Ay Az, et forces élastiques tangentielles les deux autres forces p^, p^ parallèles à cette même face.

Les forces élastiques appliquées à la face A' seront

	
7 .+@P-Aa, p+dPwAC, p.+@P=Ac;



dx         dx        'dx elles se réduisent donc encore à p^, p^, p^z comme sur la face A, en négligeant les quantités très-petites CD* Ax, etc., ce qu’on doit faire à présent que l’on cherche l’expression des forces p^, p^y, p™ en fonction des trois dilatations et des trois glissements.

Si l’on considère les deux faces B, B' perpendiculaires à l’axe des y, les forces élastiques appliquées sur ces faces, rapportées à l’unité de surface, seront

Py , Psy , Pw :

enfin, si l’on considère les deux faces C, C perpendiculaires à l’axe des z, les forces élastiques appliquées à chacune d’elles et rapportées à l’unité de surface, seront

P™ , Pzy , piz •

Cherchons maintenant les expressions des neuf forces ci-dessus considérées, en fonction des trois dilatations et des trois glissements.

Pour cela, observons d’abord que les deux faces A, A' se déplacent, l’une par rapport à l’autre, d’une quantité 2x Ax dans le sens des a, et des quantités pAop g^hx dans le sens des y et des z. Donc, si Von prend les dérivées du travail de déformation du parallélipipède (Dernière formule du num. 4), par rapport aux déplacements relatifs 2x Ax, g^àx, g^Ax, on obtiendra les valeurs absolues des forces appliquées à la face AyAz; et divisant ces dérivées par le produit Ay Az, on obtiendra les valeurs de Pxx, p^, p^. On voit donc que ces dernières sont les dérivées, par rapport à 01, g^, gz^^ du travail de déformation du parallélipipède, divisé par son volume o = Ax ày àz.

Pareillement, les forces

Pyx, P3y, P3z, et pz^ pzy, Pz sont les dérivées de cette même expression par rapport aux quantités

Isy, 2y, 0yz, et gz, 032,      ?z; d’où il suit immédiatement que les neuf forces se réduisent à six distinctes, car on n’a que six dérivées à prendre, et qu’on aura

Pyx = Pxy , Pxz = Prx , Pzy = Pyz •

Ainsi, dorénavant nous emploierons toujours les notations Pxy, Pix,Pyz, tant pour représenter les forces tangentielles considérées sur les faces A, C, B et parallèles respectivement aux axes des y^ des x et des z, que pour représenter les forces tangentielles considérées sur les faces B, A, C et parallèles aux axes des x, des z et des y.

Maintenant voici les expressions des six forces élastiques obtenues de la manière indiquée :

Pix =0,0,+00y+0,0,+c, Jyz + e, g-^ + f g^y, \

Psy =b0 + a,0y +0,0 + 1 Jyz + c^ gZx + e, g^y, j

DE = 0,2= + 0,0, + a3?z + e^g^ + figzx + c^g^y,(12)

Les trois premières formules donnent les forces élastiques normales, et les trois dernières, les forces élastiques tangentielles.

Nous répéterons ici qu’on n’a dans ces équations que quinze coefficients numériques différents.

Il est encore utile d’ajouter que, les six forces élastiques étant les dérivées par rapport à Dx, 2y, 02, 9yz, ^x,^xy de la quantité multipliée par 8 dans l’expression du travail de défor-

mation de l’élément parallélipipède considéré, et que, d’ailleurs, cette quantité étant une fonction homogène du second degré par rapport à ?x, 2y, 02, gyz, gzx, gxy, on pourra écrire l’expression du travail de déformation de l’élément o sous la forme

8 (PxxOx + PsyOy + 2222, + Pyzgyz + P^g^ + PxyHxy), comme cela peut, du reste, se vérifier facilement.


(2)



G. Variation des forces élastiques d’un point à l’autre d’un solide. - Nous avons vu que les forces élastiques appliquées aux faces A, B^ C, A', B’, C du parallélipipède considéré ci-dessus, sont les suivantes :

sur A, 2xx, p^, p^,


	
et
	
sur
	
A', P. — CDs A0, dæ
	
P^y + dPs A 0,
	
Ptasae


			
sur B,    p^y
	
, Dsy, p^ •
	

	
et
	
sur
	
r. o+“na»
	
7+UPm Ay,
	
p+“Z;=»


			
sur C, Pax
	
,      Py^,       Pzz ,
	

	
et
	
sur
	
c, p.+@P= Az, dz
	
Pyz — —- Az,

1 dz
	
Pzz —h      4 S •

dz




Entre ces forces élastiques appliquées à la surface du parallélipipède et les forces extérieures qui agissent sur toute sa masse, comme la gravité, il doit y avoir équilibre.

Appelons Xo, Yo, Zo les composantes, parallèles aux axes, et rapportées à l’unité de masse, de la force extérieure appliquée à l’élément de volume •= Ax AyAz, et p la densité du corps au

point (xc, y, %); les valeurs effectives des forces extérieures appliquées au parallélipipède seront alors

Xo?&œ by bz,   Y^bœ hy hz,    ZopAœ ^y ^z.

Or, pour l’équilibre du parallélipipède, il faut que la somme des composantes parallèles à chaque axe de toutes les forces qui lui sont appliquées, soit nulle : si l’on considère, par exemple, les parallèles à l’axe des x, on a les composantes suivantes:


sur la face A, — Px Ay A3, et sur la face A', (2xx




। C2xx

do




AC \hyhz.




»    B, — p^zhæ,

»      C, — pz^^æl^y,



B‘, (Psy+dPSAy)AzA0,

C‘, (P.+d A z\AGAy,

et sur toute la masse du parallélipipède, XopACAyAz.

La somme de toutes ces forces égalée à zéro et divisée par le volume Ad ày àz, donne la première des trois équations suivantes, et les deux autres s’obtiennent de la même manière:


	
dpxx 1 dxy

da dy
	
+s+e Xo=0,
	

	
dPxy
	
। dPyy
	
■ dpyz
		
,              (13)


	
da
	
dy
	
dz
		

	
dPzx
	
1 d Pyz
	
. dpM

T dz
	
+ çZq = 0.
	

	
dæ
	
dy
	



Pour l’équilibre du parallélipipède, il faut encore que les sommes des moments des forces par rapport à trois axes rectangulaires soient nulles. Conduisons ces trois axes par le centre du parallélipipède et parallèlement aux axes des coordonnées. Les forces Xo, Yo, Zo ne donneront alors aucun moment, car, étant uniformément distribuées sur toute la masse du parallélipipède, leur résultante passe par son centre. De même, les forces élastiques appliquées à chaque face y sont distribuées uniformément et peuvent être, par conséquent, censées appliquées à son centre : ainsi les forces élastiques normales aux faces ne donnent aucun moment par rapport aux trois axes.

Considérons maintenant l’axe des moments parallèle à l’axe des 0: les faces A, Ar étant coupées par lui dans leur centre, les forces élastiques qui y sont appliquées ne donneront aucun moment ; sur les faces B, B‘ on n’aura que les deux forces


— 2yz A3 A OC, —




(D,++""Av)




à Z Ax,



qui tendent à faire tourner le parallélipipède autour de l’axe des oc, et

qui, en négligeant la quantité très-petite “Dv Cy un couple dont le bras de levier est Ay, et dont le moment est, par suite,


AZCAy A Z, forment



2yz A SC ày àz :

enfin, sur les faces C, C on n’aura que les forces

— PyzAR Ay, + Py+NAAy)Ac Ay,

qui forment un couple tendant à faire tourner le parallélipipède en sens contraire au couple précédent, et dont le moment est

— Pyz AO ^y bz.

Ces deux couples se détruisent et il y a équilibre de rotation par rapport à l’axe des moments parallèle à l’axe des x.

On arriverait à des résultats analogues pour les autres deux axes.

Donc, les trois équations (12) sont suffisantes pour l’équilibre d’élasticité d’un corps ou d’un système quelconque : les six forces élastiques Pxx, Pys, etc. sont des fonctions des trois déplacements u, v, w, comme on voit par les formules (4), (7) et (12); en sorte que l’intégration des trois équations obtenues fera connaître ces trois déplacements en fonction des coordonnées, après quoi les formules déjà citées donneront les valeurs des forces élastiques en un point quelconque.

Lorsqu’un corps est sollicité seulement par des forces distribuées à sa surface, et qu’aucune force, telle que la gravité, n’agit sur sa masse, on a Xo = 0, Yo = 0, Zo = 0, et les équations générales de l’équilibre d’élasticité deviennent
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dPxx dx
	
| dPxy . dp^

' dy 1 dz
	
=0,
	

	
dPsy dx
	
1 dPy i dPy? dy    dz
	
= 0,
	
,                      (14)


	
d Pax dx
	
_ dPy 4 dPz dy    dz
	
= 0.
	



On pourrait observer que le cas d’un corps dont la masse n’est sollicitée par aucune force n’aura jamais lieu, car il y aura toujours la gravité : toutefois, comme on peut, par le principe de la superposition des effets, étudier séparément les effets des forces appliquées à la surface, et de celles appliquées à l’intérieur, comme la gravité, on voit que les formules (13) seront utiles pour déterminer les forces élastiques dues aux seules forces extérieures appliquées à la surface.

	
	
7.    Composantes de la force élastique s’exerçant sur une petite face inclinée par rapport aux axes. - Imaginons dans le milieu solide un petit tétraèdre, dont les trois arêtes concourant vers le sommet (x, y, z), soient parallèles aux axes, et tel que la normale à la face opposée à ce sommet fasse les angles a, B, 7 avec les axes.





Si l’on appelle • l’aire très-petite de cette face, les aires des autres trois faces, qui sont perpendiculaires aux axes, seront

œCOSa, o COS B, wcosy,

et les forces élastiques appliquées à ces trois faces,


	
2xx . COS %,     2xy . W COS 3 ,
	
2zx . «cosy,


	
Pxy . w COS a , pn . • COS 3 ,
	
2y2 . tocosy,


	
Pax . o COS a ,      Pyz . o COS 3 , .
	
Pzz . ® COS 7 ;




par conséquent, si l’on appelle X, Y, Z les composantes parallèles aux axes, de la force élastique s’exerçant à travers la face w, rapportée à l’unité de surface, et si l’on observe que pour l’équilibre, la somme des composantes parallèles à chaque axe doit être nulle, on obtient les trois équations suivantes :

Ces formules servent à exprimer les forces élastiques s’exerçant sur les faces d’un parallélipipède dont les arêtes sont parallèles à trois axes rectangulaires nouveaux.

Nous examinerons seulement le cas dont nous aurons besoin ensuite, dans lequel on conserve l’axe des œ, et on prend pour axes des y', z' deux droites faisant respectivement l’angle 3 avec les axes des y et des z (P1. I, fig. 7). Si l’on considère d’abord la face du nouveau parallélipipède perpendiculaire à l’axe des x, il faudra faire dans les formules (15)

cosa == 1, cosj3 = 0, cosy = 0, ce qui donnera

X — Pxx, I — Pxy , Z — Prx , en composant ces forces suivant les nouveaux axes, on obtient

Pxr x/   Pxx ,

Px y,= Pzx sin 3 — p^ cos 3,

Parxs = Pr cos B — Pxysin s.

Si l’on considère ensuite la face du parallélipipède perpendiculaire à l’axe des y', il faudra faire dans les équations (15)

cosa == 0, COS 3 = COS B, cosy = sin 3, ce qui donnera

X = Pxy COS P — Paxsin B,

Y =pycoS. + Dysin 3,

Z = DyzCOS 3 — Pzzsin 3,

d'où il suit que les composantes, suivant les nouveaux axes, de

— 68 —

la force élastique qui s’exerce à travers la face considérée, seront

Px/y,== X — Pxy Cos B — Pzx sin 3,

Pyy-== Ycosp+ Zsin B ==Pys cos? B 4 2pyzsin cos — Pzsin2B,

Pyz==-Ysin. — Zcos-==(-Pys—Pz) sincoss-Py(cos28-sin2).

Si l’on considère enfin la face du parallélipipède perpendiculaire à l’axe des z', on trouve les expressions de 22rx, Pyrzr, 22rzr, et comme nous avons déjà obtenu les deux premières, nous écrirons seulement la troisième, qui sera

pirzr = Pyy sin2 3 — 2Pysin B cos 3 — Pzcos? 3.

En réunissant donc les résultats précédents, on aura, pour exprimer les forces élastiques par rapport aux nouveaux axes, les formules suivantes:

Px x = Pxx ,                                            1

Pyy = Pyycos'B + 2pysin Rcos 3 — 2zsin23, |

pllu = Pyy sin2 3 — 2Pyz sin 3 cos 3 — Pzz cos2 3, (16) Pyu = (— Pyy + Pzz) sin cos 3 — Pyz(cos2 — sin2£).

Pas = p^ cos B — 2xy sin B ,

	
2s y = Pix sin B — p^ cos B.                          /


	
S.    Simplification des formules (12) exprimant les forces élastiques, lorsque les corps jouissent de quelque propriété mécanique particulière. -





Premier Cas. - Corps homogène ayant en chaque point un plan de symétrie de contexture parallèle au plan des yz.

Nous disons qu’un corps est doué en chaque point d’un plan de symétrie de contexture parallèle à un plan donné, lorsque toute déformation parallèle à ce plan produit des forces élastiques égales sur deux faces symétriques par rapport à lui. Voyons maintenant à quelle forme se réduisent les expressions (12) des forces Pxx, pyy, etc., lorsque le plan de symétrie de contexture est parallèle au plan des yz, c’est-à-dire perpendiculaire à l’axe des x.

Considérons en un point deux faces symétriques par rapport à ce plan, et appelons a, B, y les angles que la normale à l’une d’elles fait avec les axes, et par conséquent, 180° — a, 3, 7 les angles que la normale à l’autre fait avec ces mêmes axes.

Les composantes X, Y, Z de la force élastique sur la première face seront données par les formules (15), et celles X', Y', Z' sur la seconde face par les mêmes formules (15) en substituant 180° — a à a, c’est-à-dire en changeant cos ce en — cosoc. Or, si la déformation du corps est symétrique par rapport au plan des yz, il résulte de notre hypothèse que les forces X', Y', Z' doivent être égales et symétriques par rapport aux forces X, Y, Z, c’est-à-dire qu’on doit avoir

X' = — X, Y' = Y, Z1 — Z.

En exprimant ces conditions au moyen des équations (15) et de celles qu’on en déduit en changeant cos a en — cos oc, on obtient

22x = 0, Pxy = 0.

Maintenant, pour qu’une déformation soit symétrique par rapport au plan des y z, elle doit être composée seulement des trois dilatations 2x, Dy, 2, et du glissement gyz; ce qui réduit les-expressions générales (12) de Pxy, Pzx à la forme suivante:

Prx = C^x + C^ t'y + f^ 2z + C,03z,

Psy = f2x + eoy + Caoz + CaJsz; et puisque Pzx , Pxy doivent être nulles, quelles que soient les déformations 2x, Oy, 22, gyz, il en résulte

c^ = 0,     e, = 0,      1= 0, ca = 0,      e, = 0,      f = 0.

Donc, les expressions des six forces élastiques deviennent :

	
	
9.    Deuxième Cas. - Corps homogène ayant en chaque point trois plans de symétrie de contexture.





Si le plan de symétrie de contexture au lieu d’être perpendiculaire à l’axe des x est perpendiculaire à l’axe des y, on voit aisément que les coefficients qui doivent être nuis, seront

Les expressions des forces élastiques deviennent en ce cas, en changeant les coefficients b,, b,, 03 en F,, F,, F,,



	
Ps :— a^ 2x
	
— F3 2y + F2 Oz,
	
Py^ — F i Jyz ,


	
Pw = Fa
	
+ a, ?y + F,2, ,
	
Pzx — F, gix ,


	
Pzz :— F, 2x
	
+ F,2y + a^z,
	
Psy = F^g^y.







(18)



Les coefficients F, F,, F3, qui multipliés par les glissements gyz, g^, g^y, donnent les forces élastiques tangentielles , sont appelés coefficients de Vélasticité tangentielle.

	
	
10.    Troisième Cas. - Corps homogène ayant en chaque point un axe d'élasticité parallèle à Vaxe des x.





On dit qu’il y a en chaque point d’un solide homogène un axe de symétrie ou d'élasticité^ lorsque le corps présente exactement les mêmes propriétés élastiques dans tous les plans passant par cet axe.

Il s’ensuit que si l’on considère un système d’axes rectangulaires OX’, OY', OZ\ Taxe d’élasticité étant l’axe des œ, et si l'on exprime les six forces élastiques p™, pyy^ etc. en fonction des trois dilatations 2xr, 2yr , ?z, et des trois glissements gyrzr , Qt.,^^ g^ry’, rapportés à ces mêmes axes, les formules ainsi obtenues devront être indépendantes de la direction des axes des y' et des z'.

Pour examiner maintenant à quelles conditions cela est possible, rapportons les axes mobiles des y' et des z' (Pl. I, fig. 7) à deux axes fixes rectangulaires OY, O Z dans le même plan, et regardons ces derniers comme appartenant à un système d’axes rectangulaires OX, OY, O Z ayant l’axe OX (non représenté sur le figure) coïncidant avec l’axe OXr.

On verra d’abord, par la définition de l’axe d’élasticité, que tout plan passant par cet axe sera un plan de symétrie de contexture , et que, par conséquent, nous devrons partir des équations (18).

De plus, on voit qu’une dilatation ?x doit donner deux forces Pyy, Pzz égales, ce qui exige qu’on ait F, = F3; et que deux dilatations Oy, 0z égales entr’ elles doivent donner des forces élastiques égales pyy, p2Z, ce qui exige qu’on ait encore a^— a3. Ainsi les équations (18) deviennent:

Pxx -- C,2x — Fa(èy — 2,),      Pyz-- F^yz,

Pyy = F, êx + a, 0y + F^Z ,    Pyx = F, Qz^ ,


(19)



pzz = F,2x + F, Oy — (Z^z ,     Pxy = F,9xy •

Maintenant, pour obtenir les expressions des forces 2xrxr,Pyryr, Pzrzr, py^, etc., rapportées aux axes des x\ y', z' dont le premier coïncide avec l’axe des x, et dont les deux autres font respectivement l’angle 3 avec les axes des y et des z, on substituera d’abord dans les formules précédentes à 0x, Dy, etc. leurs expressions en fonction de 0x,, dy,, etc., données par les formules (10), ensuite on substituera les expressions de Pxx, Pyy , 222, etc. ainsi obtenues dans les formules (16), et l’on obtiendra de cette manière les formules ci-après :

pxrxr = a,2x/ — F^ (Oy, — 2„)

py,yf = F.^f + [a,(cos‘ B + sin4j8) + 6 F,cos?3sin?£]2,,

+ [2a,cos2B sin2+ F,(cos‘— 4cos‘3sin?+ sin42)1 0z

— (3 F — a,) (cos2 B — sin2p) cos B sin 3 . g y, 2,, Pzf7.r = F,0xr — [2 a, cos23 sin2— Fi(cos43 — 4 cos. sin2B+sin4)]2y, + [a,(cos48 + sin4 B) +6 F,cos2 sin?3]0.

— (3 F, —a^) (cos23 — sin? )cos sin s. gyrz,,

^yf7.r — {3Fï — a^ (cos2 P — sin2 B) cos 3 sin 3 (2y, — 2z •)

+ [F, (cos? 8 — sin? )2+2 (a,— F,) cos? B sin? A] gyru ,

22rxr = F^gZt^r,

Pxryr= Faxryr .

Or, ces formules doivent être indépendantes de 3 pour que l’axe des x soit un axe d’élasticité ; et l’on peut reconnaître que cette condition sera complètement satisfaite si l’on a

a^ = 3Fx.

Telle est donc la relation qu’il faut introduire dans les formules (19) lorsque l’axe des x est un axe d’élasticité: ainsi, dans ce cas, les formules qui expriment les forces élastiques Pxx, Pys, etc. en fonction des dilatations et des glissements, sont les suivantes :

Pxx — a, 2x 4- Fa(2y —+ 0z),


Pyz -- FJyz,

2rx = F^ gzx, Pxy = F,gxy.




(20)



Ps — F, + F1(3 0, + 2.),

Pzz = F, 0x + Fx (?y + 302) ,

Dans ces formules il n’y a plus que les trois coefficients as F,, F^. 11. Quatrième Cas. - Corps d'élasticité constante ou isotrope. Si l’axe des y est lui aussi un axe d’élasticité, on devra avoir

F^F^ a^^F^

et les formules précédentes deviendront, en changeant maintenant Fx en F,

P^ = F(30x + c'y + Oz) ,      Pyz = Fgyz ,    |

Pw — F(x + 30, + a.) •      Pe = F g zx,(21)

P= = F(3 + c'y + 32.) ,      Pxy = F gxy .

où il ne reste que le coefficient F.

On voit aisément que lorsqu’il y a deux axes d’élasticité pa-

rallèles aux axes des o et des y, il y en a aussi un troisième parallèle à l’axe des z.

On peut même s'assurer que, dans ce cas, toute droite est un axe d’élasticité ; car, tout étant égal, par rapport aux résistances, autour de l’axe des x, chaque droite qui lui est perpendiculaire jouira des mêmes propriétés que les axes des y et des z ; en sorte que, quand ceux-ci seront des axes d’élasticité, toutes les droites conduites par l’origine des coordonnées dans leur plan le seront aussi. Par la même raison, toutes les droites conduites dans les deux autres plans des coordonnées seront des axes d’élasticité ; donc, en faisant tourner les axes des y et des z autour de l’axe des x, on voit que toute droite sera un axe d’élasticité.

Si l’on appelle 6 la dilatation cubique, nous avons vu qu’on a la formule (5)

	
0 — ax + 2, + 2z ;



donc, les formules (21) peuvent être mises sous la forme


Pxx = F(22 — 6) , 7= F(22, + 6) , Pz== F(20, 46),



Py = Fgyi,

Pzx — Fg zx ,


(22)



Pxy = Fg^.

Les corps auxquels s’appliquent ces formules, et qui ont la même élasticité dans tous les sens, sont appelés, par Lamé, corps d'élasticité constante, et par CAUCHY et BARRÉ de Saint-Venant, corps isotropes.

	
	
12.    Équations de condition relatives à la surface.- Le petit tétraèdre que nous avons considéré au numéro 7, peut être pris de façon que sa face oblique, par rapport aux axes, soit à la surface du solide : alors X, Y, Z seront les composantes, suivant les axes, de la force appliquée à la surface et rapportée au mètre carré; en sorte qu’en appelant w cette force et F, B‘, 7 les angles que sa direction fait avec les axes, les trois équations (15) deviendront





G cos a’ = pxx COS a — pXy cos 3 — p^ COS y , o COS B‘ = Pxy cos a — pn cos 3 — pyi cos y , o cos 7‘ = Pzx COS a — pyz COS B -F pzz COS y ,

où l’on observera que a, B, 7 sont les angles que la normale à la surface du corps, au point considéré, fait avec les axes.

Ainsi les fonctions de œ, y, 3 représentant les forces élastiques Pxx, Pyy, etc. doivent être telles qu’elles satisfassent aux équations (13), quelles que soient les valeurs des coordonnées; et de plus, aux trois équations précédentes pour tous les points de la surface.

	
	
13.    Relations différentielles entre les dilatations et les glisse-


	
ments. - Puisque les trois dilatations


	
, du     - d'D     - dw         )

0 x — ——,    Cy — -—,    Cz --,        (24)

dx            cly             clz


	
et les trois glissements


	
d'D , dw        dw , da        du , cId     .


	
9yz -- ,    ’ '  7   2    9zz --- 7     1   7   ’    9xy --- 7       5,9      (~0)

clz dy         dx clz        cly dx








dépendent des trois déplacements u, v, w, il est évident qu’on ne pourrait donner arbitrairement six fonctions de ac, y, z pour représenter les trois dilatations et les trois glissements, mais que ces fonctions devront satisfaire à toutes les relations différentielles qu’on déduit des équations (24) et (25) par l’élimination de u, v, w.

Pour trouver ces relations, différentions d’abord successivement par rapport à y et z la première des équations (25) : nous obtiendrons

d'gyz __ d3v . d3w.

cly clz dy clz1    dy* clz ‘

en substituant à C0, de leurs valeurs 0,, 2,, il en résultera dy clz

la première des équations suivantes, et les deux autres se déduiront d’une manière semblable:

dd g__ 22 2y + d2 Qz clydz ~ dz^ dy* ’

[image: ]



C/ Qzx   cd 2z । d2 0x


dædy dy^ dx^ ‘



Différentions maintenant les trois équations (25) respectivement par rapport à a, à y et à 3: nous obtiendrons les équations

cl Jyz   cl^n — «21 cl x     dz clx ' clx cly ‘

dgzx__ d2 w , d2 u cly     clxcly ' clydz'

d’gxy  d2 u d2 v clz     dydz clzclx'

dans lesquelles les seconds membres ne contiennent que les dérivées d u ■ d 2 , d " . Ajoutant les deux dernières équa-dydz dzdx clxcly • tions et soustrayant la première, on obtient

__dç/yz । dy zx 1 d g xy__9 d u : clx cly clz dydz' ,         , du __-ce résultat différentié par rapport à 0, en observant que d — ‘x > conduit à la première des équations suivantes , et les deux autres s’obtiennent d’une manière semblable:


	
9 cd^x __ ci
	
(__dgyz , cl g z\ _- dg^y ) •
	

	
dydz clx
	
\ dx cly      dz ] '   <
	

	
9 d ? y __ d (
	
( dgyz dgzx । djQny \
	
,            (27)


	
dzdx dy ’
	
\ dx cly     dz / 7
	

	
9 dêz d
	
( ÔjQ-y^ । dgzx      d gxy \
	

	
7 dxdy dz 1
	
\ dx cly     dz ] ' /
	



Ainsi, pour que six fonctions de a, y, z puissent représenter les trois dilatations et les trois glissements, il faut qu’elles satisfassent tant aux équations (26), qu’aux équations (27).

	
	
14.    Détermination de l’équilibre d’élasticité d’un corps solide sollicité par des forces quelconques.- La résolution générale et directe de ce problème exige qu’on substitue dans les équations (13) les valeurs des forces élastiques p^, Pyy, etc., en fonction des trois dilatations et des trois glissements donnés par les formules (12), ou par les formules (17), (18), (20), (21), selon que le corps homogène a une contexture absolument quelconque, ou qu’il possède en chaque point un plan de symétrie, ou trois de ces plans, ou un axe d’élasticité, ou enfin selon qu’il est isotrope.





Dans les équations différentielles du premier ordre ainsi obtenues, on substituera à 2x, 2y, 22, gyz, gzx, gxy leurs valeurs en fonction des trois déplacements u, v, w et l’on obtiendra trois équations différentielles par rapport à ces trois inconnues. On devra ensuite les intégrer en déterminant les fonctions arbitraires des coordonnées , en sorte que les trois équations de condition (23) relatives à la surface soient satisfaites pour tous les points de la surface du corps.

Telle est la marche directe qu’il faudrait suivre.

Mais les intégrations qu’elle exige sont encore tellement supérieures aux forces de l’analyse connue, qu’ on n’a pu jusqu’ ici résoudre même les problèmes les plus simples.

Ainsi, pour traiter les cas que l’on rencontre plus fréquemment dans la pratique, on a dû suivre une marche inverse. Comme l'expérience faisait supposer une certaine distribution de forces élastiques à l’intérieur des solides, on a essayé de voir si cette distribution satisfaisait aux équations de l’équilibre d’élasticité tant à l’intérieur qu’à la surface.

Or, il est arrivé que, dans les cas simples de compression uniforme sur toute la surface d’un corps ou d’extension longitudinale d’un prisme, toutes ces équations étaient satisfaites : tandis que dans les cas plus compliqués, et qui toutefois sont les plus importants, c’est-à-dire dans ceux de torsion, ou de flexion et glissement d’un prisme ou cylindre, les forces supposées ne satisfaisaient pas aux équations d’équilibre.

Pour ces derniers, M. BARRÉ de Saint Venant a eu une idée très-ingénieuse : il a supposé comme étant seulement connue une partie des forces élastiques, c' est-à-dire celles qu’ on pouvait avec plus de fondement croire exactes, et il a laissé dans l’indétermination les autres : en exprimant que toutes les conditions d’équilibre devaient être satisfaites, il en est résulté que les forces supposées satisfaisaient effectivement, et il a obtenu entre les forces laissées indéterminées une équation aux différentielles partielles suffisante pour les. déterminer, et qui dans un grand nombre de cas a pu être intégrée.

Nous allons exposer succintement les solutions obtenues, en nous bornant toutefois aux choses principales. Mais d’abord nous ferons une observation importante.

On pourrait craindre que les solutions que nous obtiendrons par la marche indirecte, ne soient que des solutions particulières, ne faisant point connaître les véritables conditions d’équilibre des solides : mais il est évident qu'à chaque système de forces extérieures, appliquées à un système élastique, correspond un état particulier de l’équilibre d’élasticité, et que cet état est unique. D’où il suit que lorsqu’on a obtenu, pour un corps donné, les forces élastiques faisant équilibre à un système de forces extérieures, la solution obtenue est unique, et par conséquent, elle est la même, quelle que soit la marche avec laquelle on l’a obtenue.

Dans tous les problèmes qui vont suivre, nous supposerons que les corps considérés ne sont assujettis qu’à des forces appliquées à la surface, c’est-à-dire qu’aucune force agissant, comme la gravité, sur toute leur masse, ne leur est appliquée : par conséquent, ce seront toujours les équations (14) qui exprimeront l’équilibre d’élasticité à l’intérieur du solide.

	
	
15.    Corps de forme quelconque sollicité sur toute sa surface par une pression normale et uniforme. - Imaginons un corps homogène de forme et de contexture quelconques dont la surface soit sollicitée par une pression normale de 2 kilogr. par mètre carré. Dans ce cas, les équations (23), exprimant l’équilibre à la surface, doivent être satisfaites en y faisant





v=q, a' =1800 + a, F‘= 1800+8,   7 = 1800+y,

en sorte que ces équations deviennent

	
(P^ — Q) cos a — Pxy cos B — 2ix COsy = 0,



Psy cos a + {pn + 0) cos B + Pyz cos 7 = 0,

Prxcosa — Pyz cos. — (2zz — ()cosy = 0.

On voit qu’elles seraient satisfaites si l’on avait

Psx = Psy = Pzz = — q, Py = Pi = Psy = 0 :      (28) essayons donc de voir si cette distribution de forces élastiques est possible à l’intérieur.

On remarque d’abord que les trois équations indéfinies (14) sont satisfaites par l’hypothèse (28), car toutes les dérivées des forces élastiques supposées sont milles.

Si, de plus, on substitue dans les formules générales (12), à P^i Pyy, P™ la valeur — q^ et à Pyz, p™, p^ la valeur zéro, on.

en tire, pour les trois dilatations et les trois glissements, des valeurs constantes et proportionnelles à q: d’où il suit que toutes les équations (26) et (27) seront satisfaites.

Donc, les forces élastiques supposées sont celles qui ont lieu effectivement dans le corps par effet de la pression uniforme extérieure.

Si le corps est doué en chaque point de trois plans de symétrie de contexture perpendiculaires aux axes des coordonnées, les formules (18) font voir qu’on aura

93 = 0, g^ = 0, Jxy = 0, c’est-à-dire que les glissements seront nuis partout.

Si le corps est isotrope, les trois premières équations (21) deviennent

	
- £ =30.+9,+0.,



--$=0+30,+2,

--L = 2, + ^y + 302, H'

d’où l’on tire

et la compression cubique sera

—==(.+ a, -I- 0,) =34.

Nous verrons ensuite que ce qu’on appelle ordinairement coefficient cT élasticité, et qu’on désigne avec la lettre E, est donné par la relation

E=5F;


(29)



donc, nous aurons

	
I .


	
2    E‘



A — 34

—=2E*

IG. Prisme ou cylindre tendu par des forces uniformément distribuées sur ses bases et dirigées suivant son axe (PL I, fig. 8). -Imaginons un prisme ou cylindre, qui ne soit sollicité par aucune force sur sa surface latérale, et dont les bases soient au contraire sollicitées par des forces normales distribuées uniformément en raison de 2 kilogr. par mètre carré. Si nous prenons pour axe des a une parallèle à l’axe du prisme ou cylindre, il est évident que pour tous les points de la surface latérale nous aurons

w = 0, cos a = 0, cos y = sin B ; d’où il suit que les équations de condition à la surface deviennent

Pxy Cos. — 2rx sin 3 = 0 , Pyy cos 3 + Pyz sin^ = 0 ,

Pyz cos^ — Pzz sin B = 0 ; et comme ces équations doivent être satisfaites quel que soit l’élément considéré de la surface, c’est-à-dire quelles que soient les valeurs de p, il faudra essayer si l’on peut avoir, pour tous les points de la surface latérale,

Pyy — 0, Pu = 0, Pyz = 0, • 1 ==0, P* =0. (32)

Pour tous les points des deux bases on a

	
• = p, cos P = cosP'= 0, cos y = cos y' = 0;



seulement, pour l’une des bases on a

cos a = cos a‘== 1,

tandis que pour l’autre on a

cos a = cos a‘ = -- 1 :

il s’ensuit que les trois équations de condition à la surface deviennent, pour les bases du prisme ou cylindre,

P*x = 7, Psy = 0, P. = 0.

Les deux dernières de ces trois relations, rentrent dans les relations (32), en sorte que les équations (23) seraient satisfaites pour tous les points de la surface, si l’on avait, pour tous les points du corps, -

P« ==7, Dy == Pu == Py == P= = Psy == 0.      (33)

Or, comme toutes ces forces élastiques sont constantes, toutes leurs dérivées sont nulles, et les équations indéfinies (14) sont évidemment satisfaites. De plus, en exprimant au moyen des équations (12) les conditions (33) et en résolvant par rapport à 2x, 2y, 02, 93z,.....les six équations qui en découlent, on obtient des résultats de la forme suivante:

2             P                P         l

Jyz = 7, g^~

où E, », »‘ H,, H,, H, sont des coefficients constants.

Nous appellerons coefficient de l'élasticité normale la quantité E, et coefficients de contraction les nombres n et n‘, qui expriment les rapports entre les contractions transversales du prisme, suivant les axes des y et des 3, et sa dilatation longitudinale.

Comme les dilatations et les glissements donnés par les formules (34) sont tous constants, ils satisferont évidemment aux équations de condition (26) et (27); d’où il suit que la solution donnée par l’hypothèse (33) est la véritable solution du problème.

Elle démontre qu’un prisme ou cylindre sollicité seulement sur ses bases par des forces uniformément distribuées et dirigées suivant son axe, s’allonge dans cette direction et se contracte latéralement, et que dans une section quelconque parallèle aux bases il n’y a qu’une tension dirigée suivant l’axe du prisme et égale à la tension appliquée sur les bases.

Si le corps possède en chaque point trois plans de symétrie de contexture, on devra exprimer les conditions (33) au moyen des formules (18); dans ce cas, les glissements gyz, g^, g^ seront nuis pour tous les points, et l’on aura pour déterminer les dilatations ?,, ?y, ?z les trois équations

P = aA 2 + F?, + F20,, 0 = F,2= + a^y + F^ ,

0 — F, ax + F, a, + a, e, ,

d’où, en faisant, pour simplifier,


(36)



En comparant ces expressions des dilatations avec celles données par les formules (34), on obtient

— K____     ... — Ca Fa FFa _______ FF (37) a,a, — F,2 ‘    "1     a,a, — F,2 ‘    1 - a,a— F^ ’ " ‘

Si l’axe des a est un axe d’élasticité, nous avons vu qu’on a

C2 — C3 — 3 Fi , F, — F3,

ainsi, dans ce cas, on obtient

K=4F (2d,F — F,2),

_ 2a, F, - F,2 alF,       (38) hm 2F,--’ "m" 4F, )

Et si, de plus, le corps est isotrope, on aura encore

4,=3F, F^F^F,

et, par conséquent,

E=2F,     "=4            (39)

On voit que pour les corps isotropes le coefficient de l’élasticité normale est égal à deux fois et demie le coefficient de l’élasticité tangentielle, et que la contraction latérale, dans le prisme sollicité seulement sur ses bases par des forces normales, est égal à un quart de la dilatation longitudinale.

1%. Torsion des prismes ou cylindres homogènes. - Imaginons un prisme ou cylindre dont la surface latérale ne soit sollicitée par aucune force, et dont les bases soient sollicitées seulement par des forces tangentielles tendant à le tordre.

CASTIGLIANO, Théorie de l’équilibre

Nous nous proposons de déterminer la loi suivant laquelle ces forces doivent être distribuées sur les bases, pour que les forces élastiques dans chaque section transversale soient exactement égales aux forces extérieures appliquées aux bases, et distribuées de la même manière.

Prenons les axes des y et des z dans une des bases, et, par conséquent, l’axe des a parallèle à l’axe du prisme: prenons encore pour positives les abscisses a du côté du prisme.

Sur un élément superficiel parallèle aux bases, c’est-à-dire perpendiculaire à l’axe des a, il ne devra y avoir, suivant ce qui précède, que les forces élastiques tangentielles Pix , Pxy , lesquelles devront conserver la même valeur en passant d’un point d’une section au point correspondant d’une autre section quelconque , c’est-à-dire en faisant varier seulement x et en conservant les mêmes valeurs de y et z. Il s’ensuit que les forces élastiques 2zx , pïy ne seront des fonctions que de y et z et qu’on devra avoir, par conséquent,

dPrx __0         ______0

dx ’ dx

Cela posé, pour tous les éléments de la base correspondant à x = 0, on a

cosa = — 1, cos = 0, cosy = 0,

et pour tous les éléments de l’autre base

cos a = 1, cos 8 = 0, ' cosy = 0 ; de plus, les forces extérieures appliquées sur les bases étant perpendiculaires à l’axe des x, on aura pour toutes les deux cos a’ = 0; en sorte que les équations (23) donneront

p^ — 0, t cos B‘== Pxy,       w cosy'= pzx.

Pour tous les éléments de la surface latérale du prisme ou cylindre on a

w = 0, COSa —0, cosy — sin , et les équations (23) deviennent : Pry COS B + Pzx sin^ = 0 , Pys cos 3 — Pyz sin p — 0, Pyz cos 3 — Pzz sin =0.

Les deux forces Pzx, Pxy ne peuvent point, par hypothèse, être nulles ni à la surface, ni à l’intérieur: mais les autres quatre Pxx, Pys, 222, Pyz satisferaient aux deux dernières équations relatives à la surface latérale, et à l’équation Pxx = 0 relative aux bases, si elles étaient nulles partout.

Nous essaierons donc si l’on peut avoir pour tous les points du prisme

	
	
p. = 0, 2, =0, 7= == 0, 7* =0, 47* =0, dD.=o. (40)





Or, en substituant ces valeurs dans les équations indéfinies (14) on voit que les deux dernières sont identiquement satisfaites, et que la première devient

C2xy _ C2z = 0;                   (41)

dy clz                            y

donc, les forces Pzx, Pxy doivent être distribuées à l'intérieur du prisme, de telle sorte qu’elles satisfassent à l’équation (41) pour tous les points du solide.

Mais il faut, de plus, que pour tous les points de la surface latérale, c’est-à-dire pour tous les points du contour d’une section quelconque, ces forces satisfassent à l’équation

Pxy cos B — Pa sin B = 0 :

comme 3 est l'angle que la normale à ce contour fait avec l’axe des y, nous aurons

tango = — dy , clz

de manière que l'équation précédente deviendra

p xy dz — P: dy = 0.                  (42)

Donc, les forces Pax, p^ doivent être seulement des fonctions de y et z ; de plus, elles doivent satisfaire à l’équation (41) pour tous les points d’une section quelconque, et à l’équation (42) pour tous les points du contour de cette section.

Si l’on différentie maintenant par rapport à x les six équations (12), il résulte des équations (40) que les premiers membres deviendront tous nuis, et qu’on aura, par conséquent,

d ___ d?y . 0 ______ _______ _ d gry__0 dx ’ dx ‘ dx ’ dx ’ dx ’ dx

A cause de ces résultats, les équations (26) et (27) nous donnent


		
d'gyz — d22y __ d22z )

dy dz ~ d z2 ' d y^ ’         1

J                                   J             (43)

dy^      ’        dz^      ’        /


	
d dy
	
dgzx    d gxy \ 0     d / d g^x    d gxy\ 0

\ dy    dz )   ' ’ dz\dy    dz /




Ces deux dernières équations montrent que la quantité

dg^ _ dg^y d g dz

ne peut être une fonction ni de y, ni de z; et, comme en vertu, des équations

d gzx __0         d g^y__0 dx ‘ dx ’ elle ne peut, non plus, être u: e fonction de a, il s’ensuit qu’elle doit être constante; en sorte qu’on aura d Jx_ dix____                     (44 ) dy dz ’

0 étant une quantité coi stante.

Substituant dans cette équation


dw _ du

dx 1 dz




_di   d v

9xy d y   dx



on obtient

d2w___d2 v dxdij dzdx et, comme on a

dg, = 0 ou Ldvl — dw = 0, dæ ‘        dzdœ dædy

on en déduit

d2w __0 d^v ____6 dædy ‘ dzdœ

Si l’on intègre ces deux équations en supposant que le point qui coïncide avec l’origine des coordonnées avant la déformation reste fixe, et que le point infiniment voisin, qui se trouve sur l’axe des a doive s’y trouver encore après la déformation, c’est-à-dire si l’on intègre, en supposant que pour œ = 0, y = 0, z = 0, il doive résulter

on obtient

w = ^xy^ v = — Oæz^ et en substituant ces valeurs de v et w dans les expressions de (zx , g^, il en résulte

g.=du46y, o„=du—oz.       (45)

En résumant, on voit que les trois dilatations et les trois glissements devront être seulement des fonctions de y et z, satisfaisant aux équations différentielles (43) et (44), et donnant pour les forces Pzx, Pxy des valeurs satisfaisant à l'équation (41) quelles que soient les valeurs de y et z^ et à l’équation (42) pour tous les points du contour des sections.

Nous allons maintenant examiner les cas où le problème peut être résolu en termes finis ; mais d’abord nous observerons qu’en regardant Pzx, Pxy comme deux fonctions de y et z, l’équation (41) exprime la condition d’intégrabilité de l’équation (42), en sorte que, si après avoir trouvé pour Pax, Pxy deux fonctions satisfaisant à l’équation (41), on les substitue dans l’équation (42), l’équation résultante sera directement intégrable.

	
	
18.    Continuation sur la torsion. - Prisme homogène de contexture quelconque, ayant une section elliptique. - Lorsque le corps a une contexture quelconque, les forces élastiques sont exprimées en fonction des dilatations et des glissements au moyen des équations (12): or, en faisant dans les quatre premières Px == 0, Pyy = 0, Pzz = 0, Py = 0, on en tirera les expressions de ?x, ?y, 02, gyz en fonction de (zx, gxy, et ces expressions seront linéaires; d’où il suit que si les glissements gix, gxy sont des fonctions linéaires de y et 3, les dilatations 2x, 2y, 2z et le glissement g^ le seront aussi, et, par conséquent, les deux dernières formules (12) donneront pour 'pn, p^ des fonctions linéaires de y et z, c’est-à-dire des expressions de la forme





2zx — A — B y — C z ,


(46)



Pxy = A, + B, y + C, z ,

où A, B, C, A^ B,, C, sont des coefficients constants.

On observera maintenant que les dilatations et les glissements étant des fonctions linéaires de y et z, les équations (43) et (44) sont toutes satisfaites. De plus, les expressions données de Pzx , Pxy satisferont à l’équation indéfinie (41) pourvu qu’on ait

	
B, — C = 0 :


(47)





ayant égard à cette relation et substituant dans l’équation (42) à Pzx, pxy leurs expressions en fonction de y et z, on obtient l’équation différentielle

	
	
A, dz — Ad y — C(ydz — z dy) — Ctzdz — B y dy — 0, qui doit être satisfaite pour tout le contour des sections. 11 faut donc que l’équation de ce contour soit l’intégrale de la dernière équation; c’est-à-dire





A^-Ay- Cyz + 3c,z — BY=D, (48}

D étant une constante arbitraire.

On voit que le contour de la section doit être une courbe du second degré: elle pourrait être une parabole ou une hyperbole, mais alors le prisme aurait une section infinie; par conséquent nous n’aurons à considérer que le seul cas de la section elliptique.

Donc, lorsqu’on aura un prisme à section elliptique, homogène, mais de contexture quelconque, et qu’on voudra le tordre autour d’une ligne parallèle à son axe, de manière que les forces élastiques dans une section quelconque soient égales aux forces tan-gentielles appliquées sur les bases , on écrira l’équation de la section du prisme rapportée à deux axes rectangulaires passant par le point où l’axe de rotation coupe la section: on comparera ensuite cette équation avec l’équation (48), pour que celle-ci représente la même ellipse , ce qui se fera en écrivant que les coefficients de l’équation (48) sont proportionnels à ceux de l’équation de l’ellipse donnée: on obtiendra ainsi cinq relations entre les six coefficients A, At, B, C, C,, D, et en y joignant la relation (47), on aura six relations entre les six coefficients des équations (46) et la constante arbitraire D.

Pour trouver une autre relation qui, ajoutée aux six précédentes, doit compléter le nombre nécessaire à la détermination des inconnues, nous observerons que, si l’on appelle M la somme des moments, par rapport à l’axe de torsion, de toutes les forces appliquées sur une base, c’est-à-dire le moment de torsion du prisme, nous aurons

M = ) (pz^y -p^dv,          (49) do étant l’élément superficiel d’une base, et la somme 2 devant être étendue à toute la base. En substituant dans cette formule à pz*, pxy leurs expressions (46), on obtient

M = A s y d 0 — A.Szdo—BSYd. — C. E23d0 ) (50)

+2Czyzdo, )

qui est la dernière relation entre les quantités inconnues.

En conclusion, lorsqu’un prisme a une contexture absolument quelconque, le problème de la torsion ne peut être complètement résolu en termes finis, que quand la section est une ellipse.

	
	
19.    Continuation sur la torsion. - Prisme homogène ayant en chaque point un plan de symétrie parallèle aux bases, ou trois plans de symétrie dont un parallèle aux bases. - Lorsque le prisme possède en chaque point un plan de symétrie perpendiculaire à son axe et. par suite, à l’axe des a, les forces élastiques seront exprimées en fonction des dilatations et des glissements au moyen des formules (17). Or, si dans les quatre premières on fait





Pix = 0, PJy = 0, Paz = 0, Py = 0, suivant l’hypothèse (40), on en tirera

2 ==0,   2, =0,   2=0,   05 = 0,

d’où il suit que les équations (43) sont alors identiquement satisfaites. On pourra donc choisir pour g^, g^ des fonctions quelconques de y et 3, pourvu qu’elles satisfassent à l’équation (44), et que les forces p^, p-^ qu’on en déduit au moyen des deux dernières équations (17), satisfassent à l’équation indéfinie (41) pour toutes les valeurs de y et z, et à l’équation (42) pour les valeurs de y et z relatives au contour des sections.

Supposons maintenant qu’on choisisse pour g7.^, gxy deux fonctions quelconques de y et z contenant plusieurs coefficients indéterminés: en substituant ces fonctions dans l’équation (44), on obtiendra quelques relations entre les coefficients indéterminés, ce qui diminuera le nombre de ces derniers : en les substituant après dans les deux dernières formules (17) et en introduisant ensuite les expressions ainsi obtenues de y et z dans F équation (41), qui doit être satisfaite pour toutes les valeurs de y et z, on obtiendra de nouvelles relations entre les coefficients indéterminés, dont le nombre diminuera encore: enfin, en substituant les expressions de gz^ g^y dans l’équation (42) et en ayant égard aux relations obtenues entre les coefficients indéterminés, on obtiendra une équation différentielle, directement intégrable, qui devra satisfaire au contour des sections, et qui sera par conséquent l’équation différentielle de ce contour: on intégrera cette équation et l’on obtiendra l’équation en termes finis du contour que doit avoir la section du prisme, pour que les expressions supposées de gzx, g^y soient possibles.

Cette équation du contour contiendra encore, en général, plusieurs coefficients indéterminés, et l’on pourra disposer d’eux pour qu’elle représente, au moins approximativement, une courbe donnée.

On voit donc que, pour le prisme ayant en chaque point un plan de symétrie perpendiculaire à son axe, le problème de la torsion peut être résolu, au moins par approximation, quelle que soit la forme du contour des sections.

Si la contexture du corps est plus particulière encore, c’est-à-dire, s’il possède en chaque point trois plans de symétrie, dont un perpendiculaire à l'axe du prisme, la résolution du problème se simplifiera encore, car on aura dans ce cas, suivant les formules (18),

Pix = Fz gzx,        p^y — Fi g^y, ou, en ayant égard aux formules (45),

__ — ( d v\             . (du \

2zx = F^ — — 0 y Pxy = Fi ---0 Z ,    01) formules qui satisfont évidemment à l’équation (44).

En substituant ces expressions de pix, 2xy dans les équations (41), (42), on obtient les équations

(du \ (du, -   .


Fad3—03)d2—F2 22+6v)dy=0, (53) dont la première doit avoir lieu pour toutes les valeurs de y et 3, et la seconde seulement pour le contour des sections.

Nous allons maintenant résoudre le problème en termes finis, pour deux cas, qui sont les plus importants dans la pratique.

	
	
20.    Continuation sur la torsion. - Prisme à section rectangulaire. - Supposons toutes les faces du prisme parallèles deux-à-deux aux trois plans de symétrie de contexture, et appelons b le côté, de la section transversale, parallèle à l’axe des y, et c le côté parallèle à l’axe des z.





En ce cas, pour les côtés de la section parallèles à l’axe des y d z

on aura — = 0, quel que soit y ; et pour les côtés parallèles à l’axe des z, on aura T% = 0, quel que soit z. Par conséquent, l’équation (53) se décompose dans les deux conditions suivantes :


du

--O% = dy

du ,

dz +6J=



	
	
	
0, pour y = — o , quel que soit z entre — o et 2,


	
0, pour z = + S , quel que soit y entre — 2 et 2;
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et il faudra intégrer l’équation (52) en sorte que ces deux conditions soient satisfaites.

Or, en faisant

U = Gyz-Y Ane — e ) sin mJ,

l’équation indéfinie (52) sera satisfaite, comme on peut s’en assurer facilement, quel que soit le nombre des termes compris dans la somme 5, pourvu qu’on ait pour tous ces termes
[image: ]

les quantités An, m pouvant, du reste, changer d’un terme à l’autre et devant être déterminées de manière que l’expression de u satisfasse aux deux conditions dans lesquelles nous avons décomposé l’équation (53) relative au contour.

Or, la première de ces conditions, c’est-à-dire

--^ = 0 pour "=*2

devient, en substituant à u sa valeur,

"TA / omz - omz, M b

An (e —e ) m cos —9 — 0;

et puisque cette équation doit être satisfaite quel que soit z entre — 2 et -, on devra avoir pour tous les termes de la somme

ml) cos 9 — 0 ;

et, par conséquent, en appelant n un nombre entier quelconque,

mb 2n—1            (2n — 1) A

25027, ou m =--d--

Ainsi l’expression de u deviendra
[image: ]
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En exprimant maintenant au moyen de cette formule la deu-xième condition

as 1=0 pour 2=52

on obtient l’équation

_____/o — , &(21—4)7 e &(In—4)e.

.  ,       ,  &(2Y--1)7/--7--i ---—---\  • (21-- 1)Ay „

20—-2A——b——e     + e      sin--B =0,(54)

qui doit être satisfaite quel que soit y entre — 8 et 9 •

Or, on connaît la formule de Lagrange

/ \ 2 "F • (22 — 1)7 ( (, . (22—1) ny‘ , A ‘u)=î 2 sin—21—U eluf) sin—21—du ):

en prenant

0(v)=20v, 9(v) =20v,

elle devient

0 40 "F ( (22— 1)r7 P , • (22— A

200—Y 2 I sin - 2i I V' sin---27—cly = 0 ;

n == 4 \                   J 0                             )

et en observant qu’on a

cette formule se réduit à la suivante:


20y
[image: ]

(2n — 1)2





sin




(n — l}^y 21




= 0,



où l’on doit prendre le signe supérieur dans la somme 2 pour les valeurs impaires de n, et le signe inférieur pour les valeurs

paires.

En comparant cette dernière formule à la (54), on voit qu’elles deviennent identiques en prenant

2l=b,

A — / & (In— 1)7 c      a(I2—1)e         .,.

«(271-1)^  --26---x ---—__1610   . "    6 V                   )--F(n—1)amai donc, l’équation (54) sera identiquement satisfaite pour une valeur quelconque de y entre — 2 et 9, pourvu qu on prenne, en general, pour une valeur quelconque de n,

e‘— en*   ete—x   e‘—e*  et—e-x 2    ‘      2   ’ e*+e-*' e‘— e-*'

que nous représenterons par les symboles

sih, coh, tah, coth,

on obtient enfin la formule

, . . a(2n — l)^z . (2n — 1)zy (— l)n sih — F—-— sin  ---B ~


.(55)



e          K a^~'n — I) ac


n === 4



(27 — 1)3 coh----20 -

On peut observer que si l’on fait la permutation des coordonnées y et z, des coefficients F2 et F3, des côtés b et c de la section du prisme, et si, de plus, on change 6 en — 0, l’équation (52) et les conditions relatives au contour, que nous avons déduites de l’équation (53) ne changent aucunement; d’où il suit, qu’en faisant les mêmes permutations et le même changement dans

l’équation (55), on obtiendra une expression de v qui sera encore l’intégrale de l’équation (52) en ayant égard aux conditions déduites de l’équation (53). Comme, d’ailleurs, permuter les coefficients F2 , F, veut dire changer a en - nous aurons aussi :


8c2a 73




(—l)n sih




(21— 1)TV.i(21— 1)72




0       - 2n—1) ab

(21 — l)3coh -




2u c




(56)



Les deux expressions de u ainsi obtenues, quoique apparemment différentes, représentent toutes les deux la surface en laquelle se trouveront changées, après la déformation, les sections transversales du prisme, qui étaient planes avant la déformation.

On peut maintenant obtenir au moyen des équations (51) les expressions des forces élastiques Pzx, Pxy, et comme nous avons trouvé deux expressions de u, nous obtiendrons aussi deux expressions pour chacune des forces Pzx, Pxy; c’est-à-dire


(57)



, . (2n—1)zy (22—1)g

[image: ]



1=2 — 1 nsih---4 cos---------- ) v 7         C c             c . e        (2n — 1) mb "—      2 n — 1)2 coh---e----- ' 2cc , .    œ(2 — 1)A z   (2n—\}Tty
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— 1 n sih ----------'---- cos v

7 b                          b

(58)

Dans ces formules, on a la quantité 0 qui exprime la torsion du prisme, c’est-à-dire l’angle dont une section aura tourné, après la déformation, par rapport à une autre section à la distance d’une unité.

Cette signification de 0 se déduit des deux équations

w — ôæy, 0 = — 003.

Or, pour déterminer l’angle de torsion 6, nous l’exprimerons en fonction du moment de torsion, c’est-à-dire en fonction de la somme des moments, pris par rapport à l’axe de torsion, de toutes les forces appliquées sur une base. Si nous considérons dans une base un élément superficiel dydz ayant les coordonnées y et z, les forces effectives appliquées à cet élément seront pzxdydz, Pxy dydz, et leurs moments, par rapport à l’axe de torsion, seront yp^dydz, —zp^dydz-. ainsi, en appelant M le moment de torsion, on aura

[image: ]
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(Dzx y — Pxyz) dz.




Substituant dans cette formule à p^, p^ les premières ou les secondes expressions (57), (58), on obtient pour le moment M les

deux expressions suivantes:


M—F^b3c




=zF36bc3




64 b

75 ac




1      64

3   7




n=» tah




a(2n — 1)zci \




2b

(2n — 1)




. (2n — 1)ab n=c tah -—0—-— "     2«C

2  (2n — 1)5




(59)



Au moyen des formules (59) on pourra calculer l’angle de torsion 6, lorsque le moment de torsion sera donné.

Les formules (59) peuvent être mises sous une forme plus commode pour le calcul: en effet, on a identiquement

. a(2n— 1)Ac _, a(2n — 1)Tc

=ctah ——--— n=c1— tah—-—.--- n= ,

"    2 b _     20 T 1

4(2n—1)5 44(2n — 1)5     2(n—1)®'

et comme on trouve facilement


T = 0,20914,
[image: ]

1,00452,





64 1

75 2 (2n — 1)




= 0,21008,



les formules (59) deviennent


M= F20b3c




^Fsôbc3




1 b b •

3-0,21008- +0,20^4-




n== 1 — tah




ac            c C

5 — 0,21008 — + 0,20914 —

O               O                •




a(2n — 1) T c "




2b




(2n—1)




=> 1 — tah




(2n — 1) ab '




2aC




(2n — 1)5




(60)



La première expression de M est plus ou moins convergente que la seconde, suivant que la quantité ac est plus grande, ou plus petite que b; en sorte que, pour la facilité des calculs, on devra se servir, suivant les cas, de l’une ou de l’autre.

Comme on a

_ex— e-zie‘— 1 . i _    2

tah c ■— ex—en: — e%x + p et 1 - tah x— e-—I‘

on voit que quand x est un nombre assez grand, la quantité eex l’est aussi, et que, par conséquent, la quantité 1 — tah x est assez petite; d’où il suit que pour l’usage des formules (60), il suffira, en général, de calculer un très-petit nombre de termes.

Si le solide présente une égale résistance suivant les deux axes des y et des z, on aura F = F, & = 1, ce qui simplifiera quelque peu les formules données : c’est le cas qu’il faudra ordinairement supposer dans la pratique, car le plus souvent on ne connaîtra pas les deux coefficients Fi, Fs, mais seulement une valeur moyenne, et alors il sera nécessaire de regarder les deux coefficients comme égaux à la moyenne connue.

Si l’élasticité est égale dans les deux directions des y et des z, et si, de plus, la section du prisme est un carré, on a a = J, b — c, et par conséquent, la quantité entre parenthèse est complètement numérique et peut être calculée tout de suite; on peut même observer que pour l’obtenir avec cinq chiffres décimaux exacts, il suffît de tenir


M= FiûF




3 — 0,21008 + 0,20914

» = 4




, (2 H — ]) 7

1 — tah  ---——

(22 — 1)




: (61)



compte du premier terme de la série indiquée par le symbole , en sorte qu’on trouvera facilement

M = G,84368 F, 0 —.

b4 ■

Or, 6 est le moment d'inertie polaire de la section carrée par rapport à son centre; donc, si l’on appelle J ce moment, on aura

M — 0,84368 F^ J,                 (62) au lieu de

M = F^J

que donne l’ancienne théorie, où l’on suppose que dans la torsion les sections restent planes après la déformation.

	
	
21.    Continuation sur la torsion. - Prisme ayant une section quelconque. - Nous suivrons ici une méthode inverse de celle que nous avons suivie pour la section rectangulaire, c’est-à-dire que nous supposerons donnée la fonction u représentant la surface courbe dans laquelle se seront changées, après la torsion, les sections planes perpendiculaires à l’axe du prisme, et nous chercherons la forme correspondante du contour des sections.





Or, entre l’infinité de formes qu’on peut donner à la fonction u, choisissons la suivante:

u = Cf^y +73),

	
C, B, 7, étant des coefficients constants. Nous trouverons



A=C8F (By+72),   ^=C^r"(?y+yzY

du = Cyf (BU +yz),   44 = Cy'f^y + yz), et en substituant dans l’équation (52), nous verrons qu’elle sera satisfaite pourvu qu’on ait

F,B+F,” = 0,

d’où l’on tire, en faisant }= 1, ce qui ne diminue point la généralité de la fonction,

ainsi la fonction u peut être mise sous la forme


u = Cf




(y± VPvy- 1)

\ H 2 •        /



En développant le second membre de cette expression, et en réunissant tous les termes indépendants de •— 1, et de même tous ceux multipliés par cette quantité, on obtient

u = C [• (y,z) ±V — 1 v (y,z) ],

0 et V étant deux fonctions qu’on peut facilement déterminer.

Or, on sait que si plusieurs fonctions de y et z satisfont à l’équation (52), en les additionnant après avoir multiplié chacune d’elles par une constante, on obtient une somme qui y satisfait encore.

_ Donc, puisque les deux fonctions

	
•    (y,z) + V— 1 ^z),


	
•    (y,z) — V— 1v (y,z),



satisfont à l’équation (52), en les additionnant après les avoir multipliées par la même constante 3 B, ou après avoir multiplié la première par — 3 Ci V— 1, et la seconde par 3 Ci V— 1, on obtient les deux fonctions

^^{y.z},   C^^y.z) qui satisfont à l’équation (52), et dont la somme doit y satisfaire aussi.

Ainsi, nous pourrons prendre pour u une expression assez générale de la forme

u = 2[B,0 (u,2) + C,V (J,2) •            (63)

CASTIGLIANO, Théorie de l’équilibre

Comme on peut introduire dans cette expression un nombre quelconque de termes , en donnant à chacun d’eux un coefficient arbitraire, et comme ces coefficients restent dans l’équation du contour, il est évident qu’on pourra les choisir de manière qu’ils représentent, au moins par approximation, une courbe quelconque.

Prenons, par exemple,


y
[image: ]
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en supposant que l’exposant n soit un nombre entier, et qu’on ait

Nous trouverons en développant


(n (y,z) = y'



n(n — 1) 9 9 , 1.2 - - ^z^y'


n(n — 1) (n — 2) (n — 3)




1.2.3.4




C'Z'Y




■^n(y,Z)—na zy'




(n — 1) (n — 2)




2.3




a2 Z3 y^ - 5




(64)



{n — 1) (n — 2) (n — 3) (n — 4)

2.3.4.5

en donnant aux symboles 0, Y l’indice n pour rappeler le degré des polynômes représentés par ces deux fonctions.

Si maintenant nous prenons

u =2[BnQn (U,3) + CnV„(u,z)],          (65)

Bn et Cn étant des constantes arbitraires, et si nous substituons dans l’équation (53) écrite sous la forme

6

d U    _

“‘dyds dz dy — 0(x22dz + y^y) = °,

nous obtenons


C n -d% —



dM az— dy

— 6 (a2zdz — ydy) = 0 ; mais on peut facilement reconnaître qu’on a

	
9 dOn , d On a2 — dz — — dy — &CU dy dz J


	
9 dn dVn .





&ayd2—azd=—ed9ni

donc, l’intégrale de l’équation différentielle précédente sera

2(aa+y) =A, (66)

A étant une constante arbitraire.

Telle est donc l’équation générale du contour des sections, qui, par la torsion, gauchissent suivant la surface courbe représentée par l’équation (65).

Si l’on fait successivement n = 1, n — 2, n = 3, etc. dans la formule (65), on obtient

u=B,J—B,(y— a332) + Ba (y3 — 3^z^y )—B,(J— 6okz‘y2 + o4z4)— + C, az + C.2.2azy + C3(3a.zy^ — 0323) + C,X^zy3 — ^oe'z^y) + et l’équation (66), qui représente le contour de la section, devient, en la divisant par a.

/B^z-yB^ctzy — B3 {^azy^ — a3^3) — B^ (4azy3 — ..............

/ - Cyy - C,[y" - 1323) - C^y3 - 3a2^) - C^ - ^z^ + ^z4) -......A

g=a-(68)

—2(u‘+az2)                                /

En prenant dans le premier membre un nombre assez grand de termes et en déterminant convenablement leurs coefficients B^ B^, ... Ci, C^, etc., il est évident que cette équation pourra représenter, au moins approximativement, un contour quelconque.

	
	
	
22.    Continuation sur la torsion. - Prisme ayant une section elliptique. - Lorsque la section du prisme est une ellipse, la solution du problème de la torsion est comprise dans le cas traité au numéro précédent: supposons, par exemple, que la torsion ait lieu autour de l’axe du prisme, et que les plans passant par cette droite et par les axes de l’ellipse soient parallèles aux plans de symétrie de contexture. Si nous appelons b, c les demi-axes de l'ellipse, son équation sera







6+8=1             (69)

Or, l’équation (68) réduite aux seuls termes du second degré, devient

P, 2zy- C, (v — a8 Z^ - 2 (v +23) =4; et pour que celle-ci soit identique avec l’équation de l’ellipse, il faudra prendre les trois coefficients arbitraires B^, C21 A, en sorte qu’on ait

« C2 — 2    1             C2 2 I 1

Ba = 0, - A = 623 A 5 c ’ d’où l’on tirera, en éliminant A,

0 “272_  03 c1 0 = b1 ‘ « Ca — 2

et, par conséquent,

0   02 — a8 c2 Ga=2a: 64 + cAc1 ’

L’expression de u pour le contour elliptique considéré, se déduit de la formule (68) en y faisant tous les coefficients arbitraires égaux à zéro, à l’exception de C^, qui doit avoir la valeur trouvée ci-dessus ; en sorte que nous aurons

.b* — 02 c*                  — "=-9 63+a*c U3            (70)

En introduisant cette valeur de u dans les formules (51), et. F3

en observant qu’on a &= F, on obtient

(   ^ — ^C^ , )       2F,F,c2 >   |

Pzx _ F26 —     a3ca + 1 ) y = F,72 4 F ^J.

_( b2 ~ c3c2         2FiF^

pxy F3^\— ^ ^ ^^  1/35  ^ + ^ J

Cherchons maintenant le moment de torsion M, qui, suivant ce que nous en avons dit au numéro 18, est exprimé par la formule

M= J (Dey—P2)dydz, en étendant l’intégration à toute la section. Si nous substituons ■dans cette formule à Pz, Pxy leurs expressions (71) et si nous faisons, pour simplifier

“Jyaydz=I., JJzaydz=Iy, c'est-à-dire, si nous appelons Iy, F les moments d’inertie de l’ellipse par rapport aux axes principaux c et b, nous obtiendrons

~A2F, F,(c31.—U3Iy)         ' 792

M"TF,02 - F,c2 01

d’où l’on déduira la valeur de l’angle de torsion 6, lorsque le moment de torsion M sera donné.

On peut observer que la formule (70) donne u = 0 pour toute valeur de y et 3, lorsqu’on a entre les axes b et c, la relation

72      ~2 b2 — a‘c? = 0, ou - = -


(73)



2 F F

—3    — 2 c’est-à-dire, lorsque les carrés des demi-axes sont proportionnels aux coefficients de l’élasticité tangentielle suivant leur direction: donc, en ce cas, les sections restent planes après la déformation.

Lorsque les deux coefficients F,, F, sont égaux, ce qui comprend les cas où l’axe des a est un axe d’élasticité, et où le corps est isotrope, les formules (70), (71), (72) deviennent:

_____       QFA9


2 F,629

62—-c24



=—0R y%, Da=2U, P* = —

2F^FVb^Iy} b^-c^

et l’on voit par la première de ces formules que, dans le cylindre à base circulaire, les sections restent planes après la déformation.

	
	
	
23.    Flexion des prismes ou cylindres homogènes. - Imaginons un prisme ou cylindre ABCD (Pl. I, fig. 8) rapporté à trois axes rectangulaires OX, OY^ OZ, qui coïncident, avant la déformation du corps, avec les droites suivantes, savoir:







OX, avec l’axe du prisme ou cylindre,

O Y et OZ, avec les axes principaux d’inertie de la base AB.

Nous supposerons que les trois axes soient mobiles avec le solide, en sorte que les conditions ci-après soient satisfaites; c’est-à-dire:

	
1° Que le centre de la base A B coïncide toujours avec l’axe des coordonnées de façon qu’en appelant u,v,w les déplacements d’un point quelconque, parallèlement aux axes, on ait



u = 0, v = 0,     w=0,

pour æ — Q, y ~ 0, Z = 0;

	
20 Que l’élément de la base A B correspondant à y = 0, 3 == O reste tangent au plan des y z, ce qui exige que pour æ — 0, y = 0, z = 0, on ait



d u__0 du__0 .

dy ’ dz ’

	
3° Enfin que l’axe principal d’inertie de la base A B^ qui coïncidait avec l’axe des y avant la déformation, soit après la déformation tangent à cet axe, c’est-à-dire que pour c == 0, y = 0, z = 0, on ait



dw_0 dy “

Avec ces conditions les axes des coordonnées sont censés mobiles avec le solide, en sorte que u, v, w représenteront seulement les déplacements relatifs, c’est-à-dire ceux qui sont dus à la déformation.

Supposons maintenant que la surface latérale du prisme ou cylindre ne soit sollicitée par aucune force, et que les bases soient sollicitées de la manière suivante :

La base C D par une force dont les composantes w cos ^, w cos y' soient distribuées suivant une loi que nous laissons à présent indéterminée, et dont la composante normale t cos a' soit

distribuée de manière qu’en chaque point elle soit proportionnelle à la coordonnée transversale 3, en sorte qu’on ait

t COS a! = m Z,   w cos B‘= (y,z), o COS 7‘ = l (y,Z) ;

La base A B par une force dont les composantes tangentielles soient exactement les mêmes que celles appliquées sur la base C D, et dirigées en sens contraire ; et dont la composante normale soit dirigée en sens contraire par rapport à celle appliquée sur l’autre base , et proportionnelle aussi à la coordonnée transversale z; en sorte qu’on ait

w COS &‘= — (m-[-Ca)z, % cos B‘ = — P(y .,z), ® COS‘=—V(J,z);

C étant une nouvelle quantité constante tout-à-fait arbitraire, et a la longueur du prisme.

Voyons maintenant si les forces élastiques intérieures peuvent satisfaire aux conditions suivantes, à savoir:

	
1° Que les forces tangentielles p^p^ soient les mêmes sur les bases du prisme et sur une section quelconque, de manière qu’il y ait partout pxy = 0 {y,z\ p^ = Y (y,z) ;


	
20 Que les forces normales p^ varient sur les différents points d’une même section proportionnellement à la coordonnée transversale z, et sur les points correspondants de différentes sections suivant une loi linéaire par rapport à x;


	
3° Que les forces normales pyy, P2z, et la force tangentielle Pyz soient milles partout.



Si ces conditions sont satisfaites, nous aurons, pour un point quelconque du corps,


p^ = ^{y,z\

______



Pxx = [m — C {a — æ)]z, Pw = 0, 2„ =0, Py==0,) p^ = • (y,z), et, par conséquent, aussi d?zx__0 clx ’

En ayant égard aux relations (75) et (76), on voit que les deux dernières relations (14) sont identiquement satisfaites, tandis que la première prend la forme suivante:

d'Pxy । dPz dy dz

Voyons, maintenant, ce que deviennent les équations (23) relatives à la surface, dans le cas du prisme ou cylindre que nous considérons.*

Pour la surface latérale, on a partout

w = 0, cos a = 0, cos 7 = sin B. et, par conséquent, les deux dernières équations (23) sont identiquement satisfaites, tandis que la première se réduit à

Pxy cos P — Pzx sin B = 0 :

or, B étant l’angle que la normale au contour des sections fait avec l’axe des y, on a

_ dy tang =-%, az

en sorte que l’équation précédente devient

p^dz — p^dy — 0.               (78)

Pour la base CD, on a

cos a = 1, cos B = 0, cos y = 0,

t cos a' — mz , w cos B‘ == 0 {y^} 5 t cos / _ 4 (y,z),

en observant que pour x — a, on a

Pxx z=mz,

et en ayant égard aux valeurs de Pxy, Pzx , on voit que les équations (23) sont identiquement satisfaites.

Pour la base AB, on a

cos a == — 1, cos B = 0, cos 7 = 0

w cos a' = — (m -T- C a) z, o cos ‘= ç (y^z), w cos / =- ^(y,z),

et comme, en faisant x = 0, on obtient

Pxx = (m — Ca) z, il s’ensuit que les équations (23) sont encore identiquement satisfaites.

Maintenant, si nous supposons que la contexture du corps soit à trois plans de symétrie perpendiculaires aux axes des coordonnées, il est clair que les quatre premières équations (18), et les dérivées des deux dernières par rapport à œ, nous donneront, en ayant égard aux formules (75),

0x = ----1--------— , ly — — lx, z——Y Ox, les coefficients E, », n‘ ayant la même signification et la même valeur que dans les formules (37).

Ces expressions des dilatations et des glissements satisfont identiquement aux équations (26) ainsi qu’à la première des équations (27), et réduisent les deux dernières aux suivantes:

d ( dgzx । dgxy) 2» C dy dy T dz ) i E ‘ d ( dgzx d gxy) __0 dz \ dy dz ]

Comme, d’ailleurs, des deux dernières équations (79) on tire aussi d ( dgzs __ d gxy ) __ 0 dæ \ dy dz ]     ’

il s’ensuit que la fonction

d gz   d gxy dy    dz

ne peut être une fontion ni de a, ni de z mais seulement de y ; en sorte qu’on aura

d gzx । d gxy C -

Nous n’ajoutons aucune constante arbitraire, car il résulte du problème sur la torsion que la constante ajoutée correspondrait à une torsion uniforme du prisme ou cylindre, torsion que nous supposons n’avoir pas lieu dans le cas présent.

On voit donc que les hypothèses (75) et (76) sur les forces élastiques à l’intérieur du cylindre auront lieu effectivement, pourvu que la distribution des forces tangentielles sur les bases soit telle, que ces forces satisfassent aux équations (77) et (80) pour tous les points des bases, et, de plus, à l’équation (78) pour tous les points du contour.

Nous allons maintenant exprimer les forces Pxy, Pzx au moyen d’une seule fonction inconnue, en sorte qu’ elles satisfassent à l’équation indéfinie (80) : ainsi, il suffira de déterminer cette fonction en ayant égard à l’équation indéfinie (77), et à l’équation (78) relative au contour.

Or, si dans l’équation (80) on substitue à gzx , g±y leurs ex-ressions (25), on obtient

220     d^w    21C

----— —-— y : dzdæ  dædy   E

mais puisqu’on a gyz = 0, on aura aussi

^ = o, ou -d'v Ld'w =0, d a         dzdx dxdy en sorte qu’en combinant cette équation avec la précédente, on obtiendra

d'v __» C d^w ____ •/) C dzdx E 1‘ dxdy~ E "*

De plus, les trois premières équations (79) donnent d u _[m + C (a — xc)1 z dv__n[m—C (a —x)] z dx         E ' d y dw _ _ n‘ {m — C (a — x)] z dz d’où l’on tire, en différentiant, cd u _m + C (a — x) d^u _0 dzdx       E ‘ dxdy


42 w | 42 u do? U, clzclœ




d2u d20

dxdy ' dx1



d’où l’on déduit, en ayant égard aux résultats précédents ,

G3v_0 d^w__m — C (a ~ x) dx^ ’ dx^            E

En réunissant les résultats antérieurs nous aurons donc d2v 0            d^v  -qCz            cl2y  r^Cy dx2 ’        dxdy E ‘        dzdx E ‘ d^w _m — C (a — x) d^w   Cy d'w N'Cz . dx^          E ‘ dxdy E ‘ dzdx E ‘ c’est-à-dire que nous connaissons maintenant les trois dérivées —            dv . dw par rapport à , y^ z, tant de — , que de do . On en tire donc, en intégrant, dv _ c , ^Cyz dx mx — - C (a — xY , dw_ c_      2           _ A Cy^ 'dCz^ dx~          E         2F 2F ‘

03=dyCE


9zx —




du I ar, dz T




mx — 3 C {a — a)2 E -




^Cy^ ^Çz\ 2F T 2E ‘



mais nous avons vu au commencement de ce numéro, que pour

a     n a .   . du . du

x = 0, y — {) Z=0, on doit avoir — — 0, — — 0: donc, en ‘ •        ‘                                d y ‘ d z ‘         ‘

faisant æ = 0, y = Q ^ z = 0, dans ces formules, et en appelant

g\7, gQm, les valeurs correspondantes de g^, g^, on obtient


g°xy — C,



g0,, — C" •--,

	
9.4* r 2 E ‘



en sorte qu’en éliminant Cr, C’’, on peut écrire


9xy




du

dy




! ACy%

E




du ,

9zx — — — g°, C A
[image: ]





»Cy3 _ n’Cz?

2ET 2F ■




Ainsi, les expressions des forces élastiques deviennent




2zx — F^




— (du ,, r\Cyz\                  |

PeFFeay *0**E)

Ma—a C(2az—0)

2 yCy2 Y‘Cz2\

dzP".-----E--2E T2E)’)




et ne dépendent plus que de la seule fonction u. En les subs-tituant dans l’équation indéfinie (77), elle devient




F3




Fu Fu_ dy2   3 et z1




_F _ ‘Fa)

E E )




Cz.




(82)



	
	
24.    Continuation sur la flexion. - Détermination des constantes C et m. - Maintenant que nous avons reconnu la possibilité de résoudre le problème de la flexion, nous allons déterminer la signification des constantes C et m.





Or, si dans la section transversale correspondante à l’abscisse a, nous considérons un élément superficiel d w = dydz., la force élastique normale appliquée à cet élément sera

Pxx do = [m + C(a — w)] zdydz\

et le moment de cette force, par rapport à l’axe principal d’inertie parallèle à l’axe des y^ résultera

Pxx zdw = [m + C(a — œ)] z^dyclz:

la somme de ces moments élémentaires étendue à toute la section sera


^PxxZd^ = [m —




C^a — œ)] J




dydz.



On sait que la quantité

JJady dz^

en étendant l’intégration double à toute la section, s’appelle moment d'inertie de la section, par rapport à l’axe principal d'i-nertie que nous appellerons dorénavant axe de flexion: donc, si nous représentons par I ce moment, nous aurons

Epa3 d • = [m — C(a — x)] I.

Si nous supposons le prisme coupé suivant la section G H, il est clair que l’état d’équilibre du tronçon CDHGtac. sera point altéré, pourvu qu’on applique à la section GH des forces extérieures égales aux forces élastiques qui y ont lieu effectivement: alors le tronçon CDHG devra être en équilibre sous l’action des forces extérieures appliquées à la base CD et de celles élastiques ayant lieu sur la section GH: ces forces sont les suivantes, savoir:

Sur la base C D, les forces normales m z et les forces tangen-tielles 9 (y,3), ^^V^Y,

Sur la section G H, les forces normales — [ m — C ( a — x ) ] z et les forces tangentielles — P (y,zY — V {y^Y

On voit d’abord que les forces tangentielles étant égales sur C D et sur GH, et dirigées en sens contraire, les conditions de l’équilibre de translation suivant les axes des y et des z, aussi bien que celle de l’équilibre de rotation par rapport à l’axe des x sont identiquement satisfaites : de plus, la condition que la somme des forces normales appliquées sur CD et GH soit nulle, conduit à l’équation

m] zaydz - m + C(a - c)] JJ zdVa^

où l’intégrale double doit être étendue à toute la section: cette équation est identiquement satisfaite, car, les coordonnées z étant les distances des éléments dydz à un axe qui passe par le centre de gravité de la section, l’intégrale double contenue dans la formule est identiquement nulle.

Il nous reste à exprimer que les sommes des moments de toutes les forces appliquées au tronçon CDHG, par rapport à deux droites parallèles aux axes des y et de z, sont nulles. Nous prendrons pour ces deux droites les axes principaux d’inertie de la section CD, en sorte que les forces tangentielles appliquées à cette section donneront un moment nul. Cela étant admis, observons que les forces normales mz appliquées à la base CD ayant une somme nulle, comme nous avons vu, sont statiquement équivalentes à deux couples ayant pour axes les axes des y et des z, et dont les moments sont

m ^dydz,       m ^yzdydz,

les distances y et z étant rapportées aux axes principaux d’inertie de la base C D: mais on sait que par une propriété de ces axes, on a

s sy z dydz = 0 ,

donc, le couple perpendiculaire à l’axe des z sera nul, et il restera seulement le couple perpendiculaire à l’axe des y, dont le moment est

mj'jz^dy dz = m I,

en appelant I le moment d’inertie de la section du prisme, par rapport à son axe principal d’inertie parallèle à l’axe des y.

De même, les forces normales appliquées sur la section GH seront équivalentes à un couple ayant pour axe l’axe des y, et dont le moment sera

— [m — C(a — xc)] I.

Ainsi, pour l'équilibre de rotation autour des axes principaux

d’inertie de la section GH, nous aurons les deux équations


— C (a — w) I +
[image: ]

V (y,z) dy dz = 0,





(a — ^J^ (y,z)




dy dz = 0,



ou, en divisant par a — x ,

J J Y (V,2) dy d3 = CI, ) ) 9 {y,z) cly dz — 0.

La seconde de ces équations exprime que la somme des forces tangentielles parallèles à l’axe des y doit être nulle; et la première signifie que la somme des forces tangentielles parallèles à l’axe des z doit être égale à CI: donc, en appelant S cette dernière somme, nous aurons

S

S — C I, et, par conséquent, C = 7 , ce qui donne la valeur de la constante C.

Pour déterminer m, nous observerons que, si l’on appelle M la somme des moments des forces normales mz appliquées sur la base CD, par rapport à l’axe principal d’inertie parallèle à l’axe des y, nous aurons

.   x M M — m I, et, par conséquent, m — I .

Ayant égard à ces valeurs de C et de m, la première des formules (75) et (79), les formules (81), et l’équation indéfinie (82), deviennent:

_ M + S (a — x) _M+S(a—x),

•*x —------I-----2        —-----FI---- z » (00)


pldu ,^Syz\

2=Fa ayOEI)




2zx = F^
[image: ]





Mx +5 S^ax — x^

EI




»Sy2




"‘Sz2\

^FI )



[image: ]



d2u I p d'u _(_F_ 7‘F,\ Sz dy 2 d^ z \ E E ) I


(85)



	
	
25.    Continuation sur la flexion. - Application à un prisme à base rectangulaire. - Soient b et c les côtés de la section, respectivement parallèles aux axes de y et des z, 1’ origine des coordonnées étant au centre d’une base du prisme.





Si nous faisons ici


u = u‘ — g\^y —



Mx+^iax-x1) ,sya


1 Sc] F, 81 J



9°x — • EI - E112


Sy2z

2EI



[image: ]

Sz3

^FJ'




u‘ étant une fonction inconnue de y et z, les formules (84) et l’équation (85) deviennent:


Pzx = F^




— du

Pxy — F—, dy




du’_AS

dz El




,    b3\ . S

V  12) + 2FJ




~I 22_C

4




(86)




, (F u1 aaw




d’v’




dz?




(87)



L’équation

-p^dz —p-^dy = 0,

qui se rapporte au contour des sections, se divise en deux autres; car sur les côtés c on a partout dy = 0, et l’on doit avoir, par conséquent, Pxy = 0; et sur les côtés & on a partout dz = 0, ce qui donne Pr =0; en sorte qu’on aura les conditions suivantes:

pour y==9, P = 0 ou du' = 0, quel que soit z\ (88) 2            dy

,                , Cdu' S( ,    b2\ n et pour 3=* 2 P* =0 OU dz EI U—12)=0 (89) quel que soit y.

Supposons maintenant qu’ on ait


u‘= An (ecnz — e nom)




COS my,



la somme S comprenant un nombre quelconque de termes, et les quantités An , m pouvant être différentes d’un terme à l’autre.

On observera d’abord que cette expression satisfait à 1’ équation indéfinie (87) pourvu qu’on prenne

•                ___-

F,—F,=0, ou == VE.

— 113 —

On voit de plus, qu’en prenant la dérivée de u‘ par rapport à b

y, et qu’en l’égalant à zéro après y avoir fait y= =o, sui-vaut la condition (88) on obtient

——909 h

— > m An ( e"i 2 — e - * m 7) sin " = 0,

d’où l’on tire

Mb ,        .         217

—— — Y 7 et, par suite, m — —— 2                                         b

n étant un nombre entier quelconque. En prenant donc pour m sa valeur résultant de cette expression, on obtient

[image: ]

2nTy b




Prenant la dérivée par rapport à %, en y faisant Z = ± 2 et en substituant ensuite dans l’équation de condition (89), on obtient


7 S(62

E1(12 U
[image: ]




[image: ]
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cos ——— = 0, D




et il faut maintenant déterminer le nombre des termes compris dans la somme s, et le coefficient An de chaque terme, en sorte que cette équation soit satisfaite.

Or, on connaît la formule de Lagrange


$(u) —ls $(J‘) dy' = 2



[image: ]




n^y (I, ,    n^y' , ,

—-   d(y‘) COs ——dy ,

• J 0                     •



le symbole 0 (y) représentant une fonction quelconque de y. Si nous prenons

0 (y) = y2,       0 (y') = yn,

nous trouverons tout de suite


(—1)n42l3 n172



[image: ]



,. nny' , , y'~ cos - cly —

CASTIGLIANO, Théorie de l’équilibre

et la formule de Lagrange, donnée ci-dessus, deviendra

[image: ]




/        । XTY

(— 1) n’cos -—•




n2




— 0:



cette équation comparée à celle que nous avons déduite de l’é-quation de condition (89), montre qu1 elle serait identiquement satisfaite, en prenant

l = 2, et ensuite


2raEI 7Sb




nAn




a e
[image: ]





(—1)"‘b2

72 12



c’ est-à-dire ,


An



»Sb y (-l)n-‘

2T3aEIP ' l

ns e " — e

Substituant cette valeur de An dans l’expression générale de u' en ayant égard aux expressions données au numéro 18 pour le sinus et le cosinus hyperbolique, on obtient

n = ^ (— 1    sih a— . COS  —

80‘ _______0_____0


(90)



273 a E IA         3 , mtc

7 = 1           75 COh a 

b

Telle est l’intégrale générale de l’équation (87) en ayant égard aux équations de condition (88) et (89).

Prenant les dérivées partielles de cette expression par rapport à y et 3, et les substituant dans les formules (86), qui donnent la valeur des forces élastiques Pxy, Pix, on obtient

/              2nnz . %nny

1 =c (— 1 n-‘ sih a — sin—” „ ySb2 ‘ b b

Pxy — F‘3 -2—— >                             • 7 & El A        0 1 NTC

2=1 n1 coh & --0


2zx




S(c2 214




FS b




El




, . i 2nzz  2nmy

n=œ(—1)n—4 coh a— COS—,•

__            0 b

.         , , nitc

n=l      ^COha--

b




(91)



Si l’on veut les valeurs des forces élastiques tangentielles Pxy, 2rx au centre de la section, on doit faire y = 0, z = 0, ce qui donne

2* = 0,                                       )

_se2E,0/112=_1)_) (92)

81 L 3E c2 72 Azcenmc 11 b j

	
	
26.    Continuation sur la flexion. - Application à un prisme à base elliptique. - Faisons maintenant





Mo-5S(2ax — a3)-u = — 0° y — 0° —-------Er------I z

+ (1 -^F.) %+a=+ B (/s-3*)

A et B étant des coefficients indéterminés.

Nous observerons d’abord que, comme pour œ =0, y =0, z = 0 on doit avoir du_0 du_0 dy 1 dz — ‘

il faudra aussi qu’on ait

Q^s = 0 ,       g‘. = A ,

en sorte que l’expression de u devient

_____2---------_--Z — ( 1 — E              _ Fs 4s\ . (93) El 3 \ E E                3F,2 ) i"5 elle satisfait identiquement à l’équation indéfinie (85) et réduit les formules (84) à la forme suivante:

P=2F(B+21)uz,

	
	
7.    = F, [o‘s + ( B -   ) v] + [ 2 - Fs ( B + Zr ) ] z".





En faisant, pour simplifier, »+&Â=P.              (04) ces deux formules deviennent p^ = 2F3Pijz.

Pr = F, F 0°, +(P- 78) 3? + (S- F,P) z' ;

en sorte que l’équation du contour p^dz—p^dy^=^ donne, en substituant, 2l\Pyzdz — [P,o° +r(P- 77) v + ( Â- F,p\2‘] dy = 0-

On peut rendre cette équation homogène en faisant

70                  — ( S  F    412 •

292 T2I —      — 21 "3- * 7

car, on en tire

zdz = z'dz',

et l'équation considérée devient

iF^Pyz'dz' -[(3-F,P\2" + r,(p-n)v]du=o.

Pour intégrer cette équation, il faut d’abord séparer les variables; ce qu’on peut faire en introduisant dans le calcul une nouvelle variable t liée à z', y par la relation

‘=ty:

en effet, en substituant dans l’équation précédente ty à z\ et en observant qu’on a

dz' — tdy + ydt,

— 117 —

on obtient, après avoir divisé par if,

2F3Pt(tdv + ydt) - [(Â—FP) t‘+P(p-z)]ay=0, ou

2F, Pytdt - F ( S- 3 pfp + F, ( P —S) ay=0, LS-        /       \    - / J et, par suite,

dy__________2F3Ptdt_________

y (S.-3F,P) P-fF^ \21       3 /    1           El J où les variables sont séparées.

Cette équation peut être facilement intégrée, et donne, en appelant C une constante arbitraire,

"e Cv - G ESPp) 1 I (& - ArF) r + " (p - i) ]:

en passant des logarithmes aux nombres, et en faisant, pour simplifier,

—S—__

2F pi C 3 =Cf, cette formule devient

si, c' • "" =(Â- 3r,P) r + r, [p - 7) ;

en multipliant les deux membres par y2, et en substituant ensuite 22 à t2 y2, on aura

C'y^^1  =(S-3F,P) Z^ + Flp^^\y\

Enfin, de la relation che nous avons établie entre z2 et z", on tire
[image: ]

en sorte que l’équation précédente devient

	
§  _ 1                         .         3-3F p



Cy^^ =(Â—3r,P)2*+r,(p—M)v‘+rg°,7---—• (95)

21—EP

Telle est donc l’équation générale de la section des cylindres, pour lesquels la surface courbe affectée par la section après la flexion est représentée par l’équation (93).

En différentiant l’équation (95), on obtient

(2r,P1—1) Ci"" - 2r, (p-zi ) "] d=2 (21 - 3FP)

d’où il suit, que si l’exposant

2F.PI

est positif, c’est-à-dire, si l’on a

on aura aussi

	
	
— =0, pour y — Q dy





d_ 0, pour z = 0, d%

ce qui montre que la valeur de z correspondant à y = 0 est un maximum ou un minimum, de même que la valeur de y correspondant à z = 0.

La condition (96) étant censée satisfaite, il est évident que l’exposant

—S1

2F,PI

pourra toujours être mis sous la forme

a et 3 étant deux nombres entiers dont le second est plus petit que le premier; en sorte que le terme

ne changera pas de signe en changeant le signe de y. Il s1 ensuit donc que la courbe représentée par l’équation (96) sera symétrique tant par rapport à l’axe des y que par rapport à l’axe des z.

Appelons maintenant = b les valeurs de y correspondant à z = 0, et = c les valeurs de z correspondant à y = 0: divisons toute l’équation (95) par son dernier terme, et faisons


1

c2‘




S_F

21     3




g°2x




p_“S

<---EL_=-K, (97)

21—3FP




C‘




B — 3F P

21      3




= C",



K étant un coefficient constant. L’équation (95) deviendra

2F pi                      / ~\2 C'y 3 + KV+2=l, (0) \C /

et comme pour z = 0 on doit avoir y == b, il s’ensuit

c 1 K

62FaP‘

en sorte qu’en éliminant C'' et en faisant, pour simplifier,

23p-1=", w

l’équation du contour des sections du prisme ou cylindre devient a-x (%)+x(E)+ (z) =1. (")

Or, de l’équation (98) et des deux équations (97) on tire

s __ sne--0+12,7 2 2F,I(n+1)’ 9* ^FJ(n + \y n — 2   'F^[ 10

donc, les expressions des forces élastiques tangentielles Pxy, Pzx deviennent : 7= $1202,                 )

(101) ' r=-aZiy[ne-)-U-2xGv] ‘

Il est évident que F équation (99) peut représenter une infinité de courbes ayant les demi-axes b et c, car on peut donner à n et, par conséquent, à K une infinité de valeurs. En faisant K = 1, l’équation du contour devient

b2 T c1

et représente une ellipse dont b et c sont les demi-axes. La dernière des équations (100) donne alors

1A(n412F,

n — 2 Fi c2 ‘

d’où l’on tire

	
A2F,\ F,U2 n=ME/Ec. (102) 1 । 2nF3 F,b2 1    E Fac"



Ainsi, pour les prismes ou cylindres à base elliptique, aussi bien que pour ceux à base rectangulaire, le problème de la flexion peut être complètement résolu lorsque le corps est doué en chaque point de trois plans de symétrie de contexture perpendiculaires respectivement à l’axe de figure du corps, et aux axes principaux des bases.

	
	
27.    Continuation sur la flexion. - Forme du prisme ou cylindre après la flexion. - La détermination de la forme du prisme ou cylindre après la flexion exige que l’on trouve les expressions des déplacements u, v, w en fonction de x, y, z.





Quant à celle de u, nous avons vu qu’on ne peut guère la trouver que pour des sections tout-à-fait particulières: par contre, nous montrerons ci-après que les expressions de v et w peuvent être trouvées en fonction des coordonnées, quelle que soit la forme de la section du prisme ou cylindre.

Mais nous discuterons d’abord l’expression de u obtenue dans les cas déjà étudiés pour en faire ressortir quelques propriétés importantes : prenons, par exemple, la formule (93) trouvée pour les cylindres dont la section est représentée, en général, par l’équation (99).

Il est évident que, si l’on considère x comme constante, la formule (93) donne les déplacements parallèles à l’axe des x des différents points d’une section du cylindre, c’est-à-dire qu’ elle représente la surface courbe qu’ affectera, après la flexion, une section transversale précédemment plane. Or, la formule (93) peut être mise sous la forme

u = u' — u" ,

en faisant


Mo+'S (2ax — 0?)




(103)



_F_Y‘Fa) Sz^ । p(,2, F3 43)


(104)



E E ) 6F,TTP0 3 3F, 3)

En regardant x comme une constante, c’est-à-dire en considérant les points d’une même section transversale, la première de ces équations représentera un plan parallèle à l’axe des y, et la seconde une surface du troisième ordre. Ce plan et cette surface sont tangents l’un à l’autre au centre de la section, car pour y — 0, z = 0, on a, quelle que soit l’abscisse x.

du"__0 du"__0 . dy ’ dz ’

d’où il suit que l’équation (104) représente la surface courbe en laquelle se trouve changée, après la flexion, la section correspondante à l’abscisse a, cette surface étant rapportée au plan tangent à son élément central. Comme l’expression de u" est indépendante de &, on voit que toutes les sections transversales affectent, après la flexion, la même surface courbe.

On arriverait à des conclusions analogues pour le prisme à base rectangulaire.

Passons maintenant à la détermination des déplacements v et w.

Si l’on intègre par rapport à x F équation

d2v d^w -------- — -- y dzdæ dædy E

S on obtient, en substituant à C sa valeur 7 et en appelant • {y^z} une fonction arbitraire de y et z,


do _dw _2S i

dz du E EIMT292

mais, comme le glissement gyz doit être nul, on a aussi

de — du_0 dz dy ’

en sorte qu’en combinant cette équation avec la précédente, on obtient

dv yS I as=EiE"*?lU.6),

dy”—eig"—Ir)

En différentiant la première de ces équations par rapport à y et la seconde par rapport à z, il en résulte

d^v AS L do(v.z)     d^w   d^y^z}. dydz~ El dy ’ dydz~~ dz ’

or, les deux formules

dv__n \m + C (a — œ)}z dw__n'Im— C(a — æ)]z dy —         E ‘ dz ~        E donnent, en différentiant la première par rapport à z et la seconde par rapport à y, et en substituant à m et C leurs valeurs,

d‘ o 1 [M — S (a — xc)]         d w __0 . dÿdz —          EI ‘ dydz in d20 d’w en comparant ces expressions de dydz , dydz avec celles obtenues ci-dessus, il en résulte

do (y,z)__n (M — Sa) dy          El


d^z) _ Q dz



d’où l'on tire, en intégrant,

• M = - 1780) y + D,

D étant une constante arbitraire. On peut substituer maintenant cette valeur de la fonction 0 (y, z)

dans les expressions de — , 7— , et l’on obtient


dv_S (M—Sa)

dz El' J El




y H- D,



dw _ nS_(M+Sa),_y.

dy EEI°VT EI " ’ et, comme pour x = 0, y = 0, z = 0 on doit avoir 4 = 0, il

s’ensuit que la constante D doit être nulle.

En observant maintenant que nous avons donné au numéro 23 ,          .    , dv dv ,   „   , dw dw . les expressions de —, — et celles de —, —, il s’ensuit que 1           dx^ dy            dx ' dz'             1 nous connaissons à présent les trois dérivées de v et de w par rapport à x, y, z. Ces dérivées sont les suivantes:

,         _           ,         Mœ — 1 S(j2ax-~ 04)   _   ,

dv_ 70 L^ïSyz       dw__ «___2  __nSy?__n‘Sz%

dæ • * ' El ‘        dx 9 z          El          2EI 1 2EIr

dv_^\M-\-S(a — x)]z dw_^[M-^-S^a — x)]y

dy~     EI——, dy —    EI—— ,

dv 7\M+S(a—x)]y dw _‘[M— S(a~ x)]z

dz~       El ‘ dz          El

On peut donc exécuter complètement l’intégration, et comme pour x = 0, y == 0, z — 0, on doit avoir v = 0, w = 0, on ne devra ajouter aucune constante arbitraire, en sorte qu’on obtiendra


, _ 0 , 7 [M — S (a — ac)] y z

• — 9 xyi---,--



 3/ _[M — S (a - œ)] (ny2 - n’z?)

2 EI                   2 EI

[image: ]



Telles sont les expressions générales sous forme finie des déplacements transversaux v et w ; et il est très-remarquable que nous ayons pu les obtenir sans faire aucune restriction sur la forme des sections du prisme ou cylindre: il faut observer toutefois que cette généralité n’est qu’apparente, car les glissements gxy, gzx contenus dans les expressions de v et w dépendent de la forme des sections.

Si bon veut déterminer la courbe affectée par l’axe du solide après la flexion, on fera y = 0, z = 0, quelle que soit l’abscisse x dans les équations (105), et l’on obtiendra

(106) qui sont les équations de la courbe suivant laquelle fléchit l’axe du prisme. La première des équations (106) montre que cette courbe est plane.

Lorsque la section du prisme ou du cylindre est symétrique par rapport à l’axe principal d’inertie parallèle à l’axe des z, il est évident que l’axe du prisme, en fléchissant, doit rester en un plan vertical, en sorte qu’on aura, quel que soit x^ v = 0, et par conséquent g\y = 0.

	
	
28.    Prisme assujetti à des efforts de différente nature. - Nous avons étudié l’équilibre d’élasticité d’un prisme droit sollicité séparément par les forces extérieures suivantes :





	
1° Par une force uniformément distribuée tant sur sa surface que sur ses bases ;


	
20 Par une force uniformément distribuée seulement sur les bases et perpendiculaire à celles-ci;


	
3° Par des forces tangentielles distribuées sur les bases suivant une certaine loi dépendant de la forme des sections, et produisant une torsion uniforme ;


	
4° Par des forces tangentielles distribuées sur les deux bases suivant une certaine loi dépendant de la forme des sections, et par des forces normales distribuées linéairement sur les deux bases ; toutes ces forces ayant pour résultat de produire dans le prisme une flexion suivant le plan déterminé par l’axe du prisme et par un axe principal d’inertie des bases.



Or, nous avons vu que, pour chacun de ces cas, les forces élastiques développées sont des fonctions linéaires des forces extérieures; d’où il suit que si toutes les forces extérieures considérées ci-dessus, étaient simultanément appliquées au prisme,. les forces élastiques Pxx, Pyy, Prz, Pyz, Pix, Pxy seraient les sommes des valeurs qu’elles auraient, si chacune de ces forces extérieures lui était séparément appliquée.

Considérons, par exemple, le cas dont nous aurons continuellement à nous occuper dans la suite de cet ouvrage, c’est-à-dire le cas où le prisme rapporté à trois axes rectangulaires comme dans le problème sur la flexion, serait doué en chaque point de trois plans de symétrie de contexture perpendiculaires aux axes des coordonnées, et sollicité par les forces suivantes:

	
1° Sur la base correspondante à c == a (a étant la longueur du prisme), par la force normale P uniformément distribuée, et sur la base correspondante à a == 0, par la force normale — P distribuée aussi uniformément;


	
2° Sur la base correspondante à a = a, par des forces normales distribuées suivant la loi linéaire et par des forces tangentielles distribuées comme dans le problème sur la flexion et donnant une résultante nulle parallèlement à l’axe des y et une résultante égale à — Sz parallèlement à l’axe des z : de plus, sur la base correspondante à œ = 0, par des forces normales distribuées suivant la loi linéaire



M°, -4- & a --?----3,

et par des forces tangentielles égales à celles appliquées sur l’autre base et dirigées en sens contraire ;

	
3° Sur la base correspondante à x — a, par des forces normales distribuées suivant la loi linéaire



M°z y

I ‘

et par des forces tangentielles distribuées comme dans le problème sur la flexion lorsque l’axe de flexion est parallèle à l’axe des z, ces forces donnant une résultante nulle parallèlement à l’axe des z ed une somme — Sy parallèlement à l’axe des y, de plus, sur la base correspondante à a = 0, par des forces normales distribuées linéairement suivant la formule

— Sy a y ‘

et par des forces tangentielles égales à celles appliquées sur l’autre base et dirigées en sens contraire.

	
	
4° Enfin, sur la base correspondante à x = a, par des forces tangentielles distribuées comme dans le problème sur la torsion et donnant un moment Mx par rapport à l’axe du prisme; et, sur la base correspondante à C == 0, par des forces tangentielles parfaitement égales à celles appliquées sur l’autre base et dirigées en sens contraire.





Or, nous avons vu que si ces quatre systèmes de forces sont séparément appliqués au prisme, on a en un point quelconque

Psy = 0, Pa = 0, Pyz = 0.

De plus, il résulte du problème sur la traction simple, que les seules forces du premier système donneraient en un point quelconque

Pa = 8 , P. =0, 7 = 0,

Ensuite, il résulte du problème sur la flexion, que les seules forces du second système, c’est-à-dire celles qui produisent une flexion suivant le plan des æz, donneraient, pour la force normale sur un élément plan de la section correspondante à l’abscisse x.

en appelant My le moment de flexion par rapport à l’axe d'inertie parallèle à l’axe des y de la section considérée; et pour les

forces tangentielles Pxy, Pax, des fonctions des y et 3 qu’on peut représenter par les formules

Pzy — Ç1 (J,3) S. , Pix — 02 (y,3) S. , où les fonctions 0, (y^, 02 [y^ dépendent seulement de la forme de la section du prisme ou cylindre, et non de la grandeur des forces appliquées sur les bases. Pour simplifier les notations, nous écrirons les deux dernières formules sous la forme

Pxy— A, 0, Dx — 4a Q ,

en appelant Q Taire de la section du prisme ou cylindre, et A, Ai deux fonctions de y et z, qui ne sont autre chose que les fonctions ©, (y,z), Ç2 (y,z) multipliées par Q.

Les forces du troisième système produiraient, si elles étaient seules, une flexion suivant le plan des x y, et donneraient pour la force normale Par,

— M°, — Sy (a — x)             M,

2xx =---— -----, ou Pax = — — y en appelant Mz le moment de flexion par rapport à Taxe d’inertie parallèle à Taxe des z de la section correspondante à T abscisse x; et pour les forces tangentielles Pxy , 2-x, des expressions de la forme

, Sy                   , Sy

Pxy —■ B, 0 , Pzx — Ba 0 ,

	
B,    et B, étant des fonctions de y et z qui dépendent de la forme de la section du prisme ou cylindre, mais qui sont indépendantes de la grandeur des forces appliquées sur les bases.



Enfin, les seules forces du quatrième système produiraient, si elles étaient seules, une torsion autour de T axe du prisme, et donneraient, comme il résulte du problème sur la torsion,

p^ — o, p^ = ^Xy^z}Mz, 2w =V (J,2) M:, où V, (y^z) et Va (J,z) sont des fonctions de y et z qui dépendent de la forme de la section du prisme ou cylindre, mais qui sont indépendantes de la grandeur des forces appliquées sur les bases: pour simplifier les notations nous écrirons

, _A Mx , — P Mx

Pxy — J ‘               - 2J ‘

en appelant J le moment d'inertie polaire de la section, c’est-à-dire le moment d'inertie de la section par rapport à son centre, et Gy C^ les deux fonctions V, (y,z), 12 (J,z) multipliées par J.

Donc, en vertu du principe de la superposition des effets, lorsque les quatre systèmes de forces considérés ci-dessus seront simultanément appliqués au prisme ou cylindre, on aura partout

Py == 0,      P-^ = 0, Py == 0,          (107)

et, de plus, en un point dont les


coordonnées sont x, y, z,



__  , Sz .  — Sy .MX Ps =A o Bi oei TJ,


(108)



P*=A:QB2 oECaJ*

Ce sont les formules générales contenant tous les cas particuliers dont nous aurons besoin dans le cours de cet ouvrage. Les fonctions At, Bt, Ct, A^, B^., C^ ne pourront être déterminées rigoureusement pour plusieurs des sections qu’on a à considérer dans la pratique: mais pour la section rectangulaire, pour la section circulaire et pour la section elliptique, nous avons vu qu’on peut les déterminer complètement.

	
29.    Équations de cohésion ou de stabilité. - Pour que toutes les formules et tous les résultats que nous avons donnés jusqu’ici soient exacts, il faut que les forces que nous avons supposé être appliquées aux solides considérés, soient au dessous de certaines limites dépendant des dimensions du solide et de la matière qui le constitue. Ces limites sont les valeurs des forces produisant dans les solides des déformations telles, qu’elles ne disparaîtraient pas complètement, même en enlevant les forces extérieures.



La connaissance de ces limites ne pourrait être donnée, pour chaque matière, pour chaque forme de solide, et pour chaque mode d’application des forces extérieures, que par des expériences directes.

Mais comme on n’a pas eu jusqu’ici, et l’on n’aura pas de longtemps, un nombre d’expériences suffisant à la grande variété des cas qui se présentent dans les constructions, on a cherché à ramener à des méthodes générales, quoique non rigoureusement exactes, la détermination de ces limites, du moins pour les corps isotropes.

Mais, précisément parce qu’il s'agit de méthodes qui ne sont pas rigoureusement exactes, deux principes ont été suivis par les différents auteurs. Nous allons les exposer et les discuter brièvement.

1° Quelques auteurs et particulièrement NAVIER et BARRÉ DE Saint-Venant ont adopté ce principe, à savoir, que dans tous les corps isotropes de la même matière les limites de la résistance élastique sont atteintes, quel que soit le mode d’application des forces extérieures, lorsque la plus grande dilatation a atteint une valeur donnée.

Ce principe ne paraît pas rigoureux: en effet, il peut se faire que les limites de la résistance élastique en un point ne dépendent pas seulement de la valeur de la plus grande dilatation en ce point, mais encore de la manière suivant laquelle la dilatation varie dans les différentes directions. Par exemple, si un prisme est sollicité par une tension uniformément distribuée sur toute sa surface, la dilatation est la même dans toutes les directions autour d’un point: si, au contraire, ce prisme est sollicité seulement par une tension uniformément distribuée sur ses bases, la plus grande dilatation a lieu parallèlement aux arêtes du prisme ; tandis que dans les directions faisant un angle de plus en plus grand avec ces arêtes, la dilatation diminue de plus en plus, et se change même en une contraction, comme nous avons vu précédemment. Or, il n’est pas bien évident que dans ces deux cas si différents, la limite de la résistance élastique soit atteinte, lorsque la plus grande dilatation a la même valeur.

20 D‘ autres auteurs, et particulièrement M. Clebsch, ont admis que dans tous les corps isotropes de la même matière les limites de la résistance élastique sont atteintes, quel que soit le mode d’application des forces extérieures, lorsque la plus grande force élastique en un point a atteint une valeur donnée.

Ce principe, comme le précédent, ne paraît pas rigoureusement exact; car il peut se faire que les limites de la résistance élastique dépendent non seulement de la valeur de la plus grande force élastique, mais encore de la manière suivant laquelle la force élastique autour du point considéré varie, lorsqu’ on fait varier la direction de l’élément superficiel par rapport auquel on la considère. Par exemple, dans un prisme soumis à une traction
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uniformément distribuée sur toute sa surface, la plus grande force élastique autour d’un point est la même, quelle que soit la direction de F élément superficiel passant par ce point ; tandis que si ce prisme est soumis seulement à une traction uniformément distribuée sur ses bases , la force élastique en un point acquiert sa plus grande valeur pour un élément superficiel parallèle aux bases, et diminue jusqu’à devenir nulle, lorsque la direction de l’élément varie jusqu’à devenir perpendiculaire aux bases.

Or, nous avons vu que la plus grande valeur de la force élastique en un point sera la même dans ces deux cas pourvu que la force élastique aux bases soit égale pour chacun d’eux. Mais, comme dans le second cas il y a seulement les forces appliquées sur les bases du prisme, tandis que dans le premier il y a aussi celles appliquées sur la surface latérale, il n’est pas bien évident que les limites de la résistance élastique soient atteintes dans ces deux cas pour une même valeur de la plus grande force élastique.

Ainsi, aucun des deux principes proposés ne paraît rigoureusement exact ; mais comme il faut souvent les adopter, faute de mieux, nous allons donner les formules pour leur application, en généralisant même le premier, ainsi que Fa fait M. BARRÉ DE Saint-Venant, pour le rendre applicable aux corps doués de trois plans de symétrie.

Nous observerons à cet égard que si, pour un corps de contexture absolument quelconque, on appelle 2, la dilatation dans une certaine direction autour d’un point, et 8, la dilatation qui, dans cette même direction, correspondrait à la limite d’élasticité, il faut que 2, soit, dans toutes les directions, moindre que o,: de plus, la direction où il y a plus à craindre que la limite d’é-lasticité soit atteinte, est celle où le rapport “ a la plus grande Or valeur, tout en restant moindre que l’unité.

Quand au second principe, on ne pourra pas le généraliser de la même manière, car si l’on appelle P la force élastique sur un élément superficiel autour d’un point, et R la valeur de la force élastique normale à cet élément correspondant à la limite P d’élasticité, on ne peut pas prendre le rapport — comme la mesure de la stabilité, puisque la force effective P ne sera pas, généralement, perpendiculaire à l’élément sur lequel elle s’exerce.

	
30.    Équations de cohésion déduites des plus grandes dilatations. - Nous avons trouvé au numéro 3 la formule



r = Ox cos2 a + 2y cos2B+2, cos2 y — gyz cos B cosy—gix cosy cos a—gxy cos a cos B:

supposons maintenant que le corps considéré soit doué, en chaque point, de trois plans de symétrie de contexture parallèles aux plans des coordonnées, et que les dilatations correspondant aux limites d’élasticité dans les directions perpendiculaires à ces plans soient

0x, dy, 3,.

La dilatation 0, correspondant à la limite d’élasticité dans la direction qui fait avec les axes les angles a, B, y, devra être une fonction de ces trois angles telle, qu’elle donne les valeurs ox,8y, ^z, lorsque la droite r est prise successivement parallèle aux axes des coordonnées.

Nous supposerons, pour simplifier, qu’on ait

o, = Ôx cos2 a — dy cos2 B—o, cos2 y,


(109)



et nous chercherons les valeurs de a, 3, y correspondant à la plus

a grande valeur du rapport —.

Or

Comme on a l’équation

cos2 a — cos2 B — cos2 y = 1,              (110) on pourra regarder un des angles a, B, y, par exemple a, comme fonction des deux autres: par conséquent, les équations qui déter-mineront le maximum et le minimum de la fonction 4 seront

Or ‘

d 3r d ?


or d cos a d cos a d cos y




— ---— d cos y



Or d COS a dr ------ ------ —— ------ d cos a d cos 3 d cos 3 Or, l’équation (110) donne d cos &d cos a , cos C ------ — cos 3 — 0, cos a ---— cos y — 0, d cos 3                        d cos y

donc, en éliminant des deux équations précédentes les d cos a ... ------, on obtient


d cos a dcos ‘




rapports



d cos y

d — d — -d “


d ?r

—--- — R cos a,

d cos &



as a ? as cos a -—E--cos 8 ---°r + cos y---°r = R.

d cos a         d cos 3         d cos y

Comme — est une fonction homogène par rapport à cos &, Or

cos B, cos y, on sait que le premier membre de cette équation est égal à la fonction elle-même — multipliée par son degré; Or

ainsi, puisque ce degré est zéro, on aura

R = 0,

et les équations (111) deviendront, en effectuant les dif érentia-tions et en multipliant ensuite par Dr, de, 2, d^v _ 0 do 2, d^r =0 do, ? do, dco^cx. or d cos a ’ d cos 6 o, d cos 3    ’ d cosy od cosy

c'est-à-dire, en substituant ici aux dérivées de 0r, o, leurs valeurs tirées des expressions (8) et (108),

[image: ]



cos a — (xy COS 3 — (zx cos 7 = 0,

Jxy cos o—20y — °y 3. ) cos B — Jyz cos 7 = 0,


(112)



[image: ]



	
—          .                       , . ,     ).      ,              , cos 3 cos y



En éliminant entre ces trois équations les rapports----,----9 "                1cos & cos a

on obtient

[image: ]

— 2 g22x
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— ~9 xy




2z— 8,2) + 2 gyz gx gxy — 0, (113) Or )

équation du troisième degré par rapport à—, et dont la plus Or grande racine donnera la plus grande valeur de ce rapport.

Lorsque cette plus grande racine sera trouvée, on obtiendra les valeurs correspondantes des angles a, 3, y, au moyen des équations (112), combinées avec l’équation (110).

On observera que l’équation (113) étant de degré impair a nécessairement une racine réelle ; et l’on peut même démontrer que toutes ses trois racines sont réelles. En effet, écrivons-la sous la forme

[image: ]



et appelons a et b les valeurs de 3. , qui rendent nulle la quantité entre les parenthèses carrées: on peut voir facilement que a et b sont des quantités réelles, et que l’une d’elles, par exemple a, est plus grande, tandis que l’autre, b, est plus petite que chacun des rapports —, —.

Oy Oz

Maintenant, si dans le premier membre de l’équation (114) on substitue a à on obtient

Or

g'zx ( 2y __ \ __g'xy (2z _ \ । JyzgzxÇxy .

WxVy ") dxdy \0,    ")T dydyoz ‘

expression qui est un carré parfait à cause de l’équation

[image: ]

__




et qui représente, par conséquent, une quantité toujours positive, car les deux premiers termes sont nécessairement positifs.

On verra de la même manière que si l’on substitue b à le

Or premier membre de l’équation (114) se réduit à un carré parfait précédé du signe négatif, et représente, par conséquent, une quan-tité nécessairement négative. Ainsi, en donnant à “ les valeurs Or

— c, a, b, — c, on obtient des valeurs ayant les signes -----H, ce qui montre que les trois racines de l’équation (113) sont réelles.

Appliquons maintenant cette équation au cas que nous avons étudié dans les numéros précédents, en supposant le prisme doué en chaque point de trois plans de symétrie perpendiculaires aux axes des coordonnées.

Nous avons vu que même lorsque ce prisme est simultanément sollicité par les différents systèmes de forces, que nous avons considérés au numéro 28, on a

93z -- 0, ?y -- n2x, 2z --    " Ox,

en sorte que l’équation (113) devient

4 ( ex —z,2r) (n8x+z,@r) ( n‘0.—Z,   + g8,x(„8.+3,?r)4-932y(x‘2x+3,%) = 0. \         Or / \          Or)           Or /        \          Or/         \           Or /

Si, de plus, l’élasticité est la même parallèlement aux axes des y et des z, on a

» = Y, i, = 3,

et l’équation précédente devient divisible par le facteur 72x — Sy “:

Or on obtient ainsi l’équation du second degré

4 ( ch — 3, y ) ( 70x + 3, ?) + g‘z + g‘. — 0 , \ Or / \ Or/ dont les racines sont

ûr   1 (?x   12x ) + 1/1 ( 2x । y?x \ " , g‘2x — g’xy 0,1 2 d    dy /    ‘ 4 (ox T dy ) T 40,0,

Or, pour que les limites d’élasticité ne soient pas dépassées, il faut, en admettant le principe de M. BARRÉ DE Saint Venant,


que le rapport “ soit toujours moindre que l’unité; c’est-à-dire Or

que la plus grande des deux racines trouvées ci-dessus, soit plus

petite que l’unité: on aura donc l’équation de condition




1(2__nêx) ; 1/1 ( 0x , 12x\‘ । g“zx — g'xy1

2 \3, dy) ‘ 4 (ox % ) 4ÔxÔy




(116)




Pour appliquer facilement cette formule, il est utile de la transformer en introduisant les forces au lieu des dilatations et des glissements. Or, si nous appelons

Ex , Ey les coefficients de l’élasticité normale dans le sens des a et dans les deux sens des y et des z,

F le coefficient de l’élasticité tangentielle dans les deux sens des y et des z, c’est-à-dire la valeur commune des coefficients F2, F3 des équations (18),

Rr, Ry les efforts normaux sur deux éléments respectivement perpendiculaires aux axes des a et des y, et correspondant aux limites ox, dy des dilatations élastiques, nous aurons




a — Pzx     a — Pxy

9zx — 29    9 xy — f




et la formule (116) deviendra




D XX / 1   , Rx .

2R, "R,




J I Rx Ey \ 2 . E'x Ey?%x—2xy

Ry Ex / ' 4 F" Rx Ry




1.(117)




Faisant, pour simplifier,




Ltx Ly "R, E=%;




4 F2

— " RxRy = R xdy




(118)



cette formule devient


1 X 2xr




22‘x । 22 —

R\ R\




1.




(119)



On observera qu’elle donne

^P'-^P^ _ 1

Rt

lorsque la force normale Pxx est nulle; d’où il suit, que R est la valeur que la force tangentielle VpBax + P2xy ne doit jamais dépasser, ou, en d’autres termes, Rt est le coefficient de la résistance tangentielle.

Si pour un corps ayant en chaque point trois plans de symétrie comme nous avons supposé ci-dessus, l’expérience eût donné

_ 1       Rt 3

Z 3 ’       R. F 4 ’ la formule (119) deviendrait pour ce corps, en multipliant les deux membres par R^,

3p=+3V 7. + 4 (P « + 7%) < R..       (120)

Pour un corps isotrope on a 1                                                          2

1=4, r^r^r^ Ex= Ey=E, F=5E, et, par suite,

X — 4 , Rt — 5, en sorte que la formule (119) devient, en multipliant les deux membres par R,

3p.+gVp+4(=+7.) < R-      (121)

4

Le résultat Rt = - R montre que pour les corps isotropes,

4 le coefficient de la résistance tangentielle est égal à - du coef-ficient de la résistance normale.

	
	
31.    Équations de cohésion déduites des plus grandes forces élastiques. - Nous avons trouvé au numéro 7 que les composantes parallèles aux axes, de la force élastique s’exerçant sur un élément plan, dont la normale fait les angles a, /?, y avec les axes, sont exprimées par les formules


(122)







Cherchons maintenant s’il existe un élément plan sur lequel s’exerce une force élastique F dirigée suivant sa normale. Si cet élément existe, et si l’on appelle a, B, y les angles que sa normale fait avec les axes, les composantes de la force F seront

X = F cos a, Y = F cos B, Z = F cos y,

et les équations (122) deviendront

équation du troisième degré, dont les trois racines que nous appellerons F,, Fi, F3, sont réelles, comme on peut le démontrer au moyen du même raisonnement qui nous a servi à prouver la réalité des trois racines de l’équation (113) du numéro précédent.

Supposons que l’une des racines de l’équation (124), par exemple F^ étant trouvée, on prenne pour axe des a la direction correspondante: alors la force élastique sur l’élément perpendiculaire à l’axe des a sera normale à cet élément, et l’on aura

Pxx = Fx, pxy = 0, pzx = 0 :

— 138 —

ainsi les équations (121) deviendront

(F, — F) cos a = 0,

(Pyy — F) cos B +Pyz cos 7 = 0,

Pyz cos B — (Pzz — F) cos y = 0 :

afin que la première de ces équations soit satisfaite pour F—F^ ou F= F3, il faut qu’on ait

cos a = 0,

d'où il suit, que les normales aux deux éléments sur lesquels ont lieu les forces élastiques normales F,, F,, sont perpendiculaires à l’axe des a: ainsi, comme F^ F^, F3 peuvent représenter les trois racines de l’équation (124) dans un ordre quelconque, il s’ensuit que les trois éléments sur lesquels ont lieu les forces élastiques normales, sont perpendiculaires entr’eux.

Si nous prenons donc les axes des coordonnées suivant les directions des trois forces élastiques principales F,, F^, F,, nous aurons

Py — 0, Pax :— 0, Pry — 0,

et les équations (122) deviendront

X = P COS a, Y =Psy cos 3, Z =Pi Cos y:

dans ce cas, la force élastique F sur l’élément dont la normale fait, avec les axes, les angles a , B, y , sera la résultante des trois forces X, Y, Z, en sorte qu’on aura

F = P*, cos* a + 73, cos's + p2ZÎ cos2y. (125)

Maintenant, à partir du centre de cet élément, portons sur sa normale une longueur contenant le même nombre d’unités qu’il y en a dans le rapport 4 pris positivement, et appelons oc, y^ z les projections de cette longueur sur trois axes rectangulaires conduits par le point considéré suivant les directions des trois forces élastiques principales. Nous aurons ainsi


OC — — COS & , F




y = 4 cos, JF




— 1 cos y.



et l’équation (125) deviendra

1 = Pu æ^ +P8 U2 + p\. 32 :             (126)

elle représente un ellipsoïde dont les axes principaux sont dirigés suivant les forces élastiques principales, F, F^^ F3, et dont les rayons, conduits du centre à la surface, sont numériquement égaux aux quantités inverses des valeurs des forces élastiques. Donc, la plus grande et la plus petite force élastique correspondront au plus petit et au.plus grand axe de l’ellipsoïde, et seront, par conséquent, deux des trois forces élastiques principales F, F^, F3, c’est-à-dire, deux des trois forces élastiques normales aux éléments plans sur lesquels elles s'exercent.

Reprenons maintenant l’équation du troisième degré (124), et supposons que pour les trois éléments perpendiculaires aux axes on ait, comme pour le prisme soumis séparément ou simultanément à traction, à torsion ou à flexion,

Pys — 0 , Pzz — 0, Pyz — 0 •

cette équation sera alors divisible par F et donnera pour résultat

(D. — F) F + p\x + p*y = 0,

d’où l’on tire

p _ P=x _ 1/P‘x , 23l0iia

F — 9 — y 4 TPzx T2 * •

La plus grande tension sera donc

P; + V+r+v, (127)

en sorte qu’en appelant R la limite des tensions par mètre carré qu’on peut faire supporter au corps considéré, on aura pour condition de stabilité

25*+ } I/p&.x + 4 (P3.x + 73.5) < R.


(128)



Si nous comparons maintenant cette condition à la (121), que nous avons trouvée pour le même cas à la fin du numéro précédent, nous verrons tout de suite qu’en prenant la même valeur de R dans les deux cas, la condition (128) sera nécessairement satisfaite lorsque la (121) le sera aussi. Car, on a évidemment

3= + g Vr- + 4 (7. + 7) — 75 + 3 V P^ + 4 (P'a +7.)

+(y 73.x + 4 (78% +735) —P.)

et, par conséquent,

7; + } VP. + 4 (”= +7.) < 3 P^ + g Vr. + 4 (p^^ + 7.) < R.

On voit donc que pour les prismes sollicités de la manière supposée, il sera toujours plus sûr d’adopter la condition de stabilité que nous avons déduite en fixant une limite à la plus grande dilatation, que d’adopter la condition suivant laquelle on fixe une limite à la plus grande force élastique; d’autant plus que la première peut être généralisée pour la rendre applicable aux corps doués d’un axe d’élasticité, ou même de trois plans de symétrie de contexture, tandis que la seconde s’applique seulement aux corps isotropes.

CIAPITRE IV

Applications approximatives.

f. Résultat d’expérience. - Dans les problèmes que nous avons résolus au chapitre précédent, nous avons vu qu’on peut déterminer les forces élastiques qui ont lieu dans un prisme soumis à traction, à flexion ou à torsion, lorsqu’il n’est sollicité que par des forces appliquées sur ses bases et distribuées suivant une loi donnée.

Or, il n’arrive jamais, dans la pratique, qu’on connaisse la loi suivant laquelle les forces appliquées sur les bases d’un prisme y sont distribuées, en sorte que, rigoureusement parlant, les solutions que nous avons rapportées au chapitre précédent seraient sans utilité, si la connaissance de cette loi était absolument nécessaire pour la détermination, au moins approximative, des forces élastiques ayant lieu à l’intérieur. Heureusement qu’on peut s’en passer, en vertu du résultat suivant que l’expérience a démontré, et qui est de la plus haute importance.

Lorsqu'un prisme très-long par rapport à ses dimensions transversales est sollicité par des forces appliquées sur ses bases, les forces élastiques ayant lieu sur une section qui ne soit pas très-voisine d'une extrémité, restent à très-peu-près les mêmes en changeant d'une manière quelconque la distribution des forces extérieures, pourvu que les résultantes et les moments résultants des forces appliquées sur chaque base, par rapport à trois axes rectangulaires fixes, restent toujours les mêmes. L'influence de la distribution des forces extérieures se fait sentir seulement sur les sections très-voisines des bases, mais elle diminue rapidement, et devient tout-à-fait insignifiante à une distance encore assez petite et comparable aux dimensions transversales du prisme.

Il s’ensuit donc que, sauf deux courts tronçons près des bases, la distribution des forces élastiques à l’intérieur du prisme a lieu suivant les lois que nous avons rapportées et démontrées dans les problèmes sur la traction simple, sur la torsion et sur la flexion.

Mais ce résultat peut encore être généralisé pour les cas les plus fréquents qu’on a à considérer dans la pratique.

En effet, supposons que le prisme ABDC (PL I, fig. 8) qui est censé très-long par rapport à ses dimensions transversales, soit sollicité non-seulement par des forces appliquées sur ses bases, et distribuées suivant une loi quelconque, mais encore par la pesanteur , et par des forces distribuées sur toute sa surface latérale suivant une loi continue. Considérons une section GH, qui ne soit pas très-rapprochée d‘ une base, et appelons Px , Sy, S. les sommes des composantes, suivant l’axe du prisme et suivant les axes principaux d’inertie de la section GH, de toutes les forces appliquées au prisme, à droite de cette section; et Mx, My, M, les sommes des moments de ces forces par rapport aux mêmes axes.

Prenons maintenant, à droite et à gauche de la section GH, deux courts tronçons G N, GL dont la longueur soit comparable aux dimensions transversales du prisme, et, par conséquent, très-petite par rapport à sa longueur totale. Si la section GH est assez éloignée des deux bases, il est évident que la pesanteur des deux petits tronçons GL, GN et les forces appliquées à leur surface, seront négligeables par rapport à la pesanteur du tronçon GC et aux forces appliquées à sa surface et sur la base CD: en sorte qu’ en supposant qu’on ait détruit l’effet de la pesanteur sur le tronçon LN, et qu’on ait enlevé les forces extérieures appliquées à sa surface, et puis qu’on ait appliqué aux sections en L, N des forces extérieures, de manière à avoir encore par rapport à la section GH les sommes des composantes P^, Sy, S. et les sommes des moments Mx, My, Mz, les conditions de l’équilibre d’élasticité du tronçon LN en seront très-peu changées et les forces élastiques sur la section GH resteront approximativement les mêmes qu’elles étaient auparavant.

Or, si le tronçon LN est sans pesanteur, et si aucune force n’est appliquée à sa surface, il peut être regardé comme un prisme sollicité seulement par des forces distribuées sur ses bases; car les forces appliquées aux tronçons AL, NC n’agissent sur le tronçon L N que par l’intermédiaire des forces élastiques ayant lieu sur les sections en L, N. Il s’ensuit donc, du résultat d’expérience rapporté ci-dessus, que les forces élastiques sur la section GI, dont les distances aux sections en L, N sont comparables aux dimensions transversales du prisme, seront distribuées approximativement suivant les lois sur la traction simple, sur la torsion et sur la flexion, que M. BARRÉ DE Saint-Venant a trouvées, et dont nous avons précédemment rapporté les démonstrations; c’est-à-dire qu’on aura en un point quelconque de la section GH

P3 = 0 , Pzz = 0 , Pyz = 0 , et, en un point dont y, z soient les coordonnées transversales, c’est-à-dire les distances aux axes principaux d’inertie,

P. । M, Mi            \ "==01727"

' *-=4,$+7,%+03       (!)

	
>=4, 8+1,3+c," |



A,, B,, C, , A,, B^ C^, étant des fonctions de y et z dépendantes de la forme de la section, mais indépendantes des forces extérieures. Ces fonctions se détermineront en chaque cas suivant ce que nous avons dit dans les problèmes sur la torsion et sur la flexion.

Telles sont les formules qui donnent approximativement la distribution des forces élastiques en une section quelconque d’un prisme, lorsqu’il est sollicité par la pesanteur, et par des forces distribuées tant sur ses bases que sur sa surface latérale suivant des lois arbitraires mais continues.

Ces formules seront encore applicables lorsque le prisme sera chargé d’une manière discontinue, par exemple de poids appliqués à différents points du prisme, pourvu qu’ en ce cas on ne considère pas les sections très-rapprochées des points d’application des poids.

	
	
2.    Corps longs et minces ayant pour axe une courbe quelconque. - Considérons un corps long et mince, dont l'axe, c’est-à-dire le lieu géométrique des centres de gravité des sections, soit une ligne quelconque droite ou courbe, mais douée, si elle est courbe, d’un rayon de courbure très-grand par rapport aux dimensions transversales.





Supposons que le lieu géométrique des axes principaux d’inertie des sections transversales du solide, c’est-à-dire des sections normales à l'axe, soit composé de deux surfaces continues, réglées, perpendiculaires l’une à l’autre, et telles que l’angle de deux génératrices rectilignes soit très-petit par rapport à leur distance mesurée sur l’axe du solide.

Supposons, de plus, que deux sections infiniment rapprochées présentent des différences de dimensions, qui soient très-petites par rapport à la distance des sections.

Il est maintenant évident que si l’on considère dans un tel solide un tronçon, dont la longueur soit assez petite, mais toutefois comparable aux dimensions des sections, il pourra être regardé approximativement comme un prisme ou cylindre, et l’on pourra, par conséquent, appliquer les formules (1) rapportées au numéro précédent, pour déterminer les forces élastiques en une quelconque de ses sections.

Donc, ces formules donneront approximativement la distribution des forces élastiques non-seulement pour les corps prismatiques ou cylindriques, mais encore pour la nature de solides que nous avons définis ci-dessus.

Il est bien entendu que pour ces solides les mêmes restrictions auront lieu que pour les prismes ou cylindres; c’est-à-dire que lorsque les forces extérieures appliquées aux extrémités d’un solide ne seront point distribuées suivant la loi représentée par les formules (1), ou lorsque celles appliquées à la surface latérale ne seront pas distribuées d’une manière continue, mais seront des forces isolées appliquées à différents points, les formules (1) donneront approximativement la vraie distribution des forces élastiques pour toutes les sections , excepté pour celles qui sont très-voisines des extrémités du solide, ou des points d’application des forces extérieures isolées.

	
	
3.    Relation entre les résultantes Py , P, et les moments résultants My, Mu- Dans un solide, satisfaisant aux conditions que nous avons énoncées au numéro précédent considérons, deux sections infiniment voisines, dont l’une correspondante à l’abscisse curviligne s mesurée sur l’axe du solide, et l’autre à 1’ abscisse s —+ d s.





Appelons, pour la première section,

My, M, les moments de flexion rapportés à ses axes principaux d’inertie, et

Sy, Sz les efforts tranchants parallèles à ces mêmes axes

Appelons, de plus, 2d s la composante normale à cette section, de la pesanteur de l’élément du solide infiniment petit compris entre les deux sections, et des forces extérieures appliquées à la surface latérale de cet élément, et y, z les coordonnées du point d'application de cette composante par rapport aux axes principaux d’inertie de la section.

Puisque, par hypothèse, les axes principaux d’inertie de la première section peuvent être regardés comme parallèles à ceux de la seconde, les moments de flexion, par rapport à celle-ci, seront, en négligeant les quantités infiniment petites du second ordre.

M'y — My — Szds — pds .z, M‘ z -—- Mz —+ Syd s — p d s .y.

Or, si entre les deux sections considérées aucune force finie n’est appliquée, et si, par conséquent, dans le voisinage de ces sections les moments de flexion sont des fonctions continues de F abscisse curviligne S, nous aurons, suivant les principes du calcul différentiel,


M‘,= M,+"Mx ds

ds




M'z = M. + c^ ds. ds



En comparant ces formules avec les deux précédentes, et en divisant par ds^ on obtient


d My ds




= — Sz — p z,




dMz _ ds




Sy + py-



Or, les termes pz, py sont nuis dans les deux cas suivants:

1° Lorsque la force appliquée à l’élément du solide compris entre les sections considérées est normale à l’axe du solide, car alors sa composante pds, normale à la section, est nulle;

20 Lorsque les coordonnées y, z sont milles, c’ est-à-dire, lorsque la force appliquée à 1’ élément considéré est uniformément distribuée par rapport à la section du solide.

Alors les équations précédentes deviennent

d My _ Q dMz a ds =9%     =

CASTIGLIANO, Théorie de l’équilibre en sorte que les dérivées des moments de flexion My, M. sont égales aux efforts tranchants — Sz, Sy.
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Hormis les deux cas énoncés, cette propriété n’a pas lieu rigoureusement: toutefois, dans les solides très-minces par rapport à leur longueur, les coordonnées y, z sont nécessairement très-petites, et, par suite, les produits p 3, py peuvent, en général, être négligés par rapport à S., Sy; d’où il suit que, pour ces solides, la propriété démontrée ci-dessus aura toujours lieu au moins approximativement.

	
	
4.    Formule exprimant le travail de déformation. - Nous allons maintenant établir une formule pour exprimer le travail de déformation d’un solide satisfaisant aux conditions supposées dans les deux numéros précédents. A cet objet, nous rappellerons la formule que nous avons trouvée au numéro 5 du chapitre III, pour exprimer le travail de déformation de l’élément de volume w =ATAy A3, c’est-à-dire





3 (P.X 2x + Pyy êy + Pît. 2, + 75z 0yz + Pa Jzx + P^y 955) AXAJAz.

Si nous prenons pour origine des coordonnées un point de l’axe du solide, pour axes des y et des z les axes principaux d'inertie de la section transversale passant par ce point, et si nous considérons l’élément de volume compris entre la section passant par l’origine et celle ayant l’abscisse Sx, qu’on peut regarder comme parallèle à la première, nous avons vu au numéro 2 que, pour tout les points de cet élément, on peut supposer

Pyy = 0 , Paz = 0 , Py2 = 0 ,

d’où il suit que pour tout élément de volume Bæ ày Sz pris entre les deux sections considérées, 1’ expression du travail de déformation sera

3 (Ps% ?x +Pey g^+Pi g^} sxsysz.

Par conséquent, le travail de déformation de l’élément tout entier de volume compris entre les deux sections, sera exprimé par la formule

3 Sx j s (p^ a +Pw 0s+Pa g^ Sy Sz-

en prenant l’intégrale double pour toute l’étendue de la section. Pour adopter les notations du calcul infinitésimal on peut changer la caractéristique A en d, et de plus, A a en d s, vu que Ax représente l’élément de l’axe du solide: ainsi la formule précédente devient

2 d S / / (D« 2 * + Ds Js + De 0=) dy Cl Z.          (2)

Si nous supposons le corps doué en chaque point de trois plans de symétrie de contexture perpendiculaires aux axes des coordonnées, nous aurons, suivant les formules (18) du chapitre précédent


0 — F x Jyz ,

Pix = F1,0 2x,

Pxy = F^q^ ,



2xx — C, 2x + F s Oy + E2 2z i 0 = F,?x + a, , + F, 2., 0 = F, Ox + Fn 2z —+ Oj^ 2z, d’où l’on tire, en appelant F le coefficient de l’élasticité longitudinale de la matière dont le solide est composé, entre les deux sections considérées,

Pxy

Jx = F' — 3

et la formule (2) devient

248JJ (Efrfr'dudz. (3)

On peut substituer dans cette formule à p^, Pxy, Pzx leurs expressions (1) : ainsi, si l’on observe que les coordonnées transversales y et z sont rapportées aux axes principaux d’inertie passant par le centre de la section considérée, et que, par conséquent, on a

§§ydydz = ü, JJz dy dz = 0, J jyz dy dz = 0,

Jjdydz — Q, ^Jz^dydz—Iy, JJyidydz = F1 on obtient tout de suite

3 ds sp- dy dz= 9% ( P + PP + "* ):      (4)

si, de plus, on fait
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il résulte

Les coefficients A, B, C, H, K, L dépendent seulement de la forme de la section et du rapport des coefficients de l’élasticité tangentielle F2, F,, et restent, par conséquent, toujours les mêmes pour une section et pour une matière donnée, quelles que soient d’ailleurs les forces appliquées au corps et la courbe affectée par son axe.

Pour avoir le travail total de déformation de la tranche infiniment petite considérée, on devra donc ajouter les formules (4) et (5), dont la première donne le travail de déformation dû aux forces élastiques normales, et la seconde celui dû aux forces élastiques tangentielles.

	
	
5.    Simplification de la formule (5) en raison de la distribution des forces extérieures. - Il arrive rarement dans les constructions ordinaires qu’il y ait des pièces soumises à torsion, c’est-à-dire que presque toujours le moment Mx sera nul. Dans ce cas, la formule (5) devient

[image: ]




dydz=^A~ + B^ + L




SySz). (6)

Q2 / •







Il arrive encore presque toujours, pour les solides dont l’axe est une courbe plane, que toutes les sections ont l’axe principal d’inertie pris pour axe des y perpendiculaire au plan de la courbe, et que les forces extérieures sont distribuées symétriquement par rapport à ce même plan. En ce cas, le seul qui se présentera dans les applications que nous donnerons dans cet ouvrage, on a, pour toutes les sections, non-seulement Mx = 0, mais encore,

My~ 0;    S,=0,

en sorte que le second membre des formules (4) et (5) se simplifie considérablement, et devient

ds [P\ _ M\\

ds S\ .

le travail total de déformation de la tranche infiniment mince, sera donc

ds (P\ , M\\ . ds A SK             —

21071/727,40      (7

Telle est la formule dont nous ferons usage dans toutes nos applications.

G. Simplification de la formule (5) en raison de la forme des sections. - La formule (5) se simplifie aussi lorsque parmi les quantités Sy, Sz, Mx il n’y en a point de nulles, pourvu que la section du solide soit symétrique par rapport à un des axes principaux d’inertie.

Mais, comme nous n’aurons jamais besoin dans le cours de cet ouvrage de rappeler ces simplifications, car les coefficients H, K, L n’entrent pas dans la formule (7), nous énoncerons seulement les résultats principaux, sans les démontrer.

Supposons, d’abord, que la section soit symétrique par rapport à l’axe des z, et soient

A,, B,, C,, A,, Ba, C2,

les valeurs des coefficients, qui entrent dans les expressions de Pxy, Pzx, pour un point de la section. On peut démontrer que pour le point de la section symétrique avec le premier, par rapport à l’axe des z, les coefficients qui entrent dans les expressions des forces élastiques Pxy , Pzx seront les suivants :

— A 1, B, , C, , A, , B,, C2.

Il s’ensuit que les quantités

C.A^ | C,A, A.B. ,A^

F, F, ‘ F, F,

auront des valeurs égales et de signe contraire pour les deux points considérés de la section, et que, par conséquent, les coefficients K, L seront nuis.

Donc, si la section est symétrique par rapport a l’axe principal d’inertie pris pour axe des z, le second membre de la formule (5) devient

ds ( a S2z Sy M2x , — SyMx\ 2F, 1o-6oci"or)


(8)



Si, au contraire, la section était symétrique par rapport à l’axe principal d'inertie pris pour axe des y, ce seraient les coefficients H, L^ qui deviendraient nuis, en sorte que la formule (5) prendrait la forme


dS/ASLLB S‘y—_

2F, 4aor




— SMA h ------• .

QJ ;




(9)



On voit que le coefficient L est nul dans les deux cas, c’est-à-dire qu'il est nul pour toute section ayant un axe de symétrie, car on sait que tout axe de symétrie d’une section est aussi un axe principal d’inertie.

Ainsi, si une section est symétrique par rapport à un axe, et si, de plus, le moment de torsion Mx est nul, le second membre de la formule (5) devient


ds (SP S2y\

2F,Ao Bo)




(10)



Si le moment M* n’est pas nul, mais si les deux axes principaux d’inertie d’une section sont des axes de symétrie, il résulte de ce que nous avons dit ci-dessus que les trois coefficients H, K^ L sont tous nuis, et que, par conséquent, le second membre de la formule (5) devient

ds / j S3z _LPS‘y_A M x\             11

	
2,    AQ T3 o- J) (11)



On observera que dans la formule (5) et dans toutes celles que nous en avons déduites, les coefficients A, B, C, H, K, L dépendent, non-seulement de la forme de la section, mais encore du rapport de F’, à F^.

Lorsque l’élasticité est la même suivant les deux axes principaux d’inertie d’une section, on a F^=^ F3 = F, et les coefficients A^ B,.....ne dépendent plus que de la forme de la section.

C’est le seul cas que nous considérons dans les applications.

Si le corps est isotrope, on a, comme nous avons démontré,

F-?

5

%. Déformations des solides longs et minces. - Considérons un solide AA'B'B (PL I, fig. 9) satisfaisant aux conditions énoncées au numéro 2, et proposons-nous de déterminer les déplacements relatifs de ses points, c’est-à-dire, les déformations du solide, dues aux forces extérieures.

Rapportons le solide à trois axes rectangulaires tels qu’avant la déformation, l’axe des oc soit perpendiculaire à la section AA' et les axes des y et des z coïncident avec les axes principaux d’inertie de cette section: supposons ensuite qu’après la déformation, l’axe des oc soit normal à l’élément central de la section AA', et que l’axe des y soit tangent à l’axe principal d’inertie avec lequel il coïncidait avant la déformation.

Si l’on savait exprimer le travail de déformation du solide en fonction de toutes les forces élémentaires appliquées à ses points, excepté toutefois celles qui sont appliquées à l’élément central de la section AA' (car cet élément doit être regardé comme fixe pendant la déformation) il est clair, d’après ce que nous avons démontré, qu’en prenant les dérivées du travail de déformation de tout le solide, par rapport aux composantes parallèles aux axes, de la force élémentaire appliquée en un point, on trouverait les valeurs des déplacements de ce point, suivant les axes.

Pour trouver les déplacements d’un point auquel n’est appliquée aucune force, on lui supposera appliquées trois forces arbitraires ®x, Cy, ®z parallèles aux axes des coordonnées, on exprimera le travail de déformation de tout le solide en fonction des forces qui lui sont effectivement appliquées et de T,, œy, w,, et enfin on prendra les dérivées du travail de déformation par rapport à ces trois forces arbitraires qui, à calcul achevé, devront être supposées milles.

Mais pour l’application rigoureuse de ce procédé, il faudrait savoir résoudre le problème de déterminer exactement les forces élastiques qui se développent dans le solide AA'B'B sous l’action de forces extérieures quelconques, ce qui surpasse encore de trop les forces de l’analyse connue: car, nous avons vu au chapitre précédent, que ce problème n’ a pu être résolu jusqu’ici que pour les prismes ou cylindres dont les faces latérales sont libres, et dont les bases sont sollicitées par des forces distribuées d’une manière tout-à-fait particulière.

Heureusement que cette solution rigoureuse n’est point nécessaire dans la pratique, lorsqu’on considère des solides très-minces par rapport à leur longueur: car, on peut alors procéder de la manière suivante, qui donne des résultats approximatifs, mais toujours suffisants.

Supposons qu’à la section C C soient appliquées des forces extérieures, dont les sommes des composantes suivant la normale à la section et suivant les axes principaux d’inertie soient 5,, w2, ©3; et dont les sommes des moments par rapport à cette normale et à ces axes, soient M,, M2, M3. Les formules données aux numéros précédents font voir qu’en exprimant le travail de déformation de tout le solide en fonction des forces extérieures, on obtient une formule du second degré par rapport à T,, ©,, 73, M,, Ma, Ma. Or, nous disons que les dérivées de cette formule par rapport à 0,, ®2, 03, donnent avec un degré suffisant d'approximation, les déplacements du centre de la section suivant sa normale et ses axes principaux d'inertie; tandis que les dérivées de la même formule par rapport à M,, M2, M3 donnent les rotations de la section autour de ces trois droites.

En effet, il résulte du théorème des dérivées du travail que, si les forces appliquées à la section C C sont tellement distribuées que la section reste plane et sans altération sur son contour pendant la déformation, la propriété énoncée ci-dessus a lieu rigoureusement.

D’ailleurs, la formule dont nous faisons usage pour exprimer le travail de déformation, contient les trois résultantes ",, ®2, ws et les trois moments M.,, M2, M3, mais ne dépend point de la loi de distribution des forces extérieures appliquées à la section C C , d’où il suit que les dérivées de cette formule par rapport à t,, t,, w,, M, , ^, M3 donnent les déplacements du centre et les rotations de cette section, comme si les forces extérieures qui lui sont appliquées étaient distribuées de manière qu’elle restât plane après la déformation du solide.

Mais nous avons vu que, quelle que soit la loi de distribution des forces extérieures appliquées à la section CC, pourvu qu’elles donnent les sommes des composantes ®,, ®,, w, et les sommes des moments M.2, M2, M3, les forces élastiques à l’intérieur du solide et, par conséquent aussi, les déplacements relatifs de ses points restent approximativement les mêmes pour toute l’étendue du solide, excepté pour une couche très-mince ayant pour base la section CC. Donc, si l’épaisseur de cette couche est négligeable par rapport à la longueur des tronçons AA'C'C, CC'B'B, les déplacements absolus des points de la section CC ne pourront être sensiblement modifiés, quels que soient les déplacements relatifs des points de la couche très-mince ayant pour base cette section; c’est-à-dire qu’ils seront approximativement les mêmes, quelle que soit la loi de distribution des forces extérieures sur la section C C.

Ce que nous avons démontré ci-dessus pour une section quelconque s’applique évidemment aussi aux sections extrêmes AA', BB'.

S. Petitesse du travail de déformation dû aux forces tangen-tielles, lorsqu’il n’y a point de torsion. - Nous avons vu que lorsqu’il n’y a point de torsion, et que toutes les sections du solide ont un axe de symétrie, le travail de déformation d’une tranche infiniment mince est exprimé par la formule

ds (P\ . M\ , M\\ , ds ! A 8\ , — S\\ 2EQ TI I, )12,A018o)


(12)



la tranche considérée étant comprise entre les sections qui ont les abscisses s et s A-ds mesurées sur l’axe du solide.

Or, nous démontrerons que généralement les trois termes

ds P% ds A S\     ds A Cy

^E Q ’    2F,“ Q ’    2F, Q ’

seront très-petits par rapport aux deux autres qui contiennent les moments de flexion.

En effet, faisons

c’est-à-dire, appelons Py et Pz les rayons de giration de la section, par rapport aux axes principaux d’inertie ; et supposons que le corps soit isotrope en sorte qu’on ait F^ — ^E. Alors la formule (12) deviendra

ds ( 72   । My । Mz \ । d s ( 5A । 5 B 02 \

2F0           220/(2/72/03/

Maintenant, considérons toutes les forces extérieures appliquées au solide à droite de la tranche considérée, et décomposons chacune d’elles en trois composantes dont l’une perpendiculaire à la section ayant l’abscisse s, et les deux autres parallèles aux axes principaux d’inertie de cette section.

La résultante de toutes les composantes perpendiculaires à la section sera Px et sa direction coupera la section en un point dont nous appellerons y^ Z, les coordonnées par rapport aux axes principaux d’inertie.

La résultante de toutes les composantes parallèles à l’axe principal d’inertie que nous prenons pour axe des y, sera Sy et se trouvera à une distance de la section que nous appellerons D,.

Enfin, la résultante de toutes les composantes parallèles à l’axe principal d’inertie que nous prenons pour axe des z, sera Sz et se trouvera à une distance D{ de la section.

Or, on a évidemment, en supposant que P* soit une tension et que Sy, S. soient dirigées suivant les coordonnées négatives y et z ,

My = P^Zi + SzD^, Mz = — Py— SyD,.

En substituant ces valeurs dans la formule ci-dessus, on obtient

ds P/1+*4 a) + 2 P.Syy^ + 2P.Sz zD

2EQ L \ p2y 1 p z )         P y           P *

+s,(54+74)+s,(53+73)]

\ ~ P z /            P p y / J

Si le solide est long et mince, il arrivera, en général, que les bras de levier Y,, 3,, D,, D, seront très-grands par rapport à ses dimensions transversales; et comme les rayons de giration Py, Pz sont toujours plus petits que les largeurs de la section à laquelle ils se rapportent, il s’ensuit que les quotients

Yi       31       Di      D^

9    — )    — »    — )

py         Pz          Pz          Py

seront des nombres très-grands. On pourra donc négliger, par rapport à leurs carrés, tant l’unité que les quantités 54 , 58, attendu que ces dernières contiendront, en général, un petit nombre d’unités, comme nous le verrons ensuite.

Ainsi, la dernière formule deviendra

[image: ]



ou bien, en ayant égard aux expressions données ci-dessus pour My, M., et aussi aux relations Qp22 == ly, Qp2y = Iz,

ds (M3 । M'y) 2E Iz T Iy ) •


(13)



On voit donc, comme nous le voulions démontrer, qu’on peut généralement négliger, dans la formule qui donne le travail de déformation d’une tranche infiniment mince, les trois termes contenant P*, Sy, S2, par rapport aux deux qui contiennent les moments de flexion.

Le raisonnement qui nous a conduit à ce résultat n’est pas applicable aux sections très-voisines des extrémités du solide. Toutefois nous devons observer que dans les applications pratiques, ce n’est pas le travail de déformation des tranches isolées qu’on aura à considérer, mais celui de tout le solide ; en sorte que l’erreur qu’il pourrait y avoir sur deux courts tronçons aux extrémités, sera insignifiante sur le travail de déformation de tout le solide, et l’on pourra, par conséquent, adopter la formule (13) au lieu de la formule (12) plus exacte, mais moins simple.

Il peut arriver, et il arrive même souvent, que les bras de levier de la résultante P* par rapport aux axes principaux d’inertie

— 156 —

de la section considérée, sont nuis ou très-petits. En ce cas, les rapports —9 et 79 n’ étant plus très-grands, on ne pourrait P y P z

plus négliger l’unité par rapport à eux ; mais si les bras de levier D,, D^ sont très-grands par rapport aux rayons de giration Py , Pz, on verra facilement encore, comme ci-dessus, qu’on pourra négliger les termes — S2z , —- S\ par rapport aux termes —X Mz . D’ailleurs , le terme P. est du même ordre de grandeur P y

5A 5B

que les deux 19 S3z , — S\, et doit être négligé en même temps que ces derniers; en sorte que, même dans le cas où les bras de levier Y, , 3, seront nuis ou très-petits, la formule (12) se réduira à la formule (13) beaucoup plus simple.

	
	
9.    Surface courbe affectée par les sections après la déformation en ayant égard aux seules forces élastiques normales. -Nous allons maintenant démontrer que si les forces tangentielles Pxy, Pzx sont nulles, les sections transversales restent planes après la déformation.





En effet, si l’on considère (Pl. I, fig. 9) deux molécules infiniment voisines M, m' telles que la ligne de jonction mm' soit, avant la déformation, perpendiculaire à la section CC, c’est-à-dire parallèle à l’élément nn' de l’axe du solide, il est clair que cette ligne sera encore, après la déformation, parallèle au même élément de l’axe du solide: de plus, si les forces tangentielles Pxy , Pz% sont nulles, les glissements gxy , gzx le seront aussi, et la ligne mm' devra, après la déformation, être normale à la section C C, c’est-à-dire perpendiculaire à l’élément de la section correspondant au point m.

Donc, puisqu’après la déformation du solide les droites mm', nn' sont parallèles, il est bien évident, que tous les éléments de la section doivent être perpendiculaires à la droite nn', et que, par conséquent, la section doit être plane et perpendiculaire à l’axe du solide.

Le même résultat se déduit de l’équation


Ds Q




My Mz



d M

car, en substituant à mx sa valeur EZt=E — , on obtient

Mz

II

LZ

or, supposons le corps rapporté à trois axes rectangulaires ayant l’origine au centre de la section C C, et qui soient respectivement, la normale à l’élément central de cette section, et les tangentes aux axes principaux d’inertie: alors, la formule précédente donnera la quantité dont un point placé à la distance dæ de la section C C' et ayant les coordonnées y, 3, s’éloigne du plan des y z\ et dœ+du donnera la distance finale du point considéré, de ce plan. Si l’on applique cette formule à tous les points d’une section infiniment voisine de C C, les quantités—, M, My seront constantes, et la quantité d a devra aussi être regardée comme constante, si les dimensions transversales du solide sont très-petites par rapport au rayon de courbure de l’axe.

En ce cas, dx^du sera une fonction linéaire par rapport à y et z\ ce qui montre qu’en négligeant la variation très-petite des coordonnées transversales y et z, due aux contractions latérales, la section sera encore plane après la déformation.

	
	
10.    Corollaire. - Nous avons vu que le théorème sur les dérivées du travail de déformation, démontré au numéro 4, aurait lieu rigoureusement, si les sections restaient planes après la déformation : nous avons vu aussi au numéro 5 que le travail de déformation des forces élastiques tangentielles est généralement négligeable par rapport à celui des forces élastiques normales, pour les solides longs et minces: enfin, dans le dernier numéro nous avons démontré que, eu égard aux seules forces normales,, les sections resteraient planes après la déformation. Il s’ensuit donc que le théorème donné au numéro 4 devient rigoureusement applicable, dès qu’on néglige le travail de déformation dû aux forces élastiques tangentielles, par rapport à celui des forces élastiques normales.


	
11.    Définitions et notations relatives aux systèmes qu’on a ordinairement à considérer dans la pratique. - En général les systèmes élastiques qu’on a à considérer dans la pratique, satisfont aux conditions suivantes:





	
1° Tous les solides ont des dimensions transversales très-petites, par rapport à leur longueur ;


	
2° Les axes de tous les solides sont contenus dans un même-plan, que nous appellerons le plan du système ;


	
3° Toutes les sections transversales des différents solides ont un axe principal d’inertie dans ce plan ;


	
4° Toutes les forces élastiques appliquées au système sont contenues dans ce même plan, ou sont tellement distribuées des deux côtés de ce plan, que pour toutes les sections, le moment de torsion M^, le moment de flexion M, par rapport à l’axe principal d’inertie qui se trouve dans le plan, du système, et Tef-fort tranchant Sy perpendiculaire à ce plan, sont nuis.



Pour cette sorte de systèmes il n’ y aura dans une section quelconque que la pression normale Px, le moment de flexion My par rapport à l'axe principal d’inertie perpendiculaire au plan du système, et l’effort tranchant Sz parallèle à ce plan. Comme dans tout ce qui va suivre nous aurons toujours à considérer des systèmes satisfaisant aux conditions énoncées ci-dessus, nous supprimerons, pour simplifier, les indices dans les dénominations adoptées jusqu’ici; c’est-à-dire que nous appellerons, pour une section quelconque,

P la pression normale,

S l’effort tranchant parallèle au plan du système,

M le moment de flexion par rapport à l’axe principal d’inertie perpendiculaire à ce plan,

I le moment d’inertie de la section par rapport au même axe, □ l’aire de la section.

Nous appellerons, de plus, axe de flexion d’une section, son axe principal d’inertie perpendiculaire au plan du système.

Pour exprimer le travail de déformation de la tranche infiniment petite dont formule (7), qui ci-dessus,


1 épaisseur est ds on devra faire usage de la devient, en substituant les notations adoptées



ds / F^ M2\ ds_ A S‘


(14)




Suivant ce que termes




nous avons




démontré au numéro 5, les deux




ds P

2F Q




ds S2

2F Q ’



2FQI /2F1Q

seront ordinairement très-petits par rapport au terme

ds M-2E r

Or, dorénavant nous appellerons

d S

travail de déformation dû à la compression, le terme —


□ ’

M2

I '



,              d s travail de déformation dû à la flexion, le terme 2F

d s S2 travail de déformation dû au glissement, le terme ——- A — Z A 9

donc, en général, les travaux de déformation dus à la compression et au glissement sont très-petits, pour les solides longs et minces, par rapport au travail de déformation dû à la flexion.

	
12.    Transformation d’une des équations différentielles de l’équilibre d’élasticité des corps solides. - Considérons un prisme ou cylindre comme celui que nous avons étudié dans le problème sur la flexion au chapitre précédent, et qui est censé sollicité par des forces normales et par des forces tangentielles appliquées seulement sur ses bases.



Nous avons vu que, pour ce prisme, on doit avoir, en tout point du contour d’une section quelconque, la relation

Nous verrons maintenant que, pour le prisme ou cylindre, cette équation peut être mise sous une forme qu’il est très-important de connaître, en ayant égard à l’équation (15) qui doit avoir lieu au contour des sections.

Considérons donc la section G H (PL I, fig. 8) à la distance x de l’extrémité A B, et continuons à tenir les mêmes dénominations comme dans le problème sur la flexion : nous aurons ainsi

_M+S(a—x).

I XX--y---------- 3 2

Mo étant le moment de flexion sur la base CD, et S l’effort tranchant sur cette base et sur toutes les sections du prisme. De cette formule on tire

CPxs _S, dx I " ‘

en sorte que l’équation (16) devient


dpsy । ^P^

I Ay dz

Maintenant supposons que la section G H soit représentée en A B A' B' (Pl. I, fig. 10), et intégrons la dernière équation après l’avoir multipliée par dydz, en étendant l’intégration à toute la partie de la section comprise entre la droite C C" parallèle à l’axe des y, et l’arc C B C" du contour. Nous aurons d’abord


Âzdydz=J"Zyaydz+JJ&s




dy dz :



mais, si l’on tire dans la section A B A' B’ la droite D' D" parallèle à l’axe des y^ et la droite infiniment voisine E' E”, on a, en exécutant d’abord l’intégration pour le trapèze D' D"E” E',


S^dz




y dy =




xy P xy) dz y



où p'xy et p'xy sont les valeurs de Pxy pour les points B\ D''. De même, si l’on tire les deux droites Dr F\Er H', et si l’on intègre pour tout le trapèze D'F'H'E\ on obtient

dPa dydz— fdy     dz = (p‘. — P™} dy, d z         J J d z J

Pix et p'^ étant les valeurs de p^ pour les points F^ D'. Ainsi l’équation obtenue ci-dessus devient

szdy dz=J("s—pw) dz+J(‘—p..) dy. (17)

Or, on peut écrire

[image: ]



en étendant les intégrales JP’xy cl z'\J p\y d z’ respectivement du point C" et du C jusqu’au point le plus élevé du contour, en sorte que les éléments dz’, dz" seront toujours pris positivement: si, au contraire, on veut parcourir tout l’arc CB C” d’une manière continue en partant de C, il est évident que les différentielles d z" seront négatives, et que, par conséquent, il faudra changer leur signe, ce qui donnera

J (p"s — Ps) dz = — ( sp"sd2"

[image: ]



ou simplement


J("sy




— p\y)dz = — \p\ydz\



en étendant l’intégrale du second membre à tout l’arc C B C. On peut encore écrire

J lp'^ —p^dy— ^p'^dy1 —J p^dy,

en étendant la première intégrale du second membre à tout l’arc C B C\ et la seconde à toute la droite C C" parallèle à l’axe des y.

Ainsi, l’équation (17) peut être mise sous la forme

| s zdydz = — p'sy dz' —p'^d y'} — ^p^dy \

et comme l’équation (15) nous donne pour tout point du contour p\ydzr —p’^dy' = 0,

il s’ensuit

Â“(zaydz=-»xay,         (18).

où il faut observer encore une fois que l’intégrale contenue dans le premier membre doit être étendue à toute la partie de la section comprise entre l’arc C'BC" et la droite C C", tandis que celle

CASTIGLIANO, Théorie de l’équilibre contenue dans le second membre doit être étendue à toute la droite C C".


11



On peut encore réduire l’intégrale double à une intégrale simple, car l’intégration, par rapport à y^ peut être exécutée; en sorte qu’en appelant A la longueur de la droite D'D", c’est-à-dire la largeur de la section à la distance z de l’axe de flexion, on obtient

J zdy dz =) Xzdz.

La quantité A doit être regardée comme une fonction de z et l'intégration dans le second membre doit être étendue de la valeur 2, de z correspondant à la droite C C", jusqu’à la plus grande valeur de z, que nous appellerons Z. Ainsi l’équation (18) deviendra

(2„dy= s(‘zdz.           (19) L • Z1

	
13.    Autre démonstration de la formule (19). - Dans le numéro précédent nous avons démontré la formule (19) en partant des équations générales de l’élasticité; mais les auteurs qui l’ont trouvée en ont donné une autre démonstration que nous rapporterons ici.



Imaginons donc qu’on ait isolé l’élément de volume compris entre la surface latérale correspondante à l’arc C B C", le plan parallèle à l’axe du prisme, conduit par la droite C C" et les deux sections correspondantes aux abscisses a et a—d a.

Une des conditions nécessaires pour que cet élément de volume soit en équilibre, c’est que la somme des composantes parallèles à l’axe des a, de toutes les forces qui lui sont appliquées, soit nulle.

Or, sur la face qui appartient à la section ayant l’abscisse œ, on a les forces normales Pxx dont la somme étendue à toute cette face est

I Pxx À dz ;

sur la face opposée on a les forces normales — (Ps + dDda)

g \

Pxx — -zdœy dont la somme est

cz / g \ cz                  s

	
— Pu — zda‘dz-— I p^.dz — do I \zdz ;



. 31 \ l / J 31 L J Z1

sur la surface courbe de l’élément de volume considéré, aucune force extérieure ne doit agir, par hypothèse; enfin, sur la face rectangulaire dont les côtés sont la droite C" C" et cl a, on a, parallèlement à l’axe des a, les forces 22x, dont la somme pour toute l’étendue de la face considérée est

p^dy dœ = dœ ^pz^dy.

En ajoutant ces trois sommes, et en égalant à zéro le résultat divisé par dæ, on obtient l’équation

g Z

	
	
- z\dz — Pzxdy = 0,





qui coïncide avec la formule (19).

	
	
	
14.    Application de la formule (19) aux solides quelconques dont les sections ont une largeur assez petite par rapport à la hauteur. - Nous avons démontré la formule (19) pour les prismes sollicités seulement par des forces appliquées sur leurs bases; mais elle s’applique approximativement, comme toutes les autres formules que nous avons données pour ces prismes, aux solides longs et minces définis au numéro 8.







La section de ces solides pourrait, du reste, avoir une forme quelconque ; mais nous considérerons le cas qui se présente le plus souvent dans la pratique, où les sections sont très-étroites suivant l’axe de flexion, par rapport à leur hauteur mesurée perpendiculairement à cet axe.

La droite C C" conduite dans la section parallèlement à l’axe de flexion étant très-courte par rapport à la hauteur B B' (PL I, fig. 10), il est clair que la force tangentielle pz* dirigée suivant l’axe principal d’inertie B B' variera très-peu sur toute l’étendue de la droite C C" et pourra, par approximation, être regardée comme constante. Par conséquent, si l’on appelle A, la longueur de la droite C C"^ c’est-à-dire la largeur de la section à la distance zx de l’axe de flexion, on a

/ pz\ cl y = Pzx h ,

et l’équation (19) devient, en la divisant par 2,5

g - z

22x — — — I l^zdz.


ou




P* =51J513d3,




(20)



en supprimant les indices de À, et Z,, ce qui ne peut point nuire à la clarté, et en prenant positivement la force tangen-tielle Pzx.

Comme la plus grande valeur numérique de l’intégrale J Xzdz correspond à z = 0, il s’ensuit que la force tangentielle P2x acquiert sa plus grande valeur P°zx sur l’axe de flexion, et qu’on a ainsi

G Z p‘== - >zdz.

A 1 • o

On peut observer que Xzdz représente le moment statique, • O par rapport à l’axe de flexion, de chacune des deux parties de la section séparées par cet axe; ainsi, en appelant G ce moment statique, ou en faisant

z

G = | A z d z,

• o

la plus grande valeur de la force élastique tangentielle sera exprimée par la formule

0 _ SG


(21)



7 zx XI'

L’expression de la force tangentielle Pix, en un point quelconque de la section, peut maintenant être mise sous une autre forme, car on a

•Z                Z                z                      1'2 । Xzdz=\ Xzdz—\ Xzdz=G—\

z             • o             10                   • 0

et, par conséquent,

2zx —

On peut encore voir que pour les sections très-étroites par rapport à leur hauteur, la force tangentielle 2xy sera toujours très-petite et pourra être regardée comme nulle. En effet, pour chaque droite C C", cette force acquiert généralement sa plus grande valeur sur les points C, C" du contour : or, pour ces points l’équation (15) donne

dy

2xy — Qzx ;

C z

Cl y et comme dans les sections de la forme supposée, le rapport — est généralement très-petit, il s’ ensuit que la force tangentielle 2xy sera très-petite par rapport à Pzx.

Ce raisonnement ne serait pas exact pour les points les plus d a

élevés du contour, pour lesquels le rapport n’est pas très-petit; mais pour ces points, il résulte de la formule (20) que la force Pzx sera elle-même très-petite, en sorte que la force Pxy le sera aussi.

	
	
	
15.    Surface courbe affectée, après la flexion, par les sections ayant une largeur très-petite par rapport à leur hauteur. - L’équation (20) nous conduit immédiatement à obtenir l’équation de la surface courbe affectée, après la flexion, par les sections ayant une petite largeur par rapport à leur hauteur. Car, si nous appelons gzx le glissement dû à la force tangentielle Pzx, et si nous supposons le corps doué de trois plans de symétrie respectivement perpendiculaires à la normale à la section, et à ses axes principaux d’inertie, nous aurons, suivant les formules (19) du chapitre III,







Pax = FaJx ;

et comme on a

_dw , du 9zx --- 7 l" 1   9

dæ dz on tirera de l’équation (20) en affectant nouvellement le second membre du signe négatif,

du dio S cZ. ,             . dz=—da—rr) dz. (22)

Or, w est le déplacement d’un point de la section parallèlement à l’axe des 3; et puisqu’en un point de la section ayant l’ordonnée y on a la force normale

P , M -P S (a — 2c)

2xx = Q + I 3,

on aura, en ce point, la contraction latérale n‘ 7*_n‘ ( P _ Mo —S(a — a) EEQ I

en sorte que la contraction de l’ordonnée 3, c’est-à-dire le déplacement w pris avec le signe négatif, sera

[image: ]



PCds+MoSd—)zdz % J 0      .          I J 0

En exécutant les intégrations par rapport à 3, et ensuite en différentiant par rapport à a, on obtient

dw__ n'S 22

dx El 2 ’

en sorte que l’équation (22) devient

du _ _ ‘S 33__S ÇZ > , dz~~ El 2 F^Ijz 2


(23)



Telle est l’équation différentielle de la surface cylindrique affectée par la section, après la flexion.

Il faut observer que pour z — 0, on obtient

di\ S (Z. , — — — -- \zdz d Z / o      F^qI J 0

c’est-à-dire, suivant la formule (21)

du\   D°2 .

dz)^  F^ '

or, — est la valeur du glissement central g°2x, ou le cosinus de l'angle presque droit, que l’élément central de la section fait, après la flexion, avec l’axe du solide: d’où il suit, que le plan des yz auquel est rapportée l’équation (23) est perpendiculaire à cet axe.

	
	
	
16.    Travail de déformation pour les solides définis au numéro 8. -Formule donnant le coefficient A. - Nous avons vu que pour les solides définis au numéro 8, le travail de déformation d’une tranche comprise entre deux sections infiniment voisines, est exprimé par la formule (14), où A représente un coefficient géométrique dépendant seulement de la forme de cette section et du rapport des deux coefficients de l’élasticité tangentielle F,, F3. Ce coef-ficient est exprimé par la formule

[image: ]









Or, il résulte de ce que nous avons dit au numéro 5, que si l’effort tranchant Sy et le moment de torsion Mx sont nuis, on a

_Sz— A Sz Pxy -- Ai Q » P^ -- Aa Q ,

A, et A^ étant des fonctions de y et z dépendant de la forme de la section et du rapport des coefficients de l’élasticité tangentielle F,, Fz.

Pour les sections très-étroites dans le sens de l’axe de flexion, on a approximativement

Psy = 0,

et, par conséquent,


A,= 0,




A, == — — A zdz\



donc, en substituant dans la formule ci-dessus, on obtient

2 dy dz

22

On peut exécuter la première intégration par rapport à y, en l’étendant à toute la droite C C" — X : ensuite la seconde intégration devra être étendue à toute la section, c’est-à-dire entre — Zo et Z, en appelant Z, et Z les valeurs numériques de la plus grande ordonnée négative, et de la plus grande ordonnée posi

tive. Ainsi, la dernière formule devient, en divisant par changeant ensuite F, en F,


et




(24)



Q(Z [ rz \


2dz

X *



A= | Azdz)

I2J-Z\Jz /

Telle est la formule générale dont nous aurons à faire usage pour la détermination du coefficient A.

1%. Application des formules (20), (21), (23) et (24) aux sections les plus simples et les plus usuelles. -

	
I.    Section rectangulaire. - Considérons une section rectangulaire (PL I, fig. 11), dont l’axe de flexion soit parallèle au côté d qui est censé assez petit par rapport au côté c. Nous aurons



A = b pour toutes les valeurs de z, et

A                                     1                       1

Z =% =2,  0=be, G = ^c\  1=12bc.

Ainsi, la formule (20) devient


	
Par --
	
1 S

2 I
	
/ 0%           \

\ 4
	
| —3

/ 2
	
S(1 433). Q c‘ ) ’
	
(25)


	
la formule (21)
		
7°=
	
3 s.

2 0 ’
		
(26)


	
la formule (23)
					

	
du

dz
	
== —
	
„‘S 22

El 2
	
S

^FJ
	
(4 / ’
	



d’où, en intégrant et en observant que pour z = 0 on doit avoir u=0, il résulte

2F,b Le 3 E)cji ' '

enfin, la formule (24) nous donne

[image: ]



d’où l’on tire, en exécutant les intégrations, (28)

[image: ]



	
II.    Section elliptique. - Soient b et c (PL I, fig. 12) les demi-axes d’une section elliptique, le premier étant pris pour axe de flexion et ayant une longueur plus petite que celle du second.



L’équation du contour sera

0+2=1 62 ca

et l’on trouvera

2=2y=2V1—2,

Z,= Z— c, Q=xbc, G=5bc2,   I="bc3.

Ainsi, nous aurons

	
‘Azdz=2 (V1-2:d:=3bc/1-2)=3u (29) • z                 • z          C            •      \ C /      • O et, par conséquent,



La formule (23) devient

du  ^' S 23 S c2 / J 33 \ dz — El 2 FJ 3 c3)

et en l’intégrant de manière que pour z = 0 on ait u — 0, on obtient


4S u = — -—-

3F, Q
[image: ]

_3wF,\ Z3 7

2E /3c2 J




(31)

Enfin, la formule (24) nous donne

Q 2c4 çc gei

P 9J_V dz.


ou, en ayant l’axe des y^



égard à la symétrie de la figure par rapport à

	
□ 4c4 rc s , 7g8J,"dz:



or, on a

c ydy

62/—,

et comme z == 0 correspond à y = b, et z = C correspond à y = 0, il s’ensuit
[image: ]

et, par conséquent,
[image: ]

	
	
III.    Section à double T et section à C. - Considérons maintenant la section à double T représentée par la figure 13 de la planche I, et symétrique par rapport à l’axe de flexion YY'. En adoptant les dénominations indiquées dans cette figure, on trouve tout de suite





Q = al) — [a — e) 01,

G=}lan- (a — e) v3],             (32)

I = l[ab A (a — e) 08,1.

Suivant la formule (20), la force tangentielle Pzx, pour les points de la droite mn conduite dans l’âme parallèlement à l’axe de flexion, sera donnée par la formule

La somme des forces tangentielles ayant lieu sur l’âme sera

b.                                  bi

[image: ]

S

I





(ov,—2eb, )



S.peas- SS,

a           “12 ou, en substituant à G sa valeur,

S / b2b, — b3, , V\ \ I(d “8+ 612)

On sait, d’ailleurs, que la somme des forces tangentielles ayant lieu sur toute la section doit être égale à l’effort tranchant S: donc, la somme des forces tangentielles ayant lieu sur les deux semelles, sera


s- Â(a




[_bb— b3,

1 a —8--




b3,

12



ou


24



(35)

en substituant à I sa valeur et en réduisant.

Or, le moment d’inertie I de toute la section est plus grand que celui qu’on aurait en négligeant l’âme, c’est-à-dire plus grand que

r = a (03 — 8) =a (b - b,) (D3 + bb, + v,).

et comme on a évidemment

b*—bb,—b*, >2bb,—b3,

il s’ensuit qu’en faisant

I" =a (b —b,) (2bb, + b\)

on aura

i> r > r:

par conséquent, la formule (35) aura une valeur certainement plus petite que

S a (b — b,)3(2 b—bi) _ gb—b, I" 24 T 2b, '

Donc, si les semelles ont une épaisseur très-petite par rapport à la hauteur de la section, ce qui arrive presque toujours dans b___b la pratique, le rapport - 21 1 sera une très-petite fraction, c est-à-dire que la somme des forces tangentielles ayant lieu sur les semelles sera très-petite, et pourra être négligée, par rapport à la somme des forces tangentielles ayant lieu sur l’âme.

La formule (23) devient, entre z = — 9 et z=.

du      n‘ S z* S (A 1 2 dz— F12 P\el\ 2'2

et en l’intégrant de manière qu’on ait u = 0 pour z = 0, on obtient

[image: ]




(36)



Maintenant, au lieu d’appliquer la formule (24) à la section à double T, nous chercherons directement, pour plus de clarté, l’expression du travail de déformation dû aux forces tangentielles. Or, nous avons vu que pour une tranche comprise entre deux sections infiniment voisines, cette expression est, quelle que soit la forme de la section,


2 JJ ( F, 7 F, )




dydz :



pour la section à double T on peut prendre non-seulement Pzy = 0 pour tous les points de la section, mais encore, en raison de ce que nous avons démontré ci-dessus, Pxy = 0 pour tous les points des semelles. Ainsi, la formule précédente pourra être réduite à


ASpavas,

en étendant seulement l’intégration à l’âme de la section. En exécutant l’intégration par rapport à y et en substituant à p^ sa valeur (33), cette formule devient


ou




ds Se ( 2 2F, el J.b




1       \2

G—5ez)




dz.




ds S3b, 2F, Pe




1

12




1

320



en exécutant aussi l’intégration par rapport à z. On peut écrire cette expression sous la forme


AS 2F,Q




ds^



pourvu qu’on prenne


A=a^ele-hGel)'-^he^




(37)



Or, on a identiquement

CP- } Geb\ + 43 e^\ = (g-^ ev,)* + ,3 e-b", ;

et comme dans les applications pratiques le terme 720 ev“, sera généralement très-petit par rapport au terme

( o - à ev.) ’

on pourra le négliger, en prenant simplement

A=?(c-Ae,)".         (38)

On observera qu’en établissant les formules du présent numéro, nous n’avons point imposé la condition que l’âme de la section divise par moitié chaque semelle, en sorte que ces formules sont exactes quelle que soit la position de l’âme, et aussi, par conséquent, lorsqu’elle se trouve à l’extrémité des semelles comme dans la figure 14 de la planche I, qui représente la section dite à C.

CIAPITRE V

Théorie des poutres à treillis

	
	
4.    Définitions. - On sait qu’on appelle poutres à treillis, des poutres composées de deux parties ayant une section à T, reliées l’une à l’autre par des barres inclinées comme on le voit dans la figure 2 de la planche II.





Suivant l’usage, nous appellerons tables des poutres à treillis, les deux parties à T reliées par les barres.

Ces dernières sont généralement rivées aux deux tables, ainsi qu'entr'elles dans les croisements; en sorte que les poutres à treillis constituent des systèmes indéformables, c'est-à-dire susceptibles seulement des déformations dues à l’élasticité des matériaux.

La détermination rigoureuse des efforts qui ont lieu dans les différentes pièces des poutres à treillis et dans les différents points de chaque pièce, pourrait être faite complètement au moyen du théorème des dérivées du travail en regardant les poutres à treillis comme des systèmes composés. Mais ce problème, quoique conduisant toujours à des équations du premier degré, donnerait généralement lieu à un si grand nombre d’équations contenant un égal nombre d’inconnues, que la résolution en deviendrait extrêmement pénible.

Il faut donc se contenter d’une solution approximative, qui sera généralement plus que suffisante pour la pratique.

Pour donner cette solution d’une manière rationnelle, nous allons examiner quelques cas théoriques.

	
	
2.    Premier cas d’une poutre à treillis articulée. - Considérons la poutre représentée par la figure 15 de la planche I, composée de barres articulées réunies à charnière dans tous les nœuds, en sorte que DE, EF, CG, GH, etc. soient des barres réunies à charnière entr’elles et avec les barres transversales.





Supposons qu’ on ait appliqué au sommet A deux forces, l’une, P, verticale, l’autre, P" — P', dirigée de A vers D; et au sommet B deux autres forces, dont l’une, P, verticale, et l’autre, P'r — Pr, dirigée de B vers C.

Imaginons maintenant qu'on ait coupé la poutre suivant la ligne IL, et qu’on ait appliqué aux barres coupées des forces Tx, T^, T3, T^ égales aux tensions qu’elles supportent effectivement. Pour l’équilibre de la partie de la poutre placée à droite de la section IL, on devra exprimer que les deux sommes des forces horizontales et des forces verticales sont milles, et que la somme des moments par rapport à un point quelconque, par exemple, par rapport au point M, est nulle aussi, ce qui donne les trois équations suivantes:

T, — T, — (T, — T4) cos a + 2P" = o,


(T, — T.) sin a — 2P = 0,




h

(T, — 7) ; — 2P
[image: ]

_____Il )

2 tanga )





p'n = o.




(i)



Ces trois équations ne suffisent pas pour déterminer les quatre inconnues Tt, T^, T^, T^. Mais si l’on suppose faite la section NO, et si l’on applique deux forces T^, T, égales aux tensions des barres coupées, il est évident que les quatre tensions T^^, T5, Ta doivent se faire équilibre, ce qui exige, entre autres choses, que la somme des composantes verticales des quatre tensions soit nulle, c’est-à-dire qu’on ait

( T3 + T) sin a = 0

ou

T, — —

En appliquant un raisonnement semblable à tous les nœuds, on voit facilement que toutes les barres du treillis sont soumises à des efforts numériquement égaux, mais que ces efforts sont des tensions pour les barres parallèles à D G, et des compressions pour celles parallèles à CE.

Il s’ensuit que T^ sera une tension, comme nous avons supposé, et T, une pression, et que l’on aura

T. = — T,.

Cette équation étant jointe aux trois données ci-dessus, complète le nombre nécessaire pour la détermination des inconnues, et l’on obtient ainsi

T, = 2 — o.--— h \      2 tang a /

[image: ]



, 2P h

T, =--— 2 + ..-- h \     2 tang %

On observera que si l’on appelle M le moment de flexion et S l’effort tranchant par rapport à la section passant par le point M, on aura

M = 2P ( x — —---) — P'h,          (3) \    2 tang CL)

S = 2P,

et, par conséquent,

M                            (4)

)

Si l’on appelle, de plus, 2 Faire de la section des barres ayant les tensions T{, T^^ les tensions de ces barres par unité de surface seront

M_ P^ Q On ' Q ’

7;__M_P"

Q Qh Q ‘

et comme alors le moment d’inertie de la figure composée par la section des deux barres est

CASTIGLIANO, Théorie de l’équilibre
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— 178 — les formules précédentes deviennent

D'un autre côté, la somme des composantes normales des deux tensions T,, T, est (T, — T3) sin a = S.

C’est à cause de ces analogies qu’on pourrait dire, quoique inexactement, que dans les poutres à treillis considérées ci-dessus^ les barres horizontales résistent au moment de flexion et à la pression normale^ et les barres transversales à V effort tranchant.

	
	
3.    Deuxième cas d’une poutre à treillis articulée. - Considérons maintenant la poutre représentée par la figure 16, de la planche I, qui est composée d’une série de barres DE, EF, F G, etc., CH, HK, etc. réunies à charnière entr’elles et avec les barres transversales. Supposons que la hauteur A B de la poutre soit divisée en trois parties, et que les barres inclinées soient disposées comme la figure l’indique; qu’aux points A, B soient appliquées les forces verti-





2 p

cales —, et qu’aux deux autres points L,N soient appliqués

2p

les forces verticales — ; en sorte que la somme des forces verti-

cales appliquées à l’extrémité de la poutre soit 2 P.

Supposons, de plus, qu’aux points A, B soient appliquées les forces horizontales P"— P’ et P'r-\-P' dirigées de A vers D et de B vers C.

Si l’on décompose chacune des quatre forces appliquées à l’extrémité A L NB de la poutre, suivant les directions des deux barres qui concourent à son point d’application, on voit que les barres du treillis partant des points A, L, N, et parallèles à la barre

2 P

C G, sont soumises à une pression égale a 6347 a , tandis que les

barres du treillis partant des points L.N^B^ et parallèles à la barre PI, sont soumises à une tension numériquement égale à

2 P la pression des trois autres, c’est-à-dire à 69inc •

D’ailleurs, si l’on considère les deux barres du treillis concourant à un sommet quelconque, par exemple au sommet G, on voit par le même raisonnement que nous avons fait au numéro précédent, que la somme des composantes verticales des tensions de ces barres doit être nulle; d’où l'on déduit que l’une de ces barres sera comprimée, et l’autre tendue, mais que les deux efforts seront numériquement égaux. En passant ainsi d’un sommet à l’autre on trouve facilement que toutes les barres parallèles & C G

2 P subissent une pression égale à 6sin &, et toutes celles parallèles à

2 P

DI subissent une tension égale, elle aussi, à -—:— .

R 7            ’ b Sïn a

Or, si l’on suppose la poutre coupée suivant la section R U, il est clair que le tronçon de la poutre placé à droite de cette section devra rester en équilibre, en appliquant aux barres coupées des tensions ou pressions égales à celles qui ont lieu dans le système. Mais, parmi les six barres transversales coupées, les trois parallèles à CG sont sou-

2 p                             2 P mises à la pression ——;—■, et les autres trois à la tension------: osinct                              osina ainsi, la somme des composantes verticales de ces six forces sera précisément 2P, et la somme des composantes horizontales sera nulle. Par conséquent, des trois équations nécessaires pour l’équilibre du tronçon ARUB, la première, qui exprime que la somme des composantes verticales de toutes les forces est nulle, sera identiquement satisfaite; la seconde, exprimant que la somme des composantes horizontales est nulle, sera simplement

T^ T^A-^P" = 0, et la troisième, exprimant que la somme des moments par rapport à un point quelconque, par exemple, par rapport au point V, est nulle, sera

(T, — T^) 4 — 2 P 0 — P’h = 0,

ou

en appelant M le moment de flexion. ^Px + P'h.

De ces deux équations on tire les formules

EALM

5 h identiques à celles que nous avons trouvées pour la première poutre considérée, et qui conduisent encore à la conclusion, que les barres horizontales résistent au moment de flexion et à la pression normale, tandis que les barres du treillis résistent à l'effort tranchant.

	
	
4.    Troisième cas d’une poutre à treillis articulée. - Dans les deux cas ci-dessus, de poutres articulées à treillis, les équations ordinaires de la statique suffisent pour déterminer complètement les efforts de toutes les pièces, en sorte qu’on n’a pas besoin de faire intervenir leur élasticité.





Nous allons maintenant étudier un autre cas, dans lequel le nombre des barres est plus grand que celui qui serait strictement nécessaire pour rendre indéformable le système, c’est-à-dire, dans lequel le nombre des tensions inconnues est plus grand que le nombre des équations fournies par la statique des corps rigides.

Supposons donc qu’on ait une poutre comme celle considérée au numéro 2, mais à laquelle on ait joint des barres verticales ou montants, comme on le voit dans la figure 1 de la planche II.

Admettons qu’à l’extrémité AB soient appliquées les mêmes forces que dans le premier cas, et qu’ayant coupé la poutre suivant la ligne IL, on ait appliqué aux barres coupées des forces T,, T^, T3. 7, égales aux tensions qu’elles supportent effectivement. Pour l’équilibre de la partie de la poutre placée à droite de la section IL, on aura les trois expressions (1) du premier cas, desquelles on tire, en ayant égard à la valeur (3) du moment de flexion M,


T = — T^ cos a —

T2 = — T^ cos a +

2 P






Or, si les montants étaient des barres absolument rigides, c’est-à-dire incapables de s’allonger ou de se raccourcir sous l’action des efforts auxquels elles seront soumises, il est évident que leur travail de déformation serait nul. Par conséquent, en appelant

Q 1’ aire de la section transversale, l la longueur, et E le coefficient d’élasticité des barres horizontales ayant les tensions T^ T;

	
	
Q, l’aire de la section transversale, l, la longueur, et Ex le coefficient d'élasticité des barres du treillis ayant les tensions T, 7;





on aurait, pour exprimer le travail de déformation de toute la poutre, la formule

1s (T—T2 , T3 — T%) 2 2 \    £            £j   / dans laquelle on à fait, pour simplifier,

QE          ^,E.

	
----- — £ ,        —--1 — £. .



Au moyen des trois formules (7) on peut éliminer les tensions T, , T,, T, de 1’ expression du travail de déformation ; en sorte qu’elle deviendra une fonction des seules tensions des barres parallèles h DG. Pour obtenir ces dernières tensions, on devra, suivant le théorème des dérivées du travail, égaler à zéro les dérivées du travail de déformation par rapport à ces mêmes tensions; mais on voit que le terme

73 + T\ _ 73,++ T,

	
2 £ T 2e,



ne contiendra, après l’élimination de T^ T,, T3, que l’inconnue T^ et chaque terme semblable se réduira à une fonction contenant la tension d’une seule des barres parallèles à D G. Ainsi, en égalant à zéro la dérivée par rapport à T,, on obtiendra l’équa-tion


dT._ dT,

£



dT, r dT3 __ t dT, 3 d --1---— V £.

laquelle, en observant qu’on a

d T d T,                  d T.

ar.maz.ncose’    a T, m deviendra

_ ( T, + 7,) COS g + T, + 7, _ 0

Cette équation jointe aux trois autres données ci-dessus, complète le nombre nécessaire pour déterminer les quatre inconnues. On obtient ainsi

P’ — 7-Mi &,

COS- g ---e

E1


T __M T h




pr 6 __e— , cos: g — Ê

P" COS g

C

cos2 g +--

E1




(9)




7,= —P

smg
[image: ]

sin a





P” COS g




COSs g — -

81



On voit donc, en comparant ces formules avec celles que nous avons trouvées dans le premier cas, que l’existence des montants parfaitement rigides fait diminuer de la quantité

P" cos2 g

COS2 & 4 &

la compression de toutes les barres horizontales, et de la quantité

P" cos g

cos-g H--•

la tension de toutes les barres du treillis.

Si l’on appelle T, la tension d’un montant, et si l’on exprime l’équilibre des tensions qui concourent en un sommet quelconque, on aura, entre autres, l’équation

(T, + T,) sin a + T, = 0,

et, par conséquent,

	
	
—   2 P" sin a cos a





Telle est la tension de tous les montants.

On voit que si l’extrémité de la poutre n’ était sollicitée que par la force 2 P, et par le couple (P', — P'), la force P'' étant nulle, la tension des montants serait nulle, et les barres horizontales, aussi bien que les barres du treillis, auraient exactement les mêmes tensions, que si les montants n’existaient pas.

	
	
	
5.    Poutre à treillis ordinaire. - Considérons maintenant une poutre ordinaire à treillis, (Pl. II, fig. 2), c’est-à-dire avec tables continues, et barres attachées aux tables, non plus au moyen de charnières, mais au moyen de rivets.







Si les tables et les barres sont assez petites, comme cela arrive le plus souvent, chacune d’elles aura un moment d’inertie très-petit par rapport à celui de la figure composée des sections des deux tables ; en sorte qu’on s’éloignera très-peu de la vérité en supposant que le moment d’inertie de chaque barre ou de chaque table soit nul, ce qui revient à regarder la poutre comme articulée, et rentrant, par conséquent, dans les cas que nous avons considérés ci-dessus.

On vient ainsi à admettre que les deux tables soient réduites à deux séries de barres placées sur deux droites horizontales. Il faut donc d’abord calculer la distance à laquelle doivent être supposées ces deux droites, c’est-à-dire la hauteur de la poutre théorique que nous substituons à la poutre donnée.

Or, par analogie avec ce que nous avons trouvé dans les poutres pleines, nous supposerons que, dans les tables, la pression normale p^ soit variable d’un point à l’autre suivant une fonction linéaire de la distance du point considéré à l’axe de flexion ; de plus, si pour une section transversale on appelle

P la pression normale,

M le moment de flexion,

S l’effort tranchant,

Q l’aire et I le moment d’inertie de la figure formée par les sections des deux tables,

z la distance d'un point de la section transversale à l’axe de flexion,

nous supposons qu’on ait

[image: ]



(11)

c’est-à-dire la même formule que nous avons démontrée pour les poutres pleines.

Cette formule exprime qu’après la déformation, les sections transversales de la poutre sont encore planes et perpendiculaires à son axe, ce qui ne peut s’éloigner de la vérité.

Cela posé, considérons le système de forces parallèles Pxx appliquées à tous les points de la section d’une table: le centre de ce système sera à la distance

[image: ]



de l’axe de flexion, les sommes section d’une table.

Mais on a

, 92

de=2.

par conséquent, si l’on fait

(12)

et si l’on multiplie par 2 la formule précédente, on obtient la distance des centres des forces parallèles considérées dans les deux tables, exprimée par la formule

— M 1 2

M, T“

— 185 —

S’il n’y a pas de pression normale, cette formule donnera

n = I ,                       (14)

et si, au contraire, c’est le moment de flexion qui est nul, on obtiendra

n - * .                      (15)

Ce dernier résultat exprime la distance des centres de gravité des sections des deux tables.

D’un autre côté, on peut voir que le premier résultat g est tou-

4 G jours nécessairement plus grand que 9 , mais qu’il est plus petit que la hauteur effective de la poutre : ainsi, puisque pour les tables ayant une section à T, la distance de leurs centres de gravité diffère très-peu de la hauteur totale de la poutre, il s’ensuit que les deux résultats extrêmes donnés ci-dessus pour la valeur de h peuvent être regardés avec une grande approximation comme égaux, et qu’on peut prendre, par conséquent,

quelle que soit la valeur du rapport — •

Maintenant, les barres du treillis forment des losanges dont nous appellerons

d la diagonale perpendiculaire à l’axe de la poutre,

d‘ la diagonale parallèle à cet axe,

a l’angle que les barres font avec l’axe de la poutre.

D’ailleurs, on conçoit que les conditions de résistance de la poutre seraient très-peu changées, en substituant au système des barres du treillis un autre système ayant les barres parallèles aux premières, mais quelque peu plus éloignées ou plus rapprochées entr’elles, pourvu que leur section fût, par rapport à la section des barres du premier système, en raison inverse de la distance des barres, en sorte que le volume de tout le treillis restât constant.

Cela posé, admettons qu’en divisant la hauteur théorique de la poutre par la diagonale d, on obtienne pour quotient un nombre entier n, plus une fraction i: si nous supposons alors substitué au système des barres du treillis un autre système dont les diagonales soient

n ‘                    n ‘

il est clair que la nouvelle diagonale &—— sera contenue exactement n fois dans la hauteur thérorique h, en sorte que dans le seconde système de barres, celles-ci pourront être attachées deux-à-deux au même point des lignes droites représentant les tables. Nous arrivons donc ainsi à une poutre articulée à treillis semblable à celle que nous avons étudiée au numéro 3; et, par conséquent, l’effort des barres du second système sera

S

2 n sin a ’

Comme les barres effectivement appliquées à la poutre sont plus rapprochées que celles du système supposé dans le rapport " - , il s'ensuit que leur effort sera n — ‘        1

S y n _ _____S ___ .

2 n sin a P n — i 2 (n + i ) sin a ’

mais on a

d

sin a — -----

Vd2 -

donc, l’effort des barres du treillis dans la poutre considérée, sera donné par la formule

GS Vd‘+ cln

-- X -------------

En appelant w l’aire de la section transversale des barres, leur effort par mètre carré sera

Sx/d^ + d‘


(17)



2 0

	
	
	
6.    Travail de déformation des poutres à treillis. - Le travail de déformation des poutres à treillis se compose de deux parties, provenant, l’une des tables, et l’autre des barres.







Pour une tranche infiniment mince ayant l’épaisseur ds^ la première est exprimée par la formule

2ÂJSpdydz,

l’intégrale double devant être étendue à toute la section faite sur es deux tables. Substituant à 2±x sa valeur

on obtient, comme pour les poutres pleines,

as (Pi _ M2)

2EQ T i ) ‘

Pour exprimer d’une manière générale le travail de déformation dû aux barres du treillis, nous prendrons pour leur longueur, la longueur théorique

h .

sin a

ainsi, en appelant T la tension d’une barre, « l’aire de sa section, E' son coefficient d’élasticité, il est clair que son travail de déformation sera exprimé par la formule

sin a

2Ro 1

et comme dans une longueur de poutre égale à la diagonale horizontale d\ il y a deux longueurs de barres, il s’ensuit que le travail de déformation du treillis, pour chaque unité de longueur de la poutre, sera

7 h

2 y sin a _  1 2Th .

d' 2 E’c 2 Eo* d'sin a ’

mais nous avons trouvé

_ G v sVdi — d^ , _ I

FIA --2--’  "=G:


sin a —



donc, l’expression précédente devient

s

S2 G (d2 — d'‘) 2 .

2 E'o I ^dd'

En faisant

3 G(d3+d‘)‘_ I 2 d d'

nous aurons, pour exprimer le travail de déformation du treillis sur une longueur ds de la poutre, la formule

d s . S3

2E"

et le travail total de la tranche infiniment mince ayant l’épaisseur ds sera exprimé par la formule

d s / P3 ,        . d s S                o 22(071T)2E A* (18)

Lorsque les barres du treillis sont inclinées à 45° par rapport à l’axe de la poutre, les deux diagonales d, d' sont égales et le coefficient A devient

A = $ d\/^-

Nous avons établi les formules relatives aux poutres à treillis en considérant une poutre sollicitée seulement par des forces appliquées à son extrémité, et pour laquelle toutes les barres du treillis sont soumises au même effort. Mais, aussi bien que pour les poutres pleines, les formules obtenues dans ce cas particulier pourront être étendues à toutes les poutres à treillis, quelle que soit la manière dont les forces leur sont appliquées.

On observera seulement que la tension d’une barre du treillis ne peut pas changer entre deux points, si dans cet intervalle elle n’est pas rivée à une autre barre: de même, la grandeur et la distribution des forces normales Pix devraient être regardées comme égales sur toutes les sections d’une table comprises entre deux points d’attache consécutifs des barres. Cependant, si les diagonales du treillis sont une petite fraction de la hauteur de la poutre, et si cette hauteur est très-petite par rapport à la longueur, on pourra regarder comme variables d’une manière continue les forces normales dans les tables. Quant aux barres, on supposera la poutre divisée en tronçons, ayant une longueur égale à la diagonale horizontale des losanges, au moyen de sections transversales passant par les sommets où les barres sont attachées aux tables ; et l’on considérera comme constante la tension de toutes les pièces de barres comprises dans chacun de ces tronçons. Mais dans l’application de la formule

ds . 82

2E‘

lorsqu’on devra l’intégrer pour toute la longueur de la poutre, on trouvera à très-peu près le même résultat en y considérant l’effort tranchant S comme variable d’une manière continue.

Nous ajouterons encore que la formule (18) ne diffère de la formule (14) du chapitre précédent, se rapportant aux poutres pleines, que par le changement du coefficient F de l’élasticité tangentielle avec le coefficient F' de l’élasticité normale des barres du treillis, et par la substitution de l’aire de la section d’une barre à l’aire de la section de la poutre. Ainsi, dans les chapitres suivants, nous ferons toujours usage des formules qui se rapportent aux poutres pleines, mais il est bien entendu que tous les résultats que nous trouverons, seront aussi applicables aux poutres à treillis, moyennant les changements indiqués ci-dessus.

CIIAPITRE VI

Formules pour exprimer le travail de déformation de différents solides

	
1.    Travail de déformation d’un cordon ou d’une barre prismatique articulée à ses extrémités. - Si l’on appelle



Z la longueur d’un cordon ou d’une barre,

	
	
• l’aire de sa section,





E le coefficient de l’élasticité longitudinale,

T la tension,

son travail de déformation sera donné par la formule

	
2.    Travail de déformation d’un prisme chargé uniformément sur toute sa longueur et assujetti d’une manière quelconque à ses extrémités (Pl. II, fig. 3). - Soit A B C l’axe du prisme ; supposons qu’il soit sollicité par les forces suivantes, savoir;



Sur la section C, par des forces normales et par des forces tangentielles donnant une pression normale Po, un effort tranchant S. dirigé suivant un axe principal d’inertie de la section, et un moment de flexion M, par rapport à l’autre axe principal d’inertie;

Sur toute sa longueur, par une force uniformément distribuée, contenue dans le plan passant par l’axe du prisme et par la direction de la force S, et dont la portion appliquée sur un mètre de longueur ait une composante P, perpendiculaire à l’axe du prisme, et une composante p* dirigée de C vers A suivant cet axe ;

Sur la section A, par des forces normales et par des forces tangentielles donnant une pression normale P,, un effort tranchant S,, et un moment de flexion M^.

Pour une section au point D, à la distance a de l’extrémité G, on exprimera le moment de flexion, la pression normale, et l’effort tranchant, au moyen des formules suivantes :

M = M+ So + 32,03,

P = P+p,0,

S = S^pxœ.

Or, en appelant

	
2 l la longueur du prisme,



Q et I Paire et le moment d’inertie de la section,

E le coefficient de l’élasticité longitudinale,

	
F le coefficient de l’élasticité transversale;



on aura, pour exprimer le travail de déformation de tout le prisme, la formule

2ETJ. M‘do+2noJ, P‘dw+2fo), ^

On peut substituer à M, P, S leurs valeurs en C données ci-dessus et effectuer les intégrations. Mais on observera d’abord que si, dans l’expression de M, on fait c = 21, on doit obtenir M,, c’est-à-dire qu’on aura

M,= M — 2lS,--2 2,l2;

en sorte qu’on peut éliminer S entre l’expression de M^ et celle de M, ce qui donne


M= M — (12,,00 — Pl




a + 2 Pi a".




(2)



On observera, de plus, qu’on a

P^ — Pq H ^Pi l,

S, — S + 2p,1.

En se servant de la formule (2), en exécutant les intégrations et en réduisant, eu égard aux expressions de P^, S,, on obtient, pour calculer le travail de déformation de la poutre, la formule suivante :

2l(M‘—MM,—M3, M.H-M,, 72 2,3 74) ) 2EI3               3    21 T 151   )

, 21 (P2+P3, 272 72) _ 2Al(S+S,_2 73 72) T2E0 2        /72F0 \  2    341)*

On peut donner à cette formule une autre forme, en introduisant le moment de flexion M,, la pression normale P^ et l’effort tranchant Si par rapport à la section du milieu de la poutre : car, si dans les expressions générales de M,P,S on fait x = l, on obtient

M,=M±M,}p.,

P, — Po + Pi ‘, s =S+ Pi I.

De la première de ces formules on tire

M% + 2 MM, + M\ — 2(M, + M,)2, 12 + p\ P =AM\,

	
ou, en ajoutant M% + M\ — - p2, P, et en divisant par 3,



M*HMJM, 4M, M-M," / 2 A 4   M 0 + 4M 14 M 2,  1 4 --3--- 3    74‘                        3           152

De la seconde formule on tire

P\ = P\ -P^P.p.l^p^,

et comme de l’expression P, = P + 2p^ l on tire

P,= P+4P,p,1+4p,",

il s’ensuit

P\ -2P\ =-P+2p,",

c’est-à-dire, en transposant et en multipliant par 2,

2(P% d- P\) — 4p," = 4P\ ;

en ajoutant PB + P\ aux deux membres de cette équation et divisant ensuite par 3, il en résulte

Au moyen de la troisième formule on obtient enfin

	
	
2/82+ se,  2 y ,\ _ S2, +48,+ 5% 2 (    2        3 7 1 ) T 3





	
3.    Observation générale. - Comme, dans l’application des formules exprimant le travail de déformation des solides, nous aurons toujours à prendre les dérivées de ces expressions par rapport à des forces appliquées à des points donnés, ou à des moments de flexion ayant lieu sur des sections données, il est bien évident que ces forces ou ces moments inconnus n’entreront que dans les expressions de M , M,, M, ; P , Pi, P^ ; So, S, , S^ : par conséquent, les termes contenus dans l’expression du travail de déformation et qui sont indépendants de ces quantités, disparaîtront nécessairement en prenant les dérivées, et pourront être supprimés dans cette expression.



Ainsi, les deux formules trouvées au numéro précédent pourront être mises sous la forme suivante:

	
4.    Travail de déformation d’un solide à section constante, assujetti d’une manière quelconque à ses extrémités, et chargé d’un
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poids uniformément distribué sur son axe, lorsque cet axe est un arc de cercle ayant une flèche très-petite par rapport à la corde (PL II, fig. 4). - Soit ABC l’axe du solide, contenu dans un plan vertical; appelons a l’angle que la corde A C fait avec l’horizontale, et supposons que les forces appliquées au solide soient les suivantes, savoir:

Sur la sections en A, des forces équivalentes à deux résultantes Qo et Ro, l’une dirigée suivant la corde et l’autre suivant sa perpendiculaire contenue dans le plan de l’arc, et à un couple contenu dans ce même plan et ayant un moment M,;

Sur toute la longueur de l’axe, un poids uniformément distribué en raison de p kilogr. par mètre de longueur ;

Enfin sur la section C, des forces équivalentes à deux résultantes Q, et R^ appliquées au centre, et à un couple ayant un moment M^.

Entre toutes ces forces doivent avoir lieu les trois équations caractéristiques pour l’équilibre d’un système de forces appliquées à un corps libre et contenues dans un plan.

Voyons maintenant d’exprimer le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant ayant lieu dans une section quelconque du solide.

Si l’on prend le point A pour origine des coordonnées, la corde A C pour axe des œ et sa perpendiculaire pour axe des y, l’équation de la courbe sera, en appelant R le rayon,

R — (f — y) = VR — C — x);

mais, puisque la flèche est très-petite par rapport à la corde, celle-ci sera très-petite par rapport au rayon: on peut donc développer le radical de l’équation précédente en série très-convergente, et se borner aux deux premiers termes de cette série; ce qui donnera

	
	
VR- —(l — ay* =R — (gp ,





et, par conséquent,

En substituant à 2 R sa valeur —fol et en négligeant 77 par rapport à l3, cette équation devient

y = 72 ^læ — æ^.                (7)

Cherchons maintenant le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant par rapport à la section en E, et appelons s la longueur de l’arc A E, et 3 l’angle que la section considérée fait avec la section correspondante au point du milieu B.

L’élément de l’arc nn' = ds' sera chargé du poids pds', qui peut être décomposé en deux forces, dont l’une, 2 cl s' cos a, perpendiculaire à la corde A C, et l’autre, pds' sin a, dirigée suivant cette corde. Ces deux composantes deviennent ppls\ p^s', en faisant, pour simplifier,

	
2 cos a = pt, p sin a = pv



Ainsi, pour exprimer le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant par rapport à la section en E^ nous aurons les formules suivantes, en appelant æ\y' les coordonnées du point n :

(x                    ( X

M= M.—QJ—RC— Pi (0 — x^ds' — P^{y — y'^ds’,

P = Q, cos B — Ro sin 3 —p s . sin (a — B),

S = q^ sin 3 — R. cos 3 — p s . cos (a — 8).

Or, p étant l’angle que la normale à l’axe du solide au point E fait avec l’axe des y, nous avons


wgi=2z=*np=

et puisque la flèche f est très-petite par rapport à l, la quantité tang 3 sera partout très-petite, et nous pourrons négliger son carré par rapport à l’unité. Donc, au lieu de

ds _ dæ v 1+ tang*B, sin 8 = — tang 8—, cos s= - —1____;

V1 + tang- 3         V1 + tang2 3 ’

on pourra prendre approximativement


ds=do, s = x^



sin 8 = 2f(,—E) , cos =1, et, par conséquent,

sin (u + 8) = sin a cos 8 + cos a sin 8 = sin a + 2/0,7—0)


COS a ,




COS (a — 3) = COS a COS 3 — sin a sin B = COS




_ 2^(1 —x) si



Donc, les expressions de M, P, S, deviennent


	
N=M,+ 1
	
219 \ l "0
	
-R,)«+(-2+2-
	
Y)a‘++31a,


	
P= (o,+F
	
2/R, l2 /
	
1 | /_2R,_%   2f»,

TV 12    22    l
	
)a+2pa, 18)


	
._ l^fO,
	
R)
	
TT 22 —Pi    l
	
o+2P.- )




On observera que l’effort tranchant S est la dérivée du moment de flexion M, ainsi que cela doit être suivant la propriété générale démontrée au numéro 2. De plus, comme on doit avoir P = P^, S=S, pour œ == 0, il s’ensuit qu’on aura

P. = %+2 R,,     s, =2/0, - R, par conséquent, le trois formules (8) peuvent être mises sous la forme suivante:

M-M— 422/ x^ — Ax+ Bx^~,       )

P—P.=A,a + B,03, ( (9) S—S= A,c — B, 23,      !

où, nous avons représenté par A, B; A^B{\ A^.B^ les coefficients de x et de a3 dans les formules (8); si l’on appelle M, le moment de flexion, Pt la pression normale, et S, l'effort tranchant pour la section du milieu B, les formules précédentes devront donner M— M,, P = p^ S=S, pour œ=l: mais elles doivent aussi donner M=M,, p — p^ S — S^ pour œ=2l: ainsi, entre chacune des équations (9), et les deux qu’on en déduit en y faisant œ=l, a == 21, on peut éliminer les coefficients de a et œf, ce qui conduira aux trois relations suivantes :

M = Mg + (M, - MJ 2lf—F -(M,-M.) "2”

+ 2PÎ (003 — 31 002 + 2130),

p=p„ +(P, - PJ 214, - (P, - PJ IszE

a a     a    g 2 l a aQ _ „\la a

	
	
• -- 20 T Pi Do/ 7:          (22 Po) 272 •





Or, le travail de déformation de tout le solide, en prenant toujours ds — dæ, S=x, est exprimé par la formule

Cette formule peut être simplifiée en ayant égard à l’observation générale que nous avons faite au numéro 3; en effet, on a

P, -P^A^A B, l\

P^ — PQ = 2A.l A-^B^, et eu soustrayant de la deuxième équation la première multipliée par 2, on obtient

P,-2P,+P, =2B,",

2 f c’est-à-dire, en observant que Bi — 72 P1,

P.—2P,+ P,=4îP;

ce qui démontre que la quantité P—2 P,—P, ne dépend que du poids Pi .

On obtient, de la même manière,

s, - 2S, + s, = 4Tv,

En négligeant donc les termes indépendants des moments de flexion M,, M,, Ma, des pressions normales P,P,,P2, et des efforts tranchants S.,S,,S2, l’expression du travail de déformation du solide considéré deviendra

l 1/3-4M4,+IP,   (M,—21,+M,)2   8p,l/(M,—M)) 2EI L 3                15              45 J

(11) , l P2+4 P2 — P2, Al S2—4 S2, — S2, T 2F0       3       . 2F0       3       '      )

La flèche ayant été supposée très-petite par rapport à la corde, le terme

45 contenant comme facteur cette flèche, sera très-petit par rapport au terme

M\ + 4 M\ + M\

3

qui contient des termes indépendants de f, comme il résulte de la première des formules (8).

La même chose aura lieu pour le terme

(M, — 2 M, + M^

15

car, on a

9

M, - M. - ~l\lf= A 1+ Bt\

JI,—,— y, r=2A1+4B1,

et en soustrayant de la deuxième équation la première multipliée par 2, on obtient

M. — 2 II, + M, — 47, l / = 2 B V1 c’est-à-dire, en substituant à B sa valeur--0+ — 72 1 ,

M. - 21, + M, =20/+ Pï r + 2p.lt\

et, par suite,

(M. -2, + M^ = 4 %r -40, f{p^ + 2p. If) + (D,P + 2p. Iff :

le dernier terme du second membre peut être négligé, étant indépendant de Q, et les deux premiers termes contiennent f comme facteur, et sont, par conséquent, très-petits lorsque la flèche est très-petite par rapport à la corde.

Ainsi, nous pourrons souvent négliger le binôme

( M. - 2 M. + M^  8 p. I f(M, - 1,)

15                  45 dans la formule (11), en sorte qu’elle deviendra

LM%,+4M3,—13,ANl0P+4P,4P2, , Al S2—4 S2,—S% 2E1      3        T2F0 '    3        2F0      3 i '

C’est la formule dont nous ferons généralement usage dans les applications.

	
5. Travail de déformation d’un solide à section constante, chargé sur toute sa longueur suivant une loi continue, lorsque son axe est une courbe plane quelconque. - On divisera d’abord l’axe du solide en un nombre pair de parties égales assez petites, en sorte que chacun des tronçons du solide comprenant deux parties consécutives de l’axe, ait une flèche très-petite par rapport à sa longueur, et puisse être regardé comme chargé uniformément.



Si maintenant on désigne par 0. 1, 2, 3,....., n, les sections correspondantes aux points de division, et si l’on appelle

l la longueur de chaque partie 0, 1 ; 1, 2 ; 2, 3 ;.....de l’axe, Q Taire de la section transversale,

I son moment d’inertie,

	
E,    F les coefficients de l’élasticité longitudinale, et de l’élasticité tangentielle,



Mo, Mi, M^......, Mn-1, Mn les moments de flexion par rapport aux sections 0, 1, 2,....... — 1, n,

	
P,    P^ P^,....., Pn-1, Pn les pressions normales, et



So , Si, S2,....., Sn- i, Sn les efforts tranchants correspondants ,

G. Travail de déformation d’un solide à section variable, chargé sur toute sa longueur suivant une loi continue, lorsque son axe est une courbe quelconque. - Le travail de déformation d’un solide quelconque satisfaisant aux conditions énoncées au numéro 11 du chapitre IV, est exprimé par la formule


1 CM2 2EJ I




1 T P1

ds#2k J o




ds+>.
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les intégrales devant être étendues à toute la longueur du solide.

Or, si Ton décrit une courbe en prenant pour abscisses les valeurs de l’arc s, et pour ordonnées les valeurs correspondantes de M2

7 , il est clair que Taire comprise entre cette courbe, Taxe des abscisses et les ordonnées extrêmes, sera représentée par l’intégrale

cis.

Mais, suivant la formule de Simpson, on peut exprimer approximativement cette aire de la manière suivante: on divisera la portion de l’axe des abscisses comprise entre les ordonnées extrêmes en un nombre pair n de parties, et en appelant l la longueur de chaque partie, Y,Y1 132,.....,Yn les ordonnées correspondantes aux points de division, on aura, pour exprimer Faire cherchée, la formule


3 (Vo +4yi + 2y,4v,—




+ 4Yn-1 — Yn).



Donc, si l’on divise aussi l'axe du solide en n parties égales, et si, pour les sections correspondantes aux points de division, on appelle

M,, M^ M,,....., Mn les moments de flexion,

P,P,P,....., Pn les pressions normales,

S., S^ S^,....., S les efforts tranchants,

I,, I,, I, ,...... In les moments d’inertie,

	
Q,    O,, ......... On les aires,



A,, Ai, A,,....., An les coefficients relatifs à ces sections

et qui entrent dans l’expression du travail de déformation dû au glissement,


M3

I 3




Y1




M‘

Ii ‘




Y/n =

L n



on aura

et, par conséquent,

M3 cls^L (Mo + 4 M 42—* + 4 143 +.....+ 4 M‘n=a + M\

I 3 \ Io I1 I2 Is                   In - In

On peut appliquer le même raisonnement et obtenir des formules analogues pour les autres deux intégrales

en sorte qu’on aura, pour exprimer le travail de déformation du solide, la formule


	
1
	
l
	
/M2
	
. M2 , , M2,     , ]F. ,
	
. M2,
	
i   M2n       1
	

	
--------------- ,
	
1 —
	
--——
	
4 —- - - 2 —2 — ■ 4 —3 —.....
	
. — 4 —-
		

	
2 E
	
3
	
\ Lo
		
In
		

	
, 1

' 21
	
l

3
	
P 10,
	
p2      P1       p2,

4-1-2-2-45— ... .

0, 1 0 ' 0,
	
4P%_

On 1
	
[P, ’ On )                    i
	
(14)


	
, 1
	
11
	
AoS%
	
1 4AS 1 । 2A,82, . ,A,8% .
	
' 4A
	
Il 1S‘n 1  1 AnS’n \
	

	
1 2F
	
3
	
. Q,
	
1 o, T2 o, 1 o, T
	
... . =
	
Qn-1      On L
	



Il faut bien remarquer que l’application de la formule de Simpson à la détermination de l’aire comprise entre les courbes, n'est possible qu’à la condition que celles-ci soient continues. Par conséquent, pour qu’on puisse appliquer la formule précédente à un solide, il faut que les quantités M,P,S^I^,A soient des fonctions continues de l’arc s. Donc, si quelques-unes de ces fonctions sont discontinues, c’est-à-dire si elles présentent des changements brusques, il faudra diviser le solide en plusieurs tronçons en prenant, pourpoints de division, les points où ont lieu les changements brusques: ensuite on appliquera la formule (14) à chacun de ces tronçons, et l’on ajoutera tous les résultats.

Nous remarquerons encore que lorsque la section du solide est constante, la formule (14) se change en la formule (13); ce qui est bien naturel, si l’on pense que par ce fait, le solide considéré dans le présent numéro rentre dans le cas considéré au numéro précédent : mais ce résultat n’est pas moins digne d’observation, vu que nous avons obtenu la formule (13) par un procédé fort différent de celui qui nous à conduit à la formule (14).

CILAPITEE VII

Théorie des poutres à axe rectiligne chargées de poids

	
	
1. Notations. - Les poutres droites que nous considérerons dans le présent chapitre seront censées satisfaire aux conditions énoncées au numéro 11 du chapitre IV, c’est-à-dire que nous supposerons :


	
1° Que les dimensions des sections transversales du solide soient très-petites par rapport à sa longueur;


	
2° Que les lieux géométriques des axes principaux d’inertie des sections transversales soient deux plans passant par l’axe du solide et perpendiculaires entr'eux ;


	
3° Que l’un de ces deux plans soit vertical ;


	
4° Que tous les poids appliqués au solide à droite d’une section quelconque, ainsi que les réactions des points fixes qui se trouvent de ce côté, passent par l’axe du solide, ou soient tellement disposés de part et d'autre de cet axe, qu’en considérant ensemble ces poids et ces réactions, ils soient équivalents (suivant la statique des corps rigides) à une résultante verticale et à un couple ayant pour axe l’axe horizontal d’inertie de la section considérée.





Nous appellerons plan de flexion, le plan vertical passant par 1’ axe du solide , et axe de flexion d’une section quelconque , l’axe horizontal d’inertie.

Pour les poutres satisfaisant aux conditions ci-dessus énoncées, 1’ axe fléchira en restant toujours dans le plan de flexion, et l’axe de flexion d’une section quelconque sera encore horizontal, après la déformation.

	
2. Poutre encastrée par une extrémité (PL II, fig. 5). - Cela posé, considérons d’abord le cas d’une poutre encastrée par une extrémité et sollicitée par les forces suivantes :


	
1° Sur sa longueur, par des poids distribués suivant une loi arbitraire continue ou discontinue ;


	
2° Sur sa base. B, par des forces normales distribuées suivant une loi linéaire donnant une résultante nulle par rapport au centre de la section, et un moment de flexion M, par rapport à son axe de flexion ;


	
30 Sur la même base B, par des forces tangentielles verticales dirigées de bas en haut, et dont la somme soit S,.



Nous allons nous proposer de déterminer l’équation de la courbe affectée par l’axe du solide après la déformation, et la rotation de la section extrême B.

Si l’on appelle l la longueur de la poutre, et 0 (œr) le moment par rapport à la section D placée à la distance x' de la section A, de tous les poids dont le tronçon D B est chargé, il est clair que le moment de flexion et l’effort tranchant, par rapport à cette section, seront exprimés par les formules

M — M{ — S, (Z — x") + 0 (x‘) ,

s = s, + 4‘ (cc‘).

où il faut bien remarquer que la dérivée ©‘ (æ') sera continue ou discontinue en même temps que la fonction primitive 0 (xc‘).

Ces deux formules sont applicables quelle que soit la valeur de x‘: mais si à un point C de l’axe de la poutre placé à la distance a de l’encastrement, on applique un nouveau poids w, il est évident que, pour le tronçon A C, c’est-à-dire entre a' == 0 et x1 == x, le moment de flexion et l’effort tranchant, seront exprimés par les formules suivantes:

M= M — St (Z — x’) + • (x') —o ( — x'),

s=s+4 {x') — o. -

Or, le travail de déformation de la poutre est exprimé par la formule


1

2
[image: ]

l M2 , — dOC El
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—— do

FQ




dont la dérivée par rapport à © donne l’abaissement du point d’application de cette force: mais on observera que chaque intégrale peut être divisée en deux parties, dont l'une entre zéro et x, l’autre entre x et Z : celle-ci ne contient pas o et disparaît, par conséquent, en prenant la dérivée. Nous aurons donc, en appelant » l’abaissement du point C de l’axe du solide,


7) —




Y)



ASdS a'

0 FQ d-^

ou


"A3do‘,

en observant que

dM

	
-— — x — x , Cl w



Cette formule doit avoir lieu quelle que soit la valeur de w e aussi, par conséquent, lorsque =0: dans ce cas, les quantités Met S sont exprimées par les formules (1), en sorte qu’en les substituant dans l’expression de 7, on obtient


— M,




— x'^dx'




• 0

‘«o(a‘)(a—x‘)

0 El




dx'




Si




— X')(X—X') , , --4--- dx




“At (E'l da‘

0 F'Q




(2)



qui est l'équation de la courbe affectée par l’axe du solide après la déformation.

Pour obtenir la rotation 6, de la section extrême B, on devra prendre la dérivée, par rapport à M^ du travail de déformation de la poutre: ce travail est exprimé par la formule

[image: ]



où M et S sont données par les formules (1); et comme le second terme ne dépend pas de M^ il disparaît en prenant la dérivée, et l’on a simplement


ou




‘‘ M dM 0 El dMv




dx'
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En substituant à M sa valeur, et en changeant x en x‘, on obtient

_Cdo .((l—)dœi ÇIolæ)da y 8 = "1 • EI 7 31 „ —II- TJ „ EI ■ (

Examinons le cas particulier où la poutre est chargée d’un» poids P à l’extrémité B, et d’un poids uniformément distribué sur toute sa longueur en raison de p kilogr. par mètre courant. Nous aurons alors, en observant que tant les forces normales que les forces tangentielles appliquées sur la base B sont milles,

J/-0,    S,==0,

6(x‘) = P(1— x') +5v(— «‘),   q‘(x")=-P—»(—),

$ (x) = P(l — )+ 2p(— xY, ç‘ (x)=-P—»( —xY

et, par conséquent,

, _ p ( « (L—a")(—lo‘) , y । 2 ( &(i—o)8(x—x‘) 7 |

‘ J O                     2Jo EI J

, C& Ado' , Cx A{l—x’} , ,I

Si la poutre est homogène et de section constante, les produits El, FO seront constants et pourront être portés hors du signe d’intégration, en sorte qu’on aura

œ°p(l 0)2/1 læ_xi\Axp_,(1 x\ 1 "FEI_‘ 2-6/22312/PF9_‘ 1702)

_1 /P A21 1EI2 1 6/

Pour obtenir l’abaissement f de l’extrémité B de la poutre, on doit faire dans cette formule c = l, ce qui donne

, — U ( P + — ) _ Al ( P + — )          (5) ‘ ~ El ( 3 1 8 ) 1 Fil \    ' 2 ) ‘"

On peut démontrer facilement que dans cette formule, le terme dû au glissement transversal, c’est-à-dire le terme contenant le

facteur A, est très-petit par rapport à l’autre terme, dû à la flexion , si les dimensions transversales de la poutre sont très-petites par rapport à sa longueur; en effet, si nous supposons que la section soit un rectangle ayant la base b horizontale, et la hauteur C verticale, nous aurons


I = 12 b c" ’



Q = bc,

et nous pourrons prendre

pourvu que le côté c soit égal ou plus grand que b. Si, de plus, le corps est isotrope, nous aurons

par conséquent, la formule (5) deviendra

1213 / P p_l\     31


2l 2



/ — E1)C3 38)  Ebe ou

1213 / — FA) (A ainsi, le second terme entre parenthèse, c’est-à-dire le terme qui provient du glissement, sera très-petit par rapport au premier provenant de la flexion, si les dimensions transversales du solide sont tres-petites par rapport à sa longueur, car alors — sera une fraction très-petite.


P pl

4 - 8



Si, par exemple, on a c < — , ce qui arrivera presque toujours, on voit que dans l’expression de f, les termes dus au glissement n’atteignent pas 100 de la valeur de ceux dus à la flexion.

	
	
3.    Poutre encastrée par une extrémité et simplement appuyée par l’autre (PL II, fig. 6). - Nous supposons que la poutre horizontale A B est encastrée en A et soutenue en B, en sorte que l’extrémité B devra toujours rester au même niveau que A, quels que soient les poids dont la poutre sera chargée.





Nous supposons encore qu’aucune force n'est appliquée sur la section B\ en sorte qu'on aura un moment de flexion nul pour cette section, et que l’effort tranchant sera égal à la réaction R, de l’appui B, réaction qui est censée verticale.

On peut admettre que l’appui à l’extrémité B soit enlevé, pourvu qu’on applique à ce point une force verticale dirigée de bas en haut et égale à la réaction R,; ou, ce qui donne le même résultat, qu’on applique à la section B des forces tangentielles dont la somme soit égale à R^ Alors, on aura une poutre simplement encastrée par une extrémité comme au numéro précédent, laquelle sera assujettie à la condition que l’abaissement de F extrémité B devra être nul. Pour cette poutre, l’abaissement d’un point quelconque de 1’ axe et la rotation de la section B sont exprimés par les équations (2) et (3) du numéro précédent en y faisant M, = 0 et en changeant S, en R{ ; ainsi on aura
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(l— æ’){œ—ac‘) EI
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d a‘.





= — R
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^oc'^œ — ac‘)

EI '
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Aç‘(x‘) FQ





(6)
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œ) dæ
[image: ]

0 (xc) dx

EI




Dans ces équations, la réaction Rx est inconnue; mais comme pour x — l il faut que n = 0, on a, pour déterminer R^ l’équation

[image: ]

. F 1 &(x')(l — x')

J—EI—

dx'




C‘A@‘(x‘) , -

"Fo"do‘=0.

Si, par exemple, la poutre est chargée d’un poids uniformément distribué sur toute sa longueur, en raison de p kilogr. sur chaque mètre, on aura

6 (o‘) =2 (1—R‘), Q‘ (x') = — p (l— x')

et, par conséquent,

[image: ]

ri ("‘(l—a‘) _2) o E i
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A(l— OC’) FQ
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(8)



Si, de plus, la poutre est prismatique et homogène, les quan-A tités EI, Fo seront constantes, et les intégrations pourront être effectuées, ce qui donnera, en divisant par Z,

—R3E1+ Fo)+P(8E12Fo) = ' (9)

On peut démontrer ici comme au numéro précédent que, si les dimensions transversales de la poutre sont très-petites par rapport à sa longueur, le terme de chaque parenthèse, qui contient le facteur A, est très-petit par rapport à l’autre terme et peut être négligé: on obtient ainsi

R,=9pl.                  (10) o

	
	
4.    Poutre encastrée à ses deux extrémités (PL II, fig. 7). -Nous supposons que la poutre avant d’être chargée de poids soit horizontale et encastrée par ses deux extrémités. Après l’application de la charge, il y aura sur chaque section d’encastrement un moment de flexion et un effort tranchant: on pourra donc supposer la poutre rendue libre à l’extrémité B, pourvu qu’on applique à cette section d’encastrement les forces normales et les forces tangentielles qui ont lieu effectivement. Nous appellerons Mx le moment de ces forces normales par rapport à l’axe de flexion de la section, et S, la somme de ces forces tangentielles dirigées de bas en haut, en sorte que M, sera le moment de flexion et S, l’effort tranchant pour la section B.





Ainsi, on revient encore au problème que nous avons résolu au numéro 2, avec cette différence seulement, que le moment de flexion M, et l’effort tranchant S, sont maintenant des inconnues qui doivent être déterminées per la condition que l’abaissement de l’extrémité droite de l’axe du solide soit nul, et que la rotation de cette section soit nulle aussi.

CASTIGLIANO, Théorie de l’équilibre
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On devra donc égaler à zéro la valeur de » donnée par l’équation (2) en y faisant x — l, et la valeur de 6, donnée par l’équation (3), en sorte qu’on obtiendra les deux équations suivantes :


M,"l-Pldx‘—s, . O I L




r Ç‘(l—a‘)3

u oE I
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( ‘ 0 (œ') (l — œ') J O EI.




do‘—‘AFaa‘=0

J O F^




■ C'da C‘(l—x)_C‘p(x) da JEITSErT), VEIi
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Au moyen de ces équations on déterminera la valeur des inconnues M,, S, , et en substituant ensuite cette valeur dans l’équation (2), on obtiendra l’équation de la courbe affectée par l’axe du solide après la déformation.

Supposons, par exemple, que la poutre soit homogène et de section constante, et que la charge soit composée d’un poids P à la distance a de l’extrémité A.

Nous aurons, entre C== 0 et C = a,


P (x) = P {a — x),




Ç‘ (x} = — P ;



et entre X = a et x — l,


P(x)= 0,




Q‘ (oc) — 0 ;




1 A

de plus, les quantités FI , Fo




étant constantes, les intégra



tions pourront être exécutées. Ainsi, les équations (11) deviennent


2EI

l

El




s (_I3_ À 13EI T F

72

SQE+P




a^^l — a) A a

6 EI T F Q




& = 0.

2 EI



De ces deux équations on tire

o / z3 , ai\ „Ta‘(31— 2a) ,

5 (12E1 FO r L ^eï' T ro_ 7 ° ’

( 12  , 2A\ Prai(— a) , Aa(l— a)20

\QEI r FQ) IL6E1TOF0 J

Ayant ainsi obtenu les valeurs des inconnues, on pourra les introduire dans l’équation (2) pour obtenir l’équation de la courbe élastique: cette courbe se compose de deux tronçons distincts, l'un à gauche, l’autre à droite du point d’application du poids P. Pour ce dernier, qui est compris entre a = a et æ — l, on divisera les intégrales contenues dans l’équation (2) en deux parties, dont l’une entre o‘ = 0, a‘ — a, pour laquelle on aura

0 (x‘) = p (a — æ'),        •‘ (x‘) = — P,

et l’autre entre æ' = a, æ' = a, pour laquelle on aura

•(x‘) =0,                q‘(x‘) = 0:

en exécutant alors les intégrations , on obtiendra

. ^    .  x2 (31 — æ) , Am , a? (30—a} . A a " - "1 2nI TT 3 L 6 EIM + FO 1 PLT6EII +

Suivant ce que nous avons démontré à la fin du numéro 2, si les dimensions transversales de la poutre sont très-petites par rapport à sa longueur, on peut négliger, dans chaque parenthèse des formules (12) et (13), le terme qui vient du glissement, par rapport à celui qui est dû à la flexion : on obtient ainsi

Si la poutre est chargée de deux poids P, l’un à la distance a de l’appui de gauche, l’autre à la même distance de l’appui de droite, on aura, à cause de la superposition des effets,


Si —



P a2 (3^ — 2«)   „ (l—a)2(31—2l+2a)

13

M _pa^(l — a) , p^ — aya_pa{l — a) + _ 9 p a3(31—4a) _ pa^^l—^a)


(15)



Z “     48 F I —    24 EI

Supposons encore que la poutre, étant homogène et de section constante, soit chargée d’un poids uniformément distribué sur toute sa longueur, en raison de p kilogr. par mètre. Nous aurons dans ce cas


0(x) =}»(—),




Ç‘ (x)=—P (l — æ),



en sorte qu’en substituant dans les équations (11) et en exécu-


tant



les intégrations, on obtiendra


72




2EI




\'3EI ' FQ)

2EI ' ^EI




r 2FQ



d’où l’on tire

Pour obtenir l’équation de la courbe affectée par l’axe du solide après la déformation, on substituera dans l’équation (2)

$ (o‘) = 3 P (L • 0‘)2 , o‘ (x‘) = — P (L - &‘)

— 213 —

et l’on exécutera les intégrations en regardant comme constan-1 A

tes les quantités FI , Fo , ce qui donnera

__—   002 Ç I œ 1(3 l 0) I A "

" 5 Uï 2B1 -Sl 6,7, 7 FO J

, -2(67— 410—02)A0(21—0)

c’est-à-dire, en substituant à M^ Si leurs valeurs obtenues ci-dessus, et en réduisant,

72 oc? — 2 1003 — oc4 , A x (l — x} " — P 24E1    + 2 02 ro"


(17)



L’abaissement f du point du milieu de la poutre se déduit de cette formule en y faisant x — 5 , ce qui donne

2 P , A 7 P


(18)



384BIT 8FQ ’

Supposons enfin que la poutre soit chargée de deux poids P placés à la distance a des deux extrémités, et d’ un poids uniformément distribué sur toute sa longueur : suivant le principe de la superposition des effets, les valeurs de Si, Mi, f seront les sommes de celles qu’on aurait dans le cas des deux poids P seulement, et dans le cas du poids uniformément distribué: c’est-à-dire qu’on aura, en négligeant dans la formule (18) le terme dû au glissement transversal,

Ces formules sont nécessaires pour le calcul des poutres trans

versales ou pièces de pont des ponts en fer tubulaires.

	
	
5.    Poutre appuyée par ses extrémités (PL II, fig. 8). - Soit AB une poutre chargée de poids suivant une loi quelconque continue ou discontinue, et assujettie à ses extrémités à des conditions quelconques, c'est-à-dire simplement appuyée, ou appuyée d’un côté et encastrée de l’autre, ou encastrée à chaque extrémité, ou bien encore prolongée au delà des appuis.





Nous pouvons supposer la poutre A B coupée en deux sections infiniment voisines des points d’appuis A, B, mais comprises entre ces deux points, c’est-à-dire l’une à droite de A, l’autre à gauche de B. La poutre continuera à rester en équilibre pourvu qu’à ses deux sections extrêmes on applique des forces extérieures égales aux forces élastiques qui ont lieu effectivement, en sorte qu’on pourra étudier l’équilibre d’élasticité de la poutre en la regardant comme un solide libre sollicité par les forces suivantes :

	
1° Par des poids distribués sur la poutre suivant une loi quelconque continue ou discontinue;


	
20 Par des forces appliquées sur la section extrême de gauche en A, et donnant pour cette section un moment de flexion Mo, un effort tranchant So dirigé de bas en haut, et une pression normale nulle;


	
3° Par des forces appliquées sur la section extrême de droite en B, et donnant sur cette section un moment de flexion M,, un effort tranchant Si dirigé de bas en haut, et une pression normale nulle.



Comme il est évident que la pression normale sera nulle dans toutes les sections de la poutre, nous n’aurons qu’à exprimer le moment de flexion et l’effort tranchant pour une section quelconque.

Or, si l’on considère la section C, à la distance a de l’extrémité A, et si l’on appelle

M le moment de flexion,

S l’effort tranchant,

	
0 (x) le moment, par rapport à cette section, de tous les poids appliqués au tronçon BC,


	
©‘ (xc) la dérivée de 0 (xc), c’est-à-dire la somme de tous ces poids, prise négativement, on trouve tout de suite



M = M. — S 1 (l — C) + 0 (xc) , s = S, + q‘ (cc).

On observera qu’une section quelconque divise le solide en deux tronçons et que l’effort tranchant est dirigé en sens contraire, suivant qu’on considère la section comme appartenant à l’un ou à l’autre de ces tronçons: ainsi, comme nous supposons la force S, dirigée de bas en haut, et comme 0‘ (xc) exprime aussi une force verticale dirigée de bas en haut, il est évident que S,+Q‘ (xc) exprime l’effort tranchant sur la section C, considérée comme l’extrémité du tronçon AC: si, au contraire, on voulait l’effort tranchant sur la section C considérée comme l’extrémité du tronçon B C, on aurait

— [S, + o‘ (xc)].

Pour C == 0, c’est-à-dire pour la section en A, la première des formules (20) doit donner M=M,, et la seconde S=-S, en sorte qu’on aura

M= M — S1+9(0),

	
—- S = S, + 4‘ (0),



où l'on doit observer que le symbole ©‘ (0) exprime la somme de tous les poids dont la poutre est chargée, et le symbole 0 (0) la somme des moments de ces poids par rapport à l’extrémité A. De ces deux équations on tire

S, = Mi ~ M^ — 0(0)

l 1 l ‘


(21)



s, = — M—M, -20 _$ (0).

Appelons maintenant, pour la section C considérée ci-dessus,

□ Taire et I le moment d’inertie,

E le coefficient de l’élasticité normale et F le coefficient de l’élasticité tangentielle.

Le travail de déformation de toute la poutre sera exprimé par la formule dont les dérivées par rapport à Mo, M^ donnent les rotations 60, 0, des sections extrêmes, et dont la dérivée par rapport à un quelconque des poids chargés sur la poutre, donne l’abaissement du point d’application de ce poids. Ces rotations et cet abaissement seront rapportés à la position de l’axe du solide avant la déformation, si les centres des sections extrêmes sont regardés comme des point fixes: il faut donc que les réactions S., S, soient considérées comme des fonctions des autres forces appliquées au système, ce que l’on fera au moyen des équations (21).


1 Ç‘M3

2J El




1 C1

^ + 2jo




AS1 , poda



Nous aurons donc


	
or, en
	
.     ("‘ M clM ,   , L AS dS ,

EI clMx           F70 (lM^

CI M clM ,   } Cl AS dS ,

00 — — — do —  — • — dx :

Jo El (IM^         FQ dMo

substituant dans les formules (20) la valeur de S, donnée




par la première des équations (21), on obtient


		
1/=M,7+,478—(o)4"+9(x), |

(22)

s-47,-+19),+s‘@),           |




et, par conséquent, on a


		
clM__C      üM_l — x

llM, — l ’      dM. — l ’

as _ 1 dS _ _ 1

clM\ — l ‘        clM. — l ‘




Ainsi les rotation 00, 6, deviennent


		
1 M Mx ,  , 1 (IAS        1

i p Mu—æ)asAICASa.

” U. EI      cc^       /




En additionnant ces deux équations, on obtient


		
a        Mdx




et l’on peut, par conséquent, substituer aux deux équations (23) les deux suivantes:

[image: ]

l Mx ,    . 1

EI do+i





'AS ,

—— CSC

, FQ




M de

El.




- 61.




En substituant dans ces équations à M sa valeur (22) et à S sa valeur donnée par la deuxième équation (20), on obtient




M — © (0) Çl [l ~ x) x ,   .

"p— „ —ËT~ dœ +




M1 Cl x^ ,    , 1

——  — dx + -




’ €/U 7

— dx




1 Adx , FQ




da.




(24)




Çl(l — x}




FA




l o (x) ,

L - ‘ dx

, El




Dans ces dernières, l’effort tranchant S, peut être exprimé en fonction de M,M, à cause de la première des équations (21).

Cherchons maintenant rabaissement d’un point de l’axe du solide placé à la distance x de l’extrémité A^ en supposant qu’à ce point soit appliqué un poids w.

Pour une section quelconque à la distance x' de l’extrémité A, le moment de flexion et l’effort tranchant seront exprimés par les formules




M = M, T + Mo--T— — • (0) —y— + • (oc‘).




S — 1 — F (xr),




où les fonctions P et Ç‘ ont les significations que nous avons définies ci-dessus.

Comme le poids G entre dans les fonctions 0 (xry ©‘ (xf) lorsque œ‘<x, et dans les fonctions 0 (0), 0‘(0), on peut le mettre en évidence, en faisant




0 (x') = V (x’) — ® (x — x'), F (xr) = F (xr) — w.




© (0) _ V (0) — G x,




Q‘()) == V‘ (0) — .



Les deux premières équations ne doivent avoir lieu que pour x' compris entre zéro et a, car, pour les valeurs de x1 compris
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entre o et l, les fonctions 0 (xc‘), Q‘ (x') ne contiennent point la force 5, et l’on a

6 (x‘) = v(x') ,      6‘ (x‘) = v ' (xc‘).

Ainsi, les expressions de M et S, que nous avons données ci-dessus, peuvent être mises sous la forme suivante : pour les valeurs de x' comprises entre zéro et x,

—   , x i         AC । a l OC । ,   _l x ,

M = M - Mo —7--Y (0) —,--- V (x') — G -- x',

s = M- M^ + tO + v () _ s 1—E ;

et pour les valeurs de a' comprises entre x et Z,

» = », « + M, L4 — v (0) 444 + • (a) - s LE'a,

s 2M,-M,4V0)+v@)+*s;

en sorte que si l'on fait, quel que soit x\

J =M,4+ M, 4* - v(o)444 +vte),

y _ m, —y0 4*0)+y (a),

on aura, pour x' compris entre zéro et a,

M = b — « LE œ‘

a c _ l — x

	
	
8 — 2—U   — X 1





et pour x’ compris entre x et l,

M = J — G ‘—7« a,

s= 94 G g.

Le travail de déformation de tout le-solide est exprimé par la formule

[image: ]



dont la dérivée par rapport à w doit donner l’abaissement 7 du point d’application de ce poids.

Ainsi, l'expression de cet abaissement résulte

[image: ]

ou




7) —

(25)


FA




2 rlx'



On observera que le binôme entre la seconde parenthèse serait égal à 10,, comme il résulte de la seconde équation (25), si l’intégration était étendue de zéro à l: d’où il s’ensuit qu’on peut substituer à ce binôme la quantité

, CxM—(la), , F* AS , ,

16—J."xr"d‘—J, rode’

ce qui donne à l’expression de 7 la forme suivante:

S । CoM(—x‘), C^AS , ,  . ‘="). ErdS‘—J, ro do‘_: (26)

Comme la force tu peut avoir une valeur aussi petite que l’on veut, et peut même être nulle, il est évident que l’équation (26) donnera l’abaissement d’un point quelconque de l'axe de la poutre.

Substituant maintenant à M sa valeur (22), après le changement de x en x', et à S sa valeur donnée par la deuxième des équations (20), après le même changement, on obtient

. 4, + Mq80 1—41tr—0 1 + % .474 a 1


(27)



, Cxç(o‘) (o— x') , CA,  CxAQ(A’) . ,

	
	
*J. “7 1E - 81, rodx 170, do ’ I





qui est l’équation de la courbe affectée par l’axe du solide après la déformation.

Il faut bien remarquer que S, s’exprime en fonction de Mo, M{ au moyen de la première des équations (21).            J

	
G. Poutre simplement appuyée par ses extrémités et dont les bases ne sont soumises à aucune force normale. - Le cas que nous avons considéré dans le dernier numéro est général, en sorte qu’en le particularisant on en peut déduire les formules pour les cas les plus fréquents de la pratique; en effet, si la poutre est simplement appuyée par ses extrémités et qu’aucune force normale ne soit appliquée à ses sections extrêmes, on aura seulement à faire



M,=0,    M,=0,

dans les formules obtenues ci-dessus: si la poutre est encastrée à l’extrémité gauche et simplement appuyée à l’extrémité droite, on devra faire

M. = 0

et l’on déterminera M, en exprimant que la rotation 0 est nulle : si enfin la poutre est encastrée à ses deux extrémités, on déterminera M^M{ en exprimant que les rotations 60,0, sont nulles.

Comme nous avons déjà étudié les deux derniers cas dans les numéros précédents, nous ne traiterons plus ici que le premier, c’est-à-dire celui de la poutre simplement appuyée par ses extrémités.

Nous avons vu qu'on a, dans ce cas, M,=0, M,=0; par conséquent, les formules (21), (22), (23), (24) deviennent

S= - 20) — ç‘(0),


M = — P (0)




— © (w),




‘(—O)Edc

O EI




(‘Ada JFQ_




(28)




do —




6 =-O —




—do.




‘o(l — ac‘) (x — oc') 0     EI.




*p(a‘) (AC — a') o EI




do’




O F'C




""A!l)da‘.

F'Q



Appliquons maintenant ces formules à quelques cas particuliers.

	
I.    Poutre chargée d’un poids P appliqué à la distance a de l’extrémité gauche.



On aura pour les valeurs de œ compris entre zéro et a.

0 (a) = P [a — œ),     Q‘(x)== — p^

et, par conséquent,

^(0) = Pa, Ç‘ (0) = — P',

et pour les valeurs de æ compris entre a et l.

. (x)= 0, ç‘ (æ) — 0.

A

Ainsi, la première, la deuxième, la quatrième et la cinquième des équations (28) deviennent


(29)




— P L—a
[image: ]

- do—





0 EI




C—Ej, , El de




La seconde et la sixième sont différentes, suivant qu’on les applique au tronçon de gauche ou au tronçon de droite par rapport au poids P: pour ce dernier, qui est compris entre o=a et x = l, elles deviennent



[image: ]




(30)




» = — 60 JC




_Pa ("o (I—œ)(2—a‘) g i p(°(d—a‘)(x l J. El 6 ' T J. EI



[image: ]




A , ,

Fodx‘.
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(31)





Si la poutre est homogène et prismatique, les quantités EI, A

poétant constantes, on peut exécuter les intégrations, et l’on obtient

.   Pao2(31—A) Ac —Fa2(3z— a} , Ad

"=-%0—l"L6EIFo_+P “6Fr"+Fo_ ;




Supposons a < 5 : alors cette expression de 7, qui doit avoir lieu entre x = a et x == Z, pourra donner l’abaissement fdu point du milieu de la poutre en y faisant x1 = 5 : on obtient ainsi



,   >   312 — 40 . A 7

f = P a L 48 E Ï + 270 ’


(33)



	
II.    Poutre chargée de deux poids P appliqués aux distances a de ses extrémités.



Si la poutre est chargée de deux poids P, chacun à la distance a d’une de ses extrémités, il est évident, d’après le principe de la superposition des effets, que les rotations 60,0, des sections extrêmes seront égales entr1 elles, et égales à la somme des deux rotations que nous avons trouvées ci-dessus pour le cas où un seul des poids serait appliqué au solide. De même, l’abaissement f du point du milieu de la poutre sera la somme des deux abaissements dus aux deux poids séparément, c’est-à-dire le double de l’abaissement donné par la formule (33). On aura donc, dans le cas des deux poids P, les formules suivantes:


P a (l — a) 2EI




312—4a2

24 El




+ 7o]



[image: ]



	
III.    Poutre chargée d’un poids uniformément distribué.



Si l’on appelle p le poids distribué sur chaque mètre de longueur de la poutre, on a


9(x) =>»(— ya.




©‘ (xc) = —p(l — 00) ,



et, par conséquent,

0‘ (0) = — pl.

Si, de plus, on suppose la poutre symétrique par rapport à son milieu, les rotations 00,0, des sections extrêmes seront égales et on pourra les déterminer au moyen de la cinquième formule du groupe (28) ; en sorte que ces formules deviendront

So = 51 = | p l,


(35)



M=-5po(l—a),

[image: ]




21, Ç’l—x 4LJ. El




doc—




Ç"‘(l - a)

J. El




dx




» = — ôaX —




2 Ç"‘x(l—e)

4.), El




da.




o Adx'




El




dx’ —2




• 0 F •

" A(l—g‘) ,




FQ



On observera que la poutre étant symétrique par rapport à son milieu, la quantité

x{l — x)

~EI

a la même valeur pour deux points symétriques par rapport au milieu: ainsi on aura


( 1 x(l — x)

Jo El



ag=2($a(—x)a.

El

D’ailleurs, dans l’expression de » on peut réunir les termes semblables; en sorte que les deux dernières formules peuvent être mises sous la forme suivante:

4,=3,—-8E‘n7”)an;         (36)

„=% —| r «‘u—2,r=a dx +2 A (1,3"0na; (37)

Si l'on veut déterminer l’abaissement du point du milieu de la poutre, on fera x = 5 dans la formule (37) : en changeant ensuite x' en o, en substituant à 60 sa valeur (36) et en faisant les réductions nécessaires, on obtiendra pour l’abaissement cherché, la formule suivante:

Dans la pratique, on aura souvent à appliquer cette formule aux ponts en fer à poutre rectiligne : mais dans ce cas, la poutre sera homogène et divisée en plusieurs tronçons dans chacun desquels le moment d’inertie, l’aire et le coefficient A seront constants. Par conséquent, l’application de la formule (38) sera très-facile. Pour les poutres à treillis, il arrivera que les différents tronçons dont chacun a le moment d’inertie constant, ne seront

A pas les mêmes que ceux pour lesquels est constant le rapport - ; mais cela ne rendra pas plus difficile l’application de la formule (38).

Si la section de la poutre est constante sur toute sa longueur, on peut exécuter l’intégration, et l’on obtient

5p14 Apl'pl / 513 A \ 384 EI 8FQ 8 48EIT FQ)

Si la poutre est chargée simultanément du poids uniformément distribué et des deux poids P, que nous avons considérés dans le second cas, on obtiendra les rotations des sections extrêmes et l’abaissement du point du milieu en ajoutant les résultats donnés par les formules (39) à ceux donnés par les formules (34) ; en sorte qu’on aura

Pa(l—a) p 23              1

°~ 1 “ 2EI 24 ET ‘

(40) f =   (3 12—4 a2 _AV_ P1"! 513 | A \ '     \ ‘^EI TFQ) 8 48EITFQ): )

	
9.    Poutre continue appuyée par plusieurs points. - Imaginons une poutre rectiligne appuyée par plusieurs points et chargée d’une manière quelconque. Il est évident que chaque tronçon de la poutre compris entre deux points d’appui consécutifs pourra être considéré comme une poutre isolée, appuyée par ses extrémités, chargée de poids, et sollicitée sur ses sections extrêmes par des forces normales donnant les moments de flexion qui ont lieu effectivement dans les sections correspondantes aux appuis de la poutre continue.



Or, les formules (21), (22), (24), (27) du numéro 5 font voir que lorsqu’on connaît, pour une poutre appuyée à ses extré-

CASTIGLIANO, Théorie de l’équilibre mités, les poids dont elle est chargée et les moments de flexion sur ses sections extrêmes, on peut obtenir le moment de flexion et l’effort tranchant en une section quelconque, de même que les rotations des sections extrêmes et l’équation de la courbe affectée par l’axe de la poutre après la déformation.


15



Ainsi, on voit que pour pouvoir déterminer les conditions de l’équilibre d’élasticité d’une poutre continue, il suffit de déterminer le moment de flexion pour toutes les sections correspondantes aux appuis.

C’est ce que nous nous proposons de faire dans le présent numéro, en observant d’abord que pour simplifier le discours, nous appellerons travée, chaque tronçon de la poutre compris entre deux points d’appui consécutifs.

Pour traiter le cas le plus général, nous supposerons que les appuis soient susceptibles de s’abaisser sous l’action de la pression que la poutre exerce sur eux; ou bien, ce qui produit le même effet, que ces appuis ne soient pas tout d’abord exactement sur la même horizontale.

Cela posé, soient A, B, C (PL II, fig. 9) trois points d’appui consécutifs, qui étaient d’abord sur une même horizontale, et appelons a, 3, y les abaissements extrêmement petits de ces points par rapport à leur position initiale.

Les angles que les droites AB, BC font, après la déformation, avec l’horizontale seront

B — %   7 — P

l ‘ l‘

et, par conséquent, l’angle JB C, compris entre la droite BC et la droite A B prolongée sera

y—8 _ p —«

V l •

Soit maintenant DH la position définitive de la section, d’abord verticale, correspondante à P appui B. Suivant ce que nous avons dit ci-dessus, si l’on appelle M,,M,,M, les moments de flexion pour les sections correspondantes aux appuis, on pourra regarder la travée AB comme une poutre isolée, appuyée par ses extrémités, chargée de poids, sollicitée sur les sections extrêmes par des forces normales donnant les moments de flexion

Mo,M1, et dont la section en B était, avant la déformation, dirigée suivant la droite BU normale à l’axe A B. De même, la travée BC pourra être regardée comme une poutre isolée, appuyée par ses extrémités, chargée de poids, sollicitée sur ses sections extrêmes par des forces normales donnant les moments de flexion M,,M, et dont la section en B était, avant la déformation, dirigée suivant la droite BH" normale à la droite B C.

On voit, dans la figure, qu’entre les trois angles H B H’,HBH", I' B H", on aura la relation

H'B H" = H B U" — H B IB ;

et comme 1’ angle H'B H" est égal à 1’ angle JB C que la droite B C fait avec le prolongement de la droite A B, il en résulte


% — 3 B — a _

~7     z —




H B H" — H B H'.



Si l’on appelle L le travail de déformation de la travée A B exprimé en fonction des deux moments de flexion M,,M, , et L' celui de la travée B C exprimé en fonction de la travée B C, on sait, par le théorème des dérivées du travail, qu’on a


H B IB —




CL

a^ ‘



H T’

IIB II" — — ,

en observant que le signe négatif dans la première expression est dû à ce que la rotation, qui fait passer la section B H' en BII, a lieu en sens contraire à celui que nous supposons au moment de flection M, , considéré comme appliqué à l’extrémité de la travée AB. Substituant dans l’équation précédente, on obtient

2—B—«dLdL‘ .

I' l dMi (IM^            (4)

Considérons maintenant dans la travée A B une section G à la distance o de l'extrémité A, et appelons / (0) la somme de tous les poids dont le tronçon G B est chargé, et 9 (x) la somme des moments de ces poids par rapport à la section G. Suivant les formules (22) du numéro précédent, les moment de flexion et l’effort tranchant sur la section G seront exprimés par les formules

M= M, LE + M, T - 9 (0) tac + o (xc) , s — A,—M, + 940) + q (0).


(42)



l l

Le travail de déformation L pour la travée A B étant exprimé par la formule

il s’ensuit


dL _1C‘ Mæ dM~ l LJ El
[image: ]

AS,

F a dæ




De même, si l'on considère dans la travée B G une section K à la distance y de l’appui C, et si l'on appelle V' (y) la somme de tous les poids distribués sur le tronçon B K et V (y) la somme de leurs moments par rapport à la section K, on aura, pour exprimer le moment de flexion et l’effort tranchant dans cette section les formules

.6 = M^ ^~y + M, 7 - Y (0) 4—U + y (y), h                    h


(43)



y - M, —, + 1(0) + v (U) .

Le travail de déformation de la travée B C est exprimé par la formule


1 Ç't 2J.



» Fody ;

par conséquent, on aura

dL. 1 F Cl ^V , CAS _______ ___ _ I ___________ C Y | I__ ________ El J o EQ


dy



Substituant donc dans l’équation (41), on obtient

Cette équation entre les trois moments de flexion M0, Mx, M2, peut être facilement développée, en substituant à M, S, Jb, & leurs valeurs données par les équations (42) et (43).

C’est la généralisation de la célèbre équation de Clapeyron.

Supposons que la poutre comprenne n travées, c’est-à-dire qu’elle soit soutenue en n—1 points. Si la poutre est simplement appuyée par ses extrémités, c’est-à-dire si les moments de flexion sur les appuis extrêmes sont nuis, on n’aura qu’à déterminer les moments de flexion sur les n — 1 appuis intermédiaires, et l’on n’aura, par conséquent, que n — 1 inconnues.

Or, en appliquant l’équation (44) d’abord à la première et à la seconde travée de gauche, ensuite à la seconde et à la troisième, etc., on obtiendra précisément n — 1 équations, dont chacune contiendra trois moments de flexion, c’est-à-dire trois inconnues, à l’exception de la première et de la dernière qui contiendront deux seules inconnues, car les moments sur les sections extrêmes sont nuis.

Si la poutre était encastrée à ses extrémités, les moments de flexion sur les sections extrêmes n’étant plus nuis, on aurait n—1 inconnues, qui seraient toutes contenues dans les n—1 équations obtenues par l’application de la formule (44): ainsi, ce groupe d’équations ne suffirait pas pour la détermination de toutes les inconnues, et il faudrait le compléter en exprimant que les sections extrêmes restent verticales.

Or, la rotation de la section A de la travée AB est exprimée par la formule

--$,-IL*744-:454]. H

et la rotation de la section C de la travée B C est exprimée par la formule

mais comme l’axe de la travée AB s’est incliné de l’angle

B — &

l

par rapport à l’horizontale, et que l’axe de la travée B C s’est incliné pareillement de l’angle

7—

il faudra, pour que les sections en'A et C soient restées verticales, qu’on ait

A-1,=0,      1-8+9,=0

	
	
•                                                                               • 1





et en substituant à 00,02 leurs valeurs (45), (46), après avoir multiplié la première équation par l et la seconde par l,, on obtiendra

‘AS,


(47)



— Cl æ, 0 FQ


(6 (‘1 — y)

El




----dy.

o FQ




(48)



En appliquant la formule (47) à la travée extrême de gauche, et la formule (48) à la travée extrême de droite, on aura les deux équations complémentaires pour la détermination de tous les moments de flexion.

Dans la pratique, le cas le plus fréquent des poutres soutenues en plusieurs points, est celui des ponts en fer à poutres droites ; où il n’y a jamais l’encastrement sur les sections extrêmes, et où les abaissements des points d’appui, c’est-à-dire des piles ou des culées sont nuis ou insignifiants; en sorte qu’on a seulement alors à appliquer la formule (44), en y faisant &=0, 3=0, 7=0, ce qui la réduit à la forme suivante:


i LJ. Iî dæ+J. +0. a “+J.       0

En substituant dans cette équation à M, S^ 06. fleurs expressions données par les formules (42), (43), on obtient une équation entre les trois moments Mo, M^ M, ; et en faisant, pour abréger,
[image: ]

cette équation devient


M.B^-M^C^C^M^B^^^B-D + ^^B^D., (50)

Il est important d’observer que les quantités B, C, B,, C, sont indépendantes des poids dont la poutre est chargée, de façon que lorsqu’ on voudra étudier différents cas de charge sur une poutre donnée, ces coefficients ne devront être calculés qu’une seule fois. Au contraire, les coefficients B, Di. dépendent des poids dont la poutre est chargée et devront être calculés pour chaque cas.

Généralement, dans les poutres principales des ponts en fer, le moment d’inertie reste constant sur un tronçon, ensuite il change brusquement et reste constant pour un tronçon successif, et ainsi

A

de suite : la même chose a lieu pour la quantité o ; seulement lorsque la poutre est à treillis, les sections dans lesquelles a lieu le changement du moment d’inertie ne sont pas les mêmes que A

celles où a lieu le changement de la quantité —. Ainsi, pour les cas ordinaires de la pratique, le calcul des coefficients B,C^D, B',C,D' sera très-facile.

. Nous allons maintenant examiner quelques cas particuliers de charge, lorsque la poutre appuyée par plusieurs points, est homogène et a partout la même section.

A

Les quantités E I, 7o étant alors constantes, on peut exécuter les intégrations, et l’on obtient

1/_Z^___A)               ___A) )

~l\6EI           "Te\6zI FO)'/

13EIFQ/'    1 1, 3EIFQ)' )

D= | [ni J,’ o(ac)andx+AoJ‘ ç’(ac’) do] ; », =} ENS,’ vludv + AJ, "v() a v]

Or, on a

I ‘4‘(œ)dz=ç() — ç(0),‘y(y)dy=v(l,)—1(0);

ainsi, puisque 0 (Z) = O, V (la) — O, on déduit

I ‘ o‘ (0) do = — $ (0),     | "1 v (y) d y = — v (0),

D-ILA--- 47] D,=lDh£ewv"—490]

, par conséquent,

6(0)B-D=Lo(0) — (’q(x)æda, | (52) v(0).B, - D,=tkr [Gv(0) — h^vav]- )

Supposons, par exemple, que la travée A B soit chargée d’un poids P appliqué aux distances a, b des appuis A, B, et la travée BC d’un poids Pi aux distances a^pi des appuis B, C (Pl. II, fig. 10). Pour la travée A B, nous aurons entre x = 0 et a = a

ç(xc) = P [a — xc),

et, par suite,

	
•(0) = Pa-



entre x = a et x — l, on aura

ç(x) = 0:

il résulte donc

^{x}xdx—P\ (a — x)xdx — — , Jo                    ‘ 0                         0

et, par conséquent,


(i>^B — D =




1 Pa^- a^

l ^>EI



On obtient de la même manière

1 (0) B   D — 1 Piball 1___b) Y)P1   —1 l, G El et l’équation (50) devient

l \GEI ~       1 IL 3EI" FQK L \GEI FQ

(53)

GlEIG^EI'            )

Si l'on néglige, dans le premier membre, les termes dus aux forces élastiques tangentielles, c’est-à-dire les termes contenant A le facteur — , cette équation se simplifie beaucoup, et en la multipliant par G El, elle devient

M,1+2 M, (1+1,) + M,1, =—^L—d2) + RDlh—02). (54) l l.

Supposons encore que les travées A B, B C soient chargées de poids uniformément distribués, la première en raison de p kilogr. et la seconde en raison de pv kilogr. par mètre courant ; nous aurons ici

9() =}p(—a),   V()=}»(—v),

•(0) =}pt          v(0)=}p,P,, et, par conséquent, ( ç(x)adz=3,( (1—)œdc = 171,

J" v()udv =2P, "(L—vyydy=2p,r, oo)p—D—h%   M-Dl = ^.

Substituant ces valeurs et les valeurs (51) dans l'équation (50), celle-ci devient

Mo/___A\_l+1/ll, LA)\_M2/_13, A\A1 pl3—2,23. I \6EI FQT 1 ll, 3EIF0/ 1, (6EI FQ) 24 El ’ et si l'on néglige, de plus, dans le premier membre, les termes A contenant le facteur Fo , qui seront généralement très-petits par rapport aux autres, cette équation se simplifie encore, et devient, après l’avoir multipliée par ^EI,

M,1+21/,0+1)+M, =PÜ4PP. (56)

C’est l’équation très-importante donnée par CLAPEYRON, et qui a permis d’introduire dans la pratique ordinaire le calcul des ponts en fer à poutres continues.

	
	
S.    Formules pratiques pour le calcul des ponts en fer à une seule travée. - Diagramme des moments de flexion et des efforts tranchants lorsqu’on considère un poids uniformément distribué parcourant le pont. - Pour le calcul des ponts en fer à une seule travée, on suppose, en général, une charge uniformément distribuée sur une partie plus ou moins grande du pont.





Soit AB B' A' (Pl. II, fig. 11) une poutre rectiligne, horizontale, appuyée par ses extrémités et chargée sur le tronçon CD' d’un poids uniformément distribué en raison de p kilogr. par mètre de longueur.

Si l’on appelle

l la longueur de la poutre,

a la longueur du tronçon A' G',

b la longueur du tronçon chargé A 'D', on trouve que les réactions des appuis A^B, sont

	
	
	
—2l — a —b —    ,a —b R^p^b-d)--21--,   R^=p{b- a) 20







Le moment de flexion, par rapport à une section à la distance œ de l’appui A, sera

M — — Rtæ, si a < a,

M = — Rxæ + 2 (x —- a^^ si œ est compris entre a et b,

M = — R2(l — x), si x est compris entre b et l.

Par conséquent, si l’on prend la droite A' B' comme axe des O, l’origine étant en Af et si l'on décrit le diagramme des moments de flexion, c’est-à-dire une courbe dont les ordonnées soient proportionnelles aux moments de flexion, on voit que ce diagramme se composera de deux droites A'E, F B' et d’un arc B G F^ qui appartient à une parabole ayant pour axe la verticale GG\ comme on peut le reconnaître par son équation

ce qui montre que la parabole passe par le point E de la droite A' E et qu’elle est tangente à cette droite: de même, en faisant x—b, dans l’équation (57) et dans sa dérivée, on voit que la parabole passe par le point F et qu’elle est tangente à la droite FB’.

On observera que le paramètre de la parabole à laquelle ap-2

partient l’arc E G F est 7 , quelles que soient les longueurs a et b : d’où il suit, que la parabole s’élèvera d’autant plus que la longueur a sera plus petite et la partie surchargée C D' plus grande; et que, par conséquent, le moment de flexion dans une section quelconque de la poutre atteindra son maximum dans le cas où la surcharge de p kilogr. par mètre de longueur sera étendue sur toute la poutre.

Donc, dans la pratique, on prendra pour diagramme des moments de flexion^ un arc de parabole passant par les extrémités A,B de la poutre ayant son axe vertical, et dont lepa-rametre soit-.

p

Déterminons maintenant le diagramme des efforts tranchants, c’est-à-dire la courbe dont les abscisses sont les distances a, et dont les ordonnées donnent, pour chaque section, le plus grand effort tranchant qui puisse avoir lieu en faisant varier les longueurs a et b.

Comme les efforts tranchants sont les dérivées des moments de flexion, il est évident que l’expression de l’effort tranchant sera la suivante:

S= — Ri, pour le tronçon AC,

S=—Ri-{-2j(æ — a), pour le tronçon CD, S — R^, pour le tronçon DB;

c’est-à-dire que lorsqu’il y a seulement le tronçon CD chargé, le diagramme des efforts tranchants se compose, d’une droite III parallèle à l’axe des a ayant l’ordonnée proportionnelle à — Ri, d’une autre droite IL ayant le coefficient angulaire proportionnel à p, et enfin d’une troisième droite L P parallèle à l’axe des œ et ayant l’ordonnée proportionnelle à + R,. Le point G' où la droite IL coupe l’axe des x correspond à l’abscisse qui rend nulle la dérivée du moment de flexion, c’est-à-dire à la section où il y a le plus grand moment de flexion dans l’hypothèse de charge que nous considérons.

Dans la pratique, on porte généralement au-dessous de l’axe des x la partie du diagramme des efforts tranchants qui se trouverait au dessus, comme on voit en G'L'P'.

Il faut maintenant chercher les lieux géométriques des points I, L' en faisant varier a et b. Or, on voit d’abord que si l’on fait varier les quantités a,b en sorte que la différence b — a reste constante, c’est-à-dire si l’on fait parcourir à la charge toute la longueur de la poutre, les lieux géométriques des points I, L' seront deux courbes parfaitement égales entr’ elles, et symétriques par rapport au milieu de la poutre; et il suffira, par conséquent, de chercher le lieu du point L'.

Si maintenant on fait diminuer a en conservant constante la quantité b, on voit que est proportionnelle à


sommet L' croit, car elle



—62 — a

R2 — 2 07


valeur de l’ordonnée DL' correspondra



Ainsi, la plus grande à a = 0, et sera

21

En prenant les valeurs de b pour abscisses, et celles de S pour ordonnées, il résulte de cette équation, que les plus grands efforts tranchants dans les différentes sections varieront suivant les ordonnées d’une parabole AQT ayant l’axe vertical tangent 21 à l’axe des x dans le point A, et dont le paramètre sera —.

Comme on doit considérer une autre parabole égale à la première et symétrique par rapport au milieu de la poutre, on voit, qu’en définitive, le diagramme des efforts tranchants dus à la surcharge se composera de deux arcs de parabole Q U et Q T.

	
9.    Diagramme des moments de flexion et des efforts tranchants, lorsqu’on considère simultanément le poids permanent et la surcharge. - Le poids permanent des ponts en fer est généralement regardé comme uniformément distribué sur la longueur du pont.



Supposons donc que le poids permanent d’un pont en fer soit de p{ kilogr. sur chaque mètre de longueur, et la surcharge mobile de p kilogr. Il est évident que si l’on considère le seul poids permanent, qui est une charge fixe, le moment de flexion, à la distance x de l’appui A, sera

— -p^l — x) :

or, nous avons vu que pour la surcharge seule, on a le plus grand moment sur la section considérée, lorsque la surcharge est distribuée sur tout le pont, en sorte que la valeur de ce moment sera

— Apo(l — xc) :

ainsi, lorsqu’on considérera simultanément la charge permanente et la surcharge, le plus grand moment de flexion sur la section à la distance x de l’appui A^ sera

— 5 (Pi + P) œ(l — œ).

c’est-à-dire que le diagramme des moments de flexion sera un arc de parabole passant par les extrémités de la poutre ayant

2 son axe vertical, et dont le paramétré sera-- •

Passons aux efforts tranchants.

Pour la section à la distance x de l’appui A, le seul poids permanent donne l’effort tranchant

— Pi 2—0)

Mais pour la surcharge mobile, nous avons vu que le plus grand effort tranchant qu’on puisse avoir sur la section considérée est

si la section est comprise dans la moitié de droite de la poutre, c’est-à-dire si l’on a a > 5 : ainsi, pour toutes les valeurs de a satisfaisant à cette condition, le plus grand effort tranchant dû au poids permanent et à la surcharge mobile sera

—Pi 2—0)

Donc, le diagramme des efforts tranchants, pour la moitié

droite de la poutre, sera un arc de parabole ayant Vaœe verpoutre, le diagramme se composera d'un arc de parabole symétrique à celui de la moitié droite. Pour tracer facilement ce diagramme, on observera que son ordonnée est


tical et le paramétre égal à —-




et pour la moitié gauche de la



pl

8 ’

pour le point du milieu de la poutre, et

2,+p,

2      ’ pour les extrémités, comme il résulte de la formule précédente en faisant successivement 0 = 5,0 = l.

	
10.    Diagramme des moments de flexion et des efforts tranchants dans le cas d’un seul poids P parcourant le pont. - Lorsque le poids se trouve à la distance x de l’extrémité A (PL II, fig. 12), on a, dans la section sur laquelle se trouve le poids, le moment de flexion



M==p@(—R),           (58) l

et le diagramme des moments de flexion, pour cette position du poids, se compose de deux droites AD, DB, en supposant que l’ordonnée CD représente le moment de flexion sur la section C. Le diagramme des plus grands moments de flexion, lorsque le poids P parcourt le pont, est le lieu géométrique du point D; or, ce lieu est évidemment représenté par l’équation (58), d’où il suit, que le diagramme cherché est un arc de parabole passant par les extrémités A^ B, ayant son axe vertical, et dont le paramètre est

l

P'

Dans le cas d’une charge uniformément distribuée sur tout le pont en raison de P kilogr. par mètre linéaire, nous avons vu que le diagramme des moments de flexion est encore un arc de parabole satisfaisant aux mêmes conditions que l’arc défini ci-dessus, mais dont le paramètre est

2 .

ainsi, les deux paraboles coïncideront lorsqu’on aura

122 P p‘

ou

pl=2P, p =

On voit donc que, par rapport aux moments de flexion, un poids P, parcourant le pont, produit le même effet qu'un poids double uniformément distribué sur toute sa longueur.

Passons aux efforts tranchants.

Lorsque le poids P se trouve à la distance x du point A, l’effort tranchant pour toutes les sections du tronçon A C est égal à la réaction du point A, c’est-à-dire à

p l AC

et pour toutes les sections du tronçon B C, il est égal à la réaction de l’appui B, c’est-à-dire à

P a •

l ‘

en sorte que le diagramme des efforts tranchants, se compose de deux droites EF^GII parallèles à l’axe des œ.

Pour avoir le diagramme des plus grands efforts tranchants lorsque le poids P parcourt le pont, il faut chercher le lieu géométrique du point F pour la moitié gauche du pont, et répéter ensuite ce lieu, symétriquement, sur l’autre moitié. Or, l’effort tranchant représenté par l’ordonnée C F étant

sepL—C

et, par conséquent, linéaire par rapport à x, il s’ensuit que le lieu géométrique du point F est une droite. Comme, de plus, l’équation précédente donne

S = P, pour œ = 0, et

S=0, pour a = l,

on voit que la droite représentée par l’équation précédente, passe par le point B^ et que son ordonnée AI est proportionnelle à P. Au point du milieu, c’est-à-dire pour a = 5 , l’ordonnée sera la moitié de Al. Ainsi, le diagramme des plus grands efforts tranchants se compose de deux droites IL, L N passant respectivement par les extrémités B^A.

	
11.    Diagramme des moments de flexion et des efforts tranchants pour les ponts en fer. - Nous avons vu que le poids uniformé-ment distribué sur toute la poutre, qui donnerait pour les moments de flexion le même diagramme que l’on obtient pour le poids P parcourant le pont, est déterminé par l’équation



pl = ^P.

Multipliant par | les deux membres de cette équation, on obtient

pP _ Pl.

	
8       4 1



2 72

or, g est le plus grand moment de flexion dû à la charge unique le poids P peut produire en parcourant la poutre; d’où l’on voit, que le poids uniformément distribué, qui serait équivalent, par rapport aux moments de flexion, au poids P parcourant la poutre, peut être déterminé par la condition que le plus grand moment de flexion soit le même dans les deux cas.

Cette propriété a été étendue dans la pratique pour simplifier le calcul des ponts en fer destinés au passage des voies ferrées. Car, comme les trains qui doivent parcourir le pont n’ont pas un poids uniformément distribué, on cherche le plus grand moment de flexion qu'ils peuvent donner, et l'on calcule le pont comme s'il devait être chargé d'un poids uniformément distribué sur toute sa longueur, et capable de donner le moment maximum calculé pour le passage des trains. Si l’on appelle M ce moment, on voit que le poids uniformément distribué qui donne le même moment maximum, sera déterminé par l’équation d’où l'on tire

[image: ]



p étant le poids sur chaque mètre de longueur.

Mais on voit, par ce qui précède, que ce raisonnement admissible pour les moments de flexion, ne pourrait pas l’être pour les efforts tranchants; car, dans le cas d’un seul poids parcourant le pont, nous avons trouvé que le diagramme des efforts tranchants se compose des deux droites 1L, L N donnant, pour le milieu de la poutre, un effort qui est la moitié de celui qu’on a aux extrémités ; tandis que dans le cas de la charge uniformément distribuée équivalente, sous le rapport des moments de flexion, au poids P parcourant le pont, le diagramme des efforts tranchants se composerait de deux droites IL’, L'N donnant un effort nul au milieu de la poutre et, par conséquent, des efforts plus petits que ceux dus au poids P, pour toutes les autres sections.

Nous croyons donc que, pour les efforts tranchants, il faudrait, dans chaque cas particulier, considérer le train le plus pesant destiné à parcourir le pont, et déterminer le diagramme en supposant que ce train parcoure le pont.

	
	
12.    Flèche de flexion au milieu des ponts en fer à une seule travée, chargés d’un poids uniformément distribué. - Pour ce





CASTIGLIANO, Théorie de V équilibre


16



— 242 —

cas, nous avons trouvé au numéro 6 la formule (38) c’est-à-dire

i                                                 i

	
	
	
• —2 p a3 (l — AC) dæ _202A(—2x)dx







1 2J. EI 12J. 2F0

laquelle montre que la flèche f se compose de deux parties, l'une

i

,__P Ça x? {I — x) dæ 2J0 EI ’

due à la flexion, l’autre

L

#r_2 s2 A(l — 20) dæ ‘ 02J0 2F9

due au glissement.

Ces formules ont été obtenues pour les poutres symétriques par rapport à leur milieu.

Or, si nous supposons la poutre divisée en tronçons symétriques deux-à-deux par rapport au milieu C, et tels, que les deux extrêmes AD, BP (Pl. II, fig. 13) aient le moment d’inertie constant et égal à I,; les deux suivants DG^ P N le moment d’inertie I,; les autres GH, NL le moment d’inertie I3, et le dernier HL le moment d’inertie 1^, on pourra exécuter les intégrations de l’expression de f\ et l’on obtiendra
[image: ]

Pour calculer f" nous supposerons que la poutre soit divisée en tronçons égaux et symétriques deux-à-deux par rapport au

A                      A milieu, et tels, que le rapport 0 ait les valeurs ci-après, savoir : o‘ pour toutes les sections des tronçons extrêmes AD', BP' (Pl. II, fig. 14); 0f pour toutes les sections des tronçons D' G', P' N' ; Q,

A

pour celles des tronçons G' H', N' L' ; et enfin o, pour celles du tronçon central H' L’ : on pourra alors exécuter les intégrations dans l’expression de f", et l’on obtiendra

A I - b.

A,b, A^ — b,) LA,(b, — b,) _ 1 4 12 A 0,100. 0,11 19,

A,63,_A,(02,—b3,)_A,(b2,—b3,) 1 4.4___2

Q, T Q, 1 9, 1 Q,

En général, il arrive que les poutres à paroi pleine sont divisées dans les mêmes tronçons, tant par rapport aux moments de flexion que par rapport aux efforts tranchants ; en sorte qu’on devra changer b en a dans l’expression de f", ce qui, du reste, ne donne aucun avantage pour le calcul.

Au contraire, dans les poutres à treillis, cette coïncidence n’a presque jamais lieu; et c’est pour cette raison que nous avons distingué les deux parties f, f" de la flèche de flexion.

Il est bien entendu que lorsqu’il s’agira d’une poutre à treillis, la formule (38) devra être modifiée, en substituant au coefficient F de l’élasticité tangentielle le coefficient E' de l’élasticité longitudinale des barres du treillis, et à la section Q de la poutre, la section • des barres du treillis.

	
	
13.    Ponts en fer à poutres continues. - Dans les ponts en fer à une seule travée, le moment de flexion et l’effort tranchant, dans une section quelconque, dépendent seulement de la charge et non des dimensions transversales de la poutre. Au contraire, dans les ponts en fer dont les poutres principales s’étendent d’une culée à l’autre, sans être interrompues sur les piles, il résulte des formules (44) et (50) données au numéro 7, que les moments de flexion sur les piles, et, par conséquent, le moment de flexion et l’effort tranchant dans une autre section quelconque, dépendent aussi des dimensions des sections de la poutre.





Or, comme ces dimensions sont précisément les inconnues qu’il s’agit de calculer, on voit qu’il se présenterait une grande difficulté, si l’on voulait résoudre le problème d’une manière directe. C’est pour cela que, dans la pratique, on s’est toujours borné jusqu’ici à calculer les poutres continues au moyen de la formule (56) qui se déduit de la (50) en supposant chaque travée chargée d’un poids uniformément distribué, en négligeant les déformations dues au glissement transversal, et en supposant enfin constant, d'une extrémité à l'autre de la poutre, le moment d’inertie de la section.

Cette marche est sans doute la seule rationnelle pour un premier calcul, car elle permet de déterminer approximativement le moment de flexion et l’effort tranchant dans une section quelconque sans connaître les dimensions de la poutre. On peut ensuite, au moyen des résultats obtenus, diviser chaque travée en plusieurs tronçons, en donnant à chacun une section constante, mais telle, qu’il puisse résister aux plus grands efforts auxquels il doit être soumis.

Ordinairement on se borne à cette opération ; mais il est clair que, pour déterminer les véritables efforts qui auront lieu dans la poutre, il faudrait reprendre le calcul, et déterminer une seconde fois le diagramme des moments de flexion et celui des efforts tranchants en tenant compte de la variation, tant du mo-

A

ment d’inertie que du rapport o . Ce second calcul ne présente aucune difficulté, car la poutre étant maintenant divisée en tron-A

çons, dont chacun a le moment d’inertie,et le rapport — constants, les intégrations nécessaires pour l’usage de la formule (44) n’offrent aucune difficulté.

Nous observerons encore que, ordinairement, les ponts en fer à poutres continues n’ont pas toutes leurs travées égales, car on fait les deux travées extrêmes égales entr’elles, mais un peu plus petites que les autres.

Enfin, nous ajouterons que lorsqu’on doit calculer un pont en fer à poutres continues, il suffit dans la pratique de considérer les cas des travées chargées une à une, et des travées consécutives chargées deux-à-deux.

Pour calculer l’abaissement f du point du milieu d’une travée quelconque d’une poutre continue, nous nous servirons de la formule (25) donnée au numéro 5, en y faisant œ = 5 , ce qui donne, en supprimant l’accent à x’ sous le signe d’intégration,


lAS , irodo



[image: ]



C^Mæ , . C‘MI(l—x)

J. zidm-Jni


dx



2

cette flèche f se compose, comme on le voit, de deux parties, dont l’une

[image: ]

‘2 Mo

0 El





dæ+\,EIdX

2             —



est due à la flexion seule, et l’autre

C^AS , ClAS ) FOd-JIFo

2

est due au glissement.

Puisque nous supposons ici que la travée considérée soit chargée d’un poids uniformément distribué, nous devrons faire, dans l’expression (22) du numéro 5,

0(0) = 9pl, 0(x)= 9 p(l — x)3, ce qui donnera

M=M,‘“+M,9-3p(—a)a,

et, par conséquent,


s=Mi—Mo — p
[image: ]




Ces deux dernières formules servent pour déterminer le moment de flexion et l’effort tranchant dans une section quelconque, lorsqu’on a déterminé les moments de flexion sur les piles.

Substituant dans les expressions de f‘, on obtient


" (l—a)da

1 El

2            —



M, ( 2 (l—x)ædu

21 J 0 El

M, Ç^æ^dæ —œ}ædx

	
AI__M, — M ÇiAdæ Ç2Adæ 21 Jo FQ FQ —          s — , 2 ( 2 A{1 — 2x)da _ p A(l—2x)da 1.2 J. 2FQ Jz 2F □


	
Ces formules se simplifient, en général, dans la pratique, soit qu’on les applique aux travées extrêmes, ou aux travées intermédiaires, comme il résulte des considérations suivantes: 1° Travées extrêmes. - Examinons, par exemple, la travée de gauche: alors on a M,= 0, et, par conséquent,





	
- z                        _ C^x^dx . (l — x\xdx J. wrJi El



2                          ___

2  ( ^(l — æ) x^dœ . C (l — xVxdx

	
	
2 J. 2FQ JL 2Fïi '





2° Travées intermédiaires. - Ces travées sont généralement, comme nous l’avons déjà dit, toutes égales entr’elles et, de plus, symétriques par rapport à leur milieu: dans ce cas, on a plusieurs simplifications ; car si l’on fait l — x = y dans les intégrales prises entre 5 et Z, c’est-à-dire si pour ces intégrales on prend pour origine l’extrémité droite, on obtient


"(—aa=(vdy,

I El       3 o El

2



l

" (l — x^xdx _ s * (l — y} y dy z El J El

A (l —20) dæ__(2 A {l


— 2y) dy

2FQ



2FQ — 7)

et comme, à cause de la symétrie, ces intégrales en y sont égales aux intégrales qui résultent du changement de y en x, on obtient les formules


Mo—M, 21



( 2 (l—x)ada . ( 2 x^dx . 2 Ç 2 (l — x) 003 dx

El J. El           El

i

,    ( 2 A(1 — 20),

dont la première se simplifie encore, et devient

l               l e_ M— M, (" 2 x d x _2 p 2 (C — a)a3 dx

2 Jo El 12J0 El

L’application de ces formules est très-facile dans les cas pratiques, car chaque travée sera généralement divisée en plusieurs tronçons, dont chacun aura la section transversale constante.

Nous répéterons ici, comme pour les ponts à une seule travée, que lorsqu’il s’agira de poutres à treillis, il faudra, dans l’expression de f", substituer au coefficient F de l’élasticité tangen-tielle, le coefficient Ef de l’élasticité normale des barres du treillis, et à la section transversale de la poutre, la section de ces barres.

Quant au coefficient A^ nous avons donné les formules pour le calculer, tant dans le cas des poutres à paroi pleine que dans celui des poutres à treillis.

	
	
	
14.    Considérations sur la formule (25). - Nous allons montrer qu’on peut passer tout de suite de la formule (25) à l’équation (44).







En effet, le premier terme de la formule (25), c’est-à-dire
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se rapporte au tronçon A C (PL II, fig. 8), tandis que le second terme


a (‘M(l —x')

l LJ. El




de'—J.A&dx]



se rapporte au tronçon B C : or, nous pouvons écrire ce second terme sous la forme suivante :

--""a—-#-—-]

par conséquent, en faisant l — x’ — y’, l — x=y et en renversant les limites des intégrales, ce qui exige qu’on change le signe des termes, on obtient

x F (y My' , Cy A S , ILJ. AI"TJ. FO"-

On peut, pour plus de clarté, changer dans cette formule M en 1b. et S en S. pour distinguer le moment de flexion et l’effort tranchant ayant lieu sur les sections du tronçon CB, des quantités semblables qui se rapportent aux sections du tronçon A C. Ainsi la formule (25) pourra être mise sous la forme

y r              , Cœ AS , "=i, nrdE+J. rod"

U. AIWMTJ. ro.d

Nous savons qu’on peut exprimer le moment de flexion M et l’effort tranchant S, pour une section quelconque du tronçon AC, en fonction des poids dont il est chargé, et des moments de flexion ayant lieu sur les sections A, C-, et que de même, le moment de flexion 06 et l’effort tranchant S. pour une section quelconque du tronçon B C, peuvent être exprimés en fonction des poids dont il est chargé, et des moments de flexion sur les sections BC: d’où il suit qu'on pourra exprimer l’abaissement” du point C en fonction de trois moments de flexion, c’est-à-dire de ceux qui ont lieu aux extrémités de la poutre, et de celui qui a lieu sur la section C.

On doit observer que la formule (25) donne l’abaissement n du point C en supposant que les extrémités de la poutre ne puissent s’abaisser; ou, autrement, elle donne l’abaissement du point C rapporté à la ligne droite joignant, après la déformation, les centres des sections extrêmes de la poutre ; ainsi, si les extrémités A, B s’abaissent respectivement des quantités a, y pendant la dé-

formation, et le point C de la quantité 3, il est évident que l’abaissement de ce point par rapport à la ligne droite joignant, après la déformation, les centres des sections extrêmes, sera, en observant que 0 — y = l.
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(B—7)a—(B — a)y l



En substituant donc à 1 cette valeur dans la formule obtenue OC y ci-dessus, et en divisant ensuite par ——, il résulte

y — B B— &    1Ca Ma' , , C&AS n

y 0 C LJo El J 0 F^i J

	
1    r cy 0b Vr (AS IL), EIOU—J. Po dv‘_



Si l’on veut maintenant appliquer cette formule aux poutres continues, on considérera les deux travées consécutives AB, BC comme formant une seule travée, ce qu’on peut faire en admettant qu’on ait enlevé l’appui B, et qu’on y ait substitué une force verticale dirigée de bas en haut. Alors, pour avoir une relation entre les moments de flexion sur les trois appuis A, B, G on n’aura qu’à changer a en l et y en q dans la dernière formule, ce qui conduira, tout de suite, à l’équation (44).

CIIAPITRE VIII

Théorie des poutres à axe rectiligne, chargées debout

	
	
1.    Courbe suivant laquelle fléchit une poutre verticale chargée debout. (PL II, fig. 15). - Soit A B une poutre à axe rectiligne et vertical, encastrée par son extrémité inférieure, dont les axes principaux d’inertie des sections soient contenus dans deux plans perpendiculaires entr’ eux et coupant le plan horizontal suivant les deux droites perpendiculaires XX’, Y Y'.





Supposons que sur la base supérieure soient appliquées:

1° Des forces verticales dirigées de haut en bas, ou, si l’on veut, des poids distribués uniformément sur chaque ligne parallèle à l’axe XX', et linéairement sur chaque ligne parallèle à l’axe YY'.

2° Des forces tangentielles parallèles à l’axe Y Y' dont la somme soit S, .

Appelons PY la somme de toutes les forces verticales ou poids appliqués sur la base B, et M, la somme de leurs moments par rapport à l’axe principal d’inertie parallèle à l’axe XX' de la base ; en sorte que Pt soit la pression normale sur la base supérieure et sur toutes les autres sections du solide, et M^ le moment de flexion sur la base supérieure.

Il s’agit maintenant de trouver la rotation de la section supérieure et, de plus, la courbe suivant laquelle fléchira l’axe du solide.

Or, si l’on suppose qu’après la déformation l’axe du solide af-fecte la courbe A B', et si l’on appelle f la flèche de la courbe, c’est-à-dire le déplacement horizontal B B' du centre de la section supérieure, et y l’ordonnée du point C de la courbe, c’est-à-dire le déplacement C C du centre de la section G, il est clair que, pour la section correspondante au point C à la distance a de la base du solide, le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant seront donnés par les formules suivantes:

M = M, + Pi (f - y) 4- Si (l - o),

P=P,,

S = Sr

Nous prenons pour les efforts tranchants la valeur constante S, en négligeant la composante du poids P, due à la petite inclinaison des sections sur l’horizontale, après la déformation.

Appelons maintenant

E le coefficient de l’élasticité normale du solide dans la section C^

F le coefficient de l’élasticité tangentielle,

Q l’aire et I le moment d’inertie de cette section,

A le coefficient qui entre dans l’expression du travail de déformation dû aux forces tangentielles,

l la longueur du solide.

Le travail de déformation sera exprimé par la formule


IM, . 1

E1dO+2
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dont la dérivée, par rapport à M^ doit donner la rotation 6, de la section supérieure. La seconde et la troisième intégrale ne contiennent pas Mi et disparaissent, par conséquent, en prenant

i                     K      .     dM 1

la derivee : on a donc simplement, en observant que ZM — 1,
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dM ,

—— doc — dM,
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(2)



ou, en substituant à M sa valeur (1),

0,=M, f AT+PJ. ‘Er"az+ s,"xFdx. (2")

On voit qu’on ne pourrait faire usage de cette formule qu’après avoir obtenu y en fonction de a, c’est-à-dire après avoir déterminé la courbe affectée par l’axe du solide après la déformation.

Pour trouver l’équation de cette courbe, supposons qu’une force horizontale o et une force verticale w‘, aussi petites que l’on veut, soient appliquées au centre de la section C : alors le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant, pour la section

D àla distance OC’> a de la base, seront exprimés par les formules suivantes:

M = M, + Px (f— v)+S, (l— o")+w(o — o‘) +w‘(J—V‘), )

P^P^^^                             (3)

s= S, +w.                                   ’

Pour les sections au dessus de C, le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant ne contiendront point w, w‘, c’est-à-dire que ces quantités seront exprimées par les formules (1). Ainsi, comme le déplacement horizontal et le déplacement vertical du centre de la section C sont les dérivées par rapport à T, o‘ du travail de déformation du solide, et comme la partie de ce travail, qui est due au tronçon CB^ ne contient pas les for-ces w, w‘, il suffira de considérer le travail de déformation dû au tronçon A C, lequel est exprimé par la formule

'æAS^ . ,

0

en substituant pour M, P, S leurs expressions (3).

Prenant les dérivées de cette formule par rapport à w, v‘, on obtient le déplacement horizontal y du centre de la section C, et son déplacement vertical E. Ainsi, en observant que les formules (3) donnent

dS — 1 @o

dM_,_.m (P_ dS cl A                  cl A           do

on obtient
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M( — x'} , , CAS,

-El  dX +1 FO dÆ'
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Pour obtenir les déplacements y et s lorsque les forces w,c‘ n’existent pas, il faut substituer dans ces formules les expressions (3) de M^P^ S après y avoir fait o= 0, w‘=0, c’est-à-dire

Il faut bien observer que sous le signe d’intégration dans les formules (4), on devrait prendre pour o,0‘ les abscisses des points considérés, après la déformation, c’est-à-dire les abscisses primitives diminuées des déplacements verticaux donnés par la seconde des formules (4). Si donc on voulait procéder rigoureusement, la solution du problème serait très-difficile : mais comme les déplacements verticaux seront toujours extrêmement petits, il est clair qu’on pourra, avec une approximation plus que suffisante, prendre pour a et æ\ dans les formules (4), les abscisses primitives. Alors la première de ces formules suffira pour obtenir les ordonnées de la courbe affectée par l’axe du solide après la déformation, et on aura recours à la seconde pour calculer la diminution des abscisses primitives. Du reste, on peut observer que les ordonnées y étant extrêmement petites par rapport aux abscisses x, l’intégrale

— —>- do‘

El sera aussi extrêmement petite par rapport à l’intégrale
[image: ]

en sorte qu’on pourra, dans l’expression de ç, négliger le premier terme et prendre simplement

FJ.ride . (6)

Maintenant, si l’on différentie par rapport à x la première des formules (4), en observant que x est regardée comme constante dans l’intégration, on obtient, suivant la règle de la différentiation sous le signe d’intégration

dy _ p Mdx' _ AS,

de— J. El FQ             (7)

L’abscisse x n'entre plus à présent dans la quantité sous le signe d'intégration (*), mais seulement dans la limite supérieure de l’intégrale; par conséquent, en différentiant une seconde fois par rapport à a on obtient

ay _ II _ . dro)

dœ2 El P1 dx

en prenant pour Fr et Fo les valeurs correspondantes à l'abscisse

x: on aura donc l’équation

A — d‘y _ M,+P ^f-v^- S, (l—x) _ S. FQ. dx*             El              1 dx

	
	
2.    Intégration de l’équation (8) pour les prismes homogènes. -Supposons que la poutre soit homogène et prismatique: dans ce A





cas, le produit El et la quantité Fo étant constants, le dernier terme de l’équation (8) disparaîtra, et l’on pourra facilement in-tég'rer cette équation: en effet, si l’on pose

M, + P, (f— y) — S, (l -x) = (M, — P. f) Z,

on obtient, en différentiant deux fois,

(*) On peut obtenir la formule (7) sans recourir à la règle de la différentiation sous le signe d'intégration, en écrivant d’abord la valeur de y sous la forme
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Mdx' El




‘c Mæ'

---dx'

0 ET car, la variable x par rapport à laquelle on doit prendre la dérivée, n'entrant plus, maintenant, sous le signe d’intégration, on a. suivant la règle ordinaire du calcul différentiel

dy C 6 Mdx' M Mæ AS (« Mdx' A Si dxjo El "EIEIFo T. 0 El F2:

_ p du _ s = (M, + p f) d.2 , 1da 11 ‘dæ‘

— P. — = (M. — P. f) , 4 dæ2 ‘ 1          ' clx

en sorte que l’équation (8), privée du dernier terme, devient

Cette équation linéaire de second ordre à coefficients constants,

est évidemment satisfaite en prenant pour 2, soit cos
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soit sin




VPo)

• El)




: par conséquent, ce deux quantités sont deux



intégrales particulières, et l’intégrale générale sera


M^P^f—yy\-S\l~x) M^PJ




= C, cos




(«VRr)+ c sin ( «VR7) ’



Ci et Ct étant deux constantes arbitraires.

Pour déterminer ces constantes, on observera que pour x = 0, on doit avoir y =0, ‘‘= 22, comme il résulte de la première des équations (4) et de l’équation (7) : en exprimant ces conditions au moyen de l’intégrale générale obtenue, il s’ensuit

___ A P, 1

c _M—Pf+Sil    __ 1/EI F 1 S,

	
1    M. + P J ’    2    ‘ P. M^Pif



On peut négliger dans la valeur de C^ la quantité ——1, par rapport à l’unité, en prenant simplement

c —— J/EI S,__•

	
2      ‘ Pi M, -F Pt f car, si nous supposons, par exemple, que le prisme soit homo-gène et que la section soit un rectangle, nous aurons F = 5 E, 6             AP P           P



A = 5 et, par conséquent, Fo = 3 FO : or, la quantité Fo exprimant le raccourcissement du prisme rapporté à l’unité de lon-gueur, est toujours extrêmement petite et absolument négligeable par rapport à l’unité, quelle que soit la matière composant le prisme.

Ainsi, l’intégrale générale trouvée ci-dessus, deviendra


M. + Pdf-^^ + SAl-^)




=(M,+Pf—S, l) cos
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3.    Discussion de l’équation (9) lorsque la force tangentielle S, est nulle.





Premier cas particulier. - Si la force tangentielle Si est nulle, l'e-quation (9) devient


M — Pi (f — y) M,+Pf
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(10)



Comme cette équation contient la flèche f, qui est inconnue, nous la déterminerons en observant que pour o = l, on doit obtenir y — L ce qui donne

M L//P)

d’où l’on tire


MtPif

M,[1-cos(1V7)] r=—--- ■ (ii)

P, cos (IVEr)

appliqués sur la base supérieure du prisme sont distribués, c’est-à-dire si le moment de flexion M.



Si les poids uniformément est nul, il résulte de la formule (11) qu’en général la flèche / sera nulle aussi. Toutefois, comme cette formule peut être mise sous la forme
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on voit que lorsque le moment Ml sera nul, on aura

fcos (iVP) =0,

équation qui sera satisfaite, soit lorsque la flèche f sera nulle, soit lorsqu’on aura

cos( VA)=o, ou 1VP=(n+1)5, (12) n étant un nombre entier quelconque

De l’équation (12) on tire

P, = (2n +1)7 F'           (13)

La plus petite valeur de cette expression correspond à n = 0 : elle est donc

P,=#."7.                (14)

Par conséquent, on voit que si sur la base supérieure du prisme, on applique le poids P, et un couple de moment M, le solide fléchira quelle que soit la grandeur du poids et du couple, et la courbe affectée par l’axe sera représentée par l’équation (10). Si après la flexion on enlève le couple M,, la poutre reprendra sa direction rectiligne et verticale quel que soit le poids P,, pourvu que sa valeur soit inférieure à celle donnée par la. formule (14), car alors l’équation f cos (1 VA= 0, ne peut être satisfaite que si f = 0. Mais si le poids P, a exactement cette valeur, on voit que la poutre restera fléchie; car, l’équation ci-dessus sera satisfaite sans que la flèche / soit nulle, et, ce qui est remarquable, quelle que soit la valeur de cette flèche, à la condition toutefois qu’elle soit très-petite, car c’est la condition voulue pour que nos équations soient applicables.

L’équation de la courbe affectée par l’axe du solide après la déformation (PL II, flg. 16), se déduit de l’équation (10) en y faisant M, = 0 et en substituant à P, sa valeur (14), en sorte qu’on obtient

y=f(1 — cos C).               (15)

CASTIGLIANO, Théorie de l’équilibre

On voit que les ordonnées de cette courbe sont proportionnelles à la flèche f, laquelle, comme nous l’avons observé ci-dessus, reste arbitraire.

Si l’on a un prisme vertical chargé du poids déterminé par l’équation (14), il est clair qu’il ne fléchira pas, s’il est parfaitement homogène; mais si une cause quelconque extérieure déplace sa base supérieure, il fléchira suivant la courbe déterminée par l’équation (15) et conservera la flèche qu’on voudra lui donner : d’où il suit qu’ en augmentant la charge d’une quantité même extrêmement petite, la flèche augmentera beaucoup, et la rupture de la poutre pourra se produire.

On voit donc que, dans la pratique, la charge des colonnes devra rester bien au-dessous de celle déterminée par la formule (14).

Nous allons ajouter une autre considération: cette formule donne la plus petite valeur de P, qui serait capable de maintenir la poutre fléchie; mais la formule (13) donne un grand nombre d’autres valeurs, car on peut faire n = 1, 2, 3,.....Pour bien comprendre la signification de ces différentes valeurs de P, observons que si dans l’équation (9) on fait M, = 0, et si ensuite on substitue à P, sa valeur générale (13) on obtient, pour l’équation de la courbe,

F (2n — 1) rœ" y=f\}-^- 21.........J-

Examinons, par exemple, le cas où l’on a n = 1 : l’équation précédente devient alors

"=‘(1—Cos"21 )‘

et l’on voit facilement qu’elle représente une courbe (Pl. II, fig. 17), qui donne pour les ordonnées des points B, C, D les valeurs suivantes:

A 2 A f: ainsi, la valeur

P 49,7 FI_ 973 El 1       4 l* 4 ^

est celle qui serait capable de maintenir fléchie la poutre ABCD^ suivant la courbe représentée par la figure 17 de la planche IL

On remarquera que la valeur de P, correspondante à n = 1 peut être obtenue en observant que les trois tronçons A B, B C, CD sont parfaitement égaux, et que chacun d’eux peut être regardé comme encastré par une de ses extrémités et chargé par le poids Pi sur l’autre : par exemple, le tronçon CD peut être regardé comme encastré au point C, car la tangente en ce point est verticale: ainsi, la valeur du poids capable de le maintenir fléchi sera donnée par la formule (14) en prenant pour longueur de la poutre $ , c’est-à-dire qu’on aura

_ n* El 49m ET

(3)

comme on obtient par la formule (13) en faisant n = 1.

Une discussion analogue servirait pour n =2, n =3, etc.

	
	
4.    Application à un autre cas particulier, la force horizontale S, étant encore nulle (PL II, fig. 18). - Si le solide est encastré à l’extrémité supérieure de même qu’ à l’extrémité inférieure, ou mieux, si la base supérieure de la poutre est obligée de rester horizontale, et est empêchée de se déplacer latéralement, sa rotation devra être nulle, et la flèche f ou le déplacement de l’extrémité supérieure devra aussi être nul : donc, en tirant de l’équation de la courbe la valeur de y en fonction de a après y avoir fait f= 0, en substituant cette valeur dans la formule (2) et en intégrant, on devra obtenir 6, = 0, équation qui servira à déterminer la valeur du moment M^





Supposons, par exemple, que la poutre soit prismatique et homogène : alors la courbe affectée par l’axe du solide, après la déformation, sera représentée par 1’ équation (9), d’où l’on tire, en faisant f == 0,
[image: ]

Cette équation doit donner y = 0, tant pour a = 0 que pour a = l, ce qui exige qu’on ait
[image: ]

ou

VR1=2nr, (17)

n étant un nombre entier quelconque. Introduisant maintenant dans la formule (2) l’expression de y donnée par l’équation (16) et exécutant les intégrations, qui dans ce cas ne présentent aucune difficulté, car le produit EI est constant, on obtient

Mi sin

0, = -----

or, le second membre de cette expression devient évidemment nul en substituant à l VR ses valeurs 2 n z données par l'équa-

E I

tion (17) : ainsi, il en résulte que la base supérieure de la poutre restera effectivement horizontale.

De l’équation (17) on tire

P,=4n= F:             (18) et pour n = 1, on a

P, =4r”'                 (19)

Telle est la plus petite valeur du poids qui serait capable de maintenir fléchie la poutre A B (PL II, fig. 18), lorsque sa base supérieure doit rester horizontale, et ne peut se déplacer horizontalement.

Nous avons dit que sur la base supérieure on doit alors avoir-un moment de flexion M, : pour déterminer la valeur de ce moment, remarquons que si dans l’équation (16) de la courbe on fait x = 3 , on doit obtenir la flèche f, du milieu de la poutre,

ce qui donne , en observant que - y — — A,

f=2M

et, par conséquent,

M,=} Pr.

Or, pour qu’on ait sur la base supérieure la pression normale Pl et le moment de flexion M^ il suffit que le poids Pt soit distribué sui-vaut une loi linéaire, en sorte que sa résultante passe à la distance 7 ou 2 du centre de la section. Ainsi, dans le cas où la base supérieure de la poutre est obligée de descendre verticalement en restant horizontale, il est évident que pour maintenir à la poutre la flexion correspondante à la flèche f, il faut toujours le même poids P, quelle que soit cette flèche; mais au lieu d’être appliqué au centre, de la section, il doit en être distant de la quantité 4.

Nous avons examiné ci-dessus le seul cas où l’on prendrait n = 1 : le cas de n = 2 aurait lieu si le point du milieu de la poutre était obligé de rester sur la verticale AB (Pl. II, fig. 19).

On doit prendre n = 3 lorsque les deux points de la poutre qui la divisent en trois tronçons égaux, sont obligés de rester sur la verticale A B.

Comme la discussion de ces cas ne présente aucune difficulté, nous ne nous y arrêterons pas.

	
	
5.    Troisième cas particulier. - Supposons que la poutre, censée prismatique et homogène, soit appuyée par le centre de la base inférieure et chargée sur la base supérieure d’un poids uniformément distribué, c’est-à-dire appliqué au centre, ce point étant obligé de rester sur la verticale passant par le centre de la base inférieure.





Ce cas se déduit du premier que nous avons considéré; car il est bien évident qu’ après la flexion, la courbe affectée par l’axe de la poutre se composera de deux tronçons parfaitement égaux AB, B C (Pl. II, fig. 20), et que la section correspondante au point du milieu de la poutre sera restée horizontale; en sorte que chaque moitié de la poutre, par exemple B C, pourra être regardée comme une poutre encastrée par la base inférieure et chargée sur la base supérieure par un poids uniformément distribué, comme nous l’avons admis dans le premier cas examiné.

Ainsi, en appelant l la longueur totale de la poutre, on obtien-tra la valeur que la force Pt doit avoir pour être capable de maintenir l’inflexion, en substituant dans la formule (14) 5 à l, ce qui donne

P,=r7‘.                 (20)

Si le point du milieu de la poutre est retenu de façon qu’il ne puisse pas se déplacer, alors la poutre fléchit de la manière représentée par la figure 21, c’est-à-dire se divise en deux parties dont chacune se trouvera dans les conditions de la poutre considérée ci-dessus : par conséquent, on obtiendra alors la valeur de la force P, capable de maintenir la flexion en substituant 5 à l dans la formule (20), ce qui donnera

P,=4rs".                 (21)

	
G. Discussion de l’équation (9) lorsque le moment de flexion M, • est nul. - Lorsque le moment de flexion M, est nul, et que la force tangentielle S, a une valeur finie, l’équation (9) devient


Pi(f— y^S^l-x^P, f+ S, l) cos



[image: ]
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.(22)






Cette équation contient la flèche f qui est inconnue : pour la déterminer, on observera que pour a = l on doit avoir y =If, ce qui conduit à la relation

(P, f+ S^) cos (VP-sVE sin (1 VA) = 0, (23) \                     1      \ — / d’où l’on peut tirer la valeur de f en fonction des forces P^ S^ ou bien la valeur d’une de ces forces lorsque l’autre et la flèche f sont données.

Cherchons, par exemple, la condition nécessaire pour que le centre de la base supérieure ne puisse se déplacer horizontalement, c’est-à-dire pour que la flèche f soit nulle. Dans ce cas, la formule (23) devient


S,




sin




0,



et, pour qu’elle soit satisfaite, il faut qu’on ait


l cos




'El .

— sin




= 0,



ou, en divisant par y — COS ly—,

1

              P l

formément distribuée, et 4 est le plus grand moment de flexion

2

    i    2

( (l — x^xdx _ Ç '^y^ (l — y}dy C A dx _ (2 Ady JL El EJ. El ‘ Jz FQ J. FQ ‘

%


1VE—tng(VE7)=o.


(24)



P

Cette équation trascendente donne pour l y —- une infinité de valeurs qui sont toutes comprises dans la formule (2n+1) T—a, n étant un nombre entier et a une quantité différente pour les différentes racines, mais toujours plus petite que 2- La plus petite racine a lieu pour n = 0, et comme on trouve, dans ce cas, que la valeur de æ correspond à très-peu près à l’angle de 78°, on aura
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78     129

- TT —== -----

180      90 ’




et, par conséquent,

P,=(W)-7= 20527'       125)

Telle est donc la plus petite valeur de la force Pi, capable de maintenir la poutre fléchie, en sorte que le centre de la base supérieure ne puisse subir aucun déplacement horizontal (P1. II, fig. 22).

On remarquera que, pour le cas de f=0, l’équation de la courbe affectée par l’axe du solide devient

	
	
- P.y = s- (l — æ) + 1 cos (aVR)-Vpsin(oVR)]; (26)





et comme la force Pt a la valeur que nous avons déterminée ci-dessus, on voit facilement que la valeur de S, restera tout-à-fait indéterminée, et l’on pourra faire varier toutes les ordonnées y dans une proportion quelconque, en restant toujours très-petites, pourvu qu’on fasse varier dans la même proportion la valeur de S, .

Cette propriété singulière est semblable à celle que nous avons démontrée au numéro 4, par rapport au moment Mt.

CILAPITRE IX

Théorie des pièces courbes à simple courbure

	
	
1.    Déformations des pièces courbes à simple courbure. - Les solides que nous considérons ici sont censés satisfaire aux conditions énoncées au numéro 11 du chapitre IV, c’est-à-dire aux conditions suivantes :



	
1° L’axe du solide sera une courbe plane;


	
20 Toutes les sections auront l’un des axes principaux d’inertie dans le plan de la courbe, et l’autre, que nous appellerons axe de flexion^ perpendiculaire à ce plan ;


	
3° Toutes les forces appliquées au solide seront distribuées de telle manière, que celles à droite d’une section quelconque soient statiquement équivalentes à un couple de moment M, ayant pour axe l’axe de flexion de la section, et à deux forces P, S appliquées au centre de la section, la première suivant la normale et la seconde suivant la direction de l’axe principal d’inertie contenu dans le plan de la courbe;


	
4° Les dimensions transversales du solide seront très-petites par rapport à sa longueur.



Si ces conditions sont satisfaites, il est bien évident que dans la déformation du solide son axe ne sortira pas de son plan primitif. Ainsi, comme nous nous proposons seulement de déterminer la rotation des sections du solide, et les déplacements des points de son axe, nous pourrons rapporter cette courbe à deux axes rectangulaires de coordonnées contenus dans son plan.

Cela posé, soit A B (PL III, flg. 1) l’axe d’un solide rapporté aux deux axes rectangulaires 01, OY; supposons ce solide encastré par la section A, et cherchons les déplacements parallèles aux axes d’un point quelconque C de la courbe, aussi bien que la rotation de la section correspondante à ce point.

Appelons

	
C,, yv les coordonnées du point C de la courbe,


	
81,7 les déplacements de ce point parallèlement aux axes, 0, la rotation de la section correspondante à ce même point, <9t la longueur de l’axe AC,


	
a, y les coordonnées d’un autre point D de la courbe compris entre A et C,





S la longueur de l’axe AD,

	
	
M, le moment de flexion, P{ la pression normale et S, l’effort tranchant pour la section D,





E le coefficient d’élasticité du solide dans cette section,

Q l’aire de celle-ci, I son moment d’inertie, et A la valeur du coefficient qui entre dans l’expression du travail de déformation dû aux forces tangentielles.

Si l’on suppose dans la section C, outre les forces effectivement appliquées, des forces auxiliaires statiquement équivalentes à deux forces ©, c‘ parallèles aux axes, et à un couple M ayant pour axe l’axe de flexion de la section D-, et si, de plus, on suppose que toutes les forces appliquées au tronçon C B, y compris les réactions des points fixes, s’il y en a, soient regardées comme des forces extérieures connues, il est évident que le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant, par rapport à la section D, deviendront

M ' = M — M. — w (Yi — y) — o‘ (21 — w)

। _ do । _dy . ds ds

S' = s +dU—de. ds ds

Or, le travail de déformation du tronçon A C est exprimé par la formule


"St M‘ , , 1 . Er ds+2




"S AS , 0 FO ’




(1)



et celui du tronçon CB ne peut contenir ni les forces «, «\ ni le couple u: par conséquent, on obtiendra les déplacements 81,7 du point C et la rotation 6, de la section correspondante, en prenant les dérivées de l’expression (1) par rapport à o, w‘, u, et en faisant ensuite dans ces dérivées =0, w‘=0, p==0, ce qui donnera


Y1 —




61=




8 M(Y—V)

0 El




"St M(xi — x)

o EI




St M , . ^ias-




St P dx




"S AS dy ,

0 Tâ^ds




"si AS dx ,

. FO as as’




(2)



Supposons que les intégrations contenues dans ces expressions soient exécutées, en sorte qu’on ait les déplacements 5,Y, en fonction de X, et y{ : alors, si l’on appelle X,, Yx les coordonnées du point C de l’axe du solide après la déformation, on aura

X1 — AC1 51,      ^ i — y ï    Y1 ;


(3)



et comme 51 et Y, sont des fonctions connues de CC,, y^ on pourra éliminer ces coordonnées primitives entre les deux équations (3) et l’équation de l’axe du solide avant la déformation, ce qui donnera une équation entre X, et Y,, qui sera l’équation de l’axe du solide après la déformation.

On pourrait alors, en différentiant, obtenir l’expression géné-d y

raie de "1 , c’est-à-dire de la direction de la tangente à cet

axe ; mais on peut encore obtenir directement la valeur de 2X, pour le point de la courbe déformée correspondant au point (x,, y^ de la courbe primitive ; car, en différentiant les équations


courbe, on obtient



	
(3) par rapport à l’axe S, de cette


dX dxi dh dSi    dsi   dsi ’




dY^ dy^ dni dSi dsi dsv





et, par conséquent,


(4)



La différentiation de 51,72 par rapport à S, ne présente aucune difficulté pour les deux derniers termes de chaque expression, car on n’aura qu’à ôter le signe d’intégration en rapportant ensuite

les différentielles au point C, c’est-à-dire en affectant toutes les quantités de l’indice 1. Mais pour le premier terme de chaque expression, c’est-à-dire pour le terme contenant le moment M, il faut procéder d’une autre manière: en effet, on a


C8M(y,—y)

Jo EI



, (SI M (St ds=31) ËIdS Jo par conséquent, en différentiant par rapport à S, on obtient dY, (AM). __, M, \ MYigdY, CM J. dsJ.EI'^EjJ E.I, dsJ.El


MVds;

El ‘



On obtient de même


d CAM (A, — x)

ds^Q El




ds =




dx. ("S M ,

——1   — d s

dS,Jo EI



En substituant donc dans l’expression (4), on aura

dYi ( 1 _ P ) _ dx^ ( pi M cls _ A^p

d Y,  dsx \    E,Q,/ dsx El_____FQ,/ (5) dXx T dx, (1 P_)Ady( CAMa, A,S,) dsi \    EQ/ds, VJo El J F,Q,)

	
	
2.    Cas où les formules précédentes ne sont pas applicables. -Pour que les formules précédentes soient directement applicables, il faut qu’une des extrémités du solide soit encastrée, c’est-à-dire qu’elle ne puisse se déplacer parallèlement à son plan, ni tourner autour de son axe de flexion ; car c’est à partir d’une extrémité qu’on doit prendre les intégrales qui entrent dans les formules données au numéro précédent.





Or, il peut arriver, et il arrive en effet souvent, qu’on ait à considérer des solides, dont aucune des sections ne se trouve encastrée. Tels sont, en général, les solides composant les cintres des combles en fer, et les arcs en fer à naissances cylindriques.

Nous allons donc donner les formules applicables à ces cas.

Soit A B (PL III, fig. 2) un solide terminé aux extrémités par deux petits tronçons Al. B H d’une forme telle, que le solide s’appuie par un seul point O du tronçon Al, et par un seul point V du tronçon B H: supposons que le premier de ces points soit fixe, et que l’autre soit obligé de rester sur le plan horizontal d’appui, en sorte qu’il ne puisse se déplacer autrement qu’en glissant sur ce plan.

Alors le solide ne pourra exercer sur les plans d’appui qu’une pression verticale, de façon qu’on pourra supposer le plan de droite enlevé, pourvu qu’on applique à l’extrémité V du solide une force ou réaction verticale R dirigée de bas en haut et égale à la pression sur le plan d’appui.

Rapportons le solide à deux axes de coordonnées OX,OY, passant par le point fixe O, le premier horizontal et le second vertical.

Pour trouver les déplacements du point C de l’axe du solide, dont les coordonnées sont X,, Y1, supposons qu’en plus des forces appliquées effectivement au solide, soient appliquées à la section C des forces auxiliaires statiquement équivalentes à un couple ayant le moment u, et à deux forces w,w‘, l’une horizontale et l’autre verticale.

Ainsi la réaction R du point d’appui V changera, et pour en trouver la nouvelle valeur R', on devra exprimer que le moment de la différence R' — R, par rapport au point fixe O, est égal à la somme des moments des forces auxiliaires, par rapport à ce même point, ce qui donnera

(R' — R) l = P — ®Y, + w'x,

d’où l’on tire


M — OY1—0‘W

T l



[image: ]



Maintenant si l’on considère une section D entre A et C, ayant les coordonnées x, y, et si l’on appelle M le moment de flexion, P la pression normale et S l’effort tranchant avant l’application des forces auxiliaires, il est évident qu’après cette application, les mêmes quantités auront les valeurs suivantes:

M ‘ = M— (R‘—R)(l—)+M —(y‘ — y) + « (^ — 0),


(7)



Pour une section E entre C et B, si l’on appelle encore, pour plus de généralité, x et y les coordonnées de son centre, M le moment de flexion, P la pression normale, et S l’effort tranchant avant l’application des forces G, w‘, il est évident que le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant après cette application, seront exprimés par les formules suivantes:

M” = M - (R' — R) (I — x),            i

P=P-Ur-n“? •

S" Es 4 (R1 — R}~-ds                      /

Or, si nous appelons S, la longueur de l’arc A C de l’axe du solide, et S2 la longueur de l’axe entier A B, on sait que le travail de déformation de tout le solide sera exprimé par la formule suivante :
[image: ]

On obtiendra les déplacements 3," du centre de la section C et la rotation de celle-ci, en prenant les dérivées de cette expression par rapport à 0, 0‘, u et en ayant égard aux équations (6), (7), (8), qui donnent


	
dM' _
	
Yi (I—z)—(y—Y),
	
dP' _
	
_Vidy_ da
	
dS' _
	
_ iji dx
	
dy


	
d w
		
do
	
l ds ds
	
do
	
l ds
	
ds


	
dM” _
	
Ui (l — x),
	
dP”
	
Vidy
	
dS^ L
	
yi dx
	

	
dw
		
dw
	
l ds'
	
do
	
l ds
	

	
dM' dw
	
— y (l— c)+(x,— G),
	
AP

d G
	
__Xi dy dy

l ds' ds'
	
d S'

d‘ =
	
Xi dx l ds
	
dx

ds ‘


	
dM”
		
dP”
	
__xx dy
	
dS” _
	
_ Xi dx
	

	
d^'
		
dw'
	
l d s'
	
du'
	
l ds ‘
	

	
dM' _ dp-
	
la «) + 1,
	
dP’ dp
	
_ ^dy l ds ‘
	
dS' _ dp
	
1 dx l ds ‘
	

	
dM” _ dp
		
dP” dp
	
_ldy

l ds ‘
	
dS” _ dp
	
1 dx l ds
	



Prenant donc la dérivée de l’expression du travail par rapport à 5, on aura

• S2 M ‘‘ Y1 . , „ wriqæ)ds

*82 P^y^ dy ds 8 EQ l ds


Yi dæ l ds




St




UdEas: l ds J



on doit faire maintenant ©= 0, w‘ == 0,== 0, ce qui réduit M', P', S‘, et M" P" S" à M, P, S. Ainsi, on peut dans cette expression réunir les termes contenant la même quantité sous le signe d’intégration, et l’on obtient la première des formules suivantes ; les deux autres se déduisent de la même manière:


	
6=*L.""mr"ds+.
	
*.P du ds—

EQds    J
	
‘ ASdx. o rods"
	

	
+[-.""7"las+
	
CPda ._ ' o EQ ds
	
CAsayi, o FQ ds J
	

	
-=-%L.**7"a+
	
• 82 P dy ,

0 EQdsd .
	
Ç^ASdœ . -• roasds
	
(9)


	
+E.M%r”as+
	
C"_P.dvas-

]0EQds    J
	
MASdxas 0 FQ ds J
	



-sMG|Flas+


"82_P ^y.

0 EQ ds




, stAS do . ds— — —dS

J. FQds J



। (S M j +J. ErdS.

On peut simplifier ces formules, car, si l’on appelle 6. la rotation de la section B correspondante à s, = 0, la troisième d’entre elles donne


S2/(l — X

, El



"S2 AS do ... . Fo as dS(10)

par conséquent, elles deviennent


‘8M(Y, 0 E




"St P do .1 0 EQ ds " T.



F CAM(C,—x),. , C8LP dy ÇAASdæj.


(H)



LJ. Si dS.TJ.zods J.Fo ds d8 _‘

6, — 6e—

Si l’on compare ces trois équations avec le groupe (2) on trouve une relation frappante ; c’est que les seconds membres des équations (11) ne diffèrent des seconds membres des équations (2) que par l’addition des termes linéaires en 00. On pourrait en effet démontrer maintenant qu’on peut passer du groupe (2) au groupe (11) par un raisonnement assez simple; mais le procédé que nous avons suivi pour arriver aux équations (11) n’est pas moins simple, et il a l’avantage d’être plus naturel et de montrer toujours mieux l’usage du théorème des dérivées du travail.

	
	
3.    Application à un arc à naissances cylindriques. - Considérons un solide dont l’axe A B (Pl. III. fig. 3) soit un arc de cercle ayant la corde A B horizontale, et supposons que ce solide soit terminé aux extrémités par des surfaces cylindriques, ayant leur centre sur les tangentes aux extrémités de l’arc; supposons, de plus, que les plans d’appui sur les culées soient aussi perpendiculaires à ces tangentes. Dans ce cas, il est évident, qu’à cause de la compressibilité le contact entre les extrémités de l’arc et les culées n’aura pas lieu seulement sur les génératrices correspondantes aux extrémités A, B de l’axe, mais qu’il s’étendra quelque peu d’un côté et de l’autre de chaque génératrice, de manière que la pression, par mètre carré, n’atteindra pas en général la valeur capable de produire l’écrasement.





On voit, du reste, que la surface de contact, sur chaque culée, sera très-étroite, et que le centre de pression correspondra presque exactement à l’extrémité de l’axe.

Nous appellerons clef de l’arc, la section du milieu, qui est verticale, et nous supposerons l’arc symétrique par rapport à cette section, en sorte que deux sections quelconques équidistantes seront exactement égales entr’elles.

Si les extrémités de l’arc son tenues de manière qu’elles ne puissent point glisser sur les culées, la détermination des déformations de l’arc rentre dans le cas que nous avons étudié au dernier numéro, car, le point B étant fixe, on peut le regarder comme obligé de rester sur un plan horizontal.

Il faudra ici supposer qu’on ait enlevé la culée de droite, et qu’on ait appliqué au point B une force verticale Rl dirigée de bas en haut, et une force horizontale Q dirigée de B vers A, ces deux forces étant égales et contraires aux composantes de la pression que l’arc exerce sur la culée de droite.

La réaction verticale R^ pourra être déterminée en exprimant que son moment, par rapport au point A, est égal à la somme des moments de tous les poids dont la poutre est chargée.

La poussée Q devra être déterminée en exprimant que le déplacement horizontal du point B est nul. Or, si l’on suppose qu’on ait obtenu l’expression du travail de déformation de tout l’arc en fonction des poids dont il est chargé et des forces R^ Q, on pourra substituer à Rt sa valeur connue, et l’expression du travail ne contiendra que la seule inconnue Q: suivant le théorème des dérivées du travail, la dérivée de cette expression, par rapport à Q, donnera le déplacement horizontal du point B, et puisque ce déplacement doit être nul, il s’ensuit qu’on devra égaler à zéro la dérivée par rapport à Q, du travail de déformation de tout l’arc; ou, en d’autres termes, que la poussée horizontale sera donnée par la valeur de Q qui rend un minimum le travail de déformation de tout l'arc.

On pourrait, du reste, obtenir la valeur de Q en se servant de la première des formules (11).

Lorsque la valeur de l’inconnue Q aura été obtenue, on pourra trouver au moyen des formules (11) les déplacements d’un point quelconque de l’axe de l’arc, aussi bien que la rotation d’une section quelconque.

Pour donner un exemple de ce genre de calcul, supposons que le solide soit homogène, de section constante et chargé d’un poids appliqué à l’axe de l’arc et uniformément distribué par rapport à la projection horizontale. Comme dans ce cas tout est symétrique par rapport à la clef, le travail de déformation de tout l’arc sera double de celui d’une moitié. Or, si l’on appelle r le rayon de l’axe du solide,

01 le demi-angle au centre, c’est-à-dire l’angle que les rayons extrêmes font avec la verticale,

0 l’angle qu’une section quelconque fait avec la verticale,

M, le moment de flexion, P la pression normale et S l’effort tranchant pour cette section,


- 273 -

on trouvera d’abord, pour la réaction verticale à chaque extrémité,

R=pr sin 0,,




et, ensuite,




M= Qr (cos@ — cos 0,) — 3772(sin*o, — sin* $), |

P = Q COS 6 +pr sin? 0,                         1 (12)

S = — Q sin 0 + p r sin 0 cos 0.                   )

Comme l’élément de l’arc sera ici rd^ il est évident que le travail de déformation du demi-solide sera exprimé par la formule




7 rh M‘      r ( P1

2), E149+2J,




P1 ,0 ! 7 --dO - -EQ '   2




P1 AS ,/ — CO

, Fl! '




et celui du solide entier sera, en portant hors des signes d'inté-gration les quantités constantes El, EQ, FQ,




EIJ.




Md9+7s" pao+TAl"sao.

L • . 0            1 0




Suivant ce que nous avons déjà dit, on doit égaler à zéro la dérivée de cette expression par rapport à Q pour déterminer cette inconnue: ainsi, en ayant égard aux équations (12) on obtient, en divisant par 2r,




7 pi

EIJ.




M(cOS 0




—cos 9,)49+Eo)




Peosçdq—4
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S sin @do = 0




ou (en substituant à M, P, S leurs valeurs (12) et en exécutant les intégrations),

p#( 6—3sin p,cosQ,_ 4 \ _1 0,+sino,cos6, _ A 0,—sinç, cosQ,”

Lorsque la flèche de l’arc est très-petite par rapport à la corde, cette formule se simplifie beaucoup; mais il sera mieux de traiter directement la question au lieu de développer en séries les fonctions trigonométriques : en effet, si l’on appelle 21 la corde A B de l’arc et f la flèche, a et y les coordonnées du point C rapportées à la corde A B et à sa perpendiculaire A Y (PL III, fig. 3), on pourra prendre pour équation de l’arc A B, comme nous l’avons vu au numéro 4 du chapitre VI,

y ={ (2lx —o*). d’où l’on tire dy 2f,     .

d a

La quantité 1% étant donc très-petite, on pourra négliger son carré par rapport à l’unité, ce qui donnera

[image: ]

ou ds — dx,




et, par conséquent,

do__. 1 dy__2f(l — x).

ds ’ ds l2

Ainsi, le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant, par rapport à la section C^ seront exprimés par les formules suivantes:

P-Q-—2l--PT-=Q-2p --9—L,


(14)



Le travail de déformation du solide est exprimé par la formule ou par la suivante, en substituant à M^ P, S leur valeurs (14), en prenant ds=do, et en exécutant les intégrations,


2k1, ar“as+zno




P-ds —

0




A (*2l

-A &ds,

2 FQ.



1/Qf_2\161 _ IL ( 2214044/2) A/Q_p\280 2EI\li 2) 15 2E0   315//2F0\12  2) 3

La dérivée de cette expression égalée à zéro conduit à l’équation


FQ 31




pl^ 2f




Q+52f =0



qui peut être écrite de la manière ci-après :


41A

(15 El ' 312 FQ




pl2 2f




1

FQ




212__2l3_2,A=0

2f2f 3//)



ou sous la forme


15 El EQ




4f A

373 FQ



d’où l’on tire facilement la valeur de Q.

Si l’on négligeait le dernier terme du premier membre, on tirerait de cette équation

0-%‘=0

et il s’ensuivrait d’après les équations (14), que le moment de flexion M et l’effort tranchant S seraient nuis pour toutes les sections; mais une telle omission n’est pas permise et la valeur de Q devra être tirée de l’équation complète (15). Ce qu’on peut toujours faire avec une approximation suffisante, pour simplifier

,                                                 4 42 A cette équation, c est de négliger le terme l — qui est,

général, très-petit par rapport à -, puisqu’il contient le fac-teur tres-petit , et le terme - pf par rapport au terme alors l’équation (15) devient

(8 1_1) (9—72) — 1 2l.

\15 EI T EQ) 2f/TE02f 0‘

d’où l'on tire
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On peut maintenant substituer cette valeur dans les équations (14), qui serviront alors à calculer le moment de flexion, la pression normale et l'effort tranchant dans une section quelconque.

Si, par exemple, on considère la section à la clef, c’est-à-dire si l'on fait c = l, on obtient

M=-0.0, P=Q, S=0. O

On peut établir maintenant une formule très-simple pour calculer tout de suite la plus grande pression, par mètre carré, qui aura lieu dans la section de la clef ; car, si l’on appelle 7, et v, les distances de l’axe de flexion aux fibres les plus éloignées à l’intrados et à l’extrados, on sait que la pression à l’intrados sera, par mètre carré,

Mv, __ P__ Q ( _ 150, . 1 I 09 8f T

et celle à l'extrados

__ M v, ___P__ Q 115 v, i 1 \               — 110 Q \ 8f 7 f

On peut voir facilement par l’examen de la formule (16), qu’en général, dans les applications on pourra prendre, avec toute l’approximation nécessaire,

en sorte que la formule donnant la plus grande pression par mètre carré à la clef, sera d’après la formule (17),

1 pl2 ( 150, _ 1 Q 2f \ 8f


(17bis)



Jusqu’à présent on a regardé les arcs de petite flèche, chargés uniformément par rapport à la corde, comme des arcs dans lesquels le moment de flexion est nul partout, c’est-à-dire dans les

quels la pression sur une section quelconque est uniformément distribuée; et l’on a donné pour valeur de la poussée horizon-la pression par mètre carré à la clef résulte ainsi


tale, 27:



1 pl3

Q 2f‘

et elle est plus petite que la pression exacte donnée par la for

mule (17bis). Si l'on a, par exemple, sion par mètre carré à la clef sera, suivant la formule (17bis)


la plus grande pres



15)\ 1 pl__ 193 1 pl

	
64)    Q 2f ‘ Q 2f‘ de façon que la théorie ancienne donnerait une erreur d’un cinquième environ de la valeur exacte. Cette erreur serait plus grande encore, si l’on avait ">g


	
4.    Application à un arc à naissances planes (PL III, fig. 4). -Nous considérerons ici un arc à naissances planes, c’est-à-dire appuyé aux culées par des plans perpendiculaires à son axe. Si les extrémités de l’arc sont tenues de manière qu’elles ne puissent glisser sur les culées, les sections d’appui ne peuvent tourner, et l’arc peut être regardé comme encastré dans chaque culée; en sorte que pour déterminer ses déformations, on pourra se servir des formules données au numéro 1. Toutefois, il faudra supposer qu’un des appuis soit enlevé, par exemple, la culée de droite, et qu’on ait appliqué à la section extrême, de ce côté, des forces normales et des forces tangentielles donnant un moment de flexion M,, une pression normale P, et un effort tranchant S,, ces trois quantités devant être déterminées sous la condition que la section ne puisse ni tourner autour de son axe de flexion, ni glisser perpendiculairement ou parallèlement à son plan.





Mais si l’arc a ses appuis au même niveau et s’il est parfaitement symétrique par rapport au plan vertical passant par la clef, de manière que deux sections quelconques, symétriquement placées par rapport à ce plan, soient parfaitement égales, on simplifiera le calcul en suivant la marche que nous allons exposer ci-après.

Soient M, le moment de flexion, Po la pression normale et S l’effort tranchant pour la section à la clef. On pourra supposer l’arc coupé suivant cette section, et considérer séparément les deux demi-arcs, pourvu qu’on applique à la clef de chacun d’eux des forces donnant un moment de flexion M,, une pression normale Po et un effort tranchant S. Naturellement, ce moment et ces forces seront censées agir en sens contraire pour les deux demi-arcs.

On exprimera le travail de déformation L du demi-arc de gauche et celui L’ du demi-arc de droite en fonction des forces appliquées à chaque demi-arc, et des trois quantités M,, Po, S. : alors les dérivées


	
d Ld L _A
	
ou
	
d(L—L‘) — 0


	
dM0 1 dM^
		
d M,


	
dL 1 dL'_0
		
d(L + V} „


	
dP. dP. - ’
		
d p.


	
dL , dL'
		
d(LA-L') ,


	
--—---— o,
	
ou
	

	
dS. dS0
		
dS.




d’où il suit que pour déterminer les inconnues M., P., S. on devra égaler à zéro les dérivées, par rapport à elles, du tra-vail de déformation de tout l’arc, c’est-à-dire exprimer que ce travail est un minimum.

Lorsque les valeurs des trois inconnues auront été déterminées, on pourra calculer au moyen des équations (2) les déplacements d’un point quelconque de l’axe, aussi bien que la rotation d’une section quelconque.

Examinons, par exemple, le cas particulier où l’arc aurait une section constante, et serait chargé sur son axe d’un poids uniformément distribué par rapport à la projection horizontale.

Nous supposons que l’axe du solide soit un arc de cercle (PL III, fig. 4), en sorte que, tout étant symétrique par rapport à la section à la clef, l’effort tranchant pour cette section soit nul; par conséquent, on n’aura ici que deux inconnues, c’est-à-dire la pression normale et le moment de flexion à la clef. De plus, le travail de déformation des deux demi-arcs étant égal, il suffira de considérer celui d’un seul.

Or, si l’on appelle 0 l’angle que fait la section C avec la section verticale à la clef, et M,, Po le moment de flexion et l’effort tranchant à la clef, on aura pour exprimer le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant sur la section C, les formules suivantes:

M = M0 — P^r (1 — cos Q) + 3 pr* sin16,

P = Po cos 0 — p r sin2 0,

S = — P^ sin 0 — pr sin 0 cos ©.
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Le travail de déformation d’un formule




demi-arc étant exprimé par la




2EIJ ■ 210




Pt+As" saq;



il est évident qu’en égalant à zéro les dérivées de cette expression par rapport à M,, Po, on obtient les deux équations:


- [ *1 Mdt> — 0, EIJ0




(19)




r ( EIJ



"M(1—cos@)46— "1 Pcosçdo—A. "Ssinodo= 0. (20)

1                         — • • 0                  F 0

En ayant égard à la première, on peut supprimer dans la se-

y (P1

coude le terme — M d ©, et l’on obtient

EIJ.


y ( ?1

EI) Mcosedo




1 (I), —J Pcosod9




—As "Ssinçaq= 0. (21)



Ensuite, substituant à M, P, S leurs expressions (18) et exécutant les intégrations, les deux équations (19) et (21) deviennent

M,6,—P,r(6,—sin 6,) + }pzf---sine. COsA, = 0, (22)

?..    — ( • .   ©, — sin 0, cos 0, \ . 1 ... T

EI LMosin , — PQr I sin^ — "----2"---" ) 6 prsin" h

1      6, — sin 6, cos                                             I a 05 FQ _Po "——2---" + 3 P " sin* h                 =0, (23)

A-6 — sin 0, cos 6, 1 .. Fo_P"----2---41—3pnsin"9,_                  ) d’où l'on peut tirer les valeurs de M,, Po.

Lorsque la flèche sera très-petite par rapport à la corde, on pourra simplifier ces formules en développant le sinus et le cosinus en fonction de l’arc, et en tenant compte seulement des premiers termes. Mais nous traiterons directement ce cas, qui est très-important.

Prenant ici pour origine des coordonnées le centre de la section à la clef, pour axe des x l’horizontale, et pour axe des y la verticale (PL III, fig. 4), l’équation de l’axe du solide sera

a3 = (2 7 — y) y ,

ou, par approximation,

^ = ^ry,

en négligeant l’ordonnée y par rapport à 2r, puisqu’elle est plus petite que la flèche, qui est elle-même très-petite, par rapport au rayon.

Si l’on appelle l la demi-corde et f la flèche de l’arc de l’axe du solide, cette équation doit donner y — f pour Q = l, en sorte qu’on doit avoir

l^^rf.

Entre cette équation et la précédente on peut éliminer le rayon 7, et l’on obtient

y=fn


(24)



d’où l’on tire

d y__9 f x. dx =/t i

il s’ensuit donc que la quantité 4% sera très-petite, et que son carré pourra être négligé par rapport à l’unité, ce qui donnera

— 1 ou (l s — d x et

dydy — ds dx 7a*

Cela posé, le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant pour la section correspondante à l’abscisse x, seront exprimés par les formules suivantes:

M=M—Pu+3p0*=M—(P,-97)4, |

*=1 $+2=7+%»; 7 s=-7#:+*t:--(--nh)* 1

En observant qu’avec le degré d’approximation que nous voulons obtenir on a ds — dx, c’est-à-dire qu’on peut prendre l’abscisse au lieu de l’arc, la formule exprimant le travail de déformation du demi-arc, pourra être mise sous la forme 2k1. Mdz+zkof, P‘da+2fo/ seda. dont les dérivées, par rapport à M^ et P., égalées à zéro, donnent les deux équations

J Mdx = 0,               )

(26)

- à ■ EJ, Mx'ax+xoS'Pac -A ? ‘szas= o. !

Substituant dans ces équations à M, P, S leurs expressions (25) et exécutant les intégrations, on obtient

y _ (p      — 0.                 )

00 2f/3 ’               /

(27) flM_(p _pl3\f I H P _2,9_Al 4//p _2l2\40

De la première équation on tire


M.=




0   2f) 3’




(28)



et la seconde devient, en substituant cette valeur de M^

F^^l^Y 0 21/TEQ 013'1/

on peut écrire cette formule sous la forme

/4/2414AA\p     (272,4 29)

\AbEI ' EQ3U FQ) 0 2f)E0 21371)   ’' d’où l’on déduit facilement la valeur de P.

On substituera ensuite cette valeur dans l’expression de Mo, et il en résultera le moment de flexion à la clef exprimé en fonction du seul poids p.

Pour obtenir le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant sur les culées, il faudra faire x = l dans les formules (25), ce qui donnera

M — M  ( P  pl3 \ f — 2 ( p — 212 ) f
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— 110    (10    2f ] —3 \ 0   2f ) ’

P, = P + ^pf.

Au moyen de ces formules on pourra calculer la plus grande pression normale et la plus grande pression tangentielle sur les culées.

	
	
5.    Application aux arcs de forme quelconque chargés suivant une loi continue. - Les deux cas particuliers que nous avons étudiés aux deux numéros précédents, quoique très-importants au point de vue théorique, ne sont pas d’une grande utilité pour la pratique, car il arrive rarement que la section de l’axe soit constante, et, plus rarement encore, que la charge soit distribuée sur l’axe du solide.





Le cas le plus fréquent et le plus général est celui où la section de l’arc est variable, et où la charge est distribuée suivant une loi quelconque sur l’extrados de l’arc au lieu que sur son axe.

L’étude de l’équilibre d’élasticité de l’arc dans ce cas n’est pas plus difficile que dans les deux cas particuliers considérés ci-dessus: on pourrait même dire qu’elle devient plus facile, en exprimant le travail de déformation de l’arc au moyen de la formule d’approximation (14), donnée au numéro 6 du chapitre VI.

Pour montrer la vérité de cette assertion, supposons qu’il s’agisse d’un arc à naissances cylindriques, symétrique par rapport au plan vertical passant par la clef, dont la section soit variable d’une manière continue, et qui soit chargé suivant une loi quelconque, continue sur chaque demi-arc, mais égale ou différente pour les deux.

Dans ce cas, on n’aura qu’une seule inconnue, c’est-à-dire la poussée horizontale sur les culées, que nous appellerons Q.

On divisera donc l’axe de chaque demi-arc en un nombre pair de parties égales, et l’on considérera les sections transversales passant par les points de division: pour chacune de ces sections on pourra exprimer le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant en fonction des poids dont l’arc est chargé et de l’inconnue Q: si, de plus, on calcule pour chaque section l'aire, le moment d’inertie et le coefficient A du glissement, on pourra exprimer, au moyen de la formule (14) du chapitre VI, le travail de déformation de tout l'arc. Cette expression ne pouvant contenir d’autres inconnues que Q, et étant du second degré, sera évidemment de la forme

3(9+280+7).

	
a, 3, 7 étant des coefficients numériques.



La dérivée de cette expression donnera le rapprochement des deux points d’appui de l’arc sur les culées, en considérant ces points comme libres et sollicités par la force horizontale Q; or, dans notre cas, ce rapprochement doit être nul; donc on aura l’équation

a Q + 8 = 0 , d’où l’on tire
[image: ]

La poussée horizontale Q étant maintenant connue, on l’introduira dans les expressions des moments de flexion, des pressions normales et des efforts tranchants sur les sections considérées, et l’on obtiendra les valeurs numériques de ces éléments.

L’approximation résultant de cette méthode sera d’autant plus grande que le nombre des parties égales avec lequel on aura divisé l’axe de l’arc sera plus grand, et que, par conséquent, ces parties seront plus petites.

Les calculs ne seront pas plus longs que si l’on pouvait exécuter les intégrations pour obtenir tout d’un coup la valeur finale de la poussée horizontale; car, même dans les cas où cette intégration est possible, il est clair qu’après avoir obtenu la valeur de Q, on doit chercher, pour un nombre assez grand de sections, la valeur numérique du moment de flexion, de la pression normale et de l’effort tranchant, ce qui conduit encore aux opérations qui sont nécessaires pour l’application de la méthode précédente, avec la différence en faveur de celle-ci, qu’elle n'exige que des opérations numériques très-simples, tandis que la méthode de la détermination de Q au moyen d’intégrations n’est applicable que dans des cas très-simples de charge et de forme de l’arc, et que même dans ces cas, elle exige, en général, des opérations assez difficiles de calcul.

Nous n’ajouterons point d’autres explications, car nous donnerons dans les applications numériques plusieurs exemples complets de la méthode de calcul que nous avons indiquée ci-dessus.

	
	
G. Courbe des centres de pression. - Dans une section quelconque d’un solide, soient





M le moment de flexion,

P la pression normale.

Nous savons que les forces élastiques normales, ayant lieu sur cette section et distribuées suivant une loi linéaire, sont telles, que leur somme est égale à P, et que la somme de leurs moments, par rapport à l'axe de flexion, est égale à M.

Si l’on divise ce moment par la résultante P, le quotient exprime la distance, par rapport à l’axe de flexion, à laquelle devrait être appliquée cette résultante, pour donner le moment M, c’ est-à-dire la distance à laquelle se trouve, de l’axe de flexion, le centre des forces élastiques normales appliquées à las ection considérée.

Nous appellerons centre de pression d'une section le centre des forces élastiques normales ayant lieu sur la section; et courbes des centres de pression d'un solide, le lieu géométrique des centres de pression des sections.

Si outre les forces élastiques normales, on considère aussi les forces tangentielles dont la somme est égale à l’effort tranchant S, il est clair que la résultante de cet effort et de la pression normale appliquée au centre de pression est une force que nous appellerons pression absolue dans la section considérée.

Cette pression sera généralement oblique par rapport à la section: si l’on considère deux sections infiniment voisines, les droites représentant leurs pressions absolues se couperont en un point: le lieu géométrique de ce point est une courbe tangente à la pression absolue dans une section quelconque, c’est-à-dire qu’il est la courbe enveloppe des pressions absolues dans toutes les sections.

Cette enveloppe est appelée par quelques auteurs, courbe des pressions.

Elle diffère en général très-peu de la courbe des centres de pression, du moins pour les solides ayant des dimentions transversales très-petites, par rapport à leur longueur.

On voit donc que la droite représentant la pression absolue sur une section n’est pas, en général, rigoureusement tangente à la courbe des centres de pression ; mais qu’elle l’est approximativement, c’est-à-dire que cette droite coupera la courbe sous un angle extrêmement petit.

Il s’ensuit que si la courbe des centres de pression pour un solide, est partout très-peu inclinée par rapport à l’axe du solide, la pression absolue sur une section quelconque, fera un angle très-petit sur la normale à la section, en sorte que l’effort tranchant sera aussi très-petit par rapport à la pression normale.

CILAPITRE R

Théorie des systèmes composés

	
1.    Détermination des forces élastiques inconnues. - Nous avons démontré aux numéros 4, 5, 6 et 8 du chapitre II, le théorème des dérivées du travail et celui du moindre travail pour les systèmes de forme et de structure quelconques ; et nous avons fait voir que ces théorèmes, dont le second n’est qu’un corollaire du premier, sont suffisants pour déterminer toutes les forces élastiques inconnues, qui ont lieu dans les systèmes.



Nous allons toutefois exposer quelques considérations, pour faire mieux ressortir les propriétés de ces théorèmes et la manière de s’en servir dans les applications pratiques.

	
2.    Changement des inconnues. - Supposons que le travail de déformation d’un système élastique soit exprimé en fonction de certaines forces inconnues P, Q, R,_____qui, suivant le théorème des dérivées du travail, devraient être déterminées en égalant à zéro les dérivées du travail de déformation par rapport à ces mêmes inconnues.



Il arrive souvent que ces forces peuvent être exprimées en fonction d’autres inconnues en égal nombre p^r,..... liées aux premières par des expressions linéaires, en sorte qu’on a

Nous nous proposons maintenant de démontrer une propriété très-importante, c’est-à-dire que

Si Von exprime le travail de déformation du sijstème en fonction des nouvelles inconnues p, q, r,....., celles-ci pourront être déterminées directement en égalant à zéro les dérivées du travail de déformation par rapport à elles-mêmes.

En effet, si l’on appelle L le travail de déformation du système, on pourra regarder L comme fonction des inconnues directes P, Q, R,...... et celles-ci comme des fonctions des nouvelles inconnues p, q, r,..... à cause des équations (1). On aura donc, suivant les règles connues du calcul différentiel,

dL , dL . , dL , , dL , aq = blâP+^dQ + ^TR+......

(IL (IL । dL । dL . ^‘''dP^^dQ + ^dR^-......

Or, on a par hypothèse

On pourrait déduire tout de suite ce théorème de la considération du minimum ; car, si le travail de déformation doit être un minimum par rapport aux nouvelles inconnues P, Q, R...... regardées comme variables, il devra l’être encore par rapport aux nouvelles inconnues p,q,r,...... qui dépendent des premières. Nous croyons toutefois que la démonstration directe et très-simple que nous avons donnée ci-dessus sera trouvée plus satisfaisante.

	
3.    Calcul des systèmes symétriques. - Nous avons déjà vu que, presque toujours, les systèmes élastiques employés dans les constructions sont plans, c’est-à-dire qu’ils satisfont aux conditions énoncées au numéro 11 du chapitre IV.



Or, il arrive encore presque toujours, que ces systèmes sont composés de deux parties exactement égales et symétriquement disposées.

Dans ce cas, le calcul des forces élastiques inconnues est susceptible d’être considérablement simplifié, et cela tout aussi bien si les forces extérieures appliquées au système sont égales et symétriques sur les deux moitiés, que si les forces extérieures appliquées sur une des moitiés du système n’ont aucune relation d’égalité ou de symétrie avec celles appliquées sur l’autre.

Pour montrer comment on peut obtenir ces simplifications, nous allons examiner un cas particulier, car, ce que nous dirons pour ce cas pourra être appliqué sans difficulté à tous les autres.

Imaginons donc (Pl. III, fig. 5) un système composé d’un arc ACB en une seule pièce et des tirants AD, DE, etc , réunis entre eux et à l’arc au moyen d’articulations à charnière. Supposons ce système exactement symétrique par rapport à la verticale CE, et terminé aux extrémités par des surfaces cylindriques au moyen desquelles il s’appuie par un seul point sur chaque piédroit. Supposons encore que pour le piédroit en B l’appui soit fait sur une plaque reposant sur des cylindres en fonte permettant à l’extrémité B de glisser librement, en sorte qu’il ne puisse y avoir aucune poussée horizontale.

Cela posé, appelons

	
	
61,    62, 63, 64, 65 le tensions des tirants de gauche, et t,, ta, ta, t4, t, les tensions des tirants symétriques de droite.





On observera tout d’abord que comme les tensions des quatre tirants concourant au point D doivent se faire équilibre, on aura entr’elles deux équations d’où l’on pourra déduire 03 et 04 en fonction de 61, 02: la même chose aura lieu pour le point F, et comme les angles des quatre tirants qui concourent au point D, sont égaux à ceux des quatre barres concourant au point F, il s’ensuit que les deux couples d’équations auront les même coefficients, en sorte qu’on aura
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6’3 — «61 + 3O2, )


t3 — a t. — 3 t, ,

t, = y t, + 3 t,,




(3)



(2),

6 =)%,+ 802, ) en appelant a, 3, y, 3 des coefficients numériques.

Si, ensuite, on exprime que les tensions des quatre tirants concourant au nœud E se font équilibre, on obtient deux équations d’où l'on peut tirer 65, t, en fonction de 62, t^ et l’on voit, à cause de la symétrie du système, que les deux formules ainsi obtenues seront symétriques, c’est-à-dire qu’elles se changeront l’une en l’autre en remplaçant 6 par t et t par 6. En conséquence, si l’on appelle A et y deux coefficients numériques connus, on obtiendra

6,=1%,+ut,,             )

(4)

ts — A ta + M. 6 2 •                          )

On voit donc qu’au moyen des équations (2), (3) et (4), les tensions des dix tirants pourront être exprimées en fonction de quatre d’entre elles seulement, c’est-à-dire en fonction de 61, 6,, t^ ta.

Or, en appelant

l,, 12, 13, 14, l, les longueurs de cinq couples des tirants, wn 0,, (3, 64, ©5 les sections correspondantes,

E^ E^ E3, E^ E^ les coefficients d’élasticité,

il est clair que le travail de déformation des tirants sera exprimé par la formule en éliminant de cette formule les tensions ©3 64 05, ta, t^ t, au moyen des équations (2), (3), (4), on obtiendra une expression de la forme

[image: ]



1 [A (63, +1\} + B(6* +1\} + 2 c (G1 6, +1, y + 2 d 62 q, (5) qui est symétrique par rapport à % et t, et dans laquelle A, B, C, D représentent des coefficients numériques.

Si maintenant on suppose le tirant A D enlevé et substitué par deux forces égales à G1 appliquées en A et D et dirigées l’une contre l’autre, on verra facilement que le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant sur une section quelconque du tronçon A G de l’arc peuvent être exprimés en fonction de la réaction verticale de l’appui A, des poids dont le tronçon A G est chargé, et de la tension 01 : ainsi le travail de déformation du tronçon A G sera une fonction du second degré par rapport à 21, dans laquelle le coefficient de 63 ne peut dépendre que des bras de levier des forces et de leur direction, tandis que le coefficient de la première puissance de 61 dépendra aussi des poids dont l’arc est chargé, et en sera une fonction- linéaire.

Si l’on suppose maintenant les tirants DE, DH enlevés, le tirant AD étant nouvellement mis à sa place, et si l’on suppose appliquées aux points D, E, II des forces égales aux tensions des tirants enlevés et également dirigées, on pourra exprimer le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant pour une section quelconque du tronçon GII, en fonction de la réaction de l’appui A, des poids dont l’arc est chargé entre A et H et des tensions 02, 64.

Dans les expressions ainsi obtenues on pourra éliminer 64 au moyen de la deuxième des équations (2), et alors le travail de déformation du tronçon GH pourra être exprimé par une fonction du second degré par rapport à 61,02, dans laquelle les carrés et le produit de 61,0, auront des coefficients indépendants des poids dont l’arc est chargé, tandis que les termes du premier degré par rapport à 01, 02 auront pour coefficients des fonctions linéaires de ces poids.

Si, enfin, on suppose les deux tirants DH, DE restitués, et les deux autres E I, E F enlevés en leur substituant des forces équivalentes appliquées aux points E, I, F, on pourra exprimer le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant pour une section quelconque du tronçon H C, en fonction de la réaction de l’appui A, des poids dont le demi-arc A C est chargé et des tensions ^, ts: dans les expressions ainsi obtenues on éliminera ts au moyen de la deuxième des équations (4) et l’on pourra ainsi exprimer le travail de déformation du tronçon H C au moyen d’une fonction du second degré par rapport à 6, , t,.

Additionnant les expressions trouvées pour le travail de déformation des tronçons AG, G H, H C du demi-arc de gauche on obtient pour le travail de déformation du demi-arc une expression de la forme

1 /GO" + HO’ + Kl, +2/6,6,2162 t.

2\       N^,-\-2Q^^^Rt^- S,

où G, H, K, J, L sont des coefficients indépendants des tensions des tirants et des poids dont l’arc est chargé, et dépendants seulement des bras de levier des tirants et de leur direction; tandis que N, Q, R sont des fonctions linéaires des poids dont l'arc est chargé.

Il est clair, par conséquent, que le travail de déformation du demi-arc de droite sera exprimé par une formule tout-à-fait analogue à la précédente, de laquelle on la déduira en changeant 6 en t et t en 0 et en substituant aux coefficients N, Q, R dépendants des poids dont l’arc est chargé, des autres coefficients N\ Q', R' qui seront eux aussi des fonctions linéaires de ces poids.

Ainsi, le travail de déformation de tout l'arc sera exprimé par la formule suivante

1 G^\ + t\}-HIï+K}^\-\-t\}^J&&^^^


• (6)



+2N6,+2N‘t, -2(Q 4- R') 0, — 2(Q‘ — R) t — S-S‘

Le travail de déformation de tout le système s’obtiendra en ajoutant la formule (6) à la (5) et sera, par conséquent,

1 (A + G)(63,+0) +(B+II^K)^\~]-~t\)+2(C+J)^i 6,+t,4)

2 +2(D+21)0, ,+2NZ,+2Nt,+2(0+R)0,+2(0+R)t,+S+s‘

ou, pour simplifier.

1 a (S‘ + t\) + 6 (6‘, + t^ + 2 c (81 6, + tt.)

2 +240,1,+2N%,+2Nt,+2/0,+291,+1

	
a, b, c, etc., étant des coefficients numériques.



Pour déterminer les quatre tensions inconnues 61, 0,, t,, t^^ on devrait égaler à zéro les dérivées de l'expression précédente par rapport à ces quantités. Or, il est facile de voir que la dérivée par rapport à % 1 contiendra seulement les deux inconnues 6, , 6,, et celle par rapport à t, seulement les inconnues 11, 12; tandis que chacune des dérivées par rapport à 62, t, contiendra trois inconnues.

Mais on peut simplifier le calcul en faisant 61 + t, = T,         6, + t, = T,, (8) © i t — 61,         © 2    2 = 25 en effet, on tire de ces relations — __Ta + 0,            2 _T, + 0, C i —                 C 2 —   2 (9) + ___T1 0,                   / — T2 0, \ ‘1 — o » et, par conséquent,
[image: ]

Substituant dans la formule (7) on voit que celle-ci se sépare en deux parties, dont l’une contient seulement T1,T2, et l’autre seulement 0,, 0,. On obtient donc ainsi:

i | [ar2, + (b + d) T% + 2CT,r, + 2 (N+ N') ni + 2(/+ g) r,1 )

| — [a 6* — (D — d) 62,— 2c 0,02 + 2(N - N)01 — 2 (f— 9)0,1 + h )

Suivant le théorème démontré au numéro 2, sur le changement des inconnues, on peut égaler à zéro les dérivées de cette expression par rapport à T,,T2, 0,,02, au lieu des dérivées de l’expression (7) par rapport à 01,02, t,, ta, en sorte qu’on obtiendra les deux groupes suivants d’équations à deux inconnues :

ar^CT^^N ^rN') = 0,             )

(12) cr,—(b+d)r,—(f+g) = 0,         J

a 01 + C6,—(N— N') = 0,             ) ï (13) ce,+(b—d)0,+(f—9) =0.        )

On tire avec toute facilité de ces équations, les valeurs de T,, T2 , 6,, 02, e^ l’on déduit après, au moyen des équations (8), les valeurs de 61, 6,, 6,, 0^.

Dans la plupart des applications que nous ferons ensuite, nous nous servirons de la simplification indiquée ci-dessus; car tous les systèmes que nous aurons à considérer seront symétriques.

	
	
4.    Usage du principe de la superposition des effets pour l’étude des systèmes composés. - Nous avons démontré au numéro 19 du chapitre premier, et au numéro 2 du chapitre II, que dans tout système élastique, articulé ou non, tant les forces intérieures ou élastiques que les déplacements des différents points, et les rotations des sections, sont des fonctions linéaires des forces extérieures, et que, par conséquent, le principe de la superposition des effets a lieu; c’est-à-dire que, par exemple, la tension d’un tirant lorsque le système est chargé de différents poids P, Q, R, etc., est la somme des tensions que ce tirant subirait, si les forces P, Q, R, etc., étaient isolément appliquées au système.





La même chose a lieu pour le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant sur une section quelconque.

Ce principe est très-important, car il permet d’étudier l’équilibre des systèmes élastiques, en examinant une à une les forces qui y sont appliquées.

Une considération très-simple montrera quel avantage peut donner, pour la facilité des calculs, l'étude de l’effet de chacune des forces prises séparément, au lieu d’étudier tout d’un coup l’effet de toutes les forces simultanément appliquées au système.

Supposons que, pour le calcul des inconnues, on doive élever au carré la fonction p des forces extérieures. Comme on a

................  (14)

il est clair que si l’on considère une à une les forces extérieures, on n’aura dans chaque calcul qu’ à faire les carrés des monômes a P, 3Q, yR^.....; mais si toutes les forces doivent être considérées simultanément, il faudra faire le carré de l’expression générale de p, et, par conséquent, outre les carrés de ces mo-nomes, on aura toutes les combinaisons possibles des doubles produits des mêmes monomes pris deux-à-deux.

Un autre avantage du principe de la superposition des effets, résulte de la considération suivante: supposons que pour étudier les conditions d’équilibre d’une ferme symétrique par rapport au milieu, on ait d’abord déterminé les forces élastiques inconnues pour les deux cas suivants:

1° En considérant seulement le poids permanent qui est censé symétriquement distribué par rapport au milieu ;

2° En faisant abstraction du poids permanent et en considérant seulement une surcharge de 2 kilogr. par mètre carré de couverture sur la moitié gauche de la ferme.

Il est clair qu’on pourra, au moyen de ces résultats, déterminer les forces élastiques inconnues dans les différents cas qu’il importe de considérer dans la pratique, et que nous allons examiner ci-dessous.

Pour plus de clarté, nous appliquerons nos raisonnements à deux tirants symétriques, que nous supposerons exister dans le système, et nous appellerons T' la tension de ces deux tirants, obtenue dans le premier calcul où l’on considérait le seul poids permanent, et 6, t les tensions obtenues respectivement pour le tirant de gauche et pour celui de droite dans le second calcul, c’est-à-dire pour une surcharge de p kilogr. par mètre carré, sur la moitié gauche de la ferme, en faisant abstraction du poids permanent.

Il résulte de la symétrie du système, que si la surcharge de p kilogr. par mètre carré de couverture était supposée seulement sur la moitié droite de la ferme, en faisant toujours abstraction du poids permanent, le tirant de gauche aurait la tension t et celui de droite la tension % ; d’où il suit, par le principe de la superposition des effets, que si la surcharge de p kilogr. par mètre carré de couverture, était distribuée tant sur la moitié gauche, que sur la moitié droite de la ferme, chacun des deux tirants considérés, aurait la tension

6 + t.                       (15)

Si l’on considère simultanément la surcharge complète comme ci-dessus, et le poids permanent, la tension de ces deux tirants sera

T — T' -6 — t-              (16)

Si l’on considère simultanément le poids permanent et la surcharge sur la moitié gauche, la tension du tirant de gauche sera

T — %,


(17)



et celle du tirant de droite

(18)

On peut encore considérer le cas où la surcharge de la ferme serait de p’ kilogr. par mètre carré sur la moitié gauche, et de p" kilogr. sur la moitié droite. Alors, le poids permanent seul donne aux deux tirants la tension T’\ la surcharge p', à gauche, donne pour le tirant de gauche et pour celui de droite les tensions

et la surcharge p", à droite, donne pour les mêmes tirants les tensions

P-t,    Plg:


(20)



D        P

par conséquent, la tension finale du tirant de gauche sera


T' + 2‘ 6+2" t, P P




(21)



et celle du tirant de droite

7+Pt+Pg.           (22)

P p

Si dans une ferme symétrique il y a un tirant horizontal coupé en son milieu par la verticale qui passe au sommet de la ferme, il prendra la même tension tant pour la surcharge seulement appliquée sur la moitié gauche, que pour une même surcharge seulement appliquée sur la moitié droite; par conséquent, sa tension, dans le cas de la surcharge des deux côtés (abstraction faite du poids permanent), sera double de celle qu’ il subirait pour la surcharge d’un seul côté.

Comme dans plusieurs des applications pratiques que nous donnerons dans la suite de cet ouvrage, nous ferons le calcul des fermes en considérant d’abord la charge complète^ c’est-à-dire le poids permanent et la surcharge tant sur la moitié gauche que sur la moitié droite, et, ensuite, la surcharge seulement sur la moitié gauche en faisant abstraction du poids permanent : nous ferons voir qu’on peut déduire de ces deux cas le troisième, où l’on tient compte de la charge permanente et de la surcharge seulement appliquée sur la moitié gauche de la ferme. Or, nous avons obtenu ci-dessus la formule

T = T' + 6 + t,

qui donne la tension des deux tirants symétriques considérés, dans le cas de la surcharge sur toute la ferme, en tenant compte aussi du poids permanent. De cette formule on tire

7+6=T-t,           (23)

r + t = T — 6 ;               (24)

et comme T' +6 et T' 4-1 sont les tensions des deux tirants pour le cas du poids permanent et de la surcharge sur la moitié gauche seulement, il s’ensuit que :

La tension d'un des deux tirants, dans le cas du poids permanent et de la surcharge à gauche, s'obtient en ôtant de la tension qu'aurait le même tirant pour la charge complète, celle qu’aurait le tirant symétrique pour la seule surcharge à gauche.

Tout ce que nous avons dit dans le présent numéro pour les tensions de deux tirants symétriques, s’applique aussi aux moments de flexion, aux pressions normales et aux efforts tranchants dans les sections symétriques.

Si, par exemple, dans un arc symétrique par rapport à la clef on appelle M et P le moment de flexion et la pression normale pour la section à la clef dans le cas d’une surcharge seulement sur la moitié gauche de l’arc, en faisant abstraction du poids permanent, il est clair que dans le cas où il y aura une surcharge égale aussi sur la moitié droite, le moment de flexion et la pression normale à la clef seront 2 M et 2 P, mais leur rapport sera

M

encore — comme dans le premier cas. Donc, la courbe des centres de pression passe par le même point à la clef, tant pour la surcharge d'un seul côté, que pour la surcharge des deux côtés.

	
	
5.    Démonstration de la petite influence qu’ont les termes dus au glissement, sur la détermination des forces ou tensions inconnues dans les systèmes élastiques. - Tous les systèmes que nous étudierons dans la suite de cet ouvrage, seront composés d’un solide soumis à compression, flexion et glissement, et de barres droites attachées à ce solide et entr’elles au moyen de charnières. Ces barres ne pourront être soumises, par conséquent, qu’à des efforts de tension ou de compression dirigés suivant leur axe.





Quelquefois la pièce soumise à flexion formera, elle seule, tout le système comme dans les arcs à naissances cylindriques et dans ceux à naissances planes, que nous avons considérés au numéros 3 et 4, où les culées empêchent le déplacement des extrémités de l’arc.

Il est évident que dans les systèmes définis ci-dessus, on n’aura à déterminer la courbe des centres de pression que pour la pièce soumise à flexion ; car pour les barres articulées, cette courbe se confond avec leur axe.

Or, on peut s'assurer, en examinant toutes les applications numériques, que nous donnons plus loin, que la courbe des centres de pression de la pièce soumise à flexion, passe tantôt d’un côté, tantôt de l’autre de l’axe de la pièce, mais en restant partout très-voisine de cet axe et très-peu inclinée par rapport à lui, c’est-à-dire que la tangente à la courbe des centres de pression, en un point quelconque, fait un angle très-petit avec la tangente au point correspondant de l’axe de la pièce.

Mais il résulte de ce que nous avons dit au numéro 6 du chapitre précédent, que la pression absolue ayant lieu sur une section, c’est-à-dire la résultante de la pression normale et de l’effort tranchant, est à très-peu près tangente à la courbe des centres de pression ; d’où il s’ensuit que la pression normale sera partout presque égale à la pression absolue, tandis que l’effort tranchant sera très-petit par rapport à celle-ci.

De plus, comme la courbe des centres de pression passe tantôt d’un côté, tantôt de l'autre de l’axe de la pièce, on voit que non-seulement l’effort tranchant sera partout très-petit par rapport à la pression normale, mais qu’il sera positif pour certains tronçons et négatif pour d’autres; tandis que la pression normale sera positive pour toutes les sections.

Donc, pour la pièce soumise à flexion, les déformations dues aux efforts tranchants, seront très-petites par rapport à celles dues aux pressions normales; et puisque les unes et les autres seront en général très-petites par rapport à celles dues à la flexion, comme nous l’avons démontré au numéro 8 du chapitre IV, et que d’ailleurs les forces ou tensions inconnues ayant lieu dans les systèmes élastiques dépendent de leurs déformations, on peut conclure qu’il sera presque toujours inutile de tenir compte de l’effet des efforts tranchants, c’est-à-dire du glissement, lorsqu’il s’agira de déterminer les tensions ou réactions inconnues.

Comme cette proposition est très-importante pour abréger les calculs, et comme nous en tirerons profit dans toutes les applications numériques, nous croyons utile d’en montrer la vérité avec quelques exemples particuliers, ce qui servira à faire ressortir de quoi dépend que l’influence des termes dus au glissement soit très-petite per rapport à celle des termes dus à la compression, quoique les premiers, pris isolément dans chaque membre des équations, puissent être plus grands que les derniers.

Examinons d’abord le cas de l’arc à naissances cylindriques ques nous avons étudié au numéro 3.

Pour déterminer la seule inconnue du problème, qui est la poussée horizontale, nous avons trouvé la formule (13): si l’angle est égal à 45, c’est-à-dire si l’axe de l’arc est une demi-circonférence, cette formule donne


7*___1 , A

o_iprEI EQFO *53r 73   1 A'


(25)
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ou

__4pr a — x 37 a — y en faisant

72 _      1___A _      1  ! A

EI, EQ FQT' EQFOM

Les quantités x et y seront très-petites par rapport à la tité a, comme nous l’avons déjà démontré plusieurs fois : en négligeant les puissances de — et — supérieures à la pre-


quan-



mière, on aura

	
> _ 4pr El FQ . 3r 72 EI on aurait évidemment obtenu ce même résultat si l'on était parti de la formule



73__1
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dans laquelle on a supprimé au numérateur et au dénominateur A

le terme Fo dû au glissement, ce qui montre que ce terme a une influence insensible sur la valeur de Q.

Il faut bien remarquer que le terme — n’est pas très-petit


par rapport au terme ——

J S2



et qu’au contraire il sera générale

ment plus grand : si toutefois il n’a presque aucune influence sur y • la valeur de Q, c'est qu’ il a le même signe que le terme — dû à la flexion, tant au numérateur qu’au dénominateur, tandis que le terme 7o a des signes contraires.

Lorsque la flèche est très-petite par rapport à la corde de l’arc, la poussée horizontale Q est déterminée par l’équation (15), c’est-à-dire

813 | 1 . 413A\/pl2)
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(27+3»/)=0: (26)
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comme la quantité — est du même ordre de grandeur que la quantité ___> et que le rapport - est très-petit, on peut né-H 92

gliger le terme 413 A. par rapport au terme — , en sorte que l’équation précédente deviendra
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15 El
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___1 ( pl — 2 2f = o ' EQ 2f T 32 ) c’est-à-dire qu’elle ne contiendra plus aucun terme dû au glissement.

Examinons maintenant le cas de l’arc à naissances planes, que nous avons étudié au numéro 4 du chapitre précédent.

Ici nous avons les deux inconnues Mq, Po , qui sont déterminées par les deux équations (22) et (23).

Si l’angle 0 est égal à " , c’est-à-dire si l’axe de l’arc est une demi-circonférence, ces deux équations deviennent

[image: ]



et en substituant dans la seconde la valeur de M, tirée de la première, on obtient, en réunissant les termes semblables,

oi/z_2)4  1 7 _ A T p _( r      1  ,  A \ , LEI 4 T)E04F04/°12Er 3E030/2"

en observant qu’on a approximativement

724 10 T

4 *53 4‘ cette formule donne

73__1     A p _ 4pr ^EI  EQ  FQ °    3 r    10r2__1__A EQ T FQ

ou bien p _4pr a —x °    3 T b — y ‘

si nous faisons

78 _10 7a _,   1___1 i A _ 4EI    ‘  53El ‘ EQ   FQ — ’ FQ T F^l~ V‘

Comme les quantités x et y sont très-petites par rapport aux quantités a et b, on peut prendre

.     . , [a —     —7) a— x— ~y. a — x_a — x (1 , y_ :___\ b I _ b+v b y S ) — b T b en négligeant les puissances de — et b supérieures à la première: ainsi en substituant à a, b, x, y leurs valeurs, on obtient

53 El

Pour discuter cette formule, il nous suffira de considérer le numérateur de• l’expression de POy ou mieux encore la seule quantité

72,931__13 A

4EI 40 EQ 40 FQ' et de comparer entr'eux les deux derniers termes que nous savons déjà être très-petits par rapport au premier.

Or, si nous supposons que l’arc soit non-seulement homogène, mais encore isotrope, et que sa section soit rectangulaire, nous aurons

6   F— 2    13 A.39 1

5’      — 5 ’    40 FQ—40 ' EQ'

en sorte que l’expression précédente deviendra

72__93 J__39 1_r__132 1. 4EI 40 ' EQ  40 ’ EQ 4EI   40 FQ

comme le terme

	
13 A,39 1 40 ' FQ 40 ’ EQ est presque exactement les 2 du terme 132 . - , on voit que le -    -                        7               40 E 92



2

terme dû au glissement n’ est que les 7 de la somme de ce terme avec celui dû à la pression normale; comme, d’ailleurs, cette


r 2

4EI



somme est très-petite par rapport au terme


dû à la flexion,



il s’ensuit qu’on en peut négliger les - sans commettre une erreur trop forte.

Du reste, il faut bien remarquer que l’arc à naissances planes ayant pour axe une demi-circonférence, présente un des cas les plus défavorables sous le rapport du glissement ; car la courbe des centres de pression résulte, sur une grande portion de sa longueur, assez inclinée par rapport à l’axe du solide, c’est-à-dire que les efforts tranchants ne sont pas très-petits par rapport aux pressions normales.

Ou pourra facilement reconnaître au moyen des équations (22) et (23), que lorsque l’axe du solide sera un arc de cercle moindre qu’une demi-circonférence, l’effet du glissement sera négligeable par rapport à celui dû à la pression normale, avec un degré d’approximation d’autant plus grand que la flèche sera plus petite par rapport à la corde.

Considérons, par exemple, le cas où la flèche est très-petite par rapport à la corde. La valeur de la poussée horizontale Po est alors donnée par l’équation (29), qui ne diffère de l’équation (15) déjà discutée ci-dessus que par le coefficient du terme dû à la flexion ; on est donc conduit encore à la conclusion que l’effet du glissement sur la valeur de Po est insignifiant, et que, par conséquent, il n’est pas nécessaire d’en tenir compte.

En résumant, on voit que, parmi les quatre cas considérés, il y en a trois dans lesquels l’effet du glissement est presque absolument nul, et un seul où cet effet est comparable à celui de la compression, mais encore beaucoup plus petit.

Ainsi, dans les applications pratiques, on pourra d’abord déterminer les inconnues en négligeant l’effet du glissement; ensuite on décrira la courbe des centres de pression : si elle a partout une petite inclinaison par rapport à l’axe du solide, les résultats obtenus pourront être regardés comme absolument exacts: mais si cette inclinaison est assez forte, sur une grande portion de la courbe, on pourra reprendre le calcul en tenant compte aussi du travail de déformation dû aux efforts tranchants.

Ce dernier cas ne se présentera jamais dans les applications numériques que nous donnons plus loin.

G. Théorème sur les effets de la variation de la température. - Lorsqu’un système élastique a été composé à une certaine température, il arrive en général, qu’en passant à une température différente, il se développe en lui des forces élastiques qui s’ajoutent à celles produites par les forces extérieures. Par exemple, lorsque la température d’un arc métallique varie, sa corde tend à augmenter ou à diminuer; mais s’il est fixé à ses extrémités, l’allongement ou l’accourcissement de sa corde ne pouvant alors avoir lieu, il se développe dans l’arc des forces élastiques, qui s’ajoutent à celles produites par les charges.

Supposons maintenant qu’un système élastique ait été composé à une certaine température t, à laquelle correspondent, pour les différentes parties, les longueurs géométriques exactement nécessaires pour la composition du système; supposons, de plus, qu’on rende libre une extrémité de chacune des parties qui ne sont pas indispensables pour que le système soit de forme invariable, et qui, par conséquent, ne pourraient librement se dilater elles-mêmes, et empêcheraient la libre dilatation des autres parties.

Soit, par exemple, AB CD un système composé des solides AB,BC, DH (PL III, fig. 6) encastrés l’un dans l’autre, et d’un tirant A C articulé à ses extrémités.

On voit facilement que, lorsque la température varie, ces solides ne peuvent librement se déformer, car chacun d’eux est lié par ses deux extrémités aux autres solides. Mais, si l’on suppose coupé le solide B C suivant la section transversale E F, et libre l’extrémité C du tirant A C, on voit que chacun des solides du système ne sera plus attaché aux autres que par une de ses extrémités, et qu’il pourra alors librement obéir aux variations de température.

Or, suivant notre hypothèse, à la température initiale t, les deux solides DBFE, CFE se réunissent exactement par eux-mêmes suivant la section EF, et le tirant a une longueur exactement égale à la distance des deux points AC, qu’il doit relier. Mais à un autre température t' les sections EF des solides DBEF, CE F viendront respectivement en E' F, E''F" (PL III, fig. 7): de plus, la distance des points A, C, deviendra AC', tandis que la longueur du tirant deviendra AC''.

Appelons

A la-différence entre la distance AC et la longueur AC",

6 l’angle très-petit des deux sections E'F', E”F"-,

	
	
K, » les projections, sur la normale à la position initiale de la section EF et sur la section elle-même, de la droite de jonction des centres des sections E'F', E"F".





Si nous supposons maintenant qu’on applique au système donné ABCD (PL III, fig. 6), où toutes les liaisons primitives sont censées rétablies, des forces extérieures quelconques, le système se déformera, et les déformations, aussi bien que les forces intérieures, seront variables en fonction de la température : mais il est bien évident que, pour une température quelconque, on pourra exprimer les forces élastiques en tout point du système, lorsqu’on connaîtra la tension T du tirant AC, et, de plus, le moment de flexion M, la pression normale P et l’effort tranchant S sur la section EF.

Pour déterminer la valeur qu’auront ces quatre inconnues à la température V, supposons que le système soit d’abord dans la condition représentée par la figure 7, et qu’on lui applique les forces extérieures données, et, en outre, les forces suivantes, savoir :

Au point C, une force T dirigée de C vers A ;

A l’extrémité C" du tirant qui est censé dirigé suivant la droite AC", une autre force T dirigée de C" vers Cr-,

A la section E'F’, des forces normales et des forces tangen-tielles donnant un moment de flexion M, une pression normale P et un effort tranchant S ;

Enfin, à la section E"F", des forces normales et des forces tangentielles égales et contraires à celles agissant sur la section E'F’, et donnant encore, par conséquent, un moment de flexion M, une pression normale F, et un effort tranchant S.

Quant à la direction des forces appliquées sur les sections E'F', E"F”, nous admettons:

	
1° Que les moments M tendent à faire tourner ces sections de manière à faire diminuer leur angle;


	
2 Que les résultantes P soient de véritables pressions normales, c’est-à-dire que, suivant la disposition indiquée dans la figure 7, elles tendent à augmenter la projection sur la normale à la section EF (Fig. 6), de la distance des centres des deux sections E'F', E"F"',


	
3° Enfin que les efforts tranchants S soient dirigés de manière
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qu’ils tendent à faire diminuer la projection, sur la section EF, de cette distance.

Les quatre quantités T, M, P, S doivent être telles, que sous leur action et sous l’action des forces extérieures données, les points C', Crf viennent à coïncider après la déformation, ainsi que les sections E'F', E^F1'.

Pour plus de clarté nous désignerons par P, T1 les deux forces T appliquées aux points C‘, C‘ ; par M\ P', S1 le moment M et les forces P, S sur la section E'F’ ; enfin, par Mr\ P'r, S" ces mêmes quantités considérées sur la section E"F".

Suivant ce que nous avons déjà dit nous pouvons exprimer le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant en une section quelconque des pièces composant le système, et aussi, par conséquent, son travail de déformation, en fonction des forces extérieures données et des quantités T\ T" ; M\ P\ S‘ ; M", P", S".

Soit L cette expression du travail.

On observera d’abord que les sommes

	
d L 1 d L     d L ■ d L     d L | d L     cl L . d L



dT T dI ‘ dM' T dM" ‘ dPr T dP7’ ’ dS' T dSn

ne sont autre chose que les dérivées de la fonction L par rapport aux quantités T, M, P, S ; en effet, si l’on considère, par exemple, P et T" comme des fonctions de T données par les équations

T__ T‘ T"' — T‘ on obtient

dL_ _ dL_ dP_ , dL dT^

dT dP ' aTT dT" ' dT'


et comme on



dT , dp -a ——- = 1, — — 1, il résulté dT ’ dT

dL _ dL dL dT~dT T dT"'

Maintenant la formule

dL ■ dL dP ^dP'

exprime la somme des déplacements des points Cf, C" l’un vers l’autre, c’est-à-dire la diminution de la distance CrC" ; en sorte que, pour que ces points soient coïncidents après la déformation, on devra avoir

dL , dL . dL . dT' dT" ‘ dT


(29)



La formule

dL _ dL dM' T dM"

donne la somme des rotations des deux sections E'F'\ E"F", c’est-à-dire la diminution de l’angle que ces sections font entr'el-les; donc, pour qu’elles soient coïncidentes après la déformation, on devra avoir


dL , dL dM' 1 dM"

La formule




dL

OU —

dM




(30)



dL dL dP' 1 dP" exprime la quantité dont augmente, pendant la déformation, la projection sur la normale à la section EF^ de la droite joignant les centres des sections E'F', E"F" ; donc, pour que celles-ci soient coïncidentes après la déformation, il faudra que cette quantité soit négative et égale à — 8, c’est-à-dire qu’on ait l’équation

dL , dL , dL Y apap=55, ou dP = %


(31)



Enfin, la formule

dL ._ dL

ds'dsu

donne la quantité dont diminue, pendant la déformation, la projection sur la section EF, de la droite joignant les centres des sections E'F, E"F" ; donc, pour que ces sections soient coïncidentes après la déformation, il faudra qu’on ait

dL । dL _       dL ass=n; ou dS


(32)



Les quatre équations (29), (30), (31) et (32) servent à déterminer complètement les quatre inconnues T, M, P, S.

Nous avons, jusqu’ici, appliqué nos raisonnements à un système élastique d’une forme particulière; mais on voit facilement qu'ils peuvent satisfaire à tous les cas. Si, par exemple, un système contient plusieurs tirants pouvant être enlevés, et plusieurs pièces encastrées pouvant être coupées suivant une section, sans qu’il cesse d’être de forme invariable, on aura une tension inconnue T pour chacun de ces tirants, et trois inconnues M, P, S pour chacune de ces pièces. Pour déterminer toutes les inconnues on aura relativement à chaque tirant, une équation semblable à l’équation (29), et pour chaque pièce trois équations semblables aux trois (30), (31), (32).

11 faudra observer que les équations (29), (30), (31) et (32) peuvent être obtenues en égalant à zéro les dérivées par rapport à T, M, P, S, de la fonction

L — Tl — (MO — P^ Sn).

Dans le cas général où il y a plusieurs tirants qu’on pourrait enlever, et plusieurs solides encastrés, qu’on pourrait couper dans une section sans que le système cessât d’être de forme invariable,, On obtiendra toutes les équations pour la détermination des inconnues en égalant à zéro les dérivées, par rapport à ces inconnues, de la fonction

L — S Tl — s (M8 — P^ + Sn).

Nous arrivons donc ainsi au théorème suivant: Les forces élastiques ayant lieu dans le système considéré à la température t\ sont celles qui rendent un minimum le travail de déformation du système, diminué de tant de termes semblables à T1 qu'il y a de tirants pouvant être enlevés, et de tant de trinômes semblables à Md — P^ — Sy, qu’il y a de solides encastrés, pouvant être coupés dans une section, sans que le système cesse d'être de forme invariable.

On observera que ce théorème contient, comme cas particulier, celui du moindre travail; car, à la température initiale, toutes les quantités 1, 6, K, » seraient milles, et, par suite, ce serait seulement le travail de déformation du système qui devrait être un minimum.

Enfin, on observera encore que les quantités A, 6, f, 7, sont des fonctions de la différence f — t de la température, en même temps que de la forme et de la nature des diverses parties du système, mais qu’elles sont absolument indépendantes des forces extérieures.

On peut même, en général, les exprimer par la formule a(f — t), a étant un coefficient numérique différent pour chacune de ces quantités, mais constant par rapport à la variation de la température, c’est-à-dire indépendant de f — t.

%. Constructions graphiques simples qu’on peut substituer au calcul numérique. - Dans les études numériques sur l’équilibre des systèmes élastiques on doit toujours composer les expressions des moments de flexion, des pressions normales et des efforts tranchants pour différentes sections des solides composant les systèmes: il arrive encore souvent qu’en ayant quatre tirants concourant en un point, l’on doive exprimer les tensions de deux d’entr’eux, en fonction des tensions des deux autres.

Pour exécuter rigoureusement toutes ces opérations, on pourrait calculer tous les éléments nécessaires, c’est-à-dire, les bras de levier des forces, les angles de ces forces avec les différentes sections, les angles des tirants entr’eux, etc., au moyen de considérations de géométrie et de trigonométrie. Mais dans la pratique, il suffit, en général, de mesurer tous ces éléments sur un dessin fait avec soin et représentant le système à une échelle assez grande.

Nous donnerons donc ici quelques renseignements sur les opérations graphiques, dont on trouvera l’application dans la seconde partie de ce travail.

Moments de flexion. - Pour composer l’expression du moment de flexion sur une section donnée d’un solide, il faut connaître le bras de levier de chacune des forces appliquées à ce solide d’un côté de la section considérée, en comprenant entre ces forces non-seulement .les charges, mais aussi les tensions des tirants, les réactions des points d’appui, etc. Par conséquent, sur un dessin représentant le système à étudier, on tracera les sections par rapport auxquelles on veut composer l’expression du moment de flexion; et du centre de chaque section on abaissera les perpendiculaires sur toutes les forces connues et inconnues, qui concourent à produire le moment de flexion sur cette section. A côté de chaque perpendiculaire, on écrira sa longueur mesurée sur le dessin.

Pressions normales et efforts tranchants. - Pour composer l'expres-sion de la pression normale ou celle de l’effort tranchant sur une section d’un solide, il faut considérer les mêmes forces qui concourent à produire le moment de flexion; et additionner leurs projections sur la normale à la section, si l’on veut obtenir la pression normale, et leurs projections sur la section elle-même, si l’on veut obtenir l’effort tranchant. Les valeurs de ces projections s’obtiennent en multipliant chaque force par le sinus, ou par le cosinus qu’elle fait avec le plan de la section.

On peut trouver avec une seule opération graphique le sinus et le cosinus des angles qu’une même force fait avec différentes sections. En effet, sur une droite parallèle à la direction de la force, prenons une longueur AB égale à une unité d’une échelle arbitraire (PL III, fig. 9), et sur cette ligne comme diamètre décrivons un demi-cercle : ensuite traçons du point B, les cordes BC^ BCly BC^ BC3 parallèles aux sections qu’on doit considérer, et du point A, les cordes AC0, AC^ AC^, AC3 qui seront respectivement perpendiculaires aux premières. Si nous mesurons les longueurs de toutes ces cordes sur l’échelle dont l’unité est égale à AB, nous aurons en AC, AC,, AC^ AC3 les sinus des angles que la direction AB fait avec les sections considérées; et en BC3, BC{, BC^ BC3 les cosinus de ces mêmes angles.

Dans toutes les applications pratiques que nous donnons plus loin, nous aurons occasion de faire cette construction graphique.

Décomposition des forces. - Soit O le nœud (PL III, fig. 10) où se réunissent quatre barres articulées, appartenant à un système élastique, en équilibre sous l’action de forces extérieures, et appelons T^ T^ T,, T, les tensions de ces barres.

Comme les quatre forces se font équilibre, il est évident que deux d’entr’elles peuvent être exprimées en fonction des deux autres, en sorte que lorsque ces dernières seront connues, les premières s’en déduiront facilement.

Supposons, par exemple, qu’on doive exprimer T,et T3, en fonction de Tx et Tv

Prenons sur la direction de la tension T un point quelconque A, et abaissons de ce point les perpendiculaires AA{, AA^, AAt sur les directions des tensions T^ T^ T^. Comme la somme algébrique des moments des quatre tensions, par rapport à un point quelconque, doit être nulle, il est clair que, si l’on prend les moments par rapport au point A, le moment de la tension T, sera nul, et qu’on aura l’équation

T^ . AA, — T . AA, — Tk . AA, = 0 ; par conséquent, si l’on prend pour unité de longueur la perpendiculaire AA,; et si l’on appelle ai, aa les longueurs des deux autres perpendiculaires AA^ AA4, l’équation précédente deviendra

T, = Ta+ T4 a^.

Prenons maintenant sur la direction de la tension T, la longueur OB = O A, et abaissons du point B les perpendiculaires BB, BB3, BB4 sur les directions des autres tensions. Si nous exprimons que la somme des moments des quatre tensions par rapport au point B est nulle, nous aurons l’équation

T; . BB3 — 7 .HBl + 7 . BBi = 0;

mais on a évidemment BB3 = AA^ = 1, donc si l’on appelle b, et b4 les longueurs des deux autres perpendiculaires BBi, BB4, cette équation résultera

T3 = Ttbi — T4b4.

En résumant, on voit qu’après avoir exécuté la construction graphique comme il a été dit ci-dessus, on exprimera les tensions T2, T3 en fonction des deux autres Ti, T au moyen des deux équations

7= T.a^ T^,

T3 = TD — 74b4.

OF • PITRE ZT

Systèmes imparfaitement élastiques, tels que les arcs en maçonnerie

	
	
1.    Considérations sur les systèmes imparfaitement élastiques. -Nous appelons imparfaitement élastiques les corps qui, après avoir été comprimés, ne reprennent pas exactement leur forme primitive en enlevant les forces extérieures. Tels sont les mortiers, lorsqu’ils n’ont pas encore fait bonne prise.





Or, comme les systèmes composés avec ces corps quoique non parfaitement élastiques sont compressibles, et, par suite susceptibles de se déformer; et que, déplus, leurs déformations sont d'autant plus grandes que les forces qui les produisent le sont aussi, il s'ensuit que les déformations sont des fonctions des forces extérieures.

Par conséquent, si l’on a un système imparfaitement élastique, assujetti à quelques conditions géométriques, on déterminera les forces élastiques inconnues, c’est-à-dire la pression sur les points d’appui, ou le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant sur les sections d’encastrement, en exprimant les conditions géométriques auxquelles le système doit satisfaire.

Si, de plus, la compressibilité des corps imparfaitement élastiques composant les systèmes considérés est proportionnelle aux pressions, ainsi que cela a lieu, entre certaines limites, pour les corps parfaitement élastiques, il est facile de voir que la distribution des forces intérieures, se fait exactement de la même manière que dans ces derniers corps. D’où il suit, que les formules et les théorèmes que nous avons démontrés pour les corps et les systèmes parfaitement élastiques, auront lieu aussi pour les corps et les systèmes imparfaitement élastiques ; dont le cas qui se présente le plus souvent dans la pratique, est celui des arcs en maçonnerie, lorsque les mortiers n’ont pas encore fait bonne prise.

Les mortiers peuvent être alors regardés comme tout-à-fait destitués de résistance à l’extension, en sorte qu’aux endroits dans lesquels auraient lieu des tensions, si elles pouvaient se produire, il se manifestera des fissures. Mais on peut reconnaître facilement que toutes les formules et tous les théorèmes que nous avons donnés précédemment seront rigoureusement applicables; seulement les calculs seront un peu plus longs, car on ne connaît plus a priori toutes les sections des solides.

La même chose a lieu dans les voûtes en pierre de taille, exécutées sans interposition de mortier.

Par exemple, si une voûte a une petite flèche par rapport à son ouverture, il arrive presque toujours que, dans toutes les sections d’un tronçon ABDE près des culées (PL III, fig. 8), il y a tendance à se produire des tensions près de l’extrados ; mais à partir de la section ED jusqu’à la clef, chaque section est comprimée dans toute son étendue. C’est pour cette raison que, dans le décintrement des voûtes fortement surbaissées, il se produit toujours des fissures aux naissances, qui partent de l’extrados, et pénètrent plus ou moins dans la voûte.

Dans ce cas, si l’on considère une section quelconque du tronçon ABEDy on voit facilement qu’elle doit être comprimée sur toute la partie contenue entre l’intrados et une certaine courbe CE, et qu’il ne peut y avoir ni compression, ni tension entre cette courbe et l’extrados.

Ainsi, lorsqu’on devra étudier les conditions d’équilibre d'une telle voûte, on pourra bien y appliquer les formules et les théorèmes que nous avons donnés pour les corps et les systèmes parfaitement élastiques; seulement pour le tronçon ABED la section résistante de la voûte devra être limitée à la courbe CE et non à l’extrados.

La partie BCE de la voûte ne doit être regardée que comme une charge.

La difficulté consiste alors dans la détermination de la courbe CE qui est inconnue a priori- mais cette difficulté même peut être vaincue sans recourir à des calculs trop longs, par la méthode des approximations successives dont nous donnerons un exemple dans l’étude du pont en pierre de taille, construit en 1827, sur la Doire, à Turin, par l’Ingénieur Charles Mosca. La voûte de ce pont, d’une hardiesse extraordinaire, a été exécutée en partie sans interposition de mortier, et en partie en interposant des couches de mortier entre les coins de granit, mais en donnant à chacune d’elles une épaisseur variable.

Nous ne croyons pas nécessaire d’ajouter d’autres considérations, pour montrer que le calcul des systèmes imparfaitement élastiques, peut être fait suivant les mêmes principes qui servent pour les systèmes dont l’élasticité est parfaite; car ces principes se réduisent à ceci, que dans tout corps de la nature, les forces intérieures ou élastiques sont des fonctions des déformations produites par les forces extérieures.

On pourrait objecter que si les forces extérieures appliquées à un corps imparfaitement élastique, croissent d’abord de zéro jusqu’à certaines valeurs, et si ensuite elles diminuent jusqu’à zéro, pour croître une autre fois, la condition du corps, par rapport aux déformations, n’est pas exactement la même dans la première période que dans les successives, pour un même système de valeurs des forces extérieures, ainsi que cela aurait lieu pour les corps parfaitement élastiques.

Cette objection est juste sans doute, mais elle ne peut infirmer, en général, ce que nous avons dit ci-dessus.

Du reste, il faut bien observer que cette alternative des forces extérieures n’a jamais lieu dans la pratique que dans des limites très-restreintes. Par exemple, dans un pont en maçonnerie, il n’y a que la surcharge qui puisse varier, et cette surcharge est toujours une fraction très-petite du poids propre du pont.

THÉORIE DE L’ÉQUILIBRE

SYSTÈMES ÉLASTIQUES ET SES APPLICATIONS

SECONDE PARTIE

APPLICATIONS

CHAPITRE PREMIER

Étude d’une poutre armée avec deux tirants en fer et une contre-fiche en fonte (1)

(Planche IV, figures 1 et 2)

1. Données générales. - Portée nette entre les appuis, 8m,00 ;

Distance entre le sommet formé par les deux tirants et l’axe de la poutre, 0m,60;

Section de la poutre, 0m,20 X 0m,20 = 0m,04 ;

Diamètre des tirants, 0m,026.

La contre-fiche est en fonte avec la section en croix, et nous la regarderons ici comme absolument rigide à cause de sa petite longueur et de la petite pression à laquelle elle est soumise.

La charge de la poutre, y compris son propre poids, est de 180 kilogr. par mètre de longueur.

	
	
2.    Calcul de la tension des tirants. - Si l’on appelle:


	
T la tension des tirants ;


	
T la pression de la contre-fiche ;


	
3 l’angle que forment les tirants avec l’axe de la poutre, on a









sin 8 =     0,60   - = 0,1482

V4,002 — 0,602

cos 8 =---- 4,00      = 0,9889 :

V4,003+0,603


et, par suite,



Ti = 2 T sin 3 = 0,2964 . T.


(1)




Pour toutes les valeur constante



sections[de la poutre, la pression normale a la

T cos B = 0,9889 .,T.

La réaction des appuis est

R = 180 X 4,00 = 720.

Le moment de flexion par rapport[aux extrémités de la poutre est Mi = 0, et par rapport à la section C du milieu, il est M, = — R X 4,00 +3p. 4,002 + T X 4,00 X sin B, c’est-à-dire

M, = - 1440 + 0,5928 . T.

Or, l’aire et le moment d’inertie de la section de la poutre ayant les valeurs suivantes,

0 = 0,20 X 0,20 = 0,04, 1= 1 0,20 X 0,203 = 0,C00133,

si l’on désigne par E le coefficient d’élasticité du bois, le travail de déformation dû à la compression de la poutre est exprimé par la formule

320 (Tcos 8)*=;\X 195,58.7,        (2)

et celui dû à la flexion par la formule


4,00 (M*1M, 2EI\ 3    12



p X 4,002 ) = - X (7046 . 7— 21 395 000.2 T). (3)

Enfin, si l'on appelle E' le coefficient d’élasticité du fer, et si l’on observe que

4m,045 est la longueur de chaque tirant;

c = 0ms,000531 l’aire de leur section transversale; on a, pour exprimer le travail de déformation des tirants, la formule c’est-à-dire, en supposant que le coefficient d’élasticité du fer soit douze fois plus grand que celui du bois,


, 4,045

2E‘o




72




_ 1 x 15235 . T\



1 x 1270. T'.                     (4)

Le travail de déformation de tout le système s’obtient en ajoutant les trois formules (2), (3), (4), et a pour expression

1 (8512.. 72 — 217395 000 X 2 T).            (5)

Pour obtenir la valeur de la tension T, il faut égaler à zéro la dérivée de cette expression par rapport à T, ce qui donne 8512 . T — 21 395 000 = 0, d’où l’on tire

T =2514.

	
	
3.    Plus grands efforts des tirants et de la poutre par mètre carré. - La tension des tirants, par mètre carré de section, sera


2514 0,000531




= 4 7307000.







Le moment de flexion, par rapport à une section dont la distance à l’appui le plus proche soit a, est

M = — R æ -\- Tsin .0+2a‘=— 347 .0 + 90.03.

Le maximum de cette expression a lieu pour

»

347

x = — = 1,93, et sa valeur est M = — 335 ;

d’où il suit, que la plus grande compression de la poutre, par mètre carré de section, est donnée par la formule


Tcos B Q



Mv —2486  335 X 0,10


= 313 000,



I — 0,04 T 0,000133

c’est-à-dire; qu’elle est de 31*6,30 par centimètre carré.

	
	
4.    Effets de la variation de température. - Les résultats précédents ont lieu si la température reste égale à celle qui avait lieu au moment de l’assemblage, et que nous appellerons ici température moyenne.





La température croissant ou diminuant de t degrés, chaque tirant, s’il était libre, s’allongerait ou se raccourcirait de la quantité

4,9350'== 0,000 049.t,


en prenant




1

82500




pour coefficient de dilatation du fer.



A l’égard de la poutre, on peut supposer que, même si elle était libre, ses variations de longueur dues aux variations de température seraient milles.

Enfin nous négligerons la dilatation de la contre-fiche, soit à cause de sa petite longueur, soit à cause de la manière dont elle agit dans le système.

Cela posé, il est clair que si l’assemblage de la poutre devait être fait à la température de t degrés au-dessus ou au-dessous de la moyenne, chaque tirant aurait une longueur de 0,000,049 t en plus ou en moins de celle qui est géométriquement nécessaire.

Donc, pour trouver la tension des tirants à cette température, en supposant que la poutre ait été assemblée et chargée à la température moyenne, il faut d’abord ajouter le terme

— 2 X 0,000049 . t • T = ± 0,000098 . t . T

à la formule (5), ce qui donne

1 (8512 .72 — 21 395 000.2 T} ± 0,000098 t. T\ et ensuite égaler à zéro la dérivée de cette expression par rapport à T. On obtient ainsi l’équation

— (8512 . T— 21 395 000) ± 0,000098 . t . = 0, E

d’où l’on tire

T = 2514 = 17,27 . t,                   (6) en prenant E = 1 500 000 000,

Le signe supérieur se rapporte aux augmentations de température, et l’inférieur aux diminutions.

Si l’on suppose que la température moyenne soit de — 15°, la plus grande de + 40° et la plus petite de — 10°, la plus grande

valeur de t sera 25, et il faudra examiner séparément les conditions de résistance • de la poutre aux deux températures extrêmes.

1° Température de 40°.

Faisant t = 25 dans la formule (6) et prenant le signe supérieur, on obtient

T = 2514 — 432 = 2082,

et la tension du tirant, par mètre carré de surface, sera 2082 = 3 920 000, 0,000531

La pression normale est, pour toutes les sections de la poutre,

T cos B = 2082 X 0,9889 = 2059, et le moment de flexion, par rapport à une section placée à la distance a de l’appui le plus proche, est

M = — Ro + T sin B . œ + 3 po = — 411 x + 90 03 , dont la plus grande valeur, qui a lieu pour 411 œ == TU- =2,28, est M- — 469.

Donc, à la température de 40°, la plus grande compression du bois par mètre carré, a pour valeur

2059 + 469 X 0,10 = 405 000 0,04 T 0,000133

c’est-à-dire 40*8,50 par centimètre carré.

2° Température de 10°.

En ce cas, il faut faire t = 25 dans la formule (6) et prendre le signe inférieur; on obtient ainsi

T =2514 — 432 = 2946,

et la tension du tirant, par mètre carré, résulte

0,000531 = 5 548 000.

— 320 —

La pression normale constante pour toutes les sections de la poutre est

T cos 8 = 2946 X 0,9889 = 2913;

et le moment de flexion pour une section placée à la distance o de l’appui le plus proche, est

M=- Rœ+ T sin B . œ + 3 po=- 283 0-90 003, dont la plus grande valeur, qui correspond au milieu de la poutre, c’est-à-dire à a = 4,00, est

M = + 308.

Il s’ensuit que la plus grande compression de la poutre, par mètre carré, est

2913 308 X 0.10 0,04     0,000133 c’est-à-dire de 3026,44 par centimètre carré.

	
	
5.    Conclusion. - En résumant les résultats précédents, on voit que si la température varie entre — 10° et — 40°, la plus grande tension du tirant, par mètre carré, varie entre





5 548 000 et 3 920 000ks;

et la plus grande compression du bois par centimètre carré, varie entre

3025,44 et 4025,50.

Il s’ensuit donc que, dans le calcul des systèmes composés de bois et de fer, il est indispensable de tenir compte des effets de la variation de température (2).

	
CHAPITRE II



Étude d’une poutre armée avec trois tirants en fer et deux contre-fiches en fonte

Mwin n

(Planche IV, figures 3 et 4)

	
	
#. Données générales. - Portée nette entre les appuis, 8m,00 ; Distance de chaque contre-fiche à l’appui le plus proche, 2m,75; Distance entre les contre-fiches, 2m,50 ;





Distance du tirant horizontal à l’axe de la poutre, 0m,60;

Section de la poutre, 0m,20 X 0m,20 = 0m,04;

Diamètre des tirants, 0m,024.

Les contre-fiches sont en fonte, avec section en croix, et nous les considérons comme parfaitement rigides, soit à cause de leur petite longueur, soit à cause de la petite pression à laquelle elles sont soumises.

La charge de la poutre, y compris son propre poids, est de 180 kilogr. par mètre de longueur.

». Calcul de la tension des tirants. - Si l'on appelle:

	
	
T la tension des tirants inclinés;


	
T, celle du tirant horizontal ;


	
T, la pression de la contre-fiche ;





B l’angle que forment les tirants latéraux avec l’axe de la poutre; on a

0,60 sm 3 =            - == 0,2131 ; V 2,752 — 0,602


		
0

sin 3 ==            — = 0,9734 ;

V2,752 — 0,603


	
et, par suite,
	
T, = 0,9734 . T

(1)

T, = 0,2131 . T.
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Pour toutes les sections de la poutre la pression normale se trouve constante, et sa valeur est T,.

La réaction verticale de chaque appui est

R = ISO X 4,00 = 720.

Les moments de flexion, par rapport aux extrémités de la poutre et aux sections correspondantes aux contre-fiches, sont respectivement

M, = 0,

M, = — R . 2,75 + T. 0,6 0 . cos 8+ 3 p . 2,753 = — 1299,4 . + 0,584 . T.

Or, si l’on appelle:

	
	
E, le coefficient d’élasticité du bois ;





Q = 0,20 X 0,20 = 0,04, l’aire de la section de la poutre;

I= 0,20 X 0,203 — 0,000133, le moment d’inertie de cette section ; on pourra exprimer le travail de déformation de la poutre de la manière suivante: pour la compression seule,

	
8.0 0       _1_ 8,00 X 0.97342 Al. 189 48      5 2F0 7 1= 2E 0,04         2E ‘     ’ "



pour la flexion des deux tronçons latéraux,

2,75 (M‘ 2 El \ 3 pour la flexion du tronçon compris entre les contre fiches,

2,50 (22

2EI 2

Faisant la somme de ces deux dernières formules, substituant à M, sa valeur en fonction de T^ et donnant à I et p leur valeur, on obtient, pour exprimer le travail dû à la flexion de toute la poutre, la formule suivante


1 (13,00 Na

2EI 3 " 2



24752— 2,502 7 . M,) = X ( 11 Q8 4. T a - 27 055 054 X 2 T). (3)
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Enfin le travail de déformation des tirants est exprimé par la formule

210 (2 X 2,815 . 7a + 2,50 X 73) :

si dans cette formule, on substitue à T, sa valeur en fonction de T donnée par la première des équations (1), si l’on observe que l’aire de la section des tirants est • = 0,000452, et enfin, si l’on suppose que le coefficient d’élasticité du fer soit 12 fois plus grand que celui du bois, c’est-à-dire que E‘ = 12 . E, on a

1 • 1475 • T'.                         (4)

Ajoutant les trois formules (2), (3) e (4), on obtient, pour exprimer le travail de déformation de tout le système, la formule

1 (12 748 . 73 — 27 055 054.2 T). 21


(5)



Pour trouver la valeur de la tension T, on égale à zéro la dérivée de cette expression par rapport à T, ce qui donne l’équation

12 748 . T — 27 055 054 = 0, d’où l’on tire

„ ____ 055 054 __91 99 , — 12 748 — —

	
	
3.    Plus grands efforts des tirants et de la poutre par mètre carré. — Si dans les équations (1) on substitue à T sa valeur, on obtient





T, = 2065,7 ; T. = 452.2 ;

ainsi la tension des tirants, par mètre carré, sera:

9199 2 pour les tirants latéraux = - = 4 700 000 kilogr.

0,00045%                 P


pour le



O(6K 7

tirant du milieu = -    ’ • — 4 570 000.

0,000 452

Quant aux contre-fiches, il est inutile de s’en occuper, car on voit que leur tension totale est si petite, qu’elles auront toujours un excès de résistance.

Pour trouver maintenant la plus grande pression du bois par mètre carré, on observera d’abord que la pression normale est égale à 7, pour toutes les sections de la poutre. Le moment de flexion est variable, et sa valeur, pour une section des tronçons latéraux, c’est-à-dire pour une section située à une distance a < 2m,75 de l’un des appuis, est donnée par la formule

M = — R a + T sin B . c+$2o= - 267,8 .x 90. x'.

La plus grande valeur numérique de cette formule, entre x = 0 et x = 2m,75, a lieu pour

267,8 t —

“=180 =1449;

et elle est

M-— 199.

Pour le tronçon compris entre les contre-fiches, on trouve que le plus grand moment de flexion a lieu pour la section du milieu, et que sa valeur est

M = — R X 4,00 4- 3 p X 4,002 X T, + 0,60 — — 200,58.

On voit donc que la plus grande valeur du moment de flexion a lieu pour la section du milieu de la poutre; d’où il suit, que la plus grande pression du bois, par mètre carré, a lieu aussi dans cette section, et que sa valeur est

Ti Mo 2065,7 . 200,58 X 0,10   . 0 “ IF 0,04 1 0,000133 1 *201702 c’est-à-dire de 20*6,17 par centimètre carré.

	
	
4.    Effets de la variation de température. - Comme les variations de température n’ont presque aucune influence sur le bois, nous supposerons que la poutre simple en bois, si elle était même libre, ne s’allongerait, ni se raccourcirait avec un changement de température; tandis que les tirants, s’ils étaient libres, s’allongeraient ou se raccourciraient. Nous négligerons les effets de la variation de température sur les contre-fiches, soit à cause de leur petite longueur, soit à cause de leur manière d’agir dans le système.





Nous appellerons température moyenne^ la température à laquelle a été fait l’assemblage des différentes pièces de la poutre


armée, et nous prendrons du fer.




1

82500




pour coefficient de dilatation



Cela posé, il est évident que si la température augmentait ou diminuait de t degrés par rapport à la température moyenne, le tirant du milieu, s’il était libre, s’allongerait ou se raccourcirait 2 50 t

de la quantité ■ 0 ’ et chacun des tirants latéraux, de la quan-82500


tité




2,815 . t 82500



Par suite, si l’on voulait faire l’assemblage des différentes pièces du système à la température considérée, on voit facilement que, après avoir placé le tirant horizontal, chacun des tirants latéraux présenterait un excès ou un manque de longueur exprimé par la formule

1 2,50 ,t > , 2,815 . t


0,000049 . t.



2 82500 • cos+ 82500 =

Donc, suivant un théorème démontré dans la partie théorique de cet ouvrage, le système ayant été assemblé à la température moyenne ; pour déterminer la tension T des tirants latéraux à la température t au-dessus ou au-dessous de celle-ci, sous la charge supposée précédemment, il faut ajouter à la formule (5), qui exprime le travail de déformation de tout le système, le terme

± 2 X 0,000049 . t . 7= ± 0,000098 . t. T,

ce qui donne

- (12 748 . 72 — 27 055 054.2 T) + 0,000098 . t. T, et ensuite égaler à zéro la dérivée de cette expression par rapport à T.

On obtient ainsi l’équation

1 (12 748.7— 27 055 054) = 0,000098 . t = 0,

d’où, en prenant E = 1 500 000 000, on tire

Il faut ici prendre le signe supérieur pour les augmentations de température, et l’inférieur pour les diminutions.

Supposons que l’assemblage ait été fait à la température moyenne de 15° et que la température de la poutre puisse varier entre — 10° et + 40°, et examinons les deux cas extrêmes.

Premier cas. - Température de 40°

On doit faire t == 25 dans la formule (6), et prendre le signe supérieur: ce qui donne

T == 2122,2 — 11,53 X 25 = 1833,9 ;

d’où il suit, que la tension des tirants latéraux par mètre carré,


1833,9

" 0,000452




— 4 057 000.



Pour trouver la plus grande pression du bois, on observera d’abord que la pression normale est, pour toutes les sections delà poutre,

T, = T cos B = 1785 ;

de plus, le moment de flexion, variable d’une section à l’autre, a sa plus grande valeur numérique pour la section du milieu de la poutre, et cette valeur est

M = — R X 4,0 0 + 3 p . 4,002 + T, . 0,60 = — 369.

Il s’ensuit que la plus grande pression du bois, rapportée au mètre carré, a pour valeur

1785   369 X 0,10 0,40 T0,000133


= 322 069,



c’est-à-dire 3246,21 par centimètre carré.

Deuxième cas. - Température de — 10°.

On doit encore faire t = 25, seulement il faut prendre le signe inférieur, ce qui donne

T = 2122,2 — 11,53 X 25 = 2410,4;

ainsi, la tension des tirants latéraux, par mètre carré, est


2410,4 0,000452




= 5 332 000.



Pour la poutre, la pression normale a, dans toutes les sections, la valeur constante

T cos 3 == 2410,4 X 0,9734 = 2346 ; le moment de flexion pour une section située à la distance O de l’appui le plus proche, a étant < 2m,75, est exprimé par la formule

M = — RO+ Tsin B . 0+$pa‘= - 206,4 . o + 90 . 002;

dont le maximum numérique, qui correspond à

206,4  -   , —

x — 2 — 1,15, est M =-118,3.

Pour la section du milieu de la poutre, on trouve facilement que le moment de flexion est M ~ — 42,4, d’où il suit, que la plus grande pression du bois a lieu dans les tronçons latéraux, et que sa valeur est c’est-à-dire 1436,76 par centimètre carré (3).


2346

0,04 T




118,3 X 0,10

0,000133




== 147 600,



	
	
5.    Conclusion. - Les résultats précédents montrent combien peut être grande, dans les systèmes composés de bois et de fer, l’influence des variations de température sur la distribution des tensions et des pressions.





En effet, avec la poutre armée que nous avons considérée ci-dessus, il résulte que, si la température varie entre — 10° et — 40°, c’est-à-dire entre des limites qui seront généralement surpassées, au moins dans l’Italie septentrionale, les forces élastiques rapportées au mètre carré, varieront dans les limites suivantes, savoir:

Pour les tirants latéraux, entre 4 057 000 et 5 332 000 kilogr.

Pour la poutre en bois »     322 069 »   147 600   »

	
CHAPITRE III



Étude d’une poutre armée avec trois tirants en fer et deux contre-fiches en fonte

(Planche IV, figures 5 et 6)

	
	
1.    Données générales. - Distance entre les plans moyens des deux cintres sur lesquels la poutre est appuyée, 7m,00.





Distance entre les bords des deux cintres, c’est-à-dire portée nette de la poutre, 6m,70.

Distance de chaque contre-fiche à l’appui le plus proche, 2m,18.

Distance entre les deux contre-fiches, 2m,34.

Distance du tirant horizontal à l’axe de la poutre, 0m,60.

Projection verticale des tirants, 0m,60 — 0m,13 = 0m,47.

Section de la poutre, 0m,20 X 0m,20.

Diamètre des tirants, 0m,025.

Les contre-fiches sont en fonte et ont leur section en croix ; nous les considérerons ici comme parfaitement rigides.

La charge de la poutre, y compris son propre poids, est pour chaque mètre de longueur,

p = 250 kilogr.

	
	
2.    Calcul de la tension des tirants. - Si l’on appelle:





T la tension des deux tirants latéraux,

	
	
	
T, la tension du tirant horizontal,







T, la pression des contre-fiches,

	
	
	
	
3 l’angle que forment les tirants latéraux avec l’horizontale ; on a









sin B = —   0,47     : — 0,2214 ; v2,072 + 0,47*


COS 3 =



—--2 .....= 0,9752;

V2,07* + 0,472

et, par conséquent,

Ti = 0,9752 . T,                   )

(1)

T^ = 0,2214 .T.                  )

Pour toutes les sections de la poutre comprises entre les nœuds estrêmes des tirants latéraux, la pression normale est constante et égale à Tv

Pour les deux petits tronçons latéraux compris entre ces nœuds et les points d’appui de la poutre sur les cintres, dont chacun a la longueur de 0m,ll, la pression normale est nulle.

Les moments de flexion pour les sections qui séparent les différents tronçons, sont donnés par les formules suivantes: Pour les sections correspondantes aux appuis sur les cintres,

M,= }2.0,15% =2,81;

Pour les sections placées à la distance de 0m,ll des précédentes, c’est-à-dire correspondantes aux nœuds extrêmes des tirants latéraux,

M, =- R . 0,11 + 6p. 0,263 + 0,13 . T cos 8 = — 87,80 + 0,1268 . T\

Pour les sections correspondantes aux contre-fiches,

M, = — R . 2,18 + 3 p . 2,332 4- 0,60 . T cos = — 1228,89 + 0,5851 . T.

Or, si l’on appelle E le coefficient d’élasticité du bois composant la poutre, et si l’on observe que l’aire et le moment d’inertie de la section transversale de'cette poutre ont les valeurs suivantes :

0 = 0,20 X 0,20 = 0,04,

1 = 1 0,20 X 0,20% = 0,000133,

on pourra facilement exprimer son travail de déformation. En effet, pour la partie de ce travail due à la compression seule, c’est-à-dire aux pressions normales, on a la formule

2,07 X 2 + 2,34 a_ 1 6,48 X 0,9752° „_ 1   0 „.

2FQ 1F2E--0,04   1=2z:1406*1i 2 et pour la partie due à la flexion seule, c’est-à-dire aux moments de flexion, on a les formules suivantes, savoir:

Pour les deux petits tronçons compris entre les appuis et les nœuds extrêmes des tirants latéraux,


2,07 T-2EIL




M3 — M, M, — M\




1 p.2,07%

1



Pour le tronçon compris entre les contre-fiches, ‘ [A, -». 2,34* M,]=2h (6021 .7—13 842 407.2 T) ; (5)

	
	
	
Enfin, l’aire de la section des tirants étant « = 0,000491, leur travail de déformation est exprimé par la formule 27.    (2 X 2,123.7 + 2,34 . T) = 1317° T,







E‘ étant le coefficient d’élasticité du fer. On peut prendre

E‘ = 18 000 000 000, E =1500 000 000,

et, par conséquent, E‘ = 12 . E, en sorte, que la formule précédente devient

1 1098 . T.                     (6)

Si l’on ajoute les formules (2), (3), (4), (5), (6) on obtient

- (11 770 . T — 23 483 082.2 TV qui est l’expression du travail de déformation de tout le système.


(7)



Pour trouver la valeur de la tension T, il faut égaler à zéro la dérivée de cette expression par rapport à T. ce qui donne l’équation

11 770 . T— 23 483 082 = 0, d’où l’on tire

T= 1995.

	
	
3.    Plus grands efforts des tirants et de la poutre par mètre carré. - Si dans les équations (1) on donne à T cette valeur, on obtient





T, = 1945,5; T, = 441,7.

Les tirants latéraux sont les plus tendus et leur tension par mètre carré, est


1995

0,000491




4 063 000-



Pour obtenir la plus grande pression de la poutre par mètre carré, il faut d’abord connaître le plus grand moment de flexion. Or, si dans les expressions de M,, et M, données au numéro précédent, on fait T = 1995, on obtient

M, = 170,2 ; M, = — 61,6 ;

donc, si l’on observe que les courbes des moments de flexion pour les trois tronçons de la poutre correspondant aux trois tirants, sont des arcs de parabole ayant tous pour paramètre la moitié du poids par mètre linéaire, c’est-à-dire 125, on reconnaît que le plus grand moment de flexion a lieu pour la section du milieu de la poutre. Ce moment a donc pour valeur

M = — R . 3,35 + | 250 X 3,502 + Tl . 0,60 = — 232.

Comme la pression normale dans la section du milieu de la poutre est égale à T,, ou à 1946 kilogr., il s’ensuit que lapins grande pression du bois par mètre carré, a pour valeur


1946

0,04




232 X 0.10

T 0,000133




= 223 490,



c’est-à-dire 22*6,35 par centimètre carré.

	
	
4.    Effets de la variation de température. - Les résultats précédents ont lieu à la température à laquelle le système a été assemblé et que nous appellerons température moyenne.





A une température de t degrés au-dessus ou au-dessous de la température moyenne, les différentes pièces n’auraient plus des longueurs proportionnelles à celles qu’elles avaient auparavant, et par conséquent l’assemblage ne pourrait plus être fait sans engendrer des pressions et des tensions même avant que la poutre soit chargée.

Comme dans le bois, les variations de longueur dues aux changements de température, peuvent être regardées comme nulles, on supposera que la longueur de la poutre en bois reste constante lorsque la température varie.

De plus, on négligera les effets des variations de température sur les contre-fiches, car celles-ci ont une petite longueur par rapport aux tirants, et leur disposition dans le système est telle, que leurs variations de longueur n’auraient qu’une petite influence dans le calcul, même si elles étaient comparables à celles des tirants.

Or, si la température croît ou diminue de t degrés par rapport à la température moyenne, les tirants s’allongent ou se raccourcissent des quantités suivantes:

2 34. t

Pour le tirant du milieu.........82500 ,

2 123 t

Pour chacun des tirants latéraux .... 82500 ‘

	
__1 étant le coefficient de dilatation du fer.



82500 Donc, si l’assemblage devait être fait à la température de t degrés au-dessus ou au-dessous de la température moyenne, il est clair, qu’après avoir placé le tirant du milieu, chacun des tirants latéraux présenterait un excès ou un manque de longueur exprimé par la formule

	
1    2,34.t g + 2,123t = 0,000040 . t.


	
2    82500T 82500



Si l’assemblage à été fait à la température moyenne, pour trouver la valeur de la tension T à la température de t degrés au-dessus ou au-dessous en tenant compte de la charge, on devra ajouter à la formule (7), qui exprime le travail de déformation de tout le système, le terme

± 2 X 0,000040 ,t. T— ± 0,000080 .t .T, ce qui donne

	
	
-1 (11 770 . 72 — 23 483 082.2 T) ± 0,000080 . t . T; et ensuite égaler à zéro la dérivée de cette expression par rapport à T. On obtient ainsi l’équation





1 (11 770 . T — 23 483 082) ± 0,000080 . t = 0 ;

d’où, l'on tire

T= 1995 = 10,20 . t.                  (8)

en faisant E = 1 500 000 000, et en prenant le signe supérieur pour les augmentations de température, et l’inférieur pour les diminutions.

Supposons que la température moyenne à laquelle l’assemblage de la poutre a été fait soit de 15°, et que les limites entre lesquelles peut varier la température de la poutre soient 40° et — 10°. Examinons séparément ces deux cas limites.

Premier cas. — Température de 40°.

On doit faire t = 25 dans la formule (8) et prendre le signe • supérieur, ce qui donne

T= 1995 — 255 = 1740, et, par conséquent,

T. = T cos 8 = 1697, c’est-à-dire des pressions moindres que celles qui ont lieu à la température moyenne.

Pour obtenir la valeur de la plus grande pression par mètre carré, de la poutre en bois, on observera d’abord que, dans le présent cas, le plus grand moment de flexion a lieu pour la section du milieu de la poutre, et que sa valeur est

M = — R . 3,35 -+ 1. 250 X 3,502 + T, . 0,60 = — 382;

comme d’ailleurs, la pression normale dans cette section est égale à 7, = 1697, il s’ensuit que la plus grande pression du bois par mètre carré, a pour valeur

1697 , 382 X 0,10 0,04 T 0,000133


= 329 643,



c'est-à-dire 3248,96 par centimètre carré.

Deuxième cas. — Température de — 10".

Pour ce cas, on doit encore faire t = 25, dans la formule (8), mais on doit prendre le signe inférieur; ce qui donne

T = 1995 — 255 = 2250, et, par conséquent,

T, = 2250 . cos B = 2194.

La plus grande tension du fer, par mètre carré, a lieu dans les tirants latéraux, et sa valeur est

0,000401 = 4 583 000.

Quant à la poutre en bois, il est inutile de chercher la valeur de la plus grande pression par mètre carré, car on voit facilement que cette pression sera nécessairement moindre que dans le cas précédent (4).

	
5. Conclusion. - On voit par les résultats que nous avons obtenus dans les différents cas considérés, que la plus grande tension des tirants a lieu à la température de — 10° et que sa valeur est de 446,58 par millimètre carré; tandis que la plus grande pression de la poutre en bois a lieu à la température de 40° et que sa valeur est de 3246,96 par centimètre carré.



On peut donc conclure que les conditions de stabilité de la poutre sont très-satisfaisantes.

CILAPITRE IV

Étude d’une halle avec fermes en fer sans tirants (5)

(Planche V).

	
	
#. Données générales. - Ouverture nette.....48",00;





Flèche................24", 00 ;

Rayon de l’intrados ...........  ;

Angle au centre = 180°;

Développement de l’intrados................

Hauteur de l’arc suivant le rayon.............

Distance entre les fermes...............

Les pieds de chaque ferme sont en fonte sur une hauteur de 5m,48 mesurée sur l’intrados, et servent de coussinets d’appui scellés à la maçonnerie des culées. La partie de la ferme au-dessus des coussinets est en fer, et c’est la seule qu’il faut considérer dans le calcul ; elle doit être regardée comme encastrée à ses extrémités.

L’angle au centre de la partie en fer de l’arc est de 153° 36'.

	
2.    Charges. - Il faut observer que la couverture de la halle n’est pas uniforme, car sur les flancs elle est formée par des feuilles de zinc placées sur un plancher de l’épaisseur de 0m,03, tandis que près du sommet elle est en verre.



Toutefois, comme ces deux espèces de couvertures ont presque le même poids par mètre carré, on supposera que le poids permanent de la halle est uniformément distribué sur toute la surface. Cela posé, le poids par mètre carré de couverture résulte du tableau suivant:

Surcharge due à la neige et au vent = 60 kilogr. Couverture en zinc ou en verre . . == 28

Total . .     882 kilogr.

	
3.    Dénominations et formules générales pour le cas de la surcharge sur la moitié gauche de la ferme en faisant abstraction du poids permanent. - Comme l’indique la figure 1, la moitié de la partie en fer de l’arc a été divisée en 6 tronçons égaux (6), dont chacun a la longueur de 5m,565 mesurée sur l’axe de l’arc, et de 5m,769 mesurée à l’extrados.



On peut par approximation supposer que le centre de gravité du poids porté par chacun des six tronçons dans lesquels l’arc a été divisé, soit dans le point du milieu de l’arc d’extrados de ce tronçon même.

On peut encore supposer que les cinq tronçons supérieurs sont seuls chargés, et que le tronçon 0,1, dont on voit l’arc d’extrados presque entièrement enfoncé dans la maçonnerie, ne l’est pas. En effet, pour ce tronçon, on n’aurait à tenir compte que du poids propre du cintre, qui est assez petit par rapport au poids de la couverture et de la surcharge, et qu’on peut négliger, d’autant plus que le tronçon 0, 1 étant près des naissances, son poids, même s’il n’était très-petit, aurait toujours une assez faible influence sur les résultats du calcul.

Nous prendrons pour inconnues du problème

M = moment de flexion,

P = pression normale,

S = effort tranchant à la clef, en fonction desquelles on peut exprimer le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant pour une section quelconque, soit à gauche, soit à droite. En effet, si nous supposons l’arc divisé en deux moitiés égales, chacune d’elles restera en équilibre, pourvu qu’à la section 6 on applique les deux forces P, S au centre, et un couple dont le moment soit M: de cette manière, pour la section 4 à gauche, par exemple, toutes les forces appliquéesà sa droite sont: les deux P, S, le moment de flexion M agissant sur la section 6, et le poids de 420 kilogr. par mètre linéaire, sur l’extrados des deux tronçons 4, 5 et 5, 6. Il s’ensuit que, pour exprimer le moment de flexion Mr^ la pression normale P, et l’effort tranchant S^ dans la section 4 à gauche, on aura les formules suivantes: (7)

M^ M — 2,45. Q — 10,76. s + 2423 X 7,84 + 2423 X 2,25,

Pi = 0,902. Q — 0,432 (S — 2423 X 2),

S, = 0,432 . Q + 0,902 (S — 2423 X 2).

Pour la section 4 du demi-arc à droite, le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant sont exprimés par les mêmes formules précédentes en y changeant le signe aux termes en S, et en supprimant les termes simplement numériques ; car, suivant l’hypothèse, sur le demi-arc à droite il n’y a pas de charge. Ainsi, on a

M'^ M — 2,45 . Q + 10,76 . S, P\= 0,902 . Q4- 0,432 . S, S\ = 0,432 . Q — 0,902 . S.

En composant les formules analogues pour les sections 0,1, 2,..... 6, tant à gauche, qu’à droite, et en exécutant les opérations numériques, on dresse ensuite les tableaux suivants:
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4.    Détermination de la valeur des inconnues. - Les deux demi-arcs séparément considérés, se déforment sous l’action des forces qui leur sont appliquées ; mais leurs déformations doivent être telles, que la section 6 de l'un suive celle de l’autre, de manière que ces deux sections soient continuellement en contact. On a donc les trois conditions géométriques suivantes:



lre et 2me. Le déplacement horizontal et le déplacement vertical du centre de la section à la clef pour le demi-arc de gauche, doivent être respectivement égaux et de signe contraire aux déplacements 'analogues du centre de la section à la clef pour le demi-arc de droite.

3m0. La rotation de la section à la clef pour le demi-arc de gauche, doit être égale et de signe contraire à la rotation de la section à la clef pour le demi-arc de droite.

On trouve les valeurs des M, Q, S, qui satisfont à ces conditions, en exprimant le travail de déformation de tout l’arc en fonction de ces inconnues, et en égalant ensuite à zéro ses dérivées par rapport à ces mêmes inconnues.

Or, appelons

E le coefficient d’élasticité du fer,

	
	
□ faire de la section de l’arc,





I le moment d’inertie de cette section;

et faisons

[image: ]

(M* + M"2) = }




(1Z% + M") + 4 (M* + 14"4) + 2 (M\ + M",)

— 4 (M's + M's) — 2 (M* — M‘4) + 4 (M* — M's) + (M\ — M‘) ,

2 (P + P") = 3 [(P% + P") + 4 (PA, + P",) + 2 (P. + P") +4 (P‘, + P’^ + 2 (P, + P") + 4 (P‘ + P") + (P* + P")];

si l’on se rappelle que la longueur de chacun des tronçons mesurée sur l’axe, est de 5m,564, on a, pour exprimer le travail de déformation de tout f arc (en négligeant comme très-petite la partie de ce travail due au glissement) la formule suivante :


5,564

2EI




2 (M3 + M’1) +




5,564

2FQ




2(P1+P'*);



c’est-à-dire, en supprimant le facteur numérique 5761, change pas les équations qui s’en déduisent en égalant à zéro ses dérivées par rapport à M, Q, S,


ce qui ne



(M8 + M’^ +5(P+ P‘2).

	
	
Or, l’arc ayant la section représentée par la figure 3 (PL V), on a Q = 0,22 X 1,816 — 0,072 X 1,80 — 0,122 X 1,782 —    0,018 X 1,66 — 0,008 X 1,36 = 0,011756;





I =l (o,22 X 1,8163 — 0,072 X 1,803 — 0,122 X 1,7823 12

	
	
—    0,018 X 1,663 — 0,008 X 1,363) = 0,008735; et, par conséquent,





I 0,008735   - . Q =0,011756 ==0743.

Si l’on substitue maintenant à Mo, M'o; M,, M\, ..... P, P';

P,. P\\ .....leurs expressions en fonction de M, Q, S données par les deux tableaux du numéro précédent, on obtient ) (M8 + M‘3) = 12. M‘—81,82.2 QM+ 346214.2M+ 970,00. Q% — 3923436.2 Q — 3105,02 . S' — 6859647.2 S; (8) o(P2 + P'^ = 5,18 ’ 03 + 12040 • 2 0 + 4,40 • S3 —18784 • 28; et la formule (1) devient

	
12. M2 A 81,82 :2 Q M - 346 214 .2 M+975,18 . Q2 ) (2)


	
— 3 911 306.2 Q + 3109,42 . S2 — 6 878 431.2 S. )





Égalant à zéro les dérivées de cette expression par rapport à M, Q, S, on obtient les équations suivantes:

12 . M — 81,82 . Q + 346214 = 0,

— 81,8 2 . M + 975,18 . Q — 3911396 = 0,

3109,42 . S — 6878431 = 0; où l’on voit, que les deux premières contiennent seulement les inconnues M, Q et la troisième seulement l’inconnue S. De ces équations, on tire

M =-3510, 0 = 3715,7, s = 2212,1.

	
	
	
5.    Courbe des centres de pression (9) et plus grands efforts du fer par mètre carré, en tenant compte du poids permanent et de la surcharge, tant à gauche qu’à droite de la clef. - Dans ce cas, la charge étant symétrique, on a







S=0;

de plus, si l’on fait abstraction du poids permanent et si l’on suppose la surcharge tant à gauche qu’à droite de la clef, les valeurs de M et Q résulteront le double de celles que nous avons trouvées ci-dessus, c’est-à-dire:

— 342 -

l= _ 3510 X 2 =7020, 0=   3715,7 X2 = 7431,4.

Or, la surcharge seule est de 420 kilogr. par mètre linéaire de l’arc, tandis que la charge complète est de 882 kilogr.: nous aurons donc pour ce dernier cas

M =-7020 x — = - 14742,0,

1

 La plupart des applications que nous donnons ici, sont tirées d’un ouvrage publié par le Bureau d’Art des Chemins de fer de la Haute Italie et intitulé: Applications pratiques de la théorie sur l'équilibre des systèmes élastiques. Nous les avons quelque peu modifiées pour les rendre plus conformes à la théorie telle que nous l’avons exposée précédemment.

2

 La figure 2, de la planche IV, représente les courbes des moments de flexion de la poutre considérée, pour la température moyenne, et pour les deux températures extrêmes. Ces courbes sont des paraboles, dont le paramètre est la moitié du poids par mètre linéaire, et servent à mettre sous les yeux la loi suivant laquelle les forces élastiques sont distribuées dans les différentes sections.

3

 La figure 4 de la planche IV représente les courbes des moments de flexion pour la température moyenne et pour les deux températures extrêmes. Ces courbes sont des arcs de parabole.

4

 La figure 6 de la planche IV représente les courbes des moments de flexion pour la température moyenne et pour les deux températures extrêmes. Ces courbes sont des arcs de parabole : elles montrent qu'à la température de — 10°, les plus grands moments de flexion sont moindres que ceux qui ont lieu à la température de 40°.

5

 Les fermes de la grande halle de la gare de Turin ont la même forme générale, la même corde et la même flèche, que celles qu’on étudie ici: elles en diffèrent seulement, par la hauteur qui est de 2m,00 au lieu de 1m,816, par les dimensions des fers, et par le mode d’appui aux extrémités. La comparaison de nos fermes avec celles de la halle de Turin démontre que ces dernières ont une stabilité suffisante, sinon un peu trop grande.

6

 Il est indispensable que le nombre des tronçons avec lequel on divise le demi-arc soit pair, car, suivant les formules données au § 4me, il est bien permis de diviser le demi-arc en un nombre quelconque de parties, mais pour chacune d’elles on doit considérer la section du milieu, c’est-à-dire qu’on doit diviser chaque partie en deux autres, ce qui rend toujours pair le nombre des tronçons.

7

 Les bras de levier des forces pour composer les expressions des moments de flexion sont écrits dans la figure 1. Pour composer les expressions des pressions normales et des efforts tranchants, ilfaut connaître les sinus et les cosinus des angles que les sections font avec la verticale : or, tous ces sinus et ces cosinus s’obtiennent d’un seul coup au moyen de la construction très-simple représentée dans la figure 2.

CASTIGLIANO, Théorie de l’équilibre

8

 On voit par ces expressions, que la seconde partie de la formule (1), c’est-à-dire celle qui contient les pressions P, a une valeur très-petite par rapport à celle de la première partie, contenant les moments de flexion. On pourrait donc dans une première approximation tenir compte seulement de la première partie de la formule (1), dans laquelle il n’entre ni l’aire, ni le moment d’inertie de la section de l'arc. On trouvera ainsi des valeurs approximatives des trois inconnues M, Q, S dans le cas d'une charge sur un demi-arc seulement: alors, par le principe de la superposition des effets, il sera facile d’obtenir les valeurs de M, Q pour le cas du poids permanent et de la surcharge sur tout l’arc, et de calculer ensuite le moment de flexion, la pression normale et l'effort tranchant pour les sections 0, 1, 2,.....6.

Ces résultats serviront à établir la section de l’arc ; après quoi on pourra reprendre le calcul tel qu’il est exposé dans le texte, pour déterminer avec plus d’exactitude les forces élastiques, qui se développent dans les différents cas de charge.

Toutefois, dans la pratique, la première approximation sera généralement

suffisante.

9

 Dans cette étude, comme dans toutes les suivantes, nous rapporterons des tableaux numériques dont une des colonnes donnera les distances entre les centres de pression et les centres des sections. Par brièveté, cette colonne sera toujours intitulée courbe des centres de pression, car les résultats qu’elle contient sont ceux qui servent à décrire cette courbe.


0= 7431,4 x 832=   15605,9.

Connaissant ainsi le moment de flexion et la poussée à la clef pour le cas de la charge complète, et, de plus, le poids porté par l’arc, on peut facilement calculer le moment de flexion, la près’ sion normale et l'effort tranchant pour chacune des sections 0, 1, 2,.....6. Divisant les moments de flexion par les pressions

normales correspondantes, on obtient les distances des centres de pression aux. centres des sections. Au moyen de la formule

P i Mv

Q I

dans laquelle P et M expriment la pression normale et le moment de flexion dans une section quelconque, et O, Z, v, l’aire, le moment d’inertie et la demi-hauteur de cette même section, on obtient la pression par mètre carré, à l’intrados et à l’extrados, dans les sections 0, 1,2,.....6.

Enfin si l’on appelle

c = (0,100 + 2 X 0,031) X 0,008 = 0,001296, l’aire de la section des barres du treillis (PL V, fig. 4);

d = 1,51, la diagonale des carrés formés par les axes de ces barres ;

G — 1 (0,22 X 1,816* — 0,072 X 1,802 - 0,122 X 1,7823 — — 0,018 X 1,663 — 0,08 X 1,363) = 0,005055, le moment statique de la demi-section de l’arc par rapport à l’axe de flexion ;

I = 0,008 735, le moment d’inertie de la section entière;

S l’effort tranchant dans une section quelconque;

on obtient la tension et la pression par mètre carré, dans une section quelconque, au moyen de la formule

GSd V2 = 476,7 . s.

Tous les résultats de ces calculs sont insérés dans le tableau suivant :


	
CO g

8

02

1
	
Moments de flexion

2
	
8 O

•S g

O S

H O

A F

3
	
Efforts tranchants

4
	
Courbe des centres de pression

5
	
Pressions par mètre carré à l’intrados

6
	
Pressions par mètre carré à l’extrados

7
	
Efforts des barres du treillis par mètre carré

8


	
0
	
— 29742
	
28148
	
+ 9878
	
— 1,056
	
— 702000
	
5461000
	
+ 4709000


	
1
	
+ 5519
	
29707
	
+ 2887
	
+ 0,185
	
+ 3101000
	
1953000
	
+ 1376000


	
2
	
+ 15009
	
25641
	
— 603
	
+ 0,585
	
+ 3741000
	
621000
	
— 287000


	
3
	
+ 10233
	
21714
	
— 2276
	
+ 0,471
	
+ 2911000
	
783000
	
— 1085000


	
4
	
— 1585
	
18472
	
— 2436
	
— 0,085
	
+ 1406000
	
1736000
	
— 1161000


	
5
	
— 11189
	
16346
	
— 1495
	
— 0,684
	
+ 227000
	
2553000
	
— 713000


	
6
	
— 14742
	
15606
	
0
	
— 0,944
	
— 205000
	
2859000
	
0




L’abaissement du centre de la section à la clef, dans le cas considéré de la charge complète, est donné par la formule suivante :

_ 5,564 M.&+4M,C,—2M,c,—...—4M,O;

E                31 __ 5,564 Po sin 00+4 P, sin 01—2 P, sin 0,+...+ 4 Ps sin 05 E '                       30 dans laquelle Mo, M^.....Po, P,,.....représentent les moments de flexion et les pressions normales dans les sections 0, 1, 2,.....6; I et Q le moment d’inertie et l’aire de la section de l’arc ; Co, C, ........les distances des centres des sections 0, 1,.......5 au plan vertical passant par la clef; enfin 00, 9,, 0,,.....les angles que font ces sections avec la verticale (1).

Substituant aux lettres dans la formule précédente, leur valeurs résultant du dernier tableau ou de la planche V, on obtient

	
Mo Ko + 4 M, C, + 2 M, C, +.....+ 4 M, a, 97 001 764 3 I



Po sin %+4P, sin %,+2 P, sin 0, ......  sin Q, _ 7 974 977 ,                   3 9 et, par suite,

Appelons

Mo, Mv .......... les moments de flexion et P, P1, P2,.....P6 les pressions normales dans les sections O, 1, 2,.....6 lorsque le poids ® est nul ; C0, 01,02,.....C5 les distances horizontales des centres des sections 0,1,2,.....5 au plan vertical passant par la clef; Po, P17 P27..... 5 les angles que ces sections font avec la verticale.

Après l’application du poids © les moments de flexion et les pressions nor-males auront les valeurs suivantes :

Mo +(xo.   Mi + © sc{, M2 + 0 X,, M3 + w œ3,   M, + 0 04,   M> + © 05, Mg,

Po +sin P0, P1+0 sin ©1, P2 + o sin 02, P3 + © sin ©3, P,+@sin P4, Ps+@sin 05, P^

et le travail de déformation du demi-arclsera : 5,564 (M, + G a;0)2 + 4 (M, -i- G o,)2 + 2 (M, + G x,)2

+ 4 (M, + G œ3)2 + 2 (Mi + G 202)2 + 4 (M- + G 25)2 + M2^ |                                            3

5,564 (P + sin 00)2 + 4(P, + G sin ôj2 + 2(P, + G sin 02)2 "T 2EQ '3               ' p

+ 4 (P, + G sin 02)2 + 2 (Pi + w sin 0,)2 + 4 (P, + m sin 05)2 + P26 3

La dérivée de cette formule par rapport à ® donne l’abaissement n du point d’application de ce poids, c’est-à-dire l’abaissement de la section à la clef, quelle que soit la valeur du poids w. Si ce poids est nul, on devra faire ® = 0 dans l'expression de n ; ce qui donnera, pour l’abaissement de la clef dans le ca considéré au numéro 5, la formule

	
	
— 5,564 M,x, + 4 M, a, + 2 M,0, + 4 M, &3 + 2 M, Q, + 4 M5x, "F E •                      31





	
5.564 Po sin 0, + 4 Psin ( 1 + 2 P sin 02+4 Ps sin 03+2 P, sin @4+4 P sin P5 *    E .                                          3 Q                                     - •



190 715 787

Prenant pour coefficient d’élasticité du fer

E = 18 000 000 000, on obtient

» = 0,0106.

	
G.    Courbe des centres de pression et plus grands efforts du fer par mètre carré, lorsqu’on tient compte du poids permanent, et qu’on suppose la surcharge seulement sur la moitié gauche de l’arc. - On obtient les valeurs de M, Q^ S pour ce cas, en ajoutant à celles qui auraient lieu pour le seul poids permanent, les autres qui résulteraient pour la seule surcharge à gauche. Or, pour le seul poids permanent, on aurait



M= — 14742 x 42= - 7722, , 882 469 Q =   15606 X 35 =   8174,

S = 0; et pour la seule surcharge à gauche, on aurait les valeurs obtenues au numéro 4 ; donc, dans le cas du poids permanent et de la surcharge à gauche, on aura

M = — 7722 — 3510 = — 11232,

0 =   8174 + 3715,7 =   11890,

s =   ............. 2212.

Connaissant ainsi le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant à la clef, on peut calculer facilement les trois quantités analogues pour les sections 0, 1, 2,.....tant de gauche, que de droite ; et divisant ensuite les moments de flexion par les pressions normales correspondantes, on obtiendra les distances des centres de pression aux centres des sections, qui serviront à tracer la courbe des centres de pression (2). On composera ainsi les tableaux suivants:


	
Ho Demi-arc de gauche
	
11° Demi-arc de droite


	
CO C

O

b

O 02

1
	
Moments de flexion

2
	
O 2

8 s

E 2

3
	
CO s

9  8

-  i

4
	
Courbe des centres de pression

5
	
CO C •2 5 O 02

1
	
Moments de flexion

2
	
C O

H o

A A

3
	
g 8

4
	
Courbes des 1 centres de pression

5


	
0
	
— 8460
	
25243
	
+ 6715
	
— 0,335
	
0
	
— 36861
	
17689
	
+ 8337
	
— 2,083


	
1
	
+ 11483
	
26091
	
+ 515
	
+ 0,440
	
1
	
— 3073
	
19177
	
+ 3884
	
— 0,160


	
2
	
+ 10138
	
21588
	
— 2111
	
+ 0,469
	
2
	
+ 12733
	
17484
	
+ 1192
	
+ 0,728


	
3
	
— 450
	
17427
	
— 2849
	
— 0,025
	
3
	
+ 16043
	
15661
	
— 619
	
+ 1,024


	
4
	
— 12774
	
14165
	
— 2046
	
—0,901
	
4
	
+ 10359
	
13983
	
— 1666
	
+ 0,741


	
5
	
— 17586
	
12232
	
— 163
	
— 1,437
	
5
	
+ 536
	
12676
	
— 2115
	
+ 0,042


	
6
	
— 11232
	
11890
	
+ 2212
	
— 0,944
	
6
	
— 11232
	
11890
	
— 2212
	
— 0,944




Si l’on compare les résultats du dernier tableau avec ceux que nous avons obtenus au numéro 5 pour le cas de la surcharge des deux côtés, on voit que le plus grand moment de flexion a lieu pour la section 0 du demi-arc sans charge, lorsque l’autre demi-arc est chargé. Mais comme la pression normale est plus petite dans ce cas que lorsque l’arc est complètement surchargé, on ne peut pas juger a priori dans lequel de ces cas a lieu la plus grande pression par mètre carré. Or, lorsque la surcharge est seulement sur la moitié gauche de l’arc, la plus grande pression par mètre carré, dans la section Od u demi-arc à droite, est tandis que dans le cas de la charge complète, nous avons trouvé pour la plus grande pression du fer 5 461 000 par mètre carré.


17 689 0,011 756




36 861 X 0,908 0,008 735




= 5 335 000 ;



Par rapport aux efforts tranchants, on voit que la plus grande valeur a lieu dans le cas de la charge complète.

Il s’ensuit, pour les fermes de la forme que nous avons étudiée ici, qu’il suffira généralement d’examiner ce cas.

	
	
7.    Effets de la variation de température. - Jusqu’ici nous avons étudié l’équilibre de l’arc seulement par rapport aux charges; il faut maintenant chercher quelles variations produiront sur les forces élastiques les changements de température.





Suivant les principes de la superposition des effets, on pourra étudier les effets dus aux variations de température, en faisant absolument abstraction, tant du poids permanent, que de la surcharge, car il suffira d’ajouter les forces élastiques dues uniquement aux variations de température, à celles qui sont dues aux charges, pour obtenir celles qui ont lieu lorsque ces deux causes de déformation sont simultanées.

Nous appellerons t la température moyenne à laquelle la ferme a été mise en place.

Or, il est évident que si l’arc, au lieu d’avoir ses extrémités fixées sur les appuis, était absolument libre, lorsque la température croit de t à t', toutes ses dimensions augmenteraient rigoureusement dans la même proportion, et par conséquent, la figure finale de l’arc serait géométriquement semblable à la figure initiale. Donc, la corde de l’arc, mesurée entre les centres des sections 0, qui est de 485,50 à la température t^ serait à la température t'

49m KO

487,50 +82 500 “-),

82500 étant le coefficient de dilatation du fer.

Donc, si la ferme devait être mise en place à la température t', sa corde aurait un excès de 48,50 (t‘ — t) sur la longueur géo-métriquement nécessaire. Quant à l’angle des sections extrêmes comme il ne change pas dans l’arc supposé libre, lorsque la température varie, il restera toujours exactement égal à l’angle des plans d’appui.

Pour déterminer les forces élastiques qui ont lieu indépendamment des charges à la température t’, si la ferme a été mise en place à la température t, il faut ajouter au travail de déformation de l’arc exprimé en fonction de M, Q, S, le terme — 48,50 (t‘ — t) Q, et ensuite égaler à zéro les dérivées de cette somme par rapport à M^ Q^ S.

Or, le travail de déformation de tout l’arc sous l’action du couple M et des forces Q, S appliquées à la clef, en faisant abstraction, tant du poids permanent que de la surcharge, est exprimé

5 564 par la formule (2) du numéro 4, multipliée par le facteur 2 et dégagée des termes du premier degré par rapport à M, Q, S. car ces termes dépendent des charges, et disparaissent lorsque la charge est nulle. Donc, ce travail de déformation est exprimé par la formule

5,564 (12 . M— 81,82X2QM + 975,18 . Q? + 3109,42 . S'}. 2EI '                                                        '

En ajoutant le terme

T 82500 ("‘ ~ t) • Q = ~ 0,000588 (E‘ - t) ‘ 0,

et en égalant ensuite à zéro les dérivées par rapport à M, Q, S, JE I on obtient trois équations qui, multipliées par le facteur 5564, en observant que pour E = 18 000 000 000, on a

EL 0,000588 = 16 616, 5,564 deviennent

12 . M —81,82 .0= 0,

— 81,82 . M + 975,18 . Q= 16 616 . (f — t),

3109,42 . S = 0.

La dernière donne S = 0, et démontre ainsi, que l’effort tranchant à la clef est nul, ce qu’on pouvait bien prévoir, la ferme étant symétrique par rapport à la clef.

Les autres deux équations nous donnent

M = 271,57 (t‘— t),

Q = 39,82 (t‘ — t).

Ayant ainsi déterminé le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant à la clef, on obtiendra les éléments analogues pour les autres sections 0, 1, 2,..... 4, 5, en substituant dans le tableau donné au numéro 3 pour le demi-arc de droite, c’est-à-dire pour le demi-arc sans charge, à M et Q leur valeur trouvée ci-dessus, et en y faisant S = 0. On compose ainsi le tableau suivant:


	
Sections

1
	
Moments de flexion

2
	
Pressions normales

3
	
Efforts tranchants

4


	
0
	
— 493,8 (^ — t)
	
8,4 pr — t)
	
38,90 p' — t)


	
1
	
— 285,5 (t' — t)
	
17,4 p' — t)
	
35,80 p'— fl


	
2
	
— 98,8 (t — t)
	
25,0 p' —• t)
	
31,02 p'—t)


	
3
	
+ 56,9 (f — b
	
31,2 p' — fl
	
24,73 p' — fl


	
4
	
+ 174,0 p' — t)
	
35,9 p' — fl
	
17,20 p' — fl


	
5
	
+ 246,8 p' — t)
	
38,8 p' - fl
	
8,84 p' — fl


	
6
	
+ 271,6 p' — t)
	
39,8 p' — fl
	
0




Supposons maintenant que la température moyenne à laquelle l’arc à été mis en place, soit de 15°, et que les limites entre lesquelles peut varier la température, soient — 10° et 40°. Il faudra examiner les deux cas limites en tenant aussi compte des charges, c’est-à-dire tant du poids permanent que de la surcharge.

Température de 40°. On fera t' — t = 40 — 15 = 25 dans le tableau précédent, et les résultats ainsi obtenus s’ajouteront aux résultats correspondants contenus dans les colonnes 2™e, 3me, et 4m du tableau rapporté au numéro 4 pour le cas du poids permanent et de la surcharge complète.

Température de — 10°. On fera t'— t = — 10 — 15 = — 25 dans le tableau précédent, et on ajoutera les résultats (en tenant compte des signes), aux résultats correspondants du tableau rapporté au numéro 4, exactement comme pour la température de 40°.

On composera ainsi le tableau suivant:

Charge permanente et surcharge complète.


		
Température de 40°
	
Température de —
	
100


	
w
	
Moments
	
2 c
	
Efforts
	
Courbe
	
Moments
		
Efforts
	
Cour be


			
S O
		

	
o
	
de
			
des
	
de
	
©   &

(  s

O  S

H1    O

A  A
		
des


	
*
	
flexion
	
H o

A s
	
tranchants
	
pressions
	
flexion
	
tranchants
	
pressions


	
1
	
2
	
3
	
4
	
5
	
6
	
7
	
8
	
9


	
0
	
— 42084
	
28358
	
+ 10850
	
— 1,484
	
— 17399
	
27938
	
+ 8905
	
-0,622


	
1
	
— 1618
	
30142
	
+ 3782
	
— 0,053
	
— 12656
	
29272
	
+ 1992
	
- 0,432


	
2
	
+ 12539
	
20266
	
+  152
	
+ 0,618
	
+ 17479
	
25016
	
+ 1378
	
+ 0,698


	
3
	
+- 11655
	
22494
	
— 1582
	
+ 0,518
	
+ 8811
	
20934
	
— 2969
	
+ 0,420


	
4
	
+ 2765
	
19369
	
— 2006
	
+ 0,142
	
+ 5935
	
17 74
	
— 2866
	
+ 0,337


	
5
	
— 5019
	
17316
	
— 1274
	
— 0,289
	
— 17359
	
15376
	
— 1716
	
— 1,128


	
6
	
— 14470
	
16602
	
0
	
— 0,871
	
— 15014
	
14612
	
0
	
— 1,027 —




On voit par ces résultats, combien peut être considérable l’effet des variations de température sur les fermes dont les extrémités sont fixes.

En effet, il résulte que, à la température de 40°, la plus grande pression par mètre carré, aux naissances, a pour valeur

28358   , 42084 X 0,908


= 6 786 000,



0,011 756 T 0,008 735

tandis qu’à la température de — 10°, la plus grande pression par mètre carré est seulement

27938 _ 17399 X 0,908 — 4 184 000 0,011 756 1    0,008 735

Donc, si la ferme devait toujours être surchargée, on voit que la température variant de — 10° à + 40°, la plus grande pression du fer par mètre carré, varierait entre 4184 000 et 6 786 000 kilogr.

Comme on peut, sans danger, faire supporter au fer des efforts continus de 8 000 000 de kilogr. par mètre carré, il s’ensuit que la ferme examinée possède un degré suffisant de stabilité.

Il faut encore observer que la température de 40° ne pouvant avoir lieu que lorsque la surcharge due à la neige est nulle, il n’arrivera pas que la pression du fer par mètre carré, puisse atteindre la valeur de 6 786 000 kilogr. Toutefois, comme il faut tenir compte aussi de la force des vents, qui peut être assez grande, il sera prudent de supposer que, même dans l’été, la ferme puisse être surchargée comme dans l’hiver; et de s’assurer aussi que, dans cette hypothèse, la plus grande pression du fer par mètre carré, restera au-dessous de la limite adoptée dans la pratique (3).

CILAPITRE V

Étude d’une halle avec fermes en fer à un seul tirant (4)

(Planche VI)

	
H.    Données générales. - Corde de l’intrados, 47m,70.



Flèche de l’intrados, 12m,10.

Rayon de l’intrados, 29",555.

Angle correspondant à l’ouverture de l’intrados, 107° 36' 6".

Longueur développée de l’intrados, 555,502.

Hauteur des arcs, lm,20.

Distance entre les fermes, 7",00.

Longueur d’appui sur chaque pied-droit, OF,60.

	
	
2.    Charges. - A partir des pieds-droits et jusqu’à une certaine hauteur, on suppose la couverture de la halle faite avec un plancher en bois de 0m,03 d’épaisseur, revêtu de feuilles de zinc du numéro 14. A partir des points où finit ce mode de couverture et jusqu’au sommet, on suppose une couverture en verre de l’épaisseur de 6 millimètres.





Comme le poids, par mètre carré, est presque identique pour ces deux types de couverture, nous le supposerons ici exactement le même sur toute la surface de la halle, et nous l’évaluerons de la manière suivante :

Surcharge due à la neige et au vent, 50 kilogr.

Total....... 777 kilogr.

	
	
3.    Dénominations et formules générales pour le cas de la surcharge sur toute la longueur de l’arc. - Comme on voit dans la planche VI, la moitié de l’arc, excepté la partie à paroi pleine près des naissances, a été divisée en six tronçons égaux, dont chacun a la longueur de 4m,61 mesurée sur l’axe de l’arc, et de 4m,70 mesurée sur l’extrados.





On peut, par approximation, supposer que le centre de gravité du poids porté séparément par les six tronçons se trouve dans le milieu de l’arc d’extrados de chacun d’eux.

De plus, le premier tronçon près des naissances, est en partie enfoncé dans le mur, et en cet endroit il n’y a ni la couverture, ni la surcharge, mais seulement le poids de l’arc; or, nous négligerons, pour simplifier, ce petit poids, d’autant plus qu’il se trouve près des naissances, et qu’il a, par suite, une très-petite influence sur les résultats du calcul.

Enfin, la surface d’appui de la ferme sur les pieds-droits étant assez petite, on peut supposer que la pression sur chaque pied-droit est appliquée dans le centre de la surface d’appui.

Cela posé, appelons:

p le poids total porté par chacun des tronçons 1, 2; 2, 3;..... pt le poids total porté par le tronçon 0,1;

R la réaction verticale de chaque appui, qui est égale à la moitié du poids total dont la ferme est chargée ;

T la tension du tirant, qui est l’inconnue à déterminer.
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On aura p = 777 X 4,70 = 3651,90,

7, = 777 X 3,82 == 2968,14,

R = 3651,90 XH 2968,14 = 21227,64.

Avec ces données et avec celles résultant de l’épure, on peut maintenant calculer en fonction de T, le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant pour toutes les sections 0, 1, 2,.....6; par exemple, pour la section 2, on a

Ma = 6,88 . T — 6,84 • R + 5,3 ) . Pi + 2,20 . p,

P, = 0,820 . T^- 0,572 {R —p, —p),

S, = 0,572 . T — 0,820 (R — pt — p).

En substituant à R, pi et p leurs valeurs numériques et en exécutant toutes les opérations, on compose le tableau suivant, où il n’y a d’autre inconnue que la tension T du tirant.


	
o

1 •

i o

B

o 02

1
	
Moments de flexion

2
	
Pressions normales

3
	
Efforts tranchants

4


	
0
	
M= 0,52. T— 6368
	
P= 0,615. T + 16812
	
s= 0,792 . T—13055


	
1
	
M, = 3,95 . T — 64645
	
P— 0,723 . T+ 12617
	
s,= 0,691 . T— 13238


	
2
	
M,= 6,88. T—121432
	
P— 0,820 . T + 8356
	
s,= 0,572 . T— 11978


	
3
	
M, ± 9,20 . T~ 170444
	
Pz— 0,897 . T + 4831
	
s,= 0,441 . T— 9827


	
4
	
M= 10,95. T—208347
	
P,= 0,953 . T + 2198
	
S,= 0,301 . T~ 6961


	
5
	
M,= 11,95. T~ 232121
	
P= 0,986 . T + 555
	
S,= 0,152. T— 3601


	
6
	
M,= 12,3 0. T 240338 Jiu bupoud       -
	
P— 1,000. T
	
s=0.




	
	
4.    Détermination de la valeur de l’inconnue T. - Appelons:





E le coefficient d'élasticité du fer,

Q l’aire de la section de l’arc,

I son moment d’inertie,

c l’aire de la section du tirant, et faisons

M3 — 4 M\ 42 M3,—4 M\ — 2 M‘,+4 M\ + M%

P2 + 4 P\ — 2 P3,—4 P3 — 2 P\ — 4 P\ — P\

Si l’on observe que chacun des six tronçons 0, 1 ; 1, 2;..... 5, 6; a la longueur de 4m, 61 mesurée sur l’axe, et que la longueur du tirant est de 48m,10, on a, pour exprimer le travail de déformation de la ferme (en négligeant la partie due au glissement, qui a très-peu d’influence), la formule suivante :


2461

L2EI




M2 + 461

1 2EQ



48,10 . T*

2F0


laquelle, divisée par le facteur 2




4,61

* 2ET




ce qui




ne change point-



l’équation qu’on en déduira ensuite en égalant à zéro sa dérivée par rapport à T, donne

1

 Pour démontrer cette formule, supposons qu’on coupe l’arc à la clef, et qu’on enlève la demi-ferme de droite. Considérons la demi-ferme de gauche sollicitée par les forces suivantes :

1° Les forces extérieures dont le demi-arc est chargé ;

2° Les forces horizontales agissant à la clef et donnant une poussée Q appliquée au centre et un moment de flexion M;

3° Un poids arbitraire ® appliqué à la clef.

2

 Dans la figure 5 de la planche V, on a représenté par une ligne continue la courbe des centres de pression lorsque la ferme est complètement surchargée, et par une ligne à traits la courbe des centres de pression lorsque la surcharge se trouve seulement sur la moitié gauche de la ferme. Pour bien utiliser l’espace, dans la planche on a rabattu la demi-ferme de gauche sur celle de droite.

Nous ajouterons ici que cette observation est applicable aux figures représentant les courbes des centres de pression dans les planches VI, VII, VIII et XIII.

3

 L’examen de l’influence de la température sur la distribution des pressions dans les fermes, est d’autant plus nécessaire, que souvent ce sont les diminutions de température, qui font croître les plus grandes pressions, et ces diminutions ont lieu dans l’hiver, c’est-à-dire lorsque les fermes peuvent être complètement surchargées.

Pour bien comprendre ceci, il faut observer que, aux naissances, les augmentations de température font croître les pressions à l’extrados, tandis que les diminutions de température les font croître à l’intrados.

Or, pour les arcs dont la flèche est assez grande par rapport à l’ouverture, la plus grande pression aux naissances a lieu à l’extrados même à la température moyenne, et par conséquent, ce sont les augmentations de température qui font croître les plus grandes pressions.

Au contraire, dans les arcs assez surbaissés, la plus grande pression aux naissances, pour la température moyenne, a lieu à l’intrados; et par conséquent, ce sont les diminutions de température qui font croître la plus grande pression.

4

 On a employé des fermes de cette forme dans la grande halle de la gare de Gênes. Elles ont la même corde et la même flèche que celle dont on présente ici le calcul, et en diffèrent seulement, par la hauteur de l’arc dans le sens du rayon, par les dimensions des fers, et par la forme du treillis. La comparaison entre les fers adoptés dans ce calcul et ceux qu’on a employés pour les fermes de Gênes, montre que, dans ces dernières, on aurait pu épargner une considérable quantité de matière et obtenir encore une stabilité suffisante.


Ex+2P+tzkm" 0)

Or, la section de l’arc étant celle représentée par la figure 3 de la planche VI, on a

Q = 0,15 X 1,20 — 0,1375 X 1,175 — 0,0125 X 1,000 = 0,005937 ;

1=1(0,15X1,203—0,1375 X 1,1753—0,0125 X 1,0008)== 0,001970

De plus, le diamètre du tirant étant 0m,0C5, on a encore

c = 0,003318,

et par suite,

I 40,332; I = 0,594.

(

Substituant à Mo, M,, etc., Po, Pv etc. leurs valeurs en fonction de T données par le tableau du numéro précédent, on obtient

) M‘ = 486,06 . T — 9 194 095.2 . T, (1)

5) P=1,52. T + 9344.2 . T,

J 284,01 7=3,10 • T. (")

Ajoutant les seconds membres de ces trois égalités, on obtient pour exprimer la formule (1) en fonction de T, la formule suivante :

490,68 T — 9 184 751 . 2 T.


(2)




—F2 et

Q _w




I . 48,10

col ’ 2x4,61



est très-petite par rapport à celle de la formule . M2; par conséquent, dans une première approximation, on pourrait négliger ces deux quantités. On obtiendrait ainsi, pour déterminer T, l’équation

486,06 . T — 9 194 095 = 0 d'où l’on tire

T= 18915,

valeur très-peu différente de celle que nous avons obtenue ci-dessus.

Substituant la valeur trouvée de T dans le tableau du numéro 3, on obtiendra le moment de flexion, la pression normale et l'effort tranchant pour chacune des sections 0, 1, 2,.....6.

Dans tout ce calcul, on n'a pas besoin de connaître la section de l’arc et celle du tirant: ainsi les résultats obtenus, quoique seulement approximatifs, peuvent servir à déterminer les dimensions de ces sections, en sorte que les plus grands efforts de l'arc et du tirant soient entre les limites ordinairement adoptées dans la pratique.

L’approximation obtenue avec ce premier calcul sur les valeurs des moments de flexion, ne sera pas généralement suffisante ; de manière qu’après avoir établi la section de l’arc et celle du tirant, il sera toujours nécessaire d’achever le calcul suivant l'ordre exposé dans le texte, pour déterminer avec plus d’exactitude, tant la tension du tirant, que la distribution des tensions et des pressions dans l’arc.

Pour obtenir la valeur de la tension T, il faut exprimer la condition que, dans la déformation du système, l’éloignement des pieds de l'arc, l'un de l’autre, doit être égal à l'allongement du tirant; ce qu’on fait en égalant à zéro la dérivée par rapport à T du travail de déformation de tout le système, c'est-à-dire de la formule (2). On obtient ainsi l’équation

490,68 . T — 9 184 751 == 0 d’où l’on tire T= 18718.

	
	
5.    Courbe des centres de pression et plus grands efforts par mètre carré, dans le tirant et dans l’arc. - La plus grande tension du tirant par mètre carré, sera


T  18718 w — 0,003318




— 5 640 000.







Maintenant, si nous substituons la valeur de T dans le tableau du numéro 3, nous obtiendrons les résultats insérés dans les colonnes 2me, 3mo et 4me du tableau rapporté ci-dessus, c’est-à-dire, le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant pour chacune des. sections 0, 1, 2.....6, de l’arc.

Divisant chaque moment de flexion par la pression normale correspondante, on obtient les résultats insérés dans la colonne 5me, qui donnent les distances des centres de pression aux centres des sections.

Au moyen de la formule

P i Mv 0 — I ‘

dans laquelle P et M représentent la pression normale et le moment de flexion dans une section, et v la demi-hauteur de cette section, on obtient la pression par mètre carré, à l’intrados ou à l’extrados, dans les sections considérées : ces résultats sont insérés dans les colonnes 6me et 7me.

Enfin, si l’on observe que les barres du treillis sont des fers à U (PL VI, fig. 4), dont l’aire est

• = (0,064 —2 X 0,031) 0,008 = 0,001008,

et qu’elles forment des carrés dont la diagonale est

d = 1,01 ;

si] Ton calcule pour la section de l'arc la quantité

G = | (0,15 X 1,20*—0,1375 X 1,175*—0,0125 X 1,00*)==0,001708;

et si l’on se souvient que le moment d’inertie de l’arc a pour valeur


la section




de



1= 0,001970,

on obtiendra l’effort des barres du treillis par mètre carré, au moyen de la formule


G S d V2

210




== 614 . S,



S étant l’effort tranchant dans la section considérée.

Les résultats de ce calcul sont rapportés dans la dernière colonne du tableau suivant.


	
m)

C

8

(2

1
	
Moments de flexion

2
	
Pressions normales

3
	
Efforts tranchants

4
	
Courbes des centres de pression

5
	
Pressions par mètre carré, à l’intrados

6
	
Pressions par mètre carré, à l’extrados

7
	
Efforts des barres du treillis par mètre carré

8


	
0
	
+ 3365
	
28324
	
+ 1770
	
+ 0,117
	
5 781 500
	
3 759 900
	
1 086 780


	
1
	
+ 9291
	
26188
	
— 304
	
+ 0,355
	
7 240 700
	
1 581 300
	
186 656


	
2
	
+ 7348
	
23705
	
— 1271
	
+ 0,310
	
6 230 600
	
1 754 800
	
780 394


	
3
	
+ 1762
	
21621
	
— 1572
	
+ 0,081
	
4 178 340
	
3 105 060
	
965 208


	
4
	
— 3385
	
20036
	
— 1327
	
— 0,169
	
3 344 100
	
4 405 300
	
814 778


	
5
	
— 8441
	
19011
	
— 756
	
— 0,444
	
689 800
	
5 714 400
	
464 184


	
6
	
— 10107
	
18718
	
0
	
— 0,535
	
74 550
	
6 230 950
	
0




On voit donc: 1° que la plus grande pression de l’arc à l’intrados a lieu dans la section 1, et sa valeur est de 7 240 700 kilogr. par mètre carré; tandis qu’à l’extrados, la plus grande pression a lieu à la clef, et sa valeur est de 6 230 950 kilogr. par mètre carré; 2° que la plus grande pression ou tension des barres du treillis a lieu pour les barres près des naissances, et qu’elle est de 1 086 780 kilogr. par mètre carré.

	
	
	
G. Examen du cas où seulement la moitié gauche de la ferme est surchargée. - Dans ce cas, la charge totale de la ferme, par mètre linéaire de l’extrados de l’arc, se compose du poids permanent, qui est de 427 kilogr. et de la surcharge sur la moitié gauche de la ferme, qui est de 350 kilogr.







Au moyen du principe de la superposition des effets, on déduit facilement la tension du tirant, dans le présent cas, de celle qu’on a trouvée pour le cas de la surcharge complète.

En effet, si l’on appelle

ti la tension qu’aurait le tirant pour le seul poids permanent de la ferme,

	
	
	
t, celle qu’il aurait pour la surcharge seule, mais sur toute la ferme,







on sait que la tension du tirant, dans le cas du poids permanent et de la surcharge sur une moitié seule de la ferme, sera

T=t,+}4

Or ti et t, sont données par les proportions suivantes :

777:427 = 18718: t. = 10 287,

777:350 = 18718:^= 8 431,

d’où il résulte

T = 14 502.

La réaction des appuis se compose elle aussi, d’une partie due à la charge permanente, et d’une autre partie due à la surcharge distribuée sur la moitié gauche de la ferme. La première est la même pour les deux appuis, et est égale au poids permanent dont chaque demi-ferme est chargée, c’est-à-dire à

427 X 3,82 + 5 x 427 x 4,70 = 11666.

La seconde partie est plus grande pour l’appui de gauche que pour celui de droite, et on la détermine facilement tant pour l’un que pour l’autre, car on connaît les centres de gravité de la surcharge pour chacun des tronçons du demi-arc de gauche. On trouve ainsi que la surcharge sur ce demi-arc donne sur les appuis les pressions suivantes:

Pour l’appui de gauche, 7316 kilogr.

Pour l’appui de droite, 2246   »

Par conséquent, les réactions des appuis, dans le cas considéré, sont les suivantes:

Pour l’appui de gauche, 7316 + 11666 = 18982 kilogr.

Pour l'appui de droite, 2246 + 11666 = 13912 *

Connaissant ainsi la tension du tirant, et les réactions des appuis lorsque seulement la moitié gauche de la ferme est surchargée , on peut calculer le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant pour chacune des sections 0,1,2......6,

tant de la moitié gauche, que de la moitié droite de l’arc. On compose ainsi le tableau suivant.



		
1° Demi-arc
	
de gauche


	
t» • o
	
Moments
	
2 w

C O
	
t «3
	
Courbe des


		
de
		
centres


	
. 8
		
O $
		

		
flexion
	
A H
		
pression


	
1
	
2
	
3
	
4
	
5


	
0
	
+ 1846
	
23953
	
— 188
	
+ 0,077


	
1
	
+   26
	
21579
	
— 1589
	
+ 0,002


	
2
	
— 6298
	
18963
	
— 1842
	
— 0,330


	
3
	
— 12814
	
16849
	
— 1418
	
— 0,756


	
4
	
— 15776
	
15343
	
— 456
	
— 1,022


	
15
	
— 15032
	
14513
	
+ 816
	
— 1,027


	
6
	
— 7843
	
14502
	
+ 2246
	
— 0,535:








	
18° Demi-arc de droite


	
o C

© 02

1
	
Moments de flexion

2
	
C O .2 a

(Q c

0 G

O F

E 8

3
	
y y c 8 S

4
	
Courbe des centres de pression

5


	
0
	
+ 3367
	
19937
	
+ 2930
	
+ 0,169


	
1
	
+ 14367
	
19000
	
+ 1118
	
+ 0,757


	
2
	
4- 17676
	
17768
	
- 130
	
+ 0,997


	
3
	
+ 15537
	
16654
	
— 1020
	
+ 0,937


	
4
	
+ 10515
	
15704
	
— 1601
	
+ 0,675


	
5
	
+ 1933
	
14946
	
— 1990
	
+ 0,138


	
6
	
— 7840
	
14502
	
— 2246
	
— 0,535






Par les résultats contenus dans ce tableau, on voit que, dans le demi arc de gauche, qui est celui surchargé, la plus grande pression du fer, par mètre carré, a lieu à l’extrados de la section 4 et a pour valeur

15341     15685 X 0.60


— 7 360 000 ,



0,005937 T 0,001970

tandis que dans le demi-arc de droite, qui n’est pas surchargé,

la plus grande pression du fer, per mètre carré, à lieu à l’intrados de la section 2, et a pour valeur


17765

0,005937 T




17717 X 0,60 0,001970




— 8 388 000.



Donc, dans la ferme à un seul tirant que nous avons consi dérée ici, ont lieu des efforts plus grands dans le cas de la surcharge sur une demi-ferme seulement, que dans le cas de la surcharge sur toute la ferme; ce qui est dû à la propriété qu’a ce système de se déformer facilement,

	
	
7. Effets des variations de température. - Comme une des extrémités de la ferme est appuyée sur des cylindres, il est évident que le système peut obéir librement aux effets des variations de température. D’un autre côté, si l’on suppose qu’on rende indépendants, l’un de l’autre, l’arc et le tirant, il est clair que pour une certaine augmentation de température, l’allongement du tirant sera exactement égal à l’augmentation de la corde de l’arc ; d’où il résulte que, si l’on devait composer le système à une température quelconque, le tirant aurait toujours la longueur géométriquement nécessaire pour joindre les deux extrémités de l’arc.





Il s'ensuit, que les variations de température n’ont aucune influence sur les forces élastiques qui se développent dans le système considéré, au moins quand ces variations sont uniformes pour toutes les parties de la ferme.

	
CHAPITRE I



Etude d’une halle avec fermes en fer du type Polonceau

(Planche VII)

	
	
1.    Données générales. - Les fermes sont appuyées, d’un côté, sur le mur du bâtiment des voyageurs, et de l’autre côté, sur des colonnes en fonte:





Distance du mur à l’axe des colonnes, 26m,00

Longueur d’appui sur le mur . . . 0m,20

Les arbalétriers sont à treillis.

La couverture est en tôle ondulée de 1 millimètre d’épaisseur, avec lucernaire en verre de 6 millimètres environ, vers le faîte.

	
	
2.    Charges. - Comme la couverture en tôle est plus légère que celle en verre, on admettra des conditions moins favorables que celles qui ont lieu, en supposant ces couvertures appliquées; la première entre les appuis et les contre-fiches, et l’autre, entre les contre-fiches et le faîte.





Nous prendrons pour la surcharge maxima, due à la neige et au vent, 60 kilogr. par mètre carré de couverture. On compose ainsi les tableaux suivants.

Poids par mètre carré de couverture entre les appuis et les contre-fiches.

Surcharge.........60 kilogr.

Total pour le calcul de la ferme . .        101 kilogr.

Poids par mètre carré de couverture entre les contre-fiches et le faîte.

Surcharge.........60 kilogr.

Total pour le calcul de la ferme .           114 kilogr.

Comme la distance entre les fermes est de 3",75, la charge, par mètre linéaire d’arbalétrier, sera:

1° Entre les appuis et les contre-fiches:

Poids permanent, (101 — 60) X 3,75 = 154 kilogr.

Surcharge..... 60 X 3,75 = 225   •

Total...... 379 kilogr.

2° Entre les contre-fiches et le faîte:

Poids permanent, (114 — 60) X 3,75 = 203 kilogr.

Surcharge..... 60 X 3,75 = 225   »

Total...... 428 kilogr.

	
	
3.    Dénominations et formules générales pour la surcharge complète. - On appelle ici T^ T^ T3 (Voir l’épure) les tensions des trois tirants, et T, la pression de la contre-fiche.





On appelle encore p et p{ les poids, par mètre linéaire, sur les arbalétriers entre les appuis et les contre-fiches, et entre celles-ci et le faîte.

La réaction des appuis sera

R = 6,79.p+6,93.p,.

Pour chacune des sections 0, 1, 2, 3, 4, on calcule maintenant le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant en fonction des tensions inconnues Ti et T^^ et l’on compose ainsi le tableau suivant:
[image: ]

4, Calcul des tensions T, et T4. - Appelons

Q et I Faire et le moment d’inertie de la section de l’arbalétrier,

c,, 0, ,03,0, les sections et l, — 7,10, Z4 — 2 X 5,82, la = 7,15,

L4 = 1,70 les longueurs des tirants,

E le coefficient d’élasticité du fer, et faisons

Ma = M*—4M+2M*4M+ M\ ,

3

P\ — 4 P\ — 2 P‘,+4 P\ + P\ 3

"l7— 7,10.7 + 5,82 -Ta + 7,15 • T"s — 1,70.7 — o (,          6,          ®3          €,

Si l’on observe que la distance entre les sections 0, 1 ; 1, 2; etc., est de 3m,23, on a, pour exprimer le travail de déformation de tout le système, en négligeant seulement la partie due au glissement, la formule suivante:

2023 24323 < pi — 17,

L2EI —   2E0 — T 2E 2 «J

3 23 ou bien, en divisant par le facteur 2 X %‘—, ce qui ne change rien aux équations qu’on obtiendra ensuite en égalant à zéro les dérivées de cette expression par rapport à Tt T^
[image: ]

\

Prenant pour section de l’arbalétrier celle qui est représentée par la figure 4 de la planche VII, et pour diamètre des tirants

di = 56, d, — 44, da = 38, et adoptant pour la contre-fiche un fer à section en croix de

— 366 —

0 — 0,100 X 0,500 — 0,091 X 0,480 — 0,009 x 0,350 = 0,003170,

I = 12(0,100 x 0,500° - 0,091 X0,4803—0,009 x 0,350%)= 0,000170, r, = 0,002463, o, = 0,001520,


et, par suite,



(a = 0,001134,

•,= 0,001100,

J = 0,054,

	
	
— = 0,0693; L= 0,1125; 1=0,1510; L= 0,1555 ; “i             ‘‘Oa             ‘ w3            ’   «4             ’





I . 7 r

	
3,23 5= (0,160 ’ T + 0,203 ' T", + 0,335 ' T^ + 0,082.7”. • (2)



Or, on déduit de la construction graphique représentée par la figure 3, les expressions suivantes de T,, T, en fonction de T,, T,:

T, = 0,915. T.—1,695. T, )

(3)

T, = 0,111 . T, — 1,608. T,,             )

en sorte qu'on peut éliminer T^ et T, de la formule (2), ce qui donne ,5"= 0,3341 . T\ — 0,2557.2 T, T, + 1,5211 ,T\.

Substituant dansM3 etP2 les valeurs de Mo, M^ etc., P. , P2, P 4 en fonction de T, et T, données par le tableau du numéro 3, on obtient

M= 18,2128 . T, — 19,7394 .2 7, 7+ 27,8211 . T, — (155,33 p +- 392,45 p;) .27, + (139,88 . p + 406,14 p. ) .2 74; (2)

[image: ]

et




sont très-petites par rapport à la valeur de la quantitéM2.

52 P=0,1991.7*,+(0,11 p+0,36.P.)2 T,;

et l’expression (2) devient

18,746. T—19,995. T, 7,+29,342 . T*, - (155,22 .p + 392,092,) 2 Tt + (139,88^ + 406,14 .^)2 T,.

Les dérivées de cette formule doivent être égalées à zéro pour déterminer les deux inconnues, ce qui donne les équations

18,746. T, — 19,995 . T, — (155,22 .p+ 392,09 .2,) = 0, — 19,995 . T, + 29,342 . T, + (139,88 . p + 406,14 . pt) — 0 ;

d’où l'on tire

T. = 11,69. p - 22,53. p,,             )

(4)

T,= 3,20. jp + 1,51 .pt.             j

	
	
5.    Efforts par mètre carré, des tirants et de la contre-fiche. -





Si maintenant on fait

p = 379, p{ = 428,

dans les équations (4), et qu’ensuite on substitue les résultats obtenus dans les équations (3), on obtient les valeurs suivantes pour les tensions des tirants et pour la pression de la contre-fiche:                                                     i

T = 14073,

	
7,    = 9726,


	
7,    = 4551,



T^ 1859.

Ainsi, les efforts de ces quatre pièces, par mètre carré, seront:


Ti 01




14045 0,002463




— 5 700 000




Ta

wa




9696

0,001520




= 6 370 000




4650 0,001134




= 4 100 000




T, _ 1862

6, — 0,001100




= 1 700 000.



	
	
G. Courbes des centres de pression pour les arbalétriers et plus grands efforts par mètre carré. - Si dans le tableau du numéro 3 on fait p = 379, p{ = 428, et si l’on donne à T,, T, leurs valeurs trouvées ci-dessus, on obtient les nombres écrits dans les colonnes 2“’, 3™* et 4™ du tableau ci-après. Divisant les moments de flexion par les pressions normales, on obtient les nombres de la colonne 5", qui donnent les distances des centres de pression aux centres des sections.





Au moyen de la formule

P 4 Mv

dans laquelle P et M expriment la pression normale et le moment de flexion pour une section, et Q, Z, v, l’aire, le moment d’inertie et la demi-hauteur de cette section, on obtient les pressions, par mètre carré, à l’intrados et à l’extrados des sections considérées, comme on voit dans les colonnes 6m* et 7m*.

Enfin, si l’on observe que les barres du treillis sont des fers plats de 0m,050 X 0m,006, et si l’on appelle :

c = 0,000300 Faire de la section de ces fers;

d = 0,55 la diagonale du treillis suivant l’axe de l’arbalétrier ;

d, == 0,42 l’autre diagonale;

I = 0,000170 le moment d’inertie de la section de l’arbalétrier ;

G=l (0,100 X 0,500’ — 0,091 X 0,4802 — 0,009 X 0,3503)

= 0,000366, le moment statique de la demi-section de l’arbalétrier par rapport à l’axe de flexion;

S l’effort tranchant pour une section quelconque ;

on calculera l’effort des barres du treillis, par mètre carré, au moyen de la formule

GSVd+=2483.s,

	
	
2 I®





qui donne les résultats rapportés dans la dernière colonne du tableau suivant.


	
n C .2

8 (2

1
	
Moments de flexion

2
	
Pressions normales

3
	
Efforts tranchants

4
	
Courbes des centres de pression

5
	
Pressions par mètre carré, à 1‘ intrados

6
	
Pressions par mètre carré, à l’extrados

7
	
Efforts des barres du treillis par mètre carré

8


	
0
	
— 613
	
15271
	
— 1238
	
— 0,040
	
3 911 420
	
5 723 180
	
3 073 950


	
1
	
— 2830
	
14869
	
— 86
	
— 0,192
	
489 000
	
8 892 000
	
213 540


	
2
	
— 1110
	
14463
	
( + 1062 (— 800
	
— 0,080
	
2 852 200
	
6 272 800
	
(2 636 950

(1 986 400


	
3
	
— 1411
	
14006
	
+ 501
	
— 0,106
	
2 215 300
	
6 621 300
	
1 243 980


	
4
	
+ 2505
	
13552
	
+ 1798
	
+ 0,175
	
7 779 400
	
770 600
	
4 464 430




	
	
	
7.    Dimensions effectives qu’on doit adopter. - Par les résultats obtenus précédemment, on voit que le tirant T, subit une tension de plus de 6 kilogr. par millimètre carré, ce que généralement on n’admet pas dans la pratique : il faudra donc augmenter son diamètre, en lui donnant 46 millimètres au lieu de 44; on aura alors







®, — 0,001662,

et la plus grande tension du tirant résultera


9726




0,001662




= 5 852 000,



soit 546,80 par millimètre carré.

Pour l’arbalétrier, composé de fers de petites dimensions, généralement exempts de défauts, on peut admettre une tension ou pression de 8 kilogr. par millimètre carré. Or, comme cette limite est surpassée seulement à l’extrados au milieu des

CASTIGLIANO, Théorie de l’équilibre tronçons entre les appuis et les contre-fiches, on pourra, en cet endroit, augmenter la section de l’extrados en rivant sur le fer à T un fer plat de largeur égale, et dont l’épaisseur soit de 8 millimètres. On aura alors


24



Q = 0,003970,

1=30,100 (0,213% + 0,295°) — 0,091 (0,195° + 0,2853)

— 0,009 (0,1303 + 0,02203) = 0,000212, et les pressions par mètre carré, à l’intrados et à l’extrados, dans la section 2me, résulteront

14869 2830X0,295 _ _ 994 000

0,003 970     0,000 212


14869

0,003 970 T




2830 X 0,213 0,000212




= 6 615 000.



	
	
	
8.    Examen du cas où la surcharge aurait lieu d’un seul côté de la ferme et où l’on ferait abstraction du poids permanent. - Soit p le poids par mètre courant distribué sur un des arbalétriers, et admettons que sur l’autre il n’y ait aucune charge, pas même son propre poids.







Le poids total de la charge sera

(6,79 + 6,93)7 = 13,72 . q; et en supposant que l’arbalétrier chargé soit celui de gauche, les réactions des appuis seront:

3

pour l’appui de gauche, R = 4 13,72. I = 10,29 • I

pour l’appui de droite, R‘ = 4 13,72.7 = 3,43.7.

Qu’on appelle maintenant, pour la moitié à gauche de la ferme, S,, 6,, 63, ©a les tensions des tirants et la pression de la contre-fiche; et, pour la moitié à droite, t,, t,, t,, t, les quantités correspondantes.

On observera que les tensions 6, et t, doivent être égales, car elles se rapportent au même tirant: toutefois il sera utile pour la symétrie de conserver les deux lettres.

On pourra maintenant composer le tableau suivant analogue à celui du numéro 3.
[image: ]

Le travail de déformation de toute la ferme divisé par le fac-3 23

teur 2— est exprimé par la formule

Substituant dans cette expression, aux moments M et aux pressions P, leurs valeurs données ci-dessus, et aux tensions ©2, ©,, ta, ta, leurs expressions en fonction de ©1, 64, t^ t. données par les équations

Or, 6, e t, représentant la même tension, on tire des équations (5) et (6), la relation

0,915 .61—1 ,695 . %4 = 0,915 .t, — J ,695 . t,

et, par suite,


G.—t, = 0,540 (61 - t).




(8)



Ayant cette relation entre les quatre inconnues contenues dans la formule (7), il faudrait en éliminer une et ensuite égaler à zéro

les dérivées de l’expression (7) par rapport aux autres. Mais on peut simplifier ce calcul en changeant les inconnues: en effet, si nous faisons

[image: ]



[image: ]



Substituant ces valeurs 61,64, ti, t, dans les formules (7) et

(8), on obtient

	
	
3 (18,746 . — 19.992 .27,74+29,342 .2— 547,31 .q .2n + 546,02. q .274)





1                                                                                                    (10)

+ 5 (18,746.63,—19,992.20,6,+29,409. Ô% —115,94 .q .20,4-78,67 .q .204);

64 = 0,540.61.


(H)



On doit maintenant éliminer 64 de la formule (10), et ensuite égaler à zéro les dérivées par rapport à T, T4, 64: mais on voit que la partie de l’expression (10), qui contient T et T4 coïncide exactement avec la dernière formule du travail obtenue dans le numéro 4, en y mettant p —pt = q. Ainsi, les valeurs de rb T4 qu’on tirerait de l’expression (9) en égalant à zéro les dérivées par rapport à T1, T4, on les déduit tout de suite des équations (4), en y faisant p — Pi = q. On a donc

T = 34,22 . Q,

	
*= 4,71. q.



La deuxième partie de la formule (10), c’est-à-dire celle qui contient 61 et 64, devient, après l’élimination de 64,

} (5,730.63, - 73,46 .q.^}‘

— 374 —

dont la dérivée par rapport à 0, égalée à zéro, donne

5,730.0, _ 73,46 . q = 0 ;

d’où l’on tire

0, = 6,43 . q.

Cette valeur de 0, étant substituée dans l’équation (11) on obtient

0, = 3,47 . q.

Ainsi les équations (9) donnent:

	
	
6,    = 23,54 . q, t, = 10,68 . q,





6,= 5,82. q, t,=-1,12.q.

Faisant dans ces expressions (Voir num. 2)

q = 225,

substituant ensuite les résultats obtenus dans les formules (5), (6) et dans le tableau rapporté à la page 371, on obtient les résultats suivants :

61 = 5296, t, = 2403,

62 = t, = 2627,

	
6,    = 2693,       ta = — 138,



6,= 1309,       t, = - 252.


	
Arbalétrier de gauche
		
Arbalétrier de droite


	
OQ

•

6

O 02

1
	
Moments de flexion

2
	
Pressions normales

3
	
Efforts tranchants

4
	
o C .O

8 02

1
	
Moments de flexion

2
	
Pressions normales

3
	
Efforts tranchants

4


	
0
	
— 310
	
5800
	
— 660
		
0
	
— 45
	
2560
	
— 68


	
1
	
— 1337
	
5580
	
+ 23
		
1
	
— 292
	
2560
	
— 68


	
2
	
— 73
	
5310
	
y + 706

| — 600
		
2
	
— 507
	
2560
	
j— 68 j + 178


	
3
	
— 818
	
5100
	
+ 83
		
3
	
+  92
	
2560
	
+ 178


	
4
	
+ 652
	
4850
	
+ 765
		
4
	
+ 690
	
2560
	
+ 178




». Cas où l’on tient compte du propre poids de la ferme et de la couverture, et où l’on suppose la surcharge seulement à gauche. - On sait que ce cas se déduit des deux précédents par de simples additions ou soustractions. Ainsi, en appliquant la règle connue, on compose les tableaux suivants:

Tensions des tirants et pressions des contre-fiches.



		
Arbalétrier
	
de gauche


	
n

.2 8 O

U2

1
	
Moments de flexion

2
	
2 w

C O

83

F 8

A A

3
	
(2

g  8

O  8

4
	
Courbe (des centres de pression

5


	
0
	
— 568
	
12711
	
— 1170
	
— 0,044


	
1
	
— 2538
	
12309
	
— 18
	
— 0,208


	
2
	
— 603
	
11903
	
(+1130

(— 978
	
— 0,054


	
3
	
— 1319
	
11746
	
+ 323
	
— 0,136


	
4
	
+ 1815
	
10992
	
+ 1620
	
+ 0,158








	
Arbalétrier de droite


	
CO C .2

8 02
	
Moments de flexion
	
2 w

02 s

O

H O

P P
	
CO n s E C
	
Courbe des centres de pression


	
1
	
2
	
3
	
4
	
5


	
0
	
— 303
	
9471
	
— 578
	
— 0,032


	
1
	
— 1493
	
9289
	
— 63
	
— 0,162


	
2
	
— 1037
	
9153
	
(+ 356

— 200
	
— 0,116


	
3
	
— 593
	
8906
	
+ 418
	
— 0,072


	
4
	
+ 1853
	
8702
	
+1033
	
+ 0,204







	
À gauche

T, — t. = 11670
	
A droite

T, — 6, = 8777


	
T^ — ti = 7099
	
7,-6,= 7099


	
T, — t, = 4689
	
T3 — 63 = 1858


	
T.-t^ 2111
	
7,-6= 550




Comparant ces résultats avec ceux obtenus au numéro 6, on voit qu’il n’y a que le moment de flexion de la section 3 à gauche, qui soit plus petit dans le cas de la surcharge sur toute la ferme, que dans celui de la surcharge sur la moitié gauche seulement; mais comme dans ce second cas, la pression normale dans la même section est beaucoup moindre que dans le premier, on voit, même sans calculs, que la pression par mètre-carré, sera plus grande dans le cas de la surcharge sur toute la ferme.

Quant aux efforts tranchants, il est bien vrai que pour quelques sections, ils sont moindres dans le cas de la surcharge sur toute la ferme, que dans celui de la surcharge seulement sur la moitié gauche; mais d’abord on voit que les différences sont assez petites, et ensuite que les efforts tranchants absolument plus grands, ont lieu dans le cas de la surcharge des deux côtés; d’où il suit, que les plus grands efforts du treillis ont lieu pour ce dernier cas.

Ainsi on voit qu’avec les dimensions adoptées pour les tirants et les arbalétriers, il y a sécurité complète dans tous les cas considérés.

	
	
10.    Effets des variations de température. - Comme le système est homogène et que les extrémités des arbalétriers peuvent librement s’éloigner ou se rapprocher, l’une de ces extrémités étant appuyée sur des cylindres en fonte, il s’ensuit que les variations de température, lorsqu’elles sont uniformes pour toutes les pièces du système, n’ont aucune influence sur les forces élastiques.





On pourrait examiner le cas de variations de température différentes pour les diverses pièces; mais nous ne croyons pas nécessaire d’exécuter ces calculs, car les différences de température ne pouvant être très-fortes, leur influence sur les forces élastiques est négligeable.

Pour les fermes de la forme considérée, on devrait tenir compte des variations de température, même lorsqu’elles seraient uniformes pour toutes les pièces, si les arbalétriers étaient en bois.

CHAPITRE VII

Étude d’une halle avec fermes en fer à plusieurs tirants

UUU

(Planche VIII)

	
	
1.    Données générales. - Ces données sont les mêmes que dans l’exemple précédent, sauf que la flèche de l’intrados est de 6",12 au lieu de 4,90.


	
2.    Charges. - On suppose aussi exactement la même charge que dans le chapitre VI, tant par mètre carré de surface, que par mètre linéaire de l’arc.


	
3.    Dénominations et formules générales pour le cas de la surcharge complète. - On appellera





T^ T2, T3, T, les tensions des quatre tirants;

p le poids par mètre linéaire, sur la moitié inférieure des deux arcs composant la partie supérieure de la ferme;

Pi le poids par mètre linéaire, sur la moitié supérieure.

On divisera la longueur de chacun des deux arcs, hormis les plaques près des appuis et au sommet (PL VIII, flg. 1) en quatre parties égales.'La longueur de chacune de ces parties, est de 3m,58 mesurée sur l’axe de l’arc, et de 3",61 mesurée sur l’extrados.

La réaction des appuis sera

R = 3,61 X 2 X p + (3,61 X 2 + 0,22) p, = 7,22 • P + 7,44 • p.

Pour chacune des sections 0, 1, 2, 3, 4, on calculera le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant: par exemple, pour la section 1, on a les expressions suivantes:

M, = 1,85 Ti — 2,89 R + 3,61 p X 1,57, Pi = 0,904 '^ + 0,575 {R — 3,61 . p\ Si = 0,421 ^ — 0,818 {R — 3,61 . p).

Pour les autres sections, on a des expressions semblables, sauf que, pour les sections 2, 3, 4, il faut tenir compte aussi de la tension T,. Toutes ces expressions réduites en nombres, sont réunies dans le tableau suivant, où il n’y a d’autres inconnues que Tx et T^
[image: ]

	
	
4.    Calcul des tensions T, et Tv - Appelons





Q et I l’aire et le moment d’inertie de la section des arcs; ®,, (,, 603, 64 les aires des sections et la = 7,3 7, la = 2 X 5,6 6, 13 — 7,42, la = 3,22 les longueurs des tirants,

E le coefficient d’élasticité du fer;

et faisons

M‘+4M+2M‘—4M‘—M 3

Pa - P2—4P+2P—4P'— P2 , 3

	
	
	
-IT2 7,37. T3 | 5,66 .T*, . 7,42. T*, , 3,22. T3, > — —--1—--1--* —--- == (          ®,            ®2            (3            (04







Si l’on observe que la longueur des tronçons 0, 1; 1, 2; 2, 3; 3, 4; mesurée sur l’axe du cintre est de 3m,58, on exprimera le travail de déformation de tout le système, par la formule suivante, en négligeant seulement la partie due au glissement, qui a une influence très-petite sur les résultats:

3,58 ") M __ 3,58 " pa __ _1 " 172 L2EI 2 T 2EQ A 2E £ w J

3 58

Divisant cette formule par le facteur numérique 2 X 2FP‘ ce qui ne change pas les équations qu’on obtiendra ensuite en égalant à zéro ses dérivées, par rapport à T, et T,, elle devient

"MLIp_T2.   (1)

— .02 3,58 2 «      1

Prenant pour la section des arcs celle qui est représentée par la figure 6 de le planche VIII, et pour les diamètres des tirants exprimés en millimètres

d, == 42, d, == 42, d3 == 20, d, == 20;

on trouve

	
9 = 0,080 X 0,400 — 0,072 X 0,384 — 0,008 X 0,274 = 0,002160;



I= (0,080 X 0,400— 0,072 X 0,384 - 0,008 X 0,2743) = 0,000 073 ;

(, — ", = 0,001385;

©, == 0,000314;

J =0,0338; et, par conséquent,

I v-\ 7’72

. -= 0,1085 . T\ + 0,0833 . T\ + 0,4818 . T2, — 0,2091 . T\. (2)

0.00 de/ (                                    3      7          •      7          *

Or, il faut observer que les quatre tensions T^ T2, T, et T, doivent se faire équilibre, en sorte qu’on a entr’elles deux é-quations de condition, au moyen desquelles on peut exprimer les tensions T2 et T, en fonction de T, et T^ ces deux équations se déduisent degla construction^ graphique représentée par la figure 5, et sont

7 = 0,784 .7, — 1,498 .T,, T, = 0,264.7, — 1,405.7;


} (3)



on peut donc éliminer 7,, 73 de la formule (2), et l’on obtient

— > - == 0,19. T[— 0,08.2 7T4 + 1,35. T\. 3,58 — ©

Substituant dansM^ et 2 P‘ aux moments Mo, M^ etc. et aux pressions normales Po, P,, etc. leurs valeurs en fonction de T,, T,, données par le tableau du numéro précédent, on obtient )*= 34,12. T, + 26,40 .27 7+ 33,14 . T\

	
	
— (214,06 . p + 546,11. p) . 2 7 — (149,74. p + 462,99 p).2 74; 12 P=0,12. T + 0,01 .277 + 0,00 ’ T^ + (0,13 . p + 0,34 . p^ . 2 7 + 0,01. p . 2 T..





Ainsi, la formule (1) devient

34,43. T‘*+ 26,33.2717— 34,49. T\— (213,93,^4-545,77.^). ^Ti — (149,74 . p + 462,98 .p).27.

Égalant à zéro les dérivées de cette expression par rapport à 7,, T,, on obtient les deux équations suivantes:

	
	
34,43.7 + 26,33 . T = 204,41. p + 544,33. Pi ;


	
26,33 . 7 + 34,49 . 7, = 142,61 . p + 461,12 . Pi ; d’où l'on tire



	
7.    = 6,659. p + 13,421.Pi,            |


	
7,    = - 0,955. p + 3,124.p..           5


	
5.    Efforts des tirants par mètre carré. - Faisant dans les formules (4) p = 379, p{ = 428, on obtient les valeurs de T,, 7, qui, substituées dans les équations (3), font connaître aussi les valeurs de Ta, Ta. On a ainsi : T, = 8268,



	
7,    = 7937, 7,= 811, 7,= 975,



et, par conséquent, les tensions des tirants par mètre carré, seront:


	
Pour
	
le tirant
	
T,
	
8268
	
= 5 969 000;


	
0,001385


	
Pour
	
le
	
tirant
	
7,
	
7937
	
— K F90 000 •


	
0,001386
	

	
Pour
	
le
	
tirant
	
T,
	
811
	
= 2 582 000;


	
0,000314


	
Pour
	
le
	
tirant
	
T,
	
975
	
= 3 1052000 .


	
0:000314




	
	
G. Courbe des centres de pression pour les arcs et plus grands efforts par mètre carré. - Si dans le tableau du numéro 3 on fait p == 379, Pi = 428, et si l’on donne à T,, T, leurs valeurs trouvées ci-dessus, on obtient les résultats contenus dans les colonnes 2me, 3me et 4me du tableau ci-après.





Divisant les moments de flexion par les pressions normales correspondantes, on obtient les résultats rapportés dans la colonne 5me, qui donnent les distances des centres de pression aux centres des sections.

Au moyen de la formule

P . Mv

dans laquelle P ed M représentent la pression normale et le moment de flexion pour une section, et Q, Z, v, l’aire, le moment d’inertie et la demi-hauteur de la section du cintre, on obtient les pressions, par mètre carré, à l’intrados et à l’extrados, qui sont rapportées dans les colonnes 6me et 7me.

Enfin, si l'on observe que les barres du treillis sont des fers plats dont la section est, en millimètres, 50 X 6; et si l’on appelle • = 0,000300 l’aire de la section de ces fers,

I = 0,000073 le moment d’inertie de la section du cintre, G=l (0,080X0,400*— 0,072X0,384*— 0,008X0,274%) = 0,000198 O

le moment statique de la demi-section des arcs par rapport à l’axe de flexion,

d = 0,440 la diagonale du treillis dirigée suivant l’axe des arcs, d, = 0,345 l’autre diagonale perpendiculaire à cet axe,

S l’effort tranchant pour une section quelconque, on calculera l’effort des barres du treillis, par mètre carré, au moyen de la formule

osva-d=2527.3.

qui donne les résultats contenus dans la colonne 8me.


	
m

C

8 (2

1
	
Moments de flexion

2
	
Pressions normales

3
	
Efforts tranchants

4
	
Courbe des centres de presssion

5
	
Pressions par mètre carré, à l’intrados

6
	
Pressions par mètre carré, à l’extrados

7
	
Efforts des barres du treillis par mètre carré

8


	
0
	
— 386
	
11048
	
+ 650
	
— 0,035
	
4057250
	
6172350
	
1642550


	
1
	
+ 390
	
10195
	
— 163
	
+ 0,038
	
5793400
	
3646600
	
411901


	
2
	
— 1152
	
9430
	
j — 685

j + 309
	
— 0,123
	
1205800
	
7518200
	
j1730995 j 528143


	
3
	
— 382
	
8947
	
+ 189
	
— 0,043
	
3093200
	
5191200
	
477603


	
4
	
+ 462
	
8709
	
+ 214
	
+ 0,053
	
5300700
	
2763300
	
540778




%. Dimensions effectives à adopter. - Comme la tension des tirants, par mètre carré, est moindre de 6 000 000 de kilogr., excepté pour le tirant T^ où cette valeur est dépassée d’une quantité négligeable; et comme la compression des arcs est partout moindre de 8 000 000 de kilogr. par mètre carré; il s’ensuit qu’on peut définitivement adopter les dimensions supposées dans le calcul.

Les efforts des barres du treillis ne doivent pas être regardés comme trop petits, car ces barres sont des fers plats dont l’épaisseur est très-faible par rapport à la longueur.

S. Examen du cas où la surcharge se trouve seulement sur l’arc de gauche, en faisant abstraction du poids permanent. -Soit q le poids par mètre linéaire, uniformément distribué sur l’arc de gauche, et supposons que l’autre arc ne porte aucune charge, pas même son propre poids. La charge totale de la ferme sera

(7,17 + 7,39). q = 14,56.q,

et les réactions des appuis seront:

Pour l’appui de gauche, R = 11,11. q.

Pour l’appui de droite, R1 = 3,45. q.

Appelons maintenant, pour la moitié gauche de la ferme, 6, 62, %3, 64, les tensions des tirants, et, pour la moitié droite,

t,, t,, t3, t, les tensions des tirants symétriques.

On observera que 6, et t, représentent la même tension, car elles se rapportent au même tirant; mais pour la symétrie des formules nous conserverons les deux lettres distinctes.

Il est maintenant facile de composer le tableau suivant analogue à celui du numéro 3.

Moments de flexion                     Pressions normales                       Efforts tranchants
[image: ]


Or, le travail de déformation de toute la ferme divisé par le 3 58 facteur numérique 2F1 est exprimé par la formule

Substituant dans cette formule aux moments M, M' et aux pressions P, P’ leurs expressions en fonction des tensions 61 04 %, t4, et aux tensions 62, 03, %, %, leurs valeurs données par les équations

0, = 0,784 .6+1 ,498 .64,

(5)

63 = 0,264.6, — 1,405 . 64,

L = 0,784.#! + 1,498. ti,                 )

	
	
	
(6) #3 = 0,264. #i — l,405. #4,                  j on obtient la formule suivante:







34,43. (©3 + #%) + 26,33 . (20104-2 l, #4) + 34,49 . (6% + #%) ) (7)

-(472,59 • (.28,287,11. ^.2#J—(352,56. q.26,+260,16. ^t^. |

Or, puisque ©2 et t2 représentent la même tension, on tire des équations (5) et (6)

0,784 . ©1 — 1,498 . ^4 = 0,784 . t, + 1,498 . t4 ;

et, par conséquent,

6,—t,= - 0,523 (6,—t,).


(8)



Cette relation ayant lieu entre les quatre inconnues %,, G, t,, t4, il faudrait maintenant en éliminer une de la formule (7), et égaler à zéro les dérivées de l’expression résultante, par rap-
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port aux trois autres. Mais on peut simplifier le calcul en changeant les inconnues; car si l’on fait
[image: ]

Substituant ces valeurs de 61, ©4, t^ ta, dans les formules (7) et (8), on obtient 1(34,43.+3,+26,33.2-, 74+34,49.1*,—759,70.4.2r, -612,72.4.21,) ) 2                                                                                 (10) + 5 (34,43.03,26,33.2 0,6,++34,49.6*—185,48.q.20— 92,40.q.20,)»)

0, = = 0,523.0,.                    (11)

Il faut maintenant éliminer 04 de la formule (10), et ensuite égaler à zéro les dérivées de l’expression résultante, par rapport à r,, T,, 0,. Mais on voit facilement, que la partie de l’expression (10) contenant T, e T4, coïncide exactement avec la dernière expression du travail obtenue au numéro 4 en y faisant p = P, =q; par conséquent, les valeurs de T,, et T4, que l’on obtiendrait en égalant à zéro les dérivées de l’expression (10) par rapport à r, et T,, on les obtient tout de suite en faisant P=2,=q dans les équations (4); ce qui donne

r, = 20,372 . Q,

T4 = 2,212. q.

La seconde partie de l’expression (10), c’est-à-dire celle qui contient 0, et 0, devient, après l’élimination de 64,

J (16,32.6, — 137,15. q .20,), dont la dérivée par rapport à 6, égalée à zéro, donne, en multipliant par 2,

16,32 .6, — 137,15.( == 0; d'où l’on tire

•,= 8,402.4,

et, par suite, à cause de l'équation (11), @,= - 4,394 .q.

Les valeurs de rn T, 6,, 0., étant maintenant connues, les formules (9) donnent les résultats suivants:

	
	
6,    = 14,387 . a,            t^ 5,995.7,


	
6,    = — 1,087 . Q,           t^ = 3,306 . q.





Faisant dans ces expressions q = 225, ensuite substituant les résultats ainsi obtenus dans les équations (5) et (6) et dans le tableau rapporté à la page 384, on obtient les résultats suivants:

G, = 3237,          t, = 1347,

62 = t, = 2171,

63 = 1199.         ta = - 690,

6, = - 245,       t. =   744.


	
Demi-ferme de gauche
		
Demi-ferme de droite


	
m C
	
Moments
	
Pressions
	
Efforts
		
o
	
Moments
	
Pressions
	
Efforts


		
de
				
! 8
	
de
		

	
8 (2
	
flexion
	
normales
	
tranchants
		
(2
	
flexion
	
normales
	
tranchants


	
1
	
2
	
3
	
4
		
1
	
2
	
3
	
4


	
0
	
— 182
	
4284
	
+ 96
		
0
	
— 38
	
1662
	
4- 218


	
1
	
— 82
	
3903
	
— 10
		
1
	
+ 221
	
1672
	
— 76


				
5 + 49
				
1634
	
(— 363


	
2
	
— 39
	
3496
	
é - 196
		
2
	
— 558


		
| + 381


	
3
	
— 445
	
3196
	
— 5
		
3
	
4- 244
	
1681
	
4- 98


	
4
	
+ 60
	
3073
	
+ 264
		
4
	
-+- 148
	
1676
	
— 188




	
9.    Examen du cas où l’on tient compte du poids permanent, et où l’on suppose la surcharge seulement sur la demi-ferme de gauche. - On sait que ce cas se déduit des deux précédents par de simples additions et soustractions, en appliquant le principe de la superposition des effets.



On obtient donc facilement les résultats suivants:

Tensions des tirants.


	
A gauche
	
A
	
droite


	
T, — t. = 7032
	
T, —?
	
S, = 5142


	
T2 — t^ = 5887
	
7,-1
	
s 2 = 5887


	
T3 — t3 = 1505
	
7,—1
	
5,=-384(1)


	
T, — t. = 250
	
7,—{
	
, = 1239





	
Demi-ferme de gauche
	
Demi-ferme de droite


	
(2 S O
	
Moments
	
C (

.2 c
	
(

(2   s

P    c3
	
Courbe des
		
« C o
	
Moments
	
.2 c
	
(

t c
	
Courbe des


	
o O (2

1
	
de flexion

2
	
3 s $ 8

A F

3
	
8 8

4
	
centres de pression

5
		
o O 02

1
	
de flexion

2
	
8 s

O S.

E 8

3
	
a 8

4
	
centres de pression

5


	
0
	
— 348
	
9386
	
+ 432
	
— 0,037
		
0
	
— 204
	
6764
	
+ 554
	
— 0,030


	
1
	
+ 169
	
8523
	
— 87

( — 322
	
+ 0,020
		
1
	
+ 472
	
6292
	
— 153

( — 734
	
+ 0,075


	
2
	
— 594
	
7796
	
j— 72
	
— 0,076
		
2
	
— 1113
	
5934
	
1+ 505
	
— 0,187


	
3
	
— 626
	
7266
	
+ 91
	
— 0,086
		
3
	
+  63
	
5751
	
+ 194
	
+ 0,010


	
4
	
+ 314
	
7033
	
+ 402
	
+ 0,045
		
4
	
+ 402
	
5636
	
— 50
	
+ 0,071




Comparant ces résultats avec ceux obtenus aux numéros 5 et 6, on voit que le plus grand moment de flexion et la plus grande pression normale ont lieu pour le cas de la surcharge sur les deux moitiés de la ferme.

Au contraire, le plus grand effort tranchant a lieu pour la section 3 de la moitié qui ne porte point la surcharge, lorsque l’autre moitié est surchargée. Le plus grand effort des barres du treillis, dans ce dernier cas, est donc

2527 X 734 = 1,854,818, c’est-à-dire, encore moindre de 2,000,000 de kilogr. par mètre carré.

	
10.    Effets des variations de température. - On peut répéter ici ce que nous avons dit pour la ferme Polonceau à arbalétriers rectilignes.



CELAPITRE VIII

1

 Il ne faut pas oublier que nous avons omis les termes simplement numériques, c'est-à-dire indépendants de T, car ils disparaissent également, en prenant la dérivée par rapport à cette inconnue.

2

Mais il est facile de s'assurer qu’en tenant compte seulement de cette dernière quantité et en négligeant les deux autres, on obtiendra des résultats très-différents de ceux qu'on trouve par le calcul complet, surtout en ce qui regarde le moment de flexion de l’arbalétrier.

Par conséquent, dans le calcul des fermes Polonceau, on ne devra négliger ni le travail de déformation dû aux pressions normales de l’arbalétrier, ni celui dû aux tensions des tirants.


Etude d’une halle avec fermes en fer à plusieurs tirants

(Planche IX)

	
1.    Données générales. - Distance nette entre les pieds-droits, 26",70.



Pénétration des fermes dans les murs, 0™,40 ;

Longueur d’appui sur les murs, 0™,40;

Flèche de l’intrados, 7",20;

Distance entre les fermes, 85,00;

Distance entre les pannes, mesurée sur l’axe des arcs, lm,50.

Les arcs et les pannes sont en fer: ces dernières sont composées de deux fers à T, l'un inférieur courbé à arc de cercle, l’autre supérieur rectiligne, reliés ensemble par un treillis simple, La couverture est en tôle ondulée à partir des pieds-droits jusqu’à une certaine hauteur, et en verre dans la partie supérieure qui constitue le lucernaire.

	
2.    Charges. - Comme la couverture en tôle ondulée sans tablier est moins pesante que celle du lucernaire, il faudra tenir compte de cette différence en supposant que la première s’étende à la moitié inférieure de chaque demi-ferme, et la seconde à toute la moitié supérieure. De cette manière, on admet des conditions pires que celles qui existent, car effectivement le lucernaire ne s’étend pas à toute la moitié supérieure des deux arcs.



Poids par mètre carré de couverture sur la moitié inférieure de chaque demi-ferme.

Surcharge de 0m,60 de neige ... 60 kilogr.

Total pour le calcul des fermes 95,00 kilogr,

Poids par mètre carré sur la moitié supérieure de chaque demi-fer me.

Surcharge de 0m,60 de neige . . . 60,00 kilogr.

Total pour le calcul des fermes 108,00 kilogr.

Charge par chaque mètre linéaire des arcs, la distance entre les fermes étant de 8™, 00.

1° Pour la moitié inférieure de chaque demi-ferme : Charge permanente, (95 — 60) X 8,00 = 280 kilogr.

Surcharge . . .        60 X 8,00 — 480   »

Total 760 kilogr.

2° Pour la moitié supérieure de chaque demi-ferme : Charge permanente, (108 — 60) X 8,00 = 384 kilogr. Surcharge ...       60 X 8,00 = 480  »

Total 864 kilogr.

Comme ces poids se composent de la surcharge qui se trouve au-dessus de l’extrados des arcs, et du poids permanent, dont une partie correspond presque exactement à l’extrados, tandis que l’autre reste au-dessous, nous supposerons que les centres de gravité des poids portés par les tronçons 0, 1 ; 1, 2; 2, 3; 3, 4; soient dans les points du milieu de l’arc d’extrados de ces mêmes tronçons.

	
3.    Dénominations et formules générales. - Appelons 7,, Z2, Ta, T, les tensions des tirants, et divisons en quatre parties égales la portion à treillis des arcs, comprise entre les plaques près des appuis et au sommet. Par les points de division, dont un tombe sur la direction du tirant T,, conduisons les sections normales à l’axe de l’arc.



Ainsi la partie à treillis de chaque arc sera divisée en quatre tronçons ayant la longueur de 3m,71 mesurée sur l’axe, et de 3m,76 mesurée sur l'extrados.

La réaction des appuis sera

R = 3,76 X 2 X 760 + (3,76 x 2 + 0,28) x 864 = 12454,40.

Or, pour chacune des sections 0, 1,2, 3, 4, on calculera le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant: par exemple, pour la section 1, on aura les formules suivantes:

	
	
M, = 1,98 . T, — 3,03 . R + 3,76 x 760 x 1,68,





P, = 0,905 . Tx + 0,578 (R — 3,76 x 760),

S, = 0,424 . T. - 0,815 (R - 3,76 x 760).

où 0,578, 0,815 sont les valeurs du sinus et du cosinus de l’angle que la section 1 fait avec la verticale (PL IX, fig. 2) ; et 0,905, 0,424 sont les valeurs du sinus et du cosinus de l’angle que la même section fait avec la direction du tirant T^ (Fig. 3).

Pour les autres sections, on a des formules semblables, sauf que, pour les sections 2, 3 et 4, il faut aussi tenir compte de la tension du tirant T4- Toutes ces formules réduites en nombres sont réunies dans le tableau suivant, où il n’y a d’autres inconnues que Tx et T^.


	
02

S

g Moments de flexion    Pressions normales

U2
	
Efforts tranchants


	
1                     2                                      3
	
4


		

	
0 M= 0,13 . T, — 2488 P= 0,824.7+ 8780
	
S = 0,570 . Tl — 8892


	
1 M, = 1,98 . T} — 32936 P, = 0,905 . T, + 5547
	
S, = 0,424 . T. — 7821

S2 = 0,266 . T — 6065


	
2 M,= 3,27 . T, — 58064 P2~ 0,965 . Tx + 2932
	
0,266 . T +

Sa" 1,000. T^— 6065


	
(3,98. T, +           (0,995. T, +

3 (3,68 . T4 — 75440 3 i 0,165 . Tt + 970
	
4(0,100. 7, +

3 — j 0,990 . T, — 3352


	
(4,07. T +          (0,997. T +

4 M.—      1        P_—       1

4 7,26.74 — 82000 4 0,326 7 28
	
0,060 . T, +

S                       1

4 ( 0,950.7 — 240




	
4.    Calcul des tensions T1 et 7,. - Si l’on néglige le travail de déformation dû au glissement, qui a sur les résultats de notre calcul une influence insignifiante ; et si l’on appelle



	
	
□ et 1 l’aire et le moment d’inertie de la section des arcs,


	
0,, 10,, (3, C4 les aires des sections et l, == 7,80, 12 = 2 X 5,85, la = 7,80, l4 = 3,10 les longueurs des tirants,


	
E le coefficient d’élasticité du fer;





si, de plus, on observe que la longueur des tronçons 0, 1; 1, 2; 2, 3; 3, 4; évaluée sur l’axe des arcs, est 3,68, et si l’on fait, par brièveté,

M2 = M‘ — 4 M‘ +2M—4 M'a + M\ , 3

" 72 _ P2—4 P—2P 22+4 P — P2 3

IP4 7,80. T\ | 5,85 . T\ | 7,80 . T, | 3,10 . T, A ®        ®,          ®,          ®3          ®, on a, pour exprimer le travail de déformation de tout le système, la formule suivante:
[image: ]

qui divisée par le facteur 2 X 2, ce qui n’altère point les équa-tions qu’on en déduira en égalant à zéro ses dérivées par rapport à T,, T,, donne

" M2 I ") P"            •        (I)

21" 1 Q 2 13,68 2 • h

Prenant pour la section des arcs celle qui est représentée par la figure 6 de la planche IX, et pour les diamètres des tirants, exprimés en millimètres,

	
	
	
d, = 60, d, = 56, d, = 25, d, = 22, on obtient







0 = 0,130 X 0,600 — 0,1205 X 0,579 — 0,0095 X 0,456 = 0,003898 ; 1=1(0,130X0,600°— 0,1205X0,579—0,0095X0,4563) =0,000315; •, = 0,002827,

«2 = 0,002463, ta = 0,000491 ,

c, = 0,000380, et, par suite, 5 = 0,0811,

I =0,1114, 1=0,1279, — = 0,6415, — = 0,8289, «i                "a                "3                 C4

T -Z mm

-= == 0,2361 . T\ — 0,2033 . T, — 1,3597 . T, + 0,6982 . T2. (2) 3,68 _/  &                                              0    7        1   ‘

Or, on déduit de la construction représentée par la figure 5 de la planche IX, que, pour l’équilibre des quatre tensions T^ T2, T^ T, autour de leur point commun d’application, il faut que les deux équations suivantes soient satisfaites :

T, = 0,786 . T. — 1,466 . T, ,              )

(3)

Ta = 0,264 . T, — 1,368 . T,,           ) en sorte qu’on peut éliminer T, et T, de la formule (2), ce qui donne

IT= 0,46 . T, _ 0,26 2 T, T^ + 3 68.7*,. 0,00 4= ®

Maintenant, si l’on substitue dans DM et P2 à M^ ........ Po, P,,.....leurs expressions en fonction de T,, T^ rapportées dans le tableau du numéro 3, on obtient

) M3 = 39,00 . T, 4- 29,37 .2 T, T. + 35,62 . T,

— 725216 .27,— 568592 .27,;

J2P= 0,29 . T, + 0,03.2 T, T, + 0,01 . T\

+ 1009.2 Tx + 13.2 T, ; ainsi la formule (1) devient

39,75.7,+29,14.2 T, T,+39, 31. T, -724207 .27,— 568579.27,.

En égalant à zéro les dérivées de cette formule par rapport à T,, T,, on obtient les deux équations suivantes:

39,75 . T, + 29,14 . T. = 724207,

29,14 . T. + 39,31 . T. = 568579; d’où l’on tire

	
7, = 16689,68,



T^— 2093,04.

	
	
5. Plus grandes tensions des tirants par mètre carré. - Substituant la valeur de T,, T, dans les formules (3) on obtient la valeur des tensions T,, T,, c’est-à-dire





7,= 16186,48,

7,= 1642,80.

Si maintenant on divise la tension de chaque tirant par l’aire de sa section, on obtient la tension par mètre carré, comme on voit ci-dessous.


	
Pour
	
le
	
tirant
	
7, • •
	
16689,68

’ * 0,002827
	
= 5 903 000 ;


					
16186,48
	
= 6 776 000 ;


	
Pour
	
le
	
tirant
	
7, . .
	
’ * 0,002463


	
Pour
	
le
	
tirant
	
m
	
1542,80

’ • * 0,000491
	
= 3 142 000 ;


	
Pour
	
le
	
tirant
	
T

- 4 •
	
2093,04

• ’ 0,000380
	
= 5 508 000.




	
	
G. Courbe des centres de pression dans les arcs et plus grands efforts par mètre carré. - Si dans le tableau du numéro 3 on donne à T,, T, leur valeur trouvée au numéro 4, on obtient, pour les moments de flexion, les pressions normales et les efforts tranchants dans les arcs, les valeurs rapportées dans les colonnes 2me, 3me et 4me du prochain tableau.





Divisant chaque moment de flexion par la pression normale correspondante, on obtient les nombres de la colonne 5me, qui
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expriment les distances des centres de pression aux centres des sections.

Au moyen de la formule

P i Mv Q — I

dans laquelle P et M représentent la pression normale et le moment de flexion dans une section, et Q, I, v l’aire, le moment d’inertie et la demi-hauteur de cette section, on obtient les nombres rapportés aux colonnes 6me et 7me, qui expriment la pression, par mètre carré, à l’intrados et à l’extrados dans les sections 0, 1, 2, 3, 4.

Enfin, si l’on observe que les barres du treillis sont des fers plats, dont la section est

co = 0,050 X 0,006 = 0,000300,

et qu’elles forment des quadrilatères dont les diagonales sont

d = 0,660,      d‘= 0,530;

si l’on calcule pour la section des arcs la quantité

G = 1 (0,130X0,602—0,1205 X 0,579*0,0095 X0,456*)==0,000803;

et si l’on se rappelle que le moment d’inertie de cette section est

I = 0,000315;

on obtiendra, pour un point quelconque des arcs, la pression ou tension des barres du treillis par mètre carré, au moyen de la formule

osvsp+a", soit 3494,66 . s,

où S représente l’effort tranchant dans la section que T on considère.

Tous les résultats de ces calculs sont réunis dans le tableau


	
0 .O 8 02

1
	
Moments de flexion

2
	
Pressions normales

3
	
Efforts tranchants

4
	
Courbe (1) des centres de pression

5
	
Pressions par mètre carré à l’intrados

6
	
Pressions par mètre carré à l’extrados

7
	
Efforts des barres du treillis par mètre carré

8


	
0
	
— 318
	
22532
	
+ 621
	
— 0,014
	
5 477 600
	
6 083 200
	
2170180


	
1
	
+  110
	
26651
	
— 745
	
+ 0,004
	
6 905 500
	
6 696 500
	
2 603 480


	
2
	
— 3489
	
19038
	
(- 1626

(+ 476
	
— 0,183
	
1 696 000
	
8 072 000
	
14 280 400

(1663 470


	
3
	
— 1313
	
17922
	
+ 390
	
— 0,073
	
3 345 600
	
5 850 000
	
1362 900


	
4
	
+ 1122
	
17350
	
+ 747
	
+ 0,065
	
5 521 700
	
3 384 500
	
2610 460




On voit donc, que la plus grande tension du fer, par mètre carré, a lieu dans la section 2, et qu’elle est de 8 072 000 kilogr.

La plus grande pression ou tension des barres du treillis a lieu dans la section 2, et sa valeur est de 4 280 000 kilogr. par mètre carré.

On peut donc conclure, que la ferme se trouve dans des conditions assez satisfaisantes, tant sous le rapport de l’économie, que sous le rapport de la stabilité (2).

CEIAPITRE IX

Etude d’une halle avec fermes en fer à plusieurs tirants

AA.

(Planches X et XI)

	
1.    Données générales (PL X, fig. 1). - Les fermes sont appuyées, d'un côté, sur le mur, et de l’autre côté sur des colonnes en fonte.



Distance entre le mur et l’axe des colonnes .... 30m,00

Flèche de l’intrados................

Rayon de l’intrados...........23m,068

Rayon du cercle circonscrit au polygone des tirants . 70",645

Distance entre les fermes..........3m,800

Distance entre les pannes mesurée sur l’axe de l’arc 1",356.

». Charges. - Nous supposerons que la couverture de la halle soit eu tôle ondulée zinquée, de l’épaisseur de 1"",25, fixée di-rectement sur les pannes; mais que, vers le sommet, le lucernaire soit en verre.

Le poids, par mètre carré, de la couverture du lucernaire est un peu plus grand que celui de la couverture en tôle ondulée, mais nous le supposerons le même, en choisissant toutefois une surcharge un peu plus forte que celle qu’on pourrait strictement adopter.

Le poids total par mètre carré de couverture résulte du calcul

suivant :

Surcharge due à la neige et au vent . . 70 kilogr.

Total pour le calcul des fermes


119 kilogr.
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Comme la distance entre les fermes est de 3m,80, la charge, par mètre courant de l’arc, sera

119 X 3,80 = 452,20.

	
3.    Calcul des fermes lorsque la surcharge se trouve tant sur la moitié de gauche que sur la moitié de droite - Dénominations et formules générales. - Le demi-arc 0, 6 (PL XI, fig. 2) est divisé par les sections 1, 2, 3, 4, 5 en six parties égales ayant, sur l’axe, une longueur de 2m,713. Chaque partie portera une charge de



452,20 X 2,713 = 1226,82 kilogr.,

que nous supposerons avoir son centre de gravité au point du milieu de l’arc, comme on le voit sur l’épure.

La réaction verticale de chaque point d’appui de la ferme sera égale à lazmoitié du poids porté par celle-ci, et aura pour valeur

1226,82 X06 = 7360,92.

Appelons maintenant T,, ........T, les tensions des tirants comme c’est indiqué dans la figure 1.

Connaissant la réaction des appuis et le poids dont la ferme est chargée, nous pourrons exprimer en fonction de ces tensions inconnues, le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant pour chacune des sections 0, 1,2,.....6. On observera que la

figure 2 de la planche XI donne les bras de levier de la réaction de l’appui, des poids et des tensions des tirants, par rapport aux centres de ces sections; que la figure 3 donne le sinus et le cosinus de l’angle que la verticale, c’est-à-dire la direction des réaction et des poids, fait avec les sections considérées : que la figure 4 donne le sinus et le cosinus des angles que les deux tensions Ta, T, font avec les sections 0, 1, 2; que la figure 5 donne le sinus et le cosinus des angles que les deux tensions Ts, T7 font avec les sections 2, 3, 4; enfin, que la figure 6 donne le sinus et le cosinus des angles que les deux tensions T^ T, font avec les sections 4, 5, 6.

Avec tous ces éléments, on peut composer sans difficulté le ta
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On observera que ce tableau donne deux valeurs de la pression normale, et deux valeurs de l’effort tranchant pour chacune des sections 2 et 4. Cela tient à ce que la pression normale et l’effort tranchant sont des fonctions continues pour chacun des tronçons 0, 2; 2, 4; 4, 6; mais en passant d’un tronçon à l’autre il y a un changement brusque, à cause des tirants concourant aux points 2, 4, 6. Cette même cause ne fait pas changer brusquement le moment de flexion, car les tirants attachés à l’arc concourent aux centres des sections 2, 4, 6, en sorte que, par exemple, les deux tensions T, et T, ne donnent aucun moment par rapport à la section 2.

Or, les trois tensions concourant au point B (Fig. 2) doivent se faire équilibre, et de même, les quatre tensions concourant au point C et les autres quatre concourant au point D. Les constructions graphiques représentées par les figures 7, 8 et 9 servent à exprimer T^ et T, en fonction de T^ Te et T, en fonction de T, et Tz\ et enfin T^ et T, en fonction de T, et T,;. on obtient ainsi les formules suivantes :

7 =   1,072. T2,

T, =   0,090 . T,,

T^—— 0,780 . T, + 0,825 . T,,

(1)

T. =   0,635 . T^ — 0,575 . Za,

T, = — 0,835 . 7, + 0,880 . T

T, =   0,834 . T, — 0,785 . 7,.

On peut maintenant substituer, dans le tableau précédent, à T^ T,, T, leurs expressions en fonction de T,, T,, T^, ce qui conduit au tableau suivant, où il n’y a plus que les trois tensions inconnues T^, T3, T,.

CASTIGLIANO, Théorie de l’équilibre
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4.    Détermination des inconnues T,, T3, T, — Appelons



Q Faire et Ile moment d’inertie de la section de l’arc,

wn t,, 103,.....w9 les aires des sections des tirants, E le coefficient d’élasticité du fer.

Observons, de plus, que les six tronçons 0, 1; 1, 2; 2, 3; ..... 5, 6; du demi-arc ont une longueur d’axe de 2“,713; et que les longueurs de tous les tirants sont indiquées sur les dessins. Ainsi, le travail de déformation de toute la ferme, en négligeant seulement la partie due aux efforts tranchants dans l’arc, qui a une influence insignifiante sur la détermination des forces élastiques inconnues, sera exprimé par la formule

2 (2,713 " M- _ 2,713 " pa _15 LT2) "2E1 _"  2E02 ^2E^ w )


(2)



en faisant


AAA




M\ — 4 M\ — 2 M 2, — 4 M3, + 2 M\ — 4 M3 — M\  |

*---------------------------------------------------------------------------------------------                                                                                           9




P*4P—P% _ P24P*— P^ P,—4P*—P%

3 T 33.0/1/7




(3)




l T 2,510.73, , 5,020. T\ , 5.020. T\ , 2,510. 73

-- — —--1 —----— —--3 — —-----4

•            (1                (02 “s (4



+ 3,210 .73 + 3,425.7* + 4,240 : 73 + 4,370 .T7 % + 4,630 . T\

©,             tg             t,             W8             W9

Pour déterminer les valeurs des inconnues T,, T3, T, on doit égaler à zéro les dérivées de la formule (2) par rapport à ces quantités ; mais on voit qu’on obtiendra encore les mêmes résultats si, au lieu de l’expression (2), on prend cette même expres-2 713

sion multipliée par le facteur numérique 2 X 8—, C‘ est-à-dire :

[image: ]



Substituons maintenant à Mo, M^..... P^ Pt,.....leurs expressions en fonction de Ta, T3, T, données par le tableau du numéro précédent, et à Z,, T,, Te, T7, T, et T, leurs expressions en fonction de ces mêmes inconnues. Supposons, de plus, que l’arc ait la section représentée par la figure 10 de la planche XI, et que les tirants aient les diamètres ci-près.

4,=4=z=d= 0m,060,

d, = 0,024,

d, =d=d=d= 0m,020.

Nous obtiendrons ainsi

0 = 0,12 X 0,175 — 0,104 X 0,155 = 0,00488,

1= (0,12 X 0,1753 - 0,104 X 0,1553) = 0,00 002132, w,= w2 = ® =«= 0,002826, ©, = 0,000452, w6— t, == = , = 0,000314;

et, ensuite,

X M‘ = 6,9918 .7,+ 16,9431. T% +10,5788. T + 2,8375 27,7, + 4,9496 .277 — 126493 .27, — 329025.2 T, — 209130 . 2 T,

J ) P =0,0107.7*,+0,0048.72,++0,0022.7*4+0,0022.27,7, + 0,0023.2 7,7,35,14 27,+ 6,67 .27+ 0,7 5.2 T,


I

2,713



— = 0,1169 . T\ + 0,2638 . T\ + 0,1625 . 73,

- 0,0938 .2 T, T — 0,1559.2 Ta T4.

Ainsi, l’expression (4) devient

7,1194 . T\ + 17,2117 . T\ + 10,7435 . T, + 2,7459.2 7,7,+ 4,7960.27,7, - 126458 .2 7, - 329018.27,— 209129.27,

et en égalant à zéro ses dérivées par rapport à T2, T3, T^ on obtient les équations

7,1194. 7, + 2,74 59 . 73 — 126458 = 0,

2,7459.7, + 17,2117. T^ + 4,7960 . T^ — 329018 = 0, 4,7960.7, + 10,7435 . T, — 209129 = 0 ; d’où l'on tire

7,= 12619, T, = 13338,      7,= 13511.     (5)

	
5.    Efforts par mètre carré dans les tirants et dans l’arc. -Substituant ces valeurs de T2, 7'3, T, dans les formules (1), on obtient



7,= 13528,      7,= 1136,      7,= 1161,

7,= 344,      z,= 752,      7,= 518.

En se rappelant donc les aires des sections des tirants rapportées au numéro précédent, on trouve que les efforts, par mètre carré, ont les valeurs suivantes :


	
T

wi
	
= 4 787 000,
	
T

ta
	
= 4 465 000,
	
— 3 __ ta
	
4 719 000,


	
Z,
	
= 4781 000,
	
I,
	
= 2 512 000,
	
T

— 6 __
	
3 697 000,


	
W4
	
®,
	
W6


					
T
	

	
— 7
	
= 1095 000,
	
8
	
= 2 396 000,
	
— 9 __
	
1 648 000.


	
7
	
©,
	
wg T
	



Substituons maintenant à 72, T3, Ti leurs valeurs trouvées ci-dessus, dans le tableau donné à la fin du numéro 3, et nous obtiendrons pour le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant sur les sections 0, 1,2, 3, 4, 5, 6, les valeurs rapportées dans les colonnes 2me, 3me et 4me du tableau ci-après.

Divisant chaque moment de flexion par la pression normale correspondante, nous obtiendrons les distances des centres de pression aux centres des sections, ce qui servira à décrire la courbe des centres de pression.

Ensuite, au moyen de la formule

P , Mv

Q —I

dans laquelle P représente la pression normale et M le moment de flexion sur une section, Q son aire, I son moment d’inertie, et v la demi-hauteur; on obtient la pression, par mètre carré, tant à l’intrados qu’à l’extrados de l’arc dans les sections 0, 1, 2, etc., comme on le voit dans les colonnes 6me et 7me.

Enfin, si l'on appelle

S l’effort tranchant en une section quelconque de l’arc,

I = 0,00002132 le moment d’inertie de cette section,

G= 8(0,12 X 0,175 — 0,104 X 0,1552) = 0,000147 le moment statique de la demi-section de l’arc, par rapport à l’axe de flexion,

S = 0,008 X 2 = 0,016 l’épaisseur totale de la section sur l’axe de flexion, c’est-à-dire la somme des épaisseurs d’âme des deux fers à C composant l’arc,

on calculera le plus grand effort tangentiel, par mètre carré, sur les sections 0, 1, 2, etc. de l’arc, au moyen de la formule

77 = 431.5,

qui donne les résultats consignés dans la colonne 8me du tableau suivant. •


	
0

C

.O

( 02

1
	
m g

s 8

H O

O F

2 9

2
	
Pressions normales

3
	
0

0 s t c

O d

8 3

4
	
Courbe (3) des centres de pression

5
	
Pressions par mètre carré, à l’intrados

6
	
Pressions par mètre carré, a l’extrados

7
	
Plus grands efforts tangentiels par mètre carré

8


	
0
	
— 736
	
+ 16 560
	
— 848
	
— 0,044
	
+ 372 500
	
+ 6 414 500
	
— 365 488


	
1
	
+ 213
	
+ 15 879
	
+ 48
	
+ 0,013
	
+4 128 100
	
+ 2 379 500
	
4- 20 688


	
2
	
— 784
	
+ 14815
	
(+823
	
j— 0,053
	
j— 181 600
	
(-t-6 253 400
	
(4-354713


			
(+ 14 801
	
i—-535
	
j— 0,052
	
(— 184 500
	
(4-6 250 500
	
(—230 585


	
3
	
+ 238
	
+ 14 325
	
+ 56
	
+ 0,016
	
+ 3 905 500
	
4- 1 951 900
	
4- 10 775


	
4
	
— 531
	
(+ 13 994
	
+ 436
	
— 0,037
	
+ 688 500
	
(4-5 046 900
	
+ 187 916


			
(+ 14 049
	
(—304
	
(— 0,037
	
(+ 699 700
	
(4-5 058 100
	
j—131 024


	
5
	
+ 123
	
+ 13 832
	
+ 65
	
+ 0,009
	
+3 339 300
	
4- 2 329 700
	
4- 28 015


	
6
	
— 390
	
+ 13 785
	
+ 446
	
— 0,028
	
+ 1224 200
	
4- 4 425 400
	
4- 192 226




	
	
	
	
G. Dimensions effectives à adopter. - Comme il résulte du tableau précédent que la plus grande pression de l’arc, par mètre carré, est de 6 414 500 kilogr., il s’ensuit qu’on peut définitivement adopter pour la section de l’arc celle que nous avons supposée dans le calcul.









Quant aux tirants, on voit que leur tension est moindre de 6 kilogr. par millimètre carré, en sorte qu’on peut diminuer quelque peu leur diamètre. Toutefois, nous ne ferons cette réduction que pour les tirants qui forment le polygone inférieur, car les autres ont déjà des diamètres assez petits. En adoptant donc

	
	
	
d, = d, = d, = di = 0m,054,







et, par suite,

«J = c, = t, = 64 = 0,002290,

la tension des tirants du polygone inférieur, par mètre carré, résulte

T = 5 908 000, D=5 510 000, D =5 824 000, 1=5 900 000. ©1                   02                   "3                   (4

. Examen du cas où la surcharge se trouve seulement sur la moitié gauche de la ferme, et où il est fait abstraction du poids permanent. - Comme nous avons supposé que la surcharge était de 70 kilogr. par mètre carré de couverture, et comme la distance entre les fermes est de 3m,80, il s’ensuit que la surcharge, par mètre linéaire de l’arc, sera

70 X 3,80 = 266 kilogr.

Nous supposerons que cette surcharge se trouve seulement sur le demi-arc de gauche, et qu’elle soit la seule charge de la ferme, car nous ferons abstraction du poids permanent.

Pour déterminer, dans ce cas, les réactions des appuis, appelons R la réaction de l’appui de gauche, r la réaction de l’appui de droite, et observons qu’en admettant la ferme rendue libre, la somme des poids dont elle est chargée doit être égale à la somme des réactions R, r; et la somme des moments de ces poids par rapport à un point quelconque, par exemple, par rapport au

— 408 —

centre de la section 6, doit être égale à la différence des moments de ces réactions.

On aura donc les deux équations

R + r = 266 X 2,713 x 6 = 4330,

(R-7)15,05 ==(1,36+4,05+6,67+9,23+11,63+13,87) 266X2,713,

d’où l'on tire

R = 3288 kilogr., y = 1042 kilogr.

Appelons maintenant, pour le cas de charge considéré,

les tensions des tirants de la demi-ferme de gauche, et

4» 2, 3, 4, 5, 16, 7, 8» t9

les tensions des tirants de la demi-ferme de droite, en observant que les indices égaux se rapportent aux tirants symétriques, et qu’ils sont les mêmes que ceux que nous avons adoptés dans le cas de la charge complète.

On observera encore que 6% et t. représentent la même tension, car elles se rapportent au même tirant; toutefois, pour la symétrie des formules, il sera utile de conserver ces deux lettres.

Connaissant les réactions R, r et les poids dont la demi-ferme de gauche est chargée, on peut facilement calculer le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant pour les sections 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 du demi-arc de gauche et de celui de droite.

On composera donc un tableau dont les deux parties différeront entr’elles ainsi que du premier tableau donné au numéro 3, par les termes indépendants des tensions ; tandis que les termes contenant les tensions, auront encore les mêmes coefficients, et différeront seulement par le changement de T en %, ou de T en t.

Comme d’ailleurs on aura évidemment les deux séries d’équations

S1= 1,072.82,

	
	
6,    =   0,090.8, ,





6= - 0,780.6, + 0,825.8, ,

on pourra éliminer 65 67, 6, dans les formules relatives au demi-arc de gauche, et t,, t^ t9 dans celles qui se rapportent au demi-arc de droite; ce qui conduira au tableau ci-après, dont les deux parties diffèrent de celui donné à la fin du numéro 3, par les termes entièrement numériques, tandis que les termes contenant les tensions sont encore les mêmes, si ce n’est le changement de T en 6, ou de T en t. Cela montre que pour composer le nouveau tableau, il n’y a qu’à calculer les termes entièrement numériques, car les autres se déduisent du tableau donné à la fin du numéro 3.
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Or, le travail de déformation de la demi-ferme de gauche est exprimé par la formule


2,713

2 El
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M12) + 2,713

) 219
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(7)



où l’on a

M‘+4M‘+2M‘,+4M3—2 M*4M‘s—M‘,


M‘3—



M‘*+4M‘,+2M‘3,+4M+2M*+4M‘*—M‘3

P2—4P2—P3, _ P2,+4P‘—P2, _ P2,+4P*—P3


(8)



. 4,630 (23 + (3) W9

Pour la détermination des tensions inconnues, on peut multi-2 713

plier la formule (7) par le facteur numérique 8‘— , ce qui donne
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‘ 2,713 A





LS2482), (9) t



Maintenant, si dans les quatre premières formules (8) on substitue à Mo, M, M^....., M\, M‘, M\,....., Po, P,. P^....., P'„ P’^P\,....., etc. leurs expressions données par les tableaux précédents; si, de plus, dans la cinquième formule on élimine 01, 6s,

	
66, ....., t,, t^, te,..... au moyen des équations (5) et (6) ; et si, enfin, on substitue les résultats obtenus dans la formule (9), il en résulte



7,1194 (83,+t,) + 17,2117 (8*,+ t,)+ 10,7435 (8*+ t\)

+ 2,7459.2 (G, G, + t, t,) 4- 4,7960.2 (G, G, + t. t^ /

	
(10) —    (52 107.2 8,+22280.2t)— (120879.2 83+72 665.2 ta) (


	
—    (67 873.2 6. + 55 147.2 t.).                             )



Il est utile de remarquer que les coefficients des termes du second degré par rapport aux tensions, sont les mêmes dans cette formule et dans celle obtenue au numéro 4 ; ce qui montre que pour obtenir la formule ci-dessus, on n’aura qu’à calculer les termes du premier degré par rapport aux tensions; opération qui est très-courte et très-facile à faire.

On devrait maintenant égaler à zéro les dérivées de la formule (10) par rapport aux inconnues qu’elle contient, en observant d’abord que 64 et t4 représentent la même tension. Mais pour simplifier nous changerons les inconnues, en faisant

	
8,    + t, — r,,    8, + t, = r,,    84 =t= 3,


	
8,    — t, = 0, »    63 — ta — 4,



ce qui donne

Ainsi, en substituant dans la formule (10), on obtient

	
	
1    / 7,119 4. **,+17,2117 . t%4-10,7435 . +*+2,7459 . 2 T,r+ 4,7960.2 T T, 2 \           — 74 387.2 r2 — 193 544.2t3 — 123 020.2r4





	
1    / 7,1194.62, — 17,2117.02. — 2,7459 .2 0,0,29 827 . 2 0,\


	
2                — 48 214.2 0,                )



On doit donc égaler à zéro les dérivées de cette expression par rapport à T2, T3, T4, 6,, 03, ce qui donne cinq équations dont les trois premières servent à déterminer T2, T3, T4, tandis que les deux dernières font connaître 6,, 63.

Or, il résulte du principe de la superposition des effets, que si l’on suppose la ferme surchargée tant sur la moitié gauche que sur la moitié droite, en faisant abstraction du poids permanent, les tirants BC, CD, DE auront les tensions

S 2 — C2 T2 , S 3 — ^3 = Ta ,    © 4 — ^4  : T4 ’

il résulte, en outre, que la tension d’un tirant dans le cas de la surcharge seule étendue sur toute la couverture est, à la tension du même tirant, en tenant compte de cette surcharge et du poids permanent, dans le rapport des charges par mètre carré de couverture dans ces deux cas : donc, comme la surcharge seule est de 70 kilogr. par mètre carré de couverture, et que la surcharge augmentée du poids permanent est de 119 kilogr., on pourra calculer les valeurs de T,, T3, T4 en multipliant les valeurs (5) de T^ 70

T3, Tlk par le rapport 1197 ce qui donnera

t2 = 7423, r, = 7846, T, = 7947.         (12)

Maintenant, les deux équations en 62, 03 sont les suivantes: 7,1194.0, + 2,7459.0, — 29 827 = 0, 2,7459 .0, + 17,2117.0, — 48 214 = 0, d’où l’on tire

0, == 3313;       0, == 2273.

Connaissant les valeurs de T2, Ta, T4 et de 0,, 03, les formules (11) donnent


69 — 5368,

8, = 5059,




t, = 2055,

t, = 2786,



©4 = t == 3974.

Substituant ces résultats dans les formules (5), (6) et dans les tableaux successifs, on obtient les résultats suivants:



	
Demi-ferme de gauche


	
o C
	
Moments
	
Pressions
	
Efforts


		
de
		

	
O (2
	
flexion
	
normales
	
tranchants


	
1
	
2
	
3
	
4


	
0
	
— 329
	
7145
	
— 240


	
1
	
+ 436
	
6731
	
— 15


		
— 138
	
j 6193
	
j + 132


	
2
	
f 5918
	
j — 18


	
3
	
+ 29
	
5625
	
— 1


		
+ 103
	
( 5422
	
( — 85


	
4
	
j 4739


		
j + 252


	
5
	
— 234
	
4586
	
+ 76


	
6
	
— 115
	
4565
	
— 115








	
Demi-ferme de droite


	
CO

.2

8

02

1
	
Moments de flexion

2
	
Pressions normales

3
	
Efforts tranchants

4


	
0
	
— 104
	
2595
	
— 258


	
1
	
+ 357
	
2609
	
+ 44


	
2
	
— 324
	
j 2549 j 2816
	
y + 352

j — 295


	
3
	
+ 110
	
2801
	
+ 36


	
4
	
— 418
	
j 2789 j 3524
	
y + 343

( — 431


	
5
	
-+- 304
	
3550
	
— 39


	
6
	
— 115
	
2543
	
+ 376







	
O1 = 5755,
	
t = 2203,


	
8, = 483,
	
t, = 185,


	
6= -13,
	
t = 696,


	
8, = 500,
	
t. = — 297,


	
8, = - 728,
	
t= 1170,


	
8, = 1100,
	
t, = — 795.




Le cas considéré dans le présent numéro, n'a, par lui-même, aucune utilité pratique, car nous avons fait abstraction du poids permanent; mais il sert à réduire à de simples additions et multiplications l’examen de différents cas, pouvant avoir lieu effectivement.

S. Détermination des forces élastiques dans le cas où il est tenu compte du poids permanent, et où l’on suppose que la demi-ferme

de gauche doive porter une surcharge de 70 kilogr. par mètre carré de couverture, et la demi-ferme de droite une surcharge seulement de 35 kilogr. - Il résulte du principe de la superposition des effets, que ce cas se déduit facilement des deux cas considérés dans les numéros précédents, c’est-à-dire, celui de la charge complète, et celui où l’on suppose la surcharge sur la demi-ferme de gauche, en faisant abstraction du poids permanent. En effet, on peut supposer que la surcharge de 70 kilogr. par mètre carré est distribuée sur toute la ferme, et qu’on a enlevé 35 kilogr. par mètre carré sur la moitié de droite : il est alors évident que les tensions des tirants, aussi bien que les moments de flexion, les pressions normales et les efforts tranchants sur l’arc, diminueront de la valeur qu’auraient ces quantités, pour une surcharge de 35 kilogr. par mètre carré sur la demi-ferme de droite, en faisant abstraction du poids permanent.

Donc, les tensions des tirants, dans le cas que nous considérons ici, seront:

Pour la demi-ferme


	
de
	
gauche
		
de droite


	
, __1

’ 2
	
t. = 12 427,
	
T.
	
-1^ = 10 651,


	
___2

2 2
	
t, = 1l 592,
	
T.
	
-}o,= 9 035,


	
T —~

3    2
	
t3 = 11 945,
	
7,
	
-o, = 10808,

•


	
4    2
	
^ = 11 524,
	
T.
	
-1^ = 11524,


	
, _ 1

5 2
	
t^ 1043,
	
7,
	
-}6,= 894,


	
, _1

6 2
	
t. =   813,
	
7,
	
-}&= 1168,


	
T —

1 2
	
t. =   492,
	
7,
	
-}6,=  94,


	
7 _ 1

8 2
	
t8 =   167,
	
7,
	
-}o,= 1116,


	
7 _ 1

9 2
	
t, =   915,
	
T,
	
-6,=- 32.




Le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant pour les sections 0, 1, 2,.....6, tant du demi-arc de gauche, que

de celui de droite, seront ceux qui résultent du tableau suivant, où l’on a ajouté aussi la distance des centres de pression aux centres des sections (4).



	
Demi-arc de gauche


	
n 9 o

O 02

1
	
O

A 8

2
	
02 GO

C O

.9 ^

02 C

02 C

O I

$1 O

— «

3
	
n  s

t   c3

4
	
Courbe des centres de pression

5


	
0

1

2

3

4

5

6
	
— 684

+ 35

— 622

+ 183

— 322

— 29

— 332
	
15263

14575

j13541 |13393

12925

( 12600 (12787

12057

12014
	
— 719

+ 26

+ 647 (—387

+ 38

+ 264

(— 88

+ 85

+ 258
	
— 0,045

+ 0,002

— 0,046 j— 0,046

+ 0,014 (—0,025 j—0,025 — 0,002 — 0,028








	
Demi-arc de droite


	
CO C O o O 02

1
	
g o s d 2 8 s t

o

3 g

2
	
0 w a O .2 « 8 s

A A

3
	
CO

GO   c

P  c

a g

+

4
	
Courbe des centres de pression

5


	
0

1

2

3

4

5

6
	
— 572

— 5

— 715

+ 224

— 582

+ 240

— 332
	
12988

12514 (11769 (11842

11513 (11273 (11680

11539

11503
	
— 728

+ 56

+ 762 (—526

+ 57

( + 479 (—430

+ 27

+ 504
	
— 0,044 — 0,000 (—0,060 (—0,060 + 0,019 — 0,051 (—0,049

+ 0,021 — 0,028






Si l’on compare ces résultats avec ceux obtenus dans les cas d’une surcharge de 70 kilogr. par mètre carré, répartie sur toute la surface de la ferme, on voit:

	
1° Que, pour les tirants du polygone inférieur, les tensions sont toujours plus grandes dans les cas de la surcharge complète;


	
2° Que, pour les autres tirants, les tensions sont plus grandes dans le cas où la surcharge de 70 kilogr. a lieu sur une moitié seulement de la ferme, pendant que sur l’autre moitié, il y a une surcharge plus petite;


	
30 Que dans ce dernier cas la tension T, — 3 © est né-gative, c’est-à-dire qu’un des tirants aboutissant au sommet de l’arc est comprimé; mais que cette compression est très petite, et qu’elle se changerait nouvellement en tension, dès que la surcharge sur la demi-ferme de droite, serait de quelque peu supérieure à 35 kilogr.;


	
4° Que le plus grand moment de flexion et la plus grande pression normale dans l’arc, et, par suite, aussi la plus grande pression, par mètre carré, ont lieu dans le cas de la surcharge complète.


	
9. Effets des variations de température. - Comme nous supposons qu’un des pieds de la ferme puisse librement glisser sur son appui horizontal, et comme, d’ailleurs, toutes les parties de la ferme sont en fer et ont le même coefficient de dilatation, il s’ensuit qu’une variation quelconque de température, ayant lieu uniformément, ne produira aucune force élastique.
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CIAPITRE X

1

 La courbe des centres de pression est représentée par la figure 7 de la planche IX.

2

 Nous n'avons pas cru nécessaire d’examiner aussi dans cette étude, le cas où la surcharge se trouverait sur un demi-arc seulement, car il est résulté de la ferme du même type étudiée précédemment, qu’en général, dans ces systèmes élastiques, les plus grands efforts qui ont lieu dans le cas de la surcharge complète, sont supérieurs à ceux qui ont lieu dans le cas de la surcharge d’un seul côté ; sauf pour les barres du treillis dont les efforts peuvent être un peu supérieurs dans ce dernier cas, mais présentent toutefois des différences assez petites pour qu’il n’y ait pas lieu de s’en préoccuper.

Par rapport aux variations de la température, nous avons déjà dit dans l’étude du chapitre précédent que, dans ces systèmes, elles n’ont aucune in-fluence, si on les suppose uniformes pour toutes les parties.

3

 La courbe des centres de pression pour la ferme surchargée complète -ment, est représentée par une ligne continue dans la figure 11 de la planche X.

4

 La courbe des centres de pression, pour le cas considéré ci-dessus, est représentée sur la figure 11 de la planche X, par une ligne à traits.


Etude d’un pont à arcs en fer avec naissances planes

Mv

(Planches XII et XIII).

	
1.    Données générales. - Ouverture nette entre les



culées . .......................

Corde de l’intrados..................

Flèche »     .................

Rayon »     ...................

Amplitude »     54° 56‘ 42"

Hauteur de l’arc à la clef..............

Hauteur de l’arc aux naissances............

Corde de l’extrados...................

Flèche •     ..................

Rayon •     ...................

Amplitude »     500 18' 42"

Distance entre les pièces de pont.............

Largeur du pont.................

	
2.    Charges. - La charge permanente, par mètre linéaire de pont, résulte du calcul suivant: Rails et accessoires . . . . 39 X 2 = 78 kilogr.



Total du poids permanent 1840 kilogr.

Pour la surcharge, nous adoptons celle d’un pont à poutres droites de même ouverture, c’est-à-dire 5200 kilogr.

Ainsi, la charge totale, par mètre de pont, sera 7040 kilogr.

Comme il y a deux arcs, il est évident que pour un seul on aura:

Charge permanente, par mètre linéaire .   920 kilogr.

Surcharge ........... 2600   »

Total 3520 kilogr.

	
3.    Dénominations et formules générales dans le cas où l’on suppose la surcharge seulement sur la moitié gauche du pont, et où il est fait abstraction du poids permanent. - Comme on le voit par la figure 1 de la planche XIII, nous avons divisé l’axe de la moitié gauche de l’arc en six parties égales dont chacune a la longueur de 3n,964. Par les points de division nous avons conduit les normales à cet axe, c’est-à-dire les rayons; et par les intersections de ces normales avec la courbe d’extrados, nous avons élevé des verticales. Nous supposons que le poids permanent et la surcharge soient distribués uniformément par rapport à la projection horizontale de l’extrados de l’arc; c’est-à-dire que, pour un tronçon quelconque, la verticale du centre de gravité passe par le point du milieu de la projection horizontale de l’extrados de ce tronçon.



L’arc en fer est terminé aux extrémités par des plans normaux à l’intrados au moyen desquels il s’appuie à des coussinets en fonte fixés aux culées.

Dans le calcul, il faudra regarder l’arc comme encastré aux extrémités, car celles-ci étant planes ne peuvent point tourner; mais s’il résulte qu’il y a tension près de l’extrados dans les sections supposées encastrées, il s’ensuivra que l'hypothèse n’a pas lieu.

Nous prendrons ici pour inconnues du problème:

	
M, moment de flexion à la clef,



P, pression normale,

S, effort tranchant,

en fonction desquelles on peut facilement exprimer le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant pour une section quelconque, tant à droite, qu’à gauche de la clef. En effet, si l’on suppose l’arc coupé à la clef, on n’altèrera point l’équilibre des deux moitiés de l’arc, pourvu qu’à la clef de chacune, on applique les deux forces P, S au centre de la section, et un couple de moment M: en sorte que, par exemple, pour la section 4 du demi-arc à gauche, toutes les forces appliquées à sa droite seront: les deux forces P, S appliquées au centre de la clef, le moment de flexion M, et le poids de 260(1 kilogr. par mètre linéaire, sur la projection horizontale de l’extrados des deux tronçons 4, 5 et 5, 6. Par conséquent, pour exprimer le moment de flexion M,, la pression normale P, et l’effort tranchant S, dans la section considérée, on aura les formules suivantes :

M, = M — 0,60 . Q — 7,86 . S — 2600 X 7,9 9 X 7,86 —0; (1)

P, = 0,990 . Q — 0,160 . S + 2600 X 7,99 X 0,160 ;

S, = 0,160 . Q + 0,990 . S — 2600 X 7,99 X 0,990.

Pour la section 4 du demi-arc à droite, on exprimera le mo-ment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant en ôtant dans les formules précédentes les termes simplement numériques, qui sont dus à la charge de 2600 kilogr. par mètre linéaire, et en changeant le signe aux termes en S. On aura donc:

M\ — M— 0,60 . Q + 7,86 . S;

P\ = 0,990 . Q + 0,160 . S;

S\ = 0,160 . Q - 0,990 . S.

On compose ainsi le tableau suivant
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4.    Détermination des inconnues. - Les deux demi-arcs, considérés séparément, se déforment sous 1‘ action des forces qui leur sont appliquées ; mais les déformations doivent être telles, que la section à la clef de l’un soit toujours en contact avec la section à la clef de l’autre. On aura donc les trois conditions géométriques suivantes:





lre et 2me Le déplacement horizontal et le déplacement vertical du centre de la clef, pour le demi-arc à gauche, doivent être respectivement égau C et de signe contraire aux déplace-ments analogues du centre de la clef, pour le demi-arc à droite.

3me La rotation de la section à la clef, pour le demi-arc à gauche, doit être égale et de signe contraire à la rotation de la section à la clef, pour le demi-arc à droite.

On trouve les valeurs des inconnues M, Q, S, qui satisfont à ces trois conditions, en exprimant le travail de déformation de tout l’arc en fonction de ces inconnues, et en égalant à zéro ses trois dérivées par rapport à celles-ci.

Or, appelons

JE le coefficient d'élasticité du fer,

Q0, Q,, Q,,.....Q, les aires des sections 0, 1, 2,.....6 de l’arc,

1^, 1^ 1^,.....IQ leurs moments d’inertie;

et faisons

— M3 + M" _ 1 M3+M" , 4 M\ + M'\  , M\ + M'\

Si l’on se souvient que la longueur de chaque tronçon mesurée sur l’axe de l’arc est de 3m,964, et si l’on néglige le travail de déformation dû au glissement, on aura, pour exprimer le travail de déformation de l’arc entier, la formule suivante:

3,964 Te M3 + M"1 : < P2 + P/2

2E LE I T 2 Q J ‘

qui divisée par le facteur numérique 3,96: , ce qui n altère point les équations qu’on en déduira ensuite en égalant à zéro ses dérivées par rapport à M^ Q, S, donne

M3 — M‘_ - P‘ — P‘


(1)



I 1 2 Q

La hauteur des sections de l’arc diminue à mesure qu’on s’éloigne des naissances; mais en dehors de l’âme, dont les hauteurs dans les sections 0, 1, 2,.....6 sont écrites dans la figure 1 de la planche XIII, tous les autres fers composant l’arc conservent la même section sur toute la longueur. La forme générale des sections de l’arc est représentée par la figure 4.

Nous rapportons dans le tableau suivant les valeurs, tant des aires que des moments d’inertie des sections 0, 1, 2,.....6, et de plus, leurs compléments logarithmiques, c’est-à-dire les logarithmes de leurs réciproques, qui servent pour le calcul de la formule (1).


	
M C o 8 c

l
	
Aires des sections

2
	
Moments d’inertie
	
Compléments logarithmiques des aires

4
	
Compléments logarithmiques des moments d’inertie

5


	
des
	
sections

3


	
0
	
Qo = 0,039024
	
1 —
	
0,022582
	
1,4086682
	
1,6462376


	
1
	
0, = 0,037224
	
A-
	
0,018779
	
1,4291770
	
1,7263275 1


	
2
	
Q2 = 0,035666
	
1,=
	
0,015822
	
1,4477456
	
1,8007386


	
3
	
Q, = 0,034464
	
L=
	
0,013754
	
1,4626343
	
1,8615710


	
4
	
Q4 = 0,033624
	
1=
	
0,012409
	
1,4733506
	
1,9062632


	
5
	
Q5 = 0,033144
	
=
	
0,011675
	
1,4795951
	
1,9327431


	
6
	
Qg = 0,033024
	
I=
	
0,011498
	
1,4811703
	
1,9393777




Si maintenant on substitue dans la formule (1) à M,, M‘; M,, M‘ 1 etc., Po, PA; P^ p’^ etc. leurs expressions en fonction de de M, Q, S rapportées dans le tableau du numéro 3, et à I,, Av-- %, 9,,..... leurs valeurs numériques données ci-dessus, et si l’on exécute toutes les opérations numériques, ce qu’on peut faire avec beaucoup de régularité et de simplicité en se servant des logarithmes, on obtient

2 H*+FM" = 843,51. M — 1247,51.2 M Q + 81 961 733.2M + 3686,7. Q — 240 653 093.2 Q + 126 101 Sa — 1 354 367 066.2S; —o— = 322,5.02+1494 668 .20+24. S2— 555 444.2S; et la formule (1) devient

843,51. M* — 1247,51.2 M Q + 81 961 733.2 M + 4009,20 . Q2

— 239 158 425.2 Q + 126 125 . S2 — 1 354 922 510.2 S. (2)

Égalant à zéro les dérivées de cette expression par rapport à M, Q, S, on obtient les trois équations suivantes:

843,51 . M — 1247,51. Q + 81 961 733 = 0;

— 1247,51 . M + 4009,20 . Q — 239 158 425 — 0;

126125 . S — 1 354 922 510 = 0 ; où il faut observer, que les deux premières contiennent seulement les inconnues M^ Q, et que la dernière contient seulement l’inconnue S.

De ces équations on tire

M — — 16 527;

Q =   54523;

S =   10 743.

	
	
5.    Courbes des centres de pression; plus grands efforts par mètre carré et abaissement du sommet en tenant compte du poids permanent et de la surcharge, tant à gauche qu’à droite de la clef. - Dans ce cas, la charge étant symétrique, on a





S=0;

de plus, si l’on fait abstraction du poids permanent et que l’on tienne compte seulement de la surcharge sur tout le pont, on a, à la clef,

M = — 16 527 X 2 = - 33 054;

Q =   54 523 X 2 = 109 046.

Or, la surcharge étant de 2600 kilogr. par mètre linéaire, tandis que le poids total, y compris le poids permanent, est de 3520 kilogr., on a, pour ce dernier cas,

M= - 33 054 X 3220 = - 44 749;

V U

0 = 109 046 X 3280 = 147 626.

Connaissant ainsi le moment de flexion et la poussée à la clef pour le cas considéré de la charge totale, on peut facilement calculer, le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant pour chacune des sections 0,1, 2,.....6. Divisant les moments de flexion par les pressions normales correspondantes, on obtient les distances des centres de pression aux centres des sections. Enfin, au moyen de la formule

dans laquelle P et M représentent la pression normale et le moment de flexion pour une section quelconque ; et Q, Z, v Taire, le moment d’inertie et la demi-hauteur de cette même section, on obtient la plus grande pression, par mètre carré, à l'intrados et à T extrados des sections 0, 1, 2,.....6.

Tous ces résultats sont réunis dans le tableau suivant.


	
w d

( (2

1
	
Moments de flexion

2
	
Pressions normales

3
	
Efforts

tranchants
	
Courbe des centres de pression

5
	
Pressions par mètre carré à l’intrados

6
	
Pressions par mètre carré à l’extrados

7


	
0
	
+ 91 387
	
169 924
	
— 5788
	
+ 0,538
	
8 401 300
	
307 500


	
1
	
+ 63 807
	
163 657
	
— 6901
	
+ 0,390
	
7 539 600
	
1 253 600


	
2
	
+ 31 527
	
158 444
	
— 6755
	
+ 0,199
	
6 155 900
	
2 728 700


	
3
	
—  719
	
154 082
	
— 6101
	
— 0,005
	
4 428 467
	
4 513 133


	
4
	
— 24 626
	
150 673
	
— 4223
	
— 0,163
	
2 943 300
	
6 018 900


	
5
	
— 39 584
	
148 656
	
— 1961
	
— 0,266
	
1 925 300
	
7 044 900


	
6
	
— 44 755
	
147 648
	
0
	
— 0,303
	
1 551 700
	
7 390 300




Si l’on veut calculer l’abaissement de l’arc à la clef, on se servira de la formule (*)

_ 3,964 . 1 ( Mo Xq . 4 M, Xj , 9 M, x^ L । 4 M; a, \ E 3.L I, T A .....   4 /

3,964 1 ( Po sin 00 _ 4 P, sin 0, _ 2 P, sin 02 _        4 P, sin 05\ E 3 \ Qo h Q, T Q, Ti.....T Q, )

	
dans laquelle x0, C,, x^,..... C, désignent les distances des centres des sections 0,1, 2,.....5 au plan vertical passant par la clef; et 90., P,, 02,..... ©5 les angles que font ces sections avec ce même plan.



Substituant dans cette formule, aux moments de flexion M,, M^ M,,....., et aux pressions normales Po, P^ P^....., leur valeur résultant du dernier tableau ; à Ro, 0,, ........sin 00, sin P,, sin^,..., leur valeur résultant de la figure; et enfin à Q, Q, , Q,,..... I,, 1^ I,,.....leur valeur rapportée au numéro 4, on obtient

	
1    ( M.C+4 M,C, + 2 M,C, + .....+4 M,C,) _ i io 212 000 ; 3    To A A             A I


	
1    I P, sin 0, I 4 P, sin 0, , 2 P, sin A _ L 4 P, sin 05


= 6 220 000;







3 Q,   T Q, T Q, .....1 Q,

par conséquent, en prenant E = 18 000 000 000, il en résulte

» = 0m,026.

	
	
	
G. Courbe des centres de pression et plus grands efforts du fer par mètre carré, ayant égard au poids permanent et supposant la surcharge seulement sur la moitié gauche du pont. -Dans ce cas, on obtient la valeur de M, Q, S en ajoutant à la valeur qu’ont ces quantités pour le seul poids permanent, la valeur qu’elles auraient pour la seule surcharge sur la moitié gauche du pont. Or, pour le seul poids permanent on aurait:







(*) Cette formule est une généralisation de celle adoptée au numéro 5 de V Etude sur une halle avec fermes sans tirants, et se démontre de la même manière.

4=33054X2600 = — 11 696;

0 = 109046X 3=  38 585;

8=0;

et pour la seule surcharge sur la moitié gauche, on aurait les valeurs de M, Q, S obtenues au numéro 4; donc, pour le cas que nous considérons ici, on aura

M = — 11 696 — 16 527 = — 28 223;

Q =   38 585 + 54 523 =   93108;

S =   10 743.

Maintenant que le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant à la clef sont connus, on peut calculer les trois quantités analogues pour les sections 0, 1, 2,.....; et divisant les moments de flexion par les pressions normales correspondantes, on obtiendra les distances des centres de pression aux centres des sections. On compose ainsi les tableaux suivants.


	
Ho Demi-are de gauche
		
HHo wemi-arc de droite


	
t

.2

8

(2
	
Moments de flexion
	
a 0 8 2 w S

3 S E 2
	
0 g s 9 8 - g
	
Courbes des centres de pression
		
.2

O 02
	
Moments de flexion
	
2 4

C o

8 s

0  H

O   L.

H  O

P P
	
g a

s 2
	
Courbes des centres de pression


	
1
	
2
	
s
	
4
	
5
		
1
	
2
	
3
	
4
	
5


	
0
	
+ 153498
	
116223
	
— 21257
	
+ 1,321
		
0
	
— 38218
	
98112
	
+ 13964
	
— 0,389


	
1
	
+ 75498
	
109001
	
— 18172
	
+ 0,693
		
1
	
+ 4991
	
97444
	
+ 9467
	
+ 0,051


	
2
	
+ 10336
	
103045
	
— 13681
	
+ 0,100
		
2
	
+ 29434
	
96824
	
+ 5160
	
+ 0,304


	
3
	
— 36924
	
98322
	
- 8538
	
— 0,375
		
3
	
+ 36017
	
96044
	
+  842
	
+ 0,375


	
4
	
— 59725
	
94976
	
— 2311
	
—0,629
		
4
	
+ 28660
	
95090
	
— 3016
	
+ 0,301


	
5
	
— 57206
	
93307
	
+ 4300
	
-0,612
		
5
	
+ 7273
	
94215
	
— 6774
	
+ 0,077


	
6
	
— 28228
	
93125
	
+ 10743
	
— 0,303
		
6
	
— 28228
	
93125
	
— 10743
	
— 0,303




Si l’on compare avec ces tableaux, celui que nous avons donné au numéro précédent, on voit que les plus grands moments de flexion sont beaucoup moindres dans le cas de la surcharge sur

tout le pont, que dans le cas de la surcharge sur une moitié seulement. La plus grande pression du fer, par mètre carré, est, dans ce dernier cas,


116 223 , 0,039024 T




153 498X1,00 0,022582




== 9 775 000,



valeur beaucoup plus forte que celle obtenue pour le cas de la surcharge complète.

La plus grande tension tangentielle a lieu pour la section 0 à gauche, où l’effort tranchant est maximum. Comme on a pour cette section

G= 1 (0,250 X 2,0242 — 0,038 X 2,000% — 0,17 6 X 1,976* — 0,024 X 1,8003) = 0,013397;

	
1,    = 0,022582 ;



la plus grande tension tangentielle, par mètre carré, sera 21257 X 0.013397 _ 0,022582 X 0,012 =

	
	
7.    Effets des variations de température. - Supposons que l’arc ait été mis en place à la température t, à laquelle il avait exactement les dimensions nécessaires pour poser sur les culées, sans faire naître d’autres forces élastiques que celles dues à son propre poids et aux charges.





Si l’arc était libre, il est clair qu’à la température t\ il aurait une forme géométriquement semblable à la forme initiale ; en sorte que, l’angle des sections extrêmes serait exactement le même dans les deux cas, mais la distance entre les centres de ces sections, au lieu d etre de  2----o----1— — 4om,923, c est

à-dire égale à la distance des centres des plans d’appui sur les pour coefficient de dilatation du fer.


culées, présenterait un excès de




455,923

82500




(f - t), prenant 82300



Par conséquent, si l'arc devait être mis en place à la température t', on ne pourrait y réussir sans faire naître des forces élastiques indépendantes du propre poids et des charges, et dues uniquement à l’augmentation de température V — t.

Or, le travail de déformation de l’arc, dû au moment de flexion M et aux forces Q, S appliquées à la clef, est donné par la formule (2) du numéro 4, après l’avoir multipliée par le facteur 3 964

	
	
	
-8—1, et y avoir supprimé les termes du premier degré par rap-port à M, Q, S, qui dépendent des charges ; ce travail est donc exprimé par la formule







3,964 (843,51 . M‘ — 1247,51 . 2 M Q + 4009,2 . Q‘ — 126125 . sY

Pour trouver les valeurs de M, Q, S dues uniquement à l’augmentation de température V — t, il faut ajouter à cette expression du travail de déformation, le terme —3533 (t‘ — 0 Q, et ensuite égaler à zéro les dérivées par rapport à M^ Q, S. Multipliant les équations que l’on obtient ainsi par le facteur numérique

E

3,964’ et observant que si l’on prend

E = 18 000 000 000, on a

E y 45,923 — 2 534 000 3,964 A 82500 T 0210 les trois équations susdites, deviennent

843,51 . M — 1247,51 .Q=0,

	
— 1247,51 . M + 4009,2 . Q = 2 534 000 . (t‘ — t),



126 125 . s= 0.

La dernière équation nous donne tout de suite S=0, ce dont on pouvait s attendre; car les variations de température produisant le même effet dans les deux moitiés de l’arc, ne peuvent engendrer aucun effort tranchant dans la section à la clef.

Les deux autres équations nous donnent

M= 1743 (f — t),

Q = 1171 (r — t).

Ayant obtenu les valeurs de M, Q, S, on les substituera dans la seconde moitié du tableau du numéro 3, qui se rapporte au demi-arc sans charge, et l’on calculera ainsi, le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant pour chacune des sections 0, 1, 2,.....6. On composera ainsi le tableau suivant.


	
m C .9

8 02

1
	
Moments de flexion

2
	
Pressions normales

s
	
Efforts tranchants

4


	
0
	
M} =-4533.(—t)
	
P, =1047.(— t)
	
s‘ = 539 . (f — t)


	
1
	
^ = -2613. (—)
	
P| = 1084. ^ — t)
	
s‘ = 454 . (f — t)


	
2
	
M}==1044.(—1)
	
P}= 1117 . (f — t)
	
s} = 369 . (t — t)


	
3
	
M}=+ 163. (f — •)
	
P}= 1143. (—t)
	
s}=27.(6—.)


	
4
	
M}=+ 1040.(6—!)
	
P,=1159.(— o
	
s‘= 187. (t' — t)


	
5
	
M} = + 1567 . (e - t)
	
Pl= 1170. (f — t)
	
s‘= 96.(6 — t)


	
6
	
M} = + 1743 . (e — t)
	
Pl= 1171 . (t' — t)
	
sl — 0

6




Si la température moyenne à laquelle l’arc a été mis en place est de 15°, et si les limites entre lesquelles la température peut varier sont — 40° et — 10°, il est évident que pour considérer ces deux cas extrêmes, il faudra faire:


pour la température de 40°,




V — 1= 40 — 15=  25;




pour la température de — 10°,




V — t — — 10 — 15 = — 25.



Nous examinerons seulement ce dernier cas, car alors les moments de flexion sont positifs près des naissances et négatifs près de la clef, comme ceux que nous avons trouvés pour chaque moitié de l’arc, dans le cas de la surcharge sur tout le pont; et pour la moitié gauche de l’arc, lorsqu’elle seule est surchargée

Faisant donc dans le derniert ableau V — t = — 25, et ajoutant les résultats à ceux que nous avons obtenus au numéro 6 pour la moitié gauche du pont, on compose le tableau suivant :


	
Demi-arc de gauche


	
o
	
Moments
	
Pressions
	
Efforts
	
Courbe


	
8


		
de
	
des centres


	
8

02
	
flexion
	
normales
	
tranchants
	
de


					
pression


	
1
	
2
	
3
	
4
	
5


	
0
	
+ 267 923
	
90 048
	
— 34 732
	
+ 2,975


	
1
	
+ 140 823
	
81 901
	
— 29 522
	
4- 1,719


	
2
	
+ 36 436
	
75120
	
— 22 906
	
+ 0,484


	
3
	
— 40 999
	
69 747
	
— 15 463
	
— 0,587


	
4
	
— 85 725
	
66 001
	
— 6 986
	
— 1,298


	
5
	
— 96 331
	
64 057
	
+ 1900
	
— 1,503


	
6
	
— 72 803
	
63 850
	
+ 10 743
	
— 1,124




On voit par ces résultats combien est grande l’influence des variations de température dans les arcs en fer à naissances planes. Le moment de flexion aux naissances, qui est de 153 498 ki-logr. à la température moyenne, croît jusqu’à 267 923 kilogr. pour la même charge, lorsque la température descend jusqu’à — 10°. La plus grande pression du fer, par mètre carré, a lieu à l’intrados de la section aux naissances, et sa valeur est

90 048    266 823 X 1,00 0,039 024 +   0,022 582


= 14 122 000 ;



d’où il suit, que l’arc devrait être renforcé à l’intrados près des naissances.

La pression à l’extrados dans la même section est

90 048    266 823 X 1,00 0,039 024      0,022 582 c’est-à-dire qu’au lieu d’être une pression, c’est une tension.


= - 9 508 000;



S. Conclusion. - Ce dernier résultat montre que l’arc tend à se détacher des culées près de l’extrados, et que toute la pression tend à se porter sur l’arête à l’intrados. Donc, l’arc ne pourra se comporter comme encastré, à moins de produire l’encastrement avec des dispositions spéciales ; ce qui n’est point facile, si l’on tient compte de la grande valeur du moment de flexion aux naissances. -

Cependant, ce qu’il importe d’observer, c’est que les arcs à naissances planes, de petite flèche par rapport à la corde, qui, dans l’esprit des constructeurs, devraient se comporter comme encastrés aux extrémités, ne satisfont pas, en général, à cette condition, mais ils se détachent des culées près de l’extrados, et toute la pression se porte près de l’intrados, où il peut arriver, par conséquent, que la maçonnerie soit écrasée.

Cette considération explique pourquoi les ingénieurs anglais, qui ont employé plus que les autres de semblables arcs, ont dû enfin les abandonner, particulièrement à cause de la prompte détérioration de la maçonnerie des culées près des naissances de l’arc.

C’est pour cela qu’à présent on fait généralement les arcs en fer avec naissances cylindriques.

CILAPITRE XI

Étude d’un pont à arcs en fer avec naissances cylindriques.

(Planches XII et XIII)

	
	
1.    Données générales. - Ces données sont exactement les mêmes que pour le pont étudié précédemment.


	
2.    Charges. - Les charges sont aussi censées les mêmes.


	
3.    Dénominations et formules générales pour le cas de la surcharge sur tout le pont. - Comme on voit par la figure 2 de la planche XIII, le demi-axe de l’arc a été divisé en six tronçons égaux, dont chacun a la longueur de 3m,964. Par les points de division, on a conduit les normales à l’axe de l’arc, et par les points où celles-ci coupent l’extrados, on a élevé des verticales. Nous supposons que chaque tronçon doive porter, outre son propre poids, le poids de la partie du tablier et de la surcharge comprise entre les deux verticales élevées aux extrémités de son extrados; et que ces poids soient distribués uniformément par rapport à la projection horizontale de son extrados, en sorte que leur centre de gravité soit également éloigné des deux verticales susdites.





L’arc est terminé à ses extrémités par des surfaces cylindriques, au moyen desquelles il s’appuie sur des coussinets en fonte, courbés eux-mêmes suivant des surfaces cylindriques, mais ayant une courbure plus petite.

Si les extrémités de l’arc et les coussinets d’appui n’étaient pas compressibles, le contact sur chaque coussinet aurait lieu seulement suivant la génératrice de la surface cylindrique, qui est rencontrée par l’axe de l’arc : à cause de la compressibilité, le contact aura lieu sur une petite surface (suffisante toutefois pour qu’il n’y ait aucun danger d’écrasement, soit des extré-

CASTIGLIANO, Théorie de l’équilibre mités de l’arc, soit des coussinets); mais le centre de pression pourra encore être supposé, avec une grande approximation, dans le point où l’axe de l’arc coupe le coussinet.
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L’avantage de l’appui au moyen de surfaces cylindriques consiste en ce que, la pression sur les culées étant appliquée au centre des coussinets, ceux-ci la repartissent uniformément sur la maçonnerie, quelle que soit, d’ailleurs, la distribution de la charge sur le pont. Cet avantage est tellement grand, que pour les arcs en fer, les naissances cylindriques devraient toujours être préférées aux naissances planes.

Le moment de flexion aux extrémités de l’arc est nul, et par conséquent, quelle que soit la distribution de la charge sur l’arc, il n’y a d’autre inconnue que la poussée horizontale.

Pour déterminer cette inconnue, on a la condition géométrique suivante:

Dans la déformation de l'arc, la distance des points d'appui aux extrémités reste constante.

Les forces appliquées à chaque extrémité de l’arc sont les suivantes :

Q, poussée horizontale,

R, réaction verticale, égale à la moitié du poids total.

La charge sur chacun des tronçons 0, 1 ; 1, 2; etc., s’obtient en multipliant la projection horizontale de son extrados par le poids de 3520 kilogr. obtenu ci-dessus; et la réaction verticale des appuis, qui est la moitié du poids total dont l’arc est chargé, a pour valeur

R = 3520 X 23,423 = 82 449.

Il est maintenant facile d’exprimer au moyen de la poussée Q et des poids connus, le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant pour chacune des sections 0, 1, 2,.....6. Par exemple, pour la section 2 on a:

M, = 2,98 . Q — 737 . R — 3520 X 7,56 7,83 - h

P, = 0,954 . Q + 0,315 (R — 3520 X 7,56),

S. = 0,315 . Q — 0,954 {R — 3520 X 7,56).

Substituant à R sa valeur et exécutant les opérations numériques, on compose le tableau suivant, où il n’y a d’autres inconnues que Q.


	
en s .O 8 02

1
	
Moments de flexion

9
	
Pressions normales

3
	
Efforts tranchants

4


	
0
	
%,=0
	
P= 0,894 . Q+ 37 922
	
s= 0,460.0—73 700


	
1
	
M, = 1,64. Q—269 972
	
P,= 0,926. Q+ 26 892
	
^=0,388.0 — 64 180


	
2
	
M, = 2,98. Q —499 528
	
P= 0,954.0+ 17 586
	
s,= 0,315.0 — 53 259


	
3
	
Ma = 4,01 . Q —683 693
	
P,= 0,976. 0+ 9 978
	
s,= 0,237.Q — 41 089


	
4
	
M, = 4,76. Q —818 394
	
P,= 0,990.0+ 4 500
	
s,= 0,160.0 — 27 844


	
5
	
M, = 5,21 . Q —899 852
	
P,= 0,999.0+ 1 155
	
s= 0,082.0—14 066


	
6
	
M, = 5,36. Q~ 927 167
	
P,= 1,000. Q
	
J=0




	
	
4.    Détermination de la valeur de l’inconnue. - Appelons





E le coefficient d’élasticité du fer;

20, Q,, 0,,.....Q, les aires des sections 0, 1, 2,..... 6 de l’arc;

I,, I,, ........  les moments d’inertie de ces mêmes sections ;

et faisons

[image: ]



Si l'on se rappelle que la longueur des tronçons 0, 1 ; 1, 2; 2, 3;..... 5, 6; mesurée sur l’axe de l’arc est de 3m,64, on a, pour

exprimer le travail de déformation de l’arc entier (en négligeant comme très-petite la partie de ce travail due au glissement), la formule

A2E2I2 0_‘

ou bien la suivante, en supprimant le facteur numérique 2.284, ce qui ne change pas l’équation qui s’en déduit et égalant à zéro sa dérivée par rapport à Q,

[image: ]




(1)



La section de l’arc est représentée par la figure 4 de la planche XIII, où la hauteur est laissée indéterminée, car elle varie d’une section à l’autre, comme il résulte de la figure 2.

Les aires et les moments d’inertie des sections 0,1, 2, 3, 4, 5, 6 sont insérés dans le tableau suivant, qui donne aussi les compléments logarithmiques des aires et des moments d’inertie.


	
m C .2 o O (2

1
	
Aires des sections

2
	
Moments d’inertie des sections

3
	
Compléments logarithmiques des aires

4
	
Compléments logarithmiques des moments d’inertie

5


	
0
	
Q, = 0,039024
	
I = 0,022582
	
1,4086682
	
1,6462376


	
1
	
Q, = 0,037224
	
I, =0,018779
	
1,4291770
	
1,7263275


	
2
	
Q2 = 0,035666
	
I, = 0,015822
	
1,4477456
	
1,8007386


	
3
	
Q, = 0,034464
	
I, = 0.013754
	
1,4626343
	
1,8615710


	
4
	
Q, = 0,033624
	
1,= 0,012409
	
1,4733506
	
1,9062632


	
5
	
Q5 =0,033144
	
I, = 0,011675
	
1,4795951
	
1,9327431


	
6
	
Q, = 0,033024
	
I, = 0,011498
	
1,4811703
	
1,9393777




Si maintenant on fait le carré des expressions données au numéro précédent pour les moments de flexion et les pressions normales, et qu’ensuite on divise par les moments d’inertie ou par les aires des sections, suivant la formule (1), on obtient les résultats suivants:

2= 7275 .0 - 1 248 781 000.2 Q,

" P2 = 161. Q3 — 2 024 000.2 Q, =-/ 92 d’où il suit, que la formule (1) devient

7436 . Q2 — 1 246 757 000.2 O.                (2)

Pour exprimer la condition géométrique énoncée au numéro 3, on doit égaler à zéro la dérivée de cette expression par rapport à Q: on obtient ainsi l’équation

7436 . Q — 1 246 757 000 = 0, d’où l’ou tire

Q = 167 670.

	
	
5.    Courbe des centres de pression, plus grands efforts du fer par mètre carré, et abaissement de l’arc à la clef. - Si dans le tableau donné au numéro 3, on substitue à M et Q leurs valeurs trouvées ci-dessus, on obtient les valeurs des moments de flexion, des pressions normales et des efforts tranchants dans les sections 0, 1, 2,.....6 de l’arc. Ces valeurs sont insérées dans les colonnes 2me, 3me et 4me du tableau ci-après. Divisant les moments de flexion par les pressions normales correspondantes, on obtient les nombres de la colonne 5me, qui donnent la distance des centres de pression aux centres des sections (2).





Au moyen de la formule

p , Mv

dans laquelle P et M représentent le moment de flexion et la pression normale dans une section ; et Q, Z, v l’aire, le moment d’inertie et la demi-hauteur de cette même section, on obtient la pression par mètre carré, soit à l’intrados, soit à l’extrados dans les sections considérées, ce qui donne les nombres insérés dans les colonnes 6m‘ et 7me du tableau suivant.


	
m C .2 o

O 02

1
	
Moments de flexion

2
	
Pressions normales

3
	
Efforts tranchants

4
	
Courbes des centres de pression

5
	
Pressions par mètre carré, à l’intrados

6
	
Pressions par mètre carré, à l’extrados

7


	
0
	
0
	
187 819
	
+ 3428
	
0
	
4 800 100
	
4 800 100


	
1
	
+ 5 007
	
182 154
	
+ 876
	
+ 0,027
	
5140 130
	
4 646 870


	
2
	
+   129
	
177 543
	
— 443
	
+ 0,001
	
4 984 320
	
4 971277


	
3
	
— 11 336
	
173 624
	
— 1351
	
— 0,065
	
4 370 110
	
6 705 290


	
4
	
— 20 285
	
170 493
	
— 1017
	
— 0,119
	
3 795 500
	
6 345 500


	
5
	
— 26 291
	
168 657
	
— 317
	
— 0,156
	
3 389 500
	
6 788 800


	
6
	
— 27 953
	
167 670
	
0
	
— 0,167
	
3 247 900
	
6 902 900




Quant à la tension tangentielle par mètre carré, on sait que dans les poutres à paroi pleine, elle est en général très petite. Si l’on en veut déterminer la plus grande valeur pour la section 0, dans laquelle on a l’effort tranchant maximum^ on calculera pour cette section la quantité

G= 1(0,250 X 2,0243 — 0,038 X 2,0003 — 0,176 X 1,9763

— 0,024 X 1,8002) = 0,013397;

puis en observant que son moment d’inertie est

I, = 0,022582,

et que l’épaisseur de la paroi pleine est S = 0,012, on trouvera pour la valeur cherchée,

SG _ 3428 X 0,013397 _ SI “0,012 X0,022582 résultat, en effet, très-petit.

Pour trouver l’abaissement de l’arc à la clef, on fera usage de la formule suivante (3) :

__   3,964 1 (, M, Xj , 9 M, x^ । A M, x3            . M, o,\ "RE//8(4 A 121,7411.....+ Z, /

3,964 1 ( P. sin 00    4 P, sin 0, P, sin 9,             . P, sin Q,\ E/3211 Q, Q, ..... ! Q, / dans laquelle AC,, 00,, 0C3,.....OC, sont les distances horizontales du centre de la section 0, c’est-à-dire du point d’appui sur la culée, aux centres des sections 1, 2,..... 6; et P0, 027 ........ P5 sont les angles que font les sections 0, 1, .......5 avec la verticale.

Substituant dans cette formule aux moments de flexion M,, ........ et aux pressions normales Po, P^ P^..... leurs valeurs données par le dernier tableau; à æ^ OC,, C2,....., sin @0, sin 0,, sin ........ les valeurs résultant des figures 2 et 3 de la planche XIII; et enfin à I, I,, I,,....., Q, Q,, Q2,.....leurs valeurs rapportées

ci-dessus, on obtient
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M, OC,




M, OC.

I, ‘




MaO:

I,




— 103 148 000,



1 ( Posin P, , A P, sin 0, , 9 P, sin 0, , __ A P, sin ©,)


— 6 996 000;



30T Q, T Q, T..... 1 Q, )

donc, si nous prenons E = 18 000 000 000, nous aurons

7 = 0m,0244.

G. Examen du cas où l’on suppose la surcharge seulement sur la moitié gauche de l’arc, en tenant compte du poids permanent. - Dans ce cas, sur la moitié gauche de l’arc, on a le poids de 3520 kilogr. par mètre linéaire, et par conséquent le poids total de 3520 X 23,423 = 82 449 kilogr. ; tandis que sur la moitié droite, on a le poids de 920 kilogr. par mètre linéaire, et par conséquent le poids total de 920 X 23,423 = 21549 kilogr.


Donc le travail de déformation de tout l'arc, en considérant non-seulement le poids uniformément distribué, mais aussi le poids ®, sera
[image: ]

La dérivée de cette expression par rapport au poids © donne l’abaissement de la section 6, en fonction de ce poids. Si l’arc n’est chargé que du poids uniformément distribué, on prendra la dérivée de la formule précédente par rapport à ®, et on fera ensuite w = 0, ce qui conduira précisément à la valeur de » donnée dans le texte.




Les réactions verticales des appuis ont les valeurs suivantes: pour l’appui de gauche

22,962+23,523           22,962-23,323

45,924     ’ 82W +     45,924     ' 21549 = 67519 ’ et pour l’appui de droite,

22,962 —23,423          22,082423,423 R,= ' ^ 45,924 ' 82449 + ..... 45,924 ' 21549 = 36467.

On trouve tout de suite la poussée horizontale ; car elle se compose de deux parties, dont l’une, due au seul poids permanent, est à la poussée qui a lieu dans le cas de la charge complète, dans le même rapport que les poids par mètre linéaire dans les deux cas, c’est-à-dire dans le rapport de 920 à 3520 : l’autre partie est due à la surcharge seule sur la moitié gauche de l’arc, et elle est la moitié de celle qu’on aurait pour la surcharge seule sur tout le pont: or, cette dernière est à la poussée trouvée pour le cas de la surcharge complète, dans le rapport de 2600 à 3520. Donc, la poussée horizontale dans le cas considéré, sera

167 670 . 920 + 1 X 167 670.2600 = 105 750. 3520   2           3520

Connaissant ainsi les deux forces appliquées à chaque extrémité de l’arc, c’est-à-dire la réaction verticale et la poussée horizontale, il est facile de calculer le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant dans chacune des sections 0, 1, 2,..... On peut donc composer les tableaux suivants.


	
1° Demi-arc de gauche
		
IB° Demi-arc de droite


	
m g
	
Moments de
	
t 4

C CD

8 s
	
(2 n  s

t   c3

O  d
	
Courbe des centres
		
g O
	
Moments de
	
o 4 S O .2 c

(2 a
	
M

(  c

P   co

8  2
	
Courbe des centres


	
8 02
	
flexion
	
O   $.

H  O

A A
		
de pression
		
8 02
	
flexion
	
O H

F O

N A
	
a g
	
de pression


	
1
	
2
	
3
	
4
	
5
		
1
	
2
	
3
	
4
	
5


	
0
	
0
	
125 599
	
— 11717
	
0
		
0
	
0
	
111 315
	
+ 16 044
	
0


	
1
	
— 42 385
	
119 028
	
- 9334
	
— 0,356
		
1
	
+ 48 707
	
85 106
	
+ 10441
	
+ 0,572


	
2
	
— 74 437
	
113771
	
— 5715
	
— 0,654
		
2
	
+ 74 611
	
91 589
	
+ 5157
	
+ 0,815


	
3
	
— 92 538
	
109 654
	
— 1465
	
— 0,844
		
3
	
+ 78 254
	
97 068
	
- 239
	
+ 0,806


	
4
	
— 89 742
	
106 805
	
+ 3847
	
— 0,840
		
4
	
+ 64 168
	
101 128
	
— 5129
	
+ 0,634


	
5
	
— 65 127
	
105 575
	
+ 9510
	
— 0,617
		
5
	
+ 31 977
	
104 119
	
— 9911
	
+ 0,307


	
6
	
— 17 730
	
105 750
	
+ 14920
	
— 0,168
		
6
	
— 17 730
	
105 750
	
— 14 920
	
— 0,168




La comparaison de ces résultats avec ceux que nous avons trouvés au numéro précédent, montre que les plus grands moments de flexion ont lieu dans le cas de la surcharge sur une seule moitié de l’arc.

La plus grande pression du fer, par mètre carré, dans la moitié gauche de l’arc, a lieu à l’extrados de la section 3, et sa valeur est


109 654 0,034464



[image: ]




92 538 X 0,822

0,013754




= 8 711 000;



dans la moitié droite de l’arc, la plus grande pression a lieu à l’intrados de la section 3, et sa valeur est

97 068    78 254 X 0,822 0,034464 T 0,013754


— 7 492 000.



Dans le cas de surcharge sur l’arc entier, la plus grande pression, par mètre carré, est de 6 705 290 kilogr.; c’est-à-dire qu’elle résulte sensiblement plus petite que dans le cas de la surcharge d’un seul côté.

Quant à la tension tangentielle, par mètre carré, on voit facilement que son maximum a lieu à la clef, où l’effort tranchant a presque la plus grande valeur, et où il a la plus petite section. Comme on a pour cette section

G =} (0,250 X 1,5243 — 0,038 X 1,5002 - 0,176 X 1,4762

	
— 0,024 X 1,3008) = 0,008894,



I= 0,011498,

et que l’épaisseur de l’âme est de 0",012, on trouve pour la plus grande valeur de la tension tangentielle, par mètre carré,

S.G, _ 14920 X 0,008894 _

	
	
s.1,    0,012 X 0,011498


	
3.    Effets de la variation de température. - Supposons que l’arc ait été mis en place à la température t, à laquelle il avait exactement les dimensions nécessaires pour pouvoir être placé sur les coussinets d’appui sans engendrer des forces élastiques en dehors de celles dues à son poids et aux charges.







Si l’arc était libre à la température t', il est clair que la corde de son axe, au lieu d’être de

4 5m,000 + 46m,846 _ 45m 993

2                            ’      ‘

c’est-à-dire exactement égale à la distance entre les centres des surfaces des coussinets, aurait un excès de longueur de

45m,923

82 500 1      ‘

	
	
— étant le coefficient de dilatation du fer.





82 590

Si donc, l’arc a été mis en place à la température t, il est clair qu’à la température t\ il y aura une poussée horizontale égale à celle qui aurait lieu pour les mêmes charges à la température t, augmentée d’une certaine quantité Q, due à la variation de température.

Pour déterminer cette quantité, on observera que le travail de déformation de l’arc, supposé soumis seulement aux forces horizontales Q appliquées à ses extrémités, est donnée par la formule (2) du numéro 4, en la multipliant par le facteur

9 . 3,964

* 2F ‘

et en y supprimant les termes du premier degré par rapport à Q, qui dépendent des charges. Ce travail est donc exprimé par la formule

2 964

2 X 287 X 7436 • Q3.

Il faut maintenant ajouter à cette formule le terme 45,923 (+‘____ q — 82 500 ("    )8

et ensuite égaler à zéro la dérivée par rapport à Q. On obtient ainsi l’équation

253,954 57436.0-4593 e—H)=0, d’où, en prenant

E = 18 000 000 000, l’on tire

0 = 170,38 {t'—ty

Pour obtenir le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant dans les sections 0, 1, 2,..... il faut substituer la valeur trouvée de Q dans le tableau donné au numéro 3, en y supprimant d’abord les termes simplement numériques, qui dépendent des charges. On compose ainsi le tableau suivant.


	
a)

.2

8 02

1
	
Moments de flexion

2
	
Pressions normales

3
	
Efforts tranchants

4


	
0
	
»}=0
	
P} =152 (e—1)
	
83 =78 (e—t)


	
1
	
M1 = 279 (e — t)
	
P| = 158 (r — t]
	
si = 66 ^ — t)


	
2
	
M) = 408 (e - t)
	
P}=163 (—!)
	
^ = 54 (e-)


	
3
	
M| = 683 (t — t)
	
P. = 166 (f — t)
	
8} =40 (—:)


	
4
	
M] = 811 ( — t)
	
Pl= 169 (t—t)
	
8=27 «—)


	
5
	
M} =888 (f — f)
	
P} =17o (-
	
sz=14(e-t)


	
6

—
	
M| = 914 (r — «)
	
Pl= 170 (t — t)
	
s=0




Si la température moyenne à laquelle l'arc a été mis en place est de 15°, et si les limites entre lesquelles peut varier la température sont — 40° et — 10°, il est clair que pour considérer ces deux cas limites, il faudra faire, dans le premier

t‘ — t — 40 — 15 = 25 ;

et dans le second

t' — t=- 10— 15 = - 25.

On ajoutera les résultats qu’on obtient ainsi à ceux qu’on a obtenus au numéro 6, en supposant la surcharge seulement sur la moitié gauche de l’arc. Il faudra toutefois observer que les plus grands moments de flexion dans la moitié gauche de l’arc auront lieu à la température de — 10°, et dans la moitié droite à la température de 40°. On obtiendra ainsi les tableaux suivants.

Demi-arc de gauche            Demi-arc de droite


	
Température de — 10°
		
Température de 40°


	
(

C

o O 02

1
	
Moments de flexion

2
	
C O .2 c 83 S Q $.

H O

A a

3
	
y n c

- g

4
	
Courbe des centres de pression

5
	
m C O

8

(2

1
	
Moments de flexion

2
	
C  O

8  s

Q   s.

H4    O

A A

3
	
w

w c

P c

8 C

P s

4
	
Courbe des centres de pression

5


	
0
	
0
	
121799
	
— 13667
	
0
		
0
	
0
	
115115
	
+ 14094
	
0


	
1
	
— 49350
	
115078
	
— 10984
	
— 0,428
		
1
	
+ 55682
	
89056
	
+ 8791
	
+ 0,625


	
2
	
— 84637
	
109696
	
— 7065
	
— 0,771
		
2
	
+ 84811
	
95664
	
+ 3807
	
+ 0,886


	
3
	
— 109613
	
105504
	
— 2465
	
— 1,038
		
3
	
+ 95329
	
101218
	
— 1239
	
+ 0,941


	
4
	
—100017
	
102580
	
+ 3172
	
— 0,975
		
4
	
+ 84443
	
105353
	
— 5804
	
4- 0,802


	
5
	
— 87327
	
101325
	
+ 9160
	
— 0,861
		
5
	
+ 54177
	
108369
	
— 10261
	
4- 0,499


	
6
	
— 40580
	
101500
	
+ 14920
	
— 0,399
		
6
	
+ 5120
	
110000
	
— 14920
	
4- 0,046




La plus grande pression du fer, par mètre carré, dans le cas auquel se rapporte le premier de ces tableaux, a lieu à l’intrados de la section 3, et sa valeur est

105 504  109 613 X0,822  —

0,034464 + 0,013751/7 =9 516 000;

tandis que dans le cas auquel se rapporte le second tableau, la plus grande pression du fer, par mètre carré, a lieu à l’intrados de la section 3, et sa valeur est


101 218

0,034464 T




95 329 X 0,822 0,013754,




— 8 550 000.



	
S. Conclusion. - Ces derniers résultats font voir qu’avec les sections adoptées pour les arcs, le pont n'aurait pas un degré suffisant de stabilité.



Il faudra donc renforcer les arcs en ajoutant à l'intrados et à l’extrados une deuxième plate-bande de 0m,25 de largeur et de 0m,012 d’épaisseur, s’étendant du milieu du tronçon 1, 2, jusqu’au milieu du tronçon 4, 5, c’est-à-dire sur une longueur de 12 mètres environ. Alors l’aire et le moment d’inertie de la section 3 auront les valeurs suivantes:

Q, = 0,034464 + 2 X 0,250 X 0,012 = 0,040464,

I, = 0,013754 + 9,35 (1,6688 — 1,6442) = 0,017035,

et la plus grande pression du fer par mètre carré, aura pour valeur

105 504 . 109 613 X 0,834

0,040464 T0,017035-- 7 970

Cette pression ne doit pas être regardée comme trop élevée, ayant déjà mis en ligne de compte les effets dus aux variations de température (4).

CELAPITRE XII

Etude du pont avec maçonnerie en briques construit sur l’Oglio pour la ligne directe du chemin de fer de Milan à Venise

AA

Vérification de la stabilité de la voûte du grand arc central

(Planche XIV)

	
1.    Données générales. - Ouverture (5)...........



Flèche.....................

Amplitude de l’arc d’intrados 1180 5‘42‘.

Rayon »        ...............

Largeur de la voûte dans le sens des génératrices 7m,50

Epaisseur de l’arc à la clef.............

»        » aux naissances............

L’extrados de la voûte présente différentes saillies, comme il résulte de la planche XIV.

	
	
9.    Charges. - Dans les calculs suivants nous substituerons au véritable extrados fait à saillies, une surface cylindrique ayant pour directrice una courbe composée d’arcs de cercle, dont chacun passe aux pieds de trois saillies successives. Par conséquent, il ne faudra pas oublier que la voûte à laquelle s’appliqueront rigoureusement les résultats des calculs que nous ferons ici, est la voûte théorique ayant pour extrados la surface cylindrique susdite. Il est clair, du reste, que ces résultats s'appliqueront avec assez d'approximation à la véritable voûte.





Suivant l’usage, on considérera ici une largeur de pont d’un mètre seulement, quoique cela ne donne aucune simplification, ni aucun avantage dans le calcul, et ne soit point nécessaire.

La voûte a été exécutée avec des briques choisies, et des mortiers composés avec la chaux hydraulique de Palazzolo.

Le poids de la maçonnerie de la voûte est de 2000 kilogr. par mètre cube.

La maçonnerie des flancs sur la voûte est aussi en briques, et elle est couverte par une couche de mortier de ciment destinée à empêcher les infiltrations de l’eau. Sur cette couche de mortier et jusqu’au plan des rails, on a posé du gravier du poids de 1600 kilogr. par mètre cube.

La plus grande surcharge que le pont est censé pouvoir supporter au passage des trains est de 8000 kilogr. par mètre linéaire de pont, c’est-à-dire

8000 0 —- = 1067 kilogr.

7,50 par mètre carré de surface.

Pour la simplicité du calcul, nous réduirons en poids de maçonnerie de la voûte, tant le gravier gravitant sur la couche de mortier, que la surcharge ; par conséquent, nous diminuerons les hauteurs verticales du gravier dans le rapport de 2000 à 1600, et représenterons la surcharge par une couche de maçonnerie dont l’épaisseur soit

1067 Am 2000 = ° ,533.

Si nous prenons maintenant pour unité le poids d’un mètre cube de maçonnerie, c’est-à-dire 2000 kilogr., il est évident que le poids d’un tronçon quelconque de la voûte et de sa charge, aura numériquement la même valeur que l’aire correspondante.

Par conséquent, si nous divisons l’axe de la demi-voûte en six parties égales, et si par les points de division nous conduisons les normales à cet axe ; si ensuite, par les points où ces normales rencontrent l’extrados nous élevons des verticales, et que nous supposions que chaque tronçon de la demi-voûte doive porter la partie de charge comprise entre les deux verticales correspondantes, nous pourrons trouver avec les mesures écrites dans la figure, l’aire de chaque tronçon de la voûte et de chacune des six parties de la charge; de plus, si nous déterminons graphiquement le centre de gravité de chacune de ces aires, et mesurons la distance horizontale entre ce point et la clef, nous pourrons trouver le moment par rapport à celle-ci, de chacune de ces aires; et par suite aussi, le moment des aires qui représentent le propre poids et la charge des tronçons 0, 1 ; 0, 2; etc.

Après avoir obtenu ces moments par rapport à la clef, on en déduira facilement les moments des mêmes charges par rapport aux centres des sections 0,1, 2,.....5; c’est-à-dire, le moment par rapport au centre de la section 0 de la charge totale du tronçon 6, 0; et de même, les moments des tronçons 6, 1; 6, 2; 6, 3;.... 6, 5, par rapport aux centres des sections 1,2, 3,.....5.

En exécutant ces opérations, on trouve les résultats suivants, où il faut observer que les moments donnés dans les colonnes 3me, 5me et 7me ne sont pas ceux pris par rapport à la clef, mais ceux pris par rapport aux centres des sections 0,1, 2,.....5; ainsi, par exemple, pour le tronçon 6, 3, les moments donnés sont pris par rapport au centre de la section 3.


	
M

C O

s o B

1
	
Voûte seule
	
Charge
	
Voûte et charge


	
Aires

2
	
Moments

5
	
Aires

4
	
Moments

5
	
Aires

6
	
Moments

7


	
6.0
	
51,35
	
458,49
	
94,67
	
556,19
	
146,02
	
1014,68


	
6 . 1
	
41,17
	
339,55
	
66,14
	
378,42
	
107,31
	
717,97


	
6.2
	
31,42
	
224,96
	
42,19
	
227,85
	
73,61
	
452,81


	
6 . 3
	
22,11
	
127,66
	
24,81
	
118,63
	
46,92
	
246,29


	
6 . 4
	
13,59
	
56,28
	
13,12
	
48,80
	
26,71
	
105,08


	
6.5
	
6,34
	
14,52
	
5,52
	
11,46
	
11,86
	
25,98




	
	
3.    Dénominations et formules générales pour le cas du décin-trement, c’est-à-dire lorsque la voûte porte seulement son propre poids. - Dans ce cas, la charge étant symétrique par rapport à la clef, l’effort tranchant dans cette section sera nul; par conséquent, nous prendrons pour inconnues du problème le moment de flexion M^ et la pression normale P, à la clef, en fonction desquelles il est facile d’exprimer le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant pour une section quelconque. En effet, si l’on suppose la voûte coupée à la clef, il est évident que chaque moitié restera en équilibre, pourvu qu’ on applique à la clef une pression distribuée avec une loi uniformément variée et telle, que sa grandeur totale soit P, et son moment par rapport à l’axe de flexion de la clef, c’est-à-dire la somme des moments élémentaires, soit M.





Par conséquent, pour exprimer le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant pour une section quelconque, par e-xemple, pour la section 4, il faudra considérer la pression appliquée à la clef et le poids du tronçon 6, 4, dont le moment par rapport au centre de la section 4, est donné dans la colonne 3me du tableau rapporté au numéro précédent. On obtient ainsi :

M^ M — 1,28. 0 + 56,28;

P, = 0,943 . Q + 13,59 X 0,335;

S, = 0,335 . Q — 13,59 X 0,943.

En composant les formules analogues pour toutes les sections 0, 1, 2,.....5, en exécutant les opérations numériques et en réunissant les résultats, on établit le tableau suivant, dans lequel il n’y a d’autres inconnues que M et Q.


	
() C O

5 Q 02

1
	
Moments de flexion

2
	
Pressions normales

3
	
Efforts tranchants

4


	
0
	
M= M~ 11,96 . Q -i- 458,49
	
P= 0,517 . Q +44,01
	
s= 0,857 . Q — 26,55


	
1
	
M,= M— 8,47.0 + 339,55
	
P,=0,655 . 0+31,12
	
S, = 0,756 . Q —26,97


	
2
	
M,= M— 5,45 . Q + 224,96
	
P= 0,775 . Q+19,95
	
S,= 0,635 . Q —24,35


	
3
	
Y,=M— 2,98.0+ 127,66
	
P3= 0,870.0+10,88
	
S,== 0,492.0 — 19,24


	
4
	
Mi= M— 1,28.Q+ 56,28
	
P,= 0,943.0+ 4,55
	
s,= 0,335.0 — 12,82


	
5
	
M,= M— 0,38.0+ 14,52
	
P,=: 0,987.0+ 1,08
	
s>= 0,170.0— 6,26


	
6
	
M^M
	
P.= 1,000 . Q
	
S=0




	
	
4.    Détermination des inconnues. - Quoique la voûte que nous examinons ne soit pas homogène, elle doit être regardée comme





CASTIGLIANO, Théorie de l’équilibre telle, car la distribution des briques et du mortier qui la composent est la même sur toute son étendue.
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Lorsqu’on opère le décintrement, la voûte se déforme, mais il est évident qu’à cause de la symétrie, la section à la clef, qui était verticale avant le décintrement, doit rester verticale pendant la déformation, et ne peut se déplacer horizontalement ni à gauche, ni à droite. Donc, si nous supposons une moitié de la voûte enlevée, et si nous appliquons à la clef de l’autre moitié la poussée Q, et le moment de flexion M pour maintenir l’équilibre, il est évident que les valeurs de Q et de M devront être déterminées par la condition que, dans la déformation de la demi-voûte sous l’action de la poussée Q, du moment M et de son propre poids, la section à la clef reste toujours verticale, c’est-à-dire:

	
1° Que son déplacement horizontal soit nul;


	
2° Que sa rotation soit également nulle.



On trouve les valeurs de M et Q qui satisfont à ces conditions, en exprimant le travail de déformation de la demi-voûte en fonction des deux inconnues et en égalant à zéro ses dérivées par rapport à celles-ci.

Or, appelons

	
E le coefficient moyen de compressibilité de la voûte;



Qo, Q,, Q,,..... Q, les aires des sections 0, 1, 2,.....6;

	
1^ I,, 1^.....I6 les moments d’inertie de ces mêmes sections; et faisons, par brièveté,



" — __- I — 0 | 4 — 1 | 2 — 2 l 4 — 3 — 2 — 4 — 4 — 5 | — 6, ===/ I3I I1 12 I3 I4 Is IG )
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On a, pour exprimer le travail de déformation de la demi-voûte (en négligeant la partie due au glissement comme ayant une influence très-petite sur les résultats du calcul), la formule

1

 On observera que la figure 1, de la planche XIII, donne les bras de levier des forces qui entrent dans l’expression des moments de flexion, tandis que la figure 3 donne les sinus et les cosinus des angles que les poids et la poussée horizontale font avec les sections. Ces sinus et cosinus servent pour exprimer les pressions normales et les efforts tranchants.

2

 Dans la figure 2 de la planche XIII on a représenté par une ligne continue la courbe des centres de pression pour le cas de la surcharge sur toute la longueur de l'arc. La ligne pointée représente la courbe des centres de pression pour le cas considéré au numéro 6, où la surcharge a lieu seulement sur la moitié gauche de l'arc.

3

 On peut facilement démontrer cette formule. — En effet, si outre les poids uniformément distribués dont l’arc est chargé, nous supposons qu’on applique à la section 6 un poids ®, il est évident que la réaction verticale des culées augmentera de % ; en sorte que les moments de flexion sur les sections 0.

1, 2,.....6, qui étaient d’abord 0, M1, ........  seront après l’application du

poids s

0, Mi — 9 ai; M, — 2 Ga;.....Mg — 2 Cg ;

et les pressions normales, qui étaient d’abord Po, P1, P2,..... P6, seront ensuite

P + 9 sin %, P} + 2 sin 9, P2 + 2 sin Q,, ..... P5 + 2 sin P5, Pg-

4

 Comparant la plus grande pression du fer, par mètre carré, dans l’arc à naissances planes, c’est-à-dire censé encastré, et dans l’arc à naissances cylindriques, c’est-à-dire simplement appuyé, on pourrait croire que l’encastrement est défavorable à l’économie du fer; ce qui est contraire aux idées les plus élémentaires. Mais si l’on fait une comparaison complète des résultats obtenus pour les deux arcs, on reconnaît que si l’on pouvait borner la quantité de fer employée à ce qui est strictement nécessaire, l'arc à naissances planes serait effectivement plus économique que l’arc à naissances cylindriques.

Toutefois dans la pratique il arrivera souvent le contraire:

1° Parce que l’encastrement ne peut souvent être obtenu qu’en adoptant des dispositions particulières, pour lesquelles on doit employer une certaine quantité de fer qui n’entre pas dans la comparaison précédente ;

2° Parce qu’il n'est pas possible de composer l’arc en distribuant le fer dans la juste mesure du nécessaire.

5

 L’ouverture de 42 mètres fut prescrite par le Conseil Supérieur des Travaux Publics, ensuite de l’opposition qu’avaient soulevée d’autres projets, comportant la construction de piles dans le lit de la rivière. Le projet définitif fut rédigé par M. César Bermani, Ingénieur des chemin de fer de la Haute Italie, Chef de la seconde division de l’Entretien et des Travaux, qui dirigea aussi l’exécution de cet ouvrage d’art.


4,37 ( S M2 _ S P2) • 2E 2 I 1 2 Q )

c’est-à-dire la suivante, en supprimant le facteur numérique 31*) 2 A

ce qui ne change point les équations qu’on obtiendra ensuite en égalant à zéro les dérivées de cette expression par rapport à M et Q,

[image: ]



(1)

Nous avons réuni dans le tableau suivant, tant les valeurs des aires Q,, Q,....., et des moments d’inertie 10, 1^.....  que les compléments logarithmiques de ces valeurs.


	
2
		
Moments
	
Compléments
	
Compléments


		
Aires
		
logarithmiques
	
logarithmiques des moments


	
o
		
d’inertie
	
des aires
	
d’inertie


	
1
	
2
	
3
	
4
	
5


	
0
	
2,38
	
1,1234
	
T,62342
	
1,94947


	
1
	
2,28
	
0,9877
	
1,64207
	
0,00537


	
2
	
2,18
	
0,8633
	
1,66154
	
0,06384


	
3
	
2,08
	
0,7499
	
1,68194
	
0,12500


	
4
	
1,82
	
0,5024
	
1,73993
	
0,29895


	
5
	
1,50
	
0,2812
	
ï, 82391
	
0,55098


	
6
	
1,40
	
0,2287
	
1,85387
	
0,64073




Substituant dans la formule (1) aux moments Mo, M^.....et aux pressions Po, Pt.....leurs expressions en fonction de M et Q données dans le tableau du numéro 3; et à Q0, Q,, Q,,.....  10, ....... leurs valeurs numériques rapportées ci-dessus, on a 7=11,72 . M2— 27,90 . 2 M Q+ 180,80 . Q

+ 1138,68.2 M — 7254,40.2 Q,

= 2,38.02 + 28,42.2 Q.

et la formule (1) devient 11,72.M2— 27,90.2MQ— 18 3,18 . Q2 +1138,68.2 M— 7225,98.2 Qt

Égalant à zéro les dérivées de cette expression par rapport à M et Q^ on obtient les équations suivantes:

— 452 —

	
	
11,7 2. M — 27,90 .0=- 1138,68,





— 27,90 . M + 183,18 . Q = 7225,98 ;

d’où l'on tire

M =- 5,096,

Q =   38,671.

	
	
	
5.    Courbe des centres de pression et pression par mètre carré, à l’intrados et à l’extrados. - Substituant dans le tableau donné au numéro 3, à M et Q leur valeur trouvée ci-dessus, on obtient les valeurs des moments de flexion, des pressions normales et des efforts tranchants dans les sections 0, 1, 2,.....6. Divisant les







moments de flexion par les pressions normales correspondantes, on obtient les distances entre les centres de pression et les centres des sections, ce qui sert à décrire la courbe des pressions. Enfin, avec les valeurs obtenues pour les moments de flexion et pour les pressions normales, on obtiendra les pressions par mètre carré, soit à l’intrados, soit à l’extrados de la voûte, au moyen de la formule

P । M v Q — I ‘

dans laquelle P et M représentent la pression normale et le moment de flexion dans une section; et Q, I, v l’aire, le moment d’inertie et la demi-hauteur de cette même section.

Tous les résultats de ces calculs sont réunis dans le tableau suivant.


	
CO G O

8 (2

1
	
Moments de flexion

2
	
Pressions normales

3
	
Efforts tranchants

4
	
Courbe des centres de pression
	
Pressions par mètre carré, en kilogr.


	
à l’intrados

6
	
à l’extrados

7


	
0
	
— 9,11
	
64,00
	
+ 6,59
	
— 0,142
	
34 504
	
73 040


	
1
	
+ 6,91
	
56,45
	
+ 2,27
	
+ 0,122
	
65 478
	
33 558


	
2
	
+ 9,11
	
49,92
	
+ 0,21
	
+ 0,182
	
69 858
	
21 738


	
3
	
+ 7,32
	
44,52
	
— 0,21
	
+ 0,164
	
63 110
	
22 506


	
4
	
+ 1,69
	
41,02
	
+ 0,13
	
+ 0,041
	
51 200
	
38 956


	
5
	
— 5,27
	
39,25
	
+ 0,31
	
— 0,135
	
24 822
	
79 846


	
6
	
— 5,10
	
38,67
	
0,00
	
— 0,132
	
24 022
	
86 462




G. Abaissement de la voûte à la clef en conséquence du dé-cintrement. - La formule qui donne l’abaissement de la voûte à la clef est la suivante:

____37 1 ( M, RC, । A M, 00, । 9 M, 00, ।              । A M5 OC, \

	
4.37 1 /P, sin %0 AP, sin Q,            | 4 P, sin 0,),



TE 3 ( Q, 1 Q, ..... Q, ) dans laquelle M,, M,,..... P, P^.....sont les moments de flexion et les pressions normales, dont les valeurs numériques sont rapportées dans les colonnes 2me et 3me du tableau donné ci-dessus ; 10, ....... 90, Q,,..... les moments d’inertie et les aires des sections; 00, ........ les distances entre les centres de ces mêmes sections et le plan vertical qui passe par la clef; enfin 00, ........les angles que font ces sections avec la verticale. On observera que X, = 0, sin P6 = 0.

Substituant donc aux lettres leurs valeurs résultant du dernier tableau, ou de la planche XIV, on obtient


1 ( M D0,  । A M, OC, ।  9 ^=i X,



+ 4 MsOs) = 310,20 .

15 /

] / P. sin % A P. sin ©,   9 Pa sin 0, .          . Ps sin 05)

3\ Q, 1 Q, T Q, T.....Q, )

Ces résultats doivent être multipliés par le poids d’un mètre cube de maçonnerie, c’est-à-dire par 2000; par conséquent, l’abaissement de la voûte à la clef est donné par la formule

3 280 000

	
	
Y) —---





E •

Si l’on connaissait la valeur de E, c’est-à-dire le coefficient moyen de compressibilité de la maçonnerie composant la voûte au moment du décintrement, on pourrait avec la formule précédente déterminer rabaissement de la voûte à la clef.

Or, comme pendant le décintrement, cet abaissement a mesuré 0m,045, on déduira la valeur de E de l’équation


0,045 =




E



d’où l’on tire

E =72 889 000.

%. Examen du cas ou l’on tient compte non seulement du propre poids de la voûte, mais encore de toute la charge permanente qu’elle doit supporter, et de la surcharge. - Si nous conservons les mêmes dénominations que dans les numéros 3 et 4 et si nous observons que pour le cas de la charge complète, on a dans les colonnes 6me et 7me du tableau donné au numéro 2, les poids des tronçons 6, 0; 6, 1 ; 6, .......6, 5 et leur moment par rapport au centre des sections 0, 1, 2,.....5, nous pourrons facilement composer le tableau suivant.


	
m C O

8

02

]
	
Moments de flexion

2
	
Pressions normales

3
	
Efforts tranchants

4


	
0
	
M,=M—11,96 . Q+1014,68
	
P=0,517.0+125,14
	
s= 0,857.0 — 75,49


	
1
	
M1=M— 8,47.0+ 717,97
	
P,=0,655.0+ 81,13
	
^=0,756.0 — 70,29


	
2
	
Mz—M— 5,45.0+ 452,81
	
P=0,755.0 + 46,74
	
S= 0,635.0— 57,05


	
3
	
M^—M— 2,98.0+ 246,29
	
P=0,870.0+ 23,08
	
s= 0,492.0 — 40,82


	
4
	
M,=M— 1,28.0+ 105,08
	
P,=0,943.0+ 8,95
	
s,= 0,335.Q — 25,19


	
5
	
M,=M— 0,38.0+ 25,98
	
P,= 0,987.0+ 2,02
	
s= 0,170.0—11,71


	
6
	
M,=M
	
P= 1,000.0
	
s==0




Dans ce tableau, il n'y a d’autres inconnues que M et Q, qu’on déterminera exactement comme au numéro 4 ; c’est-à-dire qu’on substituera dans la formule (1) aux moments Mw M^..... et aux pressions normales P^ P^..... leurs expressions en fonction de M et Q, puis on fera les dérivées de l’expression résultante, et on les égalera à zéro, ce qui donnera les deux équations voulues.

De cette manière on trouve d’abord

7 = 11,72 . M^ - 27,90.2 MQ + 180,80 . Q2

+ 2 320,33 . ^M — 15 243,21 .2Q;

----- DI

2o = 2,38. Q3 + 68, 67. 20;

et la formule (1) devient

11,72. M‘— 27,90 2 M Q+183,18 . Q — 2320,33.2M—15174,54.20, dont les dérivées égalées à zéro donnent les deux équations

11,72.M — 27,90.0 + 2 320,33 = 0,

— 27,90 . M + 183,18 . Q — 15 174,54 = 0,

d’où l’on tire

M = — 1,220,

Q = 82,653.

La valeur de M étant négative, il s’ensuit que le centre de pression à la clef est au-dessus du centre de la section.

La valeur de M et de Q étant maintenant connue, on la substituera dans les expressions des moments de flexion, des pressions normales et des efforts tranchants contenues dans le tableau rapporté ci-dessus; et en exécutant ensuite les mêmes opérations qu’au numéro 5, on composera le tableau suivant, dans lequel on trouvera pour chacune des sections 0,1, 2,.....6, le moment de flexion, la pression normale, l’effort tranchant, la distance du centre de pression au centre de la section, et enfin la pression par mètre carré, soit à l’intrados, soit à l’extrados.


	
02

S .O o O 02

1
	
Moments de flexion

2
	
Pressions normales

3
	
Efforts tranchants

4
	
Courbe des centres de pression

5
	
Pressions par mètre carré, en kilogr.


	
à l’intrados

6
	
à l’extrados

7


	
0
	
+ 24,93
	
167,87
	
— 4,66
	
+ 0,152
	
183 880
	
88 048


	
1
	
+ 16,68
	
135,27
	
— 7.80
	
+ 0,121
	
157 162
	
80 154


	
2
	
+ 1,13
	
109,14
	
— 4,57
	
+ 0,010
	
102 980
	
97 272


	
3
	
— 1,24
	
94,99
	
+ 0,33
	
— 0,013
	
87 898
	
94 778


	
4
	
— 1,94
	
86,89
	
+ 2,50
	
— 0,022
	
88 180
	
103 108


	
5
	
— 4,99
	
83,60
	
+ 2,34
	
— 0,060
	
84 850
	
138 086


	
6
	
— 1,22
	
82,65
	
0,00
	
— 0,015
	
110 602
	
125 538




Pour déterminer l’abaissement de la voûte à la clef dans le cas de la charge complète, on se servira de la formule donnée


au numéro 6 dans laquelle on P,, P^..... leur valeur donnée bleau précédent. On obtiendra



substituera à M^ M,, M^.....; Po, dans les colonnes 2me et 3me du ta-ainsi

	
	
1    ( M. DC, । A M, OC, । o M, XC, 3\ 4  4 A AI, et par suite (après avoir multiplié ces résultats par 2000, c’est-à-dire par le poids d’un mètre cube de maçonnerie),


+ 4 MsOs) = 462,07;




1/P sin . 1 A

3 -




QO




P sin 0, , o Pa sin 0, .        , A Ps sin 0,

Q,   T Q, T1 Q,




= 153,56;







5 380 000

	
7] — ---—---



Si l’on pouvait supposer qu’après la construction complète du pont, le coefficient de compressibilité E eût encore la même valeur qu’il avait pendant le décintrement, c’est-à-dire 72 889 000, l’abaissement total de la voûte à la clef devrait être

, Ê 5 380 000 = "   72 889 000

Comme la voûte s’est abaissée à la clef de 0m,045 pendant le décintrement par le seul effet de son propre poids, on voit que, par l’effet de la charge, elle devrait encore s’abaisser de 0,074 — 0,045 = 0,029.

Ce résultat montre que, le propre poids de la voûte a, sur l’abaissement à la clef, une influence sensiblement plus grande que la charge qu’elle doit porter. Cela s’explique par la manière différente dont les deux poids sont distribués; car le propre poids de la voûte est distribué presque uniformément sur toute la longueur; tandis que le poids dont la voûte est chargée, est beaucoup plus grand près des culées que près de la clef.

Il faut encore observer, que l’abaissement de la voûte à la clef, dû à la charge, doit résulter moindre que celui que nous avons calculé, c’est-à-dire moindre que 0,029 pour les raisons suivantes :

	
	
1° A mesure qu’on exécute la maçonnerie des reins, la prise des mortiers augmente et leur compressibilité diminue; déplus, l’abaissement de 0,029 est dû, pour la plus grande partie, au ballast et à la surcharge qui sont distribués uniformément sur toute la longueur; or, lorsqu’on pose le ballast, ou qu’on surcharge le pont, les mortiers ont déjà fait bonne prise ; et par conséquent, il sont très-peu compressibles.


	
2® La maçonnerie des reins ne constitue pas une charge sans cohésion, comme on le suppose dans le calcul, mais elle constitue un seul massif avec la maçonnerie des culées. Elle forme, pour ainsi dire, deux solides encastrés dans les culées, lesquels non seulement ne peuvent agir sur la voûte avec tout leur poids, mais qui, à cause de l’encastrement, empêchent même que le poids du ballast et la surcharge puissent se transmettre entièrement à la voûte. Cette dernière circonstance n’a pas beaucoup d’influence sur les arches très-surbaissées, pour lesquelles la maçonnerie des reins a une petite hauteur même près des culées.





CHAPITRE XIII

Étude du pont en pierre de taille construit sur la Doire à Turin, par l'Ingénieur Ch. Mosca

(Planche XV)

	
1.    Données générales. - Corde de l’intrados . . 45",00



Flèche de l’intrados...............

Rayon »      .................

Amplitude »       54° 56‘ 42"

Épaisseur de la voûte à la clef...........

»        » aux naissances .... 2",00

Corde de l’extrados..........46m,846

Flèche »       ................

Rayon »      .................

Amplitude »       50° 18‘ 42"

Largeur du pont, y compris les garde-corps . . 12™ ,60.

	
2.    Charges. - La voûte du pont est en granit du Manalaggio près de Pignerol (Italie), dont le poids, par mètre cube, est de 2750 kilogr. La maçonnerie des reins est en moellons, et son poids est de 2300 kilogr. par mètre cube. Sur la maçonnerie, il y a une couche de mortier de 0m,15 d’épaisseur; et sur le mortier il y a de la terre, placée et battue couche par couche, jusqu’au plan du macadam. Le poids de cette couche de mortier et de cette terre est de 1600 kilogr. par mètre cube, et celui du macadam de 1800 kilogr.



Pour simplifier, nous réduisons en poids de maçonnerie de la voûte, tant la maçonnerie des reins que la couche de mortier, la terre superposée et le macadam. Par conséquent, les hauteurs verticales de la maçonnerie en moëllons, nous les réduisons dans le rapport de 2750 à 2300 (rapport des poids unitaires des deux maçonneries), c’est-à-dire que nous les multiplierons par le rapport 0200

AP. Les hauteurs verticales de la couche de mortier et de la 2750 terre, et celle du macadam, nous les multiplierons respectivement par les rapports 1600 et 3800 • On pourra ainsi décrire sur l’extrados une ligne telle, que si entre elle et l’extrados il y a-vait une matière de même poids unitaire que la maçonnerie de la voûte, la charge de celle-ci serait égale à la vraie charge permanente, et distribuée de la même manière.

Nous supposerons une surcharge accidentelle de 600 kilogr. par mètre carré de pont comme certains auteurs la prescrivent, bien qu’il y ait lieu d’observer que même la plus grande foule, ne donnerait qu’une charge d’environ 400 kilogr. par mètre carré. Or, la charge supposée équivaut à une couche de maçonnerie en pierre de taille dont la hauteur est de 50= 0",218; par con-2 / ou

séquent, si au-dessus de la ligne déjà obtenue, qui représente la limite de la charge permanente réduite en poids de pierre de taille, nous conduisons une ligne parallèle à la distance de 0m,218, mesurée sur la verticale, nous aurons la ligne limite de la charge totale du pont.

Si maintenant nous prenons pour unité, le poids d’un mètre cube de maçonnerie de la voûte, c’est-à-dire 2750 kilogr., et si nous considérons une largeur de pont égale à un mètre, il est évident que le poids d’un tronçon de la voûte et de la charge, sera exprimé par le même nombre qui exprime Taire correspondante.

Par conséquent, si nous divisons l’axe de la demi-voûte en six parties égales, et que par les points de division nous conduisions des normales à cet axe ; si, ensuite, par les points où ces normales coupent l’extrados nous élevons des verticales, et si nous supposons que chacun des six tronçons de la demi-voûte doive porter la partie de la charge comprise entre les deux verticales correspondantes, nous pourrons trouver, avec les mesures écrites dans la figure, Taire de chaque tronçon de la voûte et de chacune des six parties de la charge: si de plus, nous déterminons graphiquement les centres de gravité de ces aires, et si nous en mesurons les distances du plan vertical passant par la clef, comme on voit dans la figure, nous pourrons trouver les moments de ces aires par rapport à ce plan; et aussi, par conséquent, le moment de plusieurs de ces aires prises ensemble.

Connaissant ainsi le moment par rapport à la clef d’une partie quelconque de la voûte et de la charge correspondante, par e-xemple, de la partie 6, 3, on en déduira le moment par rapport au centre de la section 3, qui est celui nécessaire pour le calcul, en soustrayant le moment déjà trouvé du produit que l'on obtient en multipliant le poids du tronçon 6, 3 par la distance horizontale des centres des sections 3 et 6, c’est-à-dire par 11,81. En effet, si l’on appelle

23 le poids du tronçon 6, 3,

da et da‘ les distances horizontales de son centre aux centres des sections 6, 3,

Ds la distance horizontale des centres de ces deux sections, m3 et m3 les moments du poids p3 par rapport à la clef et par rapport au centre de la section 3, on aura

m3 = p3 da, m3'=p3d3r-

mais d3 = D3 — d3; donc,

m,' = Pa Da — Dada = Da Da — ma,

comme il a été dit ci-dessus.

En opérant ainsi, on trouve les résultats suivants.


	
g 8 o

1
	
Voûte
	
Charge
	
Voûte et charge
	
Voûte et charge en kilogr.


	
Aires

2
	
Moments

3
	
Aires

4
	
Moments

5
	
Aires

6
	
Moments
	
Aires

8
	
Moments

9


	
6.0
	
39,400
	
422,70
	
43,756
	
312,55
	
83,156
	
735,25
	
228 679
	
2 021 937


	
6. I
	
31,816
	
292,89
	
28,876
	
186,49
	
60,692
	
479,38
	
166 903
	
1 318 295


	
6.2
	
24,783
	
187,93
	
18,046
	
103,15
	
42,829
	
291,08
	
117 780
	
800 470


	
6.3
	
18,203
	
105,67
	
10,539
	
50,67
	
28,739
	
156,34
	
79 033
	
429 935


	
6.4
	
11,958
	
47,16
	
5,700
	
20,46
	
17,658
	
67,62
	
48 559
	
185 955


	
6.5
	
5,930
	
11,92
	
2,500
	
4,95
	
8,430
	
16,37
	
23 182
	
46 392




Il faut observer que les moments donnés dans les colonnes 3me, 5me, 7me et 9me, ne sont pas ceux pris par rapport à la clef, mais ceux pris respectivement par rapport aux centres des sections 0, 1, 2,.....6. Ainsi, pour le tronçon 6, 3 le moment rapporté dans le tableau est pris par rapport au centre de la section 3.

Les poids et les moments rapportés dans les colonnes 8me et 9me ont été déduits de ceux donnés dans les colonnes 6ms et 7me en les multipliant par 2750.

	
3.    Dénominations et formules générales. - Un arc en maçonnerie doit toujours être regardé comme encastré aux extrémités, car s’il est convenablement étudié, comme on doit toujours le supposer dans un premier calcul, sa pression sur les culées, doit s’exercer pour toute l’amplitude de ses sections aux naissances.



S’il résulte du calcul, en supposant l’encastrement, qu’il y a tension dans une partie des joints aux naissances, et si cette tension ne peut avoir lieu, soit parce que la voûte a été construite sans mortier, soit parce que le mortier employé ne présente aucune résistance à la tension, il faudra reprendre le calcul en supposant les sections réduites aux seules parties qui, dans le premier calcul, ont apparu comprimées. Ces sections pourront être corrigées dans un troisième calcul, et ainsi de suite.

Nous supposerons donc d'abord que la voûte du pont Mosca soit encastrée dans les culées et chargée complètement, en sorte que pour les tronçons 6, 0; 6, 1; 6, 2;..... on ait les poids et les moments rapportés dans les deux dernières colonnes du tableau précédent.

La charge étant symétrique par rapport à la clef, l’effort tranchant dans cette section doit être nul; par conséquent, nous prendrons pour inconnues du problème le moment de flexion M, et la pression normale P à la clef, en fonction desquelles on peut facilement exprimer le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant sur une section quelconque. En effet, si nous supposons que les deux moitiés de la voûte soient séparées, il est clair qu’elles continueront à rester en équilibre, pourvu qu’à la clef de chacune d’elles, on applique une pression distribuée suivant une loi uniformément variée et telle, que sa grandeur totale soit P, et son moment par rapport à l’axe de flexion soit M.

On obtiendra ainsi le moment de flexion, la pression normale et l’effort tranchant pour une section quelconque, par exemple, pour la section 4, en considérant la pression appliquée à la clef et le poids du tronçon 6, 4, dont le moment par rapport au centre de la section 4 est rapporté dans le tableau du numéro précédent; en sorte qu'il résultera

M4 = M — 0,60 . Q — 185 955,

P, = 0,988 . Q + 0,154 X 48 559,

S, = 0,154 . Q — 0,988 X 48 559.

En composant les formules analogues pour toutes les sections 0, 1, 2,.....6, en exécutant les opérations numériques et en réunissant les résultats on constitue le tableau suivant.


	
(2

S .2

m

1

0

1

1 2

3

4

5

6

—
	
Moments de flexion

2
	
Pressions normales

3
	
Efforts tranchants

4


	
Y= M— 5,36.0+ 2021937 M, = M—3,76 . Q + 1318295 M,=M— 2,40.0+ 800470 M,=M- 1,35.0+ 429935 1,=M— 0,60.0+ 185955 M,= M— 0,15.0+ 46392 M,=M
	
P=0,895.0 +102217

P,= 0,925.0+ 63085 P=0,950.0+ 35915 P,=0,973.0+ 18177 P,= 0,988.0+ 7480 P= 0,996.0 4- 1815

P= 1,000.0
	
So= 0,447.Q— 204655 ^=0,378.0—154385 52=0,305.0—111897 S,=9,230.0— 76890 S,= 0,154.Q— 47987 s= 0,078.Q— 22962 8=0




	
4.    Détermination de la valeur des inconnues. - Il est clair que la valeur de Q et M doit varier suivant que la voûte est ou non homogène, et suivant que les couches de mortier dans les joints ont une épaisseur constante sur toute leur étendue, ou une épaisseur variable de l’intrados à l’extrados.



Il faut donc donner ici une succincte description de la voûte (1).

Or, celle-ci est composée de 93 ordres de coins en granit, qui ont été exécutés de manière à pouvoir former exactement la voûte suivant l’intrados de 45",00 de corde et 5m,50 de flèche, sans interposition de mortier. Au contraire, les cintres de la voûte ont été exécutés suivant un arc de cercle ayant la corde de 45m,00 et la flèche de 5m,75 dont le développement présente un excès de 0",162 sur celui de l’intrados du projet.

Cette disposition fut adoptée pour disposer les coins en granit de manière à ce que, près des naissances, les joints pour le mortier eussent une épaisseur assez grande à l’intrados et presque nulle à l’extrados. De ces joints, le plus large, à l’intrados, était aux naissances, et les autres diminuaient graduellement jusqu’à se réduire à zéro après le 11me, comme on voit ci-dessous:


	
Joints
	
Épaisseur à l'intrados
	
Épaisseur à la clef


	
1er
	
0,009
	
0,0037


	
2me
	
0,008
	
0,0027


	
3me
	
0,008
	
0,0034


	
4me
	
0,007
	
0,0033


	
5me
	
0,007
	
0,0032


	
6me
	
0,006
	
0,0030


	
7me
	
0,005
	
0,0024


	
8me
	
0,005
	
0,0023


	
9me
	
0,004
	
0,0020


	
10me
	
0,003
	
0,0014


	
Urne
	
0,002
	
0,0009


		
0,064
	
0,0283




De cette manière, on avait gagné à l’intrados 0m,064 près de chaque naissance, c’est-à-dire 0m,128 sur tout l’arc. Pour arriver à la différence totale de 0",162 il restait 0m,034, mais on s’attendait, ce qui arriva effectivement, à ce que cette petite différence disparaîtrait à cause des moindres imperfections dans les coins.

Du joint 11me au joint 36me il n’y a pas de mortier.

Mais à cause de la disposition donnée aux coins près des naissances, l’angle que faisait le joint 36me avec le plan vertical à la clef, était plus grand que la somme des angles des coins qui devaient être placés entre le joint 36me et la clef; par conséquent, on répartit cette différence entre les joints 36me et 47me en disposant les coins de manière à ce qu’ils fussent en contact à l’intrados, mais non à l’extrados, et en remplissant de mortier les vides entre les coins.

Ainsi, près de la clef on a aussi des joints cunéiformes comme aux naissances mais disposés en sens contraire. La largeur des joints près de la clef résulte du tableau suivant.


	
Joints
	
Épaisseur à l'intrados
	
Épaisseur à l'extrados


	
37mo
	
0
	
0,001


	
38me
	
»
	
0,001


	
39me
		
0,002


	
40me
	
»
	
0,002


	
41me
	
»
	
0,003


	
42me
	
»
	
0,003


	
43me
	
»
	
0,004


	
44me
		
0,006


	
45me
	
»
	
0,007


	
46me
	
»
	
0,008


	
47me
	
»
	
0,008


		
0
	
0,045




Il faut observer que la largeur des joints, près des naissances, a été conservée d’abord au moyen de petites cales en fer, auxquelles on n’a substitué le mortier, qu’après être arrivé dans la construction de la voûte, à la 39me file de coins.

Toutes ces dispositions avaient pour but d’obtenir une bonne distribution des pressions; ce qui a eu lieu effectivement, comme il résulte du calcul suivant, où nous supposerons, pour simplifier, que tous les joints soient sans mortier, excepté les deux joints aux naissances, dont chacun sera censé formé par la réunion des couches de mortier des premiers 11 joints; et un joint à la clef où nous supposerons réunies les couches de mortier de tous les joints du 37me de gauche au 37me de droite.

Ainsi, il faudra supposer à chaque naissance, une couche de mortier dont l’épaisseur soit de 0m,064 à l’intrados et de 0m,0283 à l’extrados ; et à la clef, une autre couche dont l’épaisseur soit nulle à l’intrados et soit de 0",045 X 2 = 0,09 à l’extrados.

Appelons maintenant:

	
	
E, E' les coefficients de compressibilité du granit et du mortier ;





ho, h,, h,,..... h, les épaisseurs de la voûte dans les sections

	
0, 1,2,.....6;



Q,, Q,, Q...... Q, les aires de ces mêmes sections qui sont nu-

— 465 — mériquement égales aux hauteurs, car la largeur est égale à 1 mètre ;

	
	
I , = 1 73, I, = 1 n\,.....L= 73, les moments d’inertie 12           12             12





de ces sections.

Les valeurs de O0, Q,,..... Û6; 10, Iv 12,..... I, ainsi que leurs

compléments logarithmiques, sont donnés dans le tableau suivant.


			
Moments
	
Compléments
	
Compléments


		
Aires
	
logarithmiques
	
logarithmiques des moments


	
w
		
d’inertie
	
des aires
	
d’inertie


		
2
	
3
	
4
	
5


	
0
	
2,01
	
0,67672
	
1,69680
	
0,16959


	
1
	
1,85
	
0,52764
	
1,73283
	
0,27766


	
2
	
1,72
	
0,42404
	
T,76447
	
0,37259


	
3
	
1,62
	
0,35429
	
1,79049
	
0,45064


	
4
	
1,55
	
0,31032
	
1,80967
	
0,50819


	
5
	
1,51
	
0,28691
	
1,82102
	
0,54225


	
6
	
1,50
	
0,28125
	
1,82391

1
	
0,55091




Si l’arc était tout en granit, c’est-à-dire si les trois joints théoriques aux naissances et à la clef étaient eux aussi en granit, le travail de déformation de toute la voûte, en négligeant la partie due au glissement, serait exprimée par la formule

2 4,00 iis M3 _ 5 P2 • 2E L2 I T 2 Q J dans laquelle les symboles 2 — et— ont la même signification que dans les études précédentes.


(1)



Mais pour avoir l’expression exacte du travail de déformation de la voûte, il faut retrancher de cette expression le travail de déformation des trois coins de granit qui manquent, et y ajouter celui des trois coins de mortier qui en occupent la place.

Or, pour un coin en granit soumis à la pression P, normale à la section moyenne, et au moment de flexion M, et dont l’épaisseur soit a' à l’extrados et a" à l'intrados, le travail de déformation est exprimé par la formule
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1 a' — a" (P‘ M^ _ a" ~ a’ 4M P\ (*) 2E 2   \ Q T I Ta”—a‘h0 )‘

h étant la hauteur de la section Q, et I son moment d’inertie.

Pour un coin en mortier égal à celui en granit et soumis aux mêmes efforts, le travail de déformation est donné par la même formule en changeant E en E‘; donc la différence des deux travaux sera

1 ( 1    1 \ a‘+ an ( P2 M3 a" — a' 4M P\

2 (E‘  EI 2   017 a" — a' hQ )

Or, pour chacun des joints aux naissances, on aura

(*) Pour démontrer cette formule, soit A B C D D' C' B' A! (PL XV, fig. 4) un coin en granit, dont les arêtes AA', BB', CC', DD' sont parallèles entre elles et perpendiculaires à un même plan qui passe par leur point du milieu. Le coin sera donc symétrique par rapport à ce plan, que nous appellerons, pour abréger, plan de symétrie. Supposons libres toutes les faces du prisme, excepté les deux A B CD et Ad B' C' D' sollicitées pas des forces parallèles à l’arête A A', c’est-à-dire perpendiculaires au plan de symétrie : les forces appliquées sur la face A' B' C' D' sont censées égales à celles appliquées sur la face ABCD pareillement distribuées et dirigées en sens contraire, en sorte que le coin sera en équilibre sous l’action des forces extérieures.

Appelons P la somme des forces appliquées sur la face ABCD, M la somme de leurs moments par rapport à l’axe de flexion F G de cette face, Q l’aire et I le moment d’inertie de la section du coin parallèle au plan de symétrie, c’est-à-dire de la section perpendiculaire à l’arête A A'.

Si les forces appliquées sur la face A B C D sont distribuées suivant une loi linéaire, on sait que la distribution des pressions, par mètre carré, sur la section du milieu du coin, sera donnée par la formule

P M

0 + 1 5

z étant la distance entre un point de la section et son axe de flexion.

Considérons maintenant dans le coin un élément de volume P K K' P dont les faces latérales soient parallèles aux faces A B', A D', et dont la section droite perpendiculaire à l’arête PP' ait les côtés d y et d z infiniment petits. Si l'arête PP' se trouve à la distance z du plan F G G' F' qui contient les axes de flexion des sections, il est clair que l’élément de volume P K K' P' sera soumis à une pression

P = Po, M = M^ 0 =0, I = Io li = No a’== 0,0283, a’’= 0,064;

et pour le joint à la clef,

‘6, M = M, 9 = 9g, I=T„ h = l^ a’== 0,09, a" =0;

par conséquent, la formule à ajouter à la (1) pour avoir l’expression complète du travail de déformation de la voûte, sera


1 (1

2 \E'



-1) 0,0923 (P2+M* + 1,547 Mo.Po)


\
[image: ]




E / L \9 I h, C. I


— 0,045



(PB _M*_4PMa) \ Q, I hg Q. / _

Substituant à Mo. M, M,......P^ Pv P^..... leurs valeurs en fonction de M et Q rapportées dans le tableau du numéro 3, et donnant à I,, I,, 12,.....Ûo, Op Q,,.....leurs valeurs numériques rapportées ci-dessus, on obtient

parallèle à l'arête H II' : donc, le travail de déformation de cet élément de volume sera, en appelant Ele coefficient d’élasticité du coin,

1 /P M2,__1 —», (P M , 2E^ \Çl I P dydz = 2ENh (o + I z) dydz

1 /a' + a" a’ — a" \ {P M8?  , =2E 2 — hz) ( Q + iz) dydz^

Pour'obtenir le travail de déformation de tout le coin, on doit intégrer cette formule, d’abord par rapport à y en considérant 3 comme constant, ensuite par rapport à z.

La première intégration doit être étendue entre 0 et l’épaisseur A B du coin, que nous supposons égale à 1 mètre : ainsi, comme la formule précédente ne contient point la variable y et comme on a i d y — 1,1e résultat de la première intégration sera

1 fa' + a" a' — a" \fP M P

2E\  2 h z) (Q + 1 z) d

[image: ]

a' - a" 2




a' — a" z \ / P a' +- a" h) \Q

« M2

‘= 16,3 4 . M^ — 22,98.2 M Q + 66,67.03

+ 7818 892.2 M — 23 340 905.2 Q;

2 o = 3,39 • 02 — 91 020.20;

La seconde intégration doit être étendue entre— 2 et y: or, si nous développons la dernière formule en exécutant les opérations indiquées, nous obtenons

1   a' + a" P2 9 /PM a' — a'1 P2 \ 2E ‘   2   _Q2 TQr   a' + a"' hQ2) 3

/M2   a—a PM\ ,  2 a' — a"M2 - , -(- - 4 ",----,7 ■ 7 - T 1 Z - T* ~----U —9s3 C3 \ P     a + a J h a - a l2

et comme on a
[image: ]

il s'ensuit que le résultat de la seconde intégration sera


	
	
1    a’ + a” /P2  M2   . a' — a” PM\ 2E 2 Q    I a' - a” hQ / c’ést-à- dire, la formule donnée dans le texte.


1(1 _ 1 \

2 E‘ E7)




(0,2984 . M^ — 0,766.2 M Q — 3,876 . Q2




(4)







+ 281 765.2 M — 1 466 630.2 Q).

Il faut maintenant ajouter les deux expressions (3) et (4) ; mais pour cela il est nécessaire de connaître les valeurs des coefficients E, E‘, ou du moins leur rapport. Or, nous ne connaissons aucune expérience digne de confiance sur la compressibilité du granit et des mortiers; mais attendu que ces derniers lorsqu’ils sont frais, comme cela s’est vérifié au pont Mosca pendant le décintrement, doivent être beaucoup compressibles, tandis que le granit l’est certainement très-peu, nous admettrons que la compressibilité du mortier employé dans les jonts du pont Mosca a été, pendant le décintrement, 100 fois plus grande que celle du granit, c’est-à-dire que nous supposerons

r‘_ 1

E 100°

En admettant ce rapport, la formule (4) peut être écrite sous la forme suivante :

	
2.4,00 (3,69 . M? — 9,48.2 M Q + 47,94 . Q3



+ 3 486 835.2M — 18 148 625 .2Q);

et en ajoutant cette formule à la (3), on obtient, pour exprimer le travail de déformation de la voûte :

	
2.4, 00 (20,03 . M2 — 32,46.2 MQ + 118,00 . Q:



— 11 305 728.2 M — 41 398 510.2 Q).

Or, les conditions géométriques auxquelles la vôute doit satisfaire en se déformant, sont les deux suivantes:

	
	
1° La section à la clef doit rester verticale pendant la déformation, c‘est-à-dire que sa rotation doit être nulle.


	
2° Cette même section doit descendre verticalement, c'est-à-dire que son déplacement horizontal doit être nul.





Les valeurs de M et Q, qui satisfont à ces deux conditions, sont celles qui s’obtiennent en égalant à zéro les dérivées du travail de déformation par rapport à M et Q. On a donc les deux équations suivantes:

20,03 . M — 32,46 .0+11 305 728 = 0,

	
	
— 32,46 . M + 118,00 . Q — 41 398 510 = 0,





d’où l’on tire

Q = 352 990,

M= 7 690.

	
5. Courbe des centres de pression et plus grands efforts par mètre carré. - Si dans le tableau du numéro 3, on substitue à M et Q leurs valeurs trouvées ci-dessus, on obtient la valeur du moment de flexion, de la pression normale et de l’effort tranchant dans chacune des sections 0, 1,2,.....du pont, comme on voit dans les colonnes 2me, 3me et 4me du tableau rapporté ci-après.



Divisant chaque moment de flexion par la pression normale correspondante, on obtient les nombres de la colonne 5me, qui donnent les distances entre les centres de pression et les centres des sections.

Au moyen de la formule

P . Mv — —H ---)

Q ~ I

dans laquelle P et M représentent la pression normale et le moment de flexion pour une section; et Q, I, v l’aire, le moment d’inertie et la demi-hauteur de cette même section, on obtient la pression par mètre carré, à l’intrados et à l’extrados, dans les sections considérées

Tous ces résultats sont réunis dans le tableau suivant.


	
n C .2 8 (2

1
	
Moments

de flexion

2
	
Pressions normales

3
	
Efforts tranchants

4
	
Courbe des centres de presssion

5
	
Pressions par mètre carré, à l’intrados

6
	
Pressions par mètre carré, à l’extrados

7


	
0
	
+ 137 627
	
418 137
	
— 46 865
	
+ 0,329
	
412 425
	
3 635


	
1
	
— 1 315
	
389 595
	
— 20 955
	
— 0,003
	
212 905
	
208 305


	
2
	
— 38 990
	
371 245
	
— 4 237
	
— 0,105
	
294 915
	
136 765


	
3
	
— 38 895
	
361 627
	
+ 4 296
	
— 0,108
	
312 155
	
134 305


	
4
	
— 18 145
	
356 230
	
+ 6-372
	
— 0,051
	
275 146
	
184 514


	
5
	
+   1 135
	
353 385
	
+ 4 571
	
+ 0,003
	
237 011
	
231 045


	
6
	
+ 7 690
	
352 990
	
0
	
+ 0,022
	
255 997
	
214 993




On voit que la distance des centres de pression aux centres des sections est partout moindre que la sixième partie de la hauteur des sections correspondantes; c’est-à-dire que la courbe des pressions passe partout dans le tiers moyen de la voûte, et que, par conséquent, il ne se produit de tension dans aucun de ses points, tandis qu’il y a compression dans tous.

La plus grande pression a lieu à l’intrados près des culées, et sa valeur est de 412 425 kilogr. par mètre carré, c’est-à-dire de 41*6,24 par centimètre carré.

Cette pression n’est pas trop grande pour le granit employé dans la construction du pont Mosca, mais elle serait excessive pour les mortiers, dont la plupart s’écrasent sous une pression moindre de 40 kilogr. par centimètre carré.

Il est nécessaire toutefois de faire ici une observation importante.

Si le décintrement d’une voûte a lieu lorsque le mortier a déjà fait bonne prise, ce dernier peut bien s’écraser sous la pression de 41*6,24 par centimètre carré, que nous avons trouvée ci-dessus, et sortir peu-à-peu des joints en compromettant ainsi la stabilité de la voûte; si, au contraire, le décintrement a lieu avant la prise du mortier, celui-ci subira, il est vrai, une forte compression, mais les grains de sable qui le composent, ne pourront tomber, étant tenus par la chaux non encore endurcie. Dans ce cas, la prise du mortier ayant lieu sous la pression même à laquelle il devra être soumis, il est évident qu’il n'y aura plus de danger d’écrasement.

A cause de ces considérations, il nous paraît que, pour les grandes voûtes, dans lesquelles la pression, par centimètre carré, atteint une valeur assez élevée, le décintrement devrait avoir lieu peu de temps après avoir placé la clef. Pour les petites voûtes, dans lesquelles la pression, par centimètre carré, est presque toujours une petite fraction de celle qui produirait l’écrasement, le décintrement pourra avoir lieu indifféremment avant ou après la prise du mortier.

G. Étude sur la distribution des forces intérieures qui se seraient vérifiées dans la voûte, si dans aucun joint on n’avait interposé du mortier. - Il est clair que dans aucun point il n’aurait pu, alors, se produire de tension, car les coins en granit sont simplement placés l'un contre l’autre. Il faudra donc examiner d’abord s’il tend à se produire une tension en quelque point, et si cela a lieu, il s’ensuivra que les vraies sections résistantes de la voûte seront dans quelques lieux moindres que les sections apparentes ; ainsi, nous devrons alors déterminer la grandeur réelle des sections résistantes, au moyen d'approximations successives.

Pour reconnaître s’il tend à se produire une tension en quelque point, il faut d’abord regarder la voûte comme un monolithe encastré dans les culées et non simplement appuyé à celles-ci.

Dans ce cas, le travail de déformation de la voûte est exprimé par la formule (1) du numéro 4, ou par la formule (3). En égalant à zéro les dérivées de cette dernière par rapport à M et Q et en divisant ensuite par le facteur numérique 2 . 4,00, on obtient les deux équations suivantes:

16,34 . M — 22,98 . Q — 7 818 893 = 0,

— 22,98 . M + 70,06 . Q — 23 249 885 = 0, d’où l’on tire

M =-21 800, (2)

Q = 324 710.

Substituant ces valeurs dans le tableau donné à la fin du numéro 3, on voit facilement que la courbe des centres de pression passe dans le tiers moyen pour toute l’étendue de la voûte, excepté pour un tronçon de 2m,80 environ, près de chaque culée. Dans ces tronçons, elle passe au-dessous de l’axe de la voûte; d’où il suit, que celle-ci doit s’ouvrir à l’extrados, ce qu’on pouvait pressentir, vu la petite flèche en comparaison de la corde. Pour la section 0, c’est-à-dire aux naissances, on trouve

M, = 259 737,

P. = 392 827 ;

et la distance entre le centre de pression et le centre de la sec-


	
tion résulte
	
259 737 _.

392 827 — ’ ’




c’est-à-dire beaucoup plus grande que le sixième de la hauteur de la section, qui est

201 = 0,335, O

Si la voûte était un monolithe encastré aux extrémités, en sorte qu’il pût y avoir tension, on pourrait maintenant chercher sur quelle partie de la section il y aurait pression, et sur quelle partie il y aurait tension. Il faudrait, pour cela, déterminer l’axe neutre, c’est-à-dire le lieu des points où la pression est nulle: si l’on appelle y la distance de cet axe, qui est dans la demi-section supérieure, à l’axe de flexion, on obtient l’équation

?-f«-. >0      -0

d’où l'on tire, en substituant à Po, M,, Q0, I, leurs valeurs, y = 0,508.

— 474 —

Donc, la hauteur de la partie comprimée de la section sera

2,1 - 0,508 - 1,513;

et celle de la partie tendue,

2,91 _ 0,508 = 0,497.

Ces résultats n’ont pas lieu dans le cas considéré, car la voûte peut s’ouvrir. Pour déterminer à quelle profondité s’étendra l’ouverture à partir de l’extrados dans les différentes sections, nous supposerons maintenant, que la vraie section résistante aux naissances, soit à peu pi ès égale à la partie de la section qui serait comprimée dans les cas hypothétiques considérés ci-dessus, c'est-à-dire qu’elle ait la hauteur de 1m,50 à partir de l’intrados.

Pour les autres sections 1, 2, 3,.....6, la hauteur apparente est en même temps celle résistante, car ces sections sont comprimées, comme nous avons vu ci-dessus, sur toute leur étendue.

Pour les sections aux naissances, la hauteur étant changée, leur centre changera aussi, ou mieux, leur axe de flexion, qui se trouvera maintenant à la distance di 0m,75 de l’intrados; le moment de flexion Mo, la pression normale Po et l’effort tranchant So changeront eux aussi, car on n’aura plus le même axe de la voûte dans le tronçon 0, 1, et par conséquent, on n’aura plus ni le même bras de levier pour la poussée Q et pour les poids dont la voûte est chargée, ni les mêmes angles que font les directions de ces forces avec le dernier élément de 1’ axe de la voûte.

Par conséquent, les tableaux donnés aux numéros 3 et 4, serviront encore dans le cas présent, en en exceptant les expressions de M,, Po, S, qui deviennent (3)

M. = M— 5,5 8. Q1996 782;

P, = 0,860 . Q + 116 626;

S = 0,510 . Q — 196 664 ;

et les valeurs de 920, I,, qui seront maintenant

0 =1,50;

I = 0,28125.

Avec ces nouvelles valeurs de Mo, Po, 10, (0, le travail de déformation de la voûte exprimé par la formule (1) du numéro 4, devient, en y supprimant le facteur numérique 2.4,00,

} (17,03 . M2 — 26,95.2MQ + 92,86 . Q2
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4-9 189 493.2 1—31 309 780.2 Q).

En égalant à zéro les dérivées de cette expression par rapport à M et Q, on obtient les deux équations suivantes :

17,03 . M — 26,95 . Q + 9 189 493 = 0,

— 26,95 . M + 92,86 . Q — 31 309 780 = 0,

d’où l'on tire Q= 333 960;

M=K 11120.

Avec ces valeurs, les expressions de Mü et Po données ci-dessus deviennent

M. = 122 166,

P = 403 832,

d’où il suit, que la courbe des pressions passe, aux naissances, au-dessous du centre de la section, à une distance de ce centre, qui est

122 166 4 0 30 403 832 — ’

1 50

Comme cette distance est encore'plus grande que “g — 0,25, c’est-à-dire plus grande que la sixième partie de la hauteur de la section supposée, il s’ensuit que la courbe des pressions sort encore du tiers moyen près des naissances.

Cherchons aussi dans le cas présent l’étendue de la partie comprimée de la section, en supposant l’autre partie capable de résister à la tension : si nous appelons y la distance de l’axe neutre à l’axe de flexion, nous aurons l’équation


G-v=0;

>0      —0




c’est-à-dire,



269 221 — 434 350 . y = 0 ;


et, par conséquent,




y = 0,62.



Donc, la partie comprimée de la section sera

0,62 = 1.37;

et la partie tendue

— 0,62 = 0,13.

On pourrait maintenant passer à un troisième calcul d’approximation en prenant lm,37 pour la hauteur de la section aux naissances; mais dans la pratique, la deuxième approximation sera généralement suffisante, et nous pourrons, par suite, regarder comme suffisamment exact que, si la voûte considérée avait été construite sans mortier, les sections aux naissances auraient été comprimées seulement sur une hauteur de lm,37 à partir de l’intrados; et que, par conséquent, la voûte se serait ouverte aux naissances sur une hauteur de 2,01 — 1,37 = 0,64 à partir de l’extrados.

Si l’on veut obtenir une approximation plus grande, même sans passer à un troisième calcul, on pourra l’obtenir de la manière suivante:

Appelons lm,37 — a la vraie section comprimée aux naissances : dans le premier calcul, ayant supposé la section aux naissances égale à 2", 01, c’est-à-dire plus grande que la vraie section comprimée, de la quantité 0m,64 — x, nous avons trouvé pour la partie comprimée de la section, la valeur lm,513, présentant une erreur de 0m,143 — a ; dans le deuxième calcul ayant supposé la section de lm,50, c’est-à-dire plus grande que la vraie section de 0m, 13 — a, nous avons trouvé pour la partie comprimée de la section, la valeur lm,37, présentant l’erreur æ. Si donc, on suppose que les erreurs initiales soient approximativement proportionnelles aux erreurs finales, on aura la proportion

0,64 + œ : 0,143 +c = 0,13 + œ : œ,

qui se réduit à une équation du premier degré. On en tire

œ = 0m,042.

Donc, la vraie section comprimée sera, avec une grande approximation,

1",37 _ 0m,042 = 1",328,

et, par conséquent, la voûte s'ouvrira sur une hauteur de

2m,01 _ 1",328 = om,682

à partir de l’extrados.

La pression normale, aux naissances, peut être regardée comme égale à celle que nous avons obtenue dans la seconde approximation ; et comme maintenant la courbe des pressions passe, aux naissances, à la limite du tiers moyen pour la section effectivement comprimée, il s’ensuit que la plus grande pression par mètre carré, sera le double de la pression moyenne, et que sa valeur sera

493832 x 2 = 008200; donc, la plus grande pression par centimètre carré, sera de 60*6,82.

%. Conclusion. - Comme cette pression ne serait pas excessive pour le granit employé dans la construction de la voûte, on voit que celle-ci aurait pu être construite avec une solidité suffisante, même sans adopter les dispositions particulières imaginées par le célèbre constructeur, l’ingénieur Charles Mosca.

Mais la comparaison des résultats obtenus pour les deux cas examinés, montre combien ces dispositions ont été utiles pour la stabilité du pont; car, elles ont réduit à 4116,24 par centimètre carré la plus grande pression, qui aurait été de 6018,82 pour la voûte sans mortier.
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Pour /es ordonnées des courbes, chaque mi/limètre de /'épure représente 70 hiloprammètres des moments de Jlexion .
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ÉTUDE DU PONT EN PIERRE DE TAILLE

construit sur la Doire à Turin, par 1' ingénieur Charles Mosca.
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Échelle de la figure 2.                                                              __Échelle des figures 1 et 3.

0       0,20      0,40      0,60      0,80  =  70                                                                           0    1   2   3   *    5   8    7    «

1

 Toutes les données dont il est fait usage dans cette étude ont été prises dans une dissertation de M. Charles Mosca (neveu du célèbre constructeur du pont), Ingénieur des chemins de fer de la Haute Italie.

2

 La valeur négative du moment de flexion à la clef montre que la courbe des pressions passe au-dessus du centre de cette section, et à une distance qui est

Or, nous avons vu que, quand on tient compte du mortier dans les joints, il

y a pression dans tous les points, et la voûte se comporte comme un monolithe: mais la courbe des centres de pression passe om-Aqssous du centre de la section à la clef. On voit donc combien est grande l'influence des couches de mor) tier (lequel a une compressibilité beaucoup plus grande que celle du granit-sur la distribution des pressions.

3

tension, que dans le cas présent où nous supposons la section aux naissances réduite à lm,50 de hauteur.

Distance verticale du centre de la section 0 à l’horizontale menée par le centre de la clef .

Distance horizontale du centre de la section 0 à la verticale menée par le sommet de l’arc .

Sinus de l’angle que la section 0 fait avec la verticale............

Cosinus de cet angle........

En observant que le poids du tronçon 0,6 est de 228 679 kilogr., et que son moment par rapport au centre de la section 0 primitive est de 2 021 937 kilogr. (Tableau donné à la fin du num. 2, col. 8me, ligne lre), on obtient de la manière suivante, les nombres donnés ci-dessus dans les nouvelles expressions de M^ Po, S:

1 996 782 = 2 021 937 — 228 679 x 0,11 ;

116 626 — 228 679 x 0,510;

196 664 = 228 679 x 0.860.
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