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VORWORT.

Im vorliegenden Buche übergeben wir dem mathematischen und 
technischen Publikum eine vollständige analytische Theorie der gerad­
linigen Träger. Eine solche hat bis jetzt gefehlt. Alle bekannten 
Theorien sind an Voraussetzungen in Bezug auf Belastungsart und 
Oeffnungszahl geknüpft, sie behandeln eine Anzahl spezieller Fälle. 
Die interessantesten Eigenschaften der Träger, wie sie sich hier im 
zweiten Abschnitt zeigen, bleiben ganz oder grösstentheils unermittelt. 
— Die folgende Theorie gilt von 1 bis o vielen Oeffhungen und 
für alle Arten gesetzmässig oder gesetzlos vertheilter und concentrirter 
Lasten. Die Gleichungen für Träger mit sprungweise veränderlichem 
Querschnitt werden ebenfalls und ohne irgend welche Beschränkung 
der Belastungsart abgeleitet. Sämmtliche Formeln haben mathe- 
matische Genauigkeit und sind bei definirter Belastung frei von 
Integralen.

Das Werkchen zerfällt in vier Abschnitte. Der erste enthält 
die Ableitung der Hauptformeln, welche für alle continuirlichen und 
einfachen Träger und bei jeder Art Belastung Gültigkeit behalten. 
Je nach der Belastungsart nehmen nur die in den Gleichungen vor­
kommenden Summenausdrücke (X) besondere Werthe an. Bei Ent­
wicklung der Formeln ist von wesentlicher Bedeutung die Werth­
ermittelung einiger bestimmter Integrale. Sie ist im Anhang gegeben.

Im zweiten Abschnitt wird der Unsicherheit in Betreff des 
wechselnden Einflusses der Lasten (mit Veränderung der Angriffs­
punkte) durch eine exakte Theorie des Orts der Lasten abgeholfen. 
Dieselbe umfasst auch Sätze über ungünstigste Belastungen mit den 
Beweisen.

Der dritte Abschnitt gibt den Werth der Summenausdrücke in 
den allgemeinen Formeln (welch letztere für beliebige Träger kon­
stanten Querschnitts in § 32. zusammengestellt sind) bei den ver­
schiedenen Belastungsarten. Er enthält ausserdem die besonderen 
Gleichungen für einfache Träger, die aus den allgemeinen Formeln 
durch Spezialisirung sofort folgen, und dadurch von vielen Be­
schränkungen emancipirt werden.



IV Vorwort.

Im vierten Abschnitt endlich sind Beispiele zur Erläuterung voran­
gegangener Resultate und vollständige Berechnungen von Brücken­
trägern enthalten, wie sie in analogen Fällen als Paradigmen dienen 
können. Auch werden darin noch solche Eigenschaften betrachtet 
und Formeln gegeben, welche besonders in praktischer Hinsicht von 
Wichtigkeit sind.

Beim Studium des Buches wolle man Folgendes beachten. Es 
empfiehlt sich, nach den einzeln Paragraphen des zweiten Abschnitts 
die diesen in § 46. besonders zugewiesenen Beispiele anzusehen. Dem 
praktischen Ingenieur, wenn er nur die Formeln wünscht, genügt 
der dritte Abschnitt für alle Arten Träger konstanten Querschnitts 
und bei jeder Belastung; für die gewöhnlichen Fälle wären sogar 
die §§ 44., 45. allein ausreichend. Die behufs Erzeugung der grössten 
Momente und Schubkräfte anzunehmenden Belastungsfälle sind dann 
durch die in den §§ 19., 24., 27., 28. mit gesperrter Schrift gedruckten 
Gesetze diktirt. Am Schlüsse des Buches folgt ein Nachweis an­
gewandter technischer Ausdrücke und eine Zusammenstellung der 
Buchstabenbezeichnungen, wodurch das Studium einzelner Kapitel für 
sich und das Formelnlesen erleichtert wird.

Zweckmässige Bezeichnung der auftretenden Grössen ist für 
complicirtere mathematische Untersuchungen von Wichtigkeit. Wir 
haben mit Vorliebe solche gewählt, welche sich im praktischen 
Ingenieurwesen eingebürgert haben, dann von Zeuner und Culmann 
in ihren Collegien gebrauchte acceptirt, und soviel als möglich nur 
für neue Begriffe eigne Bezeichnungen eingeführt. Bei dieser Ge­
legenheit wollen wir uns die Frage erlauben, ob es nicht Sache der 
nun regelmässig wiederkehrenden Ingenieur Versammlungen wäre, ein 
allgemeines Bezeichnungssystem für die am meisten vorkommenden 
Grössen aufzustellen. Bis jetzt findet man fast in jedem Buche andre 
Bezeichnungen und der Ueberblick sowie ein gleichzeitiger Gebrauch 
mehrerer Werke wird dadurch sehr erschwert.

Auf die speziellen Sätze über Fach- und Gittersysteme wurde 
nicht eingegangen; hier liefern die hervorragenden Arbeiten von Cul­
mann, Schwedler, Ritter, Laisle und Schübler alles Wissenswerthe. — 
Das Buch dürfte die allgemeine Theorie so enthalten, wie sie sich 
besonders für unsre technischen Hochschulen eignet, dem Ingenieur 
wird es in allen einschlagenden schwierigeren Fragen ein willkommenes 
Hülfsmittel sein.

Berlin, im Juli 1873.

Der Verfasser.
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I. Abschnitt.

Ableitung der Hauptformeln.

§ 1. Wirkung der Biegung.

Ein Körper wird gebogen durch. Kräfte, welche senkrecht zu 
seiner Längenrichtung wirken. Die Biegung besteht darin, dass die, 
Faserabschnitte zwischen zwei ursprünglich parallelen Querschnitten 
theils verlängert, theils verkürzt werden. Beim Uebergang von den 
verlängerten zu den verkürzten Fasern tritt eine „neutrale Schicht" 
auf, die keine Längenänderung, wohl aber eine Formänderung erleidet. 
Die in der Längenrichtung laufende Schwerlinie der neutralen Schicht 
ist die „neutrale Achse"; sie heisst nach der Biegung „eiastige

Fig. 1.

Linie". Bei der Biegung treten im Innern des Körpers Spannun­
gen auf, die sich mit den „äussern Kräften" ins Gleichgewicht 
setzen müssen, wenn Ruhe eintreten soll. Diese „innern Kräfte“ 
rühren von der Cohäsion her, welche die Molekules in ihrer ur­
sprünglichen Lage festzuhalten sucht. Welche Richtung dieselben 

Weyrauch, Theorie d. Träger, 1



2 I. Abschnitt.

auch haben mögen, ihre Gesammtheit in jedem bestimmten Quer­
schnitt muss sich ersetzen lassen durch eine Horizontalkraft, eine 
Vertikalkraft und ein Moment.

Die Biegungslehre geht von der Hypothese aus, dass ein vor 
Einwirkung der äussern Kräfte angenommener Querschnitt auch nach 
der Biegung eine Ebene bilde. Es müssen sich dann die Verlän­
gerungen oder Verkürzungen der Faserabschnitte zwischen zwei un­
endlich benachbarten Querschnitten wie ihre Entfernungen von der 
neutralen Schicht verhalten. Die Lehre von Zug und Druck zeigt, 
dass die Ausdehnung oder Zusammenpressung proportional der Kraft; 
somit ist für Faserelemente vom Querschnitt 1 (Fig.)
1 1,:2=:6,= S: S, = S' : S,
Bei Fasern von beliebigen Querschnitten I ist die Gesammtheit aller 

a
innern Zugkräfte X Sy I, und die Gesammtheit aller innern Druck- 

—a‘, 0kräfte X S, $, sodass die Summe aller Horizontalspannungen des 
o

Querschnitts überhaupt
SS,z—SS, 5 
0 0

oder wenn Sy’ == S, == Sn (1)

2 S 2 I7 — S 2 97 = S 2 97
o o —a‘

Die vertikalen Componenten der Spannungen an den Körperelemen­
ten des Querschnitts vereinigen sich zu einer Kraft Vx, welche der 
Ebene des Schnitts entlang wirkt und die „vertikale Schubkraft“ 
(scheerende Kraft) heisst. Ihr Moment in Bezug auf den Querschnitt 
ist 0, während die Horizontalcomponenten ein „Moment der 
innern Kräfte“ erzeugen, das für den Drehpunkt 0 durch

a
3 MX = S2^

—a‘ a
ausgedrückt ist. Der Werth 2 In2 „das Trägheitsmoment“ wird

—a‘
mit ® bezeichnet. Ist E der Elastizitätsmodul, dann folgt nach der 
Lehre von Zug und Druck

6 : s = S : E
und wenn 0 der Krümmungsradius im betreffenden Querschnitt, 

o : s = 1 : 9
Es wird also
4 s = E und M, = Ee = @S

Die Differenzialrechnung gibt an 
___________ ds3_______

• d^y . dx — d2x . dy 
oder wenn x Urvariable, also dx konstant, d-x — 0, wenn ferner 
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der Quotient aus Längendifferenzial und Abscissendifferenzial 18 = 1 
gesetzt werden darf:

__ da? 
• d’y

Durch Substitution dieses Werthes in 4 erhält man nun

5 M, = — Eed

Dies ist die Fundamentalgleichung der Biegung. Sie gilt für ganz 
beliebige einfach gebogene Körper, homogen oder heterogen, regel­
mässig oder nicht, so lange nur der Elastizitätsmodul in jedem Quer­
schnitt für sich konstant und “= 1 gesetzt werden kann.

§ 2. Der continuirliche Träger.

Ein „continuirlich er Träger“ ist ein Körper, welcher in 
einer beliebigen Anzahl, in einer Vertikalebene liegender Punkte 
unterstützt ist, und auf welchen vertikale Kräfte („Lasten“) wirken. 
Die Endstützen heissen „Widerlager“, die Zwischenstützen „Pfei- 
ler“, die Abschnitte zwischen den einzeln Stützen „Oeffnungen“. 
Alle Arten „einfacher Träger“ sind besondere Fälle des conti- 
nuirlichen Trägers, der ebensogut eine, wie 2, 3 bis c viele Oeff­
nungen haben kann. Die Verhältnisse der erstem lassen sich also 
aus den Relationen des letztem durch Spezialisirung ableiten. Die 
Lasten greifen in gewissen Punkten an. Diese können um messbare 
Strecken von einander entfernt liegen („ concentrirte Lasten“) 
oder eine stetige Folge bilden (stetig vertheilte oder kurzweg „ver­
theilte Lasten“).

Die Theorie der continuirlichen Träger setzt voraus, dass die 
neutrale Achse in die Vertikalebene der Stützpunkte falle, wodurch 
die eiastige Linie eine Curve einfacher Krümmung wird; sie verlangt 
ferner, dass die Höhendifferenz zweier aufeinander folgender Stütz­
punkte im Vergleich zu ihrer Entfernung klein sei; sie nimmt schliess­
lich an, dass die elastige Linie nur wenig von einer Geraden ab­
weiche ; die beiden letzten Bedingungen in dem Maasse, dass "8 = 1 

gesetzt werden kann. Asdann gilt auch für continuirliche Träger 
die Formel
5 M,= - Ee"!

1*
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§ 3. Gleichgewicht am Träger.

Man betrachte irgend eine Oeffnung l eines Trägers. Oberhalb 
desselben ist eine Horizontale als Abscissenachse angenommen, von 
welchen die l begrenzenden Stützpunkte um c, c' entfernt sind. Ur­
sprung der Coordinaten bei der linken Stütze, daselbst unveränderlich 
y — c. Der Träger ist auf seiner ganzen Länge willkürlich belastet 
und es herrscht vollständiger Gleichgewichtszustand. Die elastige 
Linie hat hiebei eine solche Form angenommen, dass die Tangenten 
der Neigungswinkel für x = o und x = 1 t = (dz) — 0 und

T ==— sind.\ axjx = i
Fig. 2.

Wir nehmen in l einen beliebigen Schnitt x an. Zwischen o 
und x wirken in Entfernungen a,, a,, . . . von der Stütze o die 
Lasten P1, P,... wobei also die P auch Lastelemente sein und 
die Punkte a stetig auf einander folgen können. Alle äussern Kräfte, 
sowie die Stützenreaktionen, welche links von o und rechts von l bis 
zu den Trägerenden wirken, kann man sich ohne Störung des Gleich­
gewichts resp. in o und l zweimal und entgegengesetzt angebracht 
denken. Es ist alsdann die Summe ihrer Wirkungen für diese Quer­
schnitte je eine resultirende Vertikalkraft und ein resultirendes Kräfte­
paar. Da Ruhe eingetreten, so sind die Vertikalkräfte durch gleich­
grosse Stützenreaktionen aufgehoben, während die Kräftepaare sich 
mit den Momenten M, M' der innern Kräfte in den Querschnitten 
o und l ins Gleichgewicht gesetzt haben.

Wie an diesen besondern Stellen, so müssen auch in jedem an­
dern Punkte die innern Widerstände den äussern Kräften und Kräfte­
paaren das Gleichgewicht halten, und es sind z. B. in dem beliebigen
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Querschnitt x die folgenden nothwendigen Voraussetzungen fürs 
Gleichgewicht erfüllt:

Summe aller Horizontalkräfte gleich 0 
• a

6 S X Fn = 0

Summe aller Vertikalkräfte gleich 0

7 SP— A ~ V, = 0
Summe aller Momente gleich 0

x a
8 M — Ax — X P(x—a) — SS In2 = 0

—ax x 
worin S P die Gesammtlast zwischen o und x und S P (x—a) die 
Summe aller Einzellasten oder Lastelemente von o bis x multiplicirt 
mit ihren Entfernungen vom Querschnitt x. Aus 6 folgt:

Die Summe aller Horizontalspannungen in den 
Elementen eines ganzen Querschnitts ist Null.

Weil nun S von o verschieden, so erhellt aus 6 weiter:
Die neutrale Achse geht durch die Schwerpunkte 
aller Querschnitte.

Gleichung 8 geht für x = l über in

M + Al — SP(l—a) — M = 0 
daher
9 A=‘M — M -{- SP (l—a}

Für das Moment der innern Kräfte in einem beliebigen Querschnitt 
x haben wir nun aus 8 mit der Bezeichnung 3 und in 5 die beiden 
Gleichungen
10 Mx = M + Ax — SP (x—a)
5 M,=-EeT

Alle bis jetzt abgeleiteten Formeln gelten für jeden continuirlichen und 
einfachen Träger, der die in § 2. gestellten Bedingungen erfüllt, 
Elastizitätsmodul und Trägheitsmoment können in jedem Querschnitt 
verschieden sein.

§ 4. Die Gleichung der einstigen Linie.

Die Gleichung der eiastigen Linie kann jetzt aufgestellt werden. 
Es folgt aus (5) 

d’y   Mx 
Za2 EG
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de + const. = — / Vedx
0 

und da für x = 0 4 = r, also const. = — r

x

11 dy = + - / M. dx 
ax J E © 

o 
Durch nochmalige Integration wird

X X 

y — const. = r x — I dxl dx
o o 

aber für x = 0 y = c, somit
X X

12 I (* (M, ,Y= C—TS — I dx I • 1 / / E 6) 
o o 

worin Mx durch 10 bestimmt. Dies ist die allgemeinste Gleichung 
der elastigen Linie. Man hat Trägheitsmoment und Elastizitäts­
modul als Functionen von x einzusetzen und dann die Integrale aus­
zuführen.

Die Formeln für continuirliche Träger mit veränderlichem E und 
® sollen, insoweit sie von den für konstante Werth e derselben gülti­
gen abweichen, in speziellen Kapiteln (§§ 13., 14.) gegeben werden. 
Wir betrachten also zunächst continuirliche Träger, welche wenigstens 
auf die Länge je einer Oeffnung homogen und von konstantem Quer­
schnitt sind.

Wenn E und ® konstant, so folgt durch Substitution von 10 
in 11

X

"=—X, - „4 22 + . / SP(—a) dx 

eo
Die Ableitung des Integrals der Summe ist mit den Werthbe- 

stimmungen einiger in der Folge auftretenden Integrale im Anhang 
am Schlüsse des Buches zusammengestellt. Nach Einsetzen vom 
Anh. 2 wird
13 dy = r — r 2 Mz — Ax2 — ZPCx—a^
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Die Integration dieser' Gleichung liefert mit Rücksicht auf 12 
X 

y = c+ r.x - 2%9s* + 62ax + 2k /SP(—a)dr
0

und mit Einsetzen des Werthes Anh. 3

3 Ma? + Ax3 — 2P(»—a)14 y = C + TX _

als Gleichung der elastigen Linie in Oeffnungen mit konstantem E 
und © bei ganz willkürlicher Belastung. Die Curve verläuft stetig, 
doch ändert sich das Curvengesetz unter jeder concentrirten Last und 
überall da, wo sich bei stetig vertheilten Lasten das Gesetz der Ver- 
theilung ändert, — so zwar, dass die in solchen Punkten zusammen­
hängenden Curventheile daselbst eine gemeinschaftliche Tangente 
haben.

§ 5. Tangenten der Neigungswinkel über den Stützen.

Da für r = l y = c, so folgt aus 14

c + tl 2E 12 62 l + SP(l-a^
6 EO

und indem man den Werth von A aus 9 einsetzt und reduzirt

C=c+tl — 6E (M+ 2M) _ 2E9 2Pa(l-a) (21—a)

Weil aber auch für o = 1 d = /, so gibt die Gleichung 13 mit

Einführung des Werthes A nach Reduktion

_ M+M, 2Pa(l-a)
T t 2EO ‘ 2 E0

\

Aus der Gleichung für c findet sich der Werth von T und wenn 
man diesen in die letzte Gleichung substituirt, entsteht eine analoge 
Formel für T. Die beiden Ausdrücke lauten:

15 r = <7° + oKe [JrI+ 2MI + 1 SPa(l-a) (21—)]

16 / = C — — . F M l + 2 M' l — 1 SPa (l—a) (J+a)

Diese Formeln gelten dann, wenn Trägheitsmoment und Elastizitäts­
modul innerhalb jeder Oeffnung für sich als konstant anzunehmen 
sind. Ueber jeder Stütze r ist t‘— 1 = T, und die Anzahl der Glei­
chungen genügt, um sämmtliche Stützenmomente in ganz analoger 
Weise zu bestimmen, wie dies in § 6. für den wichtigsten Fall ge­
zeigt werden soll.
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§ 6. Momente über den Stützen.
(Erweiterung der Clapeyron’schen Formeln.)

Es sei jetzt ein vollständiger Träger, homogen und mit konstan­
tem Querschnitt auf der ganzen Länge gegeben. Entfernung, Anzahl 
und Höhenlage der Stützen, Grösse und Ort der concentrirten und 
gesetzmässig oder gesetzlos vertheilten Lasten in allen Oeffhungen 
sind beliebig. Die Indices werden in der auf Taf. IV, 2 ersichtlichen 
Weise gegeben, X P soll die Summe aller Lasten und Lastelemente

(d. h. X P) in der Oeffnung lr bezeichnen.- Dann hat man für die 
Tangente des Neigungswinkels der elastigen. Linie über Stütze r 
(Fig. 3), wenn dieselbe zuerst als / der Oeffnung lr-\ und dann als 
T der Oeffnung lr betrachtet wird, nach 16 und 15

t, = &1, " + e^e M,+1 1, +2M,1, + 1 ZPa (l-a) (21—a)] 

woraus nach Gleichsetzung und Transformation

17 M,—1 lr_ 1 +2 M, (1,-1 + l,) + M,41l,

— 1_1 XPa(—a) ^a^ — ^SPail—a^^l—a)

Diese Gleichung geht in die bekannte Clapeyron’sche Formel über, 
wenn keine concentrirten Lasten vorhanden sind und die gleichmässig 
vertheilte Belastung pro Längeneinheit innerhalb jeder Oeffnung kon­
stant ist (§ 45). Aus den Werthen von T,, t‘— 1 erhält man noch 
für r = 0 resp. r — 1 — n.
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