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Wstep

Podrecznik akademicki Wybrane zagadnienia mechaniki stosowanej jest adre-
sowany do stuchaczy kursu o tej samej nazwie prowadzonego przeze mnie dla
studentow kierunku Transport. Jak sam tytut wskazuje, zawiera on wybrane
zagadnienia, raczej nietypowe dla kurséw prowadzonych dla studentéw Wydzia-
tu Mechanicznego. Idea kursu pochodzi od prof. Haliny Egner, ktora jest
autorka odpowiedniego syllabusa, natomiast dobér tresci poszczegdlnych za-
gadnien nalezy do mnie. Jak wspomniatem, podrecznik zawiera dos¢ nietypowe
tredci, ktore bardziej pasuja do tematyki Mechaniki budowli, czyli przedmiotu
wyktadanego zwyczajowo na Wydziale Inzynierii Ladowej. Mam tu na mysli
zagadnienia zwiazane z belkami na sprezystym podlozu, liniami wplywowymi
czy metoda przemieszczeni, jednak odgrywajace istotng role w zagadnieniach
zwiazanych z transportem kolejowym. Pod wzgledem trudnosci pojeciowej za-
gadnienia omawiane w podreczniku mozna zasadniczo sklasyfikowaé¢ jako nie-
wykraczajace poza mechanike ptaskich ustrojow pretowych. Jedyny wyjatek
stanowi rozdzial ostatni dotyczacy zagadnienn kontaktowych, bardzo istotnych
w kolejnictwie, a zarazem trudniejszych z uwagi na tréjosiowy stan naprezenia
oraz zastosowanie funkcji specjalnych. Z tych tez wzgledoéw uzyty aparat mate-
matyczny zostal mozliwie uproszczony, a co trudniejsze wywody ograniczone
do konicowych wzoréw. Ponadto przyznaje sie do wprowadzenia jednej zmiany
wykraczajacej poza tre$é¢ syllabusa — metody elementéw skoriczonych. Wyda-
walo mi si¢ bowiem dos¢ anachroniczne omawianie metody sit oraz metody
przemieszczenn bez mozliwosci demonstracji mocy obliczeniowej, jaka stoi za
metoda elementéw skoriczonych.

Rozdzial dziewiaty zawiera omodwienie poje¢ podstawowych, ktorymi ope-
ruje metoda, jak réwniez gtéwne wiadomosci z zakresu modelowania, budowy
macierzy sztywnosci, rozwigzywania uktadéw réownan i opracowania wynikéow.
Podczas przygotowania podrecznika zdecydowalem si¢ nada¢ mu nietypowa
forme posrednig pomiedzy bardzo zwieztym podrecznikiem a instrukcja obstugi
matego pakietu elementéw skoriczonych. W tym celu do czedci zawierajacej
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wiadomosci teoretyczne dotaczylem obszerng czesé poswiecong programowaniu
konkretnych przykladéw numerycznych, ktére moga byé uruchamiane przez
uzytkownika wraz z programem komputerowym. Program komputerowy zostal
dotaczony do skryptu w postaci kodu Zrédlowego. Mam nadzieje, ze swo-
bodny dostep do kodu zZrédlowego pozwoli zainteresowanemu uzytkownikowi
nie tylko na ’bierne’ postugiwanie sie¢ programem na zasadzie 'czarnej skrzynki’,
ale réwniez na poznanie 'kuchni’ numerycznej, a takze zacheci do pisania
i wprowadzenia wlasnych kodow.

W celu zrozumienia materiatu zawartego w rozdziale dziewiatym od czytel-
nika wymaga sie znajomosci podstawowych wiadomosci z zakresu statyki kon-
strukcji pretowych, metod numerycznych algebry liniowej oraz dodatkowo pro-
gramowania w jezyku Python, w przypadku gdy uzytkownik zechce samodziel-
nie modyfikowaé¢ kod komputerowy.

Autor
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Reguly ogoélne

przecinek za symbolem oznacza pochodna wzgledem z, np. y = %

kropka nad symbolem oznacza pochodna wzgledem czasu, np. t jest pochodna
temperatury wzgledem czasu

symbol V oznacza operator Hamiltona a% + a% + %

wielkosci bedace macierzami lub wektorami zapisano dwojako, tzn. w notacji
indeksowej a;; oraz absolutnej [A]

delta przed symbolem oznacza warto$é¢ przyrostu odpowiedniej wielkosci, np.
Al jest przyrostem dlugosci (wydluzeniem)

nadkreslenie odnosi sie do wielkosci §redniej, np. 6 jest $rednia zmiana tem-
peratury

daszek nad symbolem oznacza wielkosé odnoszaca sie do belki fikcyjnej, np. T
jest sila poprzeczna dla belki fikcyjnej

symbol T za wektorem lub macierza oznacza transpozycje

a — promien pola zetkniecia dwoch ciat

a,b — polosie elipsy pola zetkniecia dwoch ciat niekulistych
A — pole powierzchni

Ag, A1, Ay, A3, Ay — stale calkowania

b — szerokosé

Cik — macierz podatnosci

Cy — ciepto wlasciwe

Ch,05,03,Cy — stale calkowania

d — $rednica mniejszej z kul w zagadnieniu kontaktowym
D — S$rednica wiekszej z kul w zagadnieniu kontaktowym
D1, Dy — stale calkowania

E —  modul Younga

FEq, Ey — moduly Younga dwoch cial wchodzacych w kontakt
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f strzaltka ugiecia

[fx] wektor uogoélnionych sit elementu w uktadzie
lokalnym

[fx] wektor uogoélnionych sit elementu w uktadzie
globalnym

[F] wektor uogdlnionych sit calej konstruke;ji

g stopieri geometrycznej niewyznaczalnosci

G modut Kirchhoffa

h wysokosé, stopien statycznej niewyznaczalnosci

H reakcja pozioma

Jo biegunowy moment bezwtadnosci

g2, Jy momenty bezwladnosci wzgledem osi z oraz y

[kx] macierz sztywnosci elementu w uktadzie lokalnym

[kx] macierz sztywnosci elementu w uktadzie globalnym

Kij;, K] macierz sztywnosci konstukeji

l dlugosé preta

L energia sprezysta

m; moment zginajacy od obciazenia jednostkowego

M, Mg moment zginajacy

M moment skrecajacy

M, moment utwierdzenia

n; sita normalna w i-tym precie pochodzaca od obciazenia
jednostkowego

N sita normalna

P liczba pretéow kratownicy

P sita skupiona

q natezenie obciazenia roztozonego

qo warto$é¢ nacisku w srodku pola zetkniecia dwoch ciat

qi uogdlnione przemieszczenie w miejscu ¢

Qy uogolniona sita przytozona w miejscu k

r promieni, promieni kota Mohra

r1, Ry promienie krzywizny pierwszego ciata wchodzacego
w kontakt

71, Ro promienie krzywizny drugiego ciata wchodzacego
w kontakt

Ry, Ry reakcje pionowe

R promien w uktadzie wspélrzednych sferycznych,
promien wiekszej z kul w zagadnieniu kontaktowym

S wspotrzedna naturalna

S, moment statyczny pola przekroju wzgledem osi z
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IX

U, V, W

€z, Ey
5:177 €y> €z
i

T >N D

vy, V2

temperatura

temperatura poczatkowa

macierz transformacji (lokalna)

sita poprzeczna

macierz transformacji (globalna)

sktadowe przemieszczenia w kierunku osi x, ¥, z

wektor przemieszczenia

wektor przemieszczenia elementu w uktadzie lokalnym
wektor przemieszczenia elementu w uktadzie globalnym
liczba wezléw kratownicy, wypadkowa od obcigzenia
roztozonego

wyznacznik gtéwny oraz wyznaczniki pomocnicze uktadu
rownan

wspotrzedne uktadu kartezjanskiego

wektor wspotrzednych lokalnych

wektor wspoétrzednych globalnych

odlegtos¢ dwoch punktéw wchodzacych w kontakt

wspotczynnik rozszerzalnosci termicznej
stala uwzgledniajaca stosunek wspoétczynnika odporu

podtoza do sztywnosci gietnej belki

kat okreslajacy nachylenie i-tego preta kratownicy
odksztalcenie postaciowe

wspotezynniki podatnosci uktadu kanonicznego metody
sit

wspoOtczynniki sztywnosci uktadu kanonicznego metody
przemieszczen

sktadowe osiowe odksztatcenia

odksztalcenia osiowe w kierunkach osi z,y, 2

rzedna linii wplywowej w miejscu %

réznica temperatury aktualnej i poczatkowe;j

kat obrotu belki

suma krzywizn gltéwnych dwoch ciat niekulistych
krzywizna osi belki

wspotczynnik przewodnictwa cieplnego

wspotezynnik Poissona

wspotezynniki Poissona dwoch ciat wchodzacych w kontakt
gestos¢ masy
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0,0, 2 wspoltrzedne uktadu cylindrycznego

© kat nachylenia lokalnego uktadu wspoétrzednych wzgledem
uktadu globalnego, kat miedzy ptaszczyznami krzywizn
gtownych dwoch cial wchodzacych w kontakt

T, 0,02 sktadowe osiowe naprezenia w uktadzie cylindrycznym

01, Omax najwieksza sktadowa gtéwna naprezenia

09, Omin najmniejsza sktadowa gléwna naprezenia

T dopg naprezenie dopuszczalne na granicy plastycznosci

aﬁ{elc\{[H naprezenie zredukowane Hubera—Misesa—Hencky’ego

Ugl(\i/l(g) naprezenie zredukowane Hubera—Misesa—Hencky’ego
w punkcie Bielajewa

Ugl(\i/l(g) naprezenie zredukowane Hubera—Misesa—Hencky’ego
w punkcie Hertza

agég’ naprezenie zredukowane Tresci-Guesta

Oy, 0y sktadowe osiowe naprezenia

T max ekstremalna sktadowa styczna naprezenia

sktadowe styczne naprezenia
sktadowa styczna naprezenia w uktadzie cylindrycznym
kat okreslajacy nachylenie i-tego preta kratownicy



Rozdzial 1

Sily wewnetrzne w ustrojach
zlozonych

Pod pojeciem ustroju ztozonego kryje sie konstrukcja, w sktad ktorej wchodzi
para lub wiecej pretéw odpowiednio potaczonych ze soba w punktach zwanych
weztami. Konstrukcja wezta pozwala rozrézni¢ dwa zasadnicze typy ustrojow
pretowych: kratownice oraz ramy.

Kratownicag nazywamy zespot pretéw prostych potaczonych w weztach prze-
gubami, w ktorych zaczepione sa réwniez sity skupione stanowigce obcigzenie.
Taka konstrukcja weztéw oraz sposéb ich obciazenia powoduja, iz prety kra-
townicy przenosza jedynie sity normalne V.

Drugim typem ustroju pretowego ztozonego jest rama charakteryzujaca sie
sztywnymi weztami oraz dowolnym miejscem przylozenia obciazen. W przy-
padku ramy kazdy pret jest zatem zazwyczaj poddany dziataniu sity normalnej
N, sity poprzecznej 1" oraz momentu zginajacego M.

W tym rozdziale rozpatrywane sa kratownice oraz ramy ptaskie najprost-
szego typu, tzw. statycznie wyznaczalne, czyli takie, do rozwiazania ktoérych
wystarczaja tylko réwnania réwnowagi. Trudniejsze w analizie ustroje pre-
towe statycznie niewyznaczalne zostang omoéwione w kolejnych rozdziatach
poswieconych metodom sit, przemieszczeri oraz elementéw skonczonych. Nie
wchodzac zbyt glteboko w szczegoly i nie rozrézniajac przypadkéw zewnetrznej
oraz wewnetrznej statycznej niewyznaczalnosci, z ktérych pierwsze pojecie
dotyczy mozliwosci okreslenia wartodci reakcji podporowych, za$ drugie sit
wewnetrznych, mozna zauwazy¢, co nastepuje:

e 7 punktu widzenia statyki rama reprezentuje pltaski uktad sit, dla ktérego
mozna zapisaé co najwyzej 3 réwnania réwnowagi, zatem bedzie ona
konstrukeja statycznie wyznaczalna, jesli liczba reakcji podporowych nie
przekroczy liczby 3.
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e 7 punktu widzenia statyki kratownica jako calos$¢ reprezentuje réwniez
ptaski uktad sil, dla ktérego mozna zapisaé¢ co najwyzej 3 réwnania
rownowagi, lecz rownoczesnie kazdy z jej w wezléw stanowi uktad sit
zbiezny do punktu, wymagajacy speklienia 2w réwnan réwnowagi we-
wnetrznej. Poniewaz rozwigzanie kratownicy wymaga okreslenia wartosci
sity normalnej w kazdym z jej p pretow, zatem bilans niewiadomych oraz
réwnan przedstawia sie nastepujaco

p=2w—3. (1.1)

1.1. Kratownica

Rozpatrzmy prosta kratownice, jak na rysunku ponizej, sktadajaca si¢ z 5
pretow polaczonych w 4 weztach, warunek (1.1) 5 = 2 x 4 — 3 jest spelniony,
zatem jest to konstrukcja statycznie wyznaczalna.

Rysunek 1.1. Kratownica statycznie wyznaczalna.

Rozwiazanie na szczeblu (B) polega na zapisaniu oraz rozwiazaniu rownan
rownowagi*)

() —H+P=0 — H=P
(y) Ri+Ry—P=0 — R =0 (1.2)

Przystepujac do rozwiazania na szczeblu (S), postuzymy sie metoda rownowaze
nia wezléw, polegajacg na zapisaniu oraz rozwigzaniu rownan réwnowagi dla

*)Wektory w kolorze czerwonym oznaczaja wielkosci niewiadome, natomiast wektory
w kolorze czarnym oznaczaja wielkosci dane w zagadnieniu badz obliczone na poprzednim
szczeblu analizy.
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myslowych przekrojow wykonanych wokot kazdego z weztow. Poniewaz w kaz-
dym wezle mamy do dyspozycji 2 réwnania réwnowagi rzutéw sit na odpowie-
dnie osie uktadu wspotrzednych, rozpoczynamy od wezta, w ktérym schodza
sie nie wiecej niz dwa prety, przyktadowo

Y

i
™
= N
L2 S (1.3)
R1 =0

() ~H+Ny;=0 — No=H=P
(y) Ri+N =0 — N;=-R;=0.

Przechodzac do kolejnych weztéw, mamy

y
!
P N,
—> —X
N3
Nllco\‘ (1.4)
2
(3:) N4+N3§:O — Ny=P
V2 2P
—P— N, — N3L2 = Ny=-"_=_,2P
(y) 1 3 9 0 — 3 \/i \/_
oraz
1
Nglh B,
s (1.5)
() =N4y+P=0 — —-P+P=0
(y) —N5=0.

Poniewaz wartodci sil we wszystkich pretach sa juz znane, warunki réwnowagi
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ostatniego z wezléw potraktujemy jako sprawdzian poprawnosci obliczen’)

1
\Ng, TNS =0
&#ﬂ

(z) —N2—N3g=0 - —P—(—ﬁP)gzo

2 2
(y) R2+N3§+N5:0 — P+(—\/§P)§:0 .
Na koniec otrzymane wyniki grupujemy w tabeli 1.1 badZ przedstawiamy

graficznie na wykresie 1.2.

Tablica 1.1. Wartosci sit w kolejnych pretach kratownicy.

nr preta ¢ | dtugosé [; | sita N;
1 l 0
2 l P
3 V21 —V2P
4 l P
5 l 0
P
_pp
+ P

Rysunek 1.2. Wykres sit wewnetrznych w kratownicy statycznie wyznaczalne;j.

T)Symbol © potwierdza tozsamo$ciowe spelnienie réwnania.



1.2. Rama portalowa

W ramie portalowej poddanej dziataniu stalego obciazenia poziomego ¢ — par-
cia wiatru wystepuja nastepujace sily zewnetrzne: w = gl wypadkowa obcigze-
nia ciaglego oraz reakcje podporowe H, R, Rs. Poniewaz liczba nieznanych
reakcji odpowiada liczbie 3 réwnan réwnowagi, rozpatrywana rama jest kon-
strukcja statycznie wyznaczalna.

Rysunek 1.3. Rama portalowa.

Analize na szczeblu (B) nalezy rozpoczaé od zapisania rownan rownowagi oraz
obliczenia wartosci reakcji podporowych

(x) w—H=0 — H=w=ql

l
(y) Ri+Ry=0 — Ry=-Ry=-L

l 9 (1.7)
(0) wy—Rol=0 — Rgz%:%.
Przechodzac nastepnie do analizy na szczeblu (S), nalezy w ramie wyodrebnié¢
przedzialy zmiennosci sit wewetrznych. Poniewaz rozpatrywana rama jest kon-
strukcja zlozona z trzech pretow (2 stupki -+ rygiel), z ktorych zaden nie jest ob-
ciazony obciazeniem skupionym zaczepionym pomiedzy swoimi qulamii), za-
tem wystarczy wykonaé¢ 3 myslowe przekroje. W miejscu przekroju myslowego
zastepujemy dzialanie odrzuconej czesci trojka sit wewnetrznych N,T, M,
o kierunkach i zwrotach stosowanych w teorii belek.

Wykonujac myslowy przekroj w przedziale I, tzn. gdy 0 <y < [, oraz za-
pisujac lokalne réwnania réwnowagi z biegunem redukcji w miejscu przekroju,
dostajemy

YWypadkowa obcigzenia cigglego w = gl nie jest traktowana jako sila skupiona.
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() —H+wy,+T1=0 — Ti=H—-wy,=¢q(l—y)

(y) Ri+Ni=0 — Ni=-Ri=%
2

y y
(o) Hy —wy5 = Mg =0 — Mg =qly—q3

sprawdzamy, czy spelnione jest twierdzenie Schwedlera—Zurawskiego

dM,
e — 1. (1.9)

Analogiczng procedure powtarzamy dla myslowego przekroju w przedziale 11,
czylidla0 <z <1

MgII
Ny
‘TI‘I
>w =gl
(1.10)
(r) —H+w+ Nip=0 — Nnp=H—-w=ql—ql=
l
(y) Ri—Tu=0 — TII:RIZ_%
[
(o) R1x+Hl—w§—Mg11:0 — MgH:Rlx—i—Hy—w§
B la:+ 2 2
= q2 q q2

weryfikujemy poprawnosé¢ rozwiazania w $wietle twierdzenia Schwedlera—

Zurawskiego

dM,
el — 7. (1.11)
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Nastepnie dla myslowego przekroju w przedziale III, gdy 0 < n < [, na
potrzeby analizy ktérego wprowadzona zostala nowa wspoétrzedna 7 parame-
tryzujaca o$ preta

N Mglll
];II
l =
>w = gl N
LDl g —
! * (1.12)
Ry
(a:) —-H+w—-Tg=0 — Tm=—-H4+w=—ql+ql=0
l
(y) Ri—Nm=0 — Nm=R = —%
l2
(o) Rul—H(l—n) — gHIZRll—H(l—n)Z—QE
l [
—w(§ —1n) — Mg =0 +ql(l—77)—ql(§ -n)=0

oraz pamietajac o koniecznosci sprawdzenia zgodno$ci rozwiazania z twierdze-
niem Schwedlera—Zurawskiego

dMgnr

= T111. 1.1
O I (1.13)

Wykresy sit wewnetrznych N, T, M, przedstawiamy na rysunku 1.4

1’2
_ a2 qly

qlf2 —ql)2 ql

Rysunek 1.4. Rama portalowa — wykresy sil wewnetrznych.

gdzie s = y, x,n oznacza wspoOlrzedna naturalna parametryzujaca kolejne prze-
dziaty ramy.
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1.3. Przyklady zadan do samodzielnego rozwiagzania

Rozwiaza¢ oraz naszkicowaé¢ wykresy sit wewnetrznych N dla kratownic jak
na rysunku.

a) b)
P P
P P £
I
’ P > / P / 7
)7 1 L | | %

C

P P

I
T F P 7

Rozwigzac oraz naszkicowa¢ wykresy sit wewnetrznych N, T', M, dla ram
jak na rysunku.

a) b) c)
T ‘ HLLL 1 LA
P=yql -
! ! !
R S S —t 3
—
d) e) f)
g P=dal QLT T T [ ] P=ql 4T T 711
VA
12
/ [ P=ql
12

/4 o A/ 47 % 7
j 2 12 7 l Z & 7



Rozdzial 2

Belki na sprezystym podlozu

Konstrukcje spoczywajace na sprezystym podlozu znajduja zastosowanie mie-
dzy innymi w budownictwie oraz kolejnictwie, jako konkretne przyktady stuza
odpowiednio tawa fundamentowa oraz szyna kolejowa oparta na podkladach.
W literaturze poswieconej temu zagadnieniu mozna znalezé¢ wiele mode-
li matematycznych opisujacych sprezyste podloze, przykladowo: Winklera
[20], Filonienki-Borodicza [5] badz Wieghardta [21], jednak ponizej zostanie
szczegbltowo omowiony jedynie najprostszy z nich — model Winklera. Gtownym
zalozeniem autora modelu jest mozliwo$¢ potraktowania sprezystego podtoza
jako zespolu niezaleznych sprezyn, co w konsekwencji prowadzi do przyjecia
reakcji podloza, zwanej dalej odporem podtoza, proporcjonalnej do wartosci
przemieszczenia spoczywajacej na nim belki. Réwnoczesnie warto pamietaé
o dwoch istotnych aspektach zwiazanych z zastosowaniem modelu Winklera:

e podloze sprezyste przejmuje zaréwno naciski, jak i ciggnienia,

e pomijany jest wplyw tarcia pomiedzy belka a podlozem.

2.1. Rownanie rézniczkowe belki na sprezystym
podlozu

Wyprowadzenie réwnania rézniczkowego belki na sprezystym podiozu rozpo-
cza nalezy od przypomnienia znanego z kursu podstaw wytrzymalosci mate-
rialéw réwnania rézniczkowego zginanej osi belki w postaci zlinearyzowanej*)

“Y'Wazor na krzywizne osi belki » =

mocy zalozenia 1> (y')°.

W zostal uproszczony do postaci » = —y” na



10 Rownanie rozniczkowe belki na sprezystym podtozu

@ _ _Mg(l’)

dz2 EJ,
gdzie: y(x) jest funkcja opisujaca ugiecie belki, My(x) opisuje zmian¢ mo-
mentu zginajacego, za$ iloczyn EJ, oznacza stala sztywnosé belki na zgi-
nanie. Warto w tym miejscu zauwazy¢, iz z punktu widzenia klasyfikacji row-
nan rézniczkowych (2.1) przedstawia typ liniowy, drugiego rzedu o zmiennych
rozdzielonych, czyli najprostszy do rozwigzania, bo pozwalajacy na dwukrotne
calkowanie ‘raz za razem’. W przypadku gdy moment zginajacy zmienia
sie zgodnie z przebiegiem wielomianu kwadratowego, co obejmuje przypadki
dziatania na belke momentu skupionego M, sity skupionej P oraz obcigzenia
roztozonego ¢ o stalej intensywnosci, funkcja ugiecia belki y(z) moze by¢ co
najwyzej wielomianem czwartego stopnia.

(2.1)

pdx
P
p ly N
T/ ; &
AR & .
J kyldx
dx

Y

Rysunek 2.1. Model podtoza sprezystego typu Winklera.
Nastepnym krokiem jest przywotanie twierdzenia Schwedlera—Zurawskiego

dMg(x) dT(x)

Sl 1) S =) (2.2)

ktore zostanie uzyte do redukeji prawej strony formuty (2.1). Biorac kolejne
pochodne réwnania (2.1), przy zalozeniu stalej sztywnosci zginania E.J, =
const, dostajemy

Py 1 dM(z)  T(x)
dz3  EJ. dx EJ,

(2.3)
d'y 1 dT(z) _ q(x)

det ~  EJ, dz  EJ.
Wprowadzenie modelu podtoza sprezystego typu Winklera wymaga podstawie-
nia do prawej strony (2.32) nastepujacej zaleznosci

q(z) = p(x) — ky(z) (2.4)

gdzie k oznacza wspotczynnik odporu podloza [N/m2]. W ten sposob inten-
sywnos¢ obciazenia g(x) mozna zinterpretowaé jako warto$¢ obciazenia p(x),
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dzialajacego bezposrednio od goéry, pomniejszong o odpédr podtoza, ktory jest
proporcjonalny do wartosci przemieszczenia i dziala od dotu na belke — patrz
okno rys. 2.1. Po uwzglednieniu (2.4) w (2.3) otrzymujemy liniowe i niejed-
norodne réwnanie rézniczkowe czwartego rzedu

dy 1

dzt ~ EJ,

lub w réwnowaznej postaci standardowej

[p(z) = ky(z)] (2.5)

p(x
yIV + 4o<4y = E('J) (2.6)
z

w ktorej 4ot = k/E.J, [m~*]. Metodyka rozwiazywania réwnan rézniczkowych
liniowych wymaga w pierwszej kolejnos$ci poszukiwania rozwigzania réwnania
jednorodnego

y™V 4oty =0 (2.7)
dla ktérego wygodnie jest zalozy¢ rozwiazanie w postaci
y(x) = e, (2.8)

Skad po obliczeniu kolejnych pochodnych do rzedu czwartego wtacznie i pod-
stawieniu do (2.7) otrzymywane jest rownanie charakterystyczne!)

n +doct = 0 (2.9)
majace dwie pary pierwiastkow zespolonych sprzezonych
n? = £2io® —n = +(1 +14)ox . (2.10)

Nastepnie podstawienie (2.10) do (2.8) wraz z uzyciem tozsamosci Eulera—
de Moivre’a

et (aEb)e — oFaT(0og by 4§ sin ba) (2.11)

prowadzi do calki ogdlnej rownania jednorodnego (2.7) w postacit)

y(x) = e ¥ (C} sinxzx + Cy cosxz) + €4 (C sinxx 4+ Cy cosxz). (2.12)

D Rownanie charakterystyczne cechuje sie tym, ze nalezy do typu réwnan algebraicznych,
w odréznieniu od wyj$ciowego réwnania rézniczkowego, ktére nalezalo do typu réwnan
funkcyjnych.

YW celu otrzymania funkcji o wartosciach rzeczywistych stale dowolne catkowania musza
by¢ liczbami zespolonymi y(z) = Cie™(cosoxa + isinocx) + Cae ™" (cosoxa — 4 sinoxr)+
C3e°® (cosoxx + isinocx) 4+ Che (cosxz — isinexr), jednak odpowiednie ich pogrupowanie
pozwala na wprowadzenie nowych stalych wyrazonych wylacznie liczbami rzeczywistymi
y(z) = e [(C1 — C2)isinocx+(C + C2) cosxx]+e>[(C3 — Ca)isinoce+(C3 + C1) cosocr].

——— —— ——— ———

C1 Ca Cs3 Cy
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Calke szczegolna réwnania niejednorodnego (2.6), dla uproszczonego przy-
padku, gdy p(z) = pg = const, przewidujemy w postaci

ys(z) = Ag (2.13)
zatem po wstawieniu do (2.6) dostajemy

i PO gy =10 (2.14)

4 _ _
Ao Ay = EJ, Ao = EJ. i

Calka ogolna réwnania niejednorodnego, stanowiaca sume calek (2.12) oraz
(2.14), przyjmuje format

y(x) = e *(C sinxzx + C4 cosxz) + €% (Cy sinoxx + Cy cosoxz) + %. (2.15)
State catkowania C, Co, C3, C4 nalezy oblicza¢ na podstawie czterech warun-
kow brzegowych stawianych na wartosci: funkeji ugiecia y(x), jej pochodnej,

tzn. kata obrotu belki 9J(x)

Y(z) =y (v) =xe™*[—(C1 + Cy) sinocx + (C1 — Cy) cosocx]

+oce®@[(C3 — Cy) sinocx + (C5 + Cy) cosoxcr] (2.16)
wartosci momentu zginajacego Mg(az)
My(z) = —EJy"(z) = —EJ,20[e ™% (Cy sinocr — Cy cosxz) (2.17)

+e°¥(—Cy sinxzx + C5 cosxz)|
oraz wartosci sity poprzecznej T'(x)

T(z) = —-EJy"(x) = —EJ,23
x {e™*[(C1 — Cy)sinoxz + (C1 + Cz) cosxx)]  (2.18)
+e**[—(C5 4 Cy) sinxz + (C3 — Cy) cosxx] } .

2.2. Przyktady

Przewazajaca wiekszos¢ przypadkéw technicznych dotyczy belek o nieskonczo-
nej dhlugosci badz tzw. belek dlugich. W obu przypadkach state catkowa-
nia C3 = C4y = 0 z uwagi na rosnacy nieograniczenie czynnik e°* we wzorze
(2.15) oraz nastepnych. Nalezy w tym miejscu wyraznie zaznaczy¢, iz poje-
cie belki dlugiej ma sens czysto matematyczny oraz wiaze sie bezpos$rednio
z zachowaniem funkcji e™® stanowiacej czynnik ttumiacy’ dla odpowiednich
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funkeji trygonometrycznych w rozwiazaniach (2.15) oraz (2.16). Rozpatrujac
belke o rzeczywistej dtugosci [, mozna z zadowalajaca dokladnoscia uznaé, ze
gdyod > 5, wtedy wartosé e ~ 6.7379-1073 daje zmiane wartosci na granicy
doktadnosci obliczen inzynierskich. W takich przypadkach mozna operowaé
pojeciem belki péiieskoniczonej oraz uproszczonymi wzorami

y(x) = e (C sinxx + Cy cosxx) + po/k
V(x) =xe™*[—(Cy + Cy) sinxx 4 (C1 — Cq) cosoxr] (2.19)
My '

(z) = —EJ,20c%e™%(Cy sinocr — C cosocr )

T(z) = —EJ,2c3e™%[(C] — Cy) sinocx + (C1 + C3) cosx)].

Odmienny przypadek wystepuje, gdy belka ma skonczong dhugosé oraz zali-
czana jest do belek typu 'krotkiego’, tzn. o<l < 5, wtedy nalezy stosowaé pelne
wzory (2.15) oraz nastepne, przepisane ponizej w wygodniejszej postaci

y(z) = Ay sinhoxx sincr + Ag sinhocr cosoxa

2.2
+ A coshoxr sincx + A4 coshocr cosoxx + po/k (2.20)

zawierajacej funkcje hiperboliczne: sinhx = (e —e™")/2 oraz coshx = (e” +
e 7)/2.
2.2.1. Przyklad 1 — belka dluga obciazona sita skupiona

W przypadku belki o schemacie podanym na rys. 2.2 nalezy postugiwaé sie
wzorami (2.19) oraz nastepujacymi warunkami obciazenia, oraz warunkami
brzegowymi

po = 0, 9(0) =0, T(0)=-P (2.21)

Obliczenia statych catkowania przebiegaja w ponizszy sposob

19(0):0:y/—>0:(01—02)0<:0—>01:Cg

P (2.22)
T(0) = —P = —EJ,y" 4C o0 — _ P
(0) Ty (0) — 4G EJ. -G 1BEJ,
P
\ X
—
y

Rysunek 2.2. Belka obciazona sita skupiona.
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zatem rozwigzanie przyjmuje postac

P
y(x) = me‘” (sinxx + cosoxr)
X z
P —O
Hx) = —me sinocr (2.23)
M, = 2—em(coso<:c — sinxzr)
x
T(z) = —Pe™ cosxx

co zostalo zilustrowane na ponizszym rysunku®).

-5 4 3 < 1 1‘ : 3 4 5 ox
_P
4o ’EJ.
y(x)
5 ) -3\1_/0 1 2 3 7 5 OX
9(x)
/P
20
5 T ——0 0 N —F 1 5 OX
M)
/‘p
5 z 3 —Z -1 o — 3 3 i 7 X
—P
T(x)

Rysunek 2.3. Wykresy y(x),¥(x), Mg (), T(x) dla belki 2.2.1.

2.2.2. Przyklad 2 — belka dluga obciazona momentem
skupionym

Belka obciazona momentem skupionym — patrz rys. 2.4, wymaga zastosowania
nastepujacych warunkéw obcigzenia oraz brzegowych

po =0, y(0) =0, M, (0) = M. (2.24)

9Po uprzednim wykonaniu lustrzanego odbicia dla ujemnych wartosci wspotrzednej .
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M
i

l

Y

Rysunek 2.4. Belka obciazona momentem skupionym.

Wartosci statych catkowania sa obliczane z rownarn

y(0)=0—Cy =0

M 2.25

za$ rozwiazanie wyraza sie formutami

M
y(z) = me‘” sinxz, Y(z) = 5o B, e (cosoxx — sinxr) (2.26)
M, (x) = Me™ cosxe, T(z) = —M xe > (sinxz + cosxz)

i zostalo pokazane na rys. 2.5.

(%)
M
ZCXE]: [\
0 N—— 1 5 o
M,(x)
M K
0 1 7 3 4 3 o
1 ; 3 7 5 ox
Ma[/
T(x)

Rysunek 2.5. Wykresy y(x), ¥ (x), Mg (), T (x) dla belki 2.2.2.
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2.2.3. Przyklad 3 — belka dluga obcigzona obcigzeniem stalym

Przystepujac do rozwiazania belki poddanej dzialaniu obciazenia ciaglego —
patrz rys. 2.6, nalezy uzyé nastepujacych warunkéw obciazenia oraz brze-
gowych

p(x) =po,  y(0)=0, ' (0)=0. (2.27)
Po
%1 TT T x
$33333TTTITT

Rysunek 2.6. Belka obciazona obciazeniem statym.

Obliczenia statych catkowania przebiegaja wedlug ponizszego schematu

Po _ __bo
0)=0—Co+— — Oy =
y(0) — Ca + T 2= (2.28)
y/(0)20—>(01—02):0—>01202
za$ rozwiazanie wyraza sie formutami
y(z) = Z;:[l e (sinoca:—l—cosocw)], Izx) = 2%0@ sinocr
Mgy(z) = 2B, ?e ¥ (sinxx — cosxz), T(x) = 4EJZ0<3%e_°“ COSOX.
(2.29)
0 1 2 3 4 g ox
7o
yx) k
9(x)
T~
0 1 2 3 4 5 ax
4 5 O
—20°El kOV
g N
3 4 5 ox

Rysunek 2.7. Wykresy y(x), ¥ (x), Mg(z),T(x) dla belki 2.2.3.



Belki na sprezystym podtozu 17

2.2.4. Przyklad 4 — belka kréotka obcigzona obciazeniem
stalym

Przystepujac do rozwiazania belki krotkiej pokazanej na rys. 2.8 [12], nalezy
stosowa¢ wzory (2.20), w ktorych przyjmujemy A; = A3 = 0 z uwagi na
symetrie uktadu, warunki brzegowe sa podane w postaci

y(l) =0, My(l) =—-FEJ.y"(1) =0 (2.30)
co prowadzi do uktadu réwnan na stale catkowania

Aq sinhod sinod + Ay coshol cosxd + % =0

(2.31)
— Ay coshod cosex] + Ay sinhod sinodd = 0
majacego rozwigzanie
po  sinho/ sinocl po  coshol cosox]
A =10 . A= : 2.32
! k sinh®x! + cos2uxl ! k sinh®x! + cos2ux! (2:32)
p
i
Vi sseres
B
y

Rysunek 2.8. Belka skoriczonej dlugosci obciazona obciazeniem stalym.

Po wstawieniu stalych Aj, Ay do (2.20) otrzymujemy konicowe rozwiazanie
w postaci

Do coshol cosox]

ylz) ==

- (coshoc cosoxr
sinh“ox! + cos?d
+ tanhod tanod sinhocr sincz )|

_ pol?  coshod cosod (2.33)

M,
5(@) 2 sinh%od + cos2d

(tanhod tano] coshocr cosoxa

— sinhocz sinocr)

przy czym najwicksza warto$é ugiecia belki wystepuje w $rodku jej rozpietosci

i jest réwna
Do coshod cosoxl >
0)==—1(1- . 2.34
y(0) k < sinh?o] 4 cos2od (2.54)

W tym miejscu warto przeprowadzi¢ doktadng analize otrzymanego rozwiaza-
nia. Pomimo ze wzory (2.33) obowiazuja dla belki o skonczonej dtugosci 21,
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to w zalezno$ci od wartosci parametru o« mozna otrzymac zupelnie ré6zne pod
wzgledem jako$ciowym wyniki — patrz rys. 2.9. W przypadku belki krotkiej
xl = 2.5 daje sie wyraznie zaobserwowaé wzajemny wplyw warunkow brze-
gowych z obu koricow. Przeciwny efekt, niezaleznosci warunkoéw brzegowych
z obu koricow, jest natomiast widoczny dla belki dtugiej ol = 5.0.

§ 4 3 2 ] o 1 3 3 4 3 OX
Po
k

y)
M
5 Z 3 2 & 0 7 Pl 3 i 5 OX
2
My(x) 2!

Rysunek 2.9. Poréownanie wykreséw y(x), My dla belki 2.2.4, gdy ol = 2.5
oraz x| = 5.

W tym przypadku praktycznie calty srodkowy segment belki pozostaje
prawie plaski, czemu odpowiada niemal zerowa wartos¢ momentu zginajacego.

2.3. Przyklady zadan do samodzielnego rozwigzania
Poda¢ rozwigzanie y(x), ¥(x), Mg(x), T'(x) dla belki poinieskoiiczone]j spoczy-

wajacej na sprezystym podtozu (sztywnosé belki E.J, wspotezynnik odporu
podloza k).

k

a) M P ) M »
(okedd (ol
ly Y

b) P d)




Rozdzial 3

Linie wplywowe

Linie wplywowe to pojecia zaczerpniete wprost z mechaniki budowli [4, 12]
pozwalajace oceni¢ zalezno$¢ pewnych wielkosci przekrojowych, najczesciej sit
wewnetrznych, ale takze przemieszczenia w okreslonym przekroju konstrukeji,
od obciazenia ruchomego. W praktyce inzynierskiej linie wpltywowe znajduja
zastosowanie w konstrukcjach mostowych, estakadach oraz belkach podsuwni-
cowych. Podczas tworzenia linii wptywowych przyjmujemy dwa podstawowe
zalozenia odnosnie charakteru obciazenia dziatajacego na konstrukcje

e jest ono zredukowane do sily skupionej o wartosci jednostkowej, ktorej
kierunek oraz zwrot sa zgodne z kierunkiem oraz zwrotem sity ciazenia
powszechnego,

e ruch obciazenia nastepuje w sposob quasi-statyczny, tzn. nie towarzysza
mu drgania ani dodatkowe obcigzenia pochodzace od sil bezwladnosci.

Mozna podaé przynajmniej dwie definicje linii wptywowe;j

o wedlug pierwszej, wywodzacej sie z mechaniki budowli, przedstawia ona
warto$¢ pewnej wielkosci (sily poprzecznej, momentu zginajacego badz
przemieszczenia) w ustalonym miejscu x, wywotanej dziataniem sity sku-
pionej P o wartoéci jednostkowej przyltozonej w punkcie o zmiennym
polozeniu z,

e wedtug drugiej, pochodzacej z matematyki, stanowi funkcje Greena danej
wielkosci.
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3.1. Linie wplywowe belki swobodnie podpartej

3.1.1. Linia wplywowa momentu zginajacego

Rozpatrzmy belke swobodnie podparta, jak pokazano na rysunku 3.1, ktorej
obciazenie stanowi sita skupiona P = 1 zaczepiona w punkcie z. Analize
rozpoczynamy od zapisania oraz rozwiazania rownan rownowagi

l—x

l (3.1)

(y) —Ri+P—-—Ry=0 — Ri=P—-—Ry=1-"

(0) P — Ryl =0 - R2:P§:1.§.

| ¢
AN oIL AN
Rl,]:_i—)| TRZ
Xo. 1 !
yA
Lxg(l =)/l Me

Rysunek 3.1. Linia wplywowa momentu zginajacego dla belki swobodnie pod-
partej.

Nastepnie, aby okresli¢ réwnania linii wplywowej momentu zginajacego
w przekroju a — «a, nalezy rozpatrze¢ dwa przypadki

e gdy sita P = 1 znajduje sie po lewej stronie przekroju oo — v

] —
My(zo;2) = Rizg —1- (2 —2) =1 lx—l-(aja—x)
. (3.2)

—1-
l )

gdy 0<z <z,

e gdy sita P = 1 znajduje sie po prawej stronie przekroju o — «
x

[ —
My (zo;7) = Rize = 1- Txaa gdy o <z <l (3.3)

Oba wzory na moment zginajacy w przekroju o — « sa funkcjami dwoch ar-
gumentéw x, oraz x i reprezentuja linie proste przecinajace sie dla wspolnej
wartosci 1 -z, (l — x4)/1.
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3.1.2. Linia wplywowa przemieszczenia

Okreslenie linii wptywowej przemieszczenia jest trudniejszym zadaniem, bo-
wiem wymaga rozwiazania réwnania rézniczkowego linii ugiecia belki. W celu
uproszczenia rachunkéw przytoczono ponizej metode Maxwella-—Mohra, ktora
pomimo charakteryzujacych ja trikow okazuje sie bardzo skutecznym narze-
dziem w przypadku wystepowania jedynie obciazen sitami skupionymi, ktérym
odpowiadaja wykresy momentu zginajacego o ksztaltcie trojkata.

Metoda Maxwella—Mohra

W metodzie Maxwella-Mohra wykorzystywane jest matematyczne podobien-
stwo miedzy réwnaniem rézniczkowym ugiecia belki oraz twierdzeniem Schwed-
lera- Zurawskiego. Przeprowadzmy rownolegle dwukrotne catkowanie odpowie-
dnich réownan rézniczkowych opisujacych oba zagadnienia, pamietajac jednak
o odroznieniu wielkosci wystepujacych w twierdzeniu SchwedleraZurawskiego
symbolem daszka

My(z) M, dT
/"N 9l g g — - _— _
y=9= EJ, da? dx q(=)
M, (x) dM, 4 N
M, — N
y=-J <f ng) d£> dr — My=—[([q(§)dE)de
z
+Ciz + O +Dyz + D>.

Z powyzszych zaleznosci wynika, iz rozwiazania beda identyczne, jesli funkcje
podcalkowe sg rowne, tzn. q(x) = My (x)/EJ,, oraz stale calkowania pozostaja
parami réwne C7 = D1, Cy = Dy. Mozna wowczas rozwazaé dwie belki, dla
ktorych zachodzi odpowiednio$¢ pomiedzy nastepujacymi parami wielko$ci.

Tablica 3.1. Schematy belek rzeczywistej oraz fikcyjnej w metodzie Maxwella—
Mohra.

belka rzeczywista belka fikcyjna
y(x) — odpowiednio§¢ —  M,(x)
y'(z) = V() — odpowiednio$¢ — T'(x)

W celu lepszego wyjasnienia wszystkich trikéw metody, ponizej zaprezentowano
przyktad dotyczacy elementarnej belki wspornikowej — rys. 3.2.

Warto rowniez przypomnieé¢ kolejne kroki procedury wynikajace ze wzoréw (3.4)
oraz tabeli 3.1:
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belka rzeczywista belka fikcyjna
R Gx) = Mx)EL
¥(0)= 0}7 e 0} /}—%x
DENPN =~
Yi0)=0 -, L To=0) W A
L 9 l I R

y y

- [

Rysunek 3.2. Metoda Maxwella—Mohra w zastosowaniu do belki wspornikowe;j.

belka fikcyjna ma taka sama dlugosé jak rzeczywista,

utwierdzeniu belki rzeczywistej odpowiada swobodny koniec belki fik-
cyjnej,

swobodnemu koncowi belki rzeczywistej odpowiada utwierdzenie belki
fikcyjnej,

wykresowi momentu zginajacego podzielonemu przez sztywnosé FJ, dla
belki rzeczywistej odpowiada rozklad obciazenia g(x) dla belki fikcyjnej,

dla trojkatnego rozktadu obcigzenia na belce fikcyjnej obliczamy wypad-
kowa
1 Pl PI?

=557 T g (3.5)

strzalce ugigcia f dla belki rzeczywistej odpowiada moment utwierdzenia
M, dla belki fikcyjnej

2 PI3
gl DRV (3.6)

katowi obrotu ¢ dla belki rzeczywistej odpowiada reakcja R dla belki
fikcyjnej

~ PP
19—R—w—2EJZ.

(3.7)
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Zastosowanie metody Maxwella—_Mohra do obliczenia linii
wplywowych przemieszczenia

Przystepujac do okreslenia rownania linii wplywowej przemieszczenia pionowe-
go belki o schemacie podanym na rysunku 3.1, wykorzystujemy metode Maxwe-
lla—Mohra, zapisujac .

Yo Tas T) = Ma(xodx)' (3~8)

Reakcje belki sa okreslone wzorami (3.1) i wynosza

l_
R, = lx, RQ:% (3.9)

natomiast warto$¢ momentu zginajacego bezposrednio w punkcie przylozenia
sity P =1 jest réwna

My = Ryz = (I - x)% (3.10)
P=1
t
belka rzeczywista == l'y —
T
7
X ES:
[

wykres momentu
zginajacego dla ?
belki rzeczywistej My = xo(l = X))l My=x(I—x)/I

belka fikcyjna

2y W, 1

1

Rysunek 3.3. Pomocniczy schemat do okre§lenia linii wplywowej
przemieszczenia belki.
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Traktujac nastepnie wykres momentu zginajacego jako obcigzenie dla belki
fikcyjnej, mozna obliczyé¢ wartosé reakcji

11 - [ 1 ~ 1 1 l
P L Ry I B _ T e g N2
Ry = ;i 2(l x)l 3 2(l x) 3(l x) BT, GlEJ. [“—(—=z)7] (3.11)

oraz warto$¢ momentu ]\/Za(xa; x), w przypadku gdy sita znajduje sie po prawej
stronie przekroju a — «
— 1 To 1 (I — 2)xq

Mo(2a; ) = Riq — =Muza=2 =
o(Ta;7) = Riza = 5 Moo 3 EJ. GlEJ,

12— (1 —2)*—2%] (3.12)

jest to jednoczesnie prawa galaz linii wpltywowej (3.8). Natomiast lews gataz
mozna tatwo otrzymac, stosujac do wzoru (3.12) zasade wzajemnosci Bettiego—
Maxwella*), ktora sprowadza sie do prostej zamiany argumentéw x < x4, czyli

I —x4)x
Yo (Tos ) = %[[2 — (I = z4)?* — 2%, gdy To < . (3.13)
Przyktadowe przebiegi linii wptywowych zostaly pokazane na rys. 3.4.
0.15
0.1
Yol XasX) 6LET;
0.05

Rysunek 3.4. Linie wplywowe przemieszczenia belki swobodnie podpartej
odpowiadajace roznym wartosciom parametru z, /I.

3.2. Zastosowanie linii wplywowych

Podstawowy problem zwiazany z dzialaniem obciazenia ruchomego dotyczy
oczywiscie wskazania takiego jego polozenia, aby dana wielko$é statyczna
osiagata ekstremalna warto$é¢. Linie wplywowe sa zatem narzedziem doskonale
nadajacym sie do rozwigzania tego zadania.

) Zasada wzajemnosci Bettiego-Maxwella zostanie wyjasniona w jednym z nastepnych
rozdziatow dotyczacych metody sit.



Linie wplywowe 25

W przypadku gdy na belke swobodnie podparta dziata uktad nsit P, ..., P,
sprzezonych (zachowujacych ustalone odstepy) — przyktadowo pociag, wartosé
momentu zginajacego w przekroju o — « jest réwna

n
Ma:P1771+P2772+"'+Pn77n:Z-Pini' (3.14)
=1
R B P P »
a q a
Vi el o
T T N dg ] 7N
M, n Al
“ ‘M M
o ng o

Rysunek 3.5. Zastosowanie linii wptywowych.

Bardzo podobna sytuacja zachodzi, gdy na belke dziala obciazenie odcinkowe
o intensywnosci ¢(z), wtedy otrzymujemy

x+a/2

M, = / 9(€)nede (3.15)

x—a/2

przy czym poniewaz najczestszym rodzajem obciazenia jest obciazenie réwno-

miernie roztozone q(z) = ¢, calka we wzorze (3.15) przyjmuje uproszczona
postac
x+a/2
M, =q / nedé = gA (3.16)
z—a/2

gdzie A oznacza pole powierzchni zaznaczone kolorem zottym na prawym ze
schematéow pokazanych na rys. 3.5. Laczac nastepnie oba omawiane przypadki
oraz dokonujac uogdélnienia dla m niezaleznych obciazen statych, dostajemy

n m
Mo =Y Pmi+ ) qjA;. (3.17)
i=1 j=1

W zastosowaniach nalezy ustawi¢ obciazenie na belce tak, aby moment zgina-
jacy M, przyjmowal najwieksza wartos¢, w tym celu pomocne sa nastepujace
zasady:
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e ciezar wlasny dziata na calg linie wplywowa,

e najwieksze co do wartosci obcigzenia ruchome, zaréwno typu skupionego,
jak i roztozonego, nalezy ustawié¢ nad najwieksza rzedna linii wptywowej,

e gdy linia wplywowa sktada sie z dwoch gatezi o réznych znakach, ob-
cigzeniami ruchomymi nalezy obciazyé za pierwszym razem wszystkie
dodatnie jej czesci, za$ za drugim razem wszystkie ujemne,

e kryterium rozstrzygajacym o rozmieszczeniu obciazenia jest odpowiednia
wartos¢ momentu zginajacego,

e dla réznych wielkosci oraz przekrojow najbardziej niekorzystne sa za-
zwyczaj rozne polozenia obcigzenia.
3.2.1. Najbardziej niekorzystne polozenie obcigzenia

Rozwazajac uktad sit skupionych ponad linia wplywowa o ksztalcie trojkata,
poszukiwana jest najwicksza wartos¢ momentu zginajacego

) (1
M, = Z Py 4 Z PPy ®) (3.18)
i J

gdzie gorne indeksy (1) oraz (p) odnosza sie do wielkosci zwiazanych z odpowied-
nio lewa badz prawa gatezia linii wptywowej. Dokonujac rézniczkowania (3.18)

1) (p)
dM, ) dog () 475
= P. L P 1
dx ; toda * z]: 7 dx (3.19)
oraz wprowadzajac dodatkowe oznaczenia
(p)
dn(»l) dn;
i = _ 2
e tan 3, e tan -y, (3.20)
dostajemy
dM, D (p)
i :tanﬁzi:Pi —tan'yzj:Pj . (3.21)

Warunkiem osiagniecia maksimum przez moment zginajacy M, jest zatem
zmiana znaku jego pochodnej z plusa na minus. Poniewaz w réwnaniu (3.21)
oba sktadniki po prawej stronie maja stale wartosci, taka sytuacja zachodzi
wylacznie w wypadku, gdy jedna z sil przechodzi z jednej gatezi linii wpltywowej
na druga, czyli znajduje si¢ nad wierzchotkiem linii wptywowej. W konsekwen-
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cji, najniekorzystniejszemu potozeniu uktadu sit skupionych odpowiada znaj-
dowanie si¢ jednej z nich, przyktadowo srodkowej, doktadnie nad wierzchotkiem
linii wptywowej. W przypadku obciazenia belki obciazeniem odcinkowym
o stalej intensywnosci ¢ warunek maksimum momentu zginajacego jest spelnio-
ny, gdy ) = n(p), co jest rownoznaczne najwiekszej wartosci pola A, zazna-
czonego kolorem zo6ttym na rys. 3.6.

P(l) B P(P)

L

1
.ﬁ NS
M,

A nmax Y *

q
L1
a

AN

(

Rysunek 3.6. Schematy najniekorzystniejszego potozenia obciazenia ponad
linia wplywowa momentu zginajacego.

3.3. Przyktady

Wyznaczenie linii wplywowych obu reakcji oraz sity poprzecznej dla belki
omawianej w punkcie 3.1. biezacego rozdzialu przebiega nastepujaco:

e znajac wartosci reakcji — patrz rownania (3.1)
Ri=1-(l—x)/l Ry =1-2/l 0<z<l, (3.22)
mozna tatwo wykresli¢ ich linie wpltywowe — patrz lewy rys. 3.7,

e w celu wyznaczenia linii wptywowej sity poprzecznej T, nalezy rozwazy¢
dwa przypadki:

gdy sita P = 1 znajduje si¢ po lewej stronie przekroju o — v, wtedy

To=—Ry=—1-24/l (3.23)

gdy sita P = 1 znajduje si¢ po prawej stronie przekroju o — o, wtedy

To=Ri=1 (1—x)/l (3.24)

co pozwala naszkicowaé¢ prawy wykres 3.7.
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R I R, [ | ¥ |
1 | _
I n=1(1— )1 —
R, sl -
(l Xot)/l T['l
n=1x/I | . |

Rysunek 3.7. Linie wptywu reakcji oraz sity poprzecznej belki swobodnie pod-
partej.

Rysunek 3.8. Linie wptywowe belki wspornikowej.

Okreslenie linii wptywowej belki wspornikowej pokazanej na rys. 3.8 rozpoczy-
namy od zapisania oraz rozwigzania réwnan réwnowagi

(y) P-R=0 L R—p_]
(;J) —Pl—2)+My=0 — My=P(l—-2)=1-(—-2) (3.25)

zaleznosci (3.25) stanowia poszukiwane linie wplywu reakcji oraz momentu
utwierdzenia. W nastepnej kolejnosci, w celu wyznaczenia linii wplywowych
sity poprzecznej T, oraz momentu zginajacego M,, nalezy rozpatrze¢ dwa
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przypadki, w zaleznosci od tego, gdy sita P = 1 znajduje sie po lewej stronie
przekroju a — « oraz gdy znajduje sie po stronie przeciwnej, otrzymujemy

odpowiednio
{ -1 gdy T € [vaa]
T, =

0 gdy =€ zal]
M. = _1(xa - J}) gdy T e [O,ZCQ] (326)
“ 0 gdy x € [zq,(]

co zostato zilustrowane na rys. 3.8.

3.4. Przyklady zadan do samodzielnego rozwigzania

Wyznaczy¢ linie wptywowe dla belek jak na ponizszym rysunku.

a) P=1
IOL
T:
AN | AN
[ U A s |
| I | I
b) P=1
I(X
M:
AN | AT
[ AN B ]
| I | i
C) le







Rozdzial 4

Transformacja naprezenia
1 odksztalcenia, koto Mohra

Przystepujac do analizy stanu naprezenia badz odksztalcenia, mozna skorzys-
taé z przynajmniej dwoch podejsé. W pierwszym, tradycyjnym rozpatrywana
jest réwnowaga nieskonczenie malego elementu konstrukeji na podstawie row-
nain w postaci pelnej, w przeciwieristwie do drugiego, nowoczedniejszego pode-
jscia, bazujacego na bardziej zaawansowanej notacji wskaznikowej. W niniej-
szym rozdziale zdecydowano sie na prezentacje pierwszego ze sformutowan,
ograniczonego dodatkowo do przypadku ptaskiego, opatrzonego w niektoérych
miejscach komentarzem dotyczacym zapisu macierzowego. Koto Mohra
to klasyczny sposob przedstawienia w sposob graficzny zagadnienn zwigzanych
z transformacja stanu naprezenia badz odksztalcenia.

4.1. Transformacja naprezenia

Ptaski stan naprezenia wystepuje w prostokatnym elemencie nieznacznej gru-
bosci, ktorego krawedzie zorientowane zostaly zgodnie z osiami uktadu wspot-
rzednych x,y, poddanego dzialaniu skladowych naprezenia osiowych o, 0y
oraz stycznych 7.y, Tyz, tak jak pokazano na rys. 4.1. Wymienione skladowe
mozna zgrupowaé w kwadratowej macierzy naprezenia o wymiarze 2 x 2, ktora
dodatkowo charakteryzuje symetria 7, = 7yz

[ Oz Tay ] (4.1)

Tyx Oy

Posta¢ macierzy naprezenia (4.1) dla plaskiego stanu naprezenia stanowi
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zatem szczegblny przypadek, tzw. podmacierz, ogélniejszego trojosiowego
stanu naprezenia
Oxr Txy Taxz
Tyzx Oy Tyz (42)
Tz Tzy Oz

w ktérym pominiete zostaly trzeci wiersz oraz trzecia kolumna.

W celu wyprowadzenia wzoréw transformacyjnych dla macierzy naprezenia
przy obrocie uktadu wspotrzednych o kat ¢ nalezy wzia¢ pod uwage inny
element prostokatny (na rysunku 4.1 wypelniony kolorem zottym) o krawe-
dziach zgodnych z osiami obroconego uktadu wspotrzednych &, 7.

Q
=

X 5;\ n
Tyy 5

-~ X
Ty dx
v o,

Rysunek 4.1. Transformacja ptaskiego stanu naprezenia przez obrot.

WY IV IT VY
Y

Nieskonczenie maly element stuzacy do wyprowadzenia uktadu réwnan réwno-
wagi ma postaé trojkata o dwoch krawedziach zgodnych z osiami x, y oraz trze-
ciej ukosnej, czyli zgodnej z osia 7, badz, ujmujac to jeszcze §cislej, o normal-
nej zgodnej z osig £. Do kolejnych krawedzi elementu tréjkatnego przyltozone
zostaly odpowiednie sktadowe naprezenia. Warunkiem koniecznym réwnowagi
takiego elementu jest oczywiscie spelnienie dwoch réwnan rownowagi dla
rzutéw sit przekrojowych, wzgledem osi uktadu &, .

Réwnanie rownowagi rzutéw wszystkich sit przekrojowych X P na kierunek
& jest nastepujace

—odycosp — oydrsing — 7yydysing — 7yydrcosp+oeds =0 (4.3)
pomnozone obustronnie przez % daje

d dz d dz
_de_i Cosp — oy sin g — Txyd—:Z sin ¢ — Tay g, COSY +0¢=0 (4.4)
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za$ uwzglednienie zaleznosci

prowadzi do postaci

¢ =0y cos? p + oy sin? o + 27 gy Sin @ cos
O

2

(1+ cos® ¢ —sin® p) + %(1 — cos? ¢ + sin? @) + 74, sin 2 (4.6)

z ktorej po pogrupowaniu sktadnikéw przy tych samych funkcjach trygono-
metrycznych otrzymujemy

Or+ 0y Op —

2 + 5 %Y cos 2 + Ty sin 2¢p. (4.7)

o¢ =

W celu otrzymania wzoru okreslajacego sktadows naprezenia o, najprosciej
postuzy¢ sie wzorem (4.7), podstawiajac zamiast kata ¢ kat o+m/2, dostajemy
wowczas

oy = ik —; %y _Tw ; %Y cos 2 — Ty sin 2¢p. (4.8)

Natomiast réwnanie réwnowagi rzutéw sil przekrojowych X P, na kierunek

styczny przyjmuje postaé
odysing — oydx cos ¢ — T4ydy cos ¢ — Ty drsing 4 T¢yds =0 (4.9)

ktora po uporzadkowaniu oraz zastosowaniu funkcji trygonometrycznych pod-
wojonego argumentu daje wzor

Ten = —% sin 2¢ + 7, cos 2¢p. (4.10)

Struktura wzoréow (4.7, 4.8, 4.10) wskazuje, iz wszystkie trzy sktadowe napreze-
nia o¢, 0y, Tey sg liniowymi funkcjami sktadowych naprezenia o, 0y, 74y oraz
odpowiednich funkcji trygonometrycznych podwojonego kata ¢ lub réwnowaz-
nie iloczynami sktadowych naprezenia o, 0y, 74y oraz odpowiednich iloczynow
funkcji trygonometrycznych pojedynczego kata ¢. Taka reguta transforma-
cyjna dowodzi, ze macierz naprezenia (4.1) zachowuje sie w sposéb tensorowy,
czyli jej sktadowe przy obrocie podlegaja zasadzie

O¢ Tep | _ | COSQ sin T Oz Tay cosp sing
Tpe Oy —sing cosy —sing cosgp : ' |
4.11

Tyx Oy
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Z algebry macierzy /tensorow wynika, iz kazdej macierzy naprezenia w postaci
(4.1) odpowiada posta¢ scharakteryzowana przez jej wartosci gtowne, czyli

[%1 0 ] (4.12)

02

zatem w celu ich obliczenia przeprowadzamy klasyczny ciag operacji mate-
matycznych zwiazanych z wyznaczaniem ekstremum funkcji. Rozpoczynamy
od obliczenia pierwszej pochodnej skladowej normalnej naprezenia o¢ wzgle-
dem kata ¢

% - —2% $i 200 + 27 4y 08 200 (4.13)
ktoéra po przyréownaniu do zera daje warunek
—% Sin2¢p + 74y cos 2¢ = 0 (4.14)
ktory na mocy (4.1) jest rownowazny
Ten =0 (4.15)

czyli wartosciom gléwnym naprezenia odpowiadaja zerowe sktadowe styczne.
Rownoczesnie warunek (4.14) pozwala obliczy¢ kat okreslajacy nachylenie skla-
dowej gltéwnej naprezenia wzgledem osi z

2T gy

Y = pg — tan2¢p; = (4.16)

Oz — Oy

wykorzystujac nastepnie znane zwiazki pomiedzy funkcjami trygonometryczny-
mi argumentu 2¢

9 1 Op — Oy
COS ()00 == —
V1 (t820)? \/(Jgg —o0y)? +4r12, (4.17)
4.17
tg2 2
sin 2¢ = 5% = Ty

V1 (tg2¢)? \/(agc —0y)? +412,

wykonujemy podstawienie (4.17) do rownan (4.7) i (4.8), doprowadzajac do
zaleznosci na sktadowe glowne (ekstremalne) naprezenia

Oy +0O Op — O 2
Omax = 01 = % 4 (%) 4 T%y
(4.18)

oy t+o0 op— 0y \ >
x Yy X Y
Omin =02 = —~— — <7> +T%y'

2 2
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Ekstremalne wartosci sktadowych stycznych naprezenia sa wyznaczane w ana-
logiczny sposéb, tzn. poprzez przyréwnanie pierwszej pochodnej sktadowej
stycznej naprezenia T¢, do zera

drey Op —

=2 7Y 08 2 — 274, sin 20 = 0 (4.19)

co sprowadza sie do spelnienia warunku

% co8 20 + Ty sin 2¢p = 0 (4.20)
czyli .
Oy — Oy
tg2p, = — = = —ct 4.21
82¢1 T taon ~ Ctevo (4.21)

zatem kierunki ekstremalnych sktadowych stycznych sa obrocone o kat £45°
wzgledem kierunkéw gtéownych

o1 — 0y T o1 —0
TmaX:Txy\w:%:— 12 2 sin [2 (—5)] = 12 2. (4.22)

4.2. Transformacja odksztalcenia

Macierz odksztalcenia w przypadku ptaskiego stanu przyjmuje nastepujaca
postac

|: Ex '7gcy/2 :| (4.23)
7y$/2 Ey '
zatem w poréwnaniu z macierza naprezenia (4.1) rozni sie jedynie mnoznikiem
0.5 poprzedzajacym sktadowe styczne. Konsekwencja powyzszego podobieristwa
pozostaja wzory okreslajace zaréwno sktadowe odksztalcenia w uktadzie osi
obr6conych

2ty | G ; %Y cos 20 + lvxy sin 2¢p

2
Ex;-Ey B Ex — &y COSQSO_E'nySiHQQO (424)

Yen = —(Ex — €y) 8in 20 + 7, cos 2

652

En:

jak 1 sktadowe gtowne odksztalcenia

sgc—l—sy

€max = €1 =

1\/ —ey)? + W%y
€y + Ey 12 (4.25)
€min = €2 = - 5 - Ey 2+ ’YIZJ
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przy czym obie grupy wzoréw wynikaja odpowiednio z wzorow (4.7, 4.8, 4.10)
badz (4.18) po formalnej zamianie symboli o, — €5, 0y — €, oraz 7, —
Vay/2-

4.3. Kolo Mohra

Na wstepie warto przypomnieé, iz koto Mohra stanowi graficzng interpretacje
stanu naprezenia, w zwiazku z tym zapisanie réwnania jak réwniez reguly jego
kreslenia nalezy poprzedzi¢ ponownym przytoczeniem wzoréw (4.7, 4.8, 4.10)
przeksztatconych do postaci

o¢ — Tz —; Iy _ T2 "9y 08 2¢ + Ty 8in 2¢
oy — w - _ (% COS 20 + Ty SIn 290) (4.26)
Ten = _% Sin 2 + T4y cos 2¢.

W celu eliminacji parametru ¢ w pierwszym kroku kolejne rownania zostaja
podniesione do kwadratu

oat+0y\° Op — O 2
(ag — u) = <u COS 20 + Ty sin2g0>

2 2
9 2
<gn ~ %) _ [_ <% €032+ Tay Sm@)] (4.27)
2
Oy — Oy .
T?n = —% Sin 2 + T4y cos 2¢

Poniewaz dwa pierwsze z rownan (4.27) maja identyczne prawe strony, ko-
rzystne jest wprowadzenie nowych oznaczei o = o¢ = 0y oraz réwnoczesnie
T = T¢y, WOwezas trzy rownania (4.27) mozna zastapi¢ przez nastepujace dwa

Op+0 2 Oy — O 2
<a—%> = <% cos2<p—|—7$ysin2g0>
2

TS = —%Uy Sin 2¢ + T4y COS 2¢

Kolejne operacje matematyczne polegaja kolejno na otwieraniu nawiaséw pra-
wych stron, dodawaniu stronami oraz redukcji sktadnikéw podobnych, ktore
w efekcie prowadza do réwnania

Oz + 0 2 Op — O 2
xr xr
<U St y) g < > y) +72, (4.29)

(4.28)
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jeszcze wyrazniej opisujacego okrag
(0 —0C) + 72 = 2 (4.30)

po wprowadzeniu dodatkowych oznaczeri dla wspoétrzednej srodka 0C = %(agg—i—

. . o Ox—0y19 2 L, . .
oy) oraz promienia 7= ./[=5*]*+72 . Zaréwno skladowe naprezenia

w uktadzie osi x,y, jak i sktadowe gléwne naprezenia uzyskuja jasng interpre-
tacje geometryczng — patrz rys. 4.2

0z = OF = 0C + 7 cos 2¢p

oy =0G =0C — rcos2p

Ty = GE = FD = £7sin 2¢p (4.31)
01 :OA

g2 :O_B

Rysunek 4.2. Koto Mohra stanu naprezenia.

4.4. Przyktady

Przyktad 1

Obliczenie wartosci gtéwnych naprezenia odpowiadajacych stanowi o, = 60
MPa, o, = 0 MPa, 7., = 40 MPa mozna przeprowadzi¢ na przynajmniej dwa
sposoby:

e sposob I — wykorzystujac wzory (4.18) prowadzace do rozwiazania

w postaci

60 + 0 60—-0\* 80
O'max/min—Ti\/<T> + 40 —30i50—{ _90
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e sposob II — korzystajac z kota Mohra — poniewaz o, = 0, zatem 0 = G
(poczatek uktadu zgodny z punktem G)

wspotrzedna érodka 0C = 0.5(60 + 0) = 30

promieti = 1/0C~ + 12, = v/30% + 40% = 50

80

Umax/min:miT:iSO:l:f)O:{ 20

B[ 0
GZ:' 20

(51280

Rysunek 4.3. Koto Mohra stanu naprezenia — przyktad 1.

Przyktad 2

Obliczenie ekstremalnej wartodci sktadowej stycznej naprezenia odpowiada-
jacej stanowi o, = 50 MPa, o, = —50 MPa, 7., = 0 MPa réwniez wykonamy
na dwa sposoby pozwalajace na wzajemng weryfikacje:

e sposob I — stosujac wzor (4.22)

50 — (=50
Tmax — 7( ) =50
2
e sposob II — positkujac sie kotem Mohra — poniewaz o, = —o,, zatem

0 = C (poczatek uktadu zgodny z punktem C, tzn. ze srodkiem kola),
réwnoczesnie 7., = 0, a wigc 0, = 01, 0y = 02, czyli sg skladowymi
gléwnymi naprezenia
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promieri » = 0A = [0B| = 50

Tmax = T = 00.

T
O2 =50

Rysunek 4.4. Koto Mohra stanu naprezenia — przyktad 2.

4.5. Przykltady zadan do samodzielnego rozwigzania

Wykorzystujac wzory transformacyjne oraz konstrukcje kota Mohra, obliczy¢:

a) wartosci glowne naprezenia odpowiadajace stanowi o, = 30 [MPa|, o, =
—30 [MPal, 74, = 40 [MPa),

b) wartosci gtéwne naprezenia odpowiadajace stanowi o, = 40 [MPal|, oy =
—20 [MPal, 74, = 40 [MPa),

c) ekstremalng wartosé¢ skltadowej stycznej naprezenia odpowiadajaca sta-
nowi o, = 50 [MPa|, o, = —10 [MPa], 75, = 40 [MPa),

d) ekstremalna wartos¢ sktadowej stycznej naprezenia odpowiadajaca sta-
nowi o, = 40 [MPa|, o, = —20 [MPal, 75, = 40 [MPa),

e) wartosci gtowne odksztalcenia odpowiadajace stanowi e, = 6 [%], e, =
0 [%], Yoy = 8 [%] (uwaga: do konstrukcji kota Mohra dla sktadowych
odksztalcenia nalezy uwzgledni¢ stosowny mnoznik przed sktadowa sty-

czng 0.57,,, ).






Rozdzial 5

Metoda sit

W tym rozdziale zostanie oméwiona metoda sit stanowiaca jedno z podsta-
wowych narzedzi do obliczania przemieszczeri konstrukcji i rownoczesnie do
rozwigzywania konstrukcji statycznie niewyznaczalnych, czyli takich, gdy liczba
niewiadomych reakcji przewyzsza liczbe réwnan réwnowagi. W stosunku do
metody przemieszczen oraz metody elementéw skoriczonych, metode sit charak-
teryzuja intuicyjno$é oraz prostota sformutowania.

5.1. Uktlad liniowo-sprezysty

Zanim przejdziemy do omawiania podstaw metody sit, wskazane jest przy-
pomnienie podstawowych zalozen oraz pojeé¢ stanowiacych wprowadzenie do
niej. Pierwszym z poje¢ jest uklad liniowo-sprezysty, inaczej zwany ukladem
Clapeyrona, opisany ponizszym réwnaniem

qi = ci1Q1 + cipQ2 + ... + ¢cinQy (5.1)

w ktoérym kolejne symbole oznaczaja:
¢; — uogolnione przemieszczenie (przemieszezenie lub kat obrotu) w miejscu i,
Q@ — uogodlniong site (site lub moment) przylozong w miejscu k,
¢, — wspotezynnik podatnodci.

Na to aby dana konstukcje mozna bylo uznaé¢ za uktad liniowo-sprezysty,
wymagane jest spelnienie przez nig szeregu nastepujacych warunkdow:

e material jest liniowo-sprezysty, czyli podlegajacy prawu Hooke’a,
e uktad pozostaje w rownowadze,

e przemieszczenia sa male,
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e brak tarcia w przegubach.

Nietrudno zauwazy¢, iz przewazajaca wiekszos¢ konstrukeji rozwazanych w wy-
trzymaltosci materiatow badz mechanice konstrukcji spetnia powyzsze warun-
ki. Jedyna trudnoscia moze okazaé sie wylacznie ujecie znanych zaleznosci
pomiedzy obciazeniami a wartoSciami przemieszczenia w terminach uzytych
we wzorze (5.1). W celu wyjasnienia tej prostej zmiany oznaczen wezmy pod
uwage prosty przyktad belki swobodnie podpartej, pokazany na rys. 5.1.

M P
</:N VC B
5. I /A
, 212

Rysunek 5.1. Belka swobodnie podparta jako uklad Clapeyrona.

Wyréznione na rysunku wartoéci ugiecia oraz kata obrotu mozna tatwo uzys-
kaé, rozwiazujac rownanie rozniczkowe linii ugiecia belki, dostajemy wowczas

pP? M2 Pi? M

Je=®Ex T168n VAT T6E7 3B (52)
nastepnie po wprowadzeniu nowych oznaczeri
P= M =Qs fe=a VA = q2
;3 12 12 l (5.3)
— =c =Cl9 ——— =0C] ——— ==¢
wEJ, " 16EJ, P 16EJ. U 3EJ, 7
rownania (5.2) mozna przepisaé jako
@1 = c11Q1 + c12Q2 q2 = c21Q1 + c22Q2 (5.4)

uzyskujac rownoczesnie potwierdzenie, ze rozpatrywana belka stanowi uktad
Clapeyrona.

Nastepnym istotnym pojeciem jest energia sprezysta nagromadzona w ukta-
dzie Clapeyrona. W najogélniejszym przypadku, gdy mamy do czynienia
z uktadem n uogélnionych sit @1, Qs, ..., Q, dziatajacych na uktad n uogol-
nionych przemieszczeni qi,qo, .. ., gn, Wtedy elementarna energia jest réwna

0L = Q10q1 + Q20q2 + ... + Qndgn (55)

natomiast catkowita energia, po wykonaniu operacji catkowania, wynosi odpo-
wiednio

L= %(Qm + Qa2+ ..+ Quay) = % ; Qigi- (5.6)
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5.2. Twierdzenie Castigliana

W biezacym punkcie przytoczony zostanie szkic twierdzenia Castigliana odgry-
wajacego kluczowa role, miedzy innymi podczas obliczania wartosci wspotczyn-
nikéw macierzy podatnosci ¢;; w ukladach liniowo-sprezystych. Rozpoczy-
namy od przepisania rownania Clapeyrona (5.5) do postaci zwiniete;j

n
6= cinQs (5.7)
k=1
analogiczna forme nadajemy wzorowi na energie (5.6)
1 n n 1 n n
IS CO YA EES 3) WA
1= = 1= =

dochodzac do stwierdzenia, iz energia jest jednorodng oraz kwadratowa funkcja
sit uogélnionych. Taka konkluzja pozwala zastosowaé tozsamosé Eulera w sto-
sunku do energii sprezystej

1~ 0L
L=2-% —Q; 5.9
5 Z; 50 (5.9)
ale rownoczesnie ze wzoru (5.6) wynika
1 n
L=3 Z; 3iQi (5.10)
1=

zatem na mocy réwnosci kolejnych wspotczynnikéw obu wielomianéw wystepu-
jacych pod znakami sum dochodzimy do zaleznosci

oL oL

=g ora — =Q;. 5.11
o T o4y
Rownania (5.11) stanowia tres¢ twierdzenia Castigliana, ktore mozna odczy-
tywaé dwojako:

e pochodna czastkowa energii sprezystej L liczona wzgledem uogdlnione;j
sity QQ; jest réwna wartos$ci uogélnionego przemieszczenia ¢,

e pochodna czastkowa energii sprezystej L liczona wzgledem uogélnionego
przemieszczenia ¢; jest rowna wartosci uogoélnionej sity Q;,

przy czym oczywiscie para uog6lniona sita ; — uogdlnione przemieszczenie g;
dotycza wielkosci wystepujacych w tym samym punkcie ¢ oraz dziatajacych na
tym samym kierunku.
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5.3. Enmergia sprezystosci

Wprowadzone w poprzednim punkcie twierdzenie Castigliana wiaze wartosci
uogdlnionego przemieszczenia z wartodcia odpowiadajacej mu sity uogdlnione;j
za pomoca pochodnej energii sprezystej. Wskazane staje sie zatem przypom-
nienie elementarnych wzoréw demonstrujacych sposéb jej obliczania w pod-
stawowych przypadkach wytrzymato$ciowych:

e rozciaganie (Sciskanie)

FEmmn N

Al__

tody Al

Rysunek 5.2. Element rozciagany.

warto$é¢ wydluzenia preta rozcigganego sita normalna N = const, obli-

czona zgodnie z prawem Hooke’a, oraz odpowiednia warto$é energii spre-

zystej wynosza

NI 1 N2
L —

AM=gz — L=3m

(5.12)

uogolnieniem ostatniej zaleznosci na przypadek dziatania sity normalnej,
ktorej wartosé zalezy od wspotrzednej N(z), jest

1 [ N*z)
L= 5/ dz, (5.13)

e skrecanie — warto$¢ kata skrecenia walu poddanego dziataniu momentu
skrecajacego My = const, obliczona zgodnie z prawem Hooke’a, dla skre-
cania wraz z odpowiednia wartodcia energii sprezystej wynosza

Ml 1 M2
= — = =

¢ (5.14)
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Rysunek 5.3. Element skrecany.

uogolnieniem powyzszych zalezno$ci na przypadek dziatania momentu
skrecajacego zaleznego od wspotrzednej M(x) jest nastepujaca formuta

I
1 [ M (2)

2 GJy
0

dz, (5.15)

e zginanie — wartos$¢ kata obrotu belki poddanej dziataniu momentu zgina-
jacego M, = const, obliczona zgodnie z teorig Bernoullego, oraz odpowie-
dnia wartos¢ energii sprezystej sa réwne

Rysunek 5.4. Element zginany.

= —_—> = —
o EJ, 2EJ,

2
L_ My L= L Mgt (5.16)

uogdlnienie tej zaleznosci na przypadek dziatlania momentu zginajacego
zaleznego od wspotrzednej M (x) wyglada nastepujaco

l

1 [ M(z)

= Z . 1

2/ = (5.17)
0
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5.4. Metoda superpozycji w zagadnieniach
hiperstatycznych

Jedna z najbardziej naturalnych drog do wprowadzenia metody sit prowadzi
przez graficzng interpretacje metody superpozycji zastosowanej do rozwigza-
nia uktadu hiperstatycznego.

Tablica 5.1. Metoda superpozycji.

L =
|7

@/’W reakcje nadliczbowe: Ro, My, Ms
,EZA R3T

— N N

obciazenie zewngtrzne (PO)

uktad podstawowy (belka wolno

Ths——L 5, podparta)

y T
4
P
YANKIWA 1, [SYPIZAN
24 34
£ liczba uktadéw  uzupekliajacych
P e =  stopniowi  hiperstatycznosci
VAN 7} AN 9
9, R, \;}&2 h=r—-2=3
5
m>
= 95 bs 93s 3

Rozwazajac przyktadowo belke pokazang w tab. 5.1, kierujemy sie nastepuja-
cym algorytmem:

e szacujemy stopien hiperstatycznosci h = 3,
e wybieramy nadliczbowe hiperstatyczne w liczbie 3, np. Rs, My, M5, tak

aby otrzymaé belke o schemacie statycznie wyznaczalnym stanowiaca
réwnoczesnie tzw. uktad podstawowy,

e do uktadu podstawowego przykladamy obciazenia zewnetrzne Py, tzn.
wszystkie sity skupione P;, P, oraz obciazenie roztozone q, lecz bez
udziatu nadliczbowych hiperstatycznych,

e wskazujemy ukltady uzupelniajace w liczbie 3, odpowiadajace kolejnym
nadliczbowym hiperstatycznym,
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e wykorzystujac zasade superpozycji, zapisujemy uktad réwnan dla niewia-
domych reakcji nadliczbowych

Y0 + V14 + 912 + 015 =0
f20 + foa + foo + fo5 =0 (5.18)
U39 + V31 + U320 + U35 = 0.

5.5. Uklad réwnan kanonicznych metody sit

Uktad rownan (5.18) otrzymany w wyniku zastosowania metody superpozy-
cji stanowi prototyp tzw. ukladu réwnan kanonicznych metody sit, w celu
otrzymania ktérego wprowadzamy nowe oznaczenia

Y10 =A10 V14 =011 X7 V2 = 012X V5 = 013X3
fo0 = A2  fos4 =01 X1  for = 022X fo5 = 023X3

5.19
30 = Azo V31 =031 X1 V32 = 032X3 VU35 = 033X3 (5.19)
M4:X1 RQZXQ M5:.1‘3
by moc zapisa¢ uktad rownan w standardowej postaci macierzowej
011 012 d13 X1 A1
d21 022 23 Xo |+ ] Ay | =0 (5.20)
d31 032 033 X3 Asp
lub stosujac jeszcze ogodlniejszy zapis wskaznikowy w postaci
(Sinj +Aip=0 (5.21)

gdzie kolejne indeksy wskazuja odpowiednio ¢ — miejsce, badz j — uogdlniona
site.

W najogolniejszym przypadku uktad kanoniczny metody sit (5.21) jest
uktadem n réwnan wigzacym n niewiadomych hiperstatycznych za pomoca
n(n+1)/2 wspotezynnikéw podatnosci d;; oraz n wspotezynnikow podatnosci
Ao, zachodzi wiec potrzeba wskazania skutecznej metody obliczania takich
wspotczynnikéw. Bardzo pomocna okazuje sie w tym wypadku metoda bazu-
jaca na twierdzeniu Castigliana, w ktorej podstawowa role spelnia energia
sprezystosci

1 N%@d_+1 A@@um+1/A@@)

L=- ETARLREEE (5.22)

2] "EA T2 ) TG, 2
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W przypadku ukladow, w ktorych dominuje zginanie (belki, ramy), funkcje
podcatkows, czyli moment zginajacy daje sie zapisa¢ w formie sumy

Mg(x) = Mgl(l‘) + Mgg(x) +...+ ng(x) (523)
lub w réwnowaznej postaci
My (2) = mi(2) X1 +ma(2)Xo + ...+ mj(2)X; (5.24)

gdzie mj(z) oznacza moment zginajacy od obciazenia jednostkowego. Pod-
stawienie formuly na moment zginajacy (5.24) do wzoru definiujacego energie
sprezystosci (5.22), a nastepnie zastosowanie twierdzenia Castigliana (5.11)
daje warto$é przemieszczenia uogodlnionego

OL 0 [m1(2) Xy + ma(z) X2 + ... + mj(z)X;]?
;= = d 5.25
“=9x, T ox / 2EJ. z  (5.2)
poniewaz réwnoczesnie zachodzi relacja
8Mg2(:v)

zatem rownanie (5.25) mozna zapisa¢ w postaci

o m;imy mgn;
% =X1 ionA dz + Xo EJ A4 X / dx (5.27)
57;1 51’2

zawierajacej w jawny sposob wyrdznione catki odpowiadajace kolejnym wspot-
czynnikom podatnosci d;;. Ogoélne wzory dla wszystkich wspotczynnikéw po-
datnosci sa nastepujace

5ij :/%zj(x)dx Aio :/%ﬁfg(l‘)dl‘ (5.28)

warto zatem w tym miejscu odwotac si¢ do matematycznej reguty niezaleznosci
wartodci catki od porzadku funkcji tworzacych iloczyn podcatkowy, z postaci
wzoru (5.281) wynika w sposob natychmiastowy symetria wspotczynnikow
macierzy podatnoéci d;; = 0j;, co stanowi zarazem tres¢ zasady Bettiego—
Maxwella, wspomnianej w punkcie 3.1.2.

Na zakonczenie warto oméwié metode geometrycznego catkowania iloczynu
dwoch funkcji, zwiazang kazdorazowo z obliczaniem warto$ci wspotczynnikow
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podatnosci, a zaczerpnieta wprost z mechaniki budowli. Prototypem takiej
operacji jest ponizszy schemat

/f d.?? = Al g = A2 f (5.29)

w ktorym jedna z funkcji podcatkowych musi byé liniowa, A; oznacza pole
powierzchni pod jedna z funkcji, np. f(z), natomiast g jest rzedna pod srod-
kiem ciezkosci na wykresie drugiej funkcji, np. g(x).

Rysunek 5.5. Schemat catkowania geometrycznego.

W celu utatwienia czytelnikowi postugiwania sie reguta (5.29) w tab. 5.2 po-
dano typowe wykresy przebiegu momentu zginajacego wraz z zaznaczeniem
wielkosci pol powierzchni oraz polozenia srodkéow ciezkosci. Zarazem w formie
komentarza: prosze o zwrdcenie szczegdlnej uwagi na przypadek wykresu mo-
mentu zginajacego w ksztalcie paraboli, w ktéorym wierzchotek paraboli musi
wypadaé¢ dokladnie w jednym z narozy prostokata opisujacego wykres.

Tablica 5.2. Typowe wykresy momentu zginajacego.
hl — A=hl

12 ‘ 12 |

hl

2
Ay = Shl — ‘ — =g
3

«—— wierzchotek paraboli
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5.6. Przyklady

5.6.1. Belka na trzech podporach

Szczegdtowy schemat rozwiazania belki na trzech podporach zademonstrowano
w tab. 5.3.

Tablica 5.3. Belka na trzech podporach.
w=ql

4
r 2 r p AR
iRl |R2 R3|

y

N 11 T71 reakcje uktadu podstawowego
2 ! §  Ri=R =7

3 Rl T

AMg(x) A p2lasl 1 sl

. 3
T 7 _olit2t 1 1
1/2 Tl 124 22434 FEJ] 48EJ
5 A
v'”‘x’ rozwigzanie By = X = —= = gql

— /4

Wynikowa posta¢ wykresu momentu zginajacego mozna uzyskaé¢ przynajmniej
na dwa sposoby:

e na drodze superpozycji wykreséw momentu zginajacego dla uktadu pod-
stawowego M, () oraz uzupelniajacego wymnozonego przez warto$¢ nad-
liczbowej hiperstatycznej m(x)X — patrz rys. 5.6,

e poprzez przejscie tradycyjnej $ciezki obliczeniowej, tzn. rozpoczynajac
od wartosci reakcji
1 1 5 3ql

Ri=R3=—-(w—Ray)==|qgl—=ql) =— 5.30

1 3 2( 2) 9 (q 8q > 16 ( )

wynikajacych bezposrednio z symetrii uktadu oraz warunku réwnowagi

rzutéw wszystkich sit na o§ y, by nastepnie zapisa¢ wzér na przebieg
zmiennosci momentu zginajacego

qz? 3 qx?
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obowiazujacy dla x € [0,1/2], w przedziale {/2 < z < [ odpowiedni
wykres bedzie stanowi¢ oczywiscie zwierciadlane odbicie.

W analogiczny sposob postepujemy w przypadku szkicowania wykresu sity
poprzecznej, pokazanego na rys. 5.6, ktéry réwnoczesnie musi stanowié¢ wykres
pochodnej w stosunku do wykresu momentu zginajacego.

9g1%512
AA.-.n

4

AMg(x)

—ql’/32

341/16 % 5q1/16
-

— 5¢ql/16 —3ql/16

Rysunek 5.6. Zbiorcze wykresy momentu zginajacego oraz sily poprzecznej
dla belki na trzech podporach.

5.6.2. Rama statycznie niewyznaczalna

W celu przesledzenia metodyki rozwiazania ramy za pomoca metody sit rozwaz-
my konstrukcje jak na ponizszym rysunku.

—L—

q

:EIIDIB@

;;;/

Rysunek 5.7. Rama dwukrotnie hiperstatyczna.

Poniewaz mamy do czynienia z rama dwukrotnie statycznie niewyznaczalna,
uznanie dwoch reakcji podporowych za nadliczbowe hiperstatyczne prowadzi
do uktadu podstawowego oraz dwoch uktadéw uzupetliajacych o nastepuja-
cych schematach.
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Rysunek 5.8. Uklad podstawowy oraz uzupelniajace dla ramy dwukrotnie
hiperstatycznej.

Obliczajac wartosci kolejnych wspoétczynnikdéw macierzy podatnosci

1. 21 1 3 1 1 3
S = =1-1= = S19 =801 = =1-1-1 =
W=ot s By, " 3pyg TR T EJ.  2FE.J.
1. 21 1 1 473
Sog = =1 - 1= 1-1-1 = 5.32
279V "SR * EJ., 3EJ, 532
1q¢? 31 1 ql* 1¢l? 1 ql*
Ay =—551— = Tor7 20=—5751" = -
32 4EJ, S8E.J, 32 EJ, 6E.J,
mozna zapisaé¢ uktad réwnani metody sit w postaci
13 3 ql4
X — X, — 0
sEL Y T3EL? TREL
(5.33)
3 413 4
X1 + 2 — a
2F.J, 3EJ, 6E.J,
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lub po uproszczeniu stalego mnoznika [3/E.J, w réwnowaznej formie

1 1 ql
SXi 4-Xy =—
g1 Tt =g
(5.34)
1 4 ql
-X —Xo = —.
gt T3 =
Rozwiazanie uzyskane za pomoca wyznacznikow przebiega nastepujaco
w3 2|4 17
T 1/2 4/3 19 4 36
a8 12| gt gl gl
i _‘ qgl/6 4/3 | 6 12 12 (5.35)
W | /3 a8 _d _d __ d
271 1/2 ql/6 | 18 16 144
a zatem
[ l l l
x, =M a6 sdl o We  al 36 a4

w127 T W 144 7 28

Zbiorcze wykresy momentu zginajacego, silty poprzecznej oraz sity normal-
nej najszybciej mozna otrzymaé, dokonujac superpozycji kolejnych wielkosci
z ukladu podstawowego oraz obu uktadéw uzupelniajacych przemnozonych
przez odpowiednie warto$ci X;, tak jak zostalo to zaprezentowane w poprzed-
nim przykladzie dotyczacym belki na trzech podporach.

3ql

Rysunek 5.9. Zbiorcze wykresy My, T, N dla ramy dwukrotnie hiperstatyczne;j.

5.6.3. Kratownica statycznie niewyznaczalna

Kratownica statycznie niewyznaczalna stanowi konstrukcje szczegélnie predys-
tynowana do rozwiazywania metoda sil, gdyz kazdy jej pret podlega dziataniu
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statej co do wartosci sity poosiowej, co w konsekwencji pozwala zastapi¢ cal-
kowanie geometryczne zwyklym mnozeniem

n

" nng n; IV;
S1=> =l A=) ——1 (5.37)
= EA i=1 BA;

Jako przyktad rozwazmy kratownice hiperstatyczna pokazana po lewej stronie
rys. 5.10, ktéra odréznia od kratownicy rozwiazanej w punkcie 1.1 obecnosé
dodatkowego preta o numerze 6.

Rysunek 5.10. Kratownica hiperstatyczna wraz z uktadami podstawowym oraz
uzupelniajgcym.

Traktujac site w precie 6 jako nadliczbowsa hiperstatyczna, otrzymujemy uktad
podstawowy pokazany w srodkowej czesci rys. 5.11, identyczny pod wzgledem
schematu z rys. 1.1, za$ pod wzgledem rozwiazania z rys. 1.2, pozostaje za-
tem do rozwiazania rozklad sit w uktadzie uzupelniajacym, ktorego schemat
pokazano po prawej stronie rys. 5.10. Nietrudno zauwazy¢, iz uktad uzupet-
niajacy jest samozrownowazony, tzn. towarzysza mu zerowe reakcje h = r; =
ro = 0, natomiast wartosci sit w pretach obliczamy, stosujac znana juz metode
rownowazenia kolejnych weztow kratownicy

Y
)
ny ne=1
tm
h=0 1y
—> —X
=0 (5.38)
2 2
(z) _h+n2+n67:0 — 77,2:—%
V2
(y) r1+n1+n67:0 - =
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przechodzac do nastepnego wezta, mamy

Y
1 ny
—> —x
: n3
) (5.39)
2 2
() n4+n3§: — n4:—§
2
(y) —nl—nggzo — nz=1
natomiast wartosé¢ sity ns = —/2/2 wynika wprost z warunkéw podwojnej

symetrii uktadu sit wzgledem obu krzyzulcy. Rozklady sit w poszczegdlnych
pretach odpowiadajace uktadom podstawowemu oraz uzupelniajacemu zostaly
pokazane na ponizszym rysunku.

G Y,

—1/2

-DP,

— 12 -2

Rysunek 5.11. Rozklad sit w uktadach podstawowym oraz uzupeiiajacym

kratownicy.

Obliczenia warto$ci wspolczynnikow podatnosci mozna przeprowadzi¢ w kon-
wencjonalny sposéb

5o g il AP 212V 2AE+ 1)

= EA EA EA (5.40)
A i niNili _ 2P(—Y2)l + 1(—V2P)V/2 _ P(V2+2)

= EA EA EA

badz bardziej wygodny — tabelaryczny.
Rozwigzaniem uktadu (5.40) jest wartos¢ nadliczbowej hiperstatycznej
A V2

Ne=X—=-2-Y°p 41
6 5 5 (5.41)

ktora nastepnie wymnozona przez n; oraz zsumowana z [N; daje wynikowa
wartod$é sily normalnej w i-tym precie kratownicy.
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Przyktady zadan do samodzielnego rozwiazania

Tablica 5.4. Wartodci sit w kolejnych pretach kratownicy.

il ol N; n; (ni)%l;/EA | n;N;l;JEA | N; +n; X
1] 1 0 —V2/2 | 1/2EA 0 —P/2
2 1 P —V2/2 | 1/2EA | —/2Pl/2EA P/2
3| V20| —v2P 1 V2PI/EA | —2PI/EA | —/2P/2
40 1 P | —V2/2| 1/2EA | —\V2PI/2EA P/2
51 1 0 —V2/2 | 1/2EA 0 —P/2
6| V2| — 1 V2PI/EA — V2P/2

2V2+ 1)1 (V2+2)Pl
2 EA  EA
=5 =A
5.7.

Rozwiaza¢ belke metody sit — naszkicowa¢ wykresy T', M.

Przyklady zadan do samodzielnego rozwigzania

P
a), q b), ), M
/ 't —£
! i 2oy 2 2y 2
f——"— \ 1 1 \ K 1
d) 4 P 4
Y e, 4 Dy
) Yty VAT,
! R 1R R T
f— \ 7 1 [ g \
Rozwiaza¢ kratownice metoda sit — podaé tabele wartosci IV;.
a P P b) P
) P P P P
[
% l P i 1 Z P e
I A I— [ >|l [ :J‘
c) P. P
/
P y

(N I Py 7




Rozdzial 6

Metoda przemieszczen

Metoda przemieszczen stanowi, z jednej strony alternatywne w stosunku do
metody sit, narzedzie stuzace do rozwiazywania ukltadéw charakteryzujacych
sie wysokim stopniem hiperstatycznosci (h > 3), a réwnoczesnie doskonale
nadaje sie do roli pogladowego wstepu do metody elementéw skoriczonych.

W metodzie przemieszczen niewiadomymi sa uogélnione przemieszczenia
wewnetrznych wezléw konstrukeji, a ich liczba okrela tzw. stopien geome-
trycznej niewyznaczalnosci. Uklad réownan kanonicznych metody przemiesz-
czen przyjmuje zatem nastepujaca postac

(5;]-1%' +Q;=0 (6.1)

gdzie: (5;»1 — macierz sztywnosci (odwrotna do macierzy podatnosci), ¢; — wek-
tor niewiadomych przemieszczen uogoélnionych, @QQ; — wektor sit uogélnionych.

Metoda przemieszczen jest optacalna w zastosowaniu wszedzie tam, gdzie
stopiert geometrycznej niewyznaczalnosci przewyzsza stopieni statycznej niewy-
znaczalnosci. Najlepiej oceni¢ korzysci ptynace ze stosowania metody przemie-
szczen na przykladzie konkretnej konstrukeji, w tym przypadku ramy niewy-
znaczalnej pokazanej na rys. 6.1. Z punktu widzenia metody sit przedstawiona
rame okresla stopien statycznej niewyznaczalnodci h = 6, natomiast z punktu
widzenia metody przemieszczeri mamy do czynienia z rama o stopniu geome-
trycznej niewyznaczalnosci ¢ = 1 (nieznany kat obrotu ). To proste porow-
nanie stopni niewyznaczalnosci, a réwnoczesnie liczby rownan do rozwiazania,
dobitnie wskazuje na przewage stosowania metody przemieszczen nad metoda
sit.
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Rysunek 6.1. Przyklad ramy — poréwnanie stopni statycznej oraz geome-
trycznej niewyznaczalnodci.

6.1. Wzory metody przemieszczen

Na wstepie wypada wyraznie zaznaczy¢, iz w najczesciej prezentowanym
wariancie metody przemieszczen, czyli takim, jaki stosowany jest do rozwiazy-
wania ram badz belek, przyjmowane jest znane z metody sil zatozenie o pomi-
janiu wptywu sit normalnych na deformacje gietng elementéw belkowych. Po-
traktowanie pretéow jako elementéw niescisliwych znakomicie redukuje liczbe
niewiadomych uogélnionych przemieszczen. Réwnoczesnie nalezy zaznaczy¢,
iz stosowanie metody przemieszczenn do rozwiazywania pewnych klas uktadow
kratowych badZz kratowo-ramowych, a zatem konstrukcji wymagajacych
uwzglednienia wplywu sil normalnych na deformacje, jest ograniczone
niewielka liczba pretow oraz weztow w kratownicach badZ nielicznymi pretami
przenoszacymi jedynie sity podtuzne (Sciagi, wahacze) w ukladach kratowo-
-ramowych.

6.1.1. Uklad belkowo-ramowy

W celu wyprowadzenia wzoréw metody przemieszczen, czyli zapisania kolej-
nych réwnan uktadu (6.1), rozpoczynamy od operacji dwukrotnego rézniczko-
wania rownania rézniczkowego linii ugiecia belki

d2

— (6.2)

EJy" = — Mg ()
do prawej strony ktorego stosujemy twierdzenie Schwedlera-Zurawskiego, dosta-
jac

(EJ.y")" = =M (x) = q(). (6.3)
Jesli sztwynosé zginania elementu belkowego jest stata E.J, = const, to catka
og6lna réwnania jednorodnego y¥) = 0 odpowiadajacego réwnaniu (6.3) jest
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wielomian trzeciego stopnia jak ponizej

y = C1 4+ Cox + Cza? + Cyz®

A4
Yy =Cy+Csx+Cy (6.4)

zawierajacy 4 state calkowania wymagajace jednoznacznego okreslenia na pod-
stawie odpowiednich warunkéw brzegowych. Jako pierwszy wezmy pod uwage
schemat preta sprezyscie zamocowanego pomiedzy dwoma weztami — patrz
rys. 6.2.

(ol LN
[
AN VA,

Rysunek 6.2. Schemat preta sprezyscie zamocowanego pomiedzy dwoma
weztami — warunki brzegowe.

Takiemu przypadkowi odpowiada nastepujacy komplet warunkéw brzegowych

dla z=0 y=4A;, ¢y =19

dla z=1 y=A4A, ¢y =9, (6.5)

ktory po wprowadzeniu zaleznosci (6.4) sprowadza sie do uktadu 4 réwnari na
4 niewiadome state caltkowania
A, =C
v; = Cy
A=A+ 91+ C3l2 + C4l3
Y = + 2050 + 304l2.

(6.6)

Z formatu uktadu réwnan (6.6) wyraznie wynika, ze wartosci dwoch pierwszych
statych calkowania sg juz znane, za§ dwa ostatnie rownania tworza uktad ma-
jacy rozwiazanie otrzymywane na drodze eliminacji

Ap—Ai—00=Csl> + Cul3 |(=2)
D — U; = 2051 + 3C412

9; + 0 A;— A (6.7)
_ ; kg k

3
_2?92+19k —|—3£k —A;
l IC
Wartosci momentu zginajacego oraz sity poprzecznej sa okreslone znanymi
zalezno$ciami

Cy

Cs =

Mg = —EJzy// = —EJZ(QCP, + 604.1‘)

T =—EJy" = —EJ.6C, (6.8)
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zatem po wstawieniu wartosci statych C5, Cy dostajemy

2 4 A _Ai i AZ‘—A
M, =—EJ, -2 v ;“9’“+6 kl2 +6” ;ﬂkx—l—mTkx)
. o (6.9)
T—_EJ, <6Q92 ;ﬁ’“ 4122 . A’“) .

Wzory robocze metody przemieszezeri*) wynikaja wprost z podstawienia 2 = 0
badz x = [ do ogolnych zaleznosci (6.9)

2EJ, 6EJ,

M, = Mg(x =0) = ; (29; + V) + 2 (A; — Ag)
2EJ, 6E.J
My_i=—My(z=1)= z (Vi + 20%) + l—QZ(Ai — Ag) (6.10)
6L, 12EJ,
Tivp =Th—i = —Z—Q(?% +Jx) — T(Ai — Ay)

nalezy w tym miejscu zwrocié szczegbdlng uwage na odwrdcenie znaku przy
My._,; z uwagi na obowigzywanie innej konwencji dodatnich zwrotéw momen-
tow zginajacych. Warto réwniez przedstawié graficzng interpretacje wzorow
(6.10). Wystepowanie znakéw plus w zaleznosciach definiujacych wartosci
przyweztowych momentéw zginajacych wskazuje na ich zgodnosé pod wzgle-
dem zwrotu ze zwrotem katéow obrotu. Z kolei zwroty przyweztowych sit
poprzecznych wynikaja bezposrednio z twierdzenia SchwedleraZurawskiego.

M, M,.;
(i~ N
N
Tt VI

Rysunek 6.3. Zwroty uogélnionych sit przyweztowych dla preta obustronnie
Zamocowanego sprezyscie.

Innym przypadkiem wymagajacym osobnego omoéwienia jest pret o sche-
macie pokazanym na rys. 6.4, czyli o jednym wezZle sprezyscie zamocowanym,
podczas gdy drugi wezel pozostaje przegubowo podparty, wowczas komplet

*)Zaproponowany ponizej zapis M;_.; oznacza warto$¢ momentu zginajacego zaczepio-
nego w wezle i przypadajacego na pret rozciagajacy sie w kierunku wezta k. Zostal on
wprowadzony z uwagi na bardzo czesty dla konstrukcji ramowych przypadek zbiegania sie
w jednym wezle wielu pretoéw, a réwnocze$nie w celu unikniecia zapisu dwuwskaznikowego,
ktory moglby wprowadzaé w blad czytelnika odnosnie co do macierzowego charakteru oma-
wianej wielkosci.
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9.

o
Aiv‘;}?&{

9.
Ai\L_H@Ak

Rysunek 6.4. Schemat preta jednym koncem przegubowo podpartego —
warunki brzegowe.

warunkow brzegowych przyjmuje nastepujaca forme

dla z=0 y=4;, ¢y =19

dla z=1 y=4A, y'=0 (6.11)

za$ po wprowadzeniu zaleznosci (6.4) daje uklad 4 réwnan na 4 stale catkowa-
nia

A, =0

¥ = Cy

Ap = A + 9 + Cl2 + O3 (6.12)
0 =205+ 6CYl.

Analogicznie jak w poprzednim przypadku, wartosci dwoch pierwszych statych
calkowania sa juz znane, natomiast dwa pozostalte réwnania tworza uklad ma-
jacy rozwiazanie tatwe do uzyskania na drodze eliminacji

Ap— D=9l =C3+ Oyl |(=2)

0 =2C5 + 6CYl
_ Vi A By (6.13)
Ciz=opt =g
Y, A — A

Po wstawieniu wartosci statych Cs, Cy do (6.8) otrzymujemy
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w rezultacie wzory robocze na wartosci momentu zginajacego oraz sity poprze-
cznej uzyskujemy przez podstawienie x = 0 badZz x = [ do ogélnych zaleznosci
(6.14)
3EJ, 3EJ
M;_ . = Mg(l‘ = O) = 2191' + 2 = (Al — Ak)
My_i=—My(x=1)=0 (6.15)
3EJ. 3EJ

B “9; — B (A — Ayp).
Tak jak poprzednio, graficzna interpretacja wzoréw (6.15) wskazuje na zgod-
nosé zwrotéw przyweztowych momentéw zginajacych ze zwrotem katéw obrotu,
podczas gdy zwroty przywezlowych sit poprzecznych wynikaja bezposrednio
z twierdzenia Schwedlera—Zurawskiego.

m

i
A
T VI,

T%—»k = Tk—»z = -

)
A%

Rysunek 6.5. Zwroty uogélnionych sil przywezlowych dla preta jednym
koricem przegubowo podpartego.

Na zakonczenie warto przypomnieé¢, iz podane zaleznosci (6.10) i (6.15)
stanowia jedynie calki szczegolne rownania jednorodnego (6.3), a zatem wyma-
gaja uzupekienia o cztony bedace catkami szczegbdlnymi réwnania niejednorod-
nego, tzn. dodatkowymi sktadnikami M? ,, MP . TP , oraz T ,. Mecha-
nicznej interpretacji tych wielkosci mozna tatwo sie domysli¢ na podstawie ana-
lizowanych szczegdtowo schematéw. Poniewaz na potrzeby metody przemiesz-
czen wyrdznione zostaly dwa typy pretéw statycznie niewyznaczalnych, za-

tem wartosci rozpatrywanych momentow Mioﬂk, M,?Hi odpowiadaja wprost

wartodciom momentéw utwierdzenia, zas wartosci sit poprzecznych Tio_)k oraz
0 . . . . .. . . . . L.
T, sa odpowiednikami reakcji — pamigtajac jednak caly czas o koniecznosci

zmiany znaku momentu zginajacego zaczepionego w wezle k. W ten sposéb
mozna uznaé¢ metode sit za wstep do metody przemieszczen, poniewaz dostar-
cza ona wartosci reakcji, jak réwniez momentéw utwierdzenia wystepujacych
w pretach hiperstatycznych. W celu utatwienia czytelnikowi postugiwania sie
metoda przemieszczen w tabeli zamieszczonej na koricu obecnego rozdziatu
zostaly zebrane najczesciej spotykane przypadki obcigzenia belek.

6.1.2. Uklad kratowy

Wzory metody przemieszczen wiazace wydhuzenie elementu spowodowane dzia-
taniem sity okazuja sie wyjatkowo proste w przypadku preta kratownicy, dla
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ktorego prawo Hooke’a wzbogacone o efekt termiczny przyjmuje forme

. N;l;

Al; =
EA,

+ al; Ab; (6.16)

gdzie: « jest wspolczynnikiem rozszerzalnosci termicznej, zas A0; = t; — tg
oznacza rownomierng zmian¢ temperatury wzgledem temperatury odniesienia
(zazwyczaj temperatury pokojowej) to. Rownoczesnie wydluzenie elementu
(6.16) daje sie tatwo wyrazi¢ poprzez sktadowe przemieszczenia weztow kra-
townicy

Al = (u — u;) cos B; + (Vi — v;) cos ;. (6.17)
Obliczenie wartosci sity podtuznej z (6.16) przy jednoczesnej redukeji wydtuze-

nia elementu zaleznoscia (6.17) daje poszukiwane réwnanie transformacyjne
dla preta kratownicy

EA;

i

[(ur — i) cos B; + (Vi — v;) cos ¢;] — EA;aAG;. (6.18)

Rysunek 6.6. Schemat przemieszczenia preta kratownicy.

6.2. Przyklady

6.2.1. Rama o wezlach nieprzesuwnych

Poniewaz ramy o weztach nieprzesuwnych stanowia uktady, w ktérych w sposéb
najbardziej dobitny ujawniaja si¢ korzysci plynace z zastosowania metody
przemieszczerni, rozpatrzmy na poczatek rame dwukrotnie geometrycznie niewy-
znaczalng (nieznane katy obrotu 91, 19), jak pokazano na rys. 6.7.

Uktad réwnan rownowagi dla wewnetrznych weztow o numerach 1 oraz 2 jest

nastepujacy

My 1+ My g+ My .5 =0
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M, -2

Rysunek 6.7. Rama o weztach nieprzesuwnych dwukrotnie geometrycznie
niewyznaczalna.

natomiast wystepujace w nim wartosci momentéw przyweztowych to kolejno

3EJ.0 E2J,
M3 = ; L Moo= —ql?/12+ (201 + 02)
M?ﬂ?
2E2.J,
Moy = gl /12 + =" (1 + 205) (6.20)
Mg—»l
2EJ, EJ.
My_y = ] 209 My_5 =3 151 .

Uktad réwnan metody przemieszczen

3EJ, SEJ, 4E.J, ql?
'19 .
< T ) D 12

4EJ, S8EJ, 4EJ, 2EJ, ql?
] 91+ i + i + ] =

(6.21)
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lub po uporzadkowaniu przedstawiony w zapisie macierzowym

11 4 1 ql3/12EJ,
= (6.22)
4 14 ¥ —ql®/12EJ,
posiada nastepujace rozwiazanie
9 ql? 5 ql?
9 = — Vo = —— . 6.23
' 828 EJ, > U552 B, (6.23)

Rozwiazanie podstawione do wzoréw (6.20) pozwala obliczy¢ wartosci momen-
tow przywezlowych

Mi_3 =0.0326¢1>  Mj_5 = —0.0326¢/> M1 = 0.0545¢(> (6.24)
My_y = —0.0362¢1*> My_5 = —0.0181¢I> '
ktore stuza nastepnie do wykreslenia wykresu momentu zginajacego pokazanego
narys. 6.8 (uwaga na zmiane znakoéw wynikajaca z przyjetej konwencji zwrotow
momentow).

, 0.0181¢1>
—0.032641 —
v
0.032641*
—0.0545¢1%
—0.009047>

Rysunek 6.8. Wykres momentu zginajacego ramy.

6.2.2. Rama o wezlach przesuwnych

PrzejdZzmy obecnie do analizy trudniejszego pojeciowo przyktadu ramy o wez-
tach przesuwnych. W tym celu rozpatrzona zostanie rama dwukrotnie geome-
trycznie niewyznaczalna, w ktorej role niewiadomych petnia kat obrotu 99 oraz
przesuw Ao, tak jak pokazano na rys. 6.9. Jest oczywiste, ze wystepowanie
dwoch niezaleznych obciazen g oraz P = gl/2 prowadzi do obrotu wezta nr
2 o kat 9, ktoremu réwnoczesnie towarzyszy przesuw As. Przystepujac do
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budowy ukladu réwnan metody przemieszczen, rozpoczynamy od okreslenia
wartosci momentéw oraz sit przyweztowych dla wezlta nr 2

3EJ, 2B, 6LJ,
MQHg == ¥ —ql2/8 M24>1 = ] 2219 + l2 ZA
M3—>3
6LJ, 12EJ,
Tgﬂl = — l2 ¥ — l3 —ql/2 (625)
TO

2—1
w ktorych dla skrocenia zapisu pominieto indeks 2 przy symbolach 1 oraz A.
Nalezy ponadto zwrocié uwage na fakt, iz sita skupiona P wchodzi do ostatniej
z zaleznosci jako reakcja stupa, a zatem musi by¢ poprzedzona znakiem minus.
Roéwnania réwnowagi momentéw zginajacych oraz sit poprzecznych dla wezta
nr 2 maja posta¢ nastepujaca

Mo 3+ My .1 =0, T 1 =0 (626)

zatem po wstawieniu zaleznosci (6.25) dostajemy

2
3EJZﬂ_i+4EJZ19+6EJzA:0
! 8 ! 12 (6.27)
(OB, 12BJ. gl
12 E 2

natomiast po wykonaniu prostych przeksztalcen oraz uporzadkowaniu docho-
dzimy do réwnowaznej formy standardowej

{ 719 + 6A = ql*/SEJ,

619 + 12A = —ql*/2E J,. (6.28)

A A
L/® W%Wi P H M
e— 25

77 W4

Rysunek 6.9. Schemat oraz deformacja ramy o weztach przesuwnych.
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Rysunek 6.10. Schemat do ustalenia réwnan réwnowagi dla ramy o weztach
przesuwnych.

Rozwiazanie uktadu (6.28) osiagamy, obliczajac wartosci kolejnych wyznaczni-
kow

716
W" 6l 12 '_485
| q*/8EJ. 6 | 9ql*
Wi = ‘ —ql*/2EJ, 12 | 2EJ, (6:29)
71 ql*/8EJ, 17¢1°
W2 = 4 = —
6l —ql*/2EJ. 4E.J,
skad juz tatwo znalezé
Wy 3ql3 W 17q1*
W 32EJ. W 192E.J, (6.30)

Na koniec obliczamy warto$ci momentéw przyweztowych

_3EJ. 3 ql? ql? B %

My, N LU -
T REJ, 832 (6.31)

I 2EJz2 3 gl N 6EJ, (17 q* \ _ 5¢l '
e B D o) A E 192E7,)  32°

W tym miejscu zakonczone zostaly wszystkie obliczenia przewidziane dla meto-
dy przemieszczeri, jednak w ramach sprawdzianu poprawnosci uzyskanego roz-
wiazania warto przeprowadzi¢ ponowne obliczenia za pomoca jakiejs innej
metody, na przyklad wczesniej zademonstrowanej metody sit. W celu bez-
posredniego dotarcia do celu przyjeto uktad podstawowy oraz uzupelniajacy
metody sit jak na rysunku ponizej.
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q q 18
gl TTUITN g/ (ITymn ot
2 777 2 7

T
Mg
77 77 Sy
=1 77
©
_____ g Ng
2

Rysunek 6.11. Schematy podstawowy oraz uzupekliajacy metody sit w celu
weryfikacji wynikow metody przemieszczen.

Wartosci wspotezynnikéw podatnosci sa nastepujace

J2eP1 1 gl 1 el
38 2EJ. 22 EJ, 24EJ, 6.32
P A T M .
2 3EJ, EJ, 3EJ,
zatem rozwigzanie
A 5ql?
_ 8 _ 0" (6.33)

stanowi réwnoczesnie potwierdzenie poprawnosci poprzedniego wyniku (6.31).

6.2.3. Uklad kratowy

Przed przystapieniem do demonstracji zastosowania metody przemieszczen do
rozwiazywania uktadéw kratowych warto zaznaczyé¢, iz jedynym ogranicze-
niem jest rozmiar uktadu rownan do rozwiazania, co $cisle wiaze sie z liczba
pretow oraz weztdéw. Oczywiscie omawiane ograniczenie przestaje graé istotna
role, w przypadku gdy decydujemy sie na zastosowanie nowoczesniejszego, nu-
merycznego wariantu metody przemieszczeni, czyli metody elementéw skori-
czonych. Niemniej, na potrzeby niniejszego rozdzialu rozpatrzmy najprostszy
uktad kratowy charakteryzujacy sie stopniem geometrycznej niewyznaczal-
nosci rownym 2, w ktéorym niewiadomymi sg sktadowe przemieszczenia u, v
wezta. Uklad dwoch réwnan réwnowagi jest nastepujacy
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Rysunek 6.12. Schemat prostego uktadu kratowego do metody przemieszczeni
4
Z N;cos 3, =0

4
Z N; cos
i=1

dostajemy ze wzoréow (6.18)

(6.34)
N; =

7

0.
Przyjmujac nastepnie, iz w zadnym z pretéw nie doszto do zmiany temperatury,
(ucos B; + v cos ¢;)
za$ po podstawieniu do (6.34)

1=1,2,...,4 (6.35)
4
Z L cos? 3; —I-VZ cosﬂ cos; =0
j Z ’4 (6.36)
E cosﬁ cos; +v > l cos?p; = —P
=1 Z =1 7
skad wyznaczamy nieznane wielkosci
—P > EZAZ cos 3; cos 1;
u= =1
4 4
(B cotn) (e ootvn) - (5 22
1= =1 1=

P Z —EZAZ cos® f3,
i— 1
( EA,

Y(E o) (£

EA

) 2
uktadu, wykorzystujac do tego celu wzory (6.35)

)2'
Nastepnie latwo juz przej$¢é do obliczenia warto$ci sit w kolejnych pretach

(6.37)
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6.3. Przyklady zadan do samodzielnego rozwigzania

Rozwigza¢ rame¢ metoda przemieszczen — naszkicowa¢ wykres M.

a) b)
2 q 2 M
2 [ 111 % / M
4 2EJ 2EL 7 7 EJ.

EL EIL

1.5/

v

1 77

N\
N

N
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Rozdzial 7

Naprezenia 1 odksztalcenia cieplne

7.1. Wstep

Deformacje preta moga by¢ powodowane nie tylko dziataniem obciazen natury
mechanicznej, tzn. obciazen roztozonych, sit badz momentéw skupionych, lecz
takze zmiana temperatury. Odpowiedni zwiazek okresla tzw. liniowe prawo
rozszerzalnosci termicznej

e=alb (7.1)

zawierajace dodatkowa stata materialowa o — wspolczynnik rozszerzalnosci
termicznej, oraz zmiane temperatury wzgledem temperatury odniesienia 6 =
t—to. Wprowadzajac nastepnie definicje odksztalcenia liniowego traktowanego
jako wydluzenie wzgledne € = Al/l, dostajemy

Al = lad. (7.2)

Zaleznos¢ (7.2) wyraza warto$¢ wydluzenia osiowego preta poddanego przyros-
towi temperatury i moze zosta¢ bezposrednio uzyta w metodzie przemieszczen
zastosowanej do rozwiazywania kratownic.

W tym miejscu wypada wyraznie zaznaczy¢, ze w mechanice ustrojow
pretowych przyjmowane jest powszechnie zalozenie upraszczajace o liniowosci
rozkltadu temperatury. Nie wynika on bowiem z rozwiazania odpowiedniego
rownania termodynamiki, tzw. réwnania Fouriera

V(AVt) = oc,t (7.3)

lecz jest przyjmowany arbitralnie jako rozklad stacjonarny (niezalezny od
czasu), staly wzdtuz dtugosci preta oraz co najwyzej liniowo zmienny wzdtuz
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wysokosci elementu typu belkowego

O(y) =0 + -y (7.4)

gdzie: 0 = (61+605)/2 jest érednia zmiang temperatury, za$ A0 /h = (61 —02)/h
oznacza warto$¢ liniowego spadku (gradientu) zmiany temperatury wzdiuz
wysokosci h. Po wstawieniu (7.4) do (7.1) otrzymujemy warto$¢ odksztalcenia
uzalezniong od zmiany temperatury

— A
€= oz@—l—oz%y. (7.5)

91 (191

92 Otez b:

Rysunek 7.1. Odksztatcenie preta wywotane nieréwnomierng zmiang tempe-
ratury.

Interpretacja graficzna pierwszego z cztonéw jest oczywista, odpowiada on
odksztalceniu osi preta, natomiast drugi czton nawiazuje do kata obrotu
A0
Y= a— (7.6)
Roéownomierne zmiany temperatury wywoluja jedynie zmiany dlugosci preta
w przeciwienistwie do nieréwnomiernych zmian temperatury, ktérym
towarzysza réwniez zmiany ksztattu osi preta.

Uogolniajac powyzsze spostrzezenia na przypadek ustroju pretowego,
nalezy koniecznie rozrézni¢ uktady statycznie wyznaczalne od statycznie niewy-
znaczalnych. W ukladach statycznie wyznaczalnych poszczegdlne elementy
maja na ogoét swobode deformacji, a zatem zmiany temperatury nie
maja istotnego wplywu na stan naprezenia. Przeciwnie, w uktadach staty-
cznie niewyznaczalnych zmiany temperatury moga stanowié¢ zrédlo powstawa-
nia naprezen o znacznych wartosciach.
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7.2. Obciagzenia termiczne w metodzie sil

W celu uogolnienia metody sit na przypadek wystepowania efektéw zmiany
temperatury poszczegdlnych pretéw nalezy po pierwsze potraktowaé sity nor-
malne oraz momenty zginajace wywotane zmiang temperatury jako obciazenia
zewnetrzne uktadu podstawowego. Wymaga to oczywiscie okreslenia na nowo
warto$ci wspotczynnikow Ao prawej strony uktadu rownan metody sit. Wzory
dla odpowiednich wspolczynnikow przyjmuja nastepujaca postaé (5.28)

n

niNi
Ajg = Z FA, l; (7.7)
=1

dla kratownicy, oraz (5.37)
[ mi(x) My(x)
Aip = / o (78)

dla elementu belkowego. W pierwszym przypadku, po przemnozeniu zaleznosci
(7.5) przez E oraz wycatkowaniu po polu powierzchni przekroju preta A;,
otrzymujemy”*

N; = EA;af (7.9)

co po wprowadzeniu do (7.7) daje
i=1

natomiast w drugim przypadku wymnozenie (7.5) przez Ey oraz catkowanie
po A prowadzi do zaleznoscit)

Af
M, = EJZO‘T (7.11)
ktora nastepnie po wprowadzeniu do (7.8) daje poszukiwany wynik
; A

N = fAf odA = fAf EedA = f{ Eoz@dA—l—f{ Eaf5lydA = EaéfAf dA+ Ea’? f{ydA =

EobA+ EQ%SZ, gdzie warto$é momentu statycznego pola przekroju poprzecznego S, = 0
dla osi przechodzacej przez srodek ciezkosci przekroju.

DM, = [[oydA = [[FeydA = [[FEabydA + [[Ea’%y’dA = FEaf [[ydA +
A A A A A
Ea%? [[y?dA = EafS. + Ea5?J., gdzie wartoé¢é momentu statycznego pola przekroju
A

poprzecznego S, = 0 dla osi przechodzacej przez $rodek ciezkosci przekroju.
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7.3. Obciazenia termiczne w metodzie przemieszczen

Przemieszczenia pochodzace od zmian temperatury, czyli wielkosci odgrywa-
jace kluczowa role w metodzie przemieszczen, mozna podzieli¢ na dwa typy:

e zmiany dhugosci preta spowodowane $rednig zmiang temperatury 6,

e ugiecia elementu belkowego na skutek dzialania gradientu temperatury
A /h, ktory wywotuje roznice wydtuzen gornych wiokien wzgledem dol-
nych — patrz rys. 7.1.

W konstrukcjach statycznie niewyznaczalnych oba typy przemieszczen natury
termicznej sa bezposrednio odpowiedzialne za powstanie sit normalnych N
oraz momentoéw zginajacych M, podanych wzorami odpowiednio (7.9) oraz
(7.11). Wielkosci te z kolei determinuja wartosci reakcji podporowych oraz
momentéw utwierdzenia, ktére wystepuja w metodzie przemieszczen.

Na poczatku rozwazmy pret obustronnie utwierdzony poddany dziataniu
gradientu temperatury Af/h powodujacemu wygiecie skierowane wypuktoscia
do dotu — patrz rys. 7.2. Wybierajac momenty utwierdzenia jako niewiadome
w metodzie sil oraz wykorzystujac warunki symetrii X; = X; = X, mozna
zapisa¢ réwnanie

skad oczywiscie wynika
A,
X =- 5“0 (7.14)

Rysunek 7.2. Schemat do okreslenia momentéw utwierdzenia w belce poddanej
gradientowi temperatury.
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Warto$é wspodtezynnika macierzy podatnosci wynosi

1 l
b =11 g7 = (7.15)
natomiast warto§¢ A;y obliczona z wzoru (7.12) jest rowna
alAf  laAd
Ap=1-1222 = 1
p=1.1080 1o (7.16)
zatem rozwiazanie (7.14) jest nastepujace
Af
X, = X = —EJ, 227 (7.17)

Wynikowy wykres momentu zginajacego zostal pokazany na rys. 7.2. Pretowi
o rozwazanym schemacie podparcia nie towarzysza zadne reakcje, zatem

Ri =Ry =0. (7.18)

Rozwazajac natomiast pret jednostronnie utwierdzony, pokazany na rys. 7.3,
mamy do rozwiazania nastepujacy uklad metody sit

0iiXi+Aijp =0 (7.19)
ktorego rozwiazaniem jest
A
X, =-=2 (7.20)
dii
) ®
Y
R U— —2Z
| " |
Xi
FASS e

Rysunek 7.3. Schemat do okreslenia momentu utwierdzenia w belce poddanej
gradientowi temperatury.
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Wartosci wspotezynnika podatnosci oraz wyrazu Ay obliczamy w sposob ana-
logiczny jak poprzednio
1 2 1 l 1 alAf  laAf

Sy =—=-1-12 — Ajg==-1-1—"2 = 7.21
2 3EJ. 3EJ, 079 h oh (7.21)

zatem po wstawieniu do (7.20) wynik jest nastepujacy

3 aAd
Xi=—FEJ,——.

‘ 2777 h
Wynikowy wykres momentu zginajacego przedstawiono na rys. 7.3. Obecnemu
schematowi podparcia preta towarzysza jednak reakcje o wartosciach réwnych

odpowiednio

(7.22)

R,=—Ry = —% = —%Ejzah—Ale.
Na zakonczenie warto dokonaé¢ uzupelnienia tab. 6.1 o nastepujace dwa do-
datkowe schematy, pamietajac rownoczesnie o zmianie znakéw odpowiednich
wielkosci zgodnie z konwencja przyjeta w metodzie przemieszczenn — patrz

rys. 6.3 oraz rys. 6.5.

(7.23)

Tablica 7.1. Momenty utwierdzenia oraz reakcje podporowe belek jedno- oraz
dwustronnie utwierdzonych obciazonych gradientem temperatury [4].

0 0 0 0
schemat My, My Ty Ty s
i oAb
D7 . ®
7 . EJZO(AG EJZO(AG 0 0
[ ] ' "

@7 aAD

h

! ﬁ/®

_ 3EJ ald 0 _3EJ,alA0  3EJ.ald
2h 2hl 2hl

7.4. Przyklady

7.4.1. Rama statycznie niewyznaczalna — zastosowanie metody
sit [4]

Nalezy okresli¢ rozktady sit wewnetrznych Mg, T oraz N w ramie poddane;
zmianom temperatury pokazanym na rys. 7.4. Uklad podstawowy metody
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h=1/5
% —20°C 2
% +40°C 4, 7/
812 |
als
I 31 W‘ X
31
% % —1
m n

Tle TX=1

Rysunek 7.4. Schemat ramy poddanej zmianom temperatury.

zostal pokazany na rys. 7.4, jak rowniez wykresy momentu zginajacego m oraz

sity normalnej n pochodzace od nadliczbowej hiperstycznej X = 1.

Rozpoczynamy od obliczenia wartosci temperatury sredniej oraz gradientu

temperatury w ramie

- 40-20 A6 40420 60°C
0= =10°C — = = ——.
2 h h h m
Uktad réwnan metody sit redukuje sie do jednego réwnania postaci
0X+A=0
w ktorym wartosci wspotczynnikow § oraz A sa réwne odpowiednio
1 2.1 913
0==3l-31=3l =
2 3 FEJ, FEJ,
1
A:§3l-3l-$a—1-l-10a:1340la
5
zas rozwiazanie wynosi
13401« alEJ,
=————=-1488 .
93 12

EJ,

(7.24)

(7.25)

(7.26)

(7.27)
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Maksymalna warto$¢ momentu zginajacego jest rowna
aEJ

Mpax = X -3l = —1488a EJ, - 3l = —446.6 (7.28)

Wykresy wszystkich sit wewnetrznych, otrzymane zgodnie z regutami metody

sit, zostaly zaprezentowane na rys. 7.5.

148. 80‘? n

— 446.6%E%
I

148. 8O‘EJZ

Rysunek 7.5. Wykresy M, T, N dla ramy poddanej zmianom temperatury.

7.4.2. Uklad kratowy [12]

Rozpatrzmy prosty uklad kratowy przedstawiony w sekcji 6.2.3., w ktérym
kazdy z pretow zmienil temperature. Uktad dwoch roéwnan roéwnowagi (6.34)
staje sie wowczas ukladem jednorodnym

4 4
Z N;cos3; =0 Z N;cosy; =0 (7.29)

i=1 i=1
natomiast we wzorach (6.35) definiujacych wartosci sit w kolejnych pretach
nalezy koniecznie uwzgledni¢ czlony termiczne (7.2)

EA; _
— “(ucos B; + veosi;) — EA;ab; i=1,2,...,4 (7.30)
i

ktore podstawione do (7.29) daja uktad w postaci

N; =

4 —

Z Lcos? B, + v Z cosﬂ cosy; = — y  EA;ab;cos 3,

1= 1 lz z =1 (7 31)
2 .

;cos; + v Z Lcos?ap, = — . EA;af; cos,.
i=1

u
z
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Rozwiazaniem ukladu réwnan (7.31) sa sktadowe przemieszczenia o wartos-
ciach

4 _ 4 4 _ 4
— > Ajab;cosB; > % cos? ; + 3 A;ab; cosp; > % cos (3; cos Y,
i=1 j ! i=1 i=1

i

u = =1
4 A 4 A 4 A ’
> Ttcos? 3, 3 Thcos?a; — <Z T+ cos [3; cos @bi)
i=1 " i=1 " i=1 "
4 _ “A 4 _ 4,
— > Ajab;cosp; Y < cos Bi+ > Aiabicos B; > 7+ cos B cos i
v = i=1 =1 U i=1 i=1
4 A A A 4 A ’
- eost 0 X cost v — (X 4 con con,
i=1 " i=1 " i=1 "

(7.32)
Zmajac wartosci sktadowych przemieszczenia, tatwo juz obliczyé wartodci sit
w kolejnych pretach zdefiniowane wzorami (7.30). Warto w tym miejscu zwro-
ci¢ uwage na fakt, iz zmiana temperatury o taka sama wartosé¢ 6; = 6 we
wszystkich pretach powoduje powstanie sil osiowych w uktadzie kratowym,
jesli tylko jest on statycznie niewyznaczalny.

7.4.3. Rama statycznie niewyznaczalna — zastosowanie metody
przemieszczen [4]

Nalezy obliczy¢ wartosci momentow zginajacych w ramie pokazanej na rys. 7.6
spowodowane zmianami temperatury. Wysokos¢ poprzecznych przekrojow
skrajnych przesel h = 1 m, natomiast przesta srodkowego hi; = 1.1 m, wartosci
statych materialowych to kolejno o = 107°1/°C, E.J, = 2 - 10* kNm?.

-10°C
2 3EL 4EJ, 3EJ. 2 ]
30°C 30°C 30°C
L5|EL 1.5|E 9m
4 7 v
| 12m | 16m 1 12m I
[ [ 1

Rysunek 7.6. Schemat ramy poddanej zmianom temperatury.

7 uwagi na symetrie ramy przyjeto uktad podstawowy metody przemieszczenn
wraz z numeracja wezléw ramy podany na rys. 7.7. Diugosé przesta srod-
kowego wynosi obecnie 16/2 m i w wezle nr 4 jest ono utwierdzone ze wzgledu
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NG
®)

©

W

Rysunek 7.7. Uktad podstawowy metody przemieszczeri wraz z numeracja
weztow dla ramy poddanej zmianom temperatury.

na mozliwos¢ obrotu oraz przemieszczenia poziomego, natomiast posiada swo-
bode przemieszczenia w pionie. Za niewiadoma uznajemy kat obrotu ¢,, zatem
rozpatrywana rama okazuje sie ukladem jednokrotnie geometrycznie niewy-
znaczalnym. Zmiany temperatury sa réwne

e dla rygli
g ; 0 _jec ag=3s0- (—10) = 40°C, (7.33)
e dla stupow
7= _spec A9 =30-30=0°C. (7.34)

2

Wydhuzenia kolejnych pretéw ramy pod wplywem réwnomiernych zmian tem-
peratury, liczone wedtug zaleznosci (7.2), wynosza odpowiednio

Apgiupy =1-107°-9-30=27-10"* m
16

AQ(rygiel) =1 10_5 . ? -30=28- 10_4 m

a dalej podstawione do wzorow (6.10) oraz (6.15) daja nastepujace wartosci

momentéw przyweztowych

2-10%- 27-107*
My .y = g2 1073 <?92 + %) = @ - 10%95 —1—3.38) kNm

-10*99 kNm (7.36)

(7.35)
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Nieréwnomierna zmiana temperatury wzdtuz wysokosci przekrojow elementow
wywoluje nastepujace momenty utwierdzenia (patrz tab. 7.1)

3-2-10%-3-1075-40

MY, = = 36 kN
21 2.1.0 50 ki
(7.37)
2-10"-4-107° - 40
M3 4= - — —29.1 kNm.
1.1
Roéwnanie rownowagi momentéw dla wezta nr 2 przyjmuje postaé
Moy + Moz + Mo g+ M3 + M3, =0 (7.38)
zatem po wstawieniu wielkosci podanych wzorami (7.36) oraz (7.37) dostajemy
roéwnanie _
<§ + 3 + 1> 10495 4+ 3.38 + 1.78 + 36 — 29.1 =0 (7.39)
ktorego rozwiazaniem jest
¥y = —3.14 - 1074, (7.40)
Wykres momentu zginajacego podany zostal na rysunku 7.8.
34.67 W
32.24 i
"Y2.4

—0.31‘ i

Rysunek 7.8. Wykres momentu zginajacego M w ramie poddanej zmianom
temperatury.

7.5. Przyklady zadan do samodzielnego rozwigzania

Rozwigza¢ rame metodg przemieszczeni — naszkicowa¢ wykres M,. Rozwazy¢
dwa warianty obciazenia termicznego:

e podniesienie temperatury we wszystkich pretach o stala wartosé =
30°C,
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e nieréwnomierny rozktad temperatury scharakteryzowany gradientem ter-
micznym Af/h = 40°C/m i odpowiadajacy ogrzaniu zewnetrznych wto-
kien o +20°C przy réownoczesnym ochlodzeniu wewnetrznych witokien
o —20°C.

Do obliczeni przyja¢ stale wartosci o oraz h = [/5 jednakowe dla wszystkich
pretow.

a) b)
4 2 _
7 2FJ. 2FJ. % ) EJ.
I
£ ER st
| ! | & ! Al
\ 1 L | / Wy
c)
2
7 EI EI Z
EL




Rozdzial 8

Ziagadnienia kontaktowe

Naprezenie kontaktowe wystepujace w miejscu styku dwoéch dociskanych ciat
odgrywa wazng role w trybologii przy projektowaniu tozysk, przekladni ze-
batych, jak rowniez w kolejnictwie oraz budowie mostow.

Zagadnienia kontaktowe naleza do trudniejszych probleméw wytrzymatosci
materiatéw, a wlasciwie teorii sprezystosci, z uwagi na charakteryzujacy je stan
przestrzenny oraz zaawansowany aparat matematyczny. W celu unikniecia po-
dawania czytelnikowi rozwlektych i Zzmudnych wyprowadzenn matematycznych
— patrz |7, 8, 15, 16|, oraz réwnoczesnie uznajac podawanie gotowych wzorow
koricowych za zbytnie uproszczenie — patrz [11, 17, 19, 23|, zdecydowano sie na
prezentacje rozwiazania w sposob hybrydowy, tzn. fragmenty teorii niewyma-
gajace wprowadzenia funkcji specjalnych podano wprost, natomiast fragmenty
trudniejsze zostaly omoéwione skrétowo przez podanie finalnych formul oraz
tabel wspolezynnikow — patrz [18, 22].

8.1. Zagadnienie Boussinesqa

Zagadnienie Boussinesqa, ktorego rozwiazanie podano ponizej bez wyprowa-
dzenia, stanowi wstep do sformutowania zagadnienia Hertza. W zagadnieniu
Boussinesqa rozpatrywany jest wpltyw dziatania sity skupionej P, zaczepionej
w poczatku uktadu wspotrzednych — patrz rys. 8.1, na pélprzestrzen sprezysta.
W stosunku do wladciwosci samej potprzestrzeni sprezystej przyjmuje sie za-
tozenia o jej jednorodnosci, izotropowosci oraz liniowej sprezysto$ci. Boussi-
nesq podal nastepujace rozwiazanie zagadnienia, ktére w teorii sprezystosci
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z

Rysunek 8.1. Schemat zagadnienia Boussinesqa.

nosi jego nazwisko [2]

P | 1-2v 3p%2
op= R —

2r [RR+2z) R®
Pl-2) [z 1
70T T on [@_R(Rﬂ)]
, o 302
%y$2 (8.1)
Trz:_Q_ﬁ
u:iTﬁ_“—Q”)ﬂ
47G |R?*  R(R+2)
P [21-v)  2?
w_Zﬁi[ R +§4

gdzie R = \/p? + 22. W dalszych wywodach najistotniejsza role pelni ostat-
nia z zaleznosci, czyli sktadowa pionowa przemieszczenia liczona w poczatku
uktadu wspoétrzednych z = 0 oraz réwnoczesnie R = p

1-v)P (1-1?)P

w(z =0) = 5 CR TEp (8.2)

8.2. Zagadnienie Hertza — docisk kul

W zagadnieniu Hertza |7]| rozpatrywany jest kontakt dwoch kul o promieniach r
oraz R, ktore stykaja sie w punkcie 0 — patrz rys. 8.2. Dwa bardzo blisko siebie
potozone punkty A oraz B, ktore wejda ze sobg w kontakt, dzieli odleglosé z =
21+ 29, przy czym réwnoczesnie zachodza nastepujace zaleznosci geometryczne

p*+(r—z)? =12

p2 + (R o 22)2 — R2 (83)
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Rysunek 8.2. Kontakt dwoch kul.

skad oczywiscie, po podniesieniu do kwadratu odpowiednich réznic zawartych
w nawiasach oraz wykonaniu redukcji, dostajemy

PP =2rz1+2i=0

p? — 2Rz + 25 = 0. (84)

Uznajac nastepnie ostatnie wyrazy, tzn. 27, 23, za wielkosci male w poréwna-

niu z pozostatymi, dostajemy

2 2 2 2
_r_r _r_r
ATy T4 PTRTD (85)
gdzie d i D — Srednice kul, mozna zatem podaé¢ odlegtos¢ pomiedzy punktami
AiB
z=2142=p° E + L (8.6)
— <1 2 — p d D : :

Warto w tym miejscu podaé¢ bardzo istotny wniosek natury geometrycznej
wynikajacy z formy réwnania (8.6) — poniewaz przedstawia ono walec kotowy
0 osi z, zatem po przylozeniu obcigzenia pole zetkniecia przyjmie ksztalt kola.

W przypadku kontaktu kuli z ptaszczyzna, przedstawionego na lewej czesci
rys. 8.3, do wzoru (8.6) nalezy wstawi¢ R — oo, czyli 1/D = 0, a zatem

2= (8.7)

natomiast w przypadku kontaktu kuli z powierzchnia wklesta, pokazanego na
prawej czesci rys. 8.3, we wzorze (8.6) wstawiamy D = 2R < 0, zatem

z:f<$—%>. (8.8)
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R—oo
Rysunek 8.3. Kontakt kuli z plaszczyzna oraz powierzchnia kulista wklesta.

W kolejnym kroku rozwazana jest deformacja spowodowana dziataniem sity P
zaczepionej w punkcie 0 i Sciskajacej obie kule. Zaktadajac, iz $rednice obu kul
d i D sa bardzo duze w stosunku do srednicy pola zetkniecia, Hertz wykorzystalt
wzory na sktadowe przemieszczenia dla zagadnienia polprzestrzeni sprezystej,
tzw. problemu Boussinesqa. Jesli wy oznacza przemieszczenie pionowe punktu
A gornej z kul, natomiast we odpowiednie przemieszczenie punktu B dolnej
z kul, wowczas oba punkty oddalone oryginalnie o wy + wey przybliza sie o «
i tym samym dystans pomiedzy nimi wyniesie o — (w1 +ws). Ostatecznie, jesli
punkty A i B znajda sie w polu zetkniecia, czyli wejda w kontakt, otrzymujemy

o — (W) +wy) = 21 + 29 = £p? (8.9)

gdzie £ oznacza stala zalezna od érednic d oraz D i wynoszaca odpowiednio
(% + %), é oraz, (% — %) dla kolejnych przypadkow okreslonych wzorami (8.6),
(8.7) badz (8.8). Z powyzszych rozwazan natury geometrycznej wynika zatem
zwiazek

wy + wy = a — £p2. (8.10)

W nastepnym kroku nalezy powiaza¢ wartosci lokalnych przemieszczen
z wartoscia cisnienia ¢ panujacego pomiedzy obiema kulami. W przypadku
punktu A oddalonego od punktu przylozenia sity P o p, na podstawie rozwiaza-
nia problemu Boussinesqa, dostajemy

(1-P

8.11
“Eip (8.11)

w1 =
Adaptujac powyzsze rozwiazanie do przypadku obciazenia roztozonego ¢ na
powierzchni kota o promieniu a, dostajemy [18, 22]
1—v} sdipds 1

2
— depd 8.12
pay o pds (8.12)
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gdzie s oznacza promien w nowym ukladzie biegunowym o poczatku w punkcie
A=B, zastepujacy p z mianownika (8.11) i jednoczesnie redukujacy sie z s wys-
tepujacym w definicji dA = sdids oraz pozwalajacy ominaé uzycie catek elip-
tycznych pojawiajacych sie w klasycznych rozwiazaniach [8, 15]. Wartosé ugie-
cia wy otrzymujemy przez catkowanie wzoru (8.12)

—1_—”%// dud (8.13)
wy = oE, q s .

gdzie Fy oraz v; oznaczaja odpowiednio modut Younga oraz wspoétczynnik
Poissona gornej kuli, zas catkowanie dotyczy calej powierzchni zetkniecia A,
majacej ksztalt kota. Stosujac analogiczny wzér dla punktu B, lezacego na
dolnej kuli, otrzymujemy

1—vi 1-v3
w1 + wg = 7y 2 //qdwds =a— &p? (8.14)
7TE1 7TE2

lub réwnowaznie

(k1 + ko) // qdpds = a — £p? (8.15)
po wprowadzeniu oznaczen
1—v? 1—v2
ky = 1 = 2, 1
! 7TE1 ’ 2 7TE2 (8 6)

Rownanie (8.15) jest rownaniem catkowym, ktorego rozwiazanie ¢ nalezy zna-
lezé. Na szczedcie udaje sie to zrobi¢ na drodze elementarnej, zaktadajac, ze
rozktad nacisku w polu zetkniecia odpowiada potkuli o promieniu a. Jesli g
jest wartoscia nacisku w srodku, wtedy

qo = ca (8.17)

gdzie ¢ = qp/a jest stalym czynnikiem pozwalajacym na zachowanie jednorod-
no$ci wymiarowej w wyrazeniu na warto$é¢ obciazenia

q= 0, /a2 - p?sin? 1) (8.18)
a

gdzie v/a? — p? sin® 1) przedstawia dtugosé polowy cieciwy pokazanej w ktadzie
na rys. 8.4. Calke wystepujaca we wzorze (8.15) obliczmy, najpierw caltku-
jac wzdhuz promienia s, a nastepnie wzdluz kata . Podstawiajac (8.17) do
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Rysunek 8.4. Powierzchnia zetkniecia dwoch kul wraz z rozktadem nacisku q.

wewnetrznej catki liczonej wzdtuz tuku (8.15), dostajemy
/ qds = Lg (8.19)
a

gdzie Q oznacza powierzchnie potkola opisanego réwnaniem 7(a? — p? sin? 1)),
za$ rownanie (8.15) zostaje przeksztalcone do postaci

/2
M /(a2 — pPsin® P)dy = a — &p? (8:20)
0

=/

lub po obliczeniu calki I*) przyjmuje finalng forme
2
7r
(k1 + k2>qz—a(2“2 — %) =a— & (8.21)

Roéwnanie powyzsze przedstawia rownos$é dwoch wielomianéw drugiego stopnia
wzgledem p i bedzie spetnione, gdy wspotezynniki przy odpowiednich potegach

* . —sin /2 7 (2a%—p?
T= [ (a® —p*sin® §)dyp = (a*yp — p* singreont)|[IVF - 2Cemr),
0
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p beda sobie rowne

7r2a 7T2qO

o = (kl + kg)g07, &= (kl + k2)4—a (8.22)

czyli gdy zachodza nastepujace zwiazki dla przemieszczenia o oraz promienia

pola zetkniecia a
2

Ta
a= (ki + k’2)QOT
a= (b + ) 0 o
= (/M 2 T

Wartos¢ maksymalnego nacisku ¢y wynika z warunku réwnoéci wypadkowej od
nacisku dziatajacego w polu zetkniecia i sity P

2
%gm?’ s (8.24)
skad oczywiscie
3P
= 8.25
w0 =5 (8.25)

czyli maksymalna wartos¢ nacisku stanowi 150% jego $redniej wartosci. Pod-
stawienie (8.25) do rownan (8.23) przy réwnoczesnym przyjeciu £ = é + % =
(2 + 1) daje

T

3 1
a= 3Pk + ko)
4 r TR
_ (8.26)
3 1 1
a= i/[zp(lﬁ +k2)} <; +§>'

W przypadku gdy kule wykonane sa z tego samego materiatu, tzn. 1 = Ey =
E oraz vy = v9 = 0.3, wzory (8.26) redukuja sie do postaci

o= 1.10%’/% (8.27)
a= 1.23(’/(%)2(% + %)

za$ odpowiednia maksymalna wartosé¢ nacisku obliczona wzorem (8.25) wynosi

2

E

qo = 0.388,| P <1+ 1) . (8.28)
r R
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8.3. Docisk cial niekulistych
Przypadek $ciskania dwoch cial niekulistych zostanie oméwiony w sposéb bar-
dziej opisowy z uwagi na swa wieksza ztozono$é matematyczng. Zgodnie z za-
tozeniem Hertza dwa ciala niekuliste stykaja sie na powierzchni zetkniecia
bedacej obecnie elipsa. Zaleznosci analogiczne do (8.5), opisujace odlegtosci
sasiadujacych punktéw od powierzchni stycznej, wynosza obecnie

21 = A1z + Aszy + Aszy? 29 = Bi2? 4+ Boxy + Bsy? (8.29)
zatem catkowita odlegtos¢ jest rowna

21+ 29 = (Al + BQ)JL‘2 + (A2 + Bg).l‘y + (A3 + B3)y2. (830)

Transformacja przez obrot do kierunkéw gtownych formy kwadratowej (8.30)
pozwala na eliminacje wyrazu zawierajacego iloczyn mieszany xy

21 + 29 = Ax? + By? (8.31)
gdzie A oraz B sa stalymi, ktorych wartosci zaleza od wielkosci gtownych krzy-

wizn stykajacych sie ciat oraz od kata zawartego pomiedzy nimi. Przyjmujac
nastepujace oznaczenia: ry i ro — promienie krzywizny pierwszego ciata, R

R»
)

Rysunek 8.5. Powierzchnia zetkniecia dwoch cial niekulistych.
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i Ry — promienie krzywizny drugiego ciata, ¢ — kat pomiedzy plaszczyznami
krzywizn gltownych 1/ry oraz 1/Ry, stale A oraz B daja sie obliczy¢ z rownan

1 1 1 1 1
an=3 () (R m)

B-A= (8.32)

1 L 2+ o1 2+2 R o1 cos 2
2 T1 9 R1 R2 T T9 R1 R2 L4

przy czym obie stale musza by¢ dodatnie, tak aby réwnanie (8.31) reprezen-
towato elipse.

Jesli wielkosci o, wy oraz wsy zachowuja poprzedni sens, to odpowiednikiem
wzoru (8.10) jest

wy + wy = o — Ax? — By? (8.33)
natomiast wzorowi (8.14) odpowiada
1—vi 1- dA
wy + wg = "1 V3 // 107 — o — A2 - By?. (8.34)
7TE1 7TE2
W  celu rozwigzania rownania (8.34) Hertz zaproponowal podstawie-

nie zamiast ¢ rozkladu odpowiadajacego poélelipsoidzie rozpietej nad polem
zetkniecia i przyjmujacej najwicksza rzedna qg w $rodku

o) = - (D) (1) 55

co, jak wspomniano uprzednio, prowadzi do tzw. calek eliptycznych, beda-
cych funkcjami nieelementarnymi, postugiwanie sie ktérymi wymaga uzycia
tablic [13| badZ procedur numerycznych [14]. Tak jak poprzednio, wartosé
maksymalnego nacisku gy otrzymujemy z warunku rownowagi wypadkowej od
nacisku dziatajacego w polu zetkniecia i sity P

2
P = // qdA = gﬂabqo (8.36)

skad oczywiscie
3P

2mab
natomiast wzory okreslajace potosie elipsy pola zetkniecia stanowia uogdlnienie
(8.239)

G0 = (8.37)

J[37 Pk1 1 k2)

S P+ k) (8:38)

A+ B

a=1m

b=n{
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w ktorych A+ B jest obliczane wzorem (8.32), natomiast wartosci wspolcezyn-
nikéw m i n podano w tabeli w zaleznosci od kata w

B-—A
CoOSw = . (8.39)
A+ B
Wartosé zblizenia obu cial okresla wzor
w =~V P2h2k (8.40)
w ktorym dla skrocenia zapisu uzyto oznaczen
1 1 1 1
K=2A+B)=—+—+ o+
. 2 R Ry (8.41)
h—ﬂ(k: —i—k;)—l 1—1/%_1_1—1/% :
B O B,

za$ wartos¢ wspotezynnika « dobieramy z ponizszej tablicy 8.1.

Tablica 8.1. Wartosci wspolezynnikow «, 3 oraz v w zaleznosci od kata w [17].
w m n ~y w m n ¥
0° oo 0.000 - 55° 1.611 0.678 0.950
10° 6.612 0.319 0.443 | 60° 1.486 0.717 0.975
20° 3.778 0.408 0.635 | 65° 1.378 0.759 0.994
30° 2.731 0493 0.755 | 70° 1.284 0.802 1.010
35° 2397 0.530 0.805 | 75° 1.202 0.846 1.021
40°  2.136 0.567 0.850 | 80° 1.128 0.893 1.031
45° 1.926 0.604 0.888 | 85° 1.061 0.944 1.037
50°  1.754 0.641 0.922 | 90° 1.000 1.000 1.040

8.4. Najwieksze wytezenie w zagadnieniach
kontaktowych

Najwicksza wartosé cinienia dociskowego qg, a co za tym idzie sktadowej osio-
wej naprezenia o, = —qg, wystepuje w srodku pola zetknecia, tzn. w srodku
odpowiednio kota badz elipsy. Jednak z uwagi na tréjosiowy charakter stanu
naprezenia warto przytoczyé¢ gotowe wzory dla wszystkich niezerowych skla-
dowych naprezenia lezacych na osi z, tzn. dla p = 0, oraz dotyczace przypadku
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docisku dwoch kul

0p(2) = 04(2) ;—CIO {(1 +v) [1 - gamang - 2@!2&7:22)] } (8.42)

0.(2) = —QOm

ktore dla srodka zetkniecia (z — 0) redukuja sie do formut

3P
2ma?’
(8.43)
Warto zwrdci¢ w tym miejscu uwage na fakt, iz obliczone sktadowe naprezenia
sa rownoczesnie skltadowymi gléwnymi i przy wartosci wspoétczynnika Poissona
v = 0.3 reprezentuja stan naprezenia zblizony do hydrostatycznego

1 1
op=0p=—q |(L+v)=g|=—a(5+Vv), 0:=—q=~-

01 =09 = —O.8qO, 03 = —(qo- (844)

W zwiazku z powyzszym warto$¢ wytezenia w §rodku kotowego pola zetkniecia,
w tzw. punkcie Hertza, obliczona wedlug hipotezy Hubera—Misesa—Hencky’ego
wynosi

?Jéfﬂ) _—\/ (01— 02)? + (02 — 03)? + (03 — 01)* = 0.20 (8.45)
identyczny wynik otrzymujemy w przypadku zastosowania hipotezy Tresci—
Guesta i jest to oczywiscie efektem rownosci sktadowych gléwnych naprezenia
01 = 09 w zaleznosciach (8.44).

Bardziej szczegélowa analiza stanu wytezenia dokonana przez Bielajewa
[1] ujawnita, ze punkt maksymalnego wytezenia znajduje sie na osi z ponizej
punktu Hertza. W celu doktadnego ustalenia jego polozenia nalezy wstawié
rozktady sktadowych naprezenia (8.42) do wzoru na wytezenie (8.45), by otrzy-

macd
a2

2 + z 2
a nastepnie obliczyé¢ pochodng wzgledem z i przyréwnaé jej wartosé¢ do zera,
dochodzimy w ten sposéb do réwnania

otINH — g [1 5———s — (1 +v) (1 - Zarctan g)] (8.46)

a z 3 22
arctan — — —4—— 14+ —— + =0 (8.47)
z (14 %)? 1+v

ktorego jedyny rzeczywisty pierwiastek to

z = 0.481a. (8.48)
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Warto$é wytezenia w punkcie Bielajewa wynosi zatem

Tredm) = (0.758 — 0.460v)go = 0.62g9  dla v = 0.3 (8.49)
czyli ponad 3 razy wiecej niz wartos¢ w punkcie Hertza — poréwnaj (8.45).
W celu lepszej interpretacji otrzymanych wynikéw na rysunku 8.6 przedsta-
wiono przebiegi kolejnych sktadowych naprezenia o, = 04, 0, wraz z Ufg(\i/lH
odniesione do wartodci qg. Ze wzgledu na réwnowaznosé¢ warunkéw wyteze-
niowych Hubera—Misesa—Hencky’ego oraz Tresci-Guesta (01 = 09 # 03) mak-
simum wytezenia odpowiada punktowi najwickszego ,oddalenia” pomiedzy
sktadowymi naprezenia oy oraz os.

1 /
Rysunek 8.6. Graficzna interpretacja potozenia punktu Bielajewa.

Przeprowadzajac analogiczng analize wytezeniowa w przypadku docisku dwoch
walcoOw o osiach réwnolegtych, mozna wykazaé istnienie punktu o maksymal-
nym wytezeniu na glebokosci z = 0.78b i wielkosci JE;S' = 0.608¢y (b oznacza
szerokos$¢ prostokata stanowiacego pole docisku). Jednak w tym schemacie
wyniki wytezenia liczone wedtug hipotez Tresci-Guesta oraz Hubera—Misesa—
Hencky’ego nie pokrywaja sie, zatem postugujac sie druga z hipotez, dostajemy
gltebokosé¢ z = 0.697b oraz wielkos¢ wytezenia aglc\{[H = 0.567qq-

Ponizej w tablicy 8.2, wzorujac sie na [11], zestawiono wzory okreslajace
warto$ci maksymalnego ci$nienia dociskowego gg oraz naprezenia zredukowane-
go w punkcie Bielajewa Ored s dla prostszych przypadkéw stykajacych sie ciat
o jednakowych wartosciach modutu Younga E oraz wspélczynnika Poissona
v =0.3.
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Tablica 8.2. Wartosci maksymalnego ci$nienia dociskowego oraz naprezenia
zredukowanego w punkcie Bielajewa [11].

qo Ured(B)

P

1 1)\? 1 1)\?
0.388¢/ PE2 | = + = 02330/ PE2 [ = 4+ =
r R r R

Q
Q

R

Q

1 1)? . 1 1\?
,,,,,,,,,,,, 0.388¢/ PE2 | = — = 0.2333/ PE2 (= — =
‘ S r R r R

P
PE?
0.233{/ —
;
PE
0.2514/ ——
Ir

Warunek bezpieczenstwa sformutowany w punkcie Bielajewa zgodnie z za-
leznoscia (8.49) wyglada nastepujaco

rediy = 0:6240 < Tdopy, (8.50)

o
skad

(8.51)
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rownoczesnie dla  przypadku kuli dociskanej do plyty (trzeci wiersz

w tablicy 8.2) zachodzi
PE2 Odo
0.3881/ —— < ——n 8.52
rZ — 0.62 ( )

co pozwala oszacowaé wartosé maksymalnej sity

d 2
P <1795 <E) (0dopy ) - (8.53)

Przyjmujac wartosci £/ = 212 GPa oraz o4op, = 2 GPa (naprezenie do-
puszczalne na granicy plastycznosei), dostajemy

P < 3.194 (8.54)

podczas gdy z eksperymentow Stribecka wynika, iz obciazenie bezpieczne dla
kuli wynosi 5d?, co odpowiadatoby istotnie wyzszej wartosci, bo Tdopy =
2.23 MPa.

Na zakoniczenie warto wspomnie¢ o wielu probach doswiadczalnego potwier-
dzenia wystepowania punktu Bielajewa, posrod ktorych wyrdznia sie swoja
prostota metoda elastooptyczna. Na rysunku 8.7 pokazano uktad izochrom?)
uzyskanych podczas dociskania krazka do ptlaszczyzny. 7 uktadu izochrom
wynika, iz izochroma najwyzszego rzedu nie lezy na powierzchni styku, lecz na
pewnej gtebokosci pod nig.

Rysunek 8.7. Uktad izochrom odpowiadajacy dociskaniu krazka do
plaszczyzny — strzatka wskazuje potozenie punktu Bielajewa.

Dlzochroma jest linia przechodzaca przez punkty o stalej roznicy sktadowych glownych
naprezenia, np. 01 — o2 = const,.
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8.5. Przyklady

8.5.1. Przyklad 1 — lozysko kulkowe [19]

Obliczy¢ qg dla tozyska kulkowego jednorzedowego o wymiarach: srednica kulki
d = 0.04 m, Srednica zewnetrznego pierscienia tozyska D = 0.2 m, promien
krzywizny poprzecznej pierscienia R = 0.025 m. Wartosci statych sprezystosci
dla materiatu kulki oraz pierscienia przyjac¢ jak dla stali, tzn. E = 210 GPa
oraz v = 0.3, natomiast wartos¢ sity dziatajacej na tozysko wynosi P = 13 kN.

Rysunek 8.8. Lozysko kulkowe.

Wartosci krzywizn gtownych kulki wynosza

2 2 .

R, R 0025 [, (5.56)
T_ 2 2 oy -
R, D 02 '

Wartosé kata ¢ zawartego pomiedzy plaszczyznami maksymalnych krzywizn
kulki oraz pierscienia wynosi ¢ = 0 lub ¢ = 7/2, z uwagi na réwnos¢ krzywizn
gtownych kulki obie wartodci kata daja ten sam wynik cos2¢p = 1.

Wielkosci pomocnicze liczone wedtug wzorow (8.32) wynosza

A+ B =0.5(50.0 + 50.0 — 40.0 — 10) = 25.0 [m~!]

B— A =0.5y/(50.0 — 50.0)2 4 [(—40 — (—10)]2 = 15.0 [m ] (8.57)
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wartos¢ kata podana zaleznoscia (8.39)

15.0

o = 0.6 = cosw — w = 53°. (8.58)

Na podstawie tablicy 8.1 znajdujemy m = 1.71, n = (.65, nastepnie po
wprowadzeniu zaleznosci okreslajacych potosie elipsy zetkniecia (8.38) do wzoru
(8.37) dostajemy

~0.388
- mn

/[E(A+ B)PP

_0.388
- 1.71-0.65

q0
(8.59)

$/(2.1-10° - 25.0)2 - 0.013 ~ 2480 [MPa).

8.5.2. Przyklad 2 — kontakt kola wagonu z szyna

Obliczy¢ g dla styku kota wagonu z szyna: » = 0.4 m, R =0.3 m, P = 4.5 kN,
E =210 GPa, v = 0.025 — patrz [18|.

Rysunek 8.9. Kontakt kota z szyna.

Koto toczne dociskane do szyny jest traktowane jak uproszczony schemat
dwoch walcow o osiach wzajemnie prostopadtych ¢ = 90° — cos2p = —1
krzywizny kota wagonu

1 1 1 1 1
r r 04 5 [m™, ry 00 0 (8.60)
krzywizny glowki szyny
1 1 1 1 1
Rt R 03 R T (8.61)
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wielkosci pomocnicze

A+ B=05(25+3.33) =2.916 [m™!]

B—A=05(25)%2+(3.33)2 —2-2.5-3.33 = 0.415 [m™ ] (862)
na podstawie wzoru (8.39)
% =0.142 = cosw — w = 81.8° (8.63)
z tablicy 8.1 dobieramy przez interpolacje
m = 1.104, n = 0.911 (8.64)
po podstawieniu do wzorow (8.38)
a=0.0314VP,  b=0.0259VP. (8.65)

Dla obcigzenia sita P = 4.5 kN otrzymujemy: a = 2.41 - 1072 m oraz b =
1.98-1073 m, a pole powierzchni elipsy zetkniecia wab = 1.50-10~° m?, zatem
maksymalne ci$nienie obliczone wzorem (8.37)

3-4.5-1073

q0

8.5.3. Przyklad 3 — lozysko walowe

Obliczy¢ najwieksza dopuszczalng wartosé sity P dla styku watka z ptyta
w lozysku trzywalowym — patrz [10], o wymiarach: r = 0.07 m, [ = 0.42 m,

wykonanym ze stali LH15 o module Younga E = 208 GPa oraz wartosci
naprezenia dopuszczalnego na docisk oqop, = 2500 MPa — patrz [9].

Rysunek 8.10. Schamat tozyska trzywatowego.



102 Przyktady zadan do samodzielnego rozwiazania

W obliczeniach stosujemy zmodyfikowany wzor z czwartego wiersza tablicy 8.2
dotyczacy kontaktu walca z plaszczyzna

|PE

gdzie n oznacza liczbe waltkéw. Warunek bezpieczenistwa na docisk przyjmuje
forme

40 < Tdopy (8.68)

zatem poszukiwana wartosé sity wynosi

p o i (adopH)2 ~3-0.42-0.07 (2.5-10°
- FE \0418/  2.08-10° 0.418

2
> =15.17 [MN].  (8.69)

8.6. Przyklady zadan do samodzielnego rozwigzania

Obliczy¢ promien powierzchni zetkniecia p oraz wartosci najwiekszego docisku
HMH

qo oraz maksymalnego wytezenia o j dla nastepujacych przypadkow:
a) Sciskanie dwoch kul o jednakowej $rednicy d wykonanych z tego samego
materialu o module Younga F,

b) docisk kuli o promieniu r do plaszczyzny, oba materiaty maja identyczny
modut Younga FE,

¢) docisk kuli o $rednicy d do wklestej powierzchni kulistej D = 4d, oba
materialy majg ten sam modul Younga F,

przyja¢ E = 210 GPa oraz bezpieczng wartosé sity P = 5d? dla hartowanej
stali tozyskowej, gdzie mnoznik 5 [MPa|, zas srednica d |[m], w zwiazku z powyz-
szym sita P [MN].



Rozdzial 9

Analiza ptaskich ukladéw pretowych
metoda elementéw skonczonych

9.1. Wstep

Analiza konstrukeji rzeczywistych polega na budowie, a nastepnie badaniu wy-
idealizowanych modeli fizycznych. Modele fizyczne powstaja na drodze uprosz-
czen wprowadzonych w konstrukcjach rzeczywistych i maja na celu tatwiejsza
ich analize. Do podstawowych trudnosci napotykanych przy tworzeniu mode-
li fizycznych naleza przede wszystkim znaczna ztozono$é konstrukcji rzeczy-
wistych oraz zjawisk fizycznych, ktére w nich zachodzg. W zwigzku z powyz-
szym do najczescie] wprowadzanych zalozeri upraszczajacych zaliczy¢ nalezy:

e uproszczenia ksztaltu konstrukeji rzeczywistej polegajace na zastapieniu
ztozonych bryt elementami prostymi, takimi jak np. walce, prostopadto-
Sciany itp.,

e zalozenie jednorodnosci materialu poszczegolnych czesci konstrukeji,

e przyjecie pewnych elementéw rozpatrywanego modelu jako bryt ideal-
nie sztywnych — w konstrukcjach rzeczywistych istnieja zawsze czesci
o sztywnosci wielokrotnie wiekszej od pozostalych, ktore traktuje sie
jako nieodksztatcalne,

e przyjecie pewnych elementéw modelu jako niewazkie — bardzo czesto
wplyw ciezaru wlasnego jest znikomy w poréwnaniu do wielkosci ob-
cigzen,
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e zalozenie liniowych charakterystyk wtasciwosci fizycznych rozpatrywane-
go modelu — wszystkie charakterystyki konstrukeji rzeczywistej sa mniej
lub bardziej nieliniowe, jednakze w wiekszosci przypadkéw inzynierskich
mozna stosowaé ich liniowe przyblizenia, znacznie upraszczajace model
matematyczny,

e pominiecie mato istotnych oddzialtywan zewnetrznych miedzy rozpatry-
wang konstrukcja i otoczeniem — rzeczywista konstrukcja poddana jest
dziataniu wielu réznych obciazen, z ktorych wiekszosé moze byé po-
minieta,

e pominiecie malo istotnych oddziatywan wewnetrznych miedzy poszczegol-
nymi czesciami rozpatrywanej konstrukcji — chodzi tu przede wszystkim
0 opory zwiazane z sitami tarcia, jednak decyzja o ich pominieciu jest
zwykle trudna i wymaga duzego wyczucia inzynierskiego.

9.2. Podstawy modelowania konstrukcji

9.2.1. Model dyskretny

W modelowaniu rzeczywistych konstrukeji bardzo istotnym etapem jest przyje-
cie odpowiedniego modelu fizycznego. Modele fizyczne zbudowane sa z ele-
mentow, ktorych parametry roztozone sa w sposob cigglty. W zwiazku z tym
réwnania opisujace zachowanie sie takich modeli sa w najogoélniejszym przy-
padku réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi. Rozwiazanie takich rownan
metodami analitycznymi czy komputerowymi bywa bardzo trudne, a czesto
niemozliwe. Najczesciej wiec ciagle modele fizyczne zastepowane sa mode-
lami dyskretnymi, w ktorych parametry maja juz charakter skupiony. Tak
wiec w procesie dyskretyzacji przechodzimy od modelu ciagtego do prostszego
modelu dyskretnego, opisanego rownaniami rézniczkowymi zwyczajnymi.
W przypadku najprostszych konstrukeji inzynierskich, jakimi sa konstrukcje
pretowe, mozna omingé etap zwigzany z budowa modelu fizycznego, poniewaz
model dyskretny moze zostaé¢ otrzymany bezposrednio na drodze dyskretyzacji
konstrukeji rzeczywistej. Na rysunku 9.1 przedstawiono przyktad dyskretyza-
cji belki pryzmatycznej. Obecnie znanych jest wiele metod dyskretyzacji kon-
strukcji, do najwazniejszych i najczesciej stosowanych naleza metoda réznic
skoniczonych (MRS) i metoda elementow skoriczonych (MES).



Analiza ptaskich uktadéw pretowych MES 105
[ }X
z

—_—

Rysunek 9.1. Modele ciagty i dyskretny belki pryzmatycznej.

9.2.2. Model matematyczny

Modelem matematycznym nazywamy réwnania opisujace zachowanie modelu
dyskretnego. Roéwnania modeli dyskretnych sa réwnaniami rézniczkowymi
zwyczajnymi, a dodatkowo staja sie réwnaniami rézniczkowymi liniowymi dla
konstrukeji o liniowych charakterystykach. W przypadku belki pryzmatyczne;j
pokazanej na rysunku 9.1 model matematyczny sprowadza sie do znanego
z kursu wytrzymalto$ci materiatéw roéwnania rézniczkowego linii ugiecia belki

d?y (x)
dz2

EJ, = —M,; () (9.1)
w ktorym EJ, oznacza sztywnos¢ gietng belki, za§ M, () moment zginajacy.

W modelach matematycznych bedacych réwnaniami rézniczkowymi wy-
stepuja niewiadome funkcje (w przypadku rownania (9.1) jest to funkcja ugie-
cia y (z)). W zaleznosci od tego, czy niewiadome funkcje odpowiadaja sitom
czy tez przemieszczeniom, méwimy o metodzie sit badz metodzie przemieszczen.
Bardziej ogélne metody oparte na bilansie energii nazywamy metodami ener-
getycznymi; moga one by¢ zaréwno metodami sil, jak i przemieszczen.

W przypadku réwnania (9.1) niewiadoma funkcja odpowiada przemieszcze-
niu — mamy wiec do czynienia z metoda przemieszczen. Do tej wlasnie metody
ograniczymy nasze rozwazania w dalszej czesci tego rozdziatu.

9.2.3. Program komputerowy

Roéwnania rézniczkowe tworzace model matematyczny rozwiazywane sa przy
uzyciu algorytméw numerycznych tworzacych program komputerowy. Pro-
gramy komputerowe sktadaja sie z podprograméw wyspecjalizowanych w roz-
wiazywaniu okreslonych zadan, jak:
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e pre-procesory, czyli podprogramy przygotowania i wezytywania danych
wejsciowych,

e agregatory, czyli podprogramy budowy macierzy sztywnosci,

e solwery, czyli podprogramy do rozwigzywania uktadéw réwnan algebraicz-
nych,

e post-procesory, czyli podprogramy przygotowania i wyprowadzenia wyni-
kow,

e inne podprogramy.

9.2.4. Eksploatacja programéw komputerowych

Eksploatacja programu komputerowego rozpoczyna sie z chwilg, gdy zostal on
juz zweryfikowany. Uzytkownika programu moze nie interesowaé¢ ani model
analityczny, ani model numeryczy, ani nawet sam program, co gorsza zaintere-
sowany uzytkownik nie ma mozliwosci ingerencji w kod, poniewaz producenci
zaawansowanych pakietow MES dostarczaja zautomatyzowane narzedzia nu-
meryczne dziatajace jak 'czarna skrzynka’. Zadaniem uzytkownika jest przygo-
towanie danych wejsciowych zgodnie z instrukcja i nastepnie wprowadzenie ich
do komputera, ktéry podaje rozwiazanie, przesytajac je do urzadzenia wyjs-
ciowego. Podejscie powyzsze jest powszechnie praktykowane zaréwno przez
studentow wyzszych uczelni, jak i przez inzynierow z przemyshu. Stosowanie
metod komputerowych bez gltebszej znajomosci uzywanego modelu, jak i meto-
dy obliczenn moze prowadzi¢ do catkowicie blednych wynikéw, pomimo ze od
strony formalnej dane wejSciowe zostaly przygotowane zupelnie poprawnie.
Klasycznym przykladem jest rozwiazanie zagadnienia zginania belki opisanego
réwnaniem (9.1), w ktorym uzyskano strzatke ugiecia rowna 0.5 m przy catkowi-
tej rozpietosci belki 1.0 m, poniewaz uzytkownik nie uwzglednil ograniczen
teorii matych ugie¢, nie moéwiac juz o mozliwosci uplastycznienia.

9.3. Podstawy MES

Podczas modelowania konstrukcji rzeczywistej bardzo waznym etapem jest
przejscie od modelu matematycznego do dyskretnego tak, aby model dyskretny
mozliwie najlepiej odzwierciedlat zjawiska zachodzgce w modelu fizycznym.
Model dyskretny otrzymywany jest na drodze tzw. skoiiczenie elementowej
aproksymacji modelu matematycznego. Koncepcja tej aproksymacji polega na
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zastapieniu kazdej wielkosci opisanej funkcja ciagta w modelu matematycznym,
a wiec uog6lnionych przemieszcezen oraz sit, dyskretnym zbiorem innych funkcji
ciggtych okreslonych w skoriczonej liczbie podobszaréw, zwanych elementami
skoniczonymi. Poszczegolne funkeje ciagte w elementach skoniczonych zdefinio-
wane sg poprzez wartosci, jakie te funkcje przyjmuja na koncach elementéw,
nazywanych weztami. W celu budowy modelu skoniczenie elementowego nalezy
zatem w modelu matematycznym dokonaé¢ dyskretyzacji, czyli

e wyr6zni¢ skonczona liczbe weztow,

o okredli¢ w wezlach wielkosci, ktorych wartosci beda aproksymowane
(uogolnione przemieszczenia oraz sity),

e podzieli¢ rozpatrywany obszar na skoriczong liczbe elementow, stykaja-
cych sie ze soba w weztach,

e aproksymowacé wielkosci fizyczne w kazdym elemencie za pomoca funkcji
aproksymujacych, nazywanych funkcjami ksztattu.

Przyktadowa dyskretyzacje konstrukcji ramowej zaprezentowano na rysunku
9.2. Wezly w liczbie 5, oznaczone cyframi w kotkach, przyjeto w miejscach
zamocowania, w miejscach potaczenia stupkéw z poprzeczka oraz dodatkowo
w miejscu przylozenia obcigzenia skupionego. Kolejne numery elementéw
skoriczonych oznaczono cyframi w kwadratach.

@l@

Rysunek 9.2. Przyktad dyskretyzacji ramy.

9.3.1. Roéwnania modelu dyskretnego

W celu wyprowadzenia réwnan modelu dyskretnego uzyjemy formalizmu mate-
matycznego nalepiej nadajacego sie do tego celu, czyli réwnan Lagrange’a
oL

— = f; ) =1,2,... 9.2
an f]a J ) 4y y ( )
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gdzie:
L — energia sprezystosci,
u; — j-te przemieszczenie uogélnione,
fj — j-ta sila uogélniona,
n  — liczba stopni swobody.

Energia sprezystosci modelu dyskretnego jest suma energii sprezystosci wszyst-
kich elementéw skoriczonych modelu, z ktorych kazda jest forma kwadratows
przemieszczeni uogdlnionych

N N n n
L= Z Lel = Z % Z kel,ijuiuj = % Z Kijuiuj (9.3)

el=1 el=1 i,j=1 1,j=1

gdzie globalna macierz sztywnosci wyrazona zostata przez sume lokalnych ma-
cierzy sztywnosci

N
Kij =Y keij- (9.4)
el=1

Podstawienie wzoru na energie (9.3) do réwnan Lagrange’a (9.2) prowadzi do
ogblnej postaci rownan modelu dyskretnego

n

Z (Kijuj - f]) =0 (9'5)

j=1

ktoére moga byé sprowadzone do nastepujacej postaci macierzowej

9.3.2. Funkcje ksztaltu plaskiego elementu belkowego
Doktadnosé dyskretyzacji jest tym wieksza, im:

e przyjete funkcje ksztaltu lepiej odwzorowujg wielkosci w modelu mate-
matycznym,

e na wiecej wezlow, a tym samym elementéw, podzielimy obszar zajmo-
wany przez konstrukcje.

Spelnienie pierwszego warunku, towarzyszace coraz gestszemu podziatowi ob-
szaru na elementy, moze zblizy¢ rozwiazanie skoriczenie elementowe do roz-
wiazania Scistego. Zblizanie jest zagwarantowane wtedy, gdy funkcje ksztaltu
zapewniaja dodatkowo:
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e cigglos¢ przemieszczenn w weztach,

e mozliwos¢ opisu statych przemieszczen elementu, odpowiadajacych ru-
chowi elementu jako bryly sztywnej,

e mozliwos¢ opisu stalych naprezen wewnatrz elementu, wystepujacych
przy odpowiednich przemieszczeniach weztow.

Elementy skoriczone, dla ktérych funkcje ksztatu spetniaja pierwszy z warun-
kéw, nazywamy elementami zgodnymi lub dostosowanymi, natomiast elementy,
dla ktorych sa spelnione warunki drugi i trzeci, nazywamy elementami zu-
pelnymi.

7 drugiej strony funkcje ksztaltu powinny by¢ w miare proste tak, aby ope-
racje na nich daty sie stosunkowo tatwo algorytmizowaé. W zwigzku z powyz-
szym najczesciej stosowanymi funkcjami ksztattu sg wielomiany.

W przypadku zagadnienia jednowymiarowego rozciagania-Sciskania (ele-
ment typu kratownicowego) wszystkie podane warunki sa spelnione przez funk-
cje ksztaltu okreslajaca przemieszczenie wzdluzne w postaci wielomianu pierw-
szego stopnia

u(zr) = a1+ ax (9.7)

Natomiast dla zagadnienia jednowymiarowego ptaskiego zginania (element typu
belkowego) najprostsza z funkcji ksztattu okreslajaca przemieszczenie poprzecz-
ne jest wielomianem trzeciego stopnia

v(z) = a; + agx + azx? + ag2® (9.8)
Powyzsza funkcja ksztattu staje sie rozwigzaniem $cistym dla zagadnienia
plaskiego zginania preta prostego obcigzonego na koricach obciazeniem skupio-

nym, gdyz w takim przypadku moment zginajacy jest wielomianem pierwszego
stopnia, a funkcja ksztaltu catka rownania rozniczkowego linii ugiecia (9.1).

9.3.3. Uklady wspélrzednych

Do opisu potozenia modelu dyskretnego przyjmowane sa kartezjanskie uktady
wspolrzednych. Wprowadza sie zwykle dwa rodzaje takich uktadow:

a) uklad globalny (jeden) parametryzujacy cata konstrukcje,

b) uktady lokalne (wiele) parametryzujace indywidualnie kazdy element.
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Osie uktadu globalnego oznaczmy (X,Y). W uktadzie tym bedziemy zapisy-
waé uogdblnione przemieszczenia i sily, a takze globalna macierz sztywnosci.
Natomiast uklady lokalne, ktoérych osie oznaczamy (z,y), beda wykorzysty-
wane do zapisywania funkcji ksztattu, lokalnych macierzy sztywnosci elementu
itp.

W MES zachodzi wielokrotnie potrzeba transformacji pewnych wielkosci
wektorowych oraz macierzy z ukladéw lokalnych do ukladu globalnego i na
odwrét. Przypomnijmy zatem reguty transformacji przez obrot. W tym celu
rozwazmy dwa prostokatne uklady wspohrzednych (X,Y) oraz (z,y) zacze-
pione w tym samym punkcie i obrécone o kat .

Rysunek 9.3. Transformacja wspotrzednych przez obrot.

Wspolrzedne ustalonego punktu w ukladzie (z,y) wyrazaja sie przez jego
wspolrzedne w uktadzie (X,Y) nastepujaco

{:1: = Xcosp + Ysing 9.9)

y = —Xsinp + Ycose

i na odwrét, wspohrzedne punktu w ukladzie (X,Y) wyrazone przez jego
wspolrzedne w ukladzie (x,y) maja postac

X = zcosp — ysing
{ Y = zsing 4+ ycose. (9.10)
Obie reguly transformacji wspohrzednych daje sie krotko zapisa¢ w postaci
macierzowej (wektor traktowany jako macierz kolumnowa [¢] = [z,y]", [X] =
(X, YY)
] = [t] [X]
T (9.11)
[(X] = [t]" [«]

gdzie macierz transformacji [t] jest rowna

[t]:[ oSy sy ] (9.12)
—siny cosy



Analiza ptaskich uktadéw pretowych MES 111

Podczas definiowania geometrii konstrukeji zostaly podane wspotrzedne
poczatku (X1,Y7) i konca (X, Ys) kazdego elementu skoriczonego w ukltadzie
globalnym, skad tatwo obliczy¢ jego dtugosé

[ = \/(XQ—X1)2+(Y2—Y1)2 (9.13)
a nastepnie wartosci kosinusow kierunkowych macierzy transformacji [t]
singp = (Yo — Y1) /I cosp = (Xo — X1) /L. (9.14)

Przechodzac do okreslenia regul transformacji wektoréw uogoélnionych prze-
mieszczen oraz sil, nalezy wyraznie zaznaczy¢, ze nie bedziemy tutaj mieé¢ na
my$li wektorow w sensie matematycznym, lecz mechanicznym. W mecha-
nice wygodnie jest zgrupowaé¢ w wektor pewne wielkosci o zupelnie réznych
wymiarach fizycznych, majace odmienne znaczenie mechaniczne i rozne reguty
transformacji. W MES operuje sie wektorem uogo6lnionych przemieszczen

[u] = [u1, V1,01, u2, V2, V2] (9.15)

zawierajacym kolejno przemieszczenie wzdluzne, przemieszczenie poprzeczne
oraz kat obrotu wezta poczatkowego i koricowego, a takze wektorem uogél-
nionych sit

[f] = [N1,T1, My, Na, T, Mo)] (9.16)

zawierajagcym kolejno site normalng, sile poprzeczna oraz moment zginajacy
wezla poczatkowego i koncowego. Jest oczywiste, ze w obu tych wektorach
katy obrotu i momenty zginajace musza pozostawaé¢ niezmiennicze wzgledem
obrotéw na plaszczyznie, zatem reguly transformacji sg nastepujace

fux] = [T ][] = (7" fux] o1
fx] =[TI[f] [ =T [fx] |
gdzie macierz transformacji [T] jest rowna
cosp sing 0 0 0 07
t 0 0 O —sing cosp 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
TI=10 o it 0|~ 0 0 0 cos i 0
¢ sing

0 0 0 1 0 0 0 —sing cosep 0
. 0 0 0 0 0 1]

(9.18)

Dla lokalnej macierzy sztywnos$ci o wymiarach 6 x 6 reguty transformacji
sg nastepujace

[kx] = [T]" (k] [T]  [kx] = [T] [kx] [T]" . (9.19)
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9.3.4. Macierz sztywnosci elementu

W modelu dyskretnym zaleznosci pomiedzy wektorem uogélnionych sit [F|
a wektorem uogoélnionych przemieszczen [U] podawane sa w postaci tak zwanej
globalnej macierzy sztywnosci [K| (patrz rownania (9.6)). Globalna macierz
sztywnosci tworzona jest w procesie agregacji z lokalnych macierzy sztywnosci
poszczegdlnych elementéw. Kazda lokalna macierz sztywnosci podaje zaleznos-
ci pomiedzy wektorem uogolnionych sit [f,] = [N1, 11, M1, No, Ty, Ms] a wek-
torem uogodlnionych przemieszczen [ux| = [u1, vi, 91, u2, va, ¥2] w weztach ele-
mentu.

W celu efektywnego obliczenia wspotczynnikow lokalnej macierzy szty-
wnosci [kx] postugujemy sie funkcjami ksztaltu zapisanymi w lokalnym
uktadzie wspotrzednych (z,y) zwigzanym z elementem. Rozwazmy najpierw
funkcje ksztaltu opisujaca przemieszczenie wzdtuzne preta, dana wzorem (9.7).
Wartosci sity podtuznej w wezlach wyrazone poprzez przemieszczenia weztowe
otrzymujemy, stosujac znane zalezno$ci wytrzymalosci materiatow

N, = _EAd“_(x) — E_A(ul_m)
dz |,_, l
(9.20)
du (1)
2 dz |, [ (Tu )

znak minus w pierwszym wzorze wynika z przyjetej ‘'matematycznej’ konwencji
zwrotéw sity podtuznej na rysunku 9.4.

y
91 I 32
A EAL LA
U »>X
) / [©)
y
N E,zluz fg Nox

Rysunek 9.4. Konwencja zwrotoéw uogdlnionych przemieszczen oraz sit
w weztach elementu skonczonego.

Podobnie, biorac funkcje ksztattu (9.8) i zadajac spelnienia przez nig warun-
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kéw kinematycznych w weztach

v(0) =v; v(l) =vs
(9.21)
dv (x) B dv (z) B
dz =0 a rﬁl dz x=l a rﬁQ

otrzymujemy nastepujace wartosci wspotczynnikéw wielomianu

a, = Vi
as = 191
4 = 31 +ve 201+ (9.22)
12 l
. 2V1 — V9 191 + 192
ay = l3 l2 .

Skad tatwo obliczy¢ wartosci sity poprzecznej i momentu zginajacego w weztach,
wyrazone poprzez weztowe przemieszczenia i katy obrotu

d? EJ, EJ
M1 = —EJZ % = 6 D) (V1 - VQ) + 2 = (2191 + 192)
i P l l
d3v (z EJ, EJ,
T1 = EJZ % = 12—3 (Vl - VQ) + 6—2 ('ﬁl + ?92)
T |, l l
d? EJ, EJ,
MQ = EJZ (;7(21:) 6—2 (Vl - VQ) + 2 (191 + 2’[92)
A l l
d3v (x EJ EJ,
n = -—EJ, d3( ) = 12 32 (=vi+ve) — 6 5 (91 + 92)
T |,y l l
(9.23)

gdzie jak poprzednio znaki plus w drugim i trzecim wzorze wynikaja z przyjetej
'matematycznej’ konwencji zwrotéw sity poprzecznej i momentu zginajacego
na rysunku 9.4.

Przedstawiajac otrzymane zaleznosci (9.20 i 9.23) w postaci macierzowej
analogicznej do (9.6), otrzymujemy

[kx] [ux] = [.fx] (9'24)

gdzie macierz sztywno$ci elementu pryzmatycznego zdefiniowana w lokalnym
uktadzie wspotrzednych (x,y), zwiazanym z tym elementem, przyjmuje naste-



114 Podstawy MES

pujaca postaé

l l
EJ, EJ, EJ. _FEJ,
0 12— 63 0 —12— 6
EJ, EJ, EJ, EI
4 - 2=~
0 65 l 0 65 l
[kx] = . (9.25)
EA
—— 0 0 £4d 0 0
l l
EJ. EJ, EJ, EJ,
0 —12—5 —6— 0 12— —6—;
EJ, EJ., EJ, EJ,
|0 6 2— 0 =60 4= |

9.3.5. Proces agregacji

Budowa globalnej macierzy sztywnosci [K|] wystepujacej w modelu dyskret-
nym, zapisywanym w globalnym uktadzie wspotrzednych (X,Y) i opisanym
ukladem rownan (9.6), nastepuje w procesie agregacji, czyli sumowania lokal-
nych macierzy sztywnosci zgodnie ze wzorem (9.4). Lokalna macierz szty-
wnosci elementu okreslona w lokalnym uktadzie wspolrzednych (x,y), zwiaza-
nym z tym elementem, przyjmuje postaé¢ (9.25). Zatem pierwszym krokiem jest
jej transformacja z lokalnego [kx| do globalnego uktadu wspoétrzednych [kx]
zgodnie z regula transformacyjna (9.19). Na ogét w wyniku takiej transforma-
¢ji macierz ulega wypelnieniu, to znaczy elementy zerowe przechodza w inne,
juz niezerowe. Jednak kazda transformacja przez obrot zachowuje symetrie
macierzy i nie zaburza jej blokowego charakteru
i J

ki1 k2 ks ks ks kie

ka1 koo kos kos ko5 kog i A B
[kx] = | ka1 k32 ks3 ksa k35 kse = [ B C ] - (9.26)

kar kao  kas kaa ka5 kae
k51 kso  ks3 ksa  kss  kse J
ke1 ke2 ko3 kes kes kee
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Globalna macierz sztywnosci [K| budowana jest na drodze sumowania i 'na-
suwania’ blokéw macierzy kolejnych elementéw skoriczonych [kx] do blokow
wystepujacych w miejscach przecie¢ wierszy i kolumn o numerach odpowiada-
jacych numerom odpowiednich weztéw opisanych wzorem (9.4)

Ay B,

B Ci+ Ay Bs

K] = By Cet s By o (927)

Byn_1 Cn-1+ANn By
By Cn |

9.3.6. Modelowanie warunkéw brzegowych

Jednoznaczne rozwiazanie modelu matematycznego okreslonego réwnaniami
rozniczkowymi wymaga sformulowania odpowiedniej liczby warunkéw, ktore
pozwola obliczy¢ state calkowania i tym samym wytypowaé¢ jednag krzywa
catkowa z wieloparametrowej rodziny rozwiazan, jaka jest catka ogélna row-
nania roézniczkowego. W przypadku rownania rézniczkowego linii ugiecia belki
(9.1) liczba warunkéw wynosi 2 i odpowiada rzedowi réwnania roézniczkowego.
Podobnie model skoriczenie elementowy wymaga sformulowania odpowiedniej
liczby warunkéw brzegowych. Przez stowa ’odpowiednia liczba’ rozumiana jest
tutaj minimalna liczba wiezéw ograniczajaca ruch catej konstrukcji badz jej
czedci jako sztywnej bryty, bowiem w przypadku niewystarczajacej ich liczby
uktad rownan (9.6) staje sie uktadem zaleznym, posiadajacym nieskoriczenie
wiele rozwigzan. Na konstrukcje mozna natomiast narzuci¢ wieksza liczbe
wiez6éw niz minimalna, operujac jezykiem statyki konstrukeji pretowych, moéowi-
my w takim przypadku o statycznej niewyznaczalnosci odpowiednio wysokiego
stopnia.

Modelowanie warunkéw brzegowych w metodzie elementéw skoriczonych
polega na formutowaniu warunkéw ograniczajgcych dla uogélnionych przemiesz-
czen w odpowiednich weztach. Z kazdym weztem stowarzyszony jest wektor
uogodlnionych przemieszczen [u;,v;, ;] odpowiadajacy trzem stopniom swo-
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body, zatem wprowadzenie wartosci [ug, vg, ¥o] do wektora [U]

K vo | =| F i (9.28)

jest rbwnowazne z narzuceniem wiezow u; = ug, v; = Vg, ¥; = Yg. W szczegdl-
nosci kazde z uogélnionych przemieszczen moze by¢ zerem, co odpowiada kolej-

no:
u; = 0 zablokowane przemieszczenie i-tego wezta w kierunku X,

v; =0 zablokowane przemieszczenie i-tego wezta w kierunku Y,

¥; =0 zablokowany obrét i-tego wezla.
Odpowiednie kombinacje tych warunkéw daja znane warunki podparcia kon-
strukcji pretowych:

u; =0,v; =0,9; =0 pelne zamocowanie i-tego wezla,

vi =0,v; =0 podparcie przegubowe nieprzesuwne i-tego wezta.

9.3.7. Modelowanie obcigzen

Uzyskanie nietrywialnego rozwiazania dla modelu matematycznego uzaleznione
jest od postaci prawej strony w réwnaniu rézniczkowym. W przypadku gdy
prawa strona jest dana funkcjg tozsamosciowo réwna zeru i jednoczesnie warun-
ki na state catkowania sa typu jednorodnego, mamy do czynienia z tzw. zagad-
nieniem wlasnym, ktore posiada rozwigzanie trywialne, ale moze wystepowac
réwniez rozwiazanie skwantowane. Przykladowo w modelu zginanej belki
uzyskanie nietrywialnego rozwiazania réwnania roézniczkowego (9.1) jest za-
lezne od postaci funkcji opisujacej zmienno$¢ momentu zginajacego M, ().
Podobnie model skonczenie elementowy wymaga zdefiniowania obcigzen.

Modelowanie obciazen w MES polega na przykladaniu uogdlnionych sit
w odpowiednich weztach. Z kazdym wezlem stowarzyszony jest wektor uogol-
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nionych sit [N;, T;, M;], zatem wprowadzenie wartosci [Ny, Ty, My] do wektora

No
K ul=|mn i (9.29)
My

uogolnionych sit catej konstrukeji [F'| odpowiada przylozeniu obciazenia N; =
No, E = To, Mz = MQ W i—tym WQZle.

Przytoczony sposéb modelowania obciazen pozwala na $ciste odwzorowanie
obciazenia konstrukcji w postaci skupionych sil oraz momentéw zginajacych
przytozonych w wezlach. W przypadku obciazen rozlozonych odwzorowanie
jest tylko przyblizone (uzyskanie rozwiazania Scistego byloby mozliwe po za-
stosowaniu funkcji ksztaltu bedacych wielomianami stopnia > 4) i polega na
wprowadzeniu odpowiednich weztowych sit i momentéw zginajacych, réwnowa-
znych w sensie wywotywania identycznych przemieszczen i katow obrotu (patrz
rysunek 9.5). Odpowiednie wartosci uogélnionych sit weztowych dla elementu
odpowiadajgcego pretowi obcigzonemu obciazeniem roztozonym w sposéb
liniowy wynosza

l l
Th=——(Tq1+3q), To=—-—==(T92+3q)

20 20
(9.30)
12 12
My =—-——(3 2 My = — (3 2 .
1 60(Q1+ Q) 2 60(Q2+ q)
y
q2
ymull
@ i ®
y
MII M,
ﬁl\T:/\L>x
0 / ®

Rysunek 9.5. Modelowanie obciazenia roztozonego w sposéb liniowy.
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9.3.8. Rozwigzanie ukladu réwnan

Metody numerycznego rozwiazywania uktadéw réwnan mozna zakwalifikowaé
do dwoéch grup: bezposrednich oraz iteracyjnych. Przez metode bezposred-
nig rozumiemy metode, ktora przy braku bledéw zaokraglenn daje doktadne
rozwiazanie po skoniczonej liczbie krokéw. Natomiast metody iteracyjne oparte
sa na nieskonczonym ciggu rozwiazan przyblizonych, zbieznym do rozwiazania
doktadnego, ktory jest urywany z chwilg osiagniecia zalozonej doktadnosci. Nie
mozna podaé¢ uniwersalnych kryteriow rozstrzygajacych, kiedy nalezy stosowaé
metody bezposrednie, a kiedy iteracyjne. Na ogél dla uktadéw réwnan o pelnej
macierzy sztywnosci [K] (tj. takiej, w ktorej wiekszos¢ elementoéw nie jest
zerami), ktorej wymiar nie przekracza 30, stosowane sa metody bezposredniej
eliminacji z uwagi na ich wigksza efektywnosé. Jesli natomiast macierz szty-
wnosci [K] jest duza i rzadka (ma niewiele elementéw niezerowych), bardziej
efektywne okazuja sie metody iteracyjne.

Eliminacja Gaussa

Najwazniejsza z metod bezposredniego rozwiazywania dowolnych uktadéw row-
nati liniowych jest eliminacja Gaussa. Pomyst w niej zastosowany polega na
eliminacji niewiadomych w pewien systematyczny sposéb. Rozwazmy uktad
roéwnan liniowych

a11x1 + a12x9 + + A1nTn = bl

a1x1 + agexy + + agpx, = by (9.31)
- + + -

ap1T1 + apa®2 + + Gppr, = by

o nieosobliwej macierzy det (A) # 0, wtedy uktad [A][xz] = [B] ma jedno-
znaczne rozwigzanie.

Zakladajac, ze a1; # 0, mozna wyeliminowaé x1, odejmujac od i-tego
réwnania pierwsze réwnanie pomnozone przez

mip =L (=23,...,n) (9.32)
ati
otrzymujac tym samym uktad n—1 réwnan z n—1 niewiadomymi xo, T3, ..., Ty
ag)xg + ... + agi)xn = ng)
+ .+ = (9.33)

a%)xg + ... 4+ a,(fr%xn = bﬁf)
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gdzie nowe wspotczynniki sa dane wzorami

(IZ(JQ) = aij —milalj (j = 2,. .. ,n)
b@):bi—mﬂbl (z=2,,n)

1

(9.34)

Jesli ag) # 0, to w podobny sposéb mozna wyeliminowaé x3, otrzymujac tym

samym uklad z n — 2 rownan z n — 2 niewiadomymi x3,...,x,. Elementy
all,ag),ag?, ... wystepujace w eliminacji nazywamy elementami gtéwnymi.

Jesli wszystkie one sa rézne od zera, to stosujac uogdlnienia wzorow (9.32
19.34)

(k)

_ Qi (k+1) _ (k) (k) (k+1) _ 4 (k) (k)
Mg = a(k) i = a;;" — Mikay; b, =b; " — mub;, (9.35)
kk

(i=k+1,k+2,...,m j=k+1Lk+2,...,n)

mozna prowadzi¢ eliminacje az do otrzymania po n — 1 krokach jednego row-
nania

a g, = b (9.36)

czyli sprowadzi¢ wyjsciowy uktad rownan do tzw. postaci trojkatnej gornej

aj1x1 + apre + ... 4+ appr, = b
a%)xg + ... F agi)mn = bg) (9.37)

+ ... = ...

ae, = b

Rozwiazanie uktadu réwnan w postaci trojkatnej gornej jest szczegdlnie proste
i przebiega zgodnie z algorytmem podstawiania wstecz, w ktorym wartosci

niewiadomych obliczane sa w kolejnosci z,,, Tp—1,...,2T1
b
Tn =
(n)
ann
-1) (n—1)
b(n —a x
. _ n—1 n—1,n"n (938)
n—1 (n—1)
n—1,n—1
. b —anTy — a1 1Tp-1 — ... — A1272
1 — .

a1
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Algorytm eliminacji Gaussa zawodzi, jesli w pewnym kroku k element gtowny
a,(!z) = 0. Lekarstwem pozwalajacym na kontynuowanie obliczen jest tzw.
wybor elementu gléwnego, czyli dopuszczenie przestawiania kolumn i wier-
szy w macierzy, ale operacja taka zmienia porzadek niewiadomych i znacznie
komplikuje algorytm. Istnieje jednakze pewna klasa macierzy, dla ktérych

eliminacje Gaussa mozna przeprowadzaé bez przestawiania kolumn i wierszy.

Modyfikacje metody Gaussa dla macierzy specjalnych

W praktyce macierz sztywnosci prawie zawsze posiada pewne specjalne wtas-
ciwosci pozwalajace na modyfikacje algorytmu tak, aby skrocié¢ czas obliczent
lub zmiejszyé¢ zapotrzebowanie pamieci.

Jesli macierz [A] = a;; jest symetryczna, czyli

Qi = Gjj (1 S ’i,j S n) (939)
oraz dodatnio okreslona, czyli
det (A,,) >0 vm (9.40)

gdzie [A,,] jest podmacierza m x m utworzona z przeciecia m (gdzie m < n)
poczatkowych wierszy i kolumn macierzy [A] o wymiarze n X n, to eliminacja
Gaussa wykonywana bez przestawiania wierszy i kolumn przeksztatca w k-tym
kroku elementy macierzy na nowe elementy, ktore sa réwniez symetryczne

k k ..
al(-j) = agi) (k<i,j<n). (9.41)
W zwiazku z tym w trakcie eliminacji wystarczy przechowywaé w pamieci
i przeksztalcaé¢ elementy macierzy lezace na gléwnej przekatnej i ponad nia.
W zmodyfikowanej symetrycznej eliminacji Gaussa wzory (9.35) przyjmuja
postac

k
(k) *)

Oy (k+1) (k) (k) (k+1) _ 4 (k)
Mip = a(k) ij = ;" — My b, =0, — myb, (9.42)
kk

(i=k+1,k+2,...,n; j=i4,i+1,...,n)

dzieki ktorym zaréwno liczba operacji, jak i wykorzystanie pamieci zmniejsza
sie w przyblizeniu dwukrotnie.

Dalsza redukcja liczby operacji jest mozliwa w przypadku symetrycznych
uktadow rzadkich, w ktoérych elementy niezerowe macierzy [A] sa zgrupowane
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_p DN
p 0 0
A = A
4]

Rysunek 9.6. Macierz wstegowa symetryczna.

w tzw. wstedze, polozonej przy gloéwnej przekatnej. Szerokos¢ potwstegi
wynosi p, gdy a;; # 0 = j — 1 < p. Uklady o macierzy wstegowej sg szczegol-
nie dobrze przystosowane do rozwigzywania za pomocs eliminacji Gaussa, gdyz
zachowuje ona ich strukture wstegowa (patrz rysunek 9.6). Modyfikacja algo-
rytmu eliminacji Gaussa polega tutaj na ograniczeniu zakresu indeksu j we
wzorach (9.42) z n do p.

9.3.9. Opracowanie wynikéw

W wyniku rozwigzania uktadu rownan (9.6) otrzymywany jest wektor uogol-
nionych przemieszczen (U], a co za tym idzie stowarzyszony z kazdym weztem
wektor uogdlnionych przemieszezen [ux] odniesiony do globalnego uktadu
wspotrzednych. Znajac przemieszczenia w weztach, dysponujemy kompletna
informacja o deformacji, ktorej ulega konstrukcja pod wplywem obciazenia.
Niestety, wektor uogdlnionych sit obliczony na ich podstawie réwniez odnosi sie
do globalnego uktadu wspoétrzednych, a zatem jest nieprzydatny do sporzadza-
nia wykreséw sit wewnetrznych, ktére wymagaja stosowania lokalnego uktadu
wspoOtrzednych. W zwiazku z powyzszym pierwszym krokiem jest transforma-
cja wektora uogolnionych przemieszczen weztowych [ux] z uktadu globalnego
do ukladu lokalnego [uy], zgodnie z regulami (9.17). Nastepnie latwo juz
obliczy¢ wektor uogolnionych sit weztowych [uy] = [N, T, My, No, To, Ms],
postugujac sie lokalna macierza sztywnosci (9.24).

Graficzne opracowanie wynikow oprocz sporzadzania wykresow sit wewne-
trznych wymaga réwniez przedstawienia przemieszczeri konstrukeji. Przypo-
mnijmy jeszcze raz — jako rozwiazanie ukladu réwnan (9.6) otrzymujemy wek-
tor uogolnionych przemieszczen [ux] dla kazdego wezla konstrukcji. Zatem
bezposrednia proba jego wizualizacji musi daé¢ wykres w postacji tamanej, jako
ze odwolujemy sie jedynie do wartosci w weztach. Chcac 'wygladzié” wykres
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przemieszczeri, nalezy postuzyé sie dodatkows informacja, o przemieszcze-
niach punktéw lezacych pomiedzy weztem poczatkowym i konicowym, zawarta
w funkcjach ksztaltu (9.7, 9.8) oraz (9.20, 9.23).

9.4. Przyklady

9.4.1. Oznaczenia

NE liczba elementow

NN liczba weztow

NBCX liczba wezlow, w ktorych okreslone sa warunki brzegowe dla przemie-
szczenia w kierunku X

NBCY liczba wezlow, w ktorych okreslone sa warunki brzegowe dla przemie-
szczenia w kierunku Y

NBCR liczba wezlow, w ktorych okreslone sa warunki brzegowe dla kata
obrotu

NF liczba weztéw, w ktoérych okreslone sa obciazenia

9.4.2. Struktura pliku danych wejSciowych

NE NN

globalna numeracja weztow
el. wez.l wez2 typ (1 — kratownicowy, 2 — belkowy)

1 1 2 2
2
globalne wspoétrzedne weztow
wez. X Y
1 0.0000E+00 0.0000E+00
2 e e

warunki zamocowania
NBCX NBCY NBCR

wez.  przem. ug przem. vg kat obrotu v
1 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000OE+00

obciazenia
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NF

wez. sita Ny sita Tj moment M,
2 0.0000E+00 -0.2000E+01 0.0000E+00

state materialowe i parametry przekroju poprzecznego
el. FE A J,
1 0.2100E+05 0.1000E+00 0.1500E+01

Podczas przygotowywania pliku danych wejsciowych nalezy koniecznie prze-
strzega¢ nastepujacych zasad:

e dla zmiennych typu naturalnego (int) zadeklarowano dlugosé pola
réowng 6,

e dla zmiennych typu rzeczywistego (float) zadeklarowano dlugosé
pola réowna, 12.

Przyktad P1 — kratownica

Nalezy znalez¢ wartosci sit w pretach kratownicy obciazonej jak na rysunku 9.7a.
Podziat kratownicy na 10 elementow skoiiczonych typu kratownicowego pokaza-
no na rysunku 9.7b. Poniewaz nie zostaly podane konkretne wartosci wielkosci

I,E, A, J,, P, bedziemy rozwiazywaé¢ kratownice w sposoéb symboliczny jako

dane wejsciowe, przyjmujac jednostkowe wartosci powyzszych wielkosci. Otrzy-

mane wyniki rozumieé nalezy zatem jako odpowiednie mnozniki badz sit wew-

netrznych, badz przemieszczen.

a) b)

1.0

0.5

—vo

0.0 ¥

e
L [
I

pay
/ | / 1”

—_—

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Rysunek 9.7. Kratownica: schemat konstrukcji oraz podzial na elementy

skoriczone.
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Postaé pliku danych wejsciowych P1.TXT jest nastepujaca:

—
(@}

© 0 N O O W N -
o O oD W WD
[ e

1
.0000E+00
.1000E+01
.1000E+01
.2000E+01
.2000E+01
.3000E+01
0
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00

o

O O O N OO OO OO i O NN WWNEEFP,O
[0)}
=

.0000E+00
.0000E+00
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01

©O© 0O NO O WL, PP ODNOOOOEFE R PP, OO0 WN -
O O O O O O OO oo oo

-
o

O O O O O O

-0.1000E+01
-0.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01

O O O O O O O o o

o

.0000E+00
.0000E+00
.1000E+01
.1000E+01
.0000E+00
.0000E+00

O O O O O O O o o

o

0.0000E+00
0.0000E+00
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01

Postac zdeformowang kratownicy oraz wykres sit normalnych w poszczegolnych
jej pretach pokazano na rysunku 9.8. Wartosci liczbowe wszystkich wielkosci
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Rysunek 9.8. Wykres przemieszczeri oraz wykres sit normalnych kratownicy.

zamieszczono w pliku z wynikami.

sxkk WYNIKI sokskok
*kx% Przemieszczenia *k*xk

wez. U, U, S
1 0.0000E+00  0.0000E+00 0.0000E+00
2 1.0000E+00 -4.8284E+00 0.0000E+00
3 2.0000E+00 -4.8284E+00 0.0000E+00
4 1.0000E+00 -4.8284E+00 0.0000E+00
5 2.0000E+00 -4.8284E+00 0.0000E+00
6 3.0000E+00  0.0000E+00 0.0000E+00

*%%% Sity w elementach *¥x¥x

el. wez. sita N sita 7' moment M,
1 1 -1.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00
1 2 1.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00
2 1 1.4142E+00 0.0000E+00 0.0000E+00
2 3 -1.4142E+00 0.0000E+00 0.0000E+00
3 2 -8.8818E-16 0.0000E+00 0.0000E+00
3 3 8.8818E-16 0.0000E+00 0.0000E+00
4 3 1.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00
4 4 -1.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00
5 3 -8.8818E-16 0.0000E+00 0.0000E+00
5 5 8.8818E-16 0.0000E+00 0.0000E+00
6 2 2.2204E-16 0.0000E+00 0.0000E+00
6 4 -2.2204E-16 0.0000E+00 0.0000E+00
7 2 -1.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00
7 5 1.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00
8 4 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00
8 5 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00
9 5 -1.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00
9 6 1.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00
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10 4 1.4142E+00 0.0000E+00 0.0000E+00
10 6 -1.4142E+00 0.0000E+00 0.0000E+00

Poréwnanie wartosci sity podtuznej w wybranych pretach kratownicy (ele-
menty nr 2, 6, 7).

‘ wartosci teoretyczne ‘ wartosci obliczone

N (2) —V2P —1.4142
N (6) 0 2.2204 x 10716
N (7) P 1.0

Przyklad P2 — belka przegubowa

Wyznaczyé warto$ci oraz naszkicowaé wykresy sity poprzecznej i momentu
zginajacego w belce przegubowej obciazonej jak na rysunku 9.9a. Podziat
konstrukeji na elementy skoriczone typu belkowego pokazano na rysunku 9.9b.
Przegub wewnetrzny zamodelowano poprzez wstawienie dodatkowego krotkiego
elementu typu kratownicowego. W zadaniu brak jest konkretnych wartosci
wielkosci [, E, A, J,, P, bedziemy poszukiwaé¢ rozwigzywania symbolicznego,
przyjmujac jako dane wejsciowe wartosci jednostkowe. Otrzymane wyniki
rozumie¢ nalezy zatem jako odpowiednie mnozniki badz sit wewnetrznych,
badz przemieszczen.

a) lp

S © ?
. [ b [ N [ N
[ T T 1
b)
0.5
1 1 21 2 3‘ 4 5
o1 1 E 1
_0.5 T T T T T T T

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Rysunek 9.9. Belka przegubowa: schemat konstrukeji oraz podzial na elementy
skoriczone.

Plik danych wejsciowych P2.TXT jest nastepujacy:
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4 5

11 2 2

2 2 3 2

3 3 4 1

4 4 5 2

1 0.0000E+00 0.0000E+00

2 0.1000E+01 0.00O0OE+00

3 0.2000E+01 0.0000E+00

4 0.2000E+01 0.0100E+00

5 0.3000E+01 0.0100E+00

1 2 1

5 0.0000E+00

1 0.0000E+00

5 0.0000E+00

5 0.0000E+00

1

2 0.0000E+00 -0.1000E+01 0.0000E+00
1 0.1000E+01 0.1000E+02 0.1000E+01
2 0.1000E+01 0.1000E+02 0.1000E+01
3 0.1000E+01 0.1000E+02 0.1000E+01
4 0.1000E+01 0.1000E+02 0.1000E+01

Deformacje belki oraz wykresy sity poprzecznej i momentu zginajacego pokazano
na rysunku 9.10.

Rysunek 9.10. Wykresy przemieszczenia pionowego, sity poprzecznej i mo-
mentu zginajacego belki przegubowej.

Wartosci liczbowe wszystkich wielkosci zamieszczono w pliku z wynikami.

sokokk WYNIKI sokskok
**x*x Przemieszczenia *k*x
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wez. U, Uy )
1 0.0000E+00  0.0000E+00 -3.3358E-01
2 0.0000E+00 -2.5025E-01 -8.3583E-02
3 0.0000E+00 -1.6717E-01  1.6642E-01
4 0.0000E+00 -1.6667E-01  2.5000E-01
5 0.0000E+00  0.0000E+00  0.0000E+00

*%%% Sity w elementach *¥x*x

el. wez. sita N sita 7' moment M,
1 1 0.0000E+00  5.0000E-01  2.5000E-11
1 2 0.0000E+00 -5.0000E-01  5.0000E-01
2 2 0.0000E+00 -5.0000E-01 -5.0000E-01
2 3 0.0000E+00  5.0000E-01  0.0000E+00
3 3 -5.0000E-01  0.0000E+00  0.0000E+00
3 4 5.0000E-01  0.0000E+00  0.0000E+00
4 4 0.0000E+00 -5.0000E-01 -5.0000E-11
4 5 0.0000E+00  5.0000E-01 -5.0000E-01

Poréwnanie wartosci momentu zginajacego i ugiecia pionowego w punkcie
przylozenia sity P (wezel nr 2).

wartosci teoretyczne ‘ wartosci obliczone

f=—-PPB/AEI

M, = PI/2

Przyktad P3 — belka utwierdzona

U, (2) = —0.2502
Mg (2) = 0.5

Obliczy¢ wartosci oraz naszkicowaé¢ wykresy sity poprzecznej i momentu zgi-
najacego w belce przegubowej obciazonej jak na rysunku 9.11a. Podzial belki
na elementy skoiiczone typu belkowego pokazano na rysunku 9.11b. Obciaze-
nie ciagte ¢ zastapiono réownowaznym ukltadem sit skupionych. W zadaniu
nie podano konkretnych wartosci wielkosci [, F, A, J,,q, bedziemy poszuki-
waé rozwiazywania symbolicznego, przyjmujac jako dane wejsciowe wartosci

jednostkowe.

Otrzymane wyniki rozumie¢ nalezy zatem jako odpowiednie

mnozniki badz sit wewnetrznych, badz przemieszczeri. Plik danych wejéciowych
P3.TXT jest nastepujacy:
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a)

b)

0.2

1 21 31 41 51 61 71 81 91 ]10 11

T1 2 3 4 5 6 7 8 9 101

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Rysunek 9.11. Belka utwierdzona: schemat konstrukcji oraz podzial na ele-
menty skoriczone.
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2 0.0000E+00 -0.1000E+00 0.0000E+00
3 0.0000E+00 -0.1000E+00 0.0000E+00
4 0.0000E+00 -0.1000E+00 0.000OE+00
5 0.0000E+00 -0.1000E+00 0.0000E+00
6 0.0000E+00 -0.1000E+00 0.0000E+00
7 0.0000E+00 -0.1000E+00 0.000OE+00
8 0.0000E+00 -0.1000E+00 0.0000E+00
9 0.0000E+00 -0.1000E+00 0.0000E+00
10 0.0000E+00 -0.1000E+00 0.000QOE+00
1 0.1000E+01 0.1000E+01 0.1000E+01
2 0.1000E+01 0.1000E+01 0.1000E+01
3 0.1000E+01 0.1000E+01 0.1000E+01
4 0.1000E+01 0.1000E+01 0.1000E+01
5 0.1000E+01 0.1000E+01 0.1000E+01
6 0.1000E+01 0.1000E+01 0.1000E+01
7 0.1000E+01 0.1000E+01 0.1000E+01
8 0.1000E+01 0.1000E+01 0.1000E+01
9 0.1000E+01 0.1000E+01 0.1000E+01
10 0.1000E+01 0.1000E+01 0.1000E+01

Wykresy deformacji belki oraz sity poprzecznej i momentu zginajacego pokazano
na rysunku 9.12. Wartosci liczbowe wszystkich wielkosci zamieszczono w pliku
z wynikami.

Iasil
ATy,

i N

Rysunek 9.12. Wykresy przemieszczenia pionowego oraz sity poprzecznej i mo-
mentu zginajacego belki utwierdzone;j.

sokokk WYNIKI sokskok
**x*x Przemieszczenia *k*x
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wez. U, Uy )
1 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00
2 0.0000E+00 -3.3750E-04 -6.0000E-03
3 0.0000E+00 -1.0667E-03 -8.0000E-03
4 0.0000E+00 -1.8375E-03 -7.0000E-03
5 0.0000E+00 -2.4000E-03 -4.0000E-03
6 0.0000E+00 -2.6042E-03 0.0000E+00
7 0.0000E+00 -2.4000E-03 4.0000E-03
8 0.0000E+00 -1.8375E-03 7.0000E-03
9 0.0000E+00 -1.0667E-03 8.0000E-03
10 0.0000E+00 -3.3750E-04 6.0000E-03
11 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00

*kx%x Sity w elementach *¥*x

el. wez. sita N sita 7' moment M,
1 1 0.0000E+00  4.5000E-01  8.2500E-02
1 2 0.0000E+00 -4.5000E-01 -3.7500E-02
2 2 0.0000E+00  3.5000E-01  3.7500E-02
2 3 0.0000E+00 -3.5000E-01 -2.5000E-03
3 3 0.0000E+00  2.5000E-01  2.5000E-03
3 4 0.0000E+00 -2.5000E-01  2.2500E-02
4 4 0.0000E+00  1.5000E-01 -2.2500E-02
4 5 0.0000E+00 -1.5000E-01  3.7500E-02
5 5 0.0000E+00  5.0000E-02 -3.7500E-02
5 6 0.0000E+00 -5.0000E-02  4.2500E-02
6 6 0.0000E+00 -5.0000E-02 -4.2500E-02
6 7 0.0000E+00  5.0000E-02  3.7500E-02
7 7 0.0000E+00 -1.5000E-01 -3.7500E-02
7 8 0.0000E+00  1.5000E-01  2.2500E-02
8 8 0.0000E+00 -2.5000E-01 -2.2500E-02
8 9 0.0000E+00  2.5000E-01 -2.5000E-03
9 9 0.0000E+00 -3.5000E-01  2.5000E-03
9 10 0.0000E+00  3.5000E-01 -3.7500E-02
10 10  0.0000E+00 -4.5000E-01  3.7500E-02
10 11 0.0000E+00  4.5000E-01 -8.2500E-02

Poréwnanie wartosci momentu zginajacego w punkcie zamocowania i w §rodku
rozpietosci (wezty nr 1, 6) oraz maksymalnego ugiecia pionowego.
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wartodci teoretyczne ‘ warto$ci obliczone
f=—ql*/384EJ, U, (6) = —2.6042 x 103
M, = ql*/12 M, (1) = 0.0825

My = —ql?/24 M, (6) = —0.0425

Przyklad P4 — wplyw przemieszczenn podpor belki cigglej

Zmalez¢é wartosci i naszkicowaé wykresy sily poprzecznej oraz momentu zgi-
najacego dla belki ciaglej, ktorej podpory doznaly pionowych przemieszczen,
jak pokazano na rysunku 9.13. Przekroj przeset skrajnych jest prostokatem
30 cm x 90 cm, dla ktorego A = 0.27 m?,J, = 18.22 x 10~3m*, natomiast
modul sprezystosci jest rowny E = 1.5 x 105T /m?.

a) b)
<'6:2cn1 ’
I . 1.51 I S=lem o] Tl ! TZ 2 ¢ >4
YAN 777 YAN
L 8m 77 12m "y 10m 77
f 0 0 g s

T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

Rysunek 9.13. Belka ciagta, ktérej podpory doznaty pionowych przemieszczeri:
schemat oraz podzial konstrukcji na elementy skoriczone.

Plik danych wejsciowych P4.TXT jest nastepujacy:

2 2
3 2
4 2
.0000E+00 0.0000E+00
.8000E+01 0.0000E+00
.2000E+02 0.0000E+00
.3000E+02 0.0000E+00
0
0.0000E+00
0.0000E+00
-0.2000E-01
0.0000E+00
-0.1000E-01
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1 0.1500E+07 0.2700E+00 0.1822E-01
2 0.1500E+07 0.2700E+00 0.2733E-01
3 0.1500E+07 0.2700E+00 0.1822E-01

Wykresy przemieszczenia oraz sity poprzecznej i momentu zginajacego belki
na rysunku 9.14.

I —— T

/I\

\I/M

Rysunek 9.14. Wykresy przemieszczenia pionowego oraz silty poprzecznej i mo-
mentu zginajacego belki o podporach przemieszczonych w pionie.

Wartosci liczbowe wszystkich wielkosci zamieszczono w pliku z wynikami P4 . TXT.

sokokck WYNIKI skskokok
**x¥*% Przemieszczenia ****
wez. U, U, 9

1 0.0000E+00  0.0000E+00 -3.7598E-03

2 0.0000E+00 -2.0000E-02  1.9608E-05

3 0.0000E+00  0.0000E+00  1.1814E-03

4 0.0000E+00 -1.0000E-02 -2.0907E-03
*%%% Sity w elementach *¥¥x
el. wez. sita N sita 7' moment M,
.0000E+00  3.2279E+00  1.2911E-09
.0000E+00 -3.2279E+00  2.5823E+01
.0000E+00 -3.6423E+00 -2.5823E+01
.0000E+00  3.6423E+00 -1.7885E+01
.0000E+00  1.7885E+00  1.7885E+01
3 4 0.0000E+00 -1.7885E+00  1.4536E-09

W NN -
W w NN -
O O O O O

Poréwnanie wartosci momentu zginajacego na podporach wewnetrznych (wezty
nr 2, 3).

wartodci teoretyczne ‘ wartosci obliczone
M, = 25.82 M, (2) = 25.823
M, = —17.88 M, (3) = —17.885
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Przyklad P5 — rama prostokatna

Zmnalez¢ wartosci 1 naszkicowa¢ wykresy sit podtuznej oraz poprzecznej, a takze
momentu zginajacego dla ramy prostokatnej jak na rysunku 9.15. W zadaniu
nie podano konkretnych wartosci wielkosci [, F, A, J,, P, bedziemy poszukiwaé
rozwiazywania symbolicznego, przyjmujac jako dane wejsciowe wartosci jed-
nostkowe. W celu wyeliminowania wptywu sity podtuznej na deformacje ramy
przyjeto warto$¢ pola przekroju A z mnoznikiem 100. Otrzymane wyniki rozu-
mieé¢ nalezy zatem jako odpowiednie mnozniki badz sit wewnetrznych, badz
przemieszczeri. Plik danych wejsciowych P5.TXT jest nastepujacy:

a) b)
1.25
3 3 4
- 1.00 -
2
1) 0.75
2 4
P 050{  —s
1
1 0.25 -
1 5
A 1 » 0.00 1 -+ -+
1
' 025 : : :
~0.5 0.0 0.5 1.0 15

Rysunek 9.15. Rama prostokatna: schemat konstrukcji oraz podzial na ele-
menty skoriczone.
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.0000E+00 0.5000E+00

.0000E+00 0.1000E+01

.1000E+01 0.1000E+01

.1000E+01 0.0000E+00
0

N OT D W R D WN R D
N OO O OO B WN K~ O
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W NP N = O 01
O O O O O O O O

S

.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00

.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
0.

1000E+01

0.0000E+00
0.1000E+03
0.1000E+03
0.1000E+03
0.1000E+03

0.0000E+00
0.1000E+01
0.1000E+01
0.1000E+01
0.1000E+01

Wykresy przemieszczenn ramy oraz przebiegi sity podtuznej, sity poprzecznej
i momentu zginajacego pokazano na rysunku 9.16.

T

M

Rysunek 9.16. Wykresy przemieszczenia oraz sity podtuznej, poprzecznej i mo-
mentu zginajacego dla ramy prostokatnej.

Wartosci liczbowe wszystkich wielkosci zamieszczono w pliku z wynikami.

sokkk WYNIKI *kxok
**x*x Przemieszczenia *k*x

=
o wo =R

U
0.0000E+00
1.1806E-01
1.6768E-01
1.6482E-01
0.0000E+00

Uy
0.0000E+00
2.5000E-03
5.0000E-03

-5.0000E-03
0.0000E+00

*xx*x Sty w elementach *¥*x

0
-2.6588E-01
-1.7660E-01
-3.3774E-02
-6.9559E-02
-2.1245E-01
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el. wez. sita N sita 7' moment M,
1 1 -5.0000E-01 7.1421E-01 1.7855E-11
1 2 5.0000E-01 -7.1421E-01  3.5711E-01
2 2 -5.0000E-01 -2.8579E-01 -3.5711E-01
2 3 5.0000E-01 2.8579E-01 2.1421E-01
3 3 2.8579E-01 -5.0000E-01 -2.1421E-01
3 4 -2.8579E-01  5.0000E-01 -2.8579E-01
4 4 5.0000E-01  2.8579E-01  2.8579E-01

4 5 -5.0000E-01 -2.8579E-01 1.4289E-11

Poréwnanie wartosci momentu zginajacego w miejscu przytozenia sity P oraz
w narozu (wezly nr 2, 3).

wartosci teoretyczne ‘ wartosci obliczone
M, = 57P1/160 M, (2) =0.3571
M, = 17P1/80 M, (3) = 0.2142

Przyklad P6 — rama zamknieta

Znalez¢ wartosci 1 naszkicowa¢ wykresy sit podtuznej oraz poprzecznej, a takze
momentu zginajacego dla ramy zamknietej o wymiarach | = 19 cm, h =
37 cm, jak pokazano na rysunku 9.17%). Przekroj pretow poziomych jest
prostokatem o wymiarach 0.3 cm x 0.12 cm, dla ktérego A; = 3.6 cm?,
J.1 = 0.432 cm*, natomiast przekréj pretéow pionowych jest prostokatem
o wymiarach 0.3 cm x 0.1 cm, dla ktorego Ay = 3 cm?, J.,o = 0.25 cm?,
modul sprezystosci jest rowny E = 2.0 x 10°N/ecm?. Wartosé sity skupionej
P = 4000 N. Plik danych wejsciowych P6.TXT jest nastepujacy:

YO WP O
DO WD RO
= O O W
NNNNDNDDN

“JRama stanowi przedmiot jednego z ¢wiczen laboratoryjnych wykonywanych w Katedrze
Mechaniki Stosowanej i Biomechaniki.
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a) b)
50
1 40 1 2 2T3 3 4
30 -
20 -
h Asdy 4
10 1
- A],le 0 - 1
2, 12 1 665 5
P
_10 T T
~20 0 20 40

Rysunek 9.17. Rama zamknieta: schemat konstrukcji oraz jej podzial na ele-
menty skonczone.

OO WNEFE, O, WWWE OO0 WwN -

O OO r OO O O o o

O O O O O O O

.0000E+00 0.0000E+00
.0000E+00 0.3700E+02
.9500E+01 0.3700E+02
.1900E+02 0.3700E+02
.1900E+02 0.0000E+00
.9500E+00 0.0000E+00
1
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00

.0000E+00 -0.4000E+04 0.0000E+00

.2000E+08  0.3000E+01
.2000E+08  0.3600E+01
.2000E+08 0.3600E+01
.2000E+08 0.3000E+01
.2000E+08 0.3600E+01
.2000E+08 0.3600E+01

0.2500E+00

0.4320E+00
0.4320E+00
0.2500E+00
0.4320E+00
0.4320E+00
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Wykres przemieszczen ramy oraz wykresy sity podituznej, sity poprzecznej

i momentu zginajacego pokazano na rysunku 9.18.

\l/
N T M
] e
|

Rysunek 9.18. Wykresy przemieszczen, sity podtuznej, sity poprzecznej oraz
momentu zginajacego dla ramy zamknietej.

Wartosci liczbowe wszystkich wielkosci zamieszczono w pliku z wynikami.

sokkk WYNIKI sk

**x*x Przemieszczenia *k*x

=
oas wN e~

O O O O O

0.

U

*%%% Sity w elementach *¥*x

el.

OO O W WNN - -

=
oo oo AW wN N R

sita N
-2.0000E+03
.0000E+03
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+03
.0000E+03
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00

|
N O O O ON

O O O ON

Uy
.0000E+00 -5.6022E-02 -8.0526E-03
.0000E+00 -5.4789E-02  8.0526E-03
.0000E+00  0.0000E+00  0.0000E+00
.0000E+00 -5.4789E-02 -8.0526E-03
.0000E+00 -5.6022E-02  8.0526E-03
00O00OE+00 -1.1081E-01  0.0000E+00

sita T

.0179E-12
.0179E-12
.0000E+03
.0000E+03
.0000E+03
.0000E+03
.9476E-13
.9476E-13
.0000E+03
.0000E+03
.0000E+03
.0000E+03

moment M,
-2.1764E+03
2.1764E+03
-2.1764E+03
-1.6824E+04
1.6824E+04
2.1764E+03
-2.1764E+03
2.1764E+03
-2.1764E+03
-1.6824E+04
1.6824E+04
2.1764E+03
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Poréwnanie wartosci sity podtuznej i momentu zginajacego w precie pionowym
(wezel nr 5).

wartodci teoretyczne ‘ wartosci obliczone

N =P/2 N (5) = 2000

Mg = Pl/8(1+ms) | Mg (5)=2.1764 x 103
mZng/le Szh/l

Przykltad P7 — rama wielonawowa

Nalezy obliczy¢ wartosci i naszkicowaé wykresy sit podtuznej oraz poprzecznej,
a takze momentu zginajacego w konstrukcji, jak na rysunku 9.19a, ztozonej
z dwoch ram utwierdzonych, na ktorych oparto tuk paraboliczny. Luk posia-
da zmienna sztywnos¢ scharakteryzowana momentem bezwladnosci J,/ cos ¢,
gdzie ¢ = 0 w kluczu tuku. Podzial ramy na elementy skoriczone pokazano
na rysunku 9.19b. W zadaniu nie podano konkretnych wartosci wielkosci
r,E, A, J,, P, bedziemy poszukiwaé¢ rozwigzywania symbolicznego, przyjmu-
jac jako dane wejsciowe wartosci jednostkowe. W celu wyeliminowania wpltywu
sity podtuznej na deformacje ramy przyjeto wartos¢ pola przekroju A z mnozni-
kiem 100. Otrzymane wyniki rozumie¢ nalezy zatem jako odpowiednie mnozni-
ki badz sit wewnetrznych, badZ przemieszczen.

a) b)

15

10 A

Rysunek 9.19. Rama wielonawowa: schemat konstrukcji wraz z jej podzialem
na elementy skoriczone.

Plik danych wejsciowych P7.TXT jest nastepujacy:
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18 19

1 1 2 2

2 2 3 2

3 3 4 2

4 3 5 2

5 5 6 2

6 6 7T 2

7 7 8 2

8 8 9 2

9 9 10 2

10 10 11 2

11 11 12 2

12 12 13 2

13 13 14 2

14 14 15 2

15 15 16 2

16 16 17 2

17 16 18 2

18 18 19 2

1 0.0000E+00 0.0000E+00
2 0.0000E+00 0.6000E+01
3 0.1000E+02 0.6000E+01
4 0.1000E+02 0.0000E+00
5 0.1100E+02 0.7220E+01
6 0.1200E+02 0.8220E+01
7 0.1300E+02 0.9000E+01
8 0.1400E+02 0.9550E+01
9 0.1500E+02 0.9880E+01
10 0.1600E+02 0.1000E+02
11 0.1700E+02 0.9880E+01
12 0.1800E+02 0.9550E+01
13 0.1900E+02 0.9000E+01
14 0.2000E+02 0.8220E+01
15 0.2100E+02 0.7220E+01
16 0.2200E+02 0.6000E+01
17 0.2200E+02 0.0000E+00
18 0.3200E+02 0.6000E+01
19 0.3200E+02 0.0000E+00
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NG

17
19

17
19

L
= O N
O O O O O O O OO O O O b

—_
© 0 NO Ok W N+~ O

e e e e e
Y O W N = O

—_
\]
O O O O O O O OO O OO O OO oo oo

18
Wykres

sity poprzecznej i momentu zginajacego pokazano na rysunku 9.20.

4
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00
.0000E+00

.0000E+00
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01
.1000E+01

|
o

O O O O O O OO OO OO O OO O oo

.1000E+01
.1000E+03
.1000E+03
.1000E+03
.1000E+03
.1000E+03
.1000E+03
.1000E+03
.1000E+03
.1000E+03
.1000E+03
.1000E+03
.1000E+03
.1000E+03
.1000E+03
.1000E+03
.1000E+03
.1000E+03
.1000E+03

O O O O O O OO OO OO OO OO oo o

.0000E+00
.1000E+01
.2000E+01
.1000E+01
.1577E+01
.1414E+01
.1268E+01
.1141E+01
.1053E+01
.1023E+01
.1023E+01
.1053E+01
.1141E+01
.1268E+01
.1414E+01
.1577E+01
.1000E+01
.2000E+01
.1000E+01

przemieszczen ramy wielonawowej wraz z wykresami silty podtuznej,
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|

|~

M nlfn

Rysunek 9.20. Wykresy przemieszczen, sity podtuznej i poprzecznej oraz mo-

mentu zginajacego dla ramy wielonawowe;j.

Wartosci liczbowe wszystkich wielkosci zamieszczono w pliku z wynikami.
sokkk WYNIKI skkxok
**%x*x Przemieszczenia ***x

=
oD
N

=
R oo~ooarwnkr

e e e e
©O© 00 N O O d W N

O WO WNNF WO O

Uz

.0000E+00
.4372E+00
.4492E+00
.0000E+00
.9528E+00
.0583E+00
.1106E+00
.9866E-01
.0351E-02
.0000E+00
.0351E-02
.9866E-01
.1106E+00
.0583E+00
.9528E+00
.4492E+00
.0000E+00
.4372E+00
.0000E+00

Uy

.0000E+00
.1508E-03
.7849E-02
.0000E+00
.4700E-01
.3532E+00
.5800E+00
.8871E+00
.9585E+00
.4111E+00
.9585E+00
.8871E+00
.5800E+00
.3532E+00
.4700E-01
.7849E-02
.0000E+00
.1508E-03
.0000E+00

O O, Bk B 00O

|
o

V

.0000E+00
.2408E-01
.3049E-01
.0000E+00
.TT7T72E-01
.0952E+00
.3096E+00
.2458E+00
.2886E-01
.0000E+00
.2886E-01
. 2458E+00
.3096E+00
.0952E+00
.TT7T72E-01
.3049E-01
.0000E+00
.2408E-01
.0000E+00
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*%%% Sity w elementach xxxx

el.

© © 00 00 N NO O Or o > W W NN E- =

o el el e e e e T ol e i e e e N T T
O 00 N NOO Or o W WNDNNEFE = OO

=
© ©0WNNOOUOWwsWwwD N R

e e e e
W W NN =, OO

sita N

.5847E-02
.5847E-02
.2028E-01
.2028E-01
.6415E-01
.6415E-01
.9821E-01
.9821E-01
.8948E-01
.8948E-01
.7T060E-01
.7T060E-01
.3331E-01
.3331E-01
.7353E-01
.7353E-01
.9084E-01
.9084E-01
.9084E-01
.9084E-01
.7353E-01
.7353E-01
.3331E-01
.3331E-01
.7T060E-01
.7T060E-01
.8948E-01
.8948E-01
.9821E-01
.9821E-01
.6415E-01
.6415E-01
.2028E-01
.2028E-01
.5847E-02
.5847E-02

sita T

.2028E-01
.2028E-01

3.5847E-02

.5847E-02
.1337E-01
.1337E-01
.8923E-02
.8923E-02
.1763E-01
.1763E-01
.8905E-01
.8905E-01
.7T732E-01
.7T732E-01
.7T026E-01
.7026E-01
.5669E-01
.5669E-01
.5669E-01
.5669E-01
.7T026E-01
.7026E-01
.7T732E-01
.7T732E-01
.8905E-01
.8905E-01
.1763E-01
.1763E-01
.8923E-02
.8923E-02
.1337E-01
.1337E-01
.5847E-02

3.5847E-02

.2028E-01
.2028E-01

moment M,

.3151E-01
.9015E-01
.9015E-01
.8324E-02
.6187E-01
.1837E-01
.9354E-01
.0059E-01
.0059E-01
.3424E-01
.3424E-01
.4488E-02
.4488E-02
.2200E-01
.2200E-01
.1190E-01
.1190E-01
.0719E+00
.0719E+00
.1190E-01
.1190E-01
.2200E-01
.2200E-01
.4488E-02
.4488E-02
.3424E-01
.3424E-01
.0059E-01
.0059E-01
.9354E-01
.6187E-01
.1837E-01
.8324E-02
.9015E-01
.9015E-01
.3151E-01
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Poréwnanie wartosci momentu zginajacego w podporze, narozu i w punkcie
przylozenia sity P (wezty nr 1, 2, 10).

wartosé teoretyczna ‘ wartos$é obliczona

M, = —0.4355 M (1) = —0.4315
My = 0.2930 My (2) = 0.2901
My = 1.0744 M, (10) = 1.0719

9.5. Dodatek A

W celu zaoszczedzenia uzytkownikowi trudu przepisywania oraz poézniej-
szego debagowania kodu zrezygnowalem z podawania w tym miejscu pliku
z kodem Zréodtowym MES. Kod ten, napisany w jezyku Python i wzoro-
wany na [6], mozna pobra¢ bezposrednio ze strony ml.pk.edu.pl, na
ktorej dodatkowo dostepne sa wszystkie pliki z przykladami. Nazwe
pliku w kazdym z przykltadéw najlepiej zmieni¢, nadajac mu standardo-
wa nazwe akceptowana przez kod MES, tzn. DANE.TXT. Po uruchomie-
niu i wykonaniu uzytkownik moze na biezaco Sledzi¢ wykonanie pro-
gramu w odpowiednim oknie, a dodatkowo otrzymuje plik z wynikami
Wyniki.TXT oraz dwa rysunki Schemat.SVG oraz Wykres.SVG zapisane
w formacie grafiki wektorowej, ktére dalej mozna obrabia¢ za pomoca pro-
gramu narzedziowego Ink. Reasumujac, pod wzgledem oprogramowania do
uruchomienia przyktadéw niezbedne wymagania to instalacja bezptatnych
wersji Pythona oraz ewentualnie Ink, wtedy gdy zachodzi potrzeba dalszej
obrobki plikéw graficznych.

9.6. Dodatek B

Wszystkich zainteresowanych przebudowa kodu komputerowego zachecam na
poczatek do proby zaimplementowania plaskiego elementu rusztowego ma-
jacego formalnie stukture bardzo podobna do zaprezentowanego ptaskiego
elementu belkowego. Dla utatwienia funkcja ksztaltu okreslajaca kat skrece-
nia jest rowna

¢ =a1 +ax
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postaé lokalnej macierzy sztywnosci jest nastepujaca

- GJo _GJo ]
=5 0 0 i 0 0
0 12EJ. 6EJ. 0 12EJ. 6EJ.
3 12 E 12
0 6EJ, 4EJ, 0 6EJ, 2EJ,
Tz 1 Tz a
[kX] =
_ G_lJO 0 0 —GZJO 0 0
0 12EJ, 6E.J. 0 12EJ, 6EJ,
_l—3 - 12 1—3 - 12
0 6EJ. 2EJ, 0 __6EJ. AEJ,
| 2 1 2 1 i

za$ macierzy transformacji (9.18).

W przypadku uzytkownikow majacych wicksze doswiadczenie w programo-
waniu proponuje¢ implementacje ogdlnego elementu belkowego o 6 stopniach
swobody w kazdym wezle. Odpowiednia macierz sztywnosci lokalnej ma na-
stepujaca postac

[ 4 0 0 0 0 0
0 IQZEB'JZ 0 0 0 6?2(]2
0 0 12E.J, 0 _ BEJy 0
3 2
0 0 0 Gh 0 0
0 0 765@ 0 4ElJy 0
kd = | - ’ X ’ s
x| = E
—E4 0 0 0 0 0
l
0 _12£JZ 0 0 0 _6?2Jz
0 0 _121E‘3Jy 0 6];32Jy 0
0 0 0o - 9 0
6EJ, 2EJ,
.0 = 0 0 0 2B
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e 0 0 0 0 ]
I L 0 0o 8k
0 0 _12€Jy 0 _6E31y 0

l l
0 0 0o % 9 0
0 0 6E.J, 0 2E.J, 0
2 l
6EJ, 2EJ,
0o -5 0 0 0 l

£4 0 0 0 0 0
0 12£JZ 0 0 0 _6?2Jz
0 0 12€Jy 0 6E2Jy 0

l l
0 0 0 Gh 0 0
0 0 6E.J, 0 4E.J, 0
2 l
0 -t o0 amn

zawiera kosinusy katéw pomiedzy odpowiednimi osiami uktadu lokalnego i glo-
balnego
cos (z,X) cos(x,Y) cos(z,Z)
[t] = | cos(y,X) cos(y,Y) cos(y,Z)
cos(z,X) cos(z,Y) cos(z,2)
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