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Mechanika jest nauką zajmującą się ruchem i równowagą 

ciał rzeczywistychijako taka jest pewną częścią ogólnej wiedzy fizyki. Skonsta- 

towawszy ruch jakiegoś przedmiotu zechcemy przedewszy stkiem poznać w jaki sposób 

ten ruch się odbywa; tę geometryczną stronę ruchu obejmuje tzw • 1. ki n e m a- 

tyka, z którą często spotykamy się przy omawianiu różnych krzywych i powierz­

chni w geometrji analitycznej. Poznawszy sam sposób odbywania ruchu w czasie, 

będziemy się starali poznać i przyczyny tego zjawiska; przyczyny te nazywać bę­

dziemy siłami. W szczególnym przypadku układ sił działających na ciało może ruchu 

wogóle nie wywołać; badaniem równowagi ciała zajmuje się tzw. 2. statyka. 

Ogólnie jednak układ sił wywoła pewien ruch; badaniem zależności między ruchem 

a siłami zajmuje się 3. dynamik a. Niektórzy autorzy dzielą też mechanikę 

inaczej, a mianowicie na kinematykę i dynamikę, przyczem dynamika Obejmuje pod­

działy statykę i kinetykę.

Podobnie jak w matematyce najprostszym elementem mechanicznym jest punkt, 

a mianowicie punkt geometryczny w kinematyce i materjalny w dynamice względnie 

statyce. Rozróżniamy przeto 1. mechanikę punktu i 2. mecha­

nikę ciała lub ściślej mechanikę systemu punktów. Ze 

względu na stan skupienia ciała może być mowa o 1. mechanice ciał s t a - 

łych, 2. ciekłych i 3. gazowych lub lotnych. 

‘ burskie tu przedstawionym będzie z reguły mowa o ciałach stałych. Ciała tego 

rodzaju możemy Źkorzyścią idealizować i uważać je za ciała sztywne. Mechanika 

ogólna jest przedewszystkiem mechaniką ciała sztywnego. Ckaże 

się że taki model ciała wystarczy nam w dużej ilości zagadniem o doniosłem zna- 

czeniu. Tam, gdzie powyższy schemat zawiedzie musi się przyjąć odkształcalność 

ciała stałego. Mechanika ciała odkszałcalnego obejmuje t.zw.teorję sprężystości 

i plastyczności; w kursie niniejszym o teorjach tych mówić nie będziemy.

Początków mechaniki można się dopatrzeć bardzo dawno w tzw. mechani­

ce elementarnej, tj. nauce opierającej się o cały szereg drobnych 

spostrzeżeń i formuł elementarnych, jak "prawo" dźwigni, wolnego spadku ciałn itp 
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Z biegiem cząsu okazało się,że owe drobne prawa nie były między sobą niezależne. 

Po odpowiedniem przygotowaniu terenu przez Galileusza (1564 - 1642) udało się 

Newton owi (1642 - 1727) utworzyć na podstawie czysto geometrycznej mecha­

nikę wyższą lub rozumową, syntezę owych oddzielnych formuł, 
w trzy. aksjomaty mechaniczne , .t j • w trzy prawa nierozbieralne na części. Prawami 

temi do dziś się posługujemy jakkolwiek nie zmieniając treści sumarycznej oddziel 

nie inaczej je przedstawiamy* Nieprzejrzyste metody geometryczne Newtona usuwa 

Euler (1707 - 1783) prmez wprowadzenie rachunku różniczkowego i całkowego; udo­

skonala całość Lagrange (1736 - 1813) w formie twz. mechaniki ana­

litycznej tj. wiedzy ściśle teoretycznej*

Trzy wyliczone typy mechanik nazywają krótko mechaniką klasyczną.Pod- 

stawowemi jej pojęciami są czas, masa i przestrzeń. Pojęcia te były często ata- 

kowane* Fizyk Hertz próbuje trzy prawa Newton a zamienić na jedno* Jego następcy 

starają się zupełnie abstrahować cd przyrody i rozwinąć mechanikę na podstawie 

tylko pomyślanych ruchów przypuszczalnych ustrojów przestrzennych; powstaje 

w ten sposób mechanika teoretyczna; zwyczajna mechanika 

klasyczna staje się tylko jej specjalnym przypadkiem.Obok mechaniki teoretycznej 

rozwija się mechanika względności Einsteina. Zmiany w ten 

sposób wprowadzone mają znaczenie poważne,ale w wynikach,które rzadko mogą tech­

niki dotyczyć*

Obok naszkicowanego rozwoju teoretycznego należy zanotować i rozwój 

praktyczny mechaniki, która wyrobiła sobie znaczenie w rozmaitych działach wiedzy 

stosowanej. Zbierając wszystkie te części,które mają zastosowanie wyłącznie 

w technice otrzymamy tzw. mechanikę techniczną. Korzysta ona równie dobrze z me­

chaniki elementarnej jak i analitycznej zależnie od celu.Ta jej część,która zaj­

muje się ciałem sztywnem wprowadza technika w cały szereg praktycznych zagad­

nień i podstawowych twierdzeń o charakterze dość ogólnym. Mechanika ta jest 

ogólną.

Kurs tu przedstawiony, nie będzie się odbywał ściśle po myśli podziału 

klasycznego,a to z pewnych konieczności pedagogicznych i programowych.



9. 1. Ogólne. /

Przyjrzawszy się bliżej treści mechaniki zauważymy,że operuje ona 

wielkościami dwojakiego rodzaju.Do określenia jednych wystarczy podać wartość 

(np •energja); wielkość tego rodzaju nazywamy skalarami -Odrębną grupę tworzą wiel- 

kości kierunkowe; pewne z nich twz. wielkości jednokierunkowe noszą nazwę wekto- ‘ 

rów. Do określenia wektóra p ( rys.1.) należy podać prostą 1 z o r je n 
—-— 
t o w a n ą w przestrzeni, długość AB tj. wielkość bezwzględną 

wektora i wreszcie jego kierunek czyli strzałkę* Znakujemy: 

p * AB wskazując w ten sposób na kierunek od A do B. Piszemy p = | p | oznaczając

1/ /. w ten sposób wielkość wektora .Rozróżniamy :

B / 1. Sektory swobodne

p/ / 2. Wektory osiowe czyli linjowe

/ / 3. Wektory nieswobodne.

/, / Wektor jest swobodnym,gdy umieścić go możemy na do- 
/ Rys. 

wolnej z ogółu prostych zorjentowanych równolegle 

do 1, a zatem np .na 11 itp.Gdy tego zrobić nie możemy t j .gdy wektor p przy 

należny jest ściśle ©kreślonej prostej 1, to wektor nazywamy linjowym; z defi- 

nicji wynika,że wektor linjowy możemy przesuwać,ale tylko wzdłuż jego prostej.Gdy 

wreszcie i tego nie można zrobić tzn. gdy początek A wektora ma ściśle określone 

miejsce na określonej prostej 1, to wtedy wektor nazywamy nieswobodnym.

5.2. Wektory swobodne.

1. Z podanej wyżej definicji wynika, że dwa wektory swobodne 

są sobie równe geometrycznie tzn, pod wszelkiemi charakteryzuj ącemi je względami, 

gdy leżą na prostych równoległych, mają równe wartości bezwzględne i równe czyli 

zgodne kierunki. Piszemy wtedy
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lub krócej równie wyraźnie p, = p, ; oczywiście wtedy i pi = p2 * Dwa takie 

wektory można przez równoległe przesunięcie doprowadzić do nakrycia wzajemnego 

(rys.2.)

2. Pomnożyć algebrai c z n i e 

wektor p przez skalar tj .liczbę a 

znaczy - znaleźć wektor q równoległy 

do poprzedniego o wartości bezwzględnej

q =/a| • p i o strzałce zgodnej lub 

niezgodnej zależnie od tego, czy a jest

wektora

Piszemy to następująco:
q- a.p

Na rys.3. jest najwidoczniej nietylko

a>0 ale też jest 2 >1.

3. W szczególności, gdy a
Ipl p

nazywamy

p istotnie bowiem /ql=9= 

też wersorem i znakujemy go

jest wektorem jednostkowym 
p ,— = 1, Wektor jednostkowy

lub w inny umówiony, wy godny sposób

to q = -2

4. Gdy a - 0 , to q = 0 ,przyczem I0/-0. Wektor 0 jest wektorem 

zerowym; jest to wektor,którego koniec pokrywa się z początkiem.

5. Jeżeli 2 =1 ,to q = -P,wektory 7 i p nazywamy w tym wypadku niezgod- 

nie równemi .Oczywiście |qi= jp / = p (rys. 4.)

6. Układem wektorów nazywamy pewien ich do­

wolny zbiór składający się z dowolnej ilości 

wektorów. Układ wektorów swobodnych reduku­

jemy tworząc ich sumę geometryczną jak nastę- 

puje:Wykreślmy z dowolnego punktu wektor rów- 

ny geometrycznie wektorowi p1 ; do jego koń-

ca dołączny początek wektora równego geometrycznie wektorowi pz ; postąpmy 
identycznie z wszystkimi wektorami; sumę układu stanowi wektor łączący swój po
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czątek z początkiem p1 i swój koniec z końcem wektora ostatniego ( rys. 5.)

Nazywamy często układ planem wektorów ( p. w.), a wielobok tworzący sumę wielo- 

bokiem wektorów. Nie jest rzeczą konieczną, by w planie zaznaczono długości wek- 

torów, odpowiadające ich wielkościom bezwzględnym; natomiast koniecznem to jest 

przy tworzeniu wielóboku. Staje się to jasnem, jeśli w szczególnym wypadku wie- 

loboku płaskiego ( ogólnie jest on przestrzennym ) zastosujemy metodę wykreślną 

dodawania geometrycznego* Dodawanie wektorów swobodnych jest bezpośrednio dlatego 

możliwe, że możemy je poprzecznie przesuwać nie zmieniając układu. Rys.5. przed­

stawia konstrukcję równania:

Pi + Pi + p3 + p. + P 5 = P 

Najwidoczniej suma p niezależy od porządku dodawania (prawo przemienności .); 

Rysunek dowodzi ,że również jest:

P ^P^P3^P2+P^P5

Obowiązuje tu również prawo kojarzenia czyli łączności,dozwalające na stosowanie 

częściowych sum; rzeczywiście widzimy,że przy oznaczaniu: , 

p2^ p3 = p3^p2 = ^2,3 zachodzi równość:

Pi +P3,3 ^P^, + pS = P 

Powyższe jest oczywiście niezależne od ilości wektorów układu. Gdy w szczególnym 

przypadku koniec ostatniego wektora pokryje się w-więloboku z początkiem pier- 

wszego, to w myśl określenia 4. p = 0 ; zatem układ wektorów swobodnych jest 

równowarty zeru, gdy wielobok wektorów zgodnie się zamyka.

Jeśli wszystkie bez wyjątku wektory układu są równoległe,to obok ich warto­

ści bezwzględnych / pj wprowadza się skorzyścią wartości algebraiczne p^ 



o co trzeba się jednak każdorazowo dla uniknięcia nieporozumień umówić; wtedy 

pi jest dodatnie lub ujemne w zależności od tego czy wektor Pi ma zgodny lub 

niezgodny kierunek z pewnym przyjętym za porównawczy. W omawianym wypadku staje 

się suma geometryczna układu identyczną co do swej wartości z sumą algebraiczną; 

tylko wtedy równanie:

P = Pi ^ Pz +5, + - • • pn 

' pociąga za sobą równanie:

P = p, + pz +p,+ — • . pn 

, 7. Przeprowadzone w ust .6. dodawanie nazywamy też składaniem wektorów 

i swobodnych. Działanie konstrukcyjne odwrotne tj . rozkładanie wektora na dodaini- 

ki da się w odpowiednich warunkach również wykonać. Dwa wypadki mają szczególne 

znaczenie: a). Wektor p rozłożyć na

z/ dwa inne o określonych prostych

-X-------- 4,— - --------- -—— L, 11 i 12 ( rys.6.).Z początku 

/5------------------------------\--------------/ i końca wektora p kreślimy 

lz/P/P2 równoległe do 11 i 12; uzyska- 

/Rys. 6. V nym w ten sposób długościom 

Pl i P2 dajemy strzałki o obie- 

e- jak na szkicu; faktycznie jest: P,+P2 = P uzyskane wektory jako swobodne 

-możemy dowolnie równolegle przesunąć w przestrzeni.

b), wektor p rozłożyć na trzy inne o określonych prostych 11, 12 i 13 

Zagadnienie to da się również jednoznacznie rozwiązać,ale pod warunkiem, że 11 

1, i 13 nie są równoległe do jednej płaszczyzny. Z początku i końca wektora p

kreślimy równoległe do 11 i 133 wreszcie kreślimy równoległą do 12 tak, by prze­

cięła się ona z dwiema poprzedniemi; oczywiście znajdziemy tylko jedną taką rów­

noległą do 12 ( rys.7.). Ostatecznie stosownie dc wymagania jest: pt +P2 ^p3 = p

Oczywiście stosownie do uwag,, 

zamieszczonych w ust.6. są re­

zultaty od początku kreślenia 

prostych niezależne. Nietrudno 
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przeto zauważyć,że wektor p w wypadku a) jest jedną z przekątnych równoległo- 

boku o bokach, równoległych do p. i p2 - i że podobnie wektor p w wypadku b) 

jest jedną z przekątnych równoległościanu, którego krawędzie są równoległe do 

kierunków p, , p2 i p3 .

8. Mnożenie algebrai czne wektora (ust -2.) podlega prawu roz­

dzielności . Zatem: a.p ^a.(pt + p2 + P>3+ ^ pn) = 3-pi ^^Pz ^ap3^.... ^pn , 
27 

jeżeli p = 2 P Dowód powyższego wynika 

z rys 8., jeśli zauważymy, że O jest środkiem 

podobieństwa.

9. Odejmowanie wektora jest identyczne 

z dodawaniem wektora ujemnego tzn.

P = P< -P2 = P, ^(~Px)
Operację tę podaje nam rys.9. Z powyższego wy­

Pomyślmy je sobie dla wygody z

nika,że p i- p2- p1 , zatem wektory porządku­

jemy (przenosimy) tak jak liczby w algebrze.

10. Z różnych możliwych układów zasługuje 

na uwagę układ, złożony z trzech wektorów* 

jednego punktu. Jeśli owym wektorom np. w kolej­

ności Pi)p2)Pó odpowiadają palce wielki, w skazujący i średni rozstawionej prawej 

ręki, to układ Pd pzt p3 nazywamy układem prawym. Z definicji tej wynika,że przez 

przemianę cykliczną otrzymujemy również układy prawe tj • Pahap, względnieR,p,p, 

Drogą przemiany ant i cyklicznej* otrzymamy natomiast z układu prawego lewy i na- 

odwrót. Wprowadzone pojęcie oczywiście nie zależy od kątów zawartych między po- 

szczególnemi wektorami. Należy tę uwagę rozumieć tak: Niech pDpztPs w podanej 

kolejność! będzie układem prawym, przyczem np. jest p^ — P-Wtedy ukkad PPaĄ, 

gdzie p‘i p tworzą z sobą kąt ostry większy od zera lub też rozwarty mniejszy 

od kąta półpełnego, jest również układem prawym. Z powyższego wynika, że najpros- 

tszą orjentację układu prawego stanowi układ trzech kierunków wzajemnie prosto­

padłych x,y, Z (rys .10.) ♦ Jeżeli strzałki trzech wektorów będą miały kierunki do-
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datnich osi podanego układu • to wektory owe w kolej- 

nośći x,y,z względnie innej cyklicznej tworzą układ 

prawy. Umówimy się znaczyć wektory, jednostkowe czyli 

wersory kierunków + x, + y + z symbolami i,j,k.

11. Niech danym będzie wektor p i dowolna prosta

1 określona w przestrzeni wraz z kierunkiem swym 

dodatnim najprościej np. zapomocą odnośnego wersora 

A; tern samem określony jest ostry lub rozwarty kąt 

( p, 1)= (p,2)={. Rzutem wektora p na prostą 1 nazywamy nowy wektor p, które­

go początek i koniec są rzutami początku i końca wektora p na prostą 1. Piszemy 

• p = R1 . (p) = Ap.cos , | p‘l = p- | p |- | cos & | = p. | cos o | 

przyczem p‘jest bezwzględną wartością wektora p‘. Wygodniej jednak jest w tym 

wypadku użyć algebraicznej wartości wektora p‘; piszemy wtedy p‘ = p.cosc. W osta- 

tnim wypadku jest p‘20 w zależności od X52 • W zależności też od &5 2 jest 

wektor p‘ zgodnie lub niezgodnie skierowany z wersorem. czyli z dodatnim kierun­

kiem prostej 1. w szczególności,gdy ~= Z jest ^ 0; jeśli przeto rzut wekto­

ra znika, to nie dotyczy to zupełnie samego wektora. W podanem wyżej obliczeniu 

wartości rzutu wektora tkwi milcząco rzutowanie ortogonalne ( rys.ll),bo to 

specjalnie będzie miało dla nas znacze­

nie. Niech będzie daną suma geometrycz- 

na P = P1 + P2 + p, + ... P. Rzućmy 

sumę i wszystkie dodajniki na prostą 1; 

rzuty p.‘,p‘,p‘,...p‘ i p‘będą wzajem- 

nie do siebie zgodnie lub niezgodnie 

równoległe; będzie je można przeto dadać 
rzut

- ... ph. Innemi słowy sumy geometrycz­

nej ma wartość sumy gebraicznej rzutów wszystkich dodajników. Skoro p = 0 to 

i p‘o O lub p-o lecz - jak wyżej zauważono - nie naodwrót.

Rzućmy wektor p na kierunki x, y, z, układu analitycznego prostokątnego;
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Rys. 12.

dnych s ą równocześnie j

otrzymamy wektory p., p., p ; ich wartości 

algebraiczne są dodatnie lub ujemne zależnie 

od tego czy strzałki pokrywają się czy też nie 

Z dodatniemi kierunkami osi. Operacja ta jest 

jednoznaczna. Skoro zatem znikną w szczegól- 

nym wypadku P, p i p, to i p zniknie. Za- 

tem twierdzenie odwrotne do p = 0 brzmi p. = O 

p. - O, p = O. Łącząc rys.12. z uwagami wypo- 

wiedzianemi w 7. widzimy, że rzuty wek­

tora na osie prostokątnego układu współrzę 

ego wektorami skład owe mi 

dla przyjętych kierunków; istotnie bowiem promienie rzucające leżą w płaszczy­

znach ścian odpowiednio skonstruowanego prostopadłościanu,pozatem jest 

P. + P+p, = p> przyczem p - i.p, p. = j. Py, p, = k. p, •

12. Rzutem wektora p na płaszczznę a nazywamy nowy wektor p, któ­

rego początek i koniec są rzutami początku i końca danegc wektora p . Kąt

( p, c ) = /3 nachylenia wektora p względem płaszczyzny co jest zawsze ostry; na- 

chylenie ( p, n) =K =ot wektora p względem normalnej do płaszczyzny zawarte 

jest przeto między J/ i O. Bezwzględna wartość rzut - wektora wynosi przeto : 

p‘= p.cos/3 - p sino , przyczem stale jest cos//o i sin « / 0. Znakujemy wj\ 

raźnie : 

p‘- R.( P )
Z określenia rzutu na płaszczyznę wynika wprost: Rzut sumy geometrycznej jest 

równy sumie geometrycznej rzutów - dodajników, czyli gdy: p= Pi+pat... Pn» to 

p‘= 01 + P2 + ... ^n* Gdy p = 0 to i p‘= 0; lecz gdy p‘= O to musi jeszcze być 

En . ( p ) = O, by można stwierdzić p=O.( Dlaczego ?).

13. Niech będą dane dwa wektory p i q dla prostoty sprowadzone do 

wspólnego punktu; kąt między nimi zawarty niech wynosi « , przyczem oczywiście 

jest >«> 0 . Będziemy pisać:

| p.q = p.q • COS K



- 11-

i nazywać p.q iloczynem skal owym ; wynikiem mnożenia ska-

larowego dwóch wektorów jest liczba algebraiczna,

obliczona jak wyżej, gdzie - jak dotychczas-jeet p e |p I, q = | q - Przyj mijmy 

kolejno & = 0, 2,7/ to p.q = p.q, 0, - p.q; ogólnie zań jest iloczyn skalarowy 

dodatni lub ujemny zależnie od K < 2 • W szczególności jest P-P = p i naod- 

wrót ; warunek prostopadłości p I q wypisujemy zawsze następująco p -q = O. 

Iloczyn skalarowy stosownie do swej definicji podlega prawu przemienności:

p.q = q.p

Wektor p‘na rys .13 jest rzutem wekto- 
q ra p na prostą (O dodatnim kierunku 

q 1
q, przyczem jest p‘= p .cos & .Przeto 

jest p.ą = p.q = p.q.cosxx = p.q 

Podobnież jest p.q‘=p. q‘= p.q. Mo- 

żerny przeto powiedzieć,że iloczyn 

skalarowy jest równy iloczynowi bez­

względnej wartości jednego wektora i algebraicznej wartości wektora składowego 

drugiego. Iloczyn skalarowy podlega prawu rozdzielności f.m.

p (41 + 42 + 43 +... (n) = P.41 + 7-02 + 7.(3 +..7-0,
Aby powyższe zrozumieć? rzućmy sumę q = 41 + 02 + 13 +.... Q, na kierunek p 

i zauważmy, że według 11, jest q‘= q‘ + q‘ + q‘ +... q‘. Otóż p.q = p.q‘u stąd 

po postawieniu i wykonaniu reszta jak wyżej. Prawo rozdzielności stosuje się 

oczywiście i do ogólnijszego działania:

(Pi * P2 **** Pn) • ( I1 * 92 ***• Ik )
14. Niech będą dane dwa wektory swobodne pir jak na rys.14.

fłys. /4

Umieśćmy je w punkcie 0 i ustawmy tam 

trzeci wektor swobodny m o na­

stępujących własnościach:

a) p.m =0 i r.m = 0 tj. m I pi m | r 

(zatem wektor m jest prostopadły do płasz­

czyzny utworzonej przez wektory dane 

p i F.).
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b) Wektor m z dwoma danemi tworzy w kolejności p,r,m układ prawy ( stąd strzał­

ka nowego wektora).

c) Bezwzględna wartość m wynosi pole równoległoboku utworzonego przez boki pir 

tzn. jest | m | = m = p.r.sin. jeśli « jest kątem zawartym między obu danemi 

wektorami. Przez podanie trzech własności określili śmy zupełnie wektor swobodny 

m. Nazywamy go iloczynem w e k t o r j a 1 n y m czynników pir, 

a operację tę znakować będziemy następująco:

pA r = a

Zatem iloczyn wektor jalny jest wektorem. Zamiast symbolu mnożenia wektor jalnego 

A „spotyka się w literaturze i inne np.

VPer, P X r. Po r, Lp-F]

Ponieważ jest p = | p|>0, r = |r| > 0,nadto >&>0przeto p.r.sinc jest fak­

tycznie wartością bezwzględną (dodatnią). Aby równanie p Ar - m było wogóle np. 

ze względu na p rozwiązalne musi być spełniony warunek a). Przy p * 0 i r + O 

znika ich iloczyn wektorjalny, gdy jest p || r ; wtedy bowiem & = 0, lub & = 77, 

czyli sin « = O, skoro zaś m= O to im = 0 . Warunek zgodnej lub niezgodnej 

równoległości brzmi przeto pAr - O. Przy okrślonych p i r jest p/r = m naj- 

grwiększe dla“= 2 i wtedy bowiem sin«= 1, zas m - p*r» Mnożenie wektorjalne nie 

podlega prawu przemienności , jeżeli bowiem p,r,m tworzą układ prawy, to r,p,m 

jako układ anticykliczny jest układem lewym; natomiast również prawym będzie 

układ r,p, - m; przeto
F/F - - FAp.

Mnożenie wektorjalne podlega jednak prawu rozdzielności, tzn.jest: 

(, + p + 7, +.... 5„) F - 7,A F + 72/ T + TAF + .. TnA F.

Żeby powyższe udowodnić,weźmiemy wpierw pod uwagę twierdzenie pomocnicze. Weźmy 

pod uwagę któryś z wektorów sumy np. wektor ^j wtedy m, - P, A r, leży w płasz­

czyźnie c , prostopadłej do r. Bezwzględna wartość rzutu pi na płaszczyznę o 

wynosi p] - Pi sino (według ust .12.) Najwidocznie P, leży w płaszczyźnie (Pi ,r) 

czyli również jest mi I p\ Pozatem pi,r,m, tworzą układ prawy ( rys. 15.)
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Rys. 15.

Obliczmy iloczyn m/ = P,Ar; dwie pierwsze 

jego własności jak wyżej wykazano są iden- 

tyczne jak dla m, (a,b); pozostaje do obli­

czenia trzecia własność (c), tj.wartość 

bezwzględna; wynosi ona m‘-pi-r"Pi r.sinoi; 

ale również jest m: - p ..r.sinj. Wykaz a- 

liśmy przeto ,żem‘ * m. lub wyraźniej 
--iii?J • = -

m, = p,‘A r. Przeprowadźmy podobne rozumowa- 

nie dla wszystkich wektorów i * 1,2,3....n.

Wyobraźmy sobie przytem,że płaszczyzną c jest płaszczyzna rysunkowa ( rys .16.)
Wykreślmy w nim p ‘= p‘ + p. + P, + • 

doczniej dodaj niki mi drugiej sumy

.. nadto m =m, + m, + m, +... m . Najwi- 

są proporcjonalne wielkością dodajnikom P,’

sumy pierwszej, skoro jest - jak wyżej m p\r. Pozatem m, są obrócone wzglę­

dem p,’ o 2• W konsekwencji przeto oba wie- 

loboki łamane są do siebie podobne; odnosi 

się to również do sum p‘i m • Wiążąc powyż­

sze z treścią ust.8. zyskujemy dowód twier­

dzenia o rozdzielności mnożenia wektorjel- 

nego.Podobnież dowodzi się prawa rozdziel­

ności dla wypadku ogólniejszego: 
(1,+5,*5,+ • p,) A (F1*F2*F>+ • • .F2) •

Przykłady ćwiczeń.

l. Bezwzględna wartość wektora p wynosi p: jest ona znaną. Pozatem wiemy, 

że wektor p jest zgodnie równoległy do danego wektora q. Napisać wyrażenie wek- 

torjalne dla liczby p.

Odp.:Wersary obu wektorów są geometrycznie równe. Zatem:

Ę- { czyli p - Z.ą
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2. Określić dowolny wektor s, położony w płaszczyźnie równoległej do da- 

nych wektorów p iq.

Odp.:Suma lub różnica dwóch wektorów a .p i b.q leży w płaszczyźnie wekto­

rów p i q. Zatem: S= a .p - b.q. Wielkości dowolne a i b regulują położenie i 

wielkość wektora s.

3. W zgodnie zamkniętym wieloboku Wektorów odwracamy strzałkę jednego 

wektora; czem on jest dla pozostałych wektorów ?

Odp.: Ich sumą geometryczną.

4. Dane są trzy wektory p,q,r (układ prawy). Rozłożyć r na trzy dodaj- 

ni ki r, r, i 1, tak, by T. miał kierunek normalnej do płaszczyzny (p ,q), a 

r, 2 r leżały w tejże płaszczyźnie i były odpowiednio prostopadłe do p i q. 

Ile wynoszą Firi r3 ?

Odp. z Niech s ma kierunek normalnej taki, że p,q,5 tworzą układ prawy. 

Z założenia wynika: r,-P = 0, r.-Q - O,F1 .8 = r^^s; rg-P = O,r2.5 =0; F3-q =0, 

r.s = 0; r. + "F + 73 = r. Pomnóżmy ostatnią równość stronami kolejno przez 

5,0,p skalarowo • Otrzymany r.s =r.s cos(r,s) = (r, + r + r ).s = r.s, a stąd 
i 2 3 1

T = r cos ( T, s) ; podobnież będzie: r.q = r.q cos ( q.r) = ( r + T2 + T3)4=

= r.q == r.q cos (q,r2) = r.q sin (p,4),a stąd: r cos(T,F)sin (5, q) * wreszcie:
F.p = r • p cos (x,p) * ( Fi + F2 + F3)-p = F3°p * r3°P COS ( p,r>)=Fzpsin(p,ą),

cos (r,p)
stąd: r = r 

3 Sin(p,>q) Przypuśćmy bez ujmy,że kąty (p,q), ( q,r), (r,p) są 

ostre, to łatwo kreśląc odpowiedni szkic zauważyć, że jeśli p,q,8 było układem 

prawym, to r,r,,8 jest układem lewym, natomiast prawym jest r,,r,8.

5. Składowe wektorów p im w kierunkach osi x,y ,2 prostokątnego układu 

współrzędnych są dane. Wyrazić przy pomocy ich iloczyn p.m.

Odp.: p.m = (p. + p + p.).(m + m, + m) = p oi + p...m + " " x Ty "Z x X z xx y y
6. Podać charakterystyczne iloczyny skalarowe i wektor jalne 

p .m z Z
wersorów

i,j,k.

Odp-: i.i = J.3 =k.k = 1; i «>j =j .i = j.k = k.j=k.i = i.k = o;
i/i = 3/3 = k/k - o; iA=-j/i= k,3 k=-k j= i,k A i=-iA k=j .
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7. Podać charakterystyczną różnicę między iloczynami: 

r.(p.ą) , p. (q.r ) , q-(r.p)

Odp.: Każdy z podanych iloczynów jest wektorem,ale innym: pierwszy c r 

jest równoległy do r, drugi a .p jest równoległy do p, trzeci b.q jest równoległy 

do q. Przemiana cykliczna nie prowadzi tu do żadnej zależności charakterystycz- 

ne j •
8. Wykazać równość: r.pĄq - p.q/r - q.r/p; zbadać znaczenie takiego 

iloczynu*

Odp.: Iloczyn powyższy jest skalarem;z powodu cyklicznej zmiany kolej - 

ności znak algebraiczny jest zachowany. Niech będzie p/q = s to s = p.q-sin(p,ą) 

zatem r.p/q = r.s= r.s cos (r,s) = p.q.r.sin (p,q).cos(r,s). Ostatnie wyrażenie 

przedstawia najwidoczniej objętość równoległościanu o krawędziach p,q,r; istotnie 

p.q sin(p,q) jest polem jednej podstawy,a r.cos.(r,s) jest wysokością mierzoną 

prostopadle do tejże podstawy.Iloczyny następne przedstawiają tę .samą objętość, 

przyczem podstawą jest | q A r względnie | r/p |, a wysokością odpowiednia normal­

na •

9. Obliczyć iloczyn TA( pĄg )•

Odp.: Oznaczmy p/ą = s, s= p.q sin (p,q), to najwidoczniej r A(p/ą)= 

- r/s jest wektorem prostopadłym do s czyli leżącym w płaszczyźnie wektorów 

p i q. Poszukiwany iloczyn będzie miał przeto formę a •p - b.q. Znajdziemy szcze­

gółowy kształt tego wyrażenia następująco: Rozłóżmy r jak w równaniu 4.Wtedy bę­

dzie FA (p A q) = ( r + T + r ) As = r A s + r/s, bo r A s = o. Lecz r, A s
1 23 2 3 — 1 “ 

jest równoległe do p, zaś f As jest równoległe do q; Pozatem F2» S,T2s two­

rzą układ prawy, zaś s, r, A s układ lewy; wreszcie jest | r./s | =

- r .s sin (F2,5) * r.s, |T38| = r3. s sin ( r,,8 )= r3»s, albowiem kąt
2 _ _ _ 77

( r,,8)= ( r,,8) = 9 • Wstawiając wartości r ,r i s i nadając wektorem kierunki 
wersorów P i - “ znajdziemy: r A s = p.q.s cos ( q,r ) = p.(q.r), r, A s = 

= - q.r.p cos (r,p) = - q.( r.p). Zatem ostatecznie jest:

rA(Ag) = p4 q.r) - q.(r.p)
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10. Wyznaczyć związek charakterystyczny dla iloczynu z zadania 9. przy 

cyklicznej przemianie czynników.

Odp.iF A (p A q) + p Ą ( q A r) + q A (r A p) = O.

9. 3. Wektory linjowe ( osiowe ).

1. Z definicji, podanej w § -1. wynika, że dwa wektory linjowe 

są tylko wtedy sobie równe, gdy leżą na tej samej prostej, mają 

zgodne kierunki i równe wartości bezwzględne. Dla jednoznacznego określenia 

wektora linjowego trzeba przeto podać taką współrzędną, któraby z ogółu wektorów 

swobodnych,przynależnych zorjentowanemu kierunkowi w przestrzeni, wybrała tylko 

jeden taki wektor,względnie jedną taką prostą jako miejsce pobytu wektora linjo- 

wego. Że współrzędną tą nie może być jedna liczba algebraiczna - to jasne. 

Przypuśćmy bowiem, że jest nią oddalenie prostej danego wektora p od punktu O, 

to jeszcze mamy do wyboru nieograniczoną ilość tworzących walca obrotowego,któ­

re podanej liczbie zadość czynią. Współrzędną ową musi być wielkość zorjentowana 

z punktu O zatem wektor. Gdyby wektor p był wektorem nieswobodnym, to współrzę- 

dną kierunkową mógłby być wektor r łączący punkt określony O z ustalonym punktem 

początkowym wektora; dla wektora linjowego byłby to jednak sposób zanadto krępu- 

jący, gdyż równie dobrze - w myśl definicji - mógłby tę współrzędną określić 

wektor F1 = r+d, przyczem d jest dowolnym wektorem położony na prostej 1 wekto 

ra linjowego p (rys.17 . ) „Okazuje się,że 

taka współrzędna,pozwalająca wektorowi p 

dowolnie przesuwać się wzdłuż jego pro- 

stej 1, istnieje. Utwórzmy mianowicie 

iloczyn wektorjalny m = pAr a nadto ile 

czyn PAT $ otóż por, m p/(F + d)= 

z p/r = m,albowi em z powodu równoległo- 
Rys. 17 ------- ———- - , _

_ - — ści p id jest pnd = 0. Zatem i nie

-p(40 =pĄr 10/2
—t O - I 7, ol- - InL
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zależy od położenia wektora p na jego prostej; może przeto najkorzystniej słu­

żyć za uogólnioną współrzędną tegoż wektora. Znakujemy wyraźnie: 

m=p/r= M. (p)

i czytamy iloczyn wektorjalny p/r jest momentem wektora p w z g 1 ę- 

dem środka O* Wykazaliśmy, że wektor 1 i n j o w y p jest 

w stosunku do punktu O zupełnie określony wektorem s w o- 

bod n y m, geometrycznie r ó wincow nym i swym mo­

mentem względem tegoż.punktu 0. Zatem dwa wektory lin- 

jowe p,m i q,n są równowarte ,gdy ich wektory swobodne i ich momenty względem 

tego samego punktu- są równe, tj -gdy p = q i m = n. Oczywiście p i m są wektorami 

różnego typu (wymiaru). Skoro m jest momentem wektora p, to absolutnie musi być
-can=p=====c-===x===-"-- " II " "**.-masoscieeE - * * " *D — : -=---, • _   ("====---- -= oma " e .“I

p.m = O. Liczebną wartość momentu m = p.r sin (p,r) najprościej przedstawia ilo- -==-==-!-. i, _.... ---------------------
czyn p.c, gdzie tzw. ramię c = r.sin(p,r) jest odległością punktu O od pro-’ 

stej 1 wektora p. Istotnie p.c jest polem równoległoboku, scharakteryzowanego

w ust.14.c. Moment wektora względem 

1 i znakować

C C 

względem prostej

punktu znika,gdy środek momentu leży 

na prostej wektora p, wtedy bowiem

m Niech będzie dany wektor p i 

prosta 1. Obieżmy na niej dowolny 

punkt 0 (rys. 18.); obliczmy i skon­

struujmy m = p/r; rzućmy m na. 

1, zaś p i r na płaszczyznę c, o nor­

malnej 1. Otrzymany rzut M1 będziemy 

nazywać moment em wektora p 

1 = Mi(p) = p
9 -====) g===?i "...  ,
Zeby wprowadzona wielkość miała wogóle sens, musimy wykazać,że jest ona od obio­

ru O niezależna wektorjalnie• Otóż (a) prosta wektora m^ jest określona, poza-

tern pr,m. tworzyć muszą układ prawy (b)

Dr. Burzyński - Mechanika ogólna - Ark. 3. 

— stąd wynika kierunek,wreszcie
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zauważmy, że kąt (m,1,) jest równe kątowi zawartemu między płaszczyznami (p,r) 

i c , przeto m, * m.cos(m,M1) wyraża rzut pola równoległoboku (p,r) na płasz­

czyznę co , ten rzut zaś jest niezależny od obioru punktu 0 i jest faktycznie 

równy polu równoległoboku (p,r) - stąd zaś wynika wartość nowego wektora (c). 

W powyższem dowodzeniu tkwi dwojaki sposób obliczania momentu wektora względem ------ -----=======- -- =* -e- =- - .== ------------------ 
prostej, albo mianowicie jest m - R1Z(p)] , albo też m, = M[R.(p) • Liczebną 

wartość najprościej obliczymy następująco mi.” Per: sin (PT) " P-c =P • cos(p,o)c= 

= p.c.sin(p,1), przyczem c jest najkrótszą odległością między prostą p i osią teeseeera===p=V============
1. Najwidoczniej moment wektora względem prostej znika, gdy oboje tworzą jedną 

płaszczyznę tj• przecinają się lub są wzajemnie równoległe. Z podanej obecnie
Y ■■ ■ • ■ —- — - > - ■ -, e A 

definicji wprost wynika, że momenty kilku wektorów Pi względem tej samej pro- 

stej dodają się algebraicznie; w tym wypadku korzystnem jest ich wartościom 

mil udzielić znaków algebraicznych, odróżniając w ten sposób wektory m,1 zgo­

dnie i niezgodnie skierowane.

Przypuśćmy,żeśmy obliczyli moment m wektora p względem początku O pro­

stokątnego układu współrzędnych x,y,z. Składowe wektora m w kierunkach x,y,z 

tj. m ,m ,m są rzutami m na owe osie. W myśl przeto definicji możemy powie- — y z
dzieć,że składowe m ,m ,m momentu wektora p względem punktu O są równocześnie 

x y z■ 
momentami tegoż wektora względem osi x,y,z przecinających się w o.

0,

pi 
o.

3. Niech będzie danym układ wektorów linjowych Pi . Ustalmy pewien punkt

to każdy z wektorów linjowych wyczerpująco przedstawiony wektorem swobodnym 
jego dowolnie umieszczonym, więc np. przez punkt O i momentem m względem punktu 

i 
umieszczonym również dowolnie zatem np.też przez punkt 0# Dodając swobodnie 

oba typy wektorów otrzymamy ogólną sumę geometryczną układu 

P = 4 Pi i ogólny moment układu m =X m, , przyczem 

m = p./r. . Należy z naciskiem podkreślić,że ogólna suma p i ogólny moment 

m nie są w wypadku najogólniejszym wzajemnie do siebie prostopadłe,jakkolwiek 

dla poszczególnych dwójek p. i m; z pewnością tak jest - co gdzieindziej już 

wykazano • Aby zbadać charakterystyczne własności p i T wykonamy transformację;
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Si
92

i
0 

Rys, 79.

A /+ o

przyjmiemy nowy punkt K zamiast O tak,że pro- 

mień-wektor Fi zmieni się na 5= F*d. (ry8.19.). 

Najwidoczniej suma ogólna p =4 P. nie ulegnie 

zmianie czyli jest ona (ścisłe rzecz biorąc 

jej kwadrat) niezmiennikiem układu dla przewi­

dzianej transformacji* Ogólny moment wynosi

obecnie

- p/r + p/ 0 * 1240 - Ę FAT +( P^AS {m+pA d I -
Zatem nowy moment ogólny wzrósł o moment ogólnej sumy p umieszczonej w O

A

względem. Przedyskutujemy ostatni wzór •Załóżmy przypadek najogólniejszy
- s-paetesisei——=TTSU"

p + O, "+ O. a) Będzied- m jeśli będzie d IIp ; tzn.ogólny moment nie ulega 

zmianie jeśli środek O względniej przesuwamy równolegle do kierunku ogólnej 

sumy.

b) Przy dowolnem d jest p.m - p.u - k - stałej; istotnie bowiem F.(FĄd) = O, 

bo p jest równoległe do p/id. Zatem: podczas zmiany środka iloczyn skalarowy 

ogólnej sumy i ogólnego momentu zachowuje stałą wartość. Jest on przeto dru- 

gir niezmiennikiem przyjętej transformacji. Liczbę k nazywać będziemy wyróżni- 

kiem lub parametrem układu wektrów linj owych.—---====-========================1?
c) Jeżeli p = O to/= m = stałej tj • gdy suma ogólna znika,to moment ogólny 

"==* mromona wrmnereneppici===============xsazs===a"==R====s=nineRzeGn 

jest stały wektorjalnie czyli niezależny od obioru środka.

4) Dwa układy wektorów linj owych Pi i 4, nazywamy równowartemi ,gdy mają równe 

ogólne sumy i ogólne momenty układu ze względu na ten sam środek O tj »,gdy

P = 9 im- n. Gdy suma układu znika,to układ wystarczająco charakteryzuje 

ogólny momentu

e) Gdy p = O im = 0 nazywamy układ równowartym zeru albo zerowym.

f) Dowolny układ nie ulega zmianie jeśli do niego dodamy układ równowarty zeru.

4 -Rozróżni amy następujące układy wektorów linj owych:

a) ogólny - &) przestrzenny lub/3)płaski

b) równoległy - &) przestrzenny lub /3) płaski

c) środkowy czyli zbieżny -&) przestrzenny lub /3) płaski 



- 20 -

a) Wektory układu niczem się w stosunku do siebie nie wyróżniają; więc np. 

w przestrzeni są one względem siebie skośne (wichrowate).

b) Wszystkie bez wyjątku wektory układu są do siebie wzajemnie 

równoległe i to zgodnie lub niezgodnie.

c) Proste wszystkich bez wyjątku wektorów przechodzą przez jeden 

punkt. Pozatem układ jest płaski, gdy wszystkie bez wyjątku wekto- 

ry układu leżą w jednej płaszczyźnie; w przeciwnym wypadku jest układ prze­

strzennym®

5. Pod r e_d u k c j ą układu wektorów linjowych rozumiemy znale­

zienie układu równowartego możliwie prostego. W myśl 3.d. będzie ów układ 

zredukowany miał sumą geometryczną p i moment ogólny m. Zachodzi pytanie czy 

p im nie dadzą się sprowadzić do jednego wektora. Odpowiedź tkwi w ust.l. 

Jeśli mianowicie będzie p | m to taki wektor istnieje i musi nim być p, 

gdyż inaczej nie byłby spełniony pierwszy warunek równowartości układu. W wy­

padku omawianym jest wyróżnik układu zerem tj • k = p.m = O Założywszy p f 0, 

m 0 dla pewnego punktu O i k = 0 widzimy, że naj oczywiściej układ,złożony 

z wektorów linjowych Pi i układ, złożony z jednego wektora p, są układami 

równowartemi , albowiem jest p = 2. p , zaś równanie m =2m. =XpAr -= p/ir 

jest z tytułu k = 0 i ustalenego jednoznacznie p względem r rozwiązalne. Otrzy 

mamy wprawdzie cały zbiór wartości r, ale takiego rodzaju,że będą one tylko 

przesuwać wektor linjowy p wzdłuż jego prostej (ust.1.). Zatem rzeczywiście 

badany układ redukuje się do jednego wektora p, którego położenie reguluje 

uogólniona współrzędna - ogólny moment układu m. Ową własność m, tkwiącą w 

równaniu:
> p Ar - p/r » gdy k = p. = 0; p*0,m+o
i i i = —= 

możemy wysłowić następująco: Gdy przy znikającej ogól­

nej s u mie geometrycznej p znika wyróżnik 

k układu- to suma geometryczna momentów 

wszystkich dodajnikó w-* e kt o r • w Pi jest rów­
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ną momentowi tej sumy p ze względu na ten 

sam punkt O* Nawiązując do ust.2 i ust .11 z §.2. możemy w omawianym 

wypadku wygłosić też twierdzenie następujące: gdy p + 0,a k = O - to suma 

algebrai czna momentów wektorów dodajników względem prostej 

1 jest równą momentowi sumy geometrycznej dodajników względem tej samej pro- 

stej • Punkt O nazywamy środkiem redukcji* Gdy przypadkiem m - 0 to najwidocz­

niej wektor zredukowany p przechodzi dokładnie przez przyjęty środek 0. Wypa- 
zajść

‘ dek dyskutowany w obecnym ustępie może w wszystkich alternatywach .wymienionych 

w 4. zależnie od warunków zadania. Z pewnością zaś stale ma on miejsce dla 

układu zbieżnego.Przyjmijmy bowiem bez ujmy, że początki wszystkich wektorów 

, pokrywają się z wierzchołkiem pęku, to najwidoczniej dla wszystkich wektorów 

p tego układu jest ri * r = stałej; zatem X51 Fi - (?v)Ar = PAr czyli 

powyższe równanie warunkowe staje się tu tożsamością na podstawie twierdzenia 

o rozdzielności mnożenia wektor jalnego. Zatem wektor zredukowany układu środ- 

kowego przechodzi zawsze przez środek zbieżności tego układu. Pozatem - o ile, 

jak podkreślono p + 0 - może się też tak zdarzyć w układzie równoległym, skoro 

takowy możemy uważać za pęk zbieżny o środku oddalonym o nieskończoności; jeśli 

układ równoległy składa się z wektorów zgodnie skierowanych to oczywiście zaw­

sze jest P #0. Jednakże w układzie równoległem nie jest równanie dyskutuwane 

' identycznością. Ze w układzie równoległym jest faktycznie 4 P1AF, = p/r,gdy 

7+ 0 wykażezy udowadniając równość 5.m - 0 - k dla takiego układu, w tym celu 

niech wersorem kierunku dodatniego będzie A , wtedy p. = Xp., przyczem p 
i 1 " i

jest algebraiczną wartością wektora, zaś p = X p. = A.2p = X.p. Pozatem 
A _  — _ i i i 

“1 = 71/ Fi = A Pi A Fi = AANiFi czyli m = 27, =XAZP F1- Zatem k -p.m-

- P.A.A/4P F-Ostatni iloczyn można cyklicznie przedkształcić (ćwiczenie 8,5.2) 

zaczem k = p.m = P2P1* MA; lecz A/A= O czyli k =p.m - OWreszcie dla każ­

dego układu płaskiego jest k =0, altowi em,przyjąwszy np. w płaszczyźnie układu 

środek redukcji widzimy,że wszystkie Mi są do siebie równoległe a prostopadłe 
1 do płaszczyzny układu, w której leży wektor swobodny p; zatem i >- - - jest 

i i 
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wektorem prostopadłym do p ; Jeśli przeto p + 0, to oba wektory swobodne p im 

określą w płaszczyźnie układu wektor zredukowany - linjowy p. Dowód ogólniejszy" 
tdla dowolnego środka przedstawia się następująco: W iloczynie k - p. -20121/ 

występują dodajniki typów: pip Ar = r p.A p. = r, .0 = O nadto;
• i i i - i

Pi AF I ”e* *1 - *7 *x * *1 TA Pi - *,*7A%k - * •/ * -
= (Fx-F1):7,A PK - o albowiem (,-*,) leży w płaszczyźnie wektorów a PAP,

I 
£

Jest prostopadłe do tej płaszczny, a zatem i do (F,-51). Skoro zaś wszystkie do” 

dajniki znikejs,to znika i wyróżnik i wobec tego jestĘFAF - P A T przy p +0.

Akcentowane stale założenie p f O nie Jest koniecznem ; możnaby przy p=0 

i oczywiście m T O przyjąć r-oo. Prostą na której leży p nazywamy osią układu; 

w wypadku p =0, m +0 możemy powiedzieć, źe oś układu leży w nieskończoności.       ...—--------- * -— E  — 1
Przeprowadzone w ust -5.rozważania mają swój sens tylko wtedy, gdy k = o. • 

Skoro k + 0 to dysponujemy wprawdzie ogólną sumą układu p i ogólnym mo-" 

mentem układu m tj . dwiemia współrzędnemi geometrycznemi ,ale z powodu swobodne-" 

go ich charakteru a rożnych typów nie mamy stąd - przynajmniej narazie - żadnej 

korzyści dla celów redukcji. Z tego powodu w dalszym ciądu unieruchomimy p, a 
k wielkości m nadamy nowe znaczenie $ zrobimy to zaś tak, by rozważania obecnego 

ustępu tj.przypadek k=O nie poniósł na tern żadnej szkody. W tym celu zbadamy

wpierw przypadek 3.c.

6. Weźmy pod uwagę następujący układ wektorów linj owych (rys .20.).

Proste obu są wzajemnie równoległe,strzałki I 

przeciwne „bezwzględne wartości równe. Układ 

taki,posiadający niezwykle doniosłe znaczę- -=-=------=-- n 
nie dla mechaniki, nazywamy parą w e k- 

, ——  —  — N 
t o r o w. Suma pary wektorów Jest nsjoczy- 

wisciej stale równą zeru.Jednakże układ 

nie Jest równowarty zeru,albowiem ogólny mo­

ment układu nie znika. Wynosi on :

+ FA (F + a) - FAa
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$ zatem faktycznie jest on niezależny od obioru środka O ;jego prosta jest pro- 

stopadła do płaszczyzny pary p,- p. Rezultat p/a mówi, że najprościej obliczy- 

ny m obierając za środek punkt A, wtedy moment od - p znika, zaś p daje moment 

[Aa. Stwierdziliśmy,że moment pary wektorów jest wielko­

ścią dostatecznie charakteryzującą parę wektor ów • Jeśli parę przesuniemy na inną 

płaszczyznę równoległą do pierwotnej , jeśli parę w tej lub w innej równoległej 

płaszczyźnie obrócimy, jeśli zwiększając p w tym samym stosunku zmniejszymy a, 

.czyli - co na jedno wyjdzie - odstęp między wektorami pary lub też naodwrót ‘ j - ' •. ------     ----------------- -........- "'""*" T1155 -----—. . —. 
zmniejszając p zwiększymy odpowiednio a - to w każdym z tych wypadków m nie ule- 

gnie zmianie,albowiem prosta m pozostanie równoległą do pierwotnej ,jej strzałka 
ie ulegnie zmanie,wielkość bezwzględna pozostanie tasama. Moment pary wektorów 

jest wektorem swobodnym# Pary przedstawione na rys.21. są między sobą identycz­

ne. Pary, leżące w tej samej płaszczyźnie oznaczamy w technice łukami ze zwrotami; 

oczywiście istnieją wtedy pary zgodne lub niezgodne ; korzystnem jest ich warto­

ści traktować algebraicznie# Moment pary określa najprościej pole równoległobo- 

ku.

J^ys. 21,

Momenty Far jako wektory swobodne można oczywiście zredukować ; redukcja polega 

w tym wypadku wprost na dodaniu geometrycznem wszystkich par mi (§.2.ust .6.) . 

Wracaj ac do ust. 3. c. możemy stwierdzić, że w wypadku p = O, m + C układ redukuje 

się do pary wektorów, o momencie m. Oczywiście musimy wykazać dla zupełności, że 

ogólny moment układu w tym wypadku jest faktycznie wielkością geometrycznie rów- 

514 momentowi pary ; albowiem przy definjowaniu układu w ust. 3. wogóle nie zazna- 

czono » że składa się on z par wektorów. W tym celu wpierw wykażemy, że nie zmi e- 
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niając ilościowo wielkości p, m ust.1.,możemy wektorowi m nadać 

nowe znaczenie i to tak, że p wraz z pojęciowo innem I 

m określi tenże sam wektor linjowy p. Sprawa ma na przy 

szłość pierwszorzędne znaczenie.

7. Przyjmijmy w płaszczyźnie rysunku punkt 0 i wektor linjowy p prze-
chodzący przez A. Moment jego względem O wynosi m = pAr. Zróbmy użytek

dc p układ zerowy p, - p przez punkt 0 (rys. 22.1Z twierdzenia 3.f. i dołączmy

1 Jestw P

t nieo m e V c8 Z

O m m eo n €

równy M o I

m p a

Wektory p przez A i - p przez O tworzą parę wek 

torów ; z powodu specjalnie ułożonego układu ze

rowego (tj-akurat przez punkt O) wynosi moment

pary według ust.6 , to znaczy tyle samo i.

moment wektora p przez A względem O. Z trzech 

wektorów układu pozostał jeszcze wektor p przez 

C. Uzyskaliśmy w ten sposób nowy sposób przed-

stawienia wektora

tosunku do punktu

geometrycznie

linj owego p. Wektor

0 zupełnie

wektora

p/r. Podkreślamy jeszcze raz: moment wektora

ment pary wektorów - są to wielkości p oj e c i o w o

określony

rzez punkt

t pary jest

względem

zupełnie

punktu i mo-

różne ; przy

i n o w

ó w n y m w e k t o r e m P

w e k t

e n t o w i

o r ó w ; m o m e n

P W z g 1 ę d e m C 2

padkowo mogą ich wektory być sobie równe - jak to obecnie miało miejsce. Momen 

TM
Tm

 w 
■

wektora względem punktu ( także i prostej ) ma znaczenie uogólnionej współrzę­

dnej ; moment pary wektorów jest obok wektora drugiem pod stawowem 

pojęciem układu wektorów linjowych .Oczywiście sprawę można przedstawić odwro- 

tnies Lany wektor p i moment pary m | p można zawsze zredukować do jednego 

wektora p, równolegle ułożonego względem pierwszego; w tym celu trzeba m zamie-. 

nić na parę wektorów p, - p i jej płaszczyznę umieścić przez dany wektor p.

8. Po wyjaśnieniach ust.6.i 7. możemy wrócić do sprawy redukcji układu 
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wektorów linjowych P.. Przyjmijmy w tym celu środek redukcji 0 i dołączmy w 

punkcie O dla każdego wektora Pi układ zerowy jak w ust.7. Otrzymamy w ten 

sposób układ zbieżny P w środku O i układ par o momentach mi- Układ zbieżny ma 

sumę geometryczną P =2 Pi w punkcie O ; układ wektorów swobodnych ma sumę geo­

metryczną m =2m, =2 p A T. . Ilościowo nie będzie się p im różnić niczem od 
, _ , W) 

ogólnej sumy i ogólnego momentu podanychust.ó. względnie 5. Jednakże obecnie 

p jest wektorem, przechodzącym bezwarunkowo przez 

0 - podczas gdy poprzednio był to wektor swobodny ; m jest i było wektorem swo- 

bodnym,ale obecnie jest to moment ogólnej pary, podczas gdy 

poprzednio w najlepszym wypadku t 3 • dla k = 0 mógł to być moment wektora p 

względem 0 — a ogólnie była to wielkość geometryczna bez szczególnego znaczenia 

~ dla jednego układua W przypadku k = 0, obszernie przedyskutowanym w ust.5., mo- 

żemy oczywiście korzystać z obu znaczeń m ; w myśl ust.7. doprowadzi to do zgo- 

dnego zawsze efektu końcowego tj. do wektora linj owego p.

9. W wypadku najogólniejszym k + O układ redukuje się zatem do ogólnej 

sumy p przez O i ogólnej pary o momencie m, przyczem p i 10 są względem siebie 

nachylone. Dlasza redukcja nie jest celową, ale możemy ją sobie wyobrazić na- 

stępująco: Przyjmijmy zamiast momentu m parę wektorów o dowolnych składowych 

q, - q tak oddalonych wzajemnie o a, by było q/a = m; umieśćmy tę parę w płasz­

czyźnie prostopadłej do m tak, by jeden z jej dodajników np. - q przeciął się 

y Z wektorem p (rys .23.) .Obecnie p i - q możemy dodać i otrzymamy wektor s. W ten

Rys.23.

sposób układ p, n sprowadza się do dwóch 

wektorów q,8 tego samego typu.

10. Streszczenie. Dla ukła­

du wektorów linjowych P. obliczone ogólną 

sumę geometryczną p i ogólny moment układu 

m ze względu na środek redukcji O.

a) Gdy P + 0, m + 0, k+0 układ sprowadza 

się do wektora p przez 0 i momentupary m lub też do dwóch wek torÓw skośnych

Dr. Burzyński -Mechanika ogólna -ArkA. 
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qis tego samego typu. Zdarzyć się to może tylko dla układu a ,o(ust .4 •) • 

b) Gdy p+0, n+0, k = o układ sprowadza się do wektora p ; jego prostą usta- 

la m, któremu możemy nadać dwojakie znaczenie (ust.5 i 7). wypadek ten zdarzyć 

się może dla wszystkich układów a,b,c (ust .4) « lub /3 .

c) Gdy p = O, m + 0 układ sprowadza się do momentu m pary wektorów q, - q.Zda­

rzyć się to może dla układów a,b (ust .4) & lub /3 •

d) Gdy p - 0 i m = O układ sprowadza się do zera czyli jest układem równowartym 
.. .smo samoomomonanni weam ===== enoasa -* " ■ "** " ’ " " " ■ • ** ■ sedim iea 

zeru. Stać się to może dla wszystkich układów a,b,c (ust. 4.) o lub/3.

11. Redukcja zmierza do zmniejszenia ilości wektorów dc liczbie możli- 

wie najmniejszej. Obok redukcji stosuje się często transformacie 3 

czyli przekształcenie układu wektorów. Zarówno jedna operacja jak 
===—=====-====================*======---===== 4S=o=sd==si==boindieeniseie amoackme- : - _

i druga opierają się na tern samem szablonie , a mianowicie na twierdz e- 

n i u 3.4; z tego powodu często różnice się zatracają. Punktem wyjścia dla 

transformacji jest obok tego twierdzenia wzór (ust.3.)

=n+pAd

względnie dokładniej zmiana środka 0, jako ustalonego punktu w przestrzeni. 

Przez odpowiednie przyjęcie & można często dojść do. efektowniejszych wyników. 

Rozwiązania ust .9. prowadzą do wniosku, źe w przypadku k + O można p i m spro­

wadzić do dwóch wektorów skośnych na nieskończenie wiele sposobów 3 wystarczy - 

poprcstu rozmaicie interpretować parę o momencie m. Otóż zamiast tego można
* YP*

p im sprowadzić do tzw. skrętnika p i a =f.p (f - wskaźnik skrętnika). Wektor 
. . ■ -1* “==============

a - jak z powyższego wynika - leży na prostej p. Przy tej transformacji oho— 
... mmosaossaonnessnans ad sen ' •
dzi zatem o taki obiór środka K,by N było równoległe do prostej wektora p. 

Można wykazać, że obiór taki jest możliwy ; zauważmy chociażby, że przy zmia­

nie 0 na dowolne 92 p nie ulega zmianie. Należy przeto wyznaczyć jako jodyną 

niewiadomą takie d, by było Ap - O.Jeśli znajdziemy punkt & , to tern samem 

określimy całą prostą takich punktów na podstawie twierdzenia 3.a. Prostą tę 

nazywamy osią środkową ( centralną ) układu wektorów linj owych. Prostą tę wyzna 
- --=-=====================================
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czymy z korzyścią rachunkową w Innem miejscu metodą analityczną. Tutaj tylko 

dodamy, że w ostatnim dziesiątku lut postąpiono jeszcze dalej zastępując układ 

p, A pewną ilustracją geometryczną jednoznaczną (/ można V dalszym ciągu jesz-

cze przedstawiać różnemi parami i tego chciano uniknąć). Ilustarcję 

wią dwie proste skośne ( różne od naszych wektorów skośnych), zwane 

tę stano-

motorem;

współrzędnemi motoru są p i tang, = I M|» ułożone na osi motoru tj • na pro­

stej przecinającej prostopadle obie skośne motoru.

12. Obok redukcji i transformacji używamy często rozkłada­

nia wektora linjowego. Najczęściej stosuje się rozkład jak w ust.7. §.2. 

tj. na dwą wektory w płaszczyźnie i na trzy w przestrzeni. Oba zagadnienia 

można przeprowadzić jednoznacznie. Jedyna różnica między postępowaniem stosowa- 

nem do wektora swobodnego a dotyczącem wektora linjowego polega na tem, że skła 

dowe uzyskane z wieloboku wektorów musi się przenieść do planu nie w dowolny 

sposób, lecz tak, by składowe wraz z danym wektorem przecinały się w jednym 

punkcie jego prostej zresztą dowolnym. Dla rozkładu na dwie składowe jest to 

jasne, albowiem wektor suma przechodzi przez punkt przecięcia się wektorów do- 

dajników. Przy rozkładzie na trzy wektory w przestrzeni podany warunek nie jest 

konieczny, ale jest najprostszy z innych możliwych.

Przykłady ćwiczeń redukcji układów wektorów linj owych będą, po- 

dane w rozdziale II-im.

§. 4. Analityczna teorja wektorów.

1. Wektor swobodny p określają w układzie analitycznym x,y,z składowe

Px - 1-Px‘ Fy * J-P,’ P, - K.p, (rys.l2j, przyczem Px‘ Py‘ P, są alg e- 

b r a i cznemi wartościami rzutów wektora p na osie układu. Oznaczmy ką­

ty nachylenia wektora p względem osi układu przez &,3,7 to najwidoczniej 

jest :
P> = p.cosot , p * p.cos/, Pz = p.cosy
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Naodwrót znajdziemy :

p = p2 + p2 4- p2 I cos « = — cos /3 = .——, cos y = -2 
‘ x 5 P / P 0 p

przyczem - jak wiadomo - ,3 nie są wzajemnie niezależne, gdyż : 

cos%x + c0s38 - cos?y - 1

Zatem trzy niezależne liczby algebraiczne określają w zupełności wektor swo- 

bodny. Wektor swobodny m c składowych m = i.m,, m = j.m , m = k.m określa-
X — y y 2 .Z

ją wystarczająco również trzy liczby algebraiczne:
, ~=== =========-==-=--==---=-----"-=----9-"=- =un*** - - -m -te . "e urlue . ■ .

m = m. cos A , m = m.cos u , m = m.com)

gdzie A,,V określają kierunek wektora m; inną trójką jest : .
. ...... _my mz 

i m = l m2 + m” + m2 , COSA= —^ COSALm ===, COSY= —— 
x Y z m / m m

przyczem 2 cos 4* cos u * cos v = 1. 

Określenie wektora jego składowemi jest symetryczne i wygodne w rachunku.

2. Wektor linjowy p określony jest wektorem swobodnym p i jego momen- 

tem m względem początku układu 0. Składowe wektora m są równocześnie ($.3.ust.2) 

momentami wektora p względem osi układu x,y,z. Niech składowe p, p , p prze- 
y2 

cinają się z wektorem p w jednem punckie (§.3.ust.12.), to według twierdzenia 

z $.3. ust.5 jest wartość momentu wektora p względem każdej z osi równą sumie 

algebraicznej momentów wektorów p,p i p względem obranej osi. Stosując tedy 4 X y Z 
jeden z podanych sposobów obliczania momentu wektora względem prostej i uważa- 

jąc na wzroty owych momentów znajdziemy ich algebraiczne wartości jak nastę­

puj e: o

przyczem x,y,z oznaczają współrzędne dodowlnego punktu na prostej wektora p.

Na rys. 24. podano trzy płasz-czyzny układu współrzędnych tak, że każdorazowo 

trzecia oś skierowana jest dodatnim kierunkiem ku patrzącemu (układ prawy). 

Zarówno Px‘Py P, jak i x, y,z są między sobą niezależne ; zatem wektor linjowy 

wystarczająco i jednoznacznie przedstawia sześć liczb algebraicznych w układzie
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analitycznym. Zamiast szóstki p,p.,p., x,y,z korzystniej Jest użyć szóstki

P.sP.sP.9xslly:‘,-i y“> • —
Jak łatwo jednak zauważyć składowe tej szóstki są między sobą

zależne 5 albowiem jest :

k = p .m + p .m + p .m, = C
x x y y z 2

Rzeczywiście musi też tak być. albowiem ostatnie wyrażenie jest niczem i nnem

jak wyróżnikiem k = p.m = p.m + p .m +- p .m (5.2, Ćwicz.5.). 
— x X y y z Z

wypadku rezultat k stwierdza, że jest p _L m jak być powinno ( dla

W omawianym

jednego wekto

raj względnie, że

się wzdłuż jednej

trzy płaszczyzny określone równaniami na m,m i m przecinają 

krawędzi , a mianowicie prostej wektora p. Ta niejednolitość przed.

stawienia wektora lin j owego odpadnie, gdy przejdziemy do układu wek t or ów •
3. Gdy wektor p przedstawiony w układzie płaskim np. X,y to z powodu

7 STJ=2 i /3 = 2 otrzymamy rezultaty następujące : 

p = p.coso , p - p.sino 
X y

P = IV v£ + P2 I , tanga = P-
Px

Dla wektora linj owego przybywa trzecia uogólniona współrzędna :

m = Px • y - p . x = m = P .r

W tym wypadku moment wektora względem osi/jest identyczny z momentem wektora 

względem punktu O. oczywiście jest mx * my " ° czyli As M= 2 czyli '^~O 

względnie V= tj. wektor m zorjentowany jest prostopadle do płaszczyzny układu.

Równanie linjowe na m przedstawia prostą wektcra p ; r jest oddaleniem wektora
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od początku układu O ; znak momentu wyklucza dwuznaczność tkwiącą w wielkości r.

4. Niech będzie danym układ wektorów linj owych p" i obliczoną suma

P-7P im =Ąm, • Korzystając z twierdzenia o rzutowaniu sumy C-2-ust-11.) 

znajdziemy :

Px “?Pix •(), Py “f Piy 

m -7mx--- (4), m, -4 my

•(2) , Pz “TPiz**(3)

...(5) , m =“m ...(6)
Cs 1 — z

przyczem dla każdego wektora p. określają składowe Pix» p. , p. tudzież 1 1 y - -
miy, Miz wzory ustępów 1.1 2. po uzupełnieniu ich wskaźnikiem dodatkowym

m. 9 ix
i.

W myśl wyżej wspomnianego twierdzenia są P,,p »p tudzież m ,m ,mz składowemi 
V Z — Y

wektorów p im. Zatem ich wartości bezwzględne i kierunki są:

P = IV p& + p? + Pz | , cos«= p» cos/=

m = V m? + m2 + m2 | , cosA= — , cosu=
Jednakże wyrÓżnik badanego układu :

Py . Pz (\p”’ cosy" —........ (P)

m mz—Y. , cosv= m............ (m)
m

k -

jest ogólnie różny od zera tak, że układ wektorów linjowych reprezentuje jedno- 

znacznie sześć niezależnych liczb algebraicznych. Równania 

(1), (2) i (3) nazywamy równaniami wektorów, (4), (5) i (6) równania momentów- 

wektorów. Równania te łącznie z wyrażeniami (p) i (m) rozwiązują sprawę redukcji 

j ednoznaczni e .Dochodzimy w ten sposób do rezultatów $.3. ust. 10. a,l,c,d. Nie 

trzeba dodawać, że składowe m ,m ,m w przypadkach a.i cuważać należy za mo- 
X y Z

menty składowe pary m ; w wypadkach b.i d.pojęcie to można wprowadzić, jakkol- 

wiek można się tam bez niego obejść* Gdy układ jest równoległy, to najwygodniej 

jedną z osi układu np• y przyjąć równolegle do wektorów układu ; odnośne równa­

nie (2) uprości się na p = 2 p.• Gdy wkład jest płaski,to obierając za płasz­

czyznę wektorów płaszczyznę (x,y) uprościmy równania redukcji analogicznie jak 

to miało miejsce w ust. 3. Resumując widzimy, że stosować należy równania :



- 31 -

a ) (1 ) , (2 ) , (3 ) , (4 ) , (5 ) , (6 ) dla

(1),(2),(6)

b) (2),(4),(6),

(2) ,()

c) (1),(2),(3)

(1),(2)

dla

dla

dla

dla

dla

i to wraz z wyrażeniami (p) i(m)

układu ogólnego przestrzennego

układu ogólnego płaskiego ,52 •

układu równoległego przestrzennego &) -

układu równoległego płaskiego

układu środkowego przestrzennego

układu środkowego płaskiego

względnie odpowiednią ich częścią.

B). 

c). 

/8).

5. Jeśli ma być p = 0, czyli i p = 0, to musi być zarówno P> - 0
2jak p = O i p == 0, albowiem p ,p ,2 są liczbami rzeczywistemi, a p jest su- 

3 z X X 2
mą kwadratów tych liczb. Podobnież warunek m • 0 pociąga za sobą m = 0, 

m, = o. Jeśli przeto układ wektorów linjowych ma być równowarty zeru, to 

być : .

m a 0 , 
y

mu s i

Zp. - 0 ....(1) , X p = o ....(2) ,2p. = o.... (3) 
i -X i 17 i 12

2. - O.......... ..  , 2m, - O.......... ... ,2m, - 0 ....(6)

Oczywiście równania (p) i (m) odpadają tu. Równania (1), (2) , (3) , (4) , (5 ) i (6) 

nazywamy warunkami równowartości zerowej lub równowagi wektorów.Ilość ich zmniej­

sza się w zależności od charakteru badanego układu według szablonu a,b,c i to

Dwa układy równowarte muszą mieć wspólne 

wartości składowe określone sześciu 

równaniami ust .4. Na twierdzeniu tem 

oprzemy między innemi transformację ukła- 

du. Znajdziemy obecnie równanie osi cen­

tralnej dowolnego układu wektorów.Eiech 

składowe charakterystyczne tegoż układu 

wektorów dla układu O(x,y,z) będą p ,p , 

p ,m,m,m , a dla układu równolegle
Z — • Z 

przesuniętego & (3,7, §) wynoszą one P3,
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Pr ‘ Ps * h
— niech ma w układzie Xsy,Z współrzędne ( X,y,Z ) 3 załóżmy,że punkt ten jest 

właśnie Jednyu z punktów osi centralnej układu wektorów. Aby tak było musi się 

§/v‘s* Dwie odpowiadające sobie trójki przedstawiono na rys .25»Punkt

spełnić równanie :
/‘3 . 12 _ As
Pz ~ p?Ps

albowiem p i u leżą na wspólnej prostej. Z definicji równowartości wynika :

P3*x
Hz- mx - Py-z + Pz-

PzPy ‘ Ps" Pz
Mi - my - P,-x + ^z - p-y * P .XX y

Wstawiając ostatnie wyrażenia w powyższą proporcję ciągłą i rozwiązując ją troja­

ko znajdziemy i

( m - p.x + p . z)p - (m - p.y + P .x)p = O
y z X 2 Z X y y

( m - p..y + p..x)p, - (m - p.z + p,.y)p = o
ZA y=%y 2 z

(m - p .z + p .y)p - ( m - p x + p .z)p = O
X J 2 Z y Z xx

2- p •X.
X

2
Py-y

2
Pz.Z

, 2* P *y 
y

* p -2 
z

Uzupełniając równania dwumianami zerowemi , jak obok zaznaczono i porządkując

otrzymamy z uwagi na równość p2

2
Ul P = m .P, - p • y + P - A X Z y

2
m . p - m p — p . Z + p

X y y x

222
+ p. + p, = P następujące: 

y
(P..x + p.y + p.z) = 0

— y 2

(p..x + P..y + p,. z) - o

(p .x + p . y + p .z) = cx y z

wreszcie po przyrównaniu w wszystkich równaniach czynnika 
PxX *Py* Pz” 

p”
otrzymamy poszukiwane równanie osi centralnej w postaci następującej:

1 /,_ m,.p.-map) 1 (, mx.px-m,p,\ 1 /, m, p,—my.P )
p. X . p^ )Tp (X P ) ' p, (f. p2 /

Jest to najwidoczniej równanie prostej w układzie 0(x,y ,z) .Z uwagi na związki

między składoweni wektora p, a dostawami kierunkowemi jest też

A "o, J “ Jo _ Z - Zo 
cos Q cos/3 • cos y 
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przyczem współrzędne :
, - my-P.-m-D, v - m, p-- m, p, , _"° P2 do p^ "o - - - - - - - - - - - - - - - -

odnoszą się do pewnego charakterystycznego punktu,położonego, na osi centralnej; 

nazywać go będziemy środkiem układu wektorów linjowych. Ponieważ wyróżnik nie 

ulega przy transformacji żadnej zmianie, przeto

Stąd wynika : A

k = m.p = M.p = u.p
k / /
pi nie trudno pozatem wyznaczyć składowe wektora" ; są to :

k p k ‘p, k p3”p2 ) Mi".p2 ) 43 p2. Tem samen zagadnienie zostało ukończone.

§. 5. Wektory nieswobodne.

1. Jeśli początek wektora linjowego na prostej, jest stale lub chociażby 

chwilowo ścisłe na tej prostej określony, to wektor nazywamy ni e s wobo- 

d n y m, Ów punkt nazywamy wtedy punktem przyłożenia lub zaczepienia, z powyż­

szej definicji wynika, że na wektorach nieswobodnych możne wykonać cały szereg 

operacyj §.3. i §.4. jednakże z tem, że promień-wektor Ti „względnie współrzędne 

X,,31:Z; punktu zaczepienia, musi być obrany stosownie do wymogów zadania. Nasuwa 

się oczywiście pytanie , czy określenia wektora nieswobodnego wektorem swobodnym 

i jego momentem - jako wieloznaczne w stosunku do r - nie powinno być odrzuco­

ne i zastąpione innym środkiem jednoznacznym. Potrzeba ta najczęściej odpada 

z następującego powodu. Jak się w dalszych rozdziałach okaźe - ustalenie punktu 

przyłożenia wektora do pewnego miejsca zawarunkowane jest tem, że właśnie ów 

punkt jest siedliskiem przyczyny istnienia danego wektora. Naistotnir j szym ra- 

chunkiem elementarnej teorji wektorów jest redukcja* Po przeprowadzeniu tej z re­

guły okaże się, że na kierunku ogólnej sumy p względnie ogólnego momentu m nie 

istnieje wogóle punkt stały, któryby mógł w równym stopniu być przyczyną istnie- 

nia P i m jak to przed chwilą skonstatowaliśmy dla każdego z osobna wektora p; • 

Jeśli wogóle taki punkt się znajdzie, to będzie on posiadał raczej narzucone 

mu znaczenia fikcyjne, aniżeli realne fizyczne * Pozatem wypada dodać, że w przy- 

padku ogólnego układu wektorów nieswobodnych obecność takiego charakterystycznego 

punktu będzie najczęściej uwarunkowaną zależnością wektorów od współrzędnych itp.

Dr. Burzyski - Mechanika ogólna - Ark. 5.
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cimy je następująco : 

jeśli A jest wersorem 

EFAr,

p A r =

Tylko w nielicznych wypadkach uda się znaleźć taki punkt przy stałych wartościach 

wektorów ; wtedy z pewnością stanie się to tylko dla pewnych specjalnych ukła­

dów wektorów.

2 . Jako taki prosty przykład może służyć układ zbieżny, przy założeniu, 

że początki wszystkich wektorów nieswobodnych pokrywają się z wierzchołkiem pęku. 

Jeśli taki układ, traktowany jako sztywna całość, obrócimy dookoła dowolnej pro­

stej, przechodzącej przez wspólny początek, to wektor suma zajmie względem wekto- 

rów dodajników takie samo jak poprzednio położenie. Rzecz jasna - jego początek 

jest wierzchołkiem pęku ; punkt ten możemy nazwać środkiem układu•

3. Niezwykle doniosłe znaczenie mieć będzie dla nas układ równoległy 

wektorów. Niech owemi wektorami będą Pi, ich ustalonemi promień-wektorami r. , 
— - . C

wreszcie p. algebraicznemi wartościami. Jeśli jest p = 2 p. # O to - jak wiadomo 

-dla układu równoległego obowiązuje twierdzenie : ĘFA = pAr. Przekształ- 

Ponieważ Pi są wzajemnie równoległe, przeto jest Pi =A*Pi 

kierunku + pi ; podobnież jest p =Ap. Zatem jest :

= 2 AP AT = ĘA/p F1 = AA4PF1 i podobnie :

Alp.r. Z porównania wynika rezultat :

ĘPT1 = P.F

jako własność charakterystyczna układu wektorów równoległych c ustalonych po- 

czątkach. Własność ta tkwi w tern, że powyższe równanie nie zawiera wektorów Pi-,1 

lecz tylko ich wartości algebraiczne p.• Jeśli przeto wszystkie wektory układu I 

obrócimy o ten sam kąt, to tok dowodzenia nie zmieni się i osiągnięty rezultat 

nie zmieni się. Zatem obliczony z powyższego równania wektor r wskazuje na pewie 

stały, niezależny od obrotu wektorów, punkt. Punkt ten nazywamy środkiem układu 

wektorów równo ległych.N? jwidocznic j Pi nie muszą być wartościami wektorów ; mogą 

to być wogóle liczby przynależne pewnym punktom, określonym co do położenia wekt 

rami r, • Wyrażenie PiF, nazywamy chętnie momentem liczby (skalarem) względem Fur 

tu. Zatem suma momentów liczb względem punktuj 

jest równą momentowi sumy licz b względem t c 

g o ż punktu. Aby wykazać, że i w tem nowem znaczeniu formuła wyżej pod ar 
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jest ważna, zmieńmy punkt odniesienia O na 32 tak,że nero promienie będą wyno- 

sic 91 = Fi + d, gdzie d * S0. Jeśli istnieje środek liczb P. określony wekto- 

rem r Z 0, to musimy wykazać, że określa go z K wektor 9 = r + d. Otóż 

P § = 2 p.0. - 2 p. - (r. + d) = > P^ń + Ap d = p.r + p.d, a stąd rezultat 

9 = r + d jak przewidywano .

4. Środek układów wektorów równoległych czyli środek liczb możemy równie 

szybko oznaczyć też metodą analityczną. W tym celu weźny pod uwagę wzory reduk- 

cji 9.4. ust.3% Niech kierunek wspólny wektorów Fi będzie określony krtamic,y, 

to przy nadaniu wyrażeniu Pi algebraiczne j wartości są x,/3,y wspólne dla wszyst­

kich wektorów układu jakoteż i dla sumy p = 2Pi +0. wskutek tego równania(1), 

(2), i (3) przechodzą wprost na :

p =

Trzy następne równania są z powodu k = o między sobą należne 1 dadzą się napi­

sać następująco :

m=PyZ-P23=pz.cos/3 -py.cosy -2nix-7(1y2 -P1z31)=cos/3ĘP,2; -cosyĘPY, 

my“Pzx-Px2=px. Cosz -pz • cosa -2m,-X(212Ki-Pi„z, )=cosyZp,x-cosxp.z 

mz“Pxy"PyX=Py: cosa -pz.cos/3 =Amiz"2 (Pix¥,-Piy*{)=cOS&7P{Y1-C0sEP,x, 

lub po uporządkowaniu :

cos/3 (p.z -ZP121) = cos r (p.y - 2 P,Y, ) 

cosz.(p.x -XPX1) - cos«(p.z -2P124) 

cosa (p.y -XP,Y{) = cos (p.x -X p.x.)

Ostatnie równania są istotnie od siebie zależnej możemy je napisać następująco: 

x-x, _ y-v, - z - 2, 
Cos« " Co83 cosy 

przyczem : P.Xo -ZP*, P-Yo =ZPY,»P.Z0 =27,2,. Środkiem poszukiwanym jest 

punkt ( Xo‘ Vo‘ Zo )• Przy obrocie wektorów zmieni się x, 3ix jednakże nie wpły- 

wa to na współrzędne x,,3.,Z.. Przy ustalonym kierunku &,3y przedstawia wyżej 

podane równanie prostą wektora sumy. Wyrażenia typu p.x , p y. , p z nazywany 
  - i i i i 

momentem skalarowym (algebraicznym) wektora. Jeśli p, jest wogóle liczbą, to po 

wyższe wyrażenia nazywamy też momentem liczby względem płaszczyzny
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§. 6. Różniczkowanie wektorów.

1. Zrócznikować funkcję znaczy znaleźć zmienną jej uwarunkowaną pomyśla- 

nym lub rzeczywistym przyrostem zmiennej niezależnej . Niech będzie wektor w 

funkcją zmiennej t. Pytamy o różnicę dw tj .o zmianę wektora w odpowiadającą przy 

rostewi dt Ponieważ wektor charakteryzują trzy cechy, przeto wszystkie trzy musi- 

my zmienić, tzn. prostą, kierunek i wielkość bezwzględną. Lecz przez zmianę pro­

stej zmieniamy i kierunek, przeto rówżniczkowanie oprzeć należy na znalezieniu 

sumy geometrycznej zmiany prostej z kierunkiem i wielkości wektora. Owe cechy 

są od siebie wzajemnie niezależne; każdą przeto zmianę znaleźć możemy w dowolnym 

porządku. Niech i będzie wersorem wektora w, to w = i.w. Zmiana wielkości w jest ( 

różniczką dw ; zmiana di wektora jednostkowego i musi być tak dokonaną, by wek­

tor i + di w dalszym ciągu miał wartość bezwzględną 1 ; zatem musi być di | i. 

Różniczkę dw wektora w tworzą ostatecznie dwie różniczki : jedna i.dw nie zmie­

niająca kierunku tylko wielkość i druga w.di nie zmieniająca wielkości tylko kie

Rys. 2^ 

różniczkowanie odbyło tu się 

funkcyj jednej zmiennej.

2. Mając znaleźć ró

runek. Na rysunku 26. zaznaczono i.dw tak 

jakby przyrostowi dt odpowiadał ubytek wiel­

kości w• Ostatecznie jest różniczka, wektora w 

równą :

dw = w.di + i.dw

Ponieważ zaś było w = w.i, przeto widzimy,że 

tak jak normalne różniczkowanie iloczynu dwóch

śnieżkę iloczynu skalarowego u.w napiszemy:

d(u.w) = (u+du) • (w.+dw)- u.w

To rozumiemy przytez pod du i dw wyjaśniano w ust .1 .Wykonuj ąc mnożenie dwumianów 

i redukując znajdziemy :

d(u.w) = u.dw + w.du + du.dw. Lecz wyraz ostatni znika w porówna- 

niu do dwóch poprzednich, przeto : 

d(u.w) = u.dw + w.du.
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Zatem iloczyn skal ar owy różniczkujemy formalnie jak iloczyn dwóch funkcyj tezkie- 

punkowych •

3. Zupełnie podobnie znajdziemy różniczkę iloczynu wektorjalnego u/w.

Pamiętając o zmianie znaku przy stosowaniu przemiany czynników otrzymamy: 

d(uAw) = u Adw + duAw = u Ad w - wAdu.

Podane reguły wystarczą nam do rozwiązania konkretnych zagadnień mechaniki. Od­

wrócenie rachunku różniczkowego tj. całkowanie nie nastręczy żadnych nowości.

§. 7.Wykreślne metody rachunku wektorj alnego .

1. Wykreślne metody znajdują specjalne swe zastosowanie wtedy, gdy 

rozważany układ wektorów jest płaski. Może tu być mowa o wektorach swobodnych, 

linjowych i nieswobodnych. Jako podstawowe Zagadnienia rozumiemy redukcję, rozkła­

danie i transformację* W następnych ustępach zajmiemy się przedewszystkiem 

układami wektorów linjowych*

2. Dwa wektory przecinające się P1 i P2 mają sumę p przechodzącą 

przez punkt przecięcia wektorów p i P. • Zagadnienia odwrotne rozkładu p na wek- 

tory, o określonych kierunkach 1 i 2 przedstawiono na rys .27.; wektory p i p , 
1 2"

uzyskane w znany sposób w wieloboku 

wektorów przenosimy równolegle dc do­

wolnego punktu prostej wektora p w pla 

nie wektorów.

3. Dwa wektory tworzą układ rów 

nowarty zeru, gdy mają wspólną prostą 

odwrotne kierunki i bezwzględne równe 

wartości np. q i r na rys. 28. Sumę dwóch wektorów równoległych znaleźć można na­

stępujące :

P= P1 * H - p+P2 * q + r - (F1 + q) + (P, + T) = 81 + 8 
tj- przez dodanie układu dowolnego zerowego q + r = O i zamianę wektorów równo­

ległych Pi i P, na równowarty układ wektorów S, i 52 przecinających się (rv-.28.)
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Rys. 2 8,

Wektor suma p przechodzi przez punkt przecięcia się wektorów s i s..

5. Trzy wektory na płaszczyźnie mogą t y 1 k o w t e- 

d y tworzyć układ zerowy, gdy przecinają, się w j e d n y m punkcie ; 

jest to warunek konieczny, jakkolwiek niewystarczający. Dowód wynika 

z ust. 2., jeśli do wektorów P i P2 dodamy wektor - p, gdzie p = Fi + P, - wzglę­

dnie z ust.3. jeśli np. wektor q zamienimy na sumę dwóch innych np. 7 + s.

6. ważne zagadnienie wykreślne stanowi wypadek następujący : Dane

Są pro C zte-

rech wektorów p,q,r,s

poza tein jeden z nich tyl

ko jest określony np.wek

tor p. Omawiane wektory

tworzą układ równowarty

zeru; znaleźć q,r.

p + e * w i q + r = - W muszą

tworzyć również taki układ. Ponieważ p+s przechodzi przez punkt A, zaś q+r

przez B, przeto układ zerowy w, — w leży na prostej AB( rys.29). Mamy zatem dwie 

trójki p,s,w i q,r, - w o określonych położeniach ; ponadto w pierwszej dany 

jest wektor p. Zaczynając wielobok wektorówod trójki pierwszej znajdziemy jak 

w ust.2. s iw. Tem samem w drugiej trójce znane jest - w, a stąd wynika q i r. 

Obieg strzałek wieloboku musi być zgodny dla poszukiwanych wektorów. Zakończenie



- 39 -

zadania stanowi przeniesienie q.r,8 z wieloboku do planu wektorów.

7. Układ z b i e ż n y wektorów 

bok wektorów nie zamyka się lub do O, gdy

7 rz ©prowadzimy następuj ąco (rys .31 ) „Każdy 

na dwa inne jemu równowarte i to w pewie:

v Pi redukuje się do sumy P, gdy wielo- 

wielobok wektorów zgodnie zamyka się.

Przypadek p + O przedstawia rys.30. 

Sumę znalezioną w wieloboku wektorów 

należy przenieść do planu równolegle 

przez wierzchołek pęku A.

8. Dowolny układ wektorów zamie­

nić można na równowarty układ dwóch 

wektorów. Ważną tę transformację

z danych wektorów p ,p ,p .... zamienimy 

i charakterystyczny sposób. W tym celu

połączmy dowolnie obrany punkt O (tzw. biegun) z wierzchołkami wieloboku

wektorów; przy stosownym obiorze strzałek będą r. i r, składowemi od p , - r. i r 
- - 1 2 3 

składowemi od P2- - rz i F4 składowemi od P3 itd. Ilościowo (tj. bez uwzględnienia 

znaków) jest promieni T. zawsze o jeden więcej aniżeli wektorów p. . Aby uzyskane 

r. były faktycznie odpowiednio równowarte danemu układowi, muszą r. i r. przeci­
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nać się na p , - r i r na p , - r i r na p,, itd. Uskuteczniono to najwidoc - ~324 • 
niej w planie wektorów i to tak, że F2 i - F2‘ F i - F3‘ itd. tworzą trójki ze 

rowe. Ostatecznie tedy dany układ wektorów Pi jest równowarty dwom wektorom T 

i r5 tworzącym skrajne boki, wykreślonego w planie wieloboku, zwanego wiele 

bokiem sznurowym. Przez ich punkt przecięcia A przesunąć należy 

z wieloboku wektorów sumę p =20; = F1 + r5. Oczywiście możemy przy pomocy wie- 

loboku sznurowego znaleźć też położenie sumy częściowej z dowolnej ilości wekto­

rów układu, byleby one bezpośrednio po sobie występowały w wielobo 

ku wektorów ; więc np. by znaleźć 72 + p3 przedłożymy promienie - r, i r. Jako 

skrajne dla owej sumy ; natomiast w ugrupowaniu jak na rys. 31. nie znajdziemy 

przy pomocy tego samego wieloboku sznurowego sumy częściowej p. + p.. Wykaza_iś- 

my, że o ile jest p - O to dowolny układ wektorów zamienić możemy zawsze na rów­

nowarty układ dwóch wektorów przecinających się. Jedynie w wypadku przyjęcie 

bieguna O na prostej wektora p w wieloboku wektorów będą skrajne promienie leża­

ły na sobie,czyli odnośne skrajne boki wieloboku sznurowego będą do siebie równo 

ległe ; najwidoczniej należy unikać tego rodzaju położenia bieguna. Treść niniej­

szego ustępu możemy wyrazić w inny sposób: jeśli wielobok wektorów dowolnego 

układu nie zamyka Się, tc ów układ redukuje się do wektora sumy ; jego położenie 

określa punkt przecięcia się skrajnych boków wieloboku sznurowego. Oczywiście 

konstrukcję wieloboku sznurowego stosować można i do układu równoległego. Nie 

trudno np. w rys.28. dopatrzeć się właśnie konstrukcji takiego wieloboku. Warto 

przy tej sposbności zauważyć, że suma dwóch wektorów równoległych, zgodnie skie­

rowanych leży pomiędzy tymi wektorami * natomiast suma wektorów równoległych, 

niezgodnie skierowanych, leży na zewnątrz tych wektorów i to po stronic wektora, 

liczebnie większego. Wypada wreszcie dodać następujące : Jeśli strzałki wielobo- 

ku sznurowego odwrócimy, to układ złożony z danych wektorów Pi i dodatkowych r. 

jest równowarty zeru.

9. Jeżeli wielobok wektorów zamyka się, to pierwszy i ostatni promień 

wieloboku nakrywają się i reprezentują dwa wektory równe i przeciwnie skierowane. 

Odnośne skrajne boki wieloboku sznurowego tworzą w tym wypadku ogólnie parę wek­
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torów. Ponieważ rezultat redukcji jest niezależny od obioru bieguna przeto może- 
•

my otrzymać w opisywanym wypadku zależnie od obioru bieguna rysunkowo inne pary 

wektorów, ale oczywiście c tej samej wartości charakterystycznej dla definicji 

pary tj • stale o tym samym momencie. W ten sposób rysunkowo potwierdzają się 

wszystkie nasze uwagi, wypowiedziane w ust.6. -.3. Resumując stwierdzamy : Jeże­

li wielobok wektorów zgodnie zamyka się,a skrajne boki wieloboku sznurowego nie 

padają wzajemnie na siebie, to układ wektorów redukuje się do pary wektorów tj • 

do momentu m. Ta ewentualność była już przez nas przewidziana gdzieindziej .

10. Jeżeli wielobok wektorów zamyka się, to obok ewentualni ś ci ust .9. 

zdarzyć się może, że skrajne boki wieloboku sznurowego padną na siebie, Ponieważ 

"zaś są one prostemi wektorów równych i przeciwnie skierowanych, przeto tworzą one 

dwójkę zerową, jak ust.3. Stwierdzamy przeto : jeżeli zarówno wielobok wektorów 

jak i wielobok sznurowy zamykają się, to badany układ wektorów jest równowarty 

zeru. 12.34.. 46'
11. Znajomość wieloboku sznurowego pozwala rozwiązać ważne zagadnienie 

następujące : Dany jest układ wektorów p ponadto prosta wektora 41 i jeden 

punkt prostej wektora 42 ; znaleźć wektory 01 i 02, jeśli wiadomo. Ze.

q. + q +27 = O tzn. dany układ wraz z poszukiwanemi równowarty jest zeru. 
- 2 i i

Znajdujemy najpierw jak na rys.31. p = 7P; i tem samem sprowadzamy. zagadnienie 

do trzech wektorów p,q. ,49. Według twierdzenia ust.5. musi ta trójka mieć wspól- 

ny punkt przecięcia ; wyznaczają go proste wektorów piq; łącząc go z danym 

punktem prostej wektora d, otrzymujemy brakującą prostą i zagadnienie sprowa- 

dza się do wypadku, traktowanego w uat. 2. z tą odmianą, że wektorom P,Q, i T2 

dajemy w wieloboku ich zgodny obiek strzałek, W szczególnym wypadku może się zda- 

rzyć, że prosta wektora p będzie równoległą do danej prostej wektora 41 ; wtedy 

po myśli cytowanego twierdzenia będzie i prosta wektora ąg do tamtych dwóch rów- 

noległa. W tym wypadku zagadnienie rozwiąże się jak w ust. 4., przyczem wprost 
skorzystamy z wykreślonego dla znalezienia p wieloboku sznuromego. wypadek, o 

jakim mowa, z pewnością będzie miał miejsce jeżeli p. będą tworzyć układ równo- 

legły, a prosta wektora 4, będzie również do wektorów układu równoległą.

Ir .Burzyński - Mechanika ogólna - ark .6.
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Rys. 32.

Przypadek taki przedstawione na rys. 32. Wykreśliwszy

rów P ,0,,03 JŁ 6 i p, począwszy od boku a skończywszy

cięcia A i B tych boków z prostemi wektorów 41 i 42.

wielobok sznurowy dla wekto-

na 6, znajdujemy punkty pr^ 

(Poszukiwanie sumy p jest

w tym wypadku najwidoczniej zbyteczne). Ponieważ ogółem wektorów jest sześć, prz 

to promieni i boków musi być siedm ; wykreślono ich dotychczas pięć. Brakujące

1 i F7 muszą z tytułu równości : q. + q, + P = 0 leżeć na wspólnej prostej (wie

lobok sznurowy ma być zamknięty) ; jest nią oczywiście prosta AB t.zw. Zamykają

ca) « iwszy z bieguna równoległą do zamykającej znajdujemy punkt C, 

samem q. i 323 strzałki tych ostatnich dobieramy tak, by spełnił się warunek rów 

nowartości zerowej, tj.by wielobok wektorów był zamknięty. Ponieważ q1 zawarte 

jest między promieniami Fi i 2 przeto przenosimy je równolegle do punktu A prze-j 

cięcia się boków r i 2; podobnież q, zawarte jest między promieniami 6 i r , 

a punkt B jest punktem przecięcia boków 6 i F wieloboku sznurowego. Tem samem 

zagadnienie zostało ukończone.

12. Jeżeli na wektorach układu równoległego ustalimy punkty przyłoże­

nia, to uzyskamy układ nieswobodny. Położenie środka znajdziemy następująco : 

Dla danego układu, potraktowanego za linjowy, wyznaczymy przy pomocy wieloboku 

sznurowego prostą sumy p. Wszystkie wektory układu obrócimy o ten sam dowolny 

kąt np. najlepiej o 3; wtedy jak wiadomo i suną obróci się o ten sam kąt dokoła 

środka układu. Wyznaczymy przeto znów przy pomocy wieloboku sznurowego prostą Su 

my układu obróconego ; obie znalezione proste przetną się oczywiście w poszuki­
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wanym punkcie charakterystycznym.

13. Niech będzie danym układ wektorów linjowych Pi • Nakreślmy kolejno

wielobok wektorów, promienie z dowolnego bieguna O i wielobok sznurowy. Obliczmy

płaski, nadto jest P1 + P2 = 71,9 * 0, przeto owa suma momentów jest równą momen­

towi sumy P2,2 względem tego samego punktu A. Prostą i kierunek momentu znamy ; wy- 

starczy przeto obliczyć bezwzględną wartość momentu ; jest nią : m,2= p.,2-a,gdzie 

a jest oddaleniem punktu A od P.,2 • Nakreślmy przez A równoległą do p., i zaznaczmy 

na niej odcinek BC = b odcięty bokami 1 i 3, przynależnemi do sumy P.,2 ; z 0 wy- 

kreślmy r,,2 prostopadle do pf2 . Najwidoczniej trójkąty BCD i MNO są wzajemnie po- I 2-==-===-==============
} dobne ‘ zatem jest: a : b - r : P lub inaczej na" P* . a - F+2- b • Uzyskaliś­

my W ten sposób inny sposób obliczania wartości poszukiwanego momentu ; r,2 nazy­

wamy odległością biegunową dla P.,2 . W omawianym wypadku odległości biegunowe dla

51, p, + p2, P + p + P są wzaj emnie różne. Oczywiście naszkicowany sposób obli- 

czenia stosować można dla dowolnej ilości wektorów - jednakże wektory wybrane mu- 

szą następować po sobie w kolejności przyjętej w wieloboku wektorów. Barto przy 

tej sposobności zauważyć, że w powyższy prosty sposób sprawdziliśmy definicję 
■ 1 

wektora linjowego $ jak wiadomo określa go wektor geometrycznie mu równy (figu­

rujący w wieloboku wektorów) i moment tegoż wektora linjowego względem punktu. 

Otóż zależnie od przyjęcia bieguna zmieniają się odległości biegunowe i odcinki mco-me mocscseoruom cen -=- / /. • , • .
typu b ; ich iloczyn jednakowoż nie ulega zmianie jak to wykazała równość 
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Pv*a = I.,2 -b. Innemi słowy w metodzie wykreślnej wielobok wektorów zastępuje nam 

sumowanie wektorów, wielobok sznurowy sumowanie momentów. 0 powyższem przekonalić 

my się już w ust .8. 9.1 10.

14. Opisany wyżej własność wieloboku sznurowego ma duże znaczenie teo- 

retyczne ; praktycznie jednak obliczenie momentu jest tu dość okrężne i przeto 

dłuższe od normalnego sposobu. Korzyść nowej konstrukcji wychodzi na jaw dopiero 

wtedy, gdy badany układ jest układem równoległym (rys. 34.). Wtedy bowiem odle- 

głość biegunowa jest stała dla wszystkich częściowych sum i nie ma. przyczyny, by

nie można jej przyjąć w okrągłych liczbach np. 1,2,5,10... jednostek wektora pi

Pozatem odcinki typu b

Rys. 34.

ustępu poprzedniego są 

wszystkie wzajemnie do

siebie równoległe.Mno- 

żąc np. odcinek pod 

punktem A przez r otrzy­

mamy moment wektora

względem punktu A spo-
1

d obni e ż mome n t s umy

P - * Pn + p, względem

B oznacza iloczyn z odcinka położonego równolegle do wektorów układu przez B 

i odległości biegunowej r. Wykazaliśmy przeto następujące : Wielobok sznurowy 

układu równoległego wektorów jest wykresem (djagramem) moment ów tych wektorów, 

o kierunku rzędnych, równoległym do wektorów układu. Zauważymy gdzieindziej ,że 

ostatnia konstrukcja będzie dla nas mieć pierwszorzędne znaczenie.

15. Biegun O można obrać zawsze zupełnie dowolnie ; możliwych biegunów 

na płaszczyźnie istnieje oo2; tyleż odpowiada im wieloboków sznurowych przez 

określony punkt planu wektorów, la dowolnym wektorze planu istnieje oo* punktów; 

tyleż wieloboków sznurowych można wykreślić przy określonym biegunie. W sumie ' 

przeto istnieje ©o3 wieloboków sznurowych dla każdego układu wektorów linjowych. 

Zachodzi proste pytanie : jak zmieni się wielobok sznurowy, gdy zmienimy położę-
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te bieguna z O na 0‘ (rys .35.) • Odpowiedź brzmi : odpowiadające sobie (równo- 

imienne) boki obu wieloboków sznurowych przecinają się na prostej, równoległej 

do prostej łączącej oba bieguny. Aby powyższego dowieźć weźmy pod uwagę czworo- 

kąty zupełne III IIl’34 i CD0O. W czworokątach tych pięć boków odpowiada sobie 

równolegle ; według znanego twierdzenia geometrji syntetycznej muszą zatem i 

szóste boki być równoległe czyli faktycznie jest : 34 | | OC* Dowód wektorjalny 

zaó przedstawia się równie prosto: Obrawszy strzałki jak na rysunku widzimy, że 

r, i F są równowarte p_ , zae - T‘ i - r / są równowarte - p. ; zatem układ r,, 
3.4 13 343 >

- r‘, - T‘ musi być równowarty 0. Zatem r - T‘ i T, - T‘ muszą leżeć na । 4 3 4 ’ K 3 • * 4 
jednej prostej 3 4 ; pozatem jest najwidoczniej T, - T‘ - c, Y, - T‘ = 00‘czyli 

Ava prosta jest równoległą do prostej prze chodzącej przez 0 i Q‘. To samo oczy- 

Mście da się udowodnić dla wszystkich czworoboków zupełnych z tem, że każdy 

punkt prostej 1 będzie dwa razy zjawiał się w dowodzie ; zatem wszystkie cha- 

rakterystyczne punkty 1,2,3,4 leżą na jednej prostej 1, równoległej do prostej 

00‘ , co było do udowodnienia.

16. Przez jeden punkt można nakreślić oo wielcbckow sznurowych, 

zmieniając mianowicie w dowolny sposób biegun. Przez dwa określone punkty można 

nakreślić co1 wieloboków , przesuwając mianowicie biegun w pewien określony spo- 

sób. Przez trzy punkty można nakreślić tylko jeden wielobok sznurowy, mianowicie 

dla specjalnie obranego bieguna. Na rys.36. dany, jest układ p. ,p ,p ; wielobok 
1 2 3 

składać się zatem będzie z czterech boków ; żądamy, by pierwszy przeszedł przez
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Rys. d6.

A » drugi przez B » czwarty przez punkt D. Przyjąwszy dowolny biegun 01, wykre- 

ślamy pierwszy wielobok sznurowy przez A. Przez punkt A przesuwamy dowolną pro 

stą 11,2 i znajdujemy na niej punkty przecięcia boków nakreślonego wieloboku tj 

punkty A,2,,2,3,2,44,2 - Wykorzystując twierdzenie ust .15. łączymy B z 2,2 i zysku 

Jemy drugi bok wieloboku sznurowego drugiego ; punkt przecięcia prostej B2,,2 

2 Pi iF3 łączymy z A i 3,2 zyskując w ten sposób pierwszy i trzeci bok wielobo 

ku 3 wreszcie punkt przecięcia boku trzeciego z 73 łączymy z 41,2 ; w ten sposdtf 

uzyskaliśmy wielobok sznurowy przez dwa punkty . Kreślimy prostą 12,5 łącząc A 

z B i znajdujemy na niej A,B,32i 4,,3 ; łączymy 42,4 z D i otrzymujemy bok 4 szuki 

nego wieloboku ; punkt przecięcia boku 4 z p, łączymy 2 3,, i otrzymujemy bok 

3 ; punkt przecięcia boku 3 z wektorem P2 łączymy z B i otrzymujemy bok 2 ; 

wreszcie łącząc punkt przecięcia boku 2 z A otrzymujemy bok 1. W ten sposób 

skonstruowaliśmy wielobok sznurowy przez trzy podane punkty zachowując kolej­

ność założoną na wstępie. Kreśląc z wierzchołków wieloboku wektorów równoległe 

do boków uzyskamy jako kontrolę wspólny ich punkt przecięcia — mianowicie dla 

drugiego wieloboku biegun 0, dla trzeciego biegun C..
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17. Naszkicowana metoda dla większej ilości wektorów silnie komplikuje 

się ; bardzo często trudno jest znaleźć w obrębie arkusza rysunkowego punkty pzze 

cięcia równo imiennych boków i wtedy korzystać musimy z pomocy bieguna (ust .16 nie 

musieliśmy tego robić) ; wreszcie z powodu dużej ilości linij konstrukcyjnych 

rysunek wygląda nieprzejrzyście. Podamy sposób prostszy. Dany układ wektorów po­

dzielimy na dwie grupy ; jeśli mianowicie 1-ty, m-ty i n-ty bok wieloboku sznuro- 

mają przejść przez punkty odpowiednio L,M i II - to do pierwszej grupy zali­

Czy my wektory Pz » P2.1 , ^1-^2 ,**• P rri-i , do drugiej Pm ,Pm+i» p m +2 • • • • Pn-1 ; pozasta- 

łemi wektorami P1»Po,P3........^t_1 nadto Pn ,Pn- ,Dn, .... Pr chwilowo zajmować 

się nie będziemy. Przy pomocy, wieloboku sznurowego (pierwszego) znajdziemy równo- 
n-t

warte wydzielonym podukładom sumy p_,= Xp: i p,,= 2p: i w ten sposób sprowadza-

samo zadanie, co ust .16. prosta AB

my zagadnienie do dwóch 

wektorów jak na rys. 37, 

W dalszym ciągu zupełnie 

dowolnie prowadzimy przezI 

L i M boki 1, i m, i tem 

samem ustalamy dla wielo- 

boku wektorów biegun Og i 

bok trzeci " Proeta Lii 

spełni w dalszym ciągu to

posłuży mianowicie do znalezienia boku n3

przez N i wstecz boków m, i 13 przez I i L. 

łącząc ten ostatni z wierzchołkami wieloboku 

Tem samem ustalony jest biegun O .
3

utworzonego z wszystkich wektorów

układu tj. ................................... .... .................................Pm-1Em» Pm-1**"-Pn-1* P,» Pm---p,, 

otrzymamy wszystkie promienie i równoległe do nich boki wieloboku sznurowego „Kre- 

sienie zaczynamy oczywiście od boków 1 m i n wstecz i wprzód.
33 3

18. Konstrukcję wieloboku sznurowego przez trzy punkty najbardziej cymę* 

tryczną stanowi następująca : Sprowadzamy jak w ust. 17, układ wektorów do dwóch 

podukładów PLwi PM, • Rozkładamy P.x na q‘i E‘przyczem s'przechodzi przez M
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; podobnieżL

Hm

a q‘przez ozkładamy PM,A na q"i s‘przyczem q" przechodzi przez L i %

a sprzez N. Otóż q‘+ q"jest równowarte 1 jest równowarte n.Na rys .38

uwidoczniono rozkład omówiony i sumowanie ; koniec wektora lędnie początek

jest poszukiwanym biegunem 0. W tym celu należy wykazać, że punkty Q tudzież 

leżą na wspólnej prostej przez M. Najwidoczniej tak jest m wynika zarówno z 1 

z

PL„jak i z s‘ i q" ; toż samo m wynika z drugiej strony zarówno z n i P„v j ak i 

s‘i q" ; mieliśmy na myśli oczywiście nietylko wartośco bezwzględne ale i kie

runkowe. Tem samem dowód jest wyczerpany



ROZDZIAŁ II.

Wstęp do mechanik i.

§.1. Pojęcia kinematyczne.

1. Ruch ciała uświadamiamy sobie jako zmianę otoczenia tegoż ciała. 

elem wzajemnego porozumienia się jako otoczenie przyjmujemy najwygodniej układ 

współrzędnych jako tzw.układ odniesienia. Zdefinjcwanie układu odniesienia musi 

yć tego rodzaju, by wykluczało ono nieporozumienia. Każdy punkt ciału określony 

jest w układzie współrzędnemi . Współrzędne mają wymiar długości. Za jednostkę dłu- 

gości przyjmujemy pewną określoną wielokrotność długości fali określonego rodzaju 

światłe lub też długości wzorcowej sztaby z platyny i irydjum przechowanej w Pary- 

, przyczem jej temperatura ma wynosić 0° C. Jednostkę tę nazywamy 1 metrem ; je- 

i pokrewnemi są 1 cm, 1 mm lub też 1 km itp. Punkt poruszający się w ukła- 

zie opisuje sobą pewną krzywą w tym układzie ; dla obserwatora znajdującego 

się w innym układzie krzywa owa może zmienić wogóle swój charakter - między innemi 

noże się zdarzyć, że wyda się mu ona prostą. Przeto jeszcze raz widzimy, że dokła­

dne topograficzne określenie układu odniesienia jest sprawą niesłychanie ważna 

mianowicie z tego powodu, że jeden układ może względem drugiego w pewien sposób 

się poruszać . Owe ruchy mogą być tego rodzaju, że dla pewnych zagadnień dadzą się 

one pominąć - dla drugich natomiast nie. W pierwszem wypadku najprościej przyjmie- 

ny, że układ przyjęty jest nieruchomy, w drugim będziemy musieli za takim układem 

nieruchomym szukać,względnie dla przyjętego dowolnego układu przyjąć pewne pepraz- 

ki kinematyczne. Fakt ostatni ma miejsce gdy chodzi o wyrażenie pewnych praw ogól- 

nych,vyrażaj ących wogóle przyczyny ruchu. Układ taki nazwano bezwzględnym. Za taki 

układ można dla zagadnień technicznych nawet bardzo dokładnych przyjąć ziemię. 

Dla zagadnień astronomicznych^ których ziemia stanowi już czynnik drugorzędny, 

przyjęto za układ bezwzględny układ gwiazd stałych, w obu wypadkach rozważania 

geometryczne prowadzimy po myśli geometrji Euklidesa. Pewne poprawki .. tym kieru--

Dr. Burzyński - Mechanika ogólna - Ark. 7. 
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ku wprowadza teorja względności Einsteina.

2. Ruch punktu połączony jest nietylko ze zmianą współrzędnych, ale - 

i zmianą drugiej wielkości zwanej czasem. Jeśli czas upływa,a punkt nie zmienia 

otoczenia, to mówimy o nim, że spoczywa .Jeśli punkt na przebycie pewnej długości 

zużywa mniej lub więcej czasu,mówimy, że porusza się on szybciej lub powolniej. 

Wogóle zaś konstatując ruch mówimy, że punkt posiada prędkość, szybkość lub chy- 

żość. Prędkość jest to zatem zmiana współrzędne j w czasie ; jej wymiar fizykalny 

wynoei przeto —ezas—* 2a jednostkę czasu przyjmujemy 1 sekundę tj . 24.60.60 

część średniego dnia słonecznego>czyli czasu średnio potrzebnego na jeden pełny 

obrót geoidu ziemskiego dookoła swej osi. Najwidoczniej pojęcie to jest połączo­

ne z pojęciem układu odniesienia ; w jakiż bowiem sposób moglibyśmy stwierdzić, 

że geoid odbył jeden obrót, tj, że wrócił do położenia początkowego ? Z tego też 

powodu i pojęcie czasu zostało zaatokowane w mechanice względności. Za najprost­

szy ruch traktujemy ten, w którym wartość i kierunek prędkości są stałe tj . taki 
w. 

w którym punkt porusza się po prostej i/dowolnie dużych lub małych, ale równych 

interwałach czasu odbywa równe drogi czyli zmiany współrzędnej. Ruch taki na- 

zywamy geometrycznie jednostajnym ; mówimy wtedy, że prędkość punktu jest wektor 

jalnie stała. I w tej definicji tkwi pojęcie układu odniesienia ; kiedyż bowiem 

ruch jest rzeczywiście prostolinijny ?

3. Jeśli prędkość wogóle zmienia się, to konstatujemy to w ten spo­

sób, że w układzie odniesienia spostrzegamy, iż w równych interwałach czasu 

punkt odbywa nierówne drogi. Mówimy wtedy,że punkt przyśpiesza lub opaźnia swą 

wędrówkę ;dodatkowo też konstatujemy, że tor jest prostolinijny lub też krzywo- 

linijny i to płaski lub przestrzenny. Najprościej wyrazimy się mówiąc, że punkt 

ma przyśpieszenie. Pod przyśpieszeniem rozumiemy wtedy zmianę prędkości w czurie 
, . . . , prędkość^ długość. .., ,. . , wymiarem przyspieszenia jest przeto T.e • —-9- w szczególnie prostym Wy- 

padku ruchu geometrycznie jednostajnego wynosi najwidoczniej pruyepieszenie zero 

Naodwrót jeśli przyśpieszenie jest geometrycznem zerem, to ruch punktu może być 

albo jednostajnym i prostolijnym albo też spoczynkiem. W przyrodzie konstatu- 

jemy bardzo często ruch prostolinijny przyśpieszony, przyczem przyśpieszenie 
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jest geometrycznie stałe i różne od zera. Mianowicie przedmiot nie podparty ani 

nie zawieszony spada pionowo z upływem czasu coraz to szybciej ; skonstatowano, 

że w obrębie pewnej szerokości geograficznej i przy odległościach małych w po- 
można 

równaniu do średniego promienia kuli ziemskiej przyśpieszenie owoTuważać za sta- 

łe geometrycznie ; jego wartość np. dla Lwowa wynosi 9,81 "sel2.

4. Zmodyfikowanie toru poruszającego się przedmiotu, unieruchomienie 

ciała, poruszenie spoczywaj ącego, stoi bardzo blisko pojęć naszkicowanych 
• , w w ust. 1,2,3. Najwidoczniej wymaga ona jednak jakiegoś nowego poj ęcia ,którymby 

albo tkwił nasz wyraźny wysiłek mięśniowy albo też zaakcentowaną była indywidu­

alność ciała, jego materja. Pojęcia te niekinematyczne zostaną omówione w $.2. 

i dalszych.

§.2. Zasadnicze prawa dynamiki.

1. Podstawę mechaniki wyższej stanowią trzy aksjomaty Newton a.W pierwszej 

swej kolejności brzmiały one następująco :

a. Prawo bezwładności

b. Prawo niezależności działania sił

c. Prawo wzajemności działania.

Dziąki krytyce filozoficznej Mach a i innych wyraża się te prawa nieco inaczej

i w nieco innym porządku, ale oczywiście tak, że sumaryczna treść nie doznaje 

tu żadnej zmi any
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m i tych punktów P1 , P, , .... czynią zadość r ów- 

n a n i o m typu:

P,-mi + P2-M2 = O

II I. Działania różnych p unkt ó w mat e r 

j a 1 n y c h na dany punkt dodają się geometrycz 

nie w sensie równania: 

p = p. + p. +   

2. Zwrócimy uwagę na kilka szczegółów, wiążących się z prawami I, II, III. 

Podstawowe prawa dynamiki są ważne w układzie b e z w z g 1 ę d n y m. W kinema­

tyce dowiedziemy, że przyśpiedzenie punktu poruszającego się w pewnym układzie 

waraża się identycznie w układzie innym, jeśli ten ostatni względem pierwszego 

porusża się jednostajnie i prostolinjowo. Zatem ogólniej możemy powiedzieć, że 

prawa podstawowe są ważne w każdym układzie, poruszającym się względem bezwzglę­

dnego jednostajnie i prostolinijnie. W prawach, jakie podano, nie ma mowy o tem, 

czy działanie dwóch punktów ma być bezwpośrednie czy też na odległość; może ono 

zatem mieć charakter dowolny. W każdym razie stwierdziwszy w układzie bezwzględny 

przyśpieszenie punktu możemy być pewni» że w bliższej lub dalszej odległości znaj 

dzie się punkt materjalny, który to przyśpieszenie wywołał ( I). Jeśli natomiast 

pewien punkt porusza się geometrycznie jednostajnie, to albo nań nie działa inny 

punkt ( I ) albo też działają na niego inne punkty w ten sposób, że geometryczna 

suma przyśpieszeń znika ( III ). Jeśli zatem na punkt materjalny nie działają inn 

lub ich działania są równowarte zeru, to dany punkt porusza się jednostajnie 

i prostolinjowo, a więc w szczególnym wypadku spoczywa ( a ). Już Poincar e zwró- 

cił uwagę, że w wygłoszonem • wyżej prawie bezwładności tkwi milcząca umowa pomia 

ru czasu ; w 2 .1 .zwrócono uwagę na pewne związane z tem trudności. Prawo (Il)okre 

śła zależność między masą a przyśpieszeniem. Oczywiście odnośnie do przyśpieszeń 

może zajść dwojaki wypadek jak to zilustrowano na rys. 39.; w zależności od tego 

dajemy działaniu wzajemnemu nazwę odpychania lub przyciągania. Zęby zdefinjować 

nowe pojęcie tj • masę „przyjmi jmy wypadek, w którym | P. j = | 02 | $ wtedy otrzymam



m1 = m 

r ówne ,

Zatem masy dwóch punktów

zy śpi eszenia bezwzględne, kto-

udzielają są - równe. W ten

sposób pojęcie masy staje się pojęciem od

tury działania niezależnem $ masa jest

czemś stałem Teorja względności zaatakowa-

niedwuznacznie i to pojęcie. Za jednost-

masy możemy oczywiście przyjąć coś dowolnego. Umówiono się za taką jednostkę

przyjąć masę 1 grama tj * -1000 częsc mesy cię z 

przechowanego w Paryżu i zwanego 1 kilogramem.
3

masy 1 cm wody w temperaturze jej największej

wzorcowego Z platyny i irydu

Masa ta nieznacznie się różni od

gęstości 4°C. Jednostkę masy będzie

my nazywać 1 Gram. W ten sposób wprowadziliśmy układ fizyczny jednostek podstawo

wych czyli tzw. system CGS = centymetr - Gram - sekundowy. Istnieje ogólny dowód

twierdzenia, że wszelkie zjawiska fizykalne ierzyć jednostkami zbudowanemi .

z trzech podstawowych ; nic nie sto zeszkodzie, żeby takowe nie przyjąć

trzech wymienionych. Trzecie prawo (III) należy rozumieć następująco h bę-

dzie dany punkt o masie m i układ innych 

mim, można ustalić zależność (II), toż 

punktów o masach m1 ,lg, • • •. 

samo da się zrobić z osobna

m • Między 
n

dla m im, 
2

.... m i m . Owe oddzielne działania różnych punktów na jeden inny są równoczesne 

i można je dodać geometrycznie zyskujęc w ten sposób działanie m.P1 + m.p,*..m Pn 

+ p
2 3

P, ) luh według (III) krótko m.p. Owe działania wzglę­

dnie same przyspieszenia tworzą układ zbieżny o początku wspólnym umieszczonym 

W punkcie m

3. Ważnem szczególnie w zastosowaniach technicznych jest pojęcie tzw.s iły 

Jeśli punkt materjalny o masie m pod działaniem innego lub innych punktów materja] 

nych posiada przyśpieszenie p to mówimy, że na punkt ten działa siła

Oczywiście nietrudno prawa podstawowe wyrazić obecnie inaczej używając określenia 

siły. W szczególności możemy powiedzieć, że skoro punkt 1 działa na punkt 2 siłą 

P,to na odwrót punkt 2 działa na punkt 1 siłą - P ; twierdzenie to można rozsze­
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rzyć na układ punktów ; skoro jeden z nich wyróżniamy ze specjalnych powodów,to 

mówimy o działaniu nan drugiego i oddziaływaniu pierwsze­

go na drugi ; wynikło stąd powiedzenie : * prawo działania i oddziaływania” lub 

• akcji i reakcji "• Po wprowadzeniu nowego pojęcia widzimy, że składanie sił P 

działających nu punkt odbywa się drogą sumowania geometrycznego ich wektorów tj• 

P =2P. . W szczególności gdy Z.P. = O to i p = O, czyli punkt spoczywa lub poru- 

sza się jednostajnie i prostolinjowo ; mówimy wtedy o równowadze sił 

i równowadze punktu materja l n e g o, W tym ostatnim wy­

padku mając na myśli równowagę wszystki ch sił działających na punkt ; 

może się bowiem zdarzyć, że punkt będzie przynależał do pewnego ciała i wykonywał 

z powodu krępującego sąsiedztwa innych punktów opisany wyżej ruch mimo, że wszyst­

kie na ten punkt działające siły nie będą w równowadze. W układzie fizycznym jest 

naj oczywi ściej siła pojęciem pochodnem ; jej wymiar będzie tam według podanej de- 

finicji wynosił 1 Gr.cm.cek2 ; powyższą jednostkę tzn. siłę udzielającą 1 Gr ma- 

sy przyśpieszenia I em/sek nazwano 1 d y n ą • W układzie techni c z n y m 

jednostek zatrzymujemy bez zmian 1 cm i 1 sek, natomiast odrzucamy wymiar masy 

jako podstawowy a zastępujemy go jednostkami siły. Za taką przyjmujemy ciężar 

1 Gr masy ; jednostkę taką nazywamy 1 gramem (ciężarowym) ponieważ - jak się za 
===-======% ---------- --------__ —... ....... — 9 
chwilę okaże - pojęcie to mogłoby być niedostatecznie ustalonem, przeto mowa jest 

o 1 gr w Paryżu, gdzie przyśpieszenie ciężkości g = 981 cm/sek • Jednostkami po- 

krewnemi są 1 kg, 1 tona itp. Układ techniczny operuje przeto jednostkami : 

cm - gr - sek. Tutaj siła jest pojęciem podstawowem, a masa pochodnem ; wymiar 
9-1_______________ --========== 

masy w tym układzie brzmi gr. sek .cm • Pozatem jest 1 gram = 981 dyn. Wypada 

w tern miejscu podkreślić następujące : Równość F = m.p nie jest trywialną iden­

tycznością mianowicie dzięki temu, że lewą i prawą stronę tego równania będziemy 

mogli z osobna doświadczalnie wykazać i sprawdzić. Pozatem masa i ciężar, to są 

dwa zgoła różne pojęcia, które nie muszą wzajemnie ze siebie wynikać, skoro 

istnieje tzw. bezwładność . Celem bliższego wyjaśnienia poświęcimy tej sprawie 

osobny §.
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§. 3. Masa i siła.

1. W dotychczasowych naszych rozważaniach idąc po myśli praw podsta­

wowych mówiliśmy tylko o jednym punkcie materjalnym ; gdy zaś była mowa 

o kilku, to jednak każdy z nich stanowił dla siebie odrębny-układ. Tymczasem na­

macalna rzeczywistość mówi, że przedmioty realne mają wymiary skończone tego 

rodzaju, że trudno je nazwać punktem* Możemy w dalszym ciągu obrać dwojaką dro- 

gę • Stojąc na gruncie teorji molekularnej możemy stwierdzić, że każde ciało skła- 

da się Z systemu małych cząstek o wymiarach rzędu 10 milimetra czyli 1 mikro- 

milimetra, położonych w wzajemnej odległości podobnego rzędu ; tak małe elementy 

materjalne możemy skorzyścią nazwać punkami materjalnemi. Jeśli masę jednego 

z nich nazwiemy m, , to masa całego układu t j • całego rozpatrywanego ciała wynosi; 

m = 2.m 
i i

W podanym sensie jest ciało najwidoczniej niej ednolite ; składa się 

bowiem z punktów materialnych i punktów niematerjalnych ; 

w powyższem pojęciu ma jednak punkt wymiar skończony jakklwiek praktycznie bar­

dzo mały. Dla zrozumienia tego co nastąpi dodamy, że w zagadnieniach mechaniki 

nigdy nie zachodzi potrzeba dzielenia ciała na tak drobne elementy $ jeśli nawet 

przy pewnych rozważaniach punkty ciała będziemy wyodrębniać, to operacja tą sta­

nie się nieistotną dla zagadnienia zasadniczego. Jakkolwiek przeto pojęcie ciała 

jako systemu punktów materjlanych jest dla celów mechaniki ciała sztywnego naj­

zupełniej wystarczające, możemy pójść krok wprzód i dla wygody rachunkowej zało­

żyć kontinuum materjalne. Przyjmujemy je tak’jak gdybyśmy przestrzeń nie zajętą 

materj 8, zapełnili materją odnośnego punktu rozdzieliwszy ją w odpowiedni sposób, 

"tedy wewnątrz powierzchni ograniczającej ciało w każdym punkcie m a - 

tematy c z n y m znajdziemy materję ; ciało będzie obecnie j e d n • 1 i- 
--====================o======================r==pmomepesn=mmcm=umes 5*==r=asSG*=**MGsreeen****F**=-----------====---1- 
t e m. Jeśli w dowolnem miejscu takiego medjum ciągłego pomyślimy pewną obję­

tość AV, to obejmie ona pewną masę A m. z powodu założenia ciągłości istnieje 
obecnie granica wyrażenia Av-, jeśli będziemy AV nieograniczenie zmniejszali ; 

granicę tę nazywamy gęstością s ciała w danym punkcie, zatem :
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s - Am am Im AV = av AV-- o dY
Gęstość ciała naogół nie musijednak stałą w każdym punkcie ciała ; ciało takie 

nazywamy niejednorodnem. Jeśli natomiast gęstość jest stała, to 

wtedy ciało nazywamy j ednorodnem. Oba okreśelania ściśle rzecz bio- 

rąc związane są z pojęciem jednolitości, a zatem są fikcją, ale silnie zbliżoną 

do prawdy. Już badania makroskopowe wykazują, że rzadko spotykamy się z ciałami 

j edno 1 i t emi • Tak np. stal składa się z kryształów i elementów bezpostaciowych ; 

zapewno gęstości tych elementów są różne ; cóż dopiero mówić np. o betonie, na 

który składa się cement, piasek i tłuczeń o różnej średnicy przeciętnej ziaren ? 

Technika załatwia się z temi problemami prosto ; przyjmuje się, że każdy mater- 

jał, zależnie od swego pochodzenia ma pewną gęstość przeciętnie 

stałą; przyjmiemy, że jest to właśnie gęstość, określona, wyżej podaną de­

finicją matematyczną. Innemi słowy jest :

m = dm = §oav = SSav = S.v

Gęstość, tkwiącą w powyższym wzorze nazywamy wyraźnie gęstością objęto- 

s c i o w ą- Jest rzeczą' oczywistą, że masa może być rozłożona tylko w sposób 

trój w y m i arowy. Jednakże często się zdarza, że mamy do czynienia. 

z przedmiotami, których dwa wymiary dominują w porównaniu do trzeciego (płyty, 

powłoki itp.)./Jeśli taki wypadek ma miejsce^a ów trzeci stosunkowo mały wymiar 

(grubość) jest s t a ł y , to skorzyścią możemy masę •zgęścić w kierunku grubo­

ści i rozłożyć ją w powierzchni środkowej danego ciała ; mówimy wtedy o masie 

rozłożonej dwuwymiarowo i o gęstości powi erzchni owej; 

wtedy jest :

m = Jdm = J8.dA = 8 §da = 8. A

gdzie A jest powierzchnią badaną. Oczywiście w gęstości powierzchniowej tkwi gę- 

stoś? objętościowa i wymiar grubości. Wypada dodać, że często postępujemy naod- 

wrót ; np. z dwuwymiarowego prostokąta łatwo można przejść do cienkiej płytki 

prostokątnej o stałej grubości. Jeśli wreszcie ciało rozpatrywane ma dwa stałe 

wymiary małe w porównaniu do trzeciego (np.pręt), to idziemy jeszcze krok naprzód
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4? 
(67 

6‘

i wprowadzamy w rachunek gęstość 1 i n j o w ą i masę rozłożoną jed no- 

w y m i a r owo. Wtedy jest : 

ds = 8.sJ dm - § 8. d s = 8 Sm =

W gęstości linjowej tkwi gęstość objętościowa i pole przekroju pręta .Wprowad zenie 

kontinuum materj sinego przynosi korzyści czysto rachunkowe, znane z porównania 

rachunku sumacyjnego i całkowego. Będziemy z tych wygód chętnie korzystali.

2. Jak już wspomniano ciała swobodne spadają w pobliżu powierzchni ze- 

wnętrznej geoidu ziemskiego po linjach prostych ze stałem przyśpieszeniem 

g = 9,81 m/sek , przyczem tory wszystkich punktów ciała są wzajemnie równoległe. 

Zatem działanie ziemi wyraża się równością :

n.g + m.g + m.E + ............ m -g »Sm g = gEm = m.g.
J nil ii
Wyrażenie typu m.p umówiliśmy się nazywać siłą. Przyśpieszenie g nazywamy przy­

śpieszeniem ciężkości. Wyrażenie typu mi- E moglibyśmy nazwać siłą ciężkości ; 

nazwiemy je krótko ciężarem punktu m, • Wyrażenia powyższego typu są wek­

torami równoległemi • Niezależnie od mechanicznego znaczenia tych wyrażeń - bez­

sprzecznie możemy je dodać. Iloczyn :

G - m.g 

nazywamy ciężarem ciała w pewnem miejscu. Zamiast po myśli praw Newton a powie- 

dzieć : Działanie ziemi na ciało m objawia się wzajemnem przyciąganiem o warto­

ści G = m.g mówimy - wyodrębniając rozpatrywany przedmiot - : ciężar ciała m vyno- 

si G = m.g.Ze w tym skrócie tkwi nieco inny pojęciowo, jakkolwiek ilościowo ten 

sam rezultat - o tem pomówimy gdzieindziej. Tutaj dodamy, źe właśnie z powyższych 

powodów wprowadziliśmy nazwę " masy 1 grama " . Zatem wyraźnie :

| masa 1 grama = 1 Gram (masowa jednostka)

ciężar 1 Grama = 1 gram (ciężarowa jednostka)

3. Wyrażenie m.p jest siłą, ciężar m.g jest również siłą. Zatem siły mo­

żemy mierzyć ciężarami. Żeby tak było musi na masę ciężarka działać wyłącznie 

przyśpieszenie ciężkości $ w przeciwnym bowiem wypadku zmierzylibyśmy daną siłę 

nietylko ciężarem,ale i pewnem dodatkowem (czasem nieuchwytnem) działaniem .Mówimy 

zatem o tzw. statycznym pomiarze sił; ciężarek znajduje się w równowa-

Dr. Burzyński - Mechanika ogólna - Ark.8.
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dze tj • najprościej - spocz/wa. i ten sposób możemy przy pomocy najprostszej

dźwigni lub wagi zmierzyć ciężarem G siłę napięcia sprężyny P (rys.40.);w

prosty sposób możemy ciężarem G zmierzyć ciśnienie pary na tłok P (ry S -41 .).

Sens obu doświadczeń tkwi w równości P = G. W ten sposób w równaniu P = m.p mo­

żna doświadczalnie stwierdzić lewą stronę równania. Jeśli istnieje masa, to 

istnieje i ciężar , jednakże identyfikowanie obu wielkości lub też pochopne wy­

ciąganie jakichś wniosków może doprowadzić do błędów.

4. Istnieje bowiem również tzw. bezwładność tj opór jaki wyczuwamy.

gdy ciało spoczywające chcemy naszym osobistym wysiłkiem mięśniowym poruszyć.

Rys. 43.

Układ przedstawiony na rys-4 

jest najwidoczniej zrównoważ 

ny. Działanie krążka - jak 

gdzieindziej będzie wykazane 

- można pominąć. Jeśli ciężą 

ry będą większe, ale równe t 

w r ówn owe d z c n i c si ? n i e zmi 

ni. Starajmy się jeden z cię 

żarków przesunąć w dół czyli 

drugi podnieść.Okaże się,że

uczujemy opór, który będzie tem większy im większe będą masy ciał Zawieszonych, 

nadto tem większy im nagiej ruch wywołamy tzn. im mniejszego czasu zużyjemy na 

wywołanie ustalonej prędkości ♦ czyli naprościej im większe będzie przyśpieszenie
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ruchu i zatem opór wyniesie m.p. Podobnież będzie w wypadku zilustrowanym na 

rys.43. Przedmiot wiszący G trwa w równowadze ; działanie ciężaru zrównoważone 

jest napięciem pręta.Jeśli jednak zechcemy przedmiot przesunąć w bok, to doznamy 

znów oporu bezwładności, którego wielkość zależeć będzie znów od masy i przyspie- 

szenia względnie wielkości pokrewnych. Podobnie jeśli przedmiot ten będzie wahał 

to zatrzymanie go w położeniu np. najniższem tj • w tem gdzie niedawno istniała rów 

nowego, wymagać będzie znów pewnego wysiłku. Oba przykłady dowodzą niezbicie,że 

rola masy jest obszerniejszą od roli ciężaru. Wysiłkiem naszym zmierzyliśmy obec­

nie prawą stronę równości P = m.p. W ten sposób dowiedliśmy ,źe równanie

P = m.p

nie jest faktycznie trywialną identycznością, jakby się ogólnie zdawało.

5. Weźmy pod uwagę jakieś ciało np. U na rys.44. Na punkty tego układu 

działają różne siły. Pochodzą one od wza­

jemnego działania punktów A i B tego same- 

go ciała, albo też od działania ciał in­

nych C, przyczem owo działanie jest pczy- 

wiście też wzajemne ; może ono funkcjono­

wać na od ległość. np . między U a C albo 

też może być bezpośrednie np .między U a D. 

Nie wchodząc narazie bliżej w to, do czego 

redukuje się działanie dwóch ciał tj. ukłaRys. 44.

1 dów punktów materj lanych,możemy narazie rys. 44. traktować za szkic, T którym za- 

znaczono dla każdego układu działanie jednego punktu materj a lnego . Iziałanie to 

objawia się siłami. Najwidoczniej wszystkie siły zjawiają się dwójkami -Gdyłyćmy 
1 

na uwadze nie mieli żadnego specjalnego układu, to najprościej nazwać byśmy mu- 

sieli wszystkie siły a) siłami wewnętrznemi. wyodrębniając pe­

wien określony układ np . U przecinamy pomyślanym przekrojem s nitki wiążące 

wszystkie układy i odrzucamy wszystkie ciała z wyjątkiem ciała U. Oczywiście 

działanie części odrzuconych zastąpimy odnośnemi siłami. Siły te nazwiemy obecni' 

b) siłami z e wnet r z n e m i . Na ciało U działają obecnie siły ze­
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wnętrzne ; wewnętrznemi są nadal tylko te, które pochodzą od wzajemnego działa-s: 

nia punktów samego układu T. Gaybyśry w dalszym ciągu podzielili ciało U na czę-1: 

ści i rozpatrując jedna z nich resztę odrzucili,to znów działanie części odrzu-d 

cnych zastąpilibyśmy odnośnemi siłami. Najwidoczniej przeto wartości liczebne H 

obu gatunków sił mogą być i są równe, jednakże oba pojęcia są zgoła różne.Siły n 

wewnętrzne pojawiają cię dwójkami zerowemi ; siły zewnętrzne nie. Mówiąc w ust.2] 

że działanie wzajemne ciała i ziemi objawia się siłą G - powiedzieliśmy tern sa- a 

mem, że G jest siłą wewnętrzna. Mówiąc natomiast, że toż samo ciało ma ciężar G 21 

stwiecrzamy milcząco, że G jest siłą zewnętrzną. Naszkicowany podział sił jest 

za sad-niczym ; jest rzeczą pierwszorzędnej wagi przed rozpatrzeniem N 

jakiegokolwiek zagadnienia mechanicznego zdać sobie przedewezystkiem sprawę 7 t 

go, które siły są zewnętrzne, a które wewnętrzne. 3:

6. Jeśli na ciało działamy siłami to wywołamy ruch tzn. znajdziemy ,że 1 

punkty tego ciała poruszają sie po pewnych krzywych matematycznych t j . niemater- 

jalnych. Możemy jednakże zmusić ciało do tego, że pewne jego punkty będą muslały 

się poruszać po zgóry przewidzianych krzywych mianowicie w ten sposób, ze krzywe 

owe wykonamy jako uwtory materialne, i sztywne iz niemi właśnie połączymy owe pew- 

ne punkty ciała. Mówimy wtedy, żeśmy ciału odebrali swobodę ruchów. Oyridcie 
--------------------------------------------------------------------------------ei « tqa s seqe " ipapkiushertat pat-sng "gneas as -=... . - waois. si: Tok .. isits. es - soimi . ■ • 

ograniczenie swobody wy"oła nowe siły ; są niemi wzajemne działania punktów cia- 

ła i mater jalnego toru. Rozpatrując tylko ciało założone na wstępie a nie tor, 

odrzucimy ten ostatni, & jego dzia tanie zastapimy pewnemi 61- 2417 » Z’ whe tron-n 

dla badanego ciała ; nazywamy je odporami lub reakcjami. Siły te nie będą najwi 
. I = ===== I ■ = I - - Ps = • a unoe •» “ 89: 328 * 48 55 

doczniej dowolne i zależeć będa między innemi pr zeć e vszys tkiem od tych sił,jaki 

miśmy działali na ciało w jego pomyślanym stanie swobodnym. Jeśli jedne mi enimw 

to zmodyfikują się i drugie. ! związku - powyżeżem dzielimy siły z e W n ę - v. 
-=======»============x===-===============* ■• “fre ' 

tPzne na a) s iły C z y n ne i b) bierne czyli w i ą ż ą- S 
"“"*= i cosec 

c e t j. od p o r y 1 u b z e a k e j e. Rozróżnienie cbu gatunków sił nie? 

nastręcza żadnych trudności ; ma ono również duże znaczenie dla mechaniki.

7. Jeśli dwa ciała stykają się ze sobą w jednym punkcie np.kula z płyt 

to może się zdarzyć, że sumaryczne działanie wszystkich punków układu wyrazi się 



siłą przechodzącą przez ten punkt i to w sposób dynamicznie równowarty .Mówimy wte 

ly o sile skupionej w punkcie .Skądinąd jest wiadomem, że z powodu 

dkształcalności materji nacisk skupiony jest fizycznie niemożliwy. Pojęcie to 

' jednak jest tak pożyteczne, że bardzo chętnie się niem posługujemy. Z powodu 

spomnianej odkszatłacalności materji działanie siły objawia się zawsze w pewien 

? sposób ciągły ; mówimy wtedy o sile rozłożonej według pewnego mate- 

natycznego schematu i to wzdłuż krzywej lub wzdłuż powierzchni np.w przypadku łan- 

jucha zawieszonego w dwóch punktach, pryzmatu piasku ułożonego na płaszczyźnie itr.

Pojęcie siły wiążemy zupełnie słusznie z obecnością masy. Z tego powodu 

mechanice klasycznej mówiono wyłącznie o sile m a s o w e i . 2 biegiem 

gzasu okazało się, że nie wszystkie zjawiska można na tem tle wyjaśnić. Z powyż- 

szych powodów,a częściowo i dla uproszczenia pewny ch metod rachunkowych wprowadzo.

10 pojęcie siły powierzchniowej. Np.wiadomem jest, że działa- 

• ie molekuł więc punktów materjalnych ciała ogranicza się dc najbliższego sąsiedz- 

‘ wa tzn., że sięga ono swym promieniem do wielkości rzędu zaledwie 10° 5 milimetra 

Jeśli przeto przez ciało takie wykonamy w myśli 

dowolny przekrój, to przez element pola pomyśla- 

ny w miejscu A (rys -45.) przejdzie wprawdzie 

znaczna ilość prostych działania sąsiadujących 

elementów masowych, ale w grę wejdą tylko punkty 

oddalone od płaszczyzny przekroju o wielkości

Rys. 45. podanego rzędu. Odrzucając jedną część ciała 

1 otrzymamy cały las wektorów różnie nachylonych 

względem płaszczyzny przekroju i zmieniających się w sposób ciągły zależnie od 

współrzędnych punktu płaszczyzny. Frzyjmiemy zupełenie wystarczająco, że siedli- 
—== -------- 

skiem owych sił jest wprost przekrój ciała, w ten sposób wprowadziliśmy pojęcie si- 
7)9!) --------------------------------------a-ndereessn-1! " -" • w "etsma - - ) 

|y powierzchniowej z 1 a 3 3 ° | 5 ob ie jednak doskonale sprawę z jej pochodzenia.

Rozróżniamy w mechnice bzw • siły zachowawcze i r o z- 

P I a s 2 a 3 a C e • Pojęcia te 2 e dadzą się w tem miejscu wyraźnie oświetlić 

i będzie o ter mos gdzieindziej. lustrujemy sprawę prostym przykładem.Pierwsze
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Jot kouores
z nich nie zależą od natury zagadnienia np. ciężar ciała, który nie zależy od “*" *4$“ " ° —===*= ms *s asdisist a - ■": M — 
tego czy ciało jest w ruchu takim lub w innym, czy na to ciało działają takie 

-opT2201 \ ec
lub inne siły dodatkowe. Drugie zależą od całego szeregu szczegółów indywidual­

nych np. tarcie, które znika ze spoczynkiem ciała, pojawia się przy jego ruchu 

nieswobodnym, rośnie lub maleje zależnie od podniet zewnętrznych, modyfikuje za- 
w gadnieniezależności od kierunku ruchu itp.

Powyższej klasyfikacji nie wolno jednak mięszać z inną. Mówimy o 

siłach stałych i zmiennych. Zmienność może tkwić tylko 

w współrzędnych ciała ; ten wypadek - o ile zachodzi - to przedewszystkiem 

w statyce ; więc np. odpór ciała może być różny w różnych położeniach ciała. 

Znacznie zawilej przedstawia się sprawa, gdy siła zależy dodatkowo i od czasu ‘ 

względnie wielkości pokrewnych tj• od prędkości itp ; z wypadkami takimi mamy 

do czynienia w dynamice ; np. opór środowiska - przypuśćmy powietrza - w którym 

porusza się jakieś medjum zależy od jego prędkości tj• opór rośnie wraz z prędko 

ścią. Siły rozpraszające są najczęściej zmienne, jednakże i siły zachowawcze mo- 

gą być zmienne ; najwidoczniej oba podziały ostatnio wprowadzone są przeto różne

8. Niech na ciało działa pewien układ sił zewnętrznych to ogólnie 

rzecz biorąc nastąpi ruch tegoż ciała. Jeśli tym samym układem będziemy działali 

na inne ciało to wystąpi inny ruch. Jest rzeczą jasną, że oba ciała nie muszą 

się nawet różnić masami ; wystarczy, że w obu wypadkach tę samą ilość materji ; 

rozmaicie rozmieścimy w przestrzeni. Zachodzi następujące pytanie : Jaki obrać 

układ trzech prostopadłych osi dla ciała, aby rozmieszczenie masy opisać jak na 

prościej - powiedzmy - aby ów system osi był układem naturalnym w ty 

sensie, w jakim np. w matematyce naturalnemi współrzędnemi krzywej płaskiej są 

długość łuku i krzywizna. Ile i jakie współrzędne ciała należy obrać, by z punk- 

tu widzenia mechaniki ciała sztywnego wpływ rozmieszczenia danej masy na charad 

ter ruchu był wy st arczyj ąco i jednoznacznie opisany. Nie wchodząc narazie bliżej 

w dowodzenie tego co nastąpi zapowiemy tylko, że odpowiedź na powyższe pytania 

istnieje. W tym celu w najbliższych dwóch paragrafach wprowadzimy pewne nowe po­
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jęcia. Gdzieindziej się okaże, że ubiegniemy w ten sposób wypadki w sposób mecha­

nicznie pożądany

§. 4. Środek masy

1. Przedewszystkiem dla danego ciała ustalimy pewien charakterystyczny 

punkt matematyczny. Zdefiniujemy go tak, by ustalenie to było jednojednoznaczne. 

Z teorji wektorów ( L. 5.ust.3 i 4 ) przypominamy sobie, że dla układu liczb 

(skalarów) można znaleźć ich środek. Niech przeto badane ciało składa się z ukła- 

du punktów materjalnych m, , to przyj ąwszy dowolny punkt 0 jako początek promie- 

ni wektorów T; możemy określić punkt S promieniem-wek torem :

' = - ZmFi - Zm{”1
0 2m; m

Punkt S nazywamy środkiem masy układu punktów ma -

t e r J a 1 n y c h. W teorji wektorów wykazano, że określenie punktu S jest

jednojednoznaczne. Jeśli ciałem jest kontinuum materjalne, to środek m a 

sy układu ciągłego określa wektor:

Ogólnie przeto możemy wygłosić następujące twierdzenie : Suma geome­

tryczna momentow ma s wszystkich punktów ( e le 

tentów) material nych wzg lędem punktu jest Fów 

n • momentowi masy całkowitej m, skupionej 

je 3 środku względem tego samego punktu. 

Powyższy sposób wysłowienia wynika stąd,że iloczyn n.F możemy faktycznie uważać 
o 

za moment masy całkowitej m zgęszczonej w jednym punkcie s, umieszczonym na koń­

cu wektora r . Równanie : 
o

m.r = 2m r. względnie m.r = dm.r 
o 1 i o •

możemy - jak wiadomo - przedstawić analitycznie następująco :

względnie

m.x = 2.m x , 
0 i i

m.Xo = j dm.x ,

m.z = 2. m z 
° ii

m.Zo = | dm.z
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Współrzędne x ,y , Z określają położenie środka masy S w układzie x,y,z. Jeśli FOOO —-.
ciało jest jednorodne, to ostatnia grupa da się/uprościć stronami przez gęstośćP

8 * Wtedy zależnie od tego czy masa rozłożona jest trój-,dwu- lub jedno-wymiar? 

wo uzyskamy jedną z grup następujących : ?

V.x = §av.x , v.y = §av.y , V.z = s dv.z r
o 0 s o

A.x. = j dA.x , A.y. = i dA.y , A.z = ( dA.z 12u V • V o v ts
3.%. = I ds.x , s.y, = J ds.y , s.z. = { ds.z I

3
Najwidoczniej x,y,z oznaczają oddalenie elementu masy ( obj ętości ,pola,łuku) od

płaszczyzn układu yz, ZX, xy iloczyn oddalenia od płaszczyzny i elementarnej i
masy nazwiemy momentem (skalarowym) masy względem płaszczyzny. Zatem : Suma.

2 
momentów wszystkich mas elementarnych

względem płaszczyzny jest równą momentowi 
b 

masy całkowitej, skupionej w jej środku,

względemtejżepłaszczyzny. . ,

2. Wracając do cytowanych ustępów $.5. rozdziału I-ego możemy wszyst- 

kie skalary mi pomnożyć przez jeden i ten sam zresztą dowolny wektor, a wtedy , 

zamiast układu punktów materj lanych uzyskamy układ równoległy wektorów nieswobo. 

dnych ; jak udowodniono środek takiego układu wektorów ma właśnie współrzędne, 

dane w ust.l. Zatem : a) Środek masy jest równocześnie środkiem układu wektoró , 

równoległych o początkach pokrywających się z punktami (elementami) materj alnem 

o wartościach do nich proporcjonalnych. Z różnych wektorów nasuwa 

wszystkiem przyśpieszenie ciężkości g ; z tego to powodu nazywamy 

masy środkiem ciężkości, b) Jeśli Zm r. = O względnie dm.r = O 

się przede - , 

często środek, 

to Fo = O czyi

środek masy S pokrywa się z punktem odniesienia 0. c) Jeśli suma momentów mas 

względem przyjętej płaszczyzny znika, to na tej płaszczyźnie mieści się środek 
-=----=---================---=-============================p=======d*aAdopabam*usoronoe*om====A=S»===qzozuusormamdodicsnoano==== . casesmde bausem c=e s - su- .. - _ --=-======= 2 

masy. Zdarzyć się może przedewszystkiem wtedy, gdy ciało badane jest płaskie i 1 

ży właśnie w płaszczyźnie rachunkowej ; wtedy znikają współrzędne dowolnych punk 

tow mierzone prostopadle do płaszczyzny, a tern samem znikają odnośne momenty 

i wreszcie ich suma. Nieco ogólniejszy wypadek stanowi ciało posiadające płasz • 
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yznę symetrji - zresztą niekoniecznie prostokątnej ; wtedy każdemu dowolnemu 

nktowi, położonemu po jednej stronie płaszczyzny, odpowiada drugi po stronie 

zeciwne j, w tern samem bezwzględnem oddaleniu od tej płaszczyzny ; jeśli ową 

tsszczyznę uważać będziemy za płaszczyznę układu odniesieni a, to momenty mas 

lementarnych parami będą znikać, a tern samem i ich całkowita suma. Zatem środek 

asy leży w płaszczyźnie symetrji. d) Jeśli suma momentów elementarnych mas 
... Ł „ ......... --"---==-==****=====, 
punktów materjalnych) znika dla dwóch płaszczyzn, to - z powodu c) - środek ma- 

yleży na krawędzi przecięcia się obu tych płaszczyzn. Taki wypadek zachodzi, 

dy masa rozłożona jest na prostej $ na tej prostej też leży jej środek. Wypadek 

leco ogólniejszy ma miejsce, gdy ciało posiada dwie płaszczyzny symetrji czyli 

w. oś symetrji ; środek masy leży na osi symetrji ciała, e) Jeśli wreszcie su- 
tox=mcm====r==xw===p======----e=--=---==---vo-en=e===m==i=======e=<

i momentów mas znika dla trzech płaszczyzn, to w punkcie ich przecięcia leży 

sszukiwany środek masy. Taki wypadek zachodzi gdy ciało ma trzy płaszczyzny sy- 

trj i • a zatem środek symetrji ; przeto środek symetrji jest środkiem masy. 

W dm.r można rozbić na części tzn. na sumy częściowe 

ględnie całki w obszarach częściowych ;dla każdego takiego podukładu można

wać twierdzenie o środku masy. Niech owe masy s kończone

elkie będą m,, m. .... m.,. ich środki na końcu wektorów r. ,v. , I •8
o możemy napisać :

i
m x

o

o ,Zm,y
względnie

m:Vo 2 Z
o

mani a

k i po

guru j ą

powyższe różnią się wybitnie od dotychczasowych tem,że zarówno po lewe ; 

1
prawej stronie figurują tam masy skończone nadto, że po obu stronach 

współrzędne środka- Twierdzenia powyższego możemy przeto z korzyścią

ik

yó tylko wtedy, gdy układ da się podzielić na takie części, dla których znale- 

enie środków nie nastręcza żadnych trudności względnie położenie tych środków 

st zgóry znane. Z wypadkami takiemi mamy bardzo często do czynienia, g) Znajo- 

ić położenia środka dla figur dwuwymiarowych płaskich pozwala często 

proste znalezienie środka innych figur płaskich z tamtemi spowino-

t. Burzyński - Mechanika ogólna - Ark. 9 
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waconych. Niech będzie A polem figury o danym środku S(x,y ,z ). Pole rzutu te o o o « *= -=-===="
figury na płaszczyznę xy wynosi A‘=A. cos a,przyczem K oznacza kat nachylenia

Środek rz

płaszczyzny figury i płaszczyzny xy 

Ten sam związek zachodzi między ele

mentem pola dA i jego rzutem dA ‘ z 

wodu założonej płaskości i zatem

dA!

rzutu

y ••o

dA.cosc. Współrzędne środka

(rys.46) wynoszą :x
1
AT y.dA' , z.

-- 1 . xdA 
° A’ J 
0, albowiem

współrzędne rzutu elementu są x,y,(

Wstawiając za A° i dA’ wyżej podane 
wartości otrzymamy: x‘ - A. x.dA=x

ydA • Y,» z’= 0. Zatem:

u t u pola figury płaskiej na płaszczyznę jest r z u

y •• o

c

tern środka owej figury, h) Znajomość pola powierzchni obrotowej pozwala 

ustalić współrzędną środka masy krzywej południkowej i naodwrót (1-a część twier 

dzenia Pappus a - Guldin a}. Niech bowiem będzie s krzywą południkową a 1 osią o 

brotu, to przy obrocie o kąt dowolny 9 opisze element ds część (dwukąt) powierz­

chni stożka ściętego o polu dA = r.ds. Zatem cal 

pole wyniesie

ds

A " J rfds 5 7 ) rds - YFó5

przyczem ro oznacza oddalenie środka masy łuku s 

od osi obrotu. Dla zupełniści wypada dodać, że od 

dalenia r elelmentów ds od osi obrotu są równocze 

śnie oddaleniami od płaszczyzny przechodzącej przt

1 prostopadle do płaszczyzny krzywej południ

w ten sposób twierdzeniu o momentach mas względem
Rys. 47 płaszczyzny stało si Kat q jest oczywiśc

wspólny dla wszystkich elementów. W szczególnym
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padku pełnego obrotu jest Y = 2T . Wreszcie należy pamiętać, że gdyby krzywa s 

przecinała prostą 1, to należy ją podzielić na odpowiednią ilość części i dla 

każdej zosobna zastosować twierdzenie wykazane•Brzmi ono : Póle powierzchni o- 

brotowej jest równe iloczynowi z długości krzywej południkowej i drogi jej środ­

ka masy. - i) Podobnież znajomość objętości bryły obrotowej pozwala oznaczyć 

współrzędną środka przekroju południkowego i naodwrót. Albowiem : Objętość bryły
* ------ r-n.ijjj ii-wwi -^-^^l|^^ « sa-eomweneramer

obrotowej jest równą iloczynowi z pola przekroju południkowego i drogi jego środ-

ka masy. Niech 1 będzie osią obrotu, A polem przekroju, zaś dA jego elementem

oddalonym o r od prostej 1 względnie

- odpowiednio przez 1 pomyślanej płaszczy. 

zny, to przy obrocie o kąt • elementar­

na objętość wynosi dV = r.CdA . Zatem

cała objętość wynosi

co było do udowodnienia.

3) Pewną orjentację i ochronę przed błędem grubym stanowić może wskazówka nastę­

pująca : Środek masy dowolnie ukształtowanej mieści się zawsze wewnątrz najmniej* 

szej powierzchni wy puk* e j opisanej na danem ciele* w szczególności gdy 

masa rozłożona jest płasko, to zamiast powierzchni w grę będzie wchodzić naj - 

mniejszy wielobok względnie kontur wypukły opisany na rozpatrywanej figurze. 

Niech bowiem będzie dane jakieś ciało 

np. jak na rys. 49, wtedy zachodzi dla 

środka S rownosć m.r - dm.r,przyczem 

jest Tmin< r <Tmax Wstawiając raz za 

wszystkie r wartość r , a drugi raz max • 
Tmin znajdziemy na j oczywiści ej 

| dm.r < m.r < dm.r J min o J max 
czyli po uproszczeniu przez m= Jdm 

min < TQ < Tmax
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Ponieważ powyższe rozumowanie jest niezależne od orjentacji osi odniesienia 1 

przeto obracając ją w dowolny sposób zachowamy powyższe twierdzenie w ten sposób 

jednakże, by rzędne każdorazowe rmaz i Tmin nie przecięły figury ; najwidoczniej 

przeto będą one przynależały punktom konturu opisanego na figurze i wypukłego. 

Analogicznie dowodzi się i twierdzenia o powierzchni wypukłej .

Środek masy odgrywa ważną rolę w dynamice. Poświęca mu się też dużo uwa­

gi. W każdym kalendarzu inżynierskim znaleźć można obszerne zestawienie współ­

rzędnych środka dla typowych figur- Między innymi zbiorami polecić można cytowa­

ny już w zestawieniu literatury "Podręcznik inżynierski" Str.1023 * 1027. Tutaj 

naszkicujemy kilka ćwiczeń.

Przykłady ćwiczeń.

1. Wyznaczyć środek masy dowolnej krzywej płaskiej.

Odp.: Najprościej jest krzywą podzielić na pewną ilość równych części

(rys.50.) a mianowicie takich,byje można 

było w przybliżeniu traktować za odcinki 

proste ; wtedy masę Si takiego odcinka 

można skupić w jego środku i określić

jej położenie promieniem Fi- Według defi 

niej i jest r •—s; lecz Si jest stałe 

i wynosi n gdzie n jest liczbą podziału; 
, _ Si 2 r 2 n — ni zatem Fo ‘

Zatem utwórzmy dla każdego promieni a-wek 
_ r. .tora Fi nowy mniejszy wektor n i zesu-

mujny je w wieloboku wektorów,a otrzymamy r • Przenosząc Fo do planu otrzymamy 

na jego końcu szukany środek S.

2. Określić środek masy łuku kołowego.
Odp.s Jeśli kształt krzywlj jest analitycznie (jak właśnie obecnie) 

określony, to korzystniej jest stosować metodę rachunkową aniżeli wykreslną.Sro
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dek masy łuku kołowego leży na osi symetrji 

y tak, że wystarczy podać jedną współrzęd­

ną y » by go ustalić. Obliczymy ją z rów- 
O

nania s.y, - ds.y. Przyjąwszy początek 

układu w środku koła 0 (rys.51.) mamy najwi­
doczniej d8 - Ę lub ds.y - dc.r przyczem 

dc jest elementem przynależnej cięciwy .Zatem 

s.y, * dc.r - r j dc - r.c, a stąd

Vo r —« r sine, w szczególnym wypadku 

łuku półkolistego jest &= 3 a wtedy y= 2r 

3. Sprawdzić ostatni wynik regułą Pappus a - Guldina.

Odp.: Powierzchnia kuli wynosi A = 4 r .J ; jej powierzchnia powstała 

przez obrót półkola ( s = r.Z) dokoła prostej o kąt P= 27 ; przeto według zazna­

czonej reguły powinna ona wynosić również A = 2%rr7= 2 r . r.. z porównania 

2 Fo r/= 4 r." otrzymujemy faktycznie Fo = jak wyżej.

4. Znaleźć środek masy pola płaskiego jak na rys. 52. stosując metodę 

wykreślną.

1

Rys. 52.
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Odp.: Możnaby zastosować postępowanie analogiczne jak przy ćwicz.1.Wtedy 
To -Za*,, jeśli a, -A. Wygodniej szem jest znalezienie środka układu wekto- 

rów równoległych. W tym celu polom częściowym A1» Ag, A3 nadaj emy kierunki wspól­

ne i odnośne wektory zaczepiamy w środkach mas owych częściowych pól.Dla prosto- 

kątów są to najwidoczniej ich środki geometryczne. Dla takiego układu znajdujemy 

prostą wypadkowej A. Robiąc to samo dla wektorów w drugiem (obróconem) położeniu 

znajdujemy punkt przecięcia S jako poszukiwany środek masy.

5. Wyznaczyć środek masy pola trójkątnego.

Odp.: Podzielmy w myśli pole trójkąta paskami elementarnemi równole- 

głemi do któregoś z boków. Środek masy każdego z pasków leży w połowie jego dłu- 

gości; tamże można skupić masę każdego paska.Miej scem geometry cznem owych elemen­

tarnych mas jest dośrodkowa. Zagadnienie sprowadza się przeto do wyznaczenia 

środka masy odcinka BB‘ (rys.53.) jednakże niej ednorodnego. Naj­

prościej tedy postąpimy stosując inny podział, który doprowadzi do dośrodkowej 

CC’ ; środek masy S leży w punkcie przecięcia się obu dośrodkowych. Z podobień­

stwa trójkątów BCS i B‘C‘S i położenia punktów B‘ i C‘ wynika, że B‘S - 2BS czy­

li B‘S = 3BB‘. Zatem środek masy pola trójkąta leży w jednej trzeciej długości 

odcinka dośrodkowej mierzonej od odnośnej podstawy. Dzieląc odcinek BB‘ w pewnym 

stosunku,dzielimy prostemi równoległemi i wysokość w tym samym stosunku i zatem 
środek masy pola trójkąta leży w oddaleniu 3 części wysokości od podstawy.Jeśli 

współrzędne wierzchołków trójkąta w układzie prostokątnym (x,y,z) wynoszą 

( X,‘31,Z1>, ( 22>¥2>22) » ( X3>33‘33 )» to współrzędne środka są :

x, + x2 + x3 31 + 32 + 33 21 + 22 + 23 
xo" - - - - - - - - - 3- - - - - - - - - - ‘ %- - - - - - - - - - - 3- - - - - - - - ‘ 26"- - - - - - - - - 3- - - - - - - - -

Udowodnić powyższe.

6. Wyznaczyć środek masy pola trapezu.

Odp. Podzielmy trapez przekątnią na dwa trójkąty. Stosując twierdze­

nie o podziale na części mamy :

a +b ah h ,bh 2h _, h a + 2b 2 h.y, “ 23 *23 a stąd 8 Yo = 3 • a + b



- 71 -

Stąd wynika prosta konstrukcja wykreślna ( rys. 54). Odetnijmy na odpowiednich 

przedłużeniach BD = a i AC = b, to prosta CD przecina się z dośrodkową w poszu­

kiwanym punkcie S. Faktycznie bowiem dośrodkowa jest odcinkiem na którym S musi 

leżeć ( jak z ćwicz.5.). Pozatem z podobieństwa trójkątów czytamy :

y, 3 n - (a + b) s (a + tb ) - ( a + 2b ) : ( 2a + b ) 

Ten sam rezultat wynika z podanych przed chwilą rezultatów.

7» Jak wyznaczyć można najprościej środek masy pola wieloboku dowol­

nego ?

Odp.: Z podziału na trójkąty. Przeprowadzić konstrukcję ngkresicą 

dla czworoboku stosując oba możliwe podziały. Wysnuć wnioski.

8* Wyznaczyć środek masy wycinka koła.

Odp. Przyjmijmy układ współrzędnych jak na rys .51 ♦ i podzielmy w ci- 

hek na elementarne trójkąty o wspólnym wierzchołku w 0 i podstawach na Łuku s. 

Najwidoczniej możemy masę całego wycinka rozłożyć jednorodnie wzdłuż łuku zakre- 
, z 2słonego ze sroska O promieniem 3 r i rozwartością 20 • Stąd rezultat :

v . 2 , c - 2 , sino ■
Dla półkola otrzymamy

4r
%o " 35

9. Sprawdzić ostatni rezultat regułą Pappus a - Guldin a.

Odp. Wyjść z objętości kuli i postąpić analogicznie jak w ćwicz .3.

10. Znaleźć wykreślnie środek masy wycinka elipsy.
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Odp.: Skorzystamy z twierdzenia o środku 

rzutu. N{ech mianowicie wycinkiem danym bę­

dzie OAB, przyczem kierunkami osi głównych

są osie x i y.

rys.55., łatwo

nek koła OA‘BY

Nakreśliwszy tak koła jak na 

znajdziemy spowinowacony wyci- 

jeśli zważymy, że przy rzuto-
. , I

waniu proste pozostają prostemi. Na symetral- 

nej OC‘ należy odciąć OS* = Jo według ćwicze. 

nia 8. Na promieniu OC leży S jako poszuki- 

wany środek masy.

11. Określić środek masy odcinka koła.

Odp. Potraktować wycinek koła jako figurę płaską, złożoną z trójkąta 
c3i odcinka. Dla układu jak rys.51. znajdziemy yo = 9A , przyczem c jest długo- 

ścią cięciwy tj. podstawy odcinka, zaś A jego polem.

12. Podać wykreślny środek odcinka elipsy.

Odp.5 Postąpić jak w ćwicz.10.
) z

13. Wyznaczyć współrzędne odcinka paraboli jak na rys.56. 

Odp: Równanie paraboli brzmi

y2 12.x 
a

Dla odcinka
X=a

wypukłego
x=a

:=% ydx

mamy równości :

nadto %
x-0 _ X=O ~**a *=a*o ydx“J*=ydz

x=0

stąd wynika :

3 3.
Xo “ 5 a* Yo = 8 b.

Analogicznie znajdziemy dla odcinka wklęsłe 
3 3

go %o “10 8, %o - 4b*

14. Wyznaczyć środek masy dla powierzchni pobocznicy gra-

niastosłupa względnie walca prostego, tudzież dla pasa i czaszy kulistej •
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Odp. : Środek masy leży w połowie wysokości wymienionych powierz- 

chni mianowicie na prostej łączącej środki mas wieloboków względnie krzywych ,wy- 

nikłych z przekrajania powierzchni płaszczyznami prostopadłemi do tworzących - 

względnie na osi pasa i czaszy - Zauważmy mianowicie ,że dzieląc płaszczyznami wy- 

żej opisanemi i równoleglemi wzajemnie daną powierzchnię na elemen­

tarne pierścienie będziemy dzielili powierzchnię na równe części. Dla walca 

i grani as to słupa Jest to wprost jasne, a dla czaszy i pasa kulistego również, Je* 

śli sobie przypomniemy, że ich powierzchnie są zależne od wysokości i od promienie 

koła dużego tj.promienia stałego . W konsekwencji zadanie sprowadza się 

do znalezienia środka masy J ednorodnego odcinka ; leży on oczywiście 

w połowie Jego długości.

15. Wyznaczyć środek masy pobocznicy stożka prostego i stożka pro- 

stego ściętego.

Odp.Środek masy dzieli prostą, łączącą środki mas przekrojów po- 

stawowych, w tym samym, stosunku, w Jakim dzieli środek masy dośrodkową w trójką­

cie względnie trapezie. Dlaczego ?

16• Określić środek masy pełnego czworościanu. .

Odp.t Podzielmy czworościan płaszczyznami równo ległemi np. do pod 

stawy ABC na elementarne płytki,to miejscem geometrycznem ich środków,a zatem

i ich skupionych mas Jest odcinek DD,-przy- 

czem Di jest środkiem pola podstawy ^Odcinek 

DD1 nie jest masą nałożony Jednorodnie ; mo- 

żemy przeto scharakteryzowany podział prze- 

prowadzić równolegle do innej podstawy z re­

zultatem BB^. Środek poszukiwany S stanowi 

punkt przecięcia się obu odcinków (rys. 57.). 

Z podobieństwa trójkątów BDS i B^S tudzież 

położenie punktów B1 i D1 wynika równość 

SD1 = 3 SD = 4 DD1 • Zatem środek masy peł-

Dr.Burzyński - Mechanika ogólna - Ark. 10. 
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nego czworościanu leży na dowolnej jego linji środkowej w oddaleniu ± - części 

wysokości od podstawy. ,

17. Oznaczyć położenie środka masy dowolnego ostrosłupa względnie 

stożka, 4
Odp.: Środek masy leży w oddaleniu 4 - części wysokości od podstawy 

na prostej łączącej wierzchołek ze śroskiem pola podstawy. Dowód polega na rozło­

żeniu danej bryły na czworościany jak zadanie 16.

18. Oznaczyć środek masy wycinka kuli.

Odp.: Niech promień kuli będzie r, a wysokość przynależnego wyc n- 

kowi odcinka: h. Możemy złożyć wycinek z elementranych ostrosłupów o wspólnym 

wierzchołku i podstawach wypełniających pole czaszy.W ten sposób zagadnienie spro 

wadza się do znalezienia środka masy powierzchni czaszy zakreślonej z tego samego 

środka,lecz promieniem ?r; jej wysokość też wynosić będzie odpowiednio mniej tj • 

th.Licząc współrzędną Zo od środka kuli będziemy według ćwicz.14. mieli : 
* - * - *-4n - *r - #a). Dla pózkuna Jest h. F. % . Ęj v )

19. Określić środek masy odcinka kuli.
------- ** “ =er == ***=*==*=*2*250 •" ‘" ====== , d

Odp.:Odcinek kuli potraktujemy za różnicę objętości wycinka
— , 2r - 1)2 i stożka.Licząc Zo od środka kuli znajdziemy Zo " 4 - —3-H • Oddalenie środ­

ka masy od podstawy wynosi natomiast 3 = h - (r - zo) * 1 • 4——A

20. W jakiej odległości od podstawy leży środek masy pełnej pa- 

rabolojdy obrotowej.
Odp.: w 3 części wysokości parobolojdy.

5.5. Moment bezwładności.

1. W §.4. określiliśmy pewien specjalny punkt matematyczny zwa­

ny środkiem masy. Skupienie w nim masy całego układu miało narazie znaczenie po- 

myślane pozwalające nam prościej wyrażać wnioski i rozumowania. Gdzieindziej wyj­

dzie na jaw, że kalkulacja ta będzie miała również znaczenie mechaniczne•W każdym 

zaś razie możemy uprzedzić wypadki i zapowiedzieć,że odnośny punkt będzie się do­
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skonale nadawał jako początek układu współrzędnych, w stosunku do którego ze .. 

chcemy opisać w dalszym ciągu bardziej szczegółowo masę tj .wy raźni ej jej rozmie- 

szczenię® Wypada się obecnie zastanowić nad tem jak zorjentować przez punkt S 

osie układu współrzędnych. Nie wiążąc się narazie owym punktem wprowadzimy 

w tym celu nowe pojęcie - bardzo ważne.

2. Niech będzie danym układ punktów materjalnych mi o masie

• -Zmi względnie kontinuum materialne o tejże masie m = dm i dowolna prosta 1.

Punkty materjalne m; względnie elemen-

ty masy dm są od owej prostej

-- Rys. 58. 
Tras /

du nazywamy też wyraźniej ma s ow y m 

żania mas jednorodnych przeto przejście de 

jest bardzo proste । wynosi on poprostu -

oddalone o ri względnie r (rys. 58 .) .Wy- 

rażenie : I =Z.mr? względnie I =dm.P 

nazywać będziemy momentem 

bezwładności masy m 

względem prostej 1,lub 

też równikowym momentem bez 

władności -Powyższy moment drugiego rzę

• Ponieważ ograni czyi i śmy się do rozwa- 

momnetu bezwładności geometrycznego

, jeśli o jest gęstością materji .Oczy-

„iście może być mowa o trojakim rozkładzie masy trój-,dwu-i j edno -wymi ar owym .Naj-

widoczniej moment bezwładności jest zawsze dodatni, a znika jedynie

W związku z powyż- w tym wypadku, gdy masa m rozłożona jest wzdłuż prostej 1

Rys. 59.
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szem widzimy,że dla prostej 1 są momenty bezwładności figur a,b i c na rys.59 

wzajemnie równe.Figura b powstała bowiem z przecięcia pola a na dwie części i i 

powiedniego ich rozsunięcia ; rozmieszczenie mas w stosunku do prostej 1 nie u 

gło zmieni®. Figura c powstała z b przez obrócenie i przesunięcie jednej częśc 

wprawdzie połowa Fi ma obecnie znak ujemny, jednakże pozostaje to bez wpływu na 

skoro w grę wchodzą kwadraty tych oddaleń. Moment bezwładności pola b jest dwa 

razy większy od momentu bezwładności pola a, zaś cztery razy większy od momenti 

bezwładności jednej części figury b względnie c-Oczywiście mieliśmy stale na m 

Śli jako prostą odniesienia prostą 1.

2. Wymiarem momentu bezwładności w układzie fizykalnym jest Gr.en 

- w układzie technicznym gr.cm.sek2 - w każdym zaś razie tworzy go iloczyn v I 

ru masy i wymiaru długości do kwadratu.Nasuwa się następujące równanie :

I - m.12 czyli | i - j IT 
gdzie I oznacza moment bezwładności masy względem prostej, m właśnie ową masę, 

a i odległość warunkową, czyniącą zadość powyższej równości. Uzmysłowić możemy 

ją sobie w ten sposób (rys. 58.), że wyobrazimy sobie całą masę układu skupioną 

w jednym punkcie, położonym w takiej odległości i od prostej, że momenty bez* 
z . 

władnosci masy rozmieszczonej i skupionej w punkcie są równe ze względu na tę 8 

mą prostą.Wielkość i nazywamy promieniem lub ramieniem bez 
*******11*^^^ ' 

władnosci • Ogólniejszy sposób pojmowania może polegać na tem,że masę m 

rozłożymy dowolnie wzdłuż powierzchni walca obrotowego, o promieniu i, a osi 1 

Nie zmienia to sposobu obliczania i .Z drugiej jednak strony nasuwa się inna kal 

kulaćja:przyjmijmy mianowicie zgóry pewną odległość 9 (względnie walce o takimi 

promieniu) i zapytajmy jaką masę u (rys: 58.) należałoby w nim skupić (rozłożyć 

na powierzchni walca),by znów zachodziła wspomniana równość momnetów bezwładno­

ści .odpowiedź brzmi :

I-u.92 czyli A -3. 

wielkość * nazywamy mas* danego układu, zredukowaną (sprowadzę 

ną) na odległość ^.Z obu pojęć będziemy często korzystać.

3. Zęby o roli środka masy nie zapomnieć wykonamy transformację. 
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zwaną przesunięciem. Niech będą dane dwie równoległe proste, oddalone o długość a 

przyczem jedna z nich przechodzi przez środek masy S danego ciała (rys.60)Moment 
, — 2 bezwładności względem tej ostatniej wynosi według definicji Is " —Mir; $ moment. 
, [ 2 

bezwładności względem prostej przez punkt O wynosi I " — Mi@1 • Z rysunku czytamy:
2 2 • 22

9i = Fi + a" + 2ria.CO8Qi Fi + a + 2axi

Rys. 60.

przyczem Xi jest oddaleniem punktu m; od 

płaszczyzny , przechodzącej przez śro-

dek masy S prostopadle do prostej OS. Wstawiając

powyższe znajdujemy :
uonme=mo=ySm*r==cR=TN* —*** • * — * ** T •  . " ■ "5 .

I «Zm,9= Zmri + a‘Zm, + 2aZm{x, .

Lecz pierwszy dodaj nik oznacza I, w drugin

2m, w m,a w trzecim Zmx; = 0 z tytułu niedawne

go określenia Zatem ostatecznie jest :

I - I,
2

czyli przy równoległym przesunięciu prostej ze środka masy moment 

bezwładności wzrasta o iloczyn masy układu i kwadratu oddalenie obu pro- 
========*=="* ' —=------anq===z=illalie • ;; M* . :*..-,.. ■ ...... ,,. .. siane aucesemss suassegana 

stych.Jeśli przeto weźmiemy pod uwagę wiązkę prostych równoległych, to n a j - 

mniejszy moment bezwładności otrzymamy ze względu na tę, która przechodzi 

przez środek masy ciała. Moment bezwładności względem prostej „przechodzącej przez 

środek masy ciała nazywamy centralnym lub środkowym momentem 

bezwładności. Wszystkie centralne momenty bezwładności nie będą oczywiście sobie 

równe, lecz z obrotem prostej dookoła S będą się one zmieniać w sposób ciągły tak, 

że z pewnością istnieje ekstremum, a w szczególności minimum i maksimum. W dalszym 

ciągu udowodnimy,że tak istotnie jest, a nawet, że istnieją trzy charakterystyczne 

wzajemnie prostopadłe kierunki - i to nietylko dla punktu S, ale i dla każdego in­

nego wewnątrz czy też zewnątrz.ciała położonego punktu. Zanim przeprowadzimy w tym 

celu transformację obrotową układu, musimy wpierw przygotować teren.

4. Niech będzie daną masa m - 2 mi względnie m - § dm i dwie wza­

jemnie prostopadłe płaszczyzny s. i t. (rys.61). Współrzędne Si
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Rys. 61.

sunku do płaszczyzn

i ti określają oddalenie punktu materialnego

Mi od tych płaszczyzn. Wyrażenie

względnie•Sit;

nazywać będziemy momentem z b o- 

e z e n i a lub momentem odśr odko- 

wyn(dewi a c y j ny m ) masy m w sto 

S. i t. Wymiar momentu zboczenia D Jest ten sam 

co i momentu bezwładności -W przeciwieństwie Jednak do tego ostatniego moment zbo­

czenia może być dodatni lub ujemny zależnie od rozmieszczenia masy względem płasz 

czyzn * może on też znikać. Ten ostatni fakt ma duże znaczenie szczególnie wtedy 

gdy moment zboczenia znika dla dwóch dwójek płaszczyzn i to takich, w których Je­

dna z płaszczyzn pozostała wspólną. Jeśli płaszczyzny s. i t .przecinaj ą się wzdłuż PP=s=a*=*=*=====m==TT mri ee ==========. -, 
prostej przechodzącej przez środek masy ciała, to odnośny moment zboczenia nazy-

-I, -. - T ■ , ----- — — 2 — ------------- — .. — — — — ■ — -==== o -coomoorepompnemeyemo -

wamy centralnym lub środkowym.

5, s. i t. przechodzą przez środek masy ciała tzn.Niech płaszczyzny

niech będzie 2m15i • O i Żmit, - O

Odnośny moment zboczenia niech wynosi

Ds -Xm51t1

Przesuńmy równolegle płaszczyzny s. i t. 

do położenia 6‘ i C ; dla tych nowych

D = 2MS1©= 2m.(5, + b)( ti + o

płaszczyzn (rys.62.) Jest^* 5, + b, 

Ti = t, + c, a zatem :
) -Zm8{t, + bZmt, + cZme, + bc.Zm;

Lecz pierwszy wyraz ma Już wyżej określone znaczenie, dwa następne znikają, a
w trzecim jest ^Zm^ = m ; zatem :

D =D. + m.b.c

czyli przy przesunięciu płaszczyzn z położenia środkowego moment zboczenia zmie- 

nia się % iloczyn masy i współrzędnych śroka ; wzór analogiczny jak w ust-3.

Jeśli D. = o, to D = m.b.c.
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6. Wprowadźmy układ współrzędnych prostokątnych x,y,z. W układzie tym 

możemy obliczyć sześć wielkości, dotychczas omawianych a to :

*, -Zm,(y,2 * z 2), s, -Xm(? * *2), 1,-Zm(2+y2)
Dx “ Em171 • P, - Zm,71 • D2 - Zm,34%1 |

Pierwsza trójka oznacza momenty bezwładności masy względem osi kolejno x,y,z ; 

druga trójka oznacza momenty zboczenia względem płaszczyzn zx i xy ,xy i yz,yz i zx. 

Punkt mi(131Z{) oddalony jest od początku układu o 91 przyczem jest : 
 —(22 2 2

Si- *1’31* 21
Oddalenie to jest niezależne od obrotu układu współrzędnych. Wyrażenie 

“=====2 1
To -AmiSi względnie

Mas i 5 ■ —F, 

nazywamy momentem bezwładności względem punktu albo b i e g u-

nowym momentem bezwładności • Pomocnicze to pojęcie ma niekiedy duze znaczenie 

przy obliczaniu wielkości I ,X .1 . specjalnie wtedy, gdy zachodzą wypadki symetrii 

Dodając I ,1 ,1 najwidoczniej znajdujemy :
h --■■■ r--------- eerer*—*—,)" ■. ---==---* ile*

:I + I + I = 2 I.
x y 2 0

Zatem suma trzech momentów bezwładności względem osi prostopadle przecinających 

się w jednym punkcie jest stałą i równą podwójnemu momentowi biegunowemu bezwładno 

ści względem tegoż punktu•

7. Gdy masa rozłożona jest w sposób dwuwymiarowy np.w płaszczyźnie

XZ, to : To " Ami(i * Zi? » ly
Wtedy zamiast szóstki wielkości podanych w ust .6 . ,mamy do czynienia z trójką : 

I -Zmz{ • D. -Zm2{71 ’ 1, -Zmęx?
albowiem jest Ji * O ; pozatem zamiast I korzystniej jest wprowadzić Io - Ly. 

przyczem najwidoczniej jest :

I + I 2 IX z o
8. Wracamy do wypadku ogólnego cieśli oś y układu jest tak zorjento- 

waną w przyjętym punkcie O, że zachodzą równości :

Px -Am1”1 - 0 1 Dz •2mX(Y; - o i9

to nazywamy ją wtedy główną osią bezwładności, a płaszczyz- 
woyocsemnsgsamdms5NRsscrbesenclDnremend----===----===--====-----=---====---------------------==========-—=-===

========* =========== *W=W==*V===================d=====r=m==mere-
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nę przechodzącą przez 0 i prostopadłą do tej osi główną płaszczyz­

ną bezwładnościsw opisanym wypadku nazywać będziemy krótko oś y 

osią 2. Moment bezwładności ly nazywamy w tym wypadku głównym momen- 

te m bezwładności i piszemy I Ig. Punkt O tj.początek układu

współrzędnych może przytem leżeć wewnątrz lub zewnątrz rozpatrywanego ciała - jest 

to rzeczą zupełnie obojętną. W szczególności gdy jest 0 = S , tj-gdy początek ukła- 1=============*=*======"===- ere- -=====================*= o--—-- I 
du 0 pokrywa się ze środkiem masy ciała, to w wypadku omawianym mówimy o cen* 

tralnej głównej os i bezwładności itp.

Warunki określające oś y =2 są możliwe do spełnienia ; jest ich dwa 

tj. D= O i D = O. Zauważmy, że do określenia prostej w przestrzeni przez okreś- 

lony punkt istotnie potrzebne są dwa niezależne warunki (np.dwa kąty). Dla okre 

lenia następnych osi głównych należałoby ogólnie podać też dwa warunki ; skoro 

jednakże może się spełnić D = O iD=O, to równie dobrze można przypuszczać, 

że może się spełnić D, = O i D, = O lub też D « 0 i D, = O. Jeśli przeto jedna 

z głównych osi bezwładności jest wyznaczona np.2, to do określenia drugiej wystar­

cza już tylko jeden dodatkowy warunek D = 0. Jeśli mamy dwie główne osie, to tem 

samem wyznaczyliśmy i trzecią* W powyższem rozumowaniu milcząco przyjęto, że osie 

główne stoją wzajemnie do siebie prostopadle,to jest, że możliwym jest układ 

Dx - Dy • Dz = 0. Faktycznie tak jest. Natomiast nie powiedzieliśmy,czy nie istnie 

je przypadkiem więcej aniżeli trzy głównych osi dla przyjętego punktu -Wypadek tak 

jest możliwy - jak jeszcze wspomnimy ; da go się zazwyczaj zgóry przewidzieć.Ogól- 

nie rzecz biorąc istnieją dla każdego punktu trzy główne kierunki, a zatem i trzy , 

momenty główne bezwładności 11,12,13-

9. Podamy kilka wypadków,w których zgory można przewidzieć położę* 

nie głównej osi bezwładnością

a) Każda prosta prostopadła do płaszczyzny płaskiej figury materja] 

nej jest główną osią bezwładności. Wypadek ten omówiono już w ust -?. Istotnie niech 

xz będzie płaszczyzną figury, to dla wszystkich jej punktów jest Vi = 0, a zatem. 

D, = D = O czyli jest y*2. Dla uniknięcia nieporozumień powtórzymy wyraźniej : 

Prosta prostopadła do figury płaskiej jest jej główną osią bezwładności dla 
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punktu o.położoneg o w płaszczyźnie figury 

Przyjąwszy bowiem oś y prostopadle do płaszczyzny figury i na niej dowolny punkt 

0 jako początek układu współrzędnych ustalamy tem samem stałe J1 - b, a wtedy mo- 

menty zboczenia D> * b2mZ; i D, = bZmXi nie znikają, chyba, że jest Zm, Zi=O 

2mxi = O to mamy chyba tylko wtedy, gdy 0 obierzemy na prostopadłej przez śro- 

dek masy S.

b) Każda prostopadła do płaszczyzny symetrji ciała z początkiem 0 

w tej płaszczyźnie jest główną osią bezwładności • Skoro bowiem xz jest tą płasz- 

czyzną, to każdemu punktowi mi (x, ,31,21) odpowiada drugi •, (xi ,-y, ,21) .Dla każdej 

takiej dwójki jest mX;3{ + m{X1(-Y1) - o nadto m31Z± + M;(-y) Z, = 0, a zatem 

i w sumie jest D. = D, = O czyli jest y = 2. I tutaj łatwo wykazać, że oś y prze- 

stałaby być osią główną gdybyśmy dla niej przyjęli początek 0 dowolnie, chyba,że 

przechodziłaby cna przez środek masy ciała t 3 .że byłaby ona centralną główną osię 

bezwładności •

c) Każda oś symetrji jest główną osią bezwładności ; początek 0 

nożna na niej przyjąć dowolnie. Niech J będzie osią symetrji,to punktowi 

m.{x..y. ,7,) odpowiada punkt m. (~x. +y: ,~z, ) : dowodząc jak pod b) znajdziemy

D. = D = o czyli y*2,"I

d) Podzielmy masę na elementarne równoległe płytki $ jeśli miej- 

scem geometrycznem środków mas jest prosta prostopadła do płytek to jest ona głómrą 

Tonią bezwładności • Niech ową prostą będzoe os y, to dla jednej takiej płytki jest 

Ji = b wielkością stałą, zatem D = b2m Z; . D, = b2MXi ; lecz2m{X; = Zm, 2,=0 

bo płaszczyzny xy i yz mają krawędź y wyżej scharakteryzowaną ; w konsekwencji 

wiec B = D. = O czyli y=2.

I e) " "odkach a) 2 01 " płaszczyźnie *2 leżał środek masy £ 

ciała. Możemy podane tam twierdzenia uogólnić. Niech mianowicie początek układu 

0 leży w centralnej głównej płaszczyźnie, to oś y prostopadła do tej płaszczyzny 

jest główną osią bezwładności ciała dla punktu 0 ♦Dowód powyższego zechce przepro- 

wadzić czytelnik.

Dr .Burzyński - Mechanika ogólna - Ark. 11.
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f) W wypadkach c) i d) na prostej y leżał środek masy ciała S.Możemy 

i tu twierdzenie uogólnić. Niech mianowicie początek układu współrzędnych 0 leży 

na centralnej głównej osi bezwładności, to prosta y z początkiem w 0 jest nadal 

główną osią bezwładności .Dodatkowo można tu wykazać ,że przy opisanem położeniu 0 

pozostałe dwie osie główne zajmują położenie równoległe do początkowego .Dowód ze- 

chce przeprowadzić czytający.

10. V ust .9. wykazaliśmy, że istnieją wypadki, w których bez długich 

rozważań matematycznych można wykazać obecność jednej osi głównej dla usta 

lonego punktu O.Przy zmianie początku 0 na inny punkt kierunek osi głównej nie u- 

legał dlatego zmianie, że obieraliśmy dla niego pewne specjalne 

położenie nowe. Ogólnie jednak tak nie jest ; ze zmianą położenia 0 zmieni się 

i kierunek osi głównek - jak zresztą łatwo wykazać. Zatem kierunek 

główny pewnej osi związany Jest ściśle 

z położeniem początku układu 0. Ustaliwszy punkt O,u- 

stalamy równaniami L* 0 i D = O jeden kierunek w sposób jedno jednoznaczny -Aby 

powyższego dowieść obrócimy układ współrzędnych dokoła punktu O i to w ten sposób. 

by jedna z nowych osi np.h pokryła się z jedną z dawnych osi npoy Dowolny punkt

mi

Xż

Rys. 65.

X

terjalny m, O współrzędnych X1*Y1:

Z; w dawnym układzie ma w obrócony 

układzie współrzędne :

3i= x,cosa + z, sino 
1-31 | 

7 = - -.sine + z.cosc 
" - i 

przyczem najwidoczniej jest 
.2 .2 2 2 | Bi* Si - * * * : 

Obliczmy narazie trzy wielkości 

IĄ-Dg Ps* ^najdziemy i 
z.( . 32) - Zm,(? + =2) - 1,

Ds -Zmi ni 3i * 2MY1(-Xisino * Zi©8M) " PA cos*- Pzsina

Ds =Xmi3i Q1 - 2. ,71 ZicOsK * zisino ) " Pxeino * DzCOSK
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Niech y będzie w układzie x,y,z osią główną, to wtedy D = O i D

nak D=OiD=O, to widzimy że zarówno Ds 

jest również główną osią. Naodwrót jeśli Dg •

O jak i Ds = O
Z

tzn

Jeśli jed

»2e os n

O i Ds = O, to układ linj owych rów-

nań jednorodnych D, cosc - Dz-sinc • O,D,.sin« + Dz-cosu= O daje pierwiastki

D. * O i Dz = O niezależnie od kąta 

współczynników owych równani cos O * sin ot * 1 jest r

OC , albowiem wyznacznik

liśmy przeto, że pojęcie osi głównej Jest niezależne od 

osi układu.

ó ź n y od zera. Wykaza 

położenia dwu pozostałych

11. Unikając skomplikowanego rozwiązania ogólnego problemu kierun

ków głównych załóżmy, że jeden z nich 

istnieją jeszcze inne doń prostopadłe. 

Przeprowadźmy tedy transformację jak w

znamy $ jest nim y • 2

to należy ich

ust.10• Wtedy

z głównych momentów bezwładności, albowiem Ds • Dz

szukać w

Dx

• Jeśli rzeczywiście 

płaszczyźnie xz.

* 12 jest jednym 

= O. Pozostaje do

I = I 
y 

= Dz 1

obliczenia I $ • D 1 * Ig • Otóż mamy :
— 2 2 9 o 6

Ig - —mi(li* 3i) = Ami • yi (sina + cos"« )
2

( - x, sin«+ z,.cos A)

« COS

- 2= ICO8 OG

(v2 + z) + sin2«Zm(y? + x?) - 2sino.cos«Zmx{2, = 

2* Tzine - 2Dysin« cos&= i(Ix * Iz2 + i(L - I2)cos2«-Dysin2x

B 2m;8; 3i=Zmi(xi cos«+ zisin«).(-x sino * z^cosoc )

sino Eoso x? + (cos”x - sin? )Zmx{2,

(Ix - Iz) sinocosa* Dy(cos"o - sin"a )

2 2 " \x sina* Izcoso + 2Dy sin«cosc= 2(Ix

Ponieważ

2(lx-1z) sin2c + D„cos2« .

+ Iz) -2(I,-I,)cos2% +D„sin2x

już skonstatowaliśmy Ds * Dg = O ; przeto dla pozostałych kierunków 

- o ile takowe istnieje - wystarcza dodatkowy warunek D7 - O tj.

2 ( I - I ).sin2« + D.cos2« = O

, Zn aj du 3 emy s t ąd :
r 2D, 

tg 2Q = -------
Ix" Iz
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Pierwiastki ostatniego równania są rzeczywiste, zatem w płaszczyźnie do 2 prosto­

padłej istnieją faktycznie kierunki główne. Jeśli pierwszy pierwiastek powyższego 

równania oznaczymy przez &,=%,( Cc, kąt ostry, tablicowy), to następny możliwy 

wynosi &,=&,+3 idt. Do tych dwóch wystarczy się ograniczyć, bo następny ot^f okres 

li już tę samą prostą co kąt &,Zatem w płaszczyźnie głównej xz istnieją dwa wza­

jemnie prostopadłe kierunki główne §=1,3= 3 -Ogółem istnieją trzy wzajemnie prosto 

padłe kierunki główne. Gdyby D było równe zero, to już kierunki x i z byłyby po- 

szukiwanemi głównemi ; gdyby jednakże było w tym wypadku równocześnie Iz = Iz,to 

tg2o byłoby nieokreślone, tzn. możliwą jest w tym wypadku większa ilość kierun­

ków głównych w płaszczyźnie xz. W przypadku 11+12 + 13 można jednak ogólnie wy-e- 

zać, że istnieją tylko trzy kierunki główne wzajemnie do siebie prostopadłe i na

tem stanowisku

określić cos 2Q=

będziemy trwali dalej .Znając wartość tg2o możemy przy jej porno 

—1,sin2x-*84 określić wartości I, = I, i I = I-. Otrzymamy : 
Itg22« *T Vg"zw*1 5’3

h.3 ’ a Y + 1,) : * v (x ’ 1,78 + ad.
w ten sposób zamiast trójki I,,I, i D • względnie Is ,1^ ,DĄ zyskujemy trójkę 

I1,13 i &, •

12. Ze zmianą kątaczmieni się Is we wzorze ust. 11. Pytamy o ekstre 

ma funkcji Ig = Ig («) lub - co na jedno wychodzi - o ekstrema funkcji Is” Iz (x 
albowiem (&) = I, (&+3) . Znajdujemy po zróżniczkowaniu 91*. * 2D. Jeśli 

przeto ma być a&- o to tem samem D, - O ; lecz ten ostatni warunek „uż jest nam 

znany. Możemy przeto stwierdzić, że główne momenty bezwładności I1 i 13 są równo 

cześnie ekstremalnemi wartościami momentu bezwładności dla prostych przechodzą-
, , (dI, cych przez punkt O w płaszczyźnie XZ .Jeśli Dy jest ujemne, to (do”l Jest dodatni 

czyli Ig rośnie, czyli kątowi o stremuj odpowiada Imax ; gdy jest Dy> 0, to kątów 

ostremu ^ odpowiada Imin- W końcowem równaniu ust.11. możemy napisać I1,3"Imax,m 

Ogólnie okazuje się, że w układzie x,y,z jest dla prostej o,3,r przez punkt O

i - Icos2a + i „cos2/ * 1,cos‘ - 2Dcos/cos - 2D, COsr cosa - 2Dzcosa 
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funkcja I posiada maksimum dla kierunku głównego 1, minimum dla kierunku głównego 

3 i wartość "siodełkową" dla kierunku 2.

13. Dotychczas wy chodziliśmy z kierunków x,y,Z do 3,",3 względnie 

za pośrednictwem tych ostatnich do 1,2,3. Postąpimy obecnie odwrotni o, wyjdziemy 

z kierunków 1,2,3 do x,y,z $ ograniczymy się znowu do przypadku gdy y 5 2.0biór 

osi 1,2,3 za osie układu znakomiecie upraszcza wzory ust -11 • Znajdziemy poprostu: 
1, - I1cos‘ + Isin2o - i(1, + 15) + 2 (I, - 13) .C082o

1)^ * (11 - 13) -sin M.coso - 1(11 - 13) • sin2«

2 2I, m I. sin c+ I, COS Ot • • (I. + I_) - 3 (I. - I)scos2c 

kąta jest tu kątem zawartym między osią 1 a x. Nie należy wciąż zapominać o tem, 

że transformacje ust. 11,12 i 13 mają specjalne znaczenie wtedy,gdy znamy jeden 

z kierunków głównych zgóry np. w przypadku figury płaskiej lub wogóle w jednym 

z podanych w ust *9 .Skoro tak nie jest, to jeden warunek DĄ = O nie posiada 

żadnego wybitnego znaczenia.

14. Nawiązując do treści ust.8. §.3. możemy obecnie zresumować wyni 

ki rozważań §.4. i §.5. Jako najprostszy, bo naturalny- układ charakte- 

rystyczny dla ciała należy uważać układ trzech centralnych 

głównych osi bezwładność! tego ciała .Przecina- 

ją się one w środku masy ciała.Jeden z momentów bezwładności tego układu jest 

•2* sednie najmniejszym możliwym momentem bezwładności; 

drugi jest największym z możliwych dla prostych przechodzących przez środek masy 

ciała $ trzecia oś jest do dwóch określonych vyżej prostopadłą. Okaże się w dynami 

ce,że wielkości m,i>12»13 wystarczają do scharakteryzowania rozmieszczenia masy 

w przestrzeni i do uchwycenia jej zachowania się pod działaniem danego układu sił 

Nie należy zapominać, że I1, I2, 13 mieszczą w sobie właściwie szóstkę wielkości 

tj• trzy momenty i trzy kierunki.

15. Zajmiemy się obecnie ilustracją wykreślną podanych wzorów. Ma 

ona szczególne znaczenie dla zagadnień dwuwymiarowych. Niech będzie daną trójka
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Ix Dy.Iz dla układu xz jak na rysu 

ku 64.0detnijmy na osi z układu

OA *8 Ix,AB = Iz i prostopadle dc 

niej AD=D „.Na średnicy OB zakreśl; y 

z C koło bezwładności (koło Mohra) 

Poszukiwaną jest trójka Is ,D2 ,I. 

dla układu obróconego o kąt o .Po- 

łączmy punkty przecięcia Ż i G no 

wych osi,to prosta ta przechodzi 

przez C. Rzućmy na nią ortogonalnie 

punkt D,to jest EF = I; ,FG = I3, 

FD = DĄ .Na rysunku 64.jest D „<o. 

zaś D7>0.Dowód pewyżsse, konstrukcji Jest z rysunku wprost widoczny ; zauważmy po: 

za znakiem D.,, pówneści CA - ł(I - I,), CE - CG - I( I, + 1,), nadto 4 OCE - 20 , 

wreszcie wzory ugt«n# x+.. [ - . /- r. j 
2. 2 (— X -• - / 

16. Dla danej trójki Ix,D „,I, znajdujemy I,,%, I, jak następuje * 

Odetnijmy I„I, tudzież D jak w ust .15. 

i nakreślmy odnośne koło (rys -65) .Połącz- 

my D z Cs to prosta DC przetnie koło 

w punktach E i G.Ponieważ nakreślono D<0 
y 

przeto oś OE jako tworząca kąt ostry c, 

z osią x jest osią główną 1 największego 

momentu bezwładności ,oś OG jest osią 3 

najmniejszego momentu .Po zatem jest DE =I1 

DG = I,, &,= 4x,0E.

Podane tu konstrukcje Mohr a wykreślo­

no w układzie x,z.Istnieją też inne 

w układzie I,D równie proste ; znaleźć ie 

można w pracach Mohra Oczywiście, jeśli 

to użycie podanych konstrukcyj upraszcza

dane jest Ix = 1, Dy = 0 » Iz “ 13 , 

się, w treści jednak pozostaje takie sa-



mo jak podano •

17. Konstrukcyj kół bezwładności używamy chętnie z powodu ich pro- 

stoty .Istnieją zagadnienia, w których zamiast koła stosujemy elipsę bezwładności 

Weźmy pod uwagę końcowe równania ust.12.Brzy pomocy szóstki wielkości Ix,I. ,1,9 

D.,D.,D, można obliczyć I dla dowolnego kierunku &,,) ^'j^T^h^ sobie,że na 

owym kierunku odcinamy W obie strony od początku 0 odcinek p " yr odwrotnie pro- 

porcj analny do pierwiastka kwadratowego z I -Zmieniając &,,} możemy zapytać co 

będzie miejscem geometryczne^ końców odcinka, przy ustalonem C. Ponieważ dostawy 

kierunkowe są proporcjonalne do współrzędnych x,y,z przeto miejscem geometrycz- 

i nem będzie powierzchnia stopnia drugiego bez punktów, położonych nieograni ozenie 

daleko, bo zawsze jest I = O.Będzie to zatem elipsojda trój osiowa $ właśnie osie 

tej elipsojdy są osiami głównemi.Elipsojdę tę nazywamy elipsojdą bezwładności 

(Poinsot a). Zajmiemy się tutaj tylko jej przekrojem głównym xz.Weźmiemy w tym 

celu pod uwagę wzór ust.11.

La " Ixcos « * Asin — * 2D „sinccoso- 
; . — c ' ’

Współrzędne końca odcinka P-ir prostej nachylonej pod kątem O względem osi x Bą: 
* ‘-"Ir. —

A = 9- cose 3 Z * 9- sine skąd cosa* xo* sino 2 •‘&* Rugując kąt % z wyre 

żenią na I znajdziemy : 
o 9 6 + 1 -2" - 2D.x.z = C

9 Jast to najwidoczniej równanie elipsy o czem można się między innemi przekonać 

obracając układ współrzędnych tak,aby znikł wyraz mięszany x«z.Hie ma celu decho 

dzić,że kąt transformacji będzie tym jaki określa tg 20 ust.ll. Przypuśćmy ,żeśmy 

tak postąpili, to równanie na I& będzie brzmieć jak w ust.13., a równanie elip 

uprości się do formy : 

11x2 + 1322 - c2
2 2 “.tej ostatnie j wprowadźmy promienie bezwładności I, * m.i, , I, = M.i, „nadto 

obieramy dla wygody rachunkowej C = iqiz\m, to ostatnie równanie przejdzie n 

, prostą formę : 92
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jest to równanie Culman owskiej elipsy bezwładności t odgrywa ona poważną rolę

w niektórych obliczeniach Przy jej pomocy {rys.66.) możemy przy danych I. i I 

łatwo obliczyć Itj .moment bezwładności

względem prostej nachylonej do osi X = 1

pod kątem & • Mianowicie :

Lu” mio
Promień bezwładności i, obliczyć możemy 

dwo 3 ako ,alo z definicji o=C - i,is‘m• la i«Im
to jest

1x3 
a"Po -

albo też krotko t

la = d

przyczem d oznacza oddalenie

Niech bowiem (5,3 ) będzie punktem styczności, tj

ległej do danego kierunku od 
, 2 ,2

12

stycznej równo-g

pocz ątku ukł adul,

stycznej brzmi S —2
13

3 .Z i?
a równanie

i2
względnie w formie normalnej & -xsinc* z.cOB

Z identyczności obu równań wynika proporcja

= d.u, i cos« * d— Podnosząc je
2 2 2 2 11 2 32, 32

ilcos ° * 13 sin K " d ( i, if 

wodnienia. Jeśli ii = i3, to każde

stronami do 

) czyli 12

« “i

18 • W ustępach 15,16

sin^ cos & d
§ " s ' 1 lub związki a

1,1 Dem
izsingay

kwadratu i dodając otrzymamy i
9* d a stad ix” d, CO było dc udo

13
i 17 przetłumaczono na język wykreślny wzory

is

i

Z

transformacji układu ; wielkości I,D , I, względnie I.,Q, I, traktowaliśmy —3 1 o Ze wi

dome. Okażemy na kilku metodach, że owe wielkości można dla masy rozłożonej dwuwy

miarowo i płasko ( dla płskiego pola) wyznaczyć bardzo szybko konstrukcją wykreśl 

ną • Za jedną z bardzo dokładnych uchodzi metoda Vojacek-Nehls a. Niech będzie da- 
nem pole A ograniczone krzywą k (rys.67) $ poszukiwany jest moment bezwładności 
względem osi x to Jest I - § z2dA. Przyjmujemy prostą równoległą do osi x w odstę 

pie dowolnym c,i konstruujemy krzywą kj jak na rysunku $ mianowicie punkt P1 o r 

rzędnej z punktu P leży na promieniu OP*, gdzie Pt jest rzutem P na przyjętą pro- 

stą.Przy pomocy krzywej ki .obejmującej pole A1, konstruujemy analogicznie krzywą
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--sit."

P‘

o X

obejuJącą pole A2. Z podobieństwa 

trjkątów wynika =
22X * EX1» 2X1 • CXg czyli z x

2
C X, K

& stad z

zxdz = cxdz nadto z2xdz • -2x4- 

lub krócej :

zdA = cdAl nadt ■ z2dA = c"dA, 

Po scałkowaniu mamy $

zdA = ZoA • c

żyć może do

ywą Kg

Rys.6..

u

1 e

1 * cA, nadto
z dA - I-e2 dA, - c2A,

Ostatecznie zatem pole krzywej k1 po- 
obliczenia współrzędnej środka masy z= e Al, pole 7aź abiate

pos zukiw any moment b e zwz adnoś c illIs c2Ao. Moment bezwładności

lędem równoległej do z przez środek masy 3 wynosi I.
.2

A23 - .2 (42 - Al
8 A,1 h2 znajdujemy planimetrem

e

19 • Sposób Mohr a prowadzi do celu 
1 —"""werenie,

na paski (niekoniecznie zbyt ważkiej równolegle
równie szybko .Podzielmy dane
do osi X, względem której

obliczyć moment bezwładności (rys.68). Pola tych pasków uważamy 22 wielkości

A,* AsA,

ys 68.

unkove zaczepione w odnośnych środkach mas -Dobrawszy odpowiednią odległość

h-ammn

295=-—-- --

4=XA,

Burzyński - Mechanika ogólna - Ark.12



- 90 -

biegunową kreślimy wielobok sznurowy. Najwidoczniej jest H.gi = AiZi czyli 

H1Zi * AiZi • Lecz §1Z1 = 2F; oznacza odnośne pole w wieloboku sznurowym, zaś | 

A12; * 1, oznacza moment bezwładności odnośnego paska, a mianowiecie ściśle wtef 

gdy ów pasek jest nieograniczenie wązki. Z drugiej jednak strony wiadomem jest e 

w miarę zwiększania ilości pasków i zmniejszania ich szerokości wielobok sznur, 

zwiększy ilość boków przechodząc w granicy w krzywą sznurową. Odnośna poprawka 

dla Ii zawarta jest między dwoma bokami wieloboku sznurowego, a krzywą sznurowi 

styczną w przedłużeniach podziału. Przy powyższych poprawkach jest dokładnie 

2HF1 - I; lub po zesumowaniu 8

1 - 21F 
hesm gaecngcesnynrp2F0N**T7 ,=

przyczem F oznacza pole objęte krzywą sznurową, przedłużeniami skrajnych bokóf 

i osią x.Wielkości H i F mają wymiar pola.Z powyższej konstrukcji wynika,że m 

ment bezwładności względem prostej równoległej do x i przechodzącej przez śro 

masy ciała wynosi Is - 2HF,, gdzie Fs jest polem, zawartem między krzywą sznur 

a promieniami skr aj nemi .Sprawdzając widzimy, że Is = 2HF, * 2H(F - $120) =
2= 2HF - H§ Zo * 2HF - AzoZo * I - Azo jak być powinno.

20 .W obu naszkicowanych metodach do obliczenia momentu bezwłal 

ści należało użyć planimetru, co stanowi niekiedy pewną niewygodę mimo dużej de 

kładności samej metody, pozatem podane sposoby nie mogą być zastosowane do on 

czenia momentu zbocze ni a.Po damy tu metodę Culmanna obliczenia momentów bezwis 

ści i zboczeni a.Ta nieco mniej dokładna metoda wymaga do poznania obu wielkoś 

zmierzenia tylko pewnego odcinka.Doprowadzimy najpierw konstrukcję do tego 1 

jum,jak w ustępie poprzednim (rys .69 .)Zanotowawszy sobie zależność H3i = AZj 

potraktujemyobecnie odcinki §i na osi x za wielkości równoległe,kierunkowe ,za 

pione również w środkach mas pasków.Dobrawszy znów dowolną odległość biegunom 

H‘ nakreślimy nowy wielobok sznurowy $ odcinki Bi na osi x czynią zadość rowu
2 2H‘Si = 5i Zi lub HH‘si * H§iZi = AZiZi * AZi- Lecz AZi = Ii ; zatem po zesumow

=================serose®——" — Yh
I - HH‘s NV •

gdzie s =2s; oznacza odcinek, zawarty między skrajnemi bokami wieloboku sznu 

go .Celem obliczenia momentu zboczenia obróćmy odcinki §i o kąt prosty i przy#
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Rys. 69.

szy nową odległość biegunową H" nakreślmy trzeci wielobok sznurowy ; odcinki ti 

zawarte między bokami tego ostatniego na osi z czynią zadość równaniu H"ti"$1Xi

lub HH"ti - HS1Z1 = A42.%: = D. .Ostatecznie po zesumowaniu otrzymamy 8

D * HH"t P L

przyczem t *2 t{ przedstawia odcinek zawarty między skrajnemi bokami wieloboku

sznurowego na osi Z.

Przykłady ćwiczeń.

1. Podać kilka charakterystycznych wielkości dla prostokąta ( rys .70).

Odp. : Masa prostokąta wynosi m • bho stąd 8 = bh Moment bezwładności
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)

względem podstawy

Masa zredukowana na
I, 1" * 12 " 3 m.Moment

I
ch 3$ - J bds-ś• 8 - b? 3 -3mh2

odległość h wynosi : 

bezwładności względem osi

3 analogicznie znajdziemy Jako I. - - mb? 
A ) b‘13 3

ment zboczenia Dz " Jbda 30 - T 

W ostatniem obliczeniu milcząco

4 = 4 mbh.

zastosowali śmy

Rys. 70.

wzór ust.5.; mianowicie dla osi równoległych 

do boków elementarnego paska i przechodzących

przez środek masy tego paska moment zboczenia

najwidoczniej znika ; we wzorze D

Moment bezwładności biegunowy dla 

ment bezwładności względem osi x.

= D + 3

punktu

mbc pozostał przeto tylko drugi dodajnik
O wy nosi I * I, + 1, = 3 m(b2 + h2).M=

osi 3 wynosi : L, - I
-me

z powodu symetrji D„ :0

2
przechodzącej przez środek masy S równolegle do

. 1 .2
12 mh

1 9
analogicznie jest I, = 19 mb »po zatem

Innemi słowy Ix = 11, I, " 13 są głównemi centralnemi

momentami

Z.

Promienie bezwładności dla osi x-i z wynoszą i.

213 .Biegunowy moment dla S wynosi Is = Ix Iz 1
12

I V
2 , .2

2. Obliczyć moment bezwładności trójkąta względem podstawy i równole

głych do nich prostych przez środek masy 

biegunowy dla wierzchołka O (rys.71.).

i wierzchołek ; nadto moment bezwładności

" z
udz.z^ u - bf

bh
zatem 2

Odp. : I

12

o

W/AAAIA%

I

b 

Rys 71.

.3 3a zatem Iz 6 b‘ (bi * ba m.(2
2 "

1
6

h
| zdz * 2

2h ,2 1 .2
3 ) • 18 mh
h 2 1 2
3 I

2 1 2

6

1 i

m. oznaczają masę trójkątów składowych
* b b.

otóż • - 4hih8 =m tl.m2-ib h8 - mb”
2

bib2 * ba). Sumując I, i I otrzymamy
2 , . 7 2 .
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3 .0bliczyć moment bezwładności pola koła względem średnicy.

Odp. {Obliczymy wpierw moment bezłwaności względem środka koła.Dla 

współśrodkowego wązkiego pierścienia o promieniu © i grubości de jest
, — ~ m 2m (32 , « 

dl - 29-Ad?-9"0 gdzie o "r2, * stąd To * r2 J § dS " imr • Momenty bezwładności 

względem średnic są wzajemnie równe i wynoszą I - 21 = + mr2. 

4. Obliczyć momenty bezwładności I i I. dla pola złożonego . 8 2 
z dwóch połówek kół jak na rys 72.

Odp. : Dla całego koła wynosi moment bezwłe- 

dności względem średnicy I = 1 mr = 4 r5.0

$ - Tyleż wynosi I,, bo 

kład masy nie uległ

w stosunku do osi z roz-

zmianie $ zatem

i mr2

Dla połówki koła względem średnicy x jest

^ys. 72.

stej równoległej § przechodzącej

1, - 1, - * r2x.8.( -
przez

351

=i* r438- tr4.8.Dla tej samej połów- 

wynosi moment bezwładności względem pro- 

środek masy tej połówki
1 4 g 8 • r .3.0

dla tej samej połówki moment bezwładności 
e ir

I, + 1 r.s.S( r - )2. Ostatecznie moment

względem prostej 8 wynosi ?

bezwładności całego pola wynosi
I s

lub ponieważ 8 =

= 2.3 r4.8- 9*r?8+2 r4.x8( 1

I * ‘ s
Przez obrócenie połówek względem 

tj -o przeszło 60%.

, 9 , 32 .+ mr"-( 5-35)
, . \ 32siebie wzrósł moment bezwładności ( 5 - —)razy

5. Obliczyć moment bezwładności pełnej kuli względem stycznej

Odp. $

wej powłoki kulistej

Znaj dźmy moment biegunowy względem środka .Dla współśrodko- 
2 , 2 c -. Sm

jest 3 dTo - 4.9 "dy-9 0 »gdzie 0 “4,3, -Zatem dla całej

kuli jest t

Momenty bezwładności

T 3m f 3 2To ■ ,3 14 “ 5" ‘
względem średnic są wzajemnie równe i wynoszą I przyczem

8 4. r

* 33
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31 = 21 $ zatem I * smr • Moment bezwładności względem prostej stycznej wynosi 
° 2 7 9

I, = I + mr = — mr” •

6. Obliczyć moment bezwładności dowolnego ostrego grani as tosłupa 

lub walca względem jego osi.

Odp. : Podzielmy graniastosłup względnie walec na równoległe płytki 

prostopadłe do osi, to moment bezwładności takiej płytki względem osi jest biegu- 
, 2 nowym momentem bezwładności tej płytki względem punktu przebicia i wynosi dm.i , 

jeśli i jest promieniem bezwładności pola płytki® Zatem I = dmei. » m.i". Innemi 

słowy szukany moment bezwładności wyraża się tym samym wzorem co moment biegunowy 

przekroju, lecz pod m należy rozumieć masę całej bryły • W szczególności według 

ćwiczeń 1 i 3 wynosi moment bezwładności prostopadłościanu o bokach podstawy b
192 f 

i h względnie walca o promieniu r względem osi 1 “ 12 m (b" + h ) względnie

I - łmr2.

7 • Obłiczyć moment bezwładności stożka prostego kołowego względem 

wierzchołka 0 (rys.73.).

Odp. : Moment bezwładności elementarnej płytki względem osi z wy no 

Rys. 73.

Tyleż samo wynosi ly = Ix • Dla

21 - o I

si in.dm x2,gdzie dm = x”.dz.8,zaś 3 =727) ; 

3m ch 
zatem 3 l^ = 2r2n J x*dz » przyczem x = r - ; 

ostatecznie 1, ^128dz - 18 m2 .Moment bez 

władności elementarnej płytki względem prostej 

leżącej w Jej płaszczyźnie i przechodzącej przez 

jej środek masy wynosi t
1 2 3m 4 3mr2 4, _ 

— dm.x = —3 x . dz “ —e ' zdz ; moment bez- 
4 4r-n 4h° 
władności tejże płytki względem prostej równole 

, 2 3m 2 9 3m A 
głej x wzrośnie o dm.z" " r2n X a"d3 " 13 Z*dz 

Moment bezwładności całego stożka względem osi 

X wynosi » ‘x - (4n5 * n3J7"dz *5 mh 4)* 

momentu biegunowego mamy relację ł 
1, stąd I - 10 m (12 + 2n2) •
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§.6. Redukcja układu sił.

1. Siła jest wielkością kierunkową - wektorem ; charakteryzują ją bo­

wiem prosta działania, kierunek i wielkość - nadto punkt zaczepienia , jeśli się 

przyjmie,źe siedliskiem siły jest punkt materjalny ciała. Z tej ostatniej cechy 

można często zrezygnowaćInnemi słowy siła jest wektorem nieswobodnym względnie 

linjowym* Jak wiadomo układ tego rodzaju wektorów można sprowadzić do prostej po­

staci drogą redukcji. Chodzi tylko o to czy metody redukcji podane w rozdziale I. 

są metodami opartemi o wyniku mechaniki czyli wyraźniej, czy pojęcie wektora i mo- 

mentu wektora jest zaczerpniętem z rozważań dynamicznych i czy w szczególności 

dwa te pojęcia wystarczają do obecnych naszych celów. Ze tak będzie jest jasnem,— 

albowiem teorja wektorów powstała na gruncie mechanicznym ; przyswoiła ona sobie 

przedewszystkiem przeto te po jęcia,które mechanice są potrzebne • Chodziłoby jednak 

o to, by tę sprawę udowodnić.

2. W podstawowych prawach mechaniki mowa jest tylko o układzie 

środkowym sił.Wiadomem nam jest z prawa trzeciego, że działania sił F, na 

punkt materjalny dodają się geometrycznie i że można je zastąpić siłą •y p a d- 

k o w ą P działającą na ów punkt .Powie dziano przez to dwa fakty a mianowicie t 

P - 7Fi nadto M = PA r =XFiA Fito jest ustalono wektor swobodny F i wektorem 

swobodnym M ograniczono mu swobodę, każąc sumie P przejść przez punkt przecięcia 

się wszystkich wektorów Pi.

3. Przy omawianiu podstawowych praw wprowadzono również pojęcie 

równowagi układu środkowego sił i pojęcie równowa­

gi punktu materjalnego. Mianowicie układ środkowy sił pozo- 

staje w równowadze, gdy 2. Pi • O ; skądinąd nam wiadomo, że w tym wypadku jest tak 

że M = 2.1 = O jeśli • jest momentem układu tych sił.Tak samo wyraża się równowa- 

ga punktu materjalnego ; w wypadku równowagi trwa on w spoczynku lub też ruchu 

jednostajnym i prostolinjowym. Z definicji równowagi sił widzimy,że odpowiada ona 

pojęciu równowartości zerowej układu wektorów.

4. Jeśli ciało składa się z układu punktów materjalnych,to działa 
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nie najrozmaitszych układów sił na różne punkty tego ciała możemy na podstawie 

dotychczasowego sprowadzić do układu pojedynczych sił, działających na różne 

punkty ciała. Owe siły utworzą układ sił, który wogólności będzie różnym od ukła- 

du środkowego.O redukcji takiego układu na układ prostszy - wypadkowy, nie ma 

mowy w prawach podstawowych; podobnież nie mówią one nic wyraźnego o równowadze 

takiego układu sił względnie równowadze omawianego ciała.Innemi słowy należałoby 

te nowe pojęcia wyd edukować opierając się o prawa podstawowe decydując sią co do 

pewnych prostych oznaczeń • Np. możemy się umówić, że pod równowagą ciała 

będziemy uważali jego spoczynek lub ruch jednostajny taki,w którym wszystkie 

punkty odbywają drogi równe i równoległe. Układ sił,który taki stan wywoła nazy- 

wać będziemy układem sił w równowadze .Jeśli do danego układu sił P, trzeba bę z 

dodać drugi możliwie prosty Q. , by całość była w równowadze ,to układ - 0 na- 
. 3 

zwiemy zredukowanym układem P, •

5. Drogą tego rodzaju myślowych kombinacyj sprowadzimy wszystko co 

rozważania ruchu j e d n e g o punktu, dalej - do określenia warunków pod „aki- 

mi inny punkt będzie wykonywał drogę równoległą, do pierwszego itp.W każdym razie 

oprzemy się o prawa podstawę, określone dla punktu mater j alnego . Fakt ten jest 

oczywiście niezmiernie doniosły. Nie wchodząc obecnie w naszkicowany logiczny 

sposób postępowania uprzedzimy wypadki i podamy wprost rezultaty tego rodzaju ba- 

dań. Okaże się mianowie, że trzeba będzie wprowadzić obok siły nowe pojęcie 

korzystne to jest parę sił (parę wektorów) względnie jej .momen t. Okaże się 

źe oba pojęcia wystarczają w zupełności do określenia re- 

dukcji dowolnego układu sił, a w szczególności do określenia równowagi układu sił

6. W związku z powyższem należy sobie przypomnieć wszystkie te ope* 

racje jakie podano w teorji wektorów. W szczególności należy zwrócić baczną uwa- 

gę na §§. 3,4,5,7. W ćwiczeniach Jakie w dalszym ciągu naszkicujemy w miejsce wek 

tora Pi -używać będziemy oznaczeń P, lub innych, podobnież w miejsce momentu m; 

wprowadzimy Mi lub oznaczenia podobne. - / 
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Przykłady Ćwiczeń.

1. Obliczyć położenie i wielkość wypadkowej płaskiego zbieżnego ukła- 

sil P1 = 1 t,P, = 2t, P3 • 3t, P4 - 4t, jeśli kąty (F1,Pg) • (P2,F3) = 30°.
: Przyjmijmy na P1 oś x , na P4 oś y, to Q, • 0°, %2 = 30°, &3= 60° Odp.

^ys .74.

Q4= 90°.

Pix = Pi. eOsQ_,P= =ZP,= = 4,232 ton

Piy * Pi-sino,,P, -ZPy - 7,598 ton

W dalszym ciągu siła wypadkowa P - P*+P,-8,7 t,

tgx = L = 1,795 , & = ~ 600531.

Sprawdzić rezultat P wzorem :

P - VZP2+2ZPP,.COm (F.P,) ,

• którym PiP) oznacza iloczyn mięszany wszelkich

możliwych sił danego układu.Sprawdźi6 zadanie

wykreślnie.

24 Składowe prostokątne siły pozostaną do siebie w stosunku t

Py : Pa =122 63 s jak jest zorientowaną siła P ?;

Odp. 2 p 2 P2 P, - ” s Py : PL ” cosa z cos : cos, - 1 2 2 2 3T X y 2 P P P i 0
: cos = 2coso , cosy • 3coso $ pozatem jest cos "o + cos p + cos"r • 1. 

1°,2 3
znaidziemy CosK" (14 » Cos/ " (14 ,cosy * (14 czyli * 

&=~74030‘ , = ~ 57041’,)= ~ 36042’.

3. Trzy równe siły działają wzdłuż krawędzi bocznych umiarowego

o podstawie kwadratowej.Ile wynosi ich wypadkowa i gdzie trafia ona 

podstawę 7 )5

Odp. z Duny układ jest środkowym i przestrzeń- 

nyn.Przesunąwszy osie układu jak na rys.75. 

znajdujemy Bx*2Pix - O,Ry “ŻPiy = P.com/ 

R, = 2. Pi, = 3PcoBy a wobec tego

R * V R2 + R3 + R, - PYcos"8+ 9.cos®x 

przyczem y= 3 - 3 ,tg/z - h.y2 zaczem

Dr .Burzyński * Mechanika ogólna - Ark. 13.
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R - PVcos23 + 9.sin?s -Oznaczywszy kąty nachylenia wypadkowej R przez A,,V
, R, R, 1____ — Rz _ . 3 

mamy : CosAR" O » CosM" a = (1 + 9 tg? COS’"R * Ponieważ A* 2 przeto

R leży w płaszczyźnie yz, czyli v e 2 -.odcinek OA wynosi : OA = h.cotg* 
a — + 1812 

- 32-S0B; R = P/a +2" /3tg as

4. Znaleźć wypadkową dwóch sił równoległych P1 = 20 kg i Po = 30 } 

zgodnie skierowanych, oddalonych wzajemnie o a = 5 m.

Odp. : P =ZP; = 50 kg ; przyj ąwszy na P, środek momentu mamy : 

M = 2M, * P1-0 + Pg-a = 150 kgm $ lecz M = Por, stąd 7 "pi 3 •• Zatem wy Padk: 

wa jest równoległa do sił Pi P, i oddalona jest od siły P o 3 m. Ze znaku mo- 

mentu łatwo się zorjentować, że mieści się owa wypadkowa między siłami. Jak się 

zmieni rezultat, jeśli siły będą niezgodnie skierowane ? Rozwiązać obie altem' 

tywy wykres lnie !

5. Dana jest siła i moment pary sił, przyczem siła leży w płasz- 

czyźnie pary (rys .76.) Zredukować ten układ, jeśli P • 5 ton,M = 6 tm I

P

PT ł 
fys.7<ff.

Odp. Przed stawmy moment jako parę sił o siłach P = 5 ton»to ich 
Nodstęp r " p* 1,2 m. Umieśćmy z zachowaniem znaku momentu parę 

sił tak, aby jedna z nich zrównoważyła się z daną siłą P.W rezu 

tacie układ sprowadził się do jednej siły P, równoległej do dan 

i zgodnie z nią skierowanej, lecz przesuniętej w naszym wypadku 

w prawo o r = 1,2 m.Odwrócić strzałkę siły i zhadać rezultat ; 

odwrócić znak momentu i zbadać rezultat $ odwrócić strzałki sił 

i momentu i zbadać rezultat t Narysować parę dowolnie i znaleźć

wypadkową przy użyciu wieloboku sznurowego I

6. Cztery siły równoległe Pi * 1 t,P, = 2 t,P3 = 4 t,P4 - 7 t 

równoległe i zgodnie skierowane zaczepiają w wierzchołkach kwadratu,prostopadle 

do jego płaszczyzny. Znaleźć wypadkową, jeśli a * 3,5 m.

Odp. : Przyjmijmy układ jak na rysunku 77. wtedy P *^i = 14 

Obliczymy obecnie sumy momentów względem osi x i y z osobna.

x, -ZM, - - P2a - Pza - - 21 tm. My -ZMy * Pia + Pga * 10,5 tm.
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Lecz Mx = - P.y I My = P.x zetem
MX =—?= 0.75 m, y =—X = + 1,5m.Zatem wypad- 

P -P 
kowa P = 14 ton przechodzi przez punkt

X = 0.75 m, y = 1.5 m płaszczyzny kwadratu.

Jak się zmienią rezultaty zadania,jeśli sile

P4 odwrócimy kierunkek ?

7 • Prostopadle do płaszczyzny trójkąta działa nań równoległy cią­

gły układ sił o natężeniu p = “x. Zanelźć wypadkową i jej współrzędne (rys. 78.).

Odp • $ Wypadkowa wynosi P JpdA -7/ xdA

“} XgA, g@zie dA oznacza element pola trój-

trójkąta, dla osi jak na rys.78. Po

h ,kąta, a x = - współrzędną jego Środka. Wy-

padkowa przejdzie przez środek układu sił

równoległych. Formuły : P Xo =2PXi,

P.y, =ZPi przejdą tu na wzory :
Px -J pdA.x, Py, - JpdA.y. Zatem :

2xgaz. =8/x2.dz -)t ,

ZŁgAy, -7JxydA -8Dz , a stąd :

są momentami bezwładności i zboczenia pola

wykonaniu otrzymamy : X " 2h, Jo = 2(b2-b1).
Wypadkowa leży przeto na dośrodkowej trójkąta w połowie jego wysokości. Wzory na

Xo i Jo mają znaczenie ogólne dla dowolnej figury płaskiej obciążonej według pra­

wa p "YX- Szczegółowo zajmuje się tem prostem zagadnieniem hydro stu tyka.

8. Znaleźć wypadkową płaskiego układu jak na rys.79., jeśli

P1 = P5 = 10 ton, Pg =e P4 = 20 ton , P3 = 30 ton, &, = 90°, &2= 60°, &a= 45°, 

C4 * 30°, &s = 0, zaś a = 2 m.

Odp. : Dla układu płaskiego ogólnego mamy do dyspozycji równania :

Px - 5Pix » gdzie Pix - PącosG;
Py = Z Piy , gdzie Piy = Pisin&;

M = 2 M , gdzie Mi - PixV{ - Fiy*,
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Pys.79.

W rozpatrywanym wypadku jest dla każ 

dej siły yi = 0. Po wykonaniu dzia­

łań znajdziemy :

P = 58.533 ton, P. = 58.533 ton 

Mo = - 179.494 tm. a stąd

P = (P? + P2 =~ 82.8 ton,tge • —Y -1 
X y r

% = 45°, wreszcie oddalenie siły od
1— (26

początku układu r mp =72*17 meznak 

momentu wyklucza dwuznaczność.Równie

dobrze możemy też napisać : l = P.y * P.,.X czyli y = x - 3.07 jako równanie

prostej, na której leży wypadkowa P. Rozwiązać powyższe zadanie wykreślnie stosu

jąc dla znalezienia położenia siły wielobok sznurowy.

9. Dane są siły V i H tudzież moment pary I jak na rys. 80. Prze­

kształcić ten układ na inny posiadający tylko dwie siły S i T zaczepiające w pew 

nem punkcie prostej danej 1 • Ile wynoszą S i T i gdzie leży punkt ich zaczepie 

nia, jeśli &= 30°, V * 240 ton’ H - 10 0 ton, M = 5 0 tm.

Odp. : Oba układy muszą być równowar­

te : zatem ich sumy rzutów na dwie 

różne osie z osobna muszą być wzajem- 

nie równe , ich sumy momentów ze 

względu na ten sam punkt muszą być 

wzajemnie równe. Obierzmy za kierunki 

rzutów proste równoległe do S wzglę­

dnie T, za środek momentów punkt O*

Otrzymamy i

S * V.COsc * H sino , T = Y -sine - H.COSc, M - S.e

lub po podstawieniu :

S = 257.846 ton, T - 33.398 ton, e
2
S
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Kontrolę stanowić może związek 

\v2+ H2 - I S2+ T2 - 260 ton. 

Wypada zauważyć, że dla S można było zgóry przewidzieć strzałkę, natomiast dla 

T przyjęto ją dowolnie ; rezultat otrzymamy T> 0 wskazuje, że strzałka była 

przyjęta odpowiednio# 

10* Dany jest układ trzech równych sił jak na rys.8l. Pod ja­

kim warunkiem układ ten zredukuje się do wypadkowej ? Ile ona wynosi, jaki ma 

kierunek i w jakim oddaleniu mija początek układu ? 
(

czyli R ma kierunek przekątni sześcianu o

Odp. : Układ jest ogólnym i prze* 

strzennym.Należy obliczyć przede* 

wszystkiem składowe sumy geometrycz* 

nej i ogólnego momentu układu.Znaj* 

dziemy :

R = P, Ry - P, R2 = P 
H = - P.b, M - -P.c,K, - -P.a

Zatem :

R = IR2 + R2 + R2 - PY3
P 13Cos" = cos/3= cosz “P73 - 3 

krawędziach równoległych do osi ukła 

du współrzędnych. Aby układ zredukował się wyłącznie do siły R musi zniknąć wy- 

różnik układu ; zatem RxM> + RyM, + R2Mz * - Pr. (a+b+c ) = o. Poszukiwany 

warunek brzmi a + b+ c = O. W tym wypadku moment

M - V M2 + M + M, - P V a2+b2+ ca 
podaje oddalenie R od początku O ; mianowicie jest : 

M \a2+ b2+ c2] /2R* । 3 F/ 3 .( a2 + ab + 62 ) itp.

o
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ROZDZIAŁ III.

Statyka -

§-1. Równowaga i swoboda.

1. Statyka zajmuje się równowagą ciał tj • 

ich spoczynkiem względnie ruchem jednostajnym prostolinj owym ; 

w szczególności chodzi w tej części mechaniki o postać i położe­

nie równowagi, wreszcie o zw i ą z k i, jakie mogą zachodzić między 

sił a m i układu, pozostającego w równowad ze -Jeśli owe siły nie pochodzą - ak 

to się często zdarza - od obecności masy badanego ciała np. z powodu jej nieznacz 

nych wymiarów, to jest rzeczą jasną,że z braku przyśpieszeń ciała, jego masa wogó 

le w zadaniu konkretnem nie znajdzie miejsca. Jest to jedną z charakterystycznych 

cech statyki•

2. Znajdywanie postaci równowagi staje się w mechanice ciała 

sztywnego rzeczą zbyteczną ; z powodu bowiem założonej sztywności ciała staje się 

jego kształt niezależny od wielkości i sposobu działania nan sił układu. 

Natomiast jasnem jest,że mu simy ową sztywność w jakiś sposób konkretny scharak- 

teryzować. Załóżmy, że badane ciało uważać będziemy za zbiór punktów materia nych 

Warunki określające istotę sztywności nazywać będziemy w a runkami w • a- 

ż ą c e m i ; warunki te polegają na matematycznem stwierdzeniu faktu, iż dowolne 
v 

dwa punkty, nie zależnie od spoczynku czy też ruchu ciała, zachowują st a ł ą 

między sobą odległość. Dla ciała, składającego się z dwóch punkt ów mater 3 alnych 
- v istnieje najoczywiściej jeden warunek wiążący. Dla ciała składającego się 

z trzech punktów można podać trzy niezależne warunki wiążące mianowicie długości 

boków odnośnego trójkąta. Dla ciała składającego się z n 2 3 punktów materjal- 
/——-----—----------=?) -?»iw 

nych ilość warunków wiążących wynosi 3n - 6, albowiem punkt czwarty, piąty itd.na- 
-— V 7—— , . P 

leży w stosunku do trzech pierwszych opisać trzema odległościami ; odjemnik 6 Wy* 
n 

równuje różnicę odpowiadającą trzem pierwszym punktom ciała.Powyższe ma charakter 
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ogólny t j • odnosi się do ciała sztywnego dowolnego. Dla ciał dwuwymiarowych 

płaskich dla czwartego spiętego itd.punktu przybywają tylko po dwa warunki ; w re 

zultacie ilość warunków wiążących takiego ciała sztywnego wynosi 2n - 3 , przy- 
*_--------=512r55?5r57% -------------------------------------------------—— - - - /-- ~ . . . 

czem ilość punktów układu wynosi n 2 2.

3. Przypuśćmy,że ciało znajduje się w równowadze tj.trwa w spo 

czynku w odniesieniu do przyjętego układu współrzędnych. Wtedy każdy z n punktów 

tego ciała jest unieruchomiony tj • jest on określony trzema współrzędnemi ..Dla n 
I ------ -----  
punktów mamy przeto w wypadku ogólnym 3n współrzędnych. Skoro jednakże ciało ba- 

dane jest sztywnem to najwidoczniej między owemi 3n współrzędnemi zachodzić bę- 

dzie 3n - 6 Zależności. Zatem dla ciała sztywnego złożonego z więcej aniżeli 
trzech punktów istnieje 3n - ( 3n - 6 ) = 6 niezależnie warunków 

unieruchomi a j ą c y c h • Możemy przeto powiedzieć,że położę- 

n i e równowagi określa sześć warunków. Czy unieruchomienie odbywa się dzięki 

specjalnym więzom,podparciom, zawieszeniom itp.czy też przez stosowny obiór sil 

działających na ciało jest rzeczą obojętną, albowiem każde skrępowanie swobody 

ciała jest identyczne z wywołaniem pewnych sił* Możemy przeto twierdzić, że rów- 

towase ciała ustala sześć warunków sił względnie momentów ; odnośne równania na- 

tywemy warunkami równowagi ; jest ich najwidoczniej sześć.Dla 

ciała płaskiego względnie wogóle zagadnienia dwuwymiarowego ilość omawianych wa- 

punków redukuje się do 2n - ( 2n - 3 ) - 3 przyczem jest n22.

4. Jeśli żaden z warunków unieruchamiających tj. warunków równo 

"agi nie zachodzi - to mówimy, że ciało posiada sześć stopni s w o- 

ody • Ten sposób wyrażania się ma podstawę kinematyczną „W kinematyce miano- 

ńcie udowodnimy, że ciało może wogóle wykonać sześć charakterystycznych ruchów 

składowych w odniesieniu do dowolnie przyjętego układu.Są to trzy przesunięcia 

wzajemnie prostopadłe 13 . ruchy, w których drogi wszystkich punktów układu są 

wzajemnie równoległe i równe,tudzież trzy obroty dookoła osi wzajemnie prosto­

padłych tj .ruchy, w których punkty ciała wędrują po kolach,leżących w płaszczyz- 

flach prostopadłych do tzw. osi obrotu.
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5. Jeśli ciało swobodne, pozostające 

kładu sił zmusimy do tego,by jeden jego punkt stale 

nieruchomej tj. stałej powierzchni, to wykluczamy w 

pod działaniem dowolne- u- 

wędrował po pewnej określeń 

ten sposób jeden z możliwyc

ruchów tj. przesunięcie w kierunku normalnej do owej powierzchni. Ciało posiada 

wtedy tylko pięć stopni swobody. Jeśli ciało, jak wyżej, zmusimy do tego, że je 

den jego punkt będzie wędrował po dowolnej krzywej stałej, to wykluczamy możli­

wość przesunięć w płaszczyźnie normalnie położonej względem krzywej,a więc 

w szczególności np. w kierunkach normalnej i binormalnej • Ciało posiada obecnie 

tylko cztery stopnie swobody. Gdy wreszcie jeden punkt ciała stale unieruchomimy 

tj. zwiążemy go z pewnym punktem stałym, to owemu ciału pozostaną tylko trzy sto 

nie swobody - najwidoczniej trzy obroty. Z kolei rzeczy możemy unieruchomić t ! 

punkt ciała odbierając mu w ten sposób dwa następne stopnie swobody. Ostatni st. 

pień swobody utraci ciało gdy trzeci punkt ciała zostanie unieruchomiony -Sposobi 

unieruchomiania można wyliczyć bardzo dużo. Typowym przykładem jest statyw 

instrumentu mierniczego $ sześć jego punktów łączymy z trzema punktami stałej pi 

wierzchni (terenu). Równie dobrze można sześć punktów ciała połączyć z trzema 

(oczywiście nie leżącemi na jednej prostej) punktami stałej powierzchni .Konstru 

cje unieruchomiające tj. podpierające względnie zawieszające ciało,nazywamy łoż 

skami. Zagadnienie dwuwymiarowe może mieć tylko trzy stopnie swobody ; unieruch 

mienie takiego układu jest odpowiednio prostsze•

§.2. Warunki równowagi.

1. 2 punktu widzenia dynamiki można powiedzieć - narazi© wyster- 

czające - że na przesunięcie wpływa obecność siły, na obrót obecność momentu pa 

ry sił .Ponieważ dowolny układ sił redukuje się do siły o trzech składowych i mo 

mentu również o trzech składowych,przeto równowagę ciała uwarunkowują równania 

geometryczne 8

EP - o 2M1 = 0 
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względnie analityczne :

EPx 50 () , ZPy = o (2), =82 ~0 (3)

Z Mix - o (4) * ZMiy - 0 (5) , SMi, = O (6)

Są to najwidoczniej warunki redukcji zerowej układu sił. Gdzieindziej zostanie wy 

kazane, że równania powyższe są rzeczywiście warunkami r ó w n o w a- 

g 1 • Trzy pierwsze nazywamy warunkami s il, trzy następne wa run 

kami momentów. W równaniach tych niewiadomemi w liczbie sześć są albo 

tylko pewne współrzędne ( kąty i długości ) albo tylko siły ( reakcje, momenty 

utwierdzenia ), albo częściowo jedne i drugie-Aby sposób zastosowania równań rów- 

nowagi był jasny, musimy określić jakie to“siy Wehodzarw rachubę w wypisanych 
Wydz. Politechnicznych AGH. ‘ 7" • 

warunkach. Uraków,u Warszawska 24 
Tel. 206-81, 636-21

2. Siły wewnętrzne odpadają, z warunków równowagi ; zja- 

wiają się one bowiem zawsze w postaci dwójki sił równych, przeciwnie skierowanych 

i położonych na tej samej prostej czyli krótko w postaci dwójki równowartej zeru. 

Niekiedy jednakże zachodzi potrzeba podziału ciała na części $ podział ten albo 

wprost narzuca się, jeśli np« badany układ składa się z ciał częściowych, mogą- 

cych względem siebie w 

w pewien celowy sposób 

pętach jak na rys .82.

stosownych warunkach wykonać pewien ruch, - albo też jest 

obrany, o czem jeszcze będzie mowa. Jeśli np® na dwóch 

zawiesimy dwie kule, to kula G, stanowi podparcie kuli G2, 

ale też kula G2 stanowi podparcie dla kuli G. „Mi e- 

dzy obu kulami istnieje wzajemny nacisk N ; nacisk 

ten jest siłą wewnętrzną tego układu i odpada 2 ra- 

chunku, gdy pod uwagę bierzemy całość tj .obie kule. 

Skoro jednakże rozpatrywać będziemy równowagę np. 

tylko kuli G1,pomyślanej jako część całego układu, 

to obok innych sił wprowadzimy w rachunek i nacisk 

N skierowany ku środkowi kuli G1.Resumując przeto 

możemy powiedzieć, że w warunki równowagi ynodzą 

przedewszystkiem wszystkie si YA

rnetrznesa przy podziale układu na części i te siły w e -

Dr.rzyński - Mechanika ogólna - Ark. 14. 
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w nęt rznę, które zastępują działanie czę. 

o d r z u c o n y c h ; te ostatnie siły nabierają poprostu charakteru sił zev 

trznych.

3. Jak wiadomo siły zewnętrzne dzielimy przedewszystkiem na tz 

siły czynne i bierne czyli odpory albo re 

cje. Podział ten znajdzie obecnie wyczerpujące wyjaśnienie. Wspomniano już, 

odebranie ciału swobody ruchów jest identyczne z wywołaniem pewnych sił ; sił; 

są zewnętrznemi ; właśnie te dodatkowe siły nazywamy reakcjami. Występują one : 

częściej Jako wielkości niewiadome w warunkach równowagi. Jest rzeczą ważną p 

miętać, że - jak wogóle każdy wektor - wymaga określenie reakcji podania jej p: 

stej9 jej wielkości i jej kierunku. Szczegóły te zależą od sposobu podparć: . w 

dnie zawieszenia ciała.

4. Weźmy pod uwagę 

poddanego działaniu układu sił P;. 

punktem zapomocą pręta opatrzonego

/R
Rys, 83,

: najprostszy wypadek uszczuplenia swobody cia 

, Połączmy mianowicie Jeden Jego punkt ze stał 

» na obu końcach przegubami (rys.83.) tj -urząd 

niami, umożliwiającemi obrót ciała.Wtedy osp 

ta jest kierunkiem reakcji R, albowiem wzdłuż 

tej prostej właśnie wykluczony Jest ruch ciał 

Warunki wektorJalne równowagi brzmią :

2F1 f R - O , ZM - 0.

Mianowicie reakcja R ma wraz z siłami czynemi 

Pi utrzymać ciało w równowadze .Warunek morntó 

pomyślano w ten sposób,że środek momentówprzy 

to najprościej w punkcie dowolnym osi pręa C 

tak, że moment reakcji odpadł.Z obu powyżzych 

równań wynika, że R Jest liczebnie równe wypadkowej sił zewnętrznych czynnth, 

leck maku przeciwnego, a nadto, że owa wypadkowa leży na kierunku pręta.

5. Jak powyżej umotywowano pręt opatrzony przegubami kulismi 

dostarcza Jednej niewiadomej tj.. algebraicznej wartości

-* 
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reakcj i 3 oś pręta jest prostą reakcji.Celem ustalenia przeto ciała w za/ 

gadnieniu dwuwymiarowem sił należy zastosować trzy pręty jak na rys -84 • ,przy czem

dwa z nich można zesunąć do jednego punktu ciała ; w każdym razie należy uważać, 

.‘ owe trzy pręty nie przecinały się w jednym punkcie „względnie w przypadku Era- 

nicznym nie były do siebie równoległe.W wypadkach przedstawionych na rys.84.do -

Ays. 84.

starcza pręt pojedynczy jednej niewiadomej ; pręt podwójny daje dwie niewiadome

) tj-siłę i jej prostą ; w wypadkach dwóch końcowych równowaga albo - przy dowolne® 

obciążeniu - jest wogole niemożliwa, albo - przy specjalnem obciążeniu - wielozna- 

czną. Oczywiście obciążenie stanowić mogą zawsze nietylko siły, lecz także i mo- 

enty pary sił. W przedstawionych dwóch pierwszych wypadkach układ jest unierucho 

miony tj .sztywny $ ponieważ dla zagadnienia płaskiego mamy do dyspozycji trzy wa- 

• runki równowagi, przeto trzy niewiadmome tych zagadnień można wyznaczyć. Z tego 
steż powodu nazywamy takie zadanie statycznie w y z n a c z a 1 n e m 

lub i z o s t aty c z n e m • Przy większej ilości podpór jest zagadnienie 

PB tatycznie niewyznaczalnem lub hyperstaty- 

‘ c z n e m $ przy mniejszej zaś ilości podpór chwiejne® lub c z ę ś c i o 

wo swobodne m. Zamiast podparć względnie zawieszeń na prętach stosujemy 

i inne prostsze lub też bardziej’ skomplikowane łożyska. Nie wchodząc bliżej 

w szczegóły konstrukcyjne podamy kilka prostych schematów mając na uwadze przede-

wszystkiem zagadnienia dwuwymiarowe. Jednej niewiadomej, a mianowicie warto 

ści algebraicznej reakcji dostarcza s podparcie ciała na gładkiej po­

wierzchni względnie płaszczyźnie, łożysko ruchoma (np. na wałkach),łozy:
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ko pierścieniowe (szyjne) itp. (rys 85.). We wszystkich tych wypad

Rys, 8^.

kach reakcja jest prostopadłą do płaszczyzny względnie kierunku podparcia.

Dwóch niewiadomych dostarcza podparcie 

łożysko s t ale (np.czopowe „wahadłowe ),

Za niewiadome można uważać wielkość

względnie lepiej dwie składowe

na szorstkiej powierzchni, 

łożysko stopowe itp, (rys .66 .) 

reakcji i jej prostą (tj.kąt)

reakcji. Przegub walco­

Rys. 86.

wy, łączący dwie części układu dostarcza również dwóch niewiadomych. Pozr wymię 

nionemi sposobami podparć stosuje się często tzw. utwierdzenie •

Wyobraźmy sobie np.,że pewna powierzchnia ciała (rys -87) została połączona trwale 

z jakąś powierzchnią stałą.Między oboma po­

wierzchniami wystąpi układ reakcji rozmiesz­

czony w pewien sposób ciągły ; praktycznie 

mamy tu więc do czynienia' z nieograniczoną 

ilością niewiadomych• W tym jednak wypadku 

wystarcza dla dużej ilości celów przyjąć pe 

wien punkt 0 i zredukować do niego cały u - 

kład reakcji.Układ ów w przypadku płaskim 
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zredukuje się do trzech niewiadomych podporowych * dwóch sili Jednego momer 

tu pary sił zwanego mo me nt e m utwierdzenia*

6. Dla układów przestrzennych używa się tych samych łożysk lub 

innych odpowiednio zmienionych do celu. Zorjentowanie się co do ilości niewiado­

mych nie nastręcza zbytnich trudności. Tak np.łożysko kuliste ruchome dostarcza 

jednej niewiadomej, łożysko kuliste stałe trzech niewiadomych, utwierdzenie 

sześciu niewiadomych .Oczywiście zarówno tu jak i w układzie płaskim ilość niewis 

domych może być mniejszą dzięki pewnym uproszczeniom w obciążeniu.

7. Metody wykreślne dadzą się z korzyścią zastosować do płas- 

kich zagadnień równowagi. Dane zagadnienie da się zawsze doprowadzić do Jednego 

z trzech następujących : a) Dana jest wypadkowa sił czynnych (znaleziona z wielo- 

boku sił i wieloboku sznurowego), dana jest prosta jednej reakcji i Jeden punkt 

reakcji drugiej ; znaleźć owe reakcje. Zagadnienie to zostało rozwiązane w teorji 

wektorów ; kardynalnym warunkiem rozwiązania jest wspólny punkt przecięcia się 

wszystkich trzech wymienionych sił. b) Prosta Jednej reakcji jest równoległa do 
-------------------....----------------------- we* 

wypadkowej sił czynnych ; wtedy i druga reakcja będzie równoległą do wypadkowej. 

Dany w ten sposób układ równoległy trzech sił rozwiążemy przy użyciu wieloboku 

sznurowego (zamykającej), c) Dana jest wypadkowa i proste trzech niewiadomych 

sił np .reakcji $ wyznaczyć owe siły .Zagadnienie to zostało również w teorji wek- 

torów rozwiązane Jako zagadnienie Culmann a.

Przykłady ćwiczeń.

1. Ciężki walec Jednorodny oparty Jest o dwie gładkie płaszczyzny

(rys.88.) ; wyznaczyć reakcje punktów 

podparcia wykreślnie i analitycznie.

Odp.: Normalne do walca,przecinaj ą się 

z Jego osią ; dany układ jest przeto 

środkowym i płaskim. Dla takiego układu 

istnieją dwa warunki równowagi tj .równa-
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nia sił. Rzutując na dwa kierunki jak zaznaczono otrzymamy :

RsinK, - Rasin«2 = O , R1CO8Z1 + R2COSK2 - G = O

skąd łatwo wyznaczyć R1 i Rg - Przy rozwiązaniu rachunkowem jesteśmy zmuszeni zgór 

przyjąć dla niewiadomych sił pewne strzałki ; jeśli rezultaty wynikają dodatnie,

to zwroty niewiadomych są rzeczywiście takie jak przyjęto. Rozwiązanie wykreślne ,

podano na rys.88

2.

Strzałki i wielkości sił wynikają z wieloboku sił.

Jakie muszą być napięcia nici na rys.89.jeśli zrównoważyć one 

mają ciężar G w położeniu określonem kąt ami K, i %2 ? 

Odp. $ Badamy równowagę węzła O .Napięcia nici są

równe ciężarom P1 i Pg. Rozwiązanie 

w ćwiczeniu 1., jeśli w miejsce R, i 

P1 i P2 Jak można sobie wytłumaczyć 
Ifizykalnie wynik przy 91 = 0C2 * 2

brzmi jak

R2 wpiszemy | 

niemożliwy

3. Ciężki ( Q ) przedmiot położony na gładkiej płaszczyźnie pochy ­

łej mamy utrzymać w równowadze siłą P, nachyloną względem płaszczyzny pod kątem/

Odp. t Siłami, działającemi na przedmiot są

ciężar jego A, reakcja R i siła P; tworzą 

układ środkowy (rys.90). Warunki równowagi

brzmią :

ECeP, " 9-r— 79 
, _sino a stąd P * % Cos/ ‘

R + Psin/ - Qeosa

- a cos(x+8)-9 cos >

one

Szczególne wypadki są : / * O .

A-{-

6 --&

P z Qsin« • QcosC

P = Gtgo R - —“—COSI

P = Q R = O

9

4. Wyznaczyć wykreślnie i

O

rachunkowo reakcje belki wolno podpar-

tej jak na rys.91.

Odp.: Przyjąwszy biegun O,kreślimy promienie dla siły P,a potem 

wielobok sznurowy .Zagadnienie należy do kategorji b) „wymienione j w ust.7.,albo •
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Rys. 9L
nek momentów. Równania brzmią :

1 będzie równoległe do P•Nakreślone boki 

wieloboku sznurowego będą skrajnemi

i wtedy,gdy P będzie wypadkową większej 

i ości sił obciążających belkę .Owe skraj 
wyznaczają

ne bokilz kierunkami reakcyj dwa punkty 

zamykającej $ równoległa do zamykającej 

z bieguna dzieli P na reakcje R1 i R2 • • 

Rachunkowo dla układu równoległego płas­

kiego mamy do dyspozycji dwa równania 

równowagi ; jednem z nich musi być waru-

R1 + R2 - P = O , Ril - P.b - O
P b P a 

(przyczem środek momentów obrano na R2) • Stąd wyniki R1 = 1 • R2 * 1 -Reakcje 

R. i R, są linjowo zależne od siły P. Jeśli przeto belka będzie obciążoną ukła- 
dem równoległym sił P1,P, ... położonem w miejscach a1 bia2»b2».... to stosując 

zasadę superpozycji napiszemy ogólnie : 

R1-1 $P,% ’ R2-1 $P,8
W ostatnich wzorach jest Pi > O, gdy siła skierowana jest w dół; podobnież ai 

i bi są dodatnie gdy siła leży między podporami, wreszcie R1 względnie R2 jest 

dodatnie, gdy strzałka reakcji wskazuje ku górze.Ciężary rozłożone wzdłuż długo- 

Żści można wobec znanego twierdzenia o sumie momentów i momencie sumy zastąpić 

przy wyznaczaniu reakcyj siłą skupioną, przechodzącą przez środek masy obciąże- 

nia.

5. Wyznaczyć reakcję dla belki obciążonej jak na rys .92.

Odp. : We wzorach końcowych zadania 4-Ec 

należy dla obciążenia według trójkąta 

podstawie : Pi * 240 4l = * Gol, 
i 5 L . a1 = 32 ‘ “ 6* 01 * 78 » dla cięzara 

skupionego :
3 , 7

Po * P, 89 " - , b. = - —
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5 , 1
Stąd wynika : R = 24 Q0 ‘ - 2 P » R2 

, > . < 5 y 
zas R. == O zależnie od P = — Qo‘ 1 < " 12 

6. Wyznaczyć reakcję

. ql + , P ; najwidoczniej jest R2 /6.-± O &

w przypadku obciążenia momentem Mo jak na

rys -93.

.120111.

Z 
2

R

Pys. 94.

do osi kierunku działania

reakcję R i moment

Warunki równowagi brzmią 2

R - P - 1 q.Z - O

M - P.l - 3 ąl2 - O

Odp. : Ponieważ jedyne obciążenie belki ste

wi para sił o momencie Mo przeto i reakcje 

szą utworzyć parę sił o momencie liczebnie

równym i znaku przeciwnego .Zatem

2 U
7 • Rozwiązać rachunkowo i wykreślnie zadanie jak na rys. 94

odp- : Pręt jest jednym końcem 1 

utwierdzony ; z powodu prostopad

żeń mamy dwie niewiadome podporo

zatem R jest sumą wszystkich obc

zeń, a M momentem wszystkich obciążeń ze względu na środek 
, a.lju utwierdzonym. Kreśląc P i —o znajdujemy w tej chwili R.

umieszczony w przek

Przyj ąwszy w dowol

odległości H biegun i nakreśliwszy promienie* rysujemy wielobok sznurowy tak,by 

promienie przynależne do 9- przecinały się na tej właśnie wypadkowej . Dla równ 

wagi musi być wielobok sznurowy zamknięty .Otóż pierwszy i ostatni bok przecinaj 

prostą R w dwóch punktach. Zamiast dotychczasowej zamykającej uzyskaliśmy rzędr 

momentu, potrzebnego do zrównoważenia układu. Z wykreślnej teorji wektorów jest

nam wiadomem, że owa rzędna wynosi" •

8. Znaleźć wykreślnie i analitycznie reakcje płaskiego układu

k na rys. 9 5 

Odp. : Siła P i prosta reakcji łożyska pierścieniowego R2
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Rlx - R2

ślają swym punktem przecięcia prostą reakcji 

łożyska stopowego R1 ; stąd rozwiązanie wy- 

kreślne jak na rys.95. Analitycznie będzie 

wygodniej wprowadzić jako niewiadome R1x , 

Rly • Rz* Dla układu płaskiego ogólnego może- 

my napisać trzy warunki równowagi $ jednym 

z nich musi być warunek momentów. Równania 

równowegi brzmią :

a

Rly - P - O , Rah - P “ c

stąd : R2 p. . . R. * p. —
- h‘1x h

1, - p IlA htga-Bly 4R- = P

9. Rozwiązać temat rys 96.

Odp. s Reakcja

Odp. : Rozwiązanie jak w ćwiczeniu 8., jeśli zamiast 

P wstawimy ciężar pręta Q, zamiast h długość .

a. sino wreszcie zamiast l długość La.cosc

10. Pręt oparty o dwie ściany gładkie utrzymuje 

my w równowadze siłą P jak na rys. 97 • Ile wynosi 

kąt równowagi & ?

oap. : Najwidoczniej jest R1 = Q , R2 = P. Kąt 

oc najprościej obliczymy przyjmując środek momen- 

tów w punkcie O przecięcia się prostych R i R2. 

Otrzymamy :

P ( a + b ) sino - Q.a.coso= O stąd 

tg" -3 1*5

11. Wyznaczyć wykreślnie i rachunkowo reakcję 

belki jak na rys .98.

R1, prostopadła do płaszczyzny podparcia ruchomego. 

wraz z siłą P wyznaczają punkt, przez który musi dla równowagi przejść reakcja Rg 3 

stąd proste rozwiązanie wykres Inela kontroli można też postąpić (zresztą nieko­

niecznie) następująco: Przyjmi jmy biegun O • nakreślmy wielobok sznurowy i znaj -

Lr .Burzyński - Mechanika ogólna - Ark. 15.



dźmy zamykającą ; równoległy z O promień musi przejść przez punkt A- Dalsza kon- 

trola może być następująca 3 Rozłóżmy R1 i R2 na składowe równoległe i prostopad 

łe do osi belki ; wyniknie stąd w wieloboku sił punkt B. Proste składowych Rly 

i R2y dają nową zamykającą : równoległa do niej z bieguna O musi przejść przez 

punkt B. Odnośnie do rozwiązania rachunkowego możemy użyć dla składowych Rly 

i R2y wzorów ćwiczenia 4. nawet gdy P będzie względem osi pręta nachylone pod ką­

tem różnym od Z ; należy wtedy w owych wzorach pod P rozumieć tylko składową si­

ły prostopadłą do osi belki. Powyższe wynika stąd, że jak łatwo zauważyć przy te 

go rodzaju postępowaniu nie ulegają formalnie zmianie dwa pierwsze warunki równo- 

wagi. Warunek dodatkowy trzeci brzmi : R. m R... tzn. nie wystarcza on do rozwią- 

zama zadania . Jednakże z danego kątem & położenia łożyska ruchomego czytamy 

R1> = Riytg & ( jest to warunek czysto geometryczny ) ; zatem R1x - R2x - P ? tga 

12. Rowziązać układ na rys. 99.

li na dwie nasuwające się nam części, to

Odp. : Warunki równowagi układu równole- 

głego : R + R1 + Rg - q c - P - 0 , 

R(c + d) - R2-l- q-c(2 + d) + P 2 - O . 

nie wystarczają do obliczenia niewiado- 

mych R, R1 i Rg. Wykorzystujemy zatem 

obecność przegubu. Gdy by sny układ podzieli 

przyłyłaby wprawdzie nowa niewiadoma tj .

siła wewnętrzna w przegubie, ale moglibyśmy dla któregoś z podukładów napisać no-
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dwa od poprzednich niezależne warunki równowagi. Ponieważ o nacisk wzajemny nam 

nie chodzi, przeto z warunków owych najprościej obliczymy warunek momentów wzglę- 

punktu zaczepienia siły wewnętrzne3• Wynika stąd często cytowane twierdzenie : 

Suma momentów wszystkich sił, położonych po jednej stronie przegubu* ze względu 

na przegub jest równą zeru. W naszym wypadku jako brakujące równanie napiszemy t 

R.c- 1q.c2 =O , stąd R. « i q.c. Wracając do poprzednich równań znajdziemy 
o

Pi i R2-
13. Dwa walce ciężkie opierają się o siebie spoczywając na dwóch 

gładkich płaszczyznach. Wyznaczyć reakcje(rys.100) i określić położenie równowagi.

Cdp. : Podobnie jak w ćwiczeniu 12. rozłoży* 

liśmy zagadnienie na dwa układy równoległe 

* będzie korzystnem rozdzielić obecne zaga­

dnienie na dwa układy środkowe wprowadzając 

poza R1 i R, jako dodatkowe niewiadome wza­

jemny nacisk • i kąt równowagi 4 . Z rysun­

ku ICO.czytamy : R1cos&,- 41 + N.sinę - 0 , 

Risino, * Nees- O dla pierwszego walca,nad 

to dla drugiego : R2COSO- 02 - Nsinc = O, Rgsin2Ncosy=0 . Po wyrugowaniu N.sin, 

względnie K.cosg znajdziemy Ri i R2 z równań : R1COS&1 + R2.cosc,= Q1 . 

Ri sinoi Rasinc, O , poczem wracając wstecz wyznaczymy dodatkowo N i

14. Obliczyć reakcje układu trójprzegubowego jak na rys.101.

Odp. : Każda z pod­

pór stałych przedsta 

wia dwie niewiadome. 

Warunki sił dla całe 

go układu brzmią : 

Rix * Ra, - qa " 0 

Rly * Ray - o 

Zamiast podawać o - 

becnie jako trzecie 

równanie warunek momentów dla całego układu i dopiero potem weyskiwać obecność
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górnego przeguba do ustawienia czwartego brakującego równania - zrobimy to odra 

zu uważając przegub raz za podporę lewej drugi raz prawej części układu. Odnośne 

warunki momentów brzmią :
2

Rish - Riy 2 - 92 - o • H2xh - Ray 2 = o
Powyższe cztery równania wystarczają do wyznaczenia niewiadomych R1 * V R2, +R2 
tgo,- Rv ’ na - 1 ®2x + ni, » to, R3z

Rozwiązanie wykreślne wygląda następująco 3 ponieważ prawa część nie jest obciąż, 

na przeto stanowi ona poprostu łożysko dla części lewej tzn. reakcja R, przejdzi: 

przez górny przegub jak na rys. 101. Reakcja R2 i wypadkowa obciążenia lewej czę- 

ści qh wyznaczają punkt, przez który przejdzie Ri- Tem samem sprowadziliśmy uktal 

do układu środkowego 3 wielobok sił przedstawiono obok. Gdyby obie części układu ' 

były obciążane , 10 przy rozwiązaniu wykreślnem stosujemy zasadę superpozycji : 

Traktujemy najpierw układ tak, jak gdyby tylko lewa jego strona była obciążoną 

i znajdujemy jak wyżej Ri‘ i R2‘. W dalszym ciągu sytuację odwracamy zyskując R," 

i Ra". Całkowite reakcje wynoszą Ri * Ri‘ * F," , R2 - F2‘ + Ra" • Poprostu reak- 

cje R1 i R, są promieniami wieloboku sił, którego wielobok sznurowy przechodzi 

przez trzy przeguby W teorji wektorów zagadnienie tego rodzaju zostało opracowane

15. Ile warunków równowagi ustawić należy dla przestrzennego 

układu środkowego sił t 

odp. 2 Trzy warunki sil.

16. Płyta ciężka ( q kg/m2) w kształcie odcinka paraboli powis 

szona jest na trzech równoległych niciach, g wyznaczyć ich napięcia (rys.102).
2Odp. % Ciężar płyty wynosi Q ” —abo 

i zaczepia w środku masy S o wspóż- 
3 3 rzędnych Xo "5 a » Jo “8 b. Dla 

przestrzennego układu równoległego 

sił możemy napisać trzy równania rów 

nowagi, a to dwa warunki momentów 

i jeden sił .Brzmią one s
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Rsb - • Yo = ° » Ra a * R3 a — % o = O »Ri*Rg + Rz - A = O 
1 2 

Po rozwiązaniu ^najdziemy 383 “4 aba • R2 “ 20 abq » R • 15 abq • A

17. Dla prostego wyciągu jak na rys.103. dane są wszystkie wy-

miary i ciężar Q. Obliczyć siłę równoważącą układ P i reakcje punktów podparcia. 

Odp. : Mamy do czynienia z ogólnym 

przestrzennym układem sił.Sześć wa­

runków równowagi brzmi : 

ZBix - o,ZPiy -0 .Zhi= -0 

Z(iy21 - Raz,) -0 

Z(i1 - 2x30 -0 

z (PaxX, - Piy*i) - o *

y A ,0 Łożysko dolne przedstawia trzy nie-

wiadome, górne dwie niewiadome (rucho

najlepiej określić współrzędne i składoweme w kierunku osi x). Dla przejrzystości

wszystkich Bił dla osi xty$z.

R, » x = 0 , y = 0 , z = 0 $ Rix ly » Riz
Ra » = 2 » = 0 , - 0 • 0 ’ R2y » R2=
9 , ~ • c , = 0 , = r • - % cos , - 4 sina » 0

P , - b , - -a. * 0 • 0 , 0 • P

Zatem warunki równowagi brzmią s

H= * Q cos&= 0 , Rly * R2y - Q sino = 0 , Ais + R2z + P - 0

- Q.r. sin & + P.a - 0 ,H2x 2 1• Gr .cos &+ P. b = 0, - R2y .2 + Q- • sin & = 0

Stąd wynika : P - Q E sino , R.. - Q s sino , R2, - - q F (cos&+ P. sino)

Rix * Q-cosa • B^y - q.sin (1 - £) , Ri= - 47 (coso - ‘a” sino)

i W końcu * A, . fR^ * Ri, * *£ , con%,-%; , cos/,-R; ’ cos,- %;

1 podobnie ‘ 22 - 1B, * Ais , oa- % , *A- A;;. n- $-/3a
Wypada zauważyć, że jest Ran < O tj • składowa ta ma strzałkę przeciwną od zaznacz© 

7’1 na rys *103 .Po zatem jest H12 2 O w zależności od tęx5,8.

o
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§. 3. Redukcja wewnętrzna.

1. Niech będzie danem dowolne ciało obciążone układem sił względnie 

momentów (rys-104). Siły te wraz z reakcjami utrzymują ciało w równowadze „Wiadomem

nam jest.że istnieją siły wewnętrzne w ciele, 

które ze sobą się równoważą.Jak się te ostatnie 

zmieniają jako funkcje miejsca jest rzeczą in­

nego wykładu.W każdym jednak razie potrafimy 

rozwiązać zadanie następujące : Wykonajmy przez 

ciało przekrój dowolny i wyobraźmy sobie,że je 

ną część ciała odrzuciliśmy ; przytem wymagamy, 

żeby część pozostała nadal trwała w równowadze 

jak niedawno w całości•Oczywiście musimy działa 

nie części odrzuconej zastąpić odnośnemi siłami wewnętrznemi•Tych ostatnich 

wprost nie znajdziemy,ale ich wypadkowe• Przyjmijmy dowolny punkt przekroju za 

środek redukcji i umieśćmy w nim początek układu współrzędnych, przyczem najwy­

godniej dwie osie umieśćmy w płaszczyźnie przekroju, a trzecia niech wobec tego 

będzie prostopadłą do tej płaszczyzny. Najwidoczniej układ sił wewnętrznych może 

reprezentować sześć składowych, mianowicie trzy siły i trzy pary sił tj. trzy n • 

menty.Trzy (dla przejrzystości) takie wielkości zaznaczono na rys *104 .Znalezienie 

owych sił czy momentów nie nastręcza żadnych trudności ; są one poprostu układem 

sił (oczywiście łącznie z reakcjami) odrzuconej części „zredukowanej do punktu O ; 

względnie są one przeciwnie wziętym układem części pozostawionej zredukowanym do 

punktu O ; wreszcie są one skład owemi umieszczonemi w O,które łącznie z siłami 

pozostałej części potrafią ją utrzymać w równowadze.Powyższe rozmaite pozornie wy 

jaśnienia są zrozumiałe, skór o założono,że cały układ bez podziału pozostawał 

w równowadze.Jakkolwiek jednak sprawę postawimy jest rzeczą pewną, że wielkości 

omawiane znaleźć możemy,albowiem w najogólniejszym wypadku może ich być sześć : 

Tyleż samo - jak nam wiadomo - istnieje warunków redukcji układu,względnie tyle - 

38lhlq istnieje warunków równowagi •
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2. Układ współrzędnych x,y,z musimy w jakiś sposób w stosunku do 

przekroju opisać. Najwygodniej "będzie postąpić następująco : Niech układem tym 

będzie układ np -prawy, niech jego początkiem będzie środek masy przekroju,wresz- 

cle oś x niech będzie normalną do przekroju• Wtedy jeszcze osie y i z wymagają 

bliższego opisania.Najprościej będzie przyjąć dla nich jakieś położenie natural­

ne. Niech one przeto będą głównemi osiami bezwładności przekroju.W ten sposób po 

zostałaby do zrobienia jeszcze jedna rzecz - należałoby opisać położenia przekro­

ju względem ciała. To ostatnie staje się dość trudnem.

3. Na szczęście kalkulacja,podana w ust -1., nie ma zawsze praktycz­

nego znaczenia.Jest ona niezmiernie doniosła wtedy,gdy kształt ciała zasługuje ne 

pewną specjalną uwagę.Nie wchodząc bliżej w rozmaite technicznie ważne kształty 

konstrukcyjne obi er z emy tu jeden z szablonów bardzo często spotykanych— tzw .pręt • 

Mowa jest o nim wtedy, gdy jeden z wymiarów ciała dominuje w porównaniu do dwóch 

pozostałych .Oś pręta może być prosta i krzywa i to płaska lub przeetrzenn 1,7yo- 

braźmy sobie,że taka oś istnieje $ w płaszczyznach do niej prostopadłych umieśćmy 

stałe lub w sposób ciągły zmieniające się przekroje i to tak, by ich środki mas 

leżały na osi - to uzyskamy materjalny pręt. Poprostu oś pręta jest to miejsce 

geometryczne grodków mas sąsiadujących przekrojów ; przekrój wykonuj e prostopadle 

do osi. W ten sposób ust. 2. został całkowicie uzupełniony.

4.Wypadek przedstawiony w ust.3.ma duże znaczenie.Dla składowych 

omówionych na wstępie stosować tu będziemy specjalne nazwy .a )Mo że się zdarzyć,że 

działanie jednej części na drugą równowarte będzie sile S, przechodzącej przez 

środek masy przekroju i prostopadłej do płaszczyzny 

przekroju (rys. 105).W zależności od tego,którą część odrzuciliśmy,strzałka siły S

7?ys. 105 .
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ma kierunek zaznaczony na pierwszej lub drugiej części rysunku -Poprostu gdybyśmy 

wyobrazili sobie ,żeśmy odrzucili część na prawo i lewo położoną od przekroju - po. 

zostawiając tylko niezmiernie cienką warstewkę w okolicy przekroju, to siły S będ 

się starały oddalić ( o ile to u ciała sztywnego jest możliwe ) płaszczyzny „ogra- 

niczające warstewkę.Siłę S nazywamy wtedy ogólnie siłą podłużną! to 

ciagnącą lub cisnącą w zależności od tego, czy strzałka siły 

skierowaną jest od czy do płaszczyzny przekroju.Przypadek powyższy nazywamy roz­

ciąganiem względnie ściskaniem.) Jeżeli działanie wzajemne 

obu części objawia się siłą, przechodzącą przez środek masy przekroju i leżącą 

w płaszczyźnie przekroju, to siłę T (rys-106) nazywamy p o- 

przeczną a przypadek odnośny ścinaniem „Celem Określenia siły T 

najprościej jest podać jej składowe T i T odniesione do osi środkowych głównych 

przekroju.c) Jeśli działanie części układu redukuje się do pary sił położonej
---===*****==*========4== omsik—., ---------------------------- -------------------------------------

* płaszczyźnie przekroju czyli do momentu, którego wektor jest prostopad-

? y do płaszczyzn y przekroju
P=emonccoCSathanmreeecoessm=m=cccnReASRG zu: 5 ■ " : -**==-------

(rys.107), wtedy wypadek ów nazywamy

skręcaniem a j ą c y m N. Na rys.107. zaznaczonoA Ów moment skręć .======....  - _

Rys. 107.

ów moment podwójnie jako wektor, a nadto łukiem ze strzałką.d) Gdy wreszcie reduk­

cja sił odciętej części prowadzi do pary si?, leżącej w płaszczyźnie prostopadłej 

do płaszczyzny przekroju,której wektor-moment zatem leży w płaszczyź- 

nie przekroju, to moment ów nazywamy zginaj ącym, a wypadek omawiany
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zginaniem - Położenie momentu M określamy najprościej jego składowemi 

w kierunkach osi głównych przekroju. Na rys.108. zaznaczono moment M dwojako.

5. Wpływy przedstawione w ust .4-mogą się zdarzyć zosobna lub też 

w rozmaitych kombinacj ach .Najogólniej może się układ wewnętrzny zredukować do 

sześciu składowych S, Ty» Tz» N, My» Mz- Wielkości mogą być przytem stałe tj • nie 

zależne od współrzędnych x lub też co ma częściej miejsce, zmieniać się'i to 

w sposób ciągły lub nieciągły .W najbliższych ustępach przejdziemy kilka technicz 

nie ważnych zagadnień.

6. W pierwszym rzędzie na uwagę zasługuje taki układ, w którego 

pewnych skończonych częściach wielkości wewnętrzne są stałe.Ma to miejsce w ukła 

dach złożonych z prętów przegibnie ze sobą połączonych i obciążonych właśnie 

w miejscach połączeń. Układ złożony z p takich prętów ma p + 2 stopni swobody ; 
d —...... — .......... ...... — . . — ........ ... —.. .—...———-----------------------------------———- 

jeśli początek i koniec takiego łańcucha.zostanie ustalony,to pozostaje układowi 

(p + 2) - £.2 = p - 2 stopni swobody. By przeto układ ostatnio scharakteryzowany 

był sztywny musiałoby być p = 2. Jest to znany już nam układ trój przegubowy .Dla 

p > 2 układ taki może pełnić funkcje celowe o ile pręty są rozciągane (rys.109); 

przy odwrotnem ułożeniu układu pręty będą ściskane i dana postać równowagi jest 

chwiejną .Od no śnie do wypadku, przedstawionego na rys 109. można zauważyć następu

jące t Stosunkowo proste

zagadnienie mamy do roz- 

wiązania wtedy,gdy dana 

jest postać równowagi u- 

kładu,proste sił rozcią­

gających układ w węzłach 

i wreszcie jeden warunek 

Dr .Burzyński - Mechanika ogólna - Ark.16. 
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dotyczący wielkości jednej siły szczególnej (napięcie w j ednym,siła w jednym węź- 

le,suma wszystkich sił itp.).Wtedy napięcia Si prętów wieszara są bokami wielobo- 

ku sznur owego, zatem ich wielkości przedstawiają odpowiednie boki wieloboku sił. 

Tenże sam wielobok sił daje niewiadome siły Pi- W wypadku odwrotnym tj • gdy dane 

są obciążenia, a poszukiwaną jest postać równowagi więzara zagadnienie silnie kom 

plikuje się nie tyle ze względów mechanicznych,co czysto geometrycznych. Rozwiąza 

nie przykładu tego rodzaju zamieścimy w rozdziale ostatnim.

7. Tutaj zajmiemy się tylko specjalnym przypadkiem omawianego za­

gadnienia, mianowicie znaleziemiem postaci równowagi łańcucha, w którym ilość 

ogniw rośnie nieograniczenie ,a długość każdego z ogniw jest nieograniczenie mała - 

Innemi słowy mamy na myśli wiotką nić obciążoną w sposób przedewszy stkiem ciągły 

obicążeniem pionowem- W tym wypadku wielobok sznurowy przejdzie na krzywą sznuro- 

wą ; pytamy zatem o równanie tej krzywej • Niech obciążeniem zmiennem według pozie 

(rys.110). Wogóle przy rozpatrzeniu równowagi dowolnej

mej współrzędnej x 

będzie q - q(x) • 

Każdy z punktów za­

wieszenia dostar­

cza dwóch niewiado­

mych t j • V1 i H, 

tudzież V2 i H.

Z warunku równowagi 

sił dla osi x znaj­

dujemy H = H2 = H

części układu znajdujemy,

L- składowa pozioma napięcia jest stałą i wynosi H. Dwa pozostałe warunki równowa 

gi nic wystarczają do znalezienia V1,V2 i H, dopóki nie będzie znanym kształt krz} 

wej sznurowej .Niech rzędne tej ostatniej mierzone dodatnio w dół będą w - to na- 

chylenle stycznej w dowolnem miejscu X mierzy : 
. ' dw y t ang Oć = —* —& dx H



= 123 -

Z warunku sił odciętej przekrojem x części znajdziemy : 
v-V,-q(g)d3

W W zależności od sposobu obciążenia i warunków brzegowych będzie zatem V wielko- 

Bcią każdorazowo inną. Konkretne znaczenie matematyczne ma natomiast —— jrożnicz 

kując według górnej granicy znajdujemy mianowicie :

. - q(x)dx "
Różniczkując tgx według x i uwzględniając powyższe znajdziemy ostatecznie : 

d2w . _ q(x) 
dx.2 H ‘ 

jako równanie różniczkowe krzywej sznurowej . Celem rozwiązania zadania szczegól­

nego muszą być zawsze dane trzy warunki brzegowe ; dwa z nich określają stałe 

całkowania, trzeci posłuży do ustalenia brakującego równania dla V1, V2 i H.Jeśli 

poza obciążeniem rozłożonem q(x) zdarzy się w pewnym przekroju ciężar skupiony P 

to w miejscu tern lewostronna i prawostronna pochodna będą się różnić o : 
(dw) _ ( dw \ P 
dx / ( dx /p H 

Ostatnie wynika z rozważania równowagi sił dla osi w najbliższem sąsiedztwie ob­

ciążenia P na lewo i prawo. Wykreślnie znajdujemy krzywą sznurową dzieląc obciąże 

nie na części przynależne małym długościom x i kreśląc dla tego rodzaju obcią­

żeń skupionych wielobok sznurowy dla odległości biegunowej H. Poszukiwana krzywa 

jest styczną do wieloboku łamanego a mianowicie w punktach, odpowiadających miej­

scom podziału ciężaru q(x).

8. Niezmiernie ważnem technicznie jest zagadnienie kratownic.W wy­

kładzie niniejszym będzie mowa o kratownicach wyłącznie płaskich.Stanowi je układ 

p prętów, łączących w przegubów-węzłów, przyczem odmiennie od zagadnienia nie­

dawno rozpatrywanego w jednym węźle może się schodzić większa ilość prętów (przy­

najmniej dwa). Jeśli podparcie kratownicy jest izostatyczne,to uważając węzły za 

punkty materjalne widzimy, że kratownica będzie również sztywną i izostatyczną 

t j .wy znacz alną z punktu widzenia sił wewnętrznych w prętach kratownicy, jeśli 

ilość prętów i węzłów czyni zadość równaniu :

p - 2w - 3 .
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w dalszym ciągu założymy dodatkowo, że obciążenia stanowić będą siły skupione ,u- 

mieszczone wyłącznie w węzłach. W takich warunkach pręty będą wyłącznie tylko 

ściskane lub rozciągane, przyczem w każdym pręcie na całej jego długości siła pod 

Zużna będzie stałą. Uprzedzając wypadki możemy odrazu dodać, że w wypadku obcią­

żenia międzywęzłowego będą pręty dodatkowo zginane i ścinane ; uwzględnienie 

tych wpływów ne nastręcza żadnych trudności. Z metod służących do znalezienia 

si? wewnętrznych w prętach kratownicy należy wspomnieć o sposobach wykre sinych 

i rachunkowy cn. Z ar ów no jedne jak i drugie rozwiązują zagadnienie w dwojaki sposób 

- przeż rozważanie równowagi wyodrębnionego węzła (metoda węzłowa) tudzież przez 

rozważanie równowagi dowolnie wydzielonej części kratownicy (metoda przecięć) -Po- 

za temi istnieją metody specjalne jak metoda zamiamy pręta,metoda kinematyczna 

itp.

9. Najczęstsze zastosowanie ma metoda (węzłów) Cremona y ; jest 

to sposób wykreślny,w którym dla każdego węzła (t j . układu zbieżnego sił) kreśli 

się wielobok zamknięty sił, przyczem wieloboki kombinuje się tak, by każda z sił

wewnętrznych figurowała tylko raz w konstrukcji wykreślnej. Aby tak mogło wogóle
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dujemy je posuwając się po obwodzie kratownicy, b) siły każdego węzła kreślić 

w przyjętym pod a) obiegu. Siły znalezione zastępują działanie części odrzuconych 

na wyodrębniony węzeł .Zatem siły wskazujące od węzła są ciągnieniami, siły wskazu 

jące strzałkami ku węzłowi są ciśnieniami. Na rys 111. zaznaczono je s* względnie 
. ....mszo

S. Przy przechodzeniu od jednego węzła do drugiego należy oczywiście strzałki na 

pięć zmieniać. Zacząć można kreślenie wieloboku sił Cremona y poczynając od węzła 

w którym figurują dwie niewiadome (dwa pręty). Rys.111. zaczęto od węzła I, po- 

czem kolejno rowziązano węzły II,III,IV,V i VI, Przy Omówionym sposobie postępo- 

wania zyskuje się pewne kontrole. I tak w węźle V figurowała tylko jedna niewiado 

ma Sg ; w węźle VI nie znaleziono żadnej niewiadomej. Każdemu węzłowi odpowiada 

odpowiedni wielobok sił ; punktowi wieloboku sił, w którym schodzi się kilka sił 

odpowiada odpowiedni wielobok w planie kratownicy. Dla uniknięcia nieporozumień 

dodajemy,że po znalezieniu reakcyj R1 i R2 naniesiono je łącznie z siłami P1 i Pg 

według reguły a) w skali dwa razy większej od stosowanej poprzednio.

10. Omówiona metoda wykreślna ma tę niekorzyść, że w wypadku, 

gdy chodzi tylko o siły kilku prętów np„środkowej czści kratownicy musimy mimo te 

go zacząć wielobok Cremona y od węzła skrajnego.Pozatem może się zdarzyć,że mimo

7^ys. HZ.

tych prętów są prostemi trzech niewiadomych 

przedstawia wypadkowa sił położonych po odciętej

spełnienia warunku p = 2w - 3 bę - 

dzie każdy węzeł kratownicy zawie- 

rał trzy niewiadome jak np .na rysun 

ku 112. W omawianych wypadkach 

z korzyścią posługujemy się metodą 

(przecięć) Culmann a .Kratownicę rerosecie”" 
....Tie . Tm —* "MAitsciconama ayx x 

przecinamy przez trzy pręty nie 

schodzące się w jednym węźle ; osie 
"=..‘,**==*** er?

sił. Siłę czwartą zupełnie określoną

stronie kratownicy. Rozwiązanie 

tego rodzaju zagadnienia zostało już podane. Dla przypomnienia zastosowano met 

dę Culmann a do znalezienia sił S4, S5, S6 kratownicy podanej na rys.113. Wypad- 

kowa wynosi W = R1 - P1 ; jej położenie określa punkt przecięcia się odnośnych
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Rys. 113.

boków wieloboku sznurowego.Si 

Ży W, S4, S5 i S6 podzielono 

na dwie grupy, mianowicie 

W i S4 tudzież 35 i Se.Częścio 

wa wypadkowa wynosi Q.Przy wy- 

znaczaniu sił v wnętrznych V 

zwiększono skalę sił dwukrot- 
i 

nie.

11. Metoda a lityczna 

węzłowa rozpatruje równowagę 

każdego węzła tj • wnowagę 

zbieżnego układu sił.W tym ce- 

- lu w każdym z bac any ch węzłów 

przyjmuje się dla napięć Si o 

dowclne strzałki, r Zy czem 

wypisuje warunki Ównowagi 

po dwa dla każdeg węzła. Dla 

w węzłów otrzymujemy 2w rów- 

nań ; trzy z nich będą jednak . 

zależne od pozostałych z tytu, 

łu równowagi całego układu ; 

innemi słowy trzy równania odpadają dla wyznaczenia reakcyj podporowych ; w kon­

sekwencji przeto niewiadomych sił może być 2w - 3, tj. tyle ile wymaganych prętów 

dis zapewnienia sztywności układu. Po odpowiednim obiorze kolejnym węzłów (tj .ider 

tycznie jak w ust-9.) każda dwójka równań zawierać będzie tylko dwie niewiadome, 

które przeto będzie można odrazu wyznaczyć. Rezultaty dodatnie potwierdzają obrany 

kierunek strzałek. Dla węzła I .kratownicy z rys -113 .równani a równowagi brzmią : 

S1C0801 - S2COEK2 - O, Sisin, + Sasincg- R1 , Przy przejściu do węzła wstępnego 

strzałki sil należy odwrócić.Met oda naszkicowana jakkolwiek naj ogólniej: ze rzadko 

hyra e t C.S 0 wana •
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12. Pozatem i tu może się zdarzyć,że kolejne dwójki równań będą
—PT "osmregecpr** 

zwierały po więcej aniżeli dwie niewiadome ; rozwiązanie nastręczającego się Y 

ten sposób układu równań o dużej ilości niewiadomych komplikuje znacznie sprawę, 

powyższych powodów chętniej używamy metody Ritter a (przecięć). Przeciąwazy kra 

wnicę na dwie części jak w ust.10. mamy do czynienia z układem płaskim ogólnym, 

la którego możemy ustawić trzy równania równowagi •Dowcip metody polega na tem,że 

losujemy trzy razy warunek momentów obierając przytem środek momentów tak, ty sta 

lew równaniu figurowała tylko jedna niewiadoma * najwidoczniej należy " tym celu 

środek momentów przyjmować w punkcie przecięcia się prostych dwóch pozostałych 
i niewiadomych. Np. celem znalezienia siły wewnętrznej pieta 5 kratownicy,przędą 

awionej na rys 113. • obierzemy środek momentów w węźle IV. Ldnońay warunek rów 

wagi brzmi : S,s * Pip - Rir - O • Jeśli w szczególnym wypadku oksżs siei *8 

da obranego przekroju kratownicy dwa pręty są równoległe, to rezygnujemy Pa2 4 w. 

rinku momentów wprowadzając zamiast tego warunek sił dla kierunku prestipedi®g@ 

1 owych równoległych prętów o Uzyskane równanie zawierać będzie równie, tylko jed 

n niewiadomą.

13. Z warunków równowagi wogóle, a w szczególności z rozważań 

it *11 i 12 wynika. ż€ siły wewnętrzne są linjowemi funkcjami obćiążeń, Pózwalą 

) na zastosowanie zacady superpozycji tj. na dodawanie algebraiczne sił wewnetrg. 

ich, wywołanych kolejnemi niezależnemi obciążeniami kratownicy. Szczególne zasto. 

cwanie ma to W tzw. metodzie zamiany pręta ; metodę tę stosujemy tam, gdzie wszel 
metod -==---===-====--

je z podanych? zawodzą. Rozpatrzymy ją na przykładzie podanym na rys.114. Kratowni 

i tu przedstawiona ma w 6 węzłów (A i B nie są węzłami) i p = 9 prętów ;związel 

• 2w - 3 jest tu zatem spełnione. Każdy z węzłów daje jednak trzy niewiadome ; 

zekroje, dzielące kratownicę na dwie części dają albo trzy siły zbieżne albo rów 

ległe. Podane metody zawodzą. Oznaczmy siły wewnętrzne wszystkich vrętów przez 

: z wyjątkiem np.siły pręta poziomego, w którym siłą niech będzie X. Usuńmy ów 

Fatni pręt i w miejsce jego wstawmy pręt inny w dogodny sposób. Dla danego obcią 

mia P,Q znajdziemy siły Soi ( np.metodą Cremona ‘y ) nadto w dodanym pręcie silę 

‘ Usuńmy obciążenie P,Q i obciążmy kratownicę siłami niemi a nowanemi 1,1 działają
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Rys. lit 

remi * węzłach odrzuconego pręta wzdłuż jego prostej • Wynikające stad siły 5 

1 %,. Gdybyśmy w miejsce 1,1 umieścili tam napięty siłą wewnętrzną X pręt czy i 

siły zewnętrzne X,X, to wymienione napięcia wzrosną do wartości X.S; i X Yj, 
stosujemy zasadę superpozycji do obciążeń P,Q i X,X wtedy znajdziemy rz- -zywi | 

siły zewnętrzne dla danej na wstępie kratownicy w postaci :

Si - Soi + X.Sj; nadto X •
. powyższych określeniach nie znane jest, X. Lecz pręta dodatkowego w rzeczywi: 

ści nie było ; napięcie jego musi być zerem ; zatem :

Y = Yo + X.Y1 - o

skąd można wyznaczyć X. Ostatecznie tedy mamy %

Wielkości Si i Y, są niemianowane . Resumując widzimy, że do rozwiązania zagad 

nin musleliśmy stosować dwa razy wielobok sił Cremona y - jeden dla znalezieni/ 

sił 3p: » Y,, drugi dla sił S1i i Y. Pomimo to ten sposób rozwiązania doprowa 

prędzej do celr aniżeli np .rozwiązywanie skomplikowanego układu równań.

14. Omówiwszy obszernie sprawę układu prętów prostych, obciążc 

nych w węzłach przejdziemy do przypadku obciążenia między podporami końcowemi 

ta.Założymy zagadnienie płaskie, a mianowicie a) oś pręta może być dowolną krz 

byleby płaską b) obciążenie działające na pręt może być skupione lub rozłożone 

byleby leżało w płaszczyźnie osi pręta.Przy powyższych założeniach w dowolnem 

, przekroju pręta będzie w przypadku ogólnym istaniała siła podłużna i poprzeczn
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pary sił będą octudzież moment zginający.Siły i ywiście leżeć w płaszczyźnie za­

wartości algebraicznie od prze- 

zeniem.Obierzmy w dowolnem miej- 

scu pręta przekrój i odrzuć 

my w myśli część np.prawą 

(rys*115).Po lewej zostały 

siły R1 i P1 .Zredukujmy je 

do środka przekroju przyję­

tego tzn.dołączmy tam układ 

zerowy R1,- R1 tudzież

P1, - Pi Reakcja R1 wraz 

z dołączoną - R, tworzy pa­

rę sił ; podobnież parę sił 

tworzy obciążenie Pi i z do 

łączoną siłą - P, .Obie pary 

czyźnie prostopadłej do płaszczy 

zny przekroju , ich momenty są zatem momentami zginającemi . Możemy je najwidocz­

niej dodać algebraicznie $ momenty są wektorami swobodnemi ; możemy je przeto od­

nieść właśnie do badanego przekroju ; są one przeto momentami zginającemi w bada­

nym przekroju.Wreszcie najwidoczniej zastępują one (częściowo) działanie części 

pozostawionej na odrzuconą.Odwracając im strzałkę znajdujemy działanie (częścio­

we) części odrzuconej na pozostałą ; w ten sposób pojęto właśnie ostatni szkic 

ys.115.Wartość momentu pary jest zależną od obioru przekroju ; np.moment pary 

( E1, - R1) jest liczebnie równy momentowi reakcji R1 względem środka przekroju. 

Wartość momentu zginającego w dowolnem miejscu pręta jest zależną i w inny sposób 

od położenia przekroju ; w miarę przesuwania się po osi pręta przybywać będą ob­

ciążenia pozostawionej części. Resumując wszystko możemy napisać : Momen­

tem zginającym w dowolnym przekroju pręta 

jest suma algebraiczna momentów w s z y s t - 

kich s i ł, położonych po jednej stronie p r z e- 

Lr .Burzyński - Mechanika ogólna - Ark.17.
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kroju z e względu n a środek przekroju -Oczywi­

ście obciążenie stanowić musi nietylko siła,ale może niem by ć i moment j est on t

wtedy (wyjątkowo) wektorem nieswobodnym ; w definicji powyższej może być przeto 1 

mowa i o sumie algebraicznej wszystkich momentów. Wracając do rys -115-zauważymy, 

że pozostały nam jeszcze do omówienia zaczepione w środku przekroju, a zatem nie- 

swobodne siły R1 i P1-Każdą z nich możemy rozłożyć w kierunku prostopadłym 

i stycznym do płaszczyzny przekroju.Pierwsze składowe są siłami podłużnemi ,drugie 

poprzecznemi • Ze sposobu kalkulacji wynika,że zastępują one działanie (częściowe) 

części pozostałej na odrzuconą ; przez odwrócenie strzałek otrzymujemy działanie . 
—— - — • . ........ ; 

odwrotne, zaznaczone na końcowem szkicu rys.115. W miarę zmiany przekroju zmienia 

ją się składowe : zmienia się bowiem nachylenie przekroju względem sił, pozatem ■

przybywają względnie ubywają części. Re sumując stwierdzamy : Siłę po­

dłużną (poprzeczną) w dowolnym przekroju 

pręta 

skład

jedne

ebraiczn a odnośnych 

s i }, położonych po

o j u • Słowo "odnośny" zostało wyżej

stanowi suma alg 

owych wszystkich 

j stronie przekr

wy j aśnione .Jeśli obciążenie stanowi moment - to nie wpływa on wogóle na wartość
--=------=-==--=------===-----==-=------=====--- . ====== i 

siły podłużnej względnie poprzecznej, albowiem suma sił pary sił (tj -momentu) jest | ■ - ■ .... ........  ------—-. . 
równą zeru- Przy założeniach a) i b) moment zginający M, siła podłużna S i po - 

przeczna T zastępują (całkowicie) działanie jednej części na drugą. Odwrócą 

n 1 e strzałki M,S i T w sensie wyżej dwukrotnie akcentowanym nie 

jest identyczne ze zmianą znaku tych wielkości ; są 

to bowiem wielkości wewnętrzne - dwukierunkowe. Wyjaśnia tę sprawę do- 

statecznie ust-4. z rys-105. ,106,107 i 108- Np. zmiana strzałki dla siły S w ry sun- 

ku 105 oznacza tylko rozpatrywanie działania tej lub innej części pręta. Natomiast 

zmiana znaku siły S pociągałaby za sobą zmianę ciągnienia na ciśnienie lub też na 

odwrót. W związku z powyższem nasuwa się pewna trudność w zdefinjowaniu znaków wy. 

kajanych wielkości M, S i T-Najmnie j szą trudność stanowi znakowanie siły S ; można 

się umówić, że ciągnienie otrzyma znak dodatni, a ciśnienie ujemny „Odnośnie do wieli “-------------m-m!) - .*5*=----==========*-=*=*---------=------------------- J 

koóci M i T najprościej sprawę wyjaśnia przypadek pręta prostego, obciążonego siła 
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mi prostopadłemi do osi .Pomyślmy sobie tę oś poziomo. Zrobimy następującą umowę 

co do znaku momentu M : Niezależnie od tego czy moment zginający przekroju wyzna- -------------=---==-- '
czarny przy pomocy sił lewej czy prawej części jest M/ 0 od sił skierowanych ku 

. - -E MCO 
górze, względnie jest M 7 0 od sił skierowanych w dół .Natomiast umowa co do znaku

-—===============*=*=!! — —weeeorerrrrreremen*** 
siły T brzmi : Z a leżni e od te & o czy siłę poprzeczną w przekroju wyznaczamy przy — • 
===

pomocy sił lewej czy też prawej części jest w pierwszym wypadku T > O od sił skie —=======""============================== ===============================" "================="===========-—- I ----- =-=-----------========"=-============== ' / 
rowanych ku górze,zaś T < 0 od sił skierowanych w dół - natomiast w drugim odwrot 

nie. Pamiętając o powyższem łatwo będzie przejść do wypadku sił względem osi na- ( 

chylonych pod kątem ostrym czy też do krzywej osi pręta .Wielkości M[, S i T można —/ 

przedstawić wykreślnie przyjmując za oś odciętych oś pręta. Powstałe w ten sposób 

djagramy mają duże znaczenie w technice.

15. Wielkości M, S i T zmieniają się wraz ze zmianą położenia 

przekroju.Chodzi nam o zbadanie tych zmian, a w szczególności o znalezienie ewen-
V tualnych wzajemnych między nimi zależności. W tym celu przyjmijmy dwa sąsiadujące T 

przekroje tj. oddalone wzajemnie o element długości osi ds. Najwidoczniej będzie­

my zmuszeni założyć, że M, S i T są względem s różniczkowalne. w tym celu załóżmy 
się

że obciążenie osi pręta zmieniać sposób ciągły ; składową normalną natężenia

oznaczmy przez Q, styczną przez p. Na rys.

116.przed stawiono sytuację. M, S i T są 

wielkościami wewnętrznemi przekroju s ; 

w przekroju s + ds wielkości te zmieniły 

się o odpowiednie różniczki ; stało się 

to dzięki krzywiźnie $ pręta i przyrosto- 

wi obciążenia na długości ds - yde o wiel- 

kości qds i pds.Dla wypisanego układu może

my napisać trzy warunki równowagi - waru-
Rys. 116.

nek momentów np.względem punktu przecięcia 

się kierunków sił podłużnych, warunek sił dla prostopadłej do symetralnej kąta 

d9 i wreszcie warunek sił dla symetralnej kąta do .Zważywszy>że 
: de d c . d e a c . . 

s-n 2 * 2‘ » t8 2 *"2 • możemy po kolei napisać $

d c -COS 2 *1 ,
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T - ads = O

©dq = ds mamy :
dT

•B -----------

ds
1 —o, a w+edy :

M + du - M - ( T + ar ) © “ - T.e."2 = O 

s+ ds - s + ( T + dT ) 42 + r.d2 - 

(s + as ).42 + s 4{ - ( T + ar ) +

Stąd po uzasadnionych pominięciach i podstawieniu

,ax as .T . s
ds ds ) y

W szczególnym wypadku, gdy oś pręta jest prostą je 
dM dS dT ___

T“dx‘ P “ dx • I" - dx = Tdx2
Z podanych relacyj wynika cały szereg różnych sprawdzeń ; okazuje Si e bowiem, że 

nas . . 
podane przezdefinicje dla M, S i T są wzajemnie międz sobą zależne •" szczególno* 

ści np .gdy M osiąga w pewnym przekroju względne e keeremum» to.sika,P° Pr zeczna 
w tym przekroju znika. Wypisane związki są ważne i w wypadku obciążenia pręta siła 

mi skupionemi ; wtedy jednak należy zważać na prawostronne i lewostronne wartości 

funkcyj i ich pochodnych w przekrojach obciążonych.

16. Przypadek ogólniejszy od omówionego w ustępach 14. i 15, można 

sobie wyobrazić następująco : oś pręta jest krzywą płaską lecz obciążenia nie 1eżs 

w płaszczyźnie osi pręta* wtedy możemy obciążenia rozłożyć w kierunku prostopadłym 

i stycznym do owej płaszczyzny i oddzielnie zająć się obu zagadnieniami składowemu

Część druga właśnie została już rozpatrzona, 

część pierwszą ilustruje rys.117. Niech ob­

ciążenie prostopadłe do płaszczyzny pręta 

stanowi - dla prostoty - jeden ciężar skupio- 

ny P. Redukując go do środka przekroju otrzy- 

mymy w tym ostatnim siłę poprzeczną T = P 

i moment M = P.r. Płaszczyzna tego ostatnie- 

go nie jest ani prostopadłą ani równoległą 

do płaszczyzny przekroju* Rozłożymy przeto ów moment na odpowiednie składowe, 

mianowicie : w - Mcosy - Prcose iM" - Msinę - Ersinę ; M‘ jest momentem zgina- 

jącym, M" jest momentem najwidoczniej skręcającym. Jest rzeczą wygodniejszą spra­

wę postawić nieco inaczej : Zauważmy, że jest rcose = a, rsiny- b lub' inaczej 

Ir = Pa , I - Pb. Zamiast tedy rozkładać moment M jest prościej rozłożyć ramię 
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momentu r na części ^j^topadłą a istyozna.b.do Pkaszczyzny przekroju • Nazywamy 

krótko a ramieniem zginaj ącem, b ramieniem skręcającem. 
-=============================================================V/VOTOATNn

17. Rozwiązawszy zagadnienie typu wyżej podanego nie trudno bę 
dzie przejść do wypadku najogólniejszego, w którym oś pręta jest krzywą przestrze: 

ną.obci ążenia nie muszą przecinać się z osią ; mogą one działać na oś za pośred- 
nietwem prętów sztywnie z osią połączonych. W ostatnim wypadku oś pręta jest ob- 

ciążoną siłami i momentami ; powyższe wynika z redukcji sił do osi pręta.

Przykłady Ćwiczeń.

1. Wieszar złożony z czterech równych 

prętów obciążono symetrycznie jak na 

rys. 118. Wyznaczyć kąty równowagi xx i A .
Odp • : Dla węzła A można napisać dwa wa- 

runki równowagi , a to : 

Scoso- S100s3 = O , 

Ssine - S sin/ - P = O

Dla węzła B Jedyny z powodu symetrji wa-

2P + P.
---- p— J ako

Rys. 118. runek równowagi brzmi

2S1sin - P1 - O

Rugując z otrzymanych równań 8 181 znajdzieny związek : tg% 

pierwsze równanie między & i /Drugiego dostarcza związek czysto geometryczny 2 

L = l.( cos«+ cos).

2. Wiotka nić obciążona jest ciężarem równomiernie rozłożonym 

wzdłuż rozpiętości C -Punkty zawieszenia leżą w równej wysokości ; największy 

zwis wynosi f. Obliczyć napięcia nici S w dowolnem miejscu.

odp - - Przyjmijmy układ ( x, w ) Jak na rys -119. , to warunki 

brzegowe brzmią z a) x - o, w - o, b) x - l . w - o, c) wmax - r. Równanie róż 

niczkowe krzywej sznurowej brzmi : 42% - -I. w badanym wypadku Jest q - conat., 

zatem całki podanego równania brzmią 2
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dw

tzn

dx H
w = -I. x2 +

2 H
Stosując dwa pierwsze

znajdziemy z drugiego

C2
Maksimum w znajdziemy

zatem %
dw 4 f
dx l

Hseca = H

1) ’ *

dw 2 Q 
dx) * 8

4f
"max

X ( 1
1612

12

warunki brzegowe

równania x

1 2H , dw
warunku -

w miejscu X = - C.
472

= — lub według c)

Z2 $ wynosi ono
a 12m 3. Ostatecznie

- — )• Napięcie w przekroju X wynosi

•(1-27 1612
3. Znaleźć równanie kształtu wiotkiego wieszara poddanego dzia-

laniu ciężaru własnego stałego wzdłuż jego długości

Odp. : Dla małych zwisów może pierwsze przybliżenie rozwiąza -

nia stanowić ćwicz .2. Przy zwisach większych rozwiążemy zagadnienie jak następuje

Zbadamy jaki jest wziązek między ciężarem

p jednostki długości liny, a obciążeniem

q rzutu poziomego. Najwidoczniej (rys.120] 
ds

jest % pds = qdx czyli q * p ay * p

Dla ogólności przyjmijmy następujące warun 
dwki brzegowe : a) Niech będzie a- * 0 dla ‘

x - X , a nadto b) dla x = x niech będzie 
HW = a * v% trzeci warunek może mieć 

brzmienie rozmaite ; do rozwiązania ogól­

nego nie jest on nam obecnie potrzebny.

Równanie różniczkowe poszukiwanej krzywej

wobec odmiennego przyjęcia osi w brzmi %
d2w , q 1 ,/dw 12 
ax2 • H * a V 1 (dx/

dw , dew 8= “ * zatem *2 będziemy mieli po rozdzieleniu zmiennych

Po podstawieniu
dy dx

V 1 + ya a

S *

Q
1 »

1 2

3}

C

Z 0

0

f 1

Całka tego równania brzmi : loge ( y + V1+ y2 ) =* C^. Stosując warunek brze

gowy a) znajdujemy 
dw

y " 5. znajdziemy

C--- "Q . Wstawiając powyższe i rozwiązując równanie względem
: XXo _ X-X,
“X - i( e a - e a ). Całka ostatniego równania brzmi :
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XXo _ X-Xe
y-2(e t e a) + C2- Stosując drugi warunek brzegowy otrzymamy C, = o. Osta­

tecznie zatem jest :
a , x-x. _ x=X.. y - 2 ( e * + e 2) 

H
gdzie a = — - Równanie uprości się, jeśli początek układu przesuniemy do punktu

& * Wtedy będzie y = 2 (e + e a ). Równanie to jest powszechnie znane jako 

tzw. krzywa łańcuchowa .Rozwijając y według potęg s ( względnie x ) znajdziemy 

jako pierwsze przybliżenie krzywej łańcuchowej parabolę.drugiego stopnia jak

w Ćwicz.2. Bardzo prosto oblicza się napięcie w dowolnem miejscu omawianej krzy- 
we j • Ogólnie jest : s - Hseco - H Y 1 + ( d y • Podstawiając dw znajdziemy pod 

pierwiastkiem trójmian, który da się spierwiastkować bez reszty .W ten sposób 
H.y znajdziemy S * —a” * P.y •

siły wewnętrzne kratownicy podanej na ry- 

sunku 112.

Odp. : Rozwiązanie przedstawia rys.12l. 

Kratownicę przecięto przez pręty 1,2 3; 

powstały w ten sposób układ podzielone vn 

grupy P,S3,W i V,S2,S, i rozwiązano za- 

gadnienie Culmann a. W dalszym ciągu bez 

trudności zastosowano metodę Cremona y.

5. Znaleźć siły wewnętrzne prętów 

1,3 i 3 kratownicy rys.112. metodą anali- 

tyczną.

Odp. : Przecinamy kratownicę przez 

pręty i opatrujemy siły wewnętrzne dowolnemi strzałkami np.jak na ry­

sunku 112.Celem znalezienia siły S2 rzutujemy układ na prostą, prostopadłą do prę

tów 1 i 3 ; znajdujemy równanie : Sasin - Psin = sine '
O stąd 83 = P sing -Celem zna

lezienia siły S3 stosujemy warunek momentów dla punktu O 3 otrzymamy S3a-Pp - 0 

stąd 83 * ~ • W wykonaniu liczebnem prościej będzie napisać :
a .cotg/ -bPP = Pcosea * Psinc.c “ P ( acoso * -------2- - - - - sina) • Ostatecznie przeto 

s, - P.(cosq + cot, - . %a sino) - p. ( cosot + cote/3- cotsa sino -

. sina , .sin(+6)
" f 2 cot6«* cot/ ) - P 2sin 6 •Oczywiście jest Si - 83-
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6. Podać równania i djagramy momentów zginających - sil po­

przecznych dla belki obciążonej jak na rys.122. 
Odp. : R. =PP ,R,pa . Na beli 

są dwa pola charakterystyczne i 3 

jedno objęte nierównością O,x Ha 

drugie zawarte w pzedziale a • x£I 

W pierwszem jest M1 = Rx, T, = R 

w drugiem natomiast :

Mg - R,x - P(x - a) , Tg - R1-] 

W miejscu x = 0 jest M1 - 0, w mit 

scu x - a jest M1 - M, - pa , 1 • 

wreszcie dla x = l jest Mg = O ; 

po zatem ajagram momentów jest ogra 

nic zony prostemi.W pierwszym inter 

wale jest siła poprzeczna stała 

i równa I - w drugim jest również stałą i równą - 17 • W miejscu x “ a jest za: 

tem możliwa dwojaka wartość dla T. Oba djagramy można skonstruować wykreślnie.W 

kres sił poprzecznych nie wymaga obj asnien.Odnośnie do wykresu momentów przypomi 

namy znaczenie wieloboku sznurowego, podane w teorji wektorów. Poprostu rzędna 

( prostopadła do osi belki ) wykresu zawarta między odnośnym bokiem a zamykają.? 

jart proporcjonalne do poszukiwanego momentu ; współczynnikiem proporcjonalności 

Jest odległość biegunowa H •

7. Podać równania i wykresy charakterystyczne dla belki jak na 

rys .123.

odp. 8 z powodu symetrji reakcje obie są wzajemnie równe i wyno 

szą po R - 9- . Dowolnym przekrojem odcinamy na lewo siłę R i qx. Stosując 

twierdzenie o sumie momentów i momencie sumy znajdziemy s
M - Rx - qx % - a}* - 92 |

Pozatem jest T - R - qx * 9, - qx . Djagram momentów jest parabolą drugiego stop 

ria o rzędnych zerowych w przekrojach x = O i x = l tudzież maksymalnej wartości
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‘y

AL - ‘ 
olC 4

72 Z
M = q‘8 dla x = 2 Wykres sił

poprzecznych zmienia sią według

prostej § dla x 

dla x = l jest T

O jest T

ku rozpiętości jest T

konstrukcji wykreślne j

się uwagi następujące

skupili obciążenie Q

belki wykres momentów

ny byłby zamykającą i

_ q%
2’

środ-

Do

dodaj e

Gdybyśmy

środku

ograniczo­

dwoma boka

mi wieloboku sznurowego „zaś wy-

3 w

W

0

Rys. 123.
kres sił poprzecznych posiadałby 

stopień.Przy podziale obciążenia
na dwie części po ^przybyłby jeden bok w wykresie momentów i jeden stopień w wy­

kresie sił. W miarę zwiększania ilości podziałów,a zatem i zmniejszania oddziel-

nych obciążeń będziemy coraz to silniej zbliżali się do rzeczywistości. Najwidocz-

niej położenia nowych boków odpowiadają znanej konstrukcji wykreślnej paraboli
3° 52- go stopnia ; pozatem granicą schodków jest linja prosta.

Rys. 124.

Rys. 125.

8. Podać wykresy charakterystyczne dla

wypadku przedstawionego na rys.93.

Odp. : Wykres momentów jest trójkątem

wykres sił prostokątem jak na rys. 124. Dla-

czego ?

9. Podać wykresy momentów i sił dla

wypadku jak na rys. 94.

Odp. s Wykres momentów zginających

ograniczony jest prostą i lukiem paraboli

2-60 stopnia ; styczne jej zaznaczono na

rysunku 125 Wykr rzecznych składa

się Z prostokąta i trapezu. Dlaczego

Br •Burzyński - Mechanika ogólna - Ark. 18.
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10. Zbadać zagadnienie jak na rys.126

R1
nadto T1

Ioil,
6

q,1 ~
6

Odp. :

R2 - R‘ 
90x2 ,

Dla O $ x $, jest Mi

dl

q.lx qox3“ * 3.1
% .12 4olx
------------- "” ----- g

12 12
nadto

A

I

T2
dla x - 2 jest M q .72"o- nadto

24

do . Dla x = -
12

IP

jących

układu

Pr

Ti-t2

Rys. /26.

73 Q .C .O . i
976

q

?
oczywiście T1 - O ;

o‘“ • Djagram momentów ograni- 
12

czarty jest parabolą trzeciego stopnia

i prostą styczną do paraboli .Djagram sil

poprzecznych ogranicza parabola drugiego

stopnia i prosta pozioma

11. Podać wykresy momentów zgina-

sił poprzecznych i podłużnych dla

przedstawionego na rys.127

Odp. : W dowolnym przekroju

T s Psin

części : Pr (1-cose) , 

w dowolnym zaśPcose $Y »
kołowe, jest 5 M
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przekroju części prostej 2 M2 = 2Pr » T2 - O » S, = - P (ściskanie). Stąd wykre­

sy przedstawione na rys«127. Osie prętów przyjęto równocześnie za osie wykresów.

7?ys. /28.

12. Pręt AB obciążono siłami 

P1 i P2 za pośrednictwem sztywnych 

ramion, prostopadle zorjentowanych 

względem osi pręta (rys.128).Podać 

charakterystyczne wykresy.

Odp. : Redukując siły P, i P 

do osi pręta (jak zaznaczono na ry- 

sunku) sprowadzamy zagadnienie do • 

wypadku, podanego w drugiej części 

rysunku ; oś pręta jest mianowicie 

w dwóch punktach obciążona siłami 

P1 i P2 nadto momentami N1 i N2, 
przyczem te ostatnie leżą w płasz­

czyznach prostopadłych do osi pręta. 

Z warunków równowagi wyznaczyć można 

Ri i R2 ponadto związek N1 - P1C1 = 

= P2C2 = N2- W związku z powyższem 

otrzymujemy wykres momentów skręca­

jących N, momentów zginających M 

i sił poprzecznych T.Uzasadanić po­

dane szkice I

13- Dla pręta prostego obciążonego prostopadle do osi znaleziono

wyrażenie na moment zginający w postaci następującej : u - c,x 
nia się siła poprzeczna i jak jest obciążony pręt ?

3* C2x • Jak zmie-

Odp • :

dM 3 2 aT ,dx * 4Cix * 3cgx » I * - ax - - 12C1* + 6c2x *

o
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§.4. Tarcie.

1. Już w §.2. zauważono, że reakcja szorstkiej płaszczyzny czy też 

powierzchni może być względem normalnej nachylona niekiedy pod znacznym kąt en. 

Istotnie wyobraźmy sobie jakiś przedmiot o ciężarze 4 spoczywający na poziomej 

płaszczyźnie. Wtedy nacisk na płaszczyznę wynosi R = Q. Działajmy na ciało w do­

wolnym kierunku poziomą siłą P. Okaże się, że przy odpowiednim obiorze siły o 

przedmiot nadal trwać będzie w równowadze - w spoczynku* Na podstawie ogólny :h 

warunków równowagi musimy wnioskować, że istnieje jakaś dodatkowa siła o kierun­

ku przeciwnym P a wartości liczebnie równej. Jesteśmy zmuszeni przyjąć,że siłą 

tą jest albo opór środowiska (np.powietrza), albo też opór, którego siedliskiem: 

jest powierzchnia stykania się obu ciał. Ponieważ skądinąd wi ad omem nam jest,Le 

opór środowiska zależy monotonicznie od prędkości, której wogóle nie wywołaliśmy, 

przeto pozostaje ta druga przyczyna.Zwiemy ją tarciem. Najwidoczniej siła ta po- 

siada ciekawe własności. Kp. w przykładzie omawianym po usunięciu P znika tarcie; 

ze wzrostem P rośnie siła tarcia T oczywiście do pewnej krańcowej wartości ; ze

zmianą kierunku siły P zmienia się kierunek siły T. W chwili końcowej tzn.tej.

w której P = T wywoła ruch przedmiotu jest całkowita wypadkowa N z sił R i T

^ys. 129.

(rys.129) odchylona od normalnej o tzw. kąt 

tarcia %o tak, że wtedy T - Rtg®.-Z powo- 

dów wyżej wyjaśnionych równowaga będzie zabez­

pieczoną tak długo, jak długo całkowita reakcja 

N nie odchyli się od normalnej o kąt ©o i to 

w dowolnem kierunku tj . tak długo, jak długo N 

pozostanie w obrębie stożka tarcia 

o osi pokrywających się z normalną w punkcie 

zetknięcia się obu ciał. Wielkość tg ©. nazywamy też współ c zynnikiem 
moumausere 

t a 7 cia posuwistego. Wypada dla siły tarcia zanotować następują­

ce wzory 8
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2. Zanim zajmiemy się zastosowaniem podanej formuły „wyjaśnimy parę 

podstawowych szczegółów • Rozróżniamy tarcie w spoczynku (przyczepność) i tarcie 

w ruchu. Nazwy te wyjaśniają istotę rzeczy z punktu widzenia mechaniki nie zupeł- 

nie dokładnie.Otóż należy pamiętać o tem,że tarcie w spoczynku 

jest siłą zewnętrzną bierną tzn.poprostu dodatkową reakcje 
' 2 “.- seyr ereregurtean ; aeas ehss 3. . - hnog "*** 

—". --=----=--===-==!==*-======="“=="==“===-======================================================?-= - "‘ER westm* Aerssane 

natomiast tarcie w ruchu jest oporem rozpraszającym energję ciała 

tzn. jest siłą zewnętrzną czynną. Różnice te wyjdą wyraźnie na 

jaw po rozwiązaniu kilku konkretnych przykładów. W rozdziale niniejszym zajmować 

się zasadniczo będziemy tylko tarciem w spoczynku ; tarcie w ruchu znajdzie za­

stosowanie w dynamice. Tutaj dodamy tylko, że współczynnik tarcia w ruchu jest 

zawsze mniejszy od odnośnego w spoczynku i zanotujemy relację : 

T - R.f , f - tg© < f0

Pozatem tarcie w spoczynku jest zawsze przeciwne do kierunku ewentual* 

nie możliwego (spodziewanego,pomyślanego w sposób możliwy) ruchu 3 

tarcie w ruchu jest przeciwne do kierunku odbywającego się ru- 

chu.Wypadek omówiony w ust.l. nosi nazwę tarcia posuwistego $ 

Wypadek taki zachodzi wtedy, gdy np. w czasie ruchu ciała pewien punkt tego cia­

ła stale styka się z kolejno coraz to innemi punktami powierzchni czy też płasz- 

czyzny, po której odbywa się ruch. Rozróżniamy nadto tarcie p oto- 

czyste i tarcie wiercące względnie różne kombina­

cje tych trzech typów wymienionych . Mowa o nich będzie na końcu niniejszego 

paragrafu. Pozatem może być mowa o tarciu ciał stałych* ciekłych i gazowych .Nas 

interesować będą przedewszystkiem ciała stałe .Nie można jednak nie zwrócić uwagi 

na pewien ciekawy szczegół.Tarcie suche między dwoma ciałami stałem! stara­

my się często zmniejszyć przez użycie odpowiednich smarów (byleby nie wody,która 

tarcie zwiększa z reguły). Otóż zachowanie się owej cienkiej warstewki smaru 

należy do rozważań hydromechaniki i zagadnieniu temu poświęca się w ostatnich 

czasach wiele uwagi. Jeśli korzystamy w technice w takich wypadkach z wzorów wy- 

żej podanych to robimy albo dla uproszczenia zagadnienia*albo też z braku dosta- 

tecznego teoretycznego ujęcia danego zagadnienia. Dla wyjaśnienia podajeny kilka 
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szczegółów porównawczych Przy tarciu suchem : Siła tarcia jest a) proporcjonalna 

do nacisku, b) niezależna od prędkości, e) zależna od stopnia szorstkości obu 

ciał, d) większa na początku ruchu (tj. przy przejścu od spoczynku do ruchu).Tyn- 

czasem przy tarciu cieczy s Siła tarcia jest a) niezależna od nacisku, b)propor- 

cjonalna do prędkości, c) niezależna od szorstkości obu ciał, d) znika na począt­

ku ruchu. Te chr akt ery styczne cechy mówią za siebie. Wypada dodać, że i one mają 

pewien stopień przybliżenia. I tak ścisłe badania wykazały, że współczynnik f. 

można uważać za stały, ale przy bardzo dużych naciskach, że podobnie f maleje 

z prędkością, że tarcie hydrodynamiczne nie zależy od nacisku tylko wtedy, gdy 

ten ostatni jest mały itp. Dokładne ujęcie sprawy jest jednak tak zawiłe, że nara 

zie z konieczności jesteśmy zmuszeni używać dotychczasowych założeń prostych .Dla 

orjentacji podajemy wreszcie kilka danych szczególnych dla tej uproszczonej teorji

Materjał
ro

.......
f

suchy smarów. woda suchy smarów. woda

Stal po stali 0,15 0,10 -- 0,10 0,009 to c

Metal .po drzewie 0,6-0,5 0,10 c w 0,5-0,2 0,08-0,02 0,26-0,22

Drzewo po drzewie 0,65 0,20 0,70 0,4-0,2 0,16-0,04 0,25

Skóra po metalu: 0,60 0.25 0,62 0,25 0,12 0,36

Stal po lodzie 0,027 m d cm « 0,014 e- • —

3. Rozwiązanie zagadnienia równowagi z uwzględnieniem tarcia po- 

lega na określeniu granicznych wartości sił utrzymujących ciało w równowadze „wzglę 

dnie na podaniu granicznych położeń równowagi. Do sił zewnętrznych czynnych należy 

dołączyć reakcje i dla całości użyć jak dotychczas warunków równowagi. Różnica po- 

legać będzie na tem, że do reakcyj normalnych R dołączymy reakcje styczne R.f. da- 

jąc tym ostatnim kierunki przeciwne do kierunku oczekiwanego ruchu.Przykład kun - 

krotny tę sprawę wyjaśni.

Ciężki (9) przedmiot utrzymuje się w równowadze na szorstkiej
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J?ys. 130.

płaszczyźnie przy działaniu nań poziomej siły P 

Zbadamy w jakich granicach może być ona zawartą 

Nadmiernej wartości siły P odpowiadałby ruch 

ciała ku górze ; wobec tego końcową wartość tar 

cia R fo zaznaczymy (rys. 130) w dół. Odnośną 

krańcową wartość siły P oznaczmy przez P1.Trak- 

tując - wobec małych rozmiarów ciała * układ 

11 za środkowy możemy napisać dwa warunki równowagi : 

Rcose - Rfosin% - % = O • Pi - Rsina - Rfocoso = O 

obu równań przy użyciu skrótu fo - tgg, znajdziemy kolejno : 

" cos(x + 9.) • 1 8 1 %° 4 
la Pi jest największą ze wszystkich możliwych w stanie równowagi. Wartość naj- 

lejszą znajdziemy zakłada Jąc, iż przy odpowiednim ubytku P, możliwym staćby ie 

# ruch w dół * wtedy w schemacie rys -130. należałoby zmienić tylko strzażkę 

"kości RFo- Ponieważ R nie ulegnie zmianie kierunku, przeto powyższa operoja 

st identyczną ze zmianą znaku współczynnika ro lub - co na jedno wychodzi - kąta 

•Zatem najmniejsza wartość siły P wynosi : P2 - 4 tg(o+}.). Równowaga będzie 

thodzić dla wszelkich wartości P, zawartych w granicach 2 

I tg(x - ©.) s P £ q tg(~x +9. )
-iatkowo możemy jeszcze zauważyć następujące : Stale jest P1 > o , gdybyśmy prze- 

przeszli do zagadnienia dynamicznego i chcieli wywołać faktyczny ruch w górę mu 

ibyómy działać siłą odpowiedniej wielkości skierowaną jak na rys .130 .Natomiast 

Izie P2 2 O zależnie od & 29,- Zatem przy orjentacji siły jak wyżej i odpowied 

ij jej wartości możliwy jest ruch w dół - ale wtedy, gdy jest o > ©, .w wypadku 

< f0 ów ruch możliwy byłby wtedy tylko,gdybyśmy zmienili zwrot siły P.Innemi 

Jwy w wypadku &<9 możliwą jest w stanie równowagi wartość zerowa siły P,a na. 

Lujemna. Mówimy krótko * Ciało jest zahamowane - a urządzenie odnośne (w naszym 

padku płaszczyzna) samohamownem. Pojęcie to zależnem jest najwidocz 

" od stosunku kąta tarcia do kąta ( lub wykładnika wymiarów ) konstrukcyjnego 

da się prawie w każdym wypadku z miejsca dostrzec. Poza pojęciem samohamowności
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wprowadzimy jeszcze inne -Gdyby tarcia wogóle nie było to równowaga istniałaby 

w rozważanym przykładzie dla wartości Po " I tg«, wynikającej z założenia ©, = 

( por -§.2.ćwiez -3. ). Stosunek :
syegnsyyEETCT _ n - Po < 1 p • . -"=—- ■ i- - 

lub rzadziej —2 nazywamy współczynnikiem wydajności 

urzedzenia. W naszym wypadku Jest - tg(&* 9.) -Dla płaszczyzny samohamownej 

i dyskutowanego obciążenia jest najwidoczniej z powodu nierówności & < ©. 
tg a tg& 1 - tg. 1 ‘ 

l tg(« + 9.) tg 20 2 2 Fakt ten ma prawie zawsze miejsce ; 

dajność urządzeń samohamownych jest mniejszą od 50%.

4 • Wydajność danego urządzenia ma duże znaczenia dla inżyniera. 

“ urządzeniach przeznaczonych dla pracy pozytywnej staramy się n zwiększyć pr 

zmniejszenie tarcia. W całym szeregu innych urządzeń postępujemy odwrotnie ; t 

cie zwiększamy odpowiednimi zabiegami. Wyobraźmy sobie np.,że na przedmiot ,pr 

dzony jak na ry 8-131. działamy siłą prostopadłą do płaszczyzny rysunku ; płasz 

zna z wyżłobieniem trapezowemu względnie oba okrąglaki są poziome. W miejscach 

podparcia w kierunku przeciwnym do działania siły poziomej wystąpi tarcie o wa 

Gdyby płaszczyzna wyżłobienia nie posiadała byłoby

ści |T| = 2Rfo-W warunku 

sił dla prostej , równole­

głej do Q,odpada T i sił 

pozioma tak, że warunek r 

nowagi brzmi’: 

Q - 2Rsin« = O , a stą 

2R = --—— -Ostateczn sin 9 
zatem : 
I7| < qifo - qr, , 

‘ sine ° * 
ro‘ - tg §:‘ 

I T | = Qf . Najwidoczniej 

tarcie zwiększyliśmy w stosunku fo‘ : fo = 1 : siny • Rezultat powyższy warto 

sobie zapamiętać. Przy prowadzeniu klinowem ciała korzystamy z wyników prowadzę 

nia zwykłego zwiększając współczynnik tarcia fo do wartości fo‘ • -ie- względn 
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zmieniając C. na 9.Kąt typu 9 da się zawsze zauważyć*

5. Szczególnie ważne znaczenie ma wypadek, gdy ciało i powierz-

chnis podpierająca ma kształt walca obrotowego.Ma to miejsce w łożyskach wałów

itp. Rozpatrujemy dwa wypadki ta) oba ciała mają różny promień i b) oba szczelnie

do siebie przylegają* Wypadek pierwszy ma miejsce gdy łożysko czopa jest wytarte*

Wtedy oba ciała stykają się tylko wzdłuż jednej tworzącej i to jak z warunków 

równowagi wynika, nie leżącej w przedłużeniu obciążenia czopa Q, lecz odsuniętej

prostopadle w bok o wielkość rsingo *Z krańcowych 

bowiem warunków równowagi wynika, że,reakcja cał- 

kowita musi być od normalnej w miejscu podparcia 

odchylona o kąt 9. (rys.132),a pozatem musi ona 

wynosić Q. Z powodu obecności tarcia możemy na 

wał działać momentem M nie burząc równowagi .W sta 

nie krańcowym musi się dodatkowo spełnić warunek 

momentów ; brzmi on * A - rsing. * 0, a stąd 

równowaga istnieje gdy jest :

M £ Q.r.fi > fi = sing. < tg@, - fo 

Wyrażenie q.r.f1 nazywamy momentem tarcia czopowego, zaś f1 współczynnikiem tar- 

cia czopowego ; jest on nieco mniejszy od fo. Przypadek, gdy obie powierzchnie 

walcowe są niewytarte przedstawia się teoretycznie o tyle zawilej, że nie znamy 

prawa rozkładu nacisków na powierzchnię podpieraj ącą.Zróbmy założenie,że nacisk

rozkłada się równomiernie na powierzchni, przynależnej kątowi środkowemu 2x (x -

znane).Jako niewiadome wprowadzimy kąt / , 

określający położenie w symetralnej kąta 2c rów- 

ny momentowi sił zewnętrznych M.Warunki równowa­

gi brzmią (rys. 133.) : 
+& ,to A qds.sin(B+v) - qds.fo. cos( / * ) = O 

% v-a 
jqds.cos( / *4 ) + sąds . fo . sin(/8 +/8) * %
- • -+« -c 

ąds.fo.r = M

Dr .Burzyński - Mechanika ogólna * Ark. 19.
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Wstawiając ds * r.d~ i wykonując całkowanie w zaznaczonych granicach znajdujemy 

z pierwszego równania /=g, ,z drugiego q • 2?-----sIn& „wreszcie z trzeciego

M = 2q.f.r2o = Q.r.sin@ — •Równowaga jest możliwa dla : 
) 8110

f1 = sino1 ’ sino
, ST • T

Jeśli np. jest Ka 2 » to moment tarcia waha w granicach obszerniejszych 09-1 - 

= ~ 57% w porównaniu do wykazanych poprzednio .Wytarcie łożyska wywołuje pewne mimo- 

środy w prowadzeniu wału. Tam gdzie tego chcemy uniknąć (np.w łożyskach precyzyj­

nych instrumentów mierniczych) możemy wprowadzić łożysko klinowe,jak na rys.134. 

Wtedy krańcowa wartość momentu tarcia wynosi : 
1 - q.r.f{ , gdzie * - sine

(Udowodnić powyższe I ).

6. Jako szczególne zastosowanie wzoru M 1
weźmiemy pod uwagę przypadek krążka obciążonego jak na 

rys. 135. Gdyby tarcie nie istniało,to najoczywiściej 

Rys. 134 byłoby P=Q;z powodu obecności tarcia będzie P zawar

te w stanie równowagi w

P

Rys. 135.

pewnych granicach.Pierwszorzędne znaczenie ma dla nas 

górna wartość P .Z warunków równowagi dla kierunku piono

we go mamy Q ; zatem krańcowy moment tarcia wyno-

si M = (P + Q)o f1. Warunek momentów względem osi

trzpienia daje • Q.r + M - P.r z 0 stąd wynika 8

1 - 2 £1
0Zważywszy, że 2rfi jest małe w porów-

naniu do jednostki, możemy ów wynik napisać też w pro-

staj formie $

Przy tej sposobności warto poruszyć sprawę zasadniczo

do mechaniki ciała sztywnego nie należącą.Przyjęcie pun 

ktu styczności liny z krążkiem w miejscu A nie odpowia-

P

d

lina posiada pewną

da prawdzie i teoretycznej i doświadczalnej .Mianowicie 

sztywność sprężystą,która wymagać będzie ciągłej zmiany krzywi- 
1zny od wartości r do wartości Ostymczasem w miejscu A nastąpiłby gwałtowny skok
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wartości krzywizny -Otóż punkt styczności będzie faktycznie leżał w miejscu B . 

niego począwszy krzywizna będzie maleć w sposób ciągły i osiągnie wartość ze- 

wą w miejscu C. W ten jednak sposób ciężar Q przesunie się bocznie o drobną 

wielkość e zależną od wymiarów liny, promieni a ‘rążka, i własności indywidual­

nych liny. Po stronie przeciwnej sytuacja będzie odwrotna. Na rys.135 oba mimo- 

środy zaznaczono jak wzajemnie równe ; jest to przybliżenie tembardziej uzasadnić 

ne, że pomiaru wielkości e wogóle dokonywamy doświadczalnie rezygnując z rozwa­

żań teoretycznych .Pomijając tarcie,a uwzględniając mimośrody e napiszemy warunek 
2+e 1+ e 

momentów w postaci za(rte)-P(r-e)=0, skąd jest P = Q—— =Q-—P r—e —
Zważywszy, że — jest małe w porównaniu do 1 możemy napisać 8 r

P = Q ( 1 + 2* )

Uwzględniając oba wpływy znajdziemy ostatecznie : 
d s P=(1*r*2r)=0-w • w > 1.

Zależnie od warunków (lina konopna,stalowa,łańcuch itp) waha w w granicach od 

1,05 do 1,15 ; zatem średnio w = 1,10.Najwidoczniej wydajność krążka wynosi s 
1

‘ “ wti. średnio ‘ 0,90-

7. w rozważaniach w ust .6. milcząco przyjęliśmy, że między liną 

a krążkiem było dostatecznie duże tarcie zabezpieczające układ przed poślizgiem, 

a równoacześnie pozwalające nam linę i krążek traktować jako całość ; innemi sło­

wy założyliśmy , że moment tarcia jest dość mały .Obecnie przyjmiemy przypadek wręcz 

przeciwny. Założymy mianowicie, że lina względem krążka przesuwa się lub też na- 

odwrót. Wtedy między liną a krążkiem powstanie tarcie, które wpływa na to,że na­

'Rys. 136.

pięcia liny po obu stronach krążka będą 

się wybitnie różnić między sobą.Na rys. 

136. lina jest nieruchomą ; dla krążka 

przewidziana jest możliwość obrotu w kie 

runku M.Rozpatrzny równowagę elementu 

liny przynależną kątowi środkowemu dó. 

Warunki równowagi brzmią : 

dR-(S+dS+S)"2 =0, fodR+S-(S+aS) = o 
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czyli po uzasadnonych pominięciach : dR = Sao ,fodR = dS. Rugując dR znajdujemy 

“s = fo.a. czyli po scałkowaniu : log, S * f.r + c.Lecz dla r - O jest S = S, 

zatem C = 105 S1- Podstawiając powyższe znajdujemy : log,S - 10g,S1 * log, S- 

0 S f o* To” czyli Si * e lub ostatecznie * 

S - Sef8

Największe S znajdujemy dla -a, a mianowicie S2 = Sef" . Różnica napięć wyno­

si S2 - S, = Si( e fe — 1). Krańcowa wartość momentu wynosi * M - (S2-S1)r - 

= Sir ( e f" - 1) .Charakterystyczną dla rozwiązania jest obecność współczynnika 

tarcia w wykładniku potęgowym. Pozatem bardzo ważną rzeczą jest nieobecność pro­

mienia we wzorze na S względnie S2. Można tedy sobie wyobrazić, że lina nawinięte 

jest na kilka wąłów o różnych promieniach (urządzenia ratownicze) ; wtedy o jest 

sumą wszystkich poszczególnych kątów nawinięci a.Prowadząc linę w wycięciu trape- 

zowem zwiększymy jeszcze więcej tarcie -"tedy w miejsce f0 wstawimy f0* = gini 

gdzie 20 jest kątem zawartym między płaszczyznami ,0 które trze lina.

8# W wypadkach, omówionych w ust *5,6 i 7 tarcie rozłożone byłona 

poboczni cy walca. Weźmiemy obecnie pod uwagę wypadek, gdzie tarcie rozłożone 

jest na podstawie walca. Załóżmy nerazie, że płaszczyzny stykające się gw ■ ps n tu- 

ją równomierny rozkład nacisku zewnętrznego Q ; m to miejsce w przybliżeniu 

wtedy,gdy łożysko nie jest wytarte. Jeśli r2 i r^ oznaczają promienie zewnętrzny 

i wewnętrzmy czopa walcowego , to wtedy nacisk jed - 

nostkowy wynosi : q = 3r(r2-r2) * Przy za4020- 

nem kierunku M (rys.137) będą elementarne naciski 

ądA wywoływać tarcia qdA,f. o kierunkach prostopad- 

łych do promieni .Tego rodzaju układ płaski sił — 

jak łatwo przewidzieć z symetrji - nie daje żadnej 

wypadkowej tylko moment. Zamiast tedy brać elementy 

pól dA weźmiemy pod uwagę odrazu elementarny pier- 

ścień,zakreślony promieniami u i u + du. Pole 

pierścienia wynosi 2uTdu • mnożąc powyższe przez 

q.f..u otrzymamy elementarny moment tar ci a.Warunek 
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wnowagi brzmi : M -) 2u.Sdu.q.fo.u - O ; 

dzież q otrzymamy s 

u-3 4*54
2

po scałkowaniu i wstawieniu granic

śli w szczególności Fi “0iF2 = r, to : 

M - 3 Q.fo-r 
st to oczywiście graniczna wartość.Jeśli powierzchnie stykające są wytarte 

L zapewne i bez tego ), to nacisk q nie jest stały i z 

stem oddalenie od środka koła .Zakłada jąc najprościej q 

pewnością maleje ze wzro­
q
1° i wstawiając powyż-

sze w warunek momentów nie wyznaczymy M dopóki nie określimy stałej q,.0tóż z wa­

runku sił dla kierunku % tj. równania : I - )2u I.dua = 0 znajdziemy 

10 2.3(r, — r,) ; dla M łatwo wykażemy wtedy :

M - ± Q-fo( F2 + Fi )
lub w wypadku szczególnym F1 = 0 i ra * r 

M = 2 I-fo- r
Mome n t • t ar c i a zmal al w wypadku ostatnim . o 25, wartości uprzedniej.

9 • Ważny technicznie wypadek stanowi tarcie w śrubie. Niech 

siłą, działającą osiowo na śrubę o płaskim gwin- 

cie (rys.138.) będzie Q. Naciski elementarne dR 

i tarcia fodR dadzą elementarną reakcję dN odchy- 

loną od osi śruby o kąt o + 9 o względnie & - 9. 
w zależności od pomyślanego ruchu. Składowe równo-

ległe i prostopadłe do osi truby wynoszę zatem %

dN.cos( % + y. ) i dH.sin( c • 

sze mamy I - \dn.cos( & +9. ) 
- Q IdN =   7 ——7 • Składowe • COS. X + 0. )
momonetu względem osi śruby $

P. }. Suw jąc pierw- 

= 0 czyli 

równoległe nie dają 

warunek momentów

brzmi przeto & M - JdE.r.sin( & +9) = O skąd 

M1 = I-r.tg( o *9.) względnie M2 = I.r.tg( & - ©. ) jako górna i dolna wartość 
momentów w stanie równowagi. Rezultaty powyższe zmieniają się nieznacznie dla óru
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by o gwincie ostrym. Należy mianowi- 
f 

cie w miejsce wprowadzić =—0 
• sir 

(rys-139.) tzn. odpowiednio zmieni 

g. na 9. • Należy baczyć na sposc 

obciążenia śruby. W wypadkach przed­

stawionych na rys.139. uwidoczniono 

obciążenie faktycznym momentem tj • pa­

rą sił i przypadek, gdzie prócz pary 

działa na śrubę i siła boczna.tedy . 

oczywiście wystąpi tarcie i na ścia­

nach bocznych śruby .Uwaga powyższa od 

nosi się i do ust.8. 

ciała i podłoża nie wystarcza do wyja­

-Rys. 140.

śnienia oporu,jaki zachodzi przy toczeniu się 

ciał tj• gdy przy ruchu coraz to inny punkt ciała 

styka się z kolejnemi punktami powierzchni wzglę­

dnie płaszczyzny .Wyjaśnienie znajdziemy przyjmu­

jąc, że przynajmniej jedno z ciał nie znacznie od­

kształca się (rys.140.) tak,że wypadkowa z reak-1 

cyj nie pokrywa się z prostą siły zewnętrznej Q • 

Różnicę odległości f2 nazywamy stałą tarcia poto­

czystego ; jej wymiarem jest długość .Dla orjenta- 

cji podajemy kilka wartości : 

koło stalowe po szynie stalowej f2 = 0,05 cm 

drzewo po drzewie f2 = 0,05 - 0,08 cm 

guma na terenie porosłym trawą f2 = 1,0 - 1,5 cm •

Ponieważ siła 9 i reakcja Q tworzą parę sił przeto takąż parą o zwrocie przeciw­

nym możemy utrzymać równowagę $ przeto
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Moment zewnętrzny M może być wywołany siłą pociągową ; będzie ona w stanie równo- 

wagi równą poziomemu oporowi T ; zatem M = T.r = Q.f2, a stąd

T - Q f2 
r 

Oczywiście T nie może być większe od tarcia posuwistego, bo zamiast toczenia uzy- 

skamy poślizg ; zatem ma być Q [2 < Q.fo lub r 2 [2 .Mniejsza wartość tarcia poto- 
o 

czystego od posuwistego znalazła zastosowanie w łożyskach kulkowych.

11. Niech dwa ciała stykają się w jednym punkcie i naciskają się 

wzajemnie siłą Q-W miejscu zetknięcia powstanie drobna deformacja .Momentowi o wek­

torze leżącym na prostej Q przeciwdziałać będzie tarcie rozłożone na powierzchni 

deformacji • W stanie równowagi graniczna wartość momentu tarcia wiercącego 

ynosi :

M “ Q.f4
f3 w wymiarze długości jest odnośną stałą tarcia wiercącego.

Przykłady Ćwiczeń.

1. Ciężka drabina wraz z człowiekiem oparta jest o pionową ścianę 

i podłogę. Przyjąwszy równe współczynniki tarcia na obu płaszczyznach obliczyć 

ąt c , pod jakim drabina może utrzymać się w równowadze (rys. 141).

Odp. : Niech n w zależności od położenia ezło- 

wieka oznacza położenie całkowitego obciążenia.

Z warunków równowagi :

Rafa - R2 = o , R1 + Rafo - Q - o , 
Ro..sin«+ RgfoU.coso - Q.n.Z.cose = 0 

wynika : tg a- n.(r + fo ) - f o *

Niech będzie fo = 0,4 15 • 0. = 22°,to 

tga= 2,9 n - 0,4. Przyjmijmy krótko, że ciężar 

człowieka jest w przybliżeniu równy ciężarowi 

drabiny, to gdy człowiek znajduje się kolejno na 

najniższym,środkowym i najwyższym szczeblu, a za­
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tem gdy kolejno n = + , 2 , ? uzyskamy następujące wartości & = 18°,46 50,60 7°. 

Jeśli założymy, że drabina Jest bardzo lekka, to maksymalny kąt & = 90° - 9. - 68 

uzyskamy dla n = 1 .

Jest urządzeniem Jak na rys.142.Przy Jakie 2. Pionowy pręt objęty

położeniu siły P urządzenie zatnie się ? 

Odp. : Z warunków równowagi :

Fi Ra “0» Rifo * Rafo - P = O 

wynika R1 " R2 = 2f0 = R. Z tego powodu 

w warunku momentów zględem dowolnego pun­

ktu osi pręta odpadają wielkości Rifo 

i Rof tak,że brzmi on : R.h - P.x = O , 

a stąd A" ph* 2f Jako wart’ granici 

będzie zacinać się tJ • trwać w 1 ównowadze.

3. Słup przyścienny rusztowania uregulowany Jest wysokościowe 

klinem (rys.143). W Jakich granicach wahać może siła pozioma P Jeśli określimy 

Rys. 143.

, N - Q cos («+29.)
12 1 sin (oc + ©.)

- q.tg ( o + 20. ) -

tarcia między wszystkiemi płaszczyznami 

wspólnym współczynnikiem fo ?

Odp. : Przy pomyślanym ruchu klina w lewo 

czyli słupa do góry stosunki przedstawiaj 

się Jak na rys.143•Całkowite reakcje odcJ 

lone są od normalnych o kąt @. w kierunku 

zaznac zonym.Z warunków równowagi :

N .cos ( « * 9. ) - O

N .sin( & +9.) = o

N. sin( &+9) * O

N. cos (&+G.) - O

P - Nising -

N

wynika kolejno 

i wreszcie s P

x-q_ cosę. , K, - q cos (c + €.)
cos(«+2g.) - cos (c + 2 Q.)

P1 • Przy ruchu pomyślanym odwrotnie Jest 

? - Q.tg ( oL - 29. ) = Pg. Dla równowagi musi być P2= P=P.Przyjąwszy f=0,2



- 153 -

czyli g. =~11° nadto • * 17° otrzymamy : P1 

niej o nie może być zupełnie dowolne ; gdyby

* 0,8 % i P2 = - 0,09 Q. Najwidocz-

bowiem było • + 290 = 90°, to byłoby

wtedy P —- o czyli klin nie nadawałby się do użytku Oczwiście najwygodniej by

łoby, by klin był samohamowny ; stanie się to, gdy będzie & 29. jak właśnie 

w w podanym przykładzie li czebnym» Zważywszy, że w wypadku omawianym również we wzo­

rach na N2, N i Ni należałoby (jak dla P) wstawić w miejsce @. wartość -9. wi- 

dzimy, że & nie może być dowolnie mniejsze od 20. albowiem mogłoby się zdarzyć 

N2 ujemne. Z powyższego wynika,źe w celach samohamowności należałoby o ograni­

czyć nierównością : @.= & = 29. .
siłę P dla wielokrążka zwyczajnego, jeśli w zespole ru-4. Obliczyć

chomym znajduje się n krążków.

Odp. : Napięcie częśći 1 wynosi S
1

. _- wt.O

1 C.To ) 
Pw, W drugiej

82 - S1 w - 

S2n - PNan 

równowagi :

P-1 , w trzeciej s.
we •

1
2 9 w’

2n-te

Przecinając układ otrzymamy warunku

Q - s + s. + ......s, - P.(—+ 45 + 1 + ...1)1 — W w” w’ wen’
czyli P - Q w2n “= 1 . Gdyby strat wymienionych wen -1
w ust.6. nie było, należałoby przyjąć w = 1. Wtedy 

□ wen _ 1
lim P = - . Zatem I = ——-----—------
"1 2n ‘ 2nw2"(w - 1)

5. Obliczyć siłę P dla wielokrążka potęgowego

o n krążkach ruchomych.
wn+l Q

Odp. 3 P * (+w)n • Gdy w = 1 jest P = on

(stąd nazwa). Udowodnić powyższe wyniki (rys. 145.).

6. Na zaklinowanym okrąglaku opuszczamy liną

I * 1000 kg ; ile wynosi P jeśli fo = 3, zaś a=3?
, _ . -Po.cc 1000 _Odp • : P = -e = 2,85351 kg -

7. Ile razy należałoby linę owinąć, by było

P = 1 kg ( w ćwicz.6.) ? 
f QOdp. 3 enom " p - 1000 , stąd o = 20,7 =~3,3.23.

Zatem 3 — razy.

P W

Z

Q

Dr. Burzyński - Mechanika ogólna - Ark. 20.
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8. Obliczyć siłę potrzebną do zahamowania tarczy na rys. 146. , 
jeśli Q - 242 kg a - 0,7.25 , f0 - 0,18, 3-2,8-10 ?

Odp. t P = Q —— ---———10 kg. Należy osobno rozpatrzyć 

tarczę z bębnem, a osobno dźwignię.

9 -Płyta 41 toczona jest na walcach Q. Ile wynosić musi siła P

( rys.147.) ?

Odp. 3 Płyta toczy się na wałkach a wałki po terenie.
Q1 f 2 + ( Q + Q1 ) • f,• " --------- ------------- -- I1 " 1000 kg. % * 50 kg, r = 0,1 m,fg-f2- 0,05cm

, - 1000.0,0005 + 1050.0,0005 9to P =------------0,2-------- ‘---------5,1 kg.

$



R 02DZ I A Ł IV.

K i ne m a t y k a

-.1. Kinematyka punktu.

1. Kinematyka jest geometrją ruchu t 3 • tą częścią mechaniki, która 

zajmuje się ruchem ciała względnie punktu nie wchodząc jednak w przyczyny ,które 

ruch wywołały względnie go modyfikują. Od geometrji zaś różni się ona tem, że wprc 

wadza dodatkową zmienną mianowicie czas t, mierzony w sekundach i jednostkach po- 

krewnych.Za chwilę początkową najprościej przyjąć czas t = 0, za chwilę dowolną 

tezas t , za chwilę sąsiadującą czas t + dt -Chcąc poznać ruch ciała trzeba będzie 

z pewnością obserwować ruchy różnych jego punktów. Zaczniemy od ruchu jednego pun- 

ktu •

2. Poznać ruch punktu znaczy określić położenie jego w dowolnej 

chwili -tudzież określić wszelkie zmiany czasowe tego położenia, więc sposób tych 

zmian: Wektor jalnie określamy położenia punktu promieniem wektorem r, łączącym 

stały punkt odniesienia 0 z ruchomym punktem P. Równanie ruchu przeto brzmi :

F=F (t)

i wyraża, że promień-wektor jest wektorjalna funkcją czasu t. W dwóch sąsiadujących

chwilach t i t‘at punkt poruszając się po swym t o r z e znajduje się w położę-
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niach P i P‘, określonych wektorami r i r+ir (rys. 148.). 

jące kierunek przyrostu 4 F nazywamy prędkością

A= Wyrażenie — , 
---------- • • — - 
średnią

posiada-

w inter-

wale PP‘. Granicę tego stosunku t j •

=================== ===== = Ar dr — V * ~rr - -7 ar rAt+0 At dt 
nazywamy prędkością punktu w chwili t,tzn. w 

niej prędkość v jest styczną do toru s w

położeniu P.

każdorazowem

Najwidocz-

położeniu
. , > CI} 

punktu, wymiar prędkości jest ilorazem długości i czasu więc nip • - , W rozpatry. 

danych dwóch chwilach prędkości wynoszą v i v+Av (rys.148.). ykreślmy je z jedne- 
punktu .

S01M, to 1 loraz At nazywamy sredniem przyspieszeniem
’ ‘ -nr... ‘* smntnan..

W badanym przedziale. Końce wektorów V, wykreślonych ze wspólnego początku M utwo- 

rzą krzywą ciągłą o ♦zwaną hodografem .Punktom toru rzeczywistego P,P‘..7 

opowiadają odwzorowania Q,Q‘ ... Granicę : 
_ Av -.. 
p = lim A+ = v = r 

nazywamy przyśpieszeniem punktu w chwili t,tzn. w położeniu P. 

Przyśpieszenie p jest naj oczywiściej styczne do hodografu 

zatem z pewnością leży ono w płaszczyźnie ściśle stycz­

nej toru rzeczywistego s w każdej rozważanej chwili ; stąd 

wynika konstrukcją p dla punktu P ( rys .148 .) -Wymi arem przyśpieszenia jest np.
CD:

,0.2 - Chcąc W pewnych wypadkach silniej zaakcentować jakość omówionych wielkości S8E 1 
v i p mówimy niekiedy : prędkość linjowa i przyśpieszenie linjowe. Jeżeli w szcze 

gólnym przypadku tor punktu jest linją prostą, to nietylko prędkość v, ale i przy- 

śpieszenie p leżą na prostej toru. W przypadku toru krzywolinjowego wektor p ni­

gdy nie jest styczny do toru.

Obli ozmy moment prędkości średniej At względem punktu G • Wynosi on 
Ar A. , .... . , .A. sin (AEF) a A A . AtlF % Jego wartość bezwzględna wynosi——- “A —%- = 2A+, przyczem A A o- 

znacza pole trójkąta, zaznaczonego na rysunku 148., powstałego przez obrót wektora 
--..-.., sesakoe-geusni ■ rocxouuce===u======== - . -=--... W----- —===! 20-E)99 

F -Granicę połówki owego wyrażenia nazywać będziemy prędkością w y -

• inko w ą n w chwili t. Zatem jest :

n - 2 v A r

3. Analitycznie określimy położenie punktu i jego ruch współrzędne-
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mi : x = x(t) , y = y(t) , z - z(t) , 

Niech wersorami kierunków x,y,z prostokątnego układu o początku w punkcie O będą 

wektory 1,3,* to wtedy : r - x.i + y.J + z.k .Różniczkując powyższe względem t 

znajdujemy, że prędkość v = r ma składowe prostokątne :

. . dx , • dy v . dz - ;
X dt * y dt 9 ‘ Z dt 

zwane prędkościami składowemi. Z teorji wektorów jest nam wiadomem, że owe składo- 

we są równocześnie rzutami prędkości v na osie układu ; więc np. jest : Vx"VC0S&,

v.cos, , vz - v.cosy , jeśli & ,f i r oznaczają nachylenia prostej v 

względem osi układu. Następne różniczkowanie dostarcza nam przyśpieszeń składowych 

względnie rzutów przyśpieszenia na kierunki osi układu :
42. .. . d‘y * - d2z .. . ,Px“az “*“‘x‘Py * at2—” * •‘s ‘ Pz - dt2 - 2 - ‘z ‘ 

przyczem zachodzą związki, 2 p, - p.cosl , p • p.cosu , Pz - p.cosr » jeśli 2,,” 

określają kierunek przyśpieszenia p.Możemy napisać 2 Prędkość, względnie przyśpie­

szenie rzutu punktu na dowolną prostą jest rzutem prędkości względnie przyśpieszę- 

nia tego punktu na ową prostą.W szczególności gdy punkt porusza się po krzywej

płaskiej jest :

v_ * v .cosa , v X y 

v = Yvż+v2 , tg
= v .sino • p • p.cosA, Py = p.sinA

< - Yy , p - Yp3+p; « tg A “ Py

w tym ostatnim wypadku łatwo jest napisać wyrażenie dla prędkości wycinkowej :

1 = * ( x.v, - y.V> ) = L( x.y - y.x )

4. Rugując czas t z równań x * x(t) , y - y(t) , z * z(t) możemy 

znaleźć równanie toru np. zapomocą dwóch powierzchni walcowych h(x,y)=0,f(y,z)=0 

Określiwszy w ten czy inny sposób tor wystarczy jeszcze podać Jedno równanie ru- 
chu, by ten ostatni był w zupełnisoi określony.Najwygodniej będzie określić którąś 

ze współrzędnych naturalnych np. długość odbytej drogi tj • długość zuku s toru ja- 

ko funkcję czasu. W ten sposób ostatecznie ruch będzie określony następująco 2 

tor , s * s(t)

Ponieważ przy przejściu do granicy długości cięciwy, łuku i s tycznej wza 3 emni e

się pokrywają, przeto z ust.2. wynika 2 
dsV : 7 8
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w zależności od tego czy jest v dodatnie czy też ujemne widzimy, że punkt porusza 

się w kierunku rosnących lub malejących s, mierzonych oczywiście od jakiegoś u-

talonego początku. Przyśpieszenie p nachylone względem normalnej pod kątem •

P

A

rozłożymy na dwie składowe : styczną P+ i normalną Pn* Jest to dla nas o tyle ko- 

rzystne, że - jak wiadomo * różniczkowanie wektora V polega na podwójnej operacji

a mianowicie na zmianie jego wartości algebraicznej be z zmiany prostej położenia

i na zmianie położenia bez zmiany wielkości .Na rys. 149 zaznaczono dla przedziału

At pierwszą zmianę na kierunku v symbolem Av i drugą do pierwszej prostopadłą

równą oczywiście v io -Owe zmiany są proporcjonalne do poszukiwanych przyśpieszeń

Zatem $

Pt
Uważajmy & jako
4& J& de 1

Av lim —- 
At—0 At 

funkcję

dv 
dt p. =e lim v

R 8t,6
Ac 
A t dt

8 9 to w ostatnim wyrażeniu można było napisać :

de dt gdzie — jest krzywizną toru (drugą współrzędną naturalną)Wobec

można też napisać %

Pn
Przyśpieszenie całkowite wynosi : 

tor punktu jest prosty, to 1 - C

p? + p 3 pozatem jest tg © - £1 Jeśli
1 Pn

, = 0 lub p • Pt = v. Znachodzenie wyraże-

nia dla prędkości wycinkowej nie ma tu specjalnego znaczenia

5 • Zdarzyć się może,że ruch punktu jest określony

2 e. 2

torem djagramem ruchu

tym wypadku zamiast równania s = s(t) lub innego podobnego podany jest wprost 

obraz tego równania w prostokątnym układzie współrzędnych ; wykres taki może być 
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wykonanym np. na drodze doświadczalnej czy też na podstawie jakiejś umowy rozkła 

dy jazdy) • Wtedy nastręczające się zagadnienie kinematyczne rozwiązujemy wykreśl- 

nie.Na rys.150. podano djag ram (s,t).

Nachylenie stycznej w dowolnej chwili 

wynosi :
, ds 

dt = •

Odcinając przeto tgo w odpowiedniej po- 

działce znajdziemy w tej chwili djagram 

prędkości (v,t). W tym zaś jest :

. A dv tg 6 ? _" Pt 

skąd wynika djagram (P.,t).Naodwrót - 

niech będzie danym wykres ostatni -Ele- 

mentarne pole szaznaczone na rysunku wy­

nosi p^.dt czyli dv -Planime ruj ĘC tedy 

pole wykresu między rzędneit t = t, 

i t * t2 znajdziemy zmianę pręd­

kości od chwili tj dc chwili t-Podob- 

nież drogą planimetrowania wykresu (v,t) 

dojdziemy do zmian długości s. 

Znając kształt toru możemy równie pro­

sto podać wykres (p ,t) ; podobnież 

z wykresów (s,t)i ( v,t) możemy skon- 

struować djagram (v,3) itp - W rozwinię- 

cia tych graficznych metod rugowania

zmiennych, różniczkowania i całkowania nie wchodzimy.

6 • Niekiedy stosujemy dla zagadnień płaskich ruchu współrzędne 

biegunowe ( 1,9). Położenie punktu określone jest wtedy współrzędnymi r = r(t) 

i Q = *(t) (rys.151). W tym wypadku korzystnej jest podać składowe prędkości 

i przyśpieszenia kierunku promienia i w kierunku doń prostopadłym. Najwidoczniej 

jest wtedy v - Wr + V, , p = p, + Fe



Algebraiczne wartości poszukiwanych składowych są :
a,. do.“r"at ** ’ vr“Fat FY

»-8-v, 8 - - ** -*-=2.p,-* 88-8-****,-2t9*r# 

Przy dowodzeniu powyższego należy skorzystać z rys.151. i uwag o różniczkowaniu 

wektora, zamieszczonych w ust .4 .Prędkość wycinkowa wynosi n • 1 r2 ( •

7. Zagadnienia kinematyczne mają naogół dwojaki charakter ; 

równania ruchu mogą mianowicie wvnikać z rozważań dynamicznych lub też czysto 

geometrycznych (teorje mechanizmów). Kilka przykładów z grupy drugiej podamy za 

chwilę .Odnośnie do grupy pierwszej uprzedzając wypadki możemy dodać,żc -zważa- 

nia dynamiczne prowadzą najczęściej do określenia przyśpieszenia jako pewnej 

funkcji.Nasuwają się następujące proste możliwości :

A) Ruch prostolinijny.

a) p - O.Wtedy całkując równanie p = v • O znajdujemy 

v - vo - constans - ś nadto s = So + Vot.Ruch tego rodzaju nazywamy jednostajnym 

Wielkości vo i so są stałemi całkowania, określonemi warunkami brzegowemu zada­

nia.

b) p = po = constans.Znajdujemy drogą całkowania : 
o

V * Vo + Pot, nadto s - So + Vot + i Pot -Ruch rozpatrywany nazywamy jednostaj­

nie zmiennym.
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c) P - p(t). Całkując znajdujemy v - v(t) nadto s • s(t). Ruch 

obecny nazywamy krótko zmiennym,

d) P = p(s). Korzystamy Z przekształcenia Pev m “. *
- a¥-v. Zatem p(s) - vd lub.va- - p(s)ds. Całkując znajdujemy :

t = vo + 2 |p(s)ds czyli v = v(s) = S * 9P.W dalszym ciągu mamy :dt = 
dsv(s) - t(s). Odwracając ostatni wynik mamy : s ‘ s(t) a zatem i v

ds dt

ds
v(s) C2y11 
= v(+).

p = p(t).

e) p - p(v) > Całkujemy równanie p(v) dv—) , zatem t
dv

p(v)=t(v)

lub v = v(t).Z ostatniego całkując znajdujemy s = s(t).

sowę tj o powtarzające 8

Rys. rsz.

Ir .Burzyński - Mechanika

f) Pomijając wszelkie inne możliwości podajemy wypadek najogól- 

niejszy : p = p(v,s,t). W tym wypadku stoimy przed równaniem różniczkowem : 

f(8,8,8,t) = 0 , którego sposób rozwiązania zależny jest od konkretnej formy rów­

nania i warunków brzegowych.

B. Ruch krzywoliniowy.

Mogą tu zajść wypadki podane pod A) , przyczem w miejsce p wej­

dzie w rachubę przyśpieszenie styczne P+ = v - s. Przyśpieszenie normalne jest 

niewiadomą dodatkową, wynikającą z kształtu toru i sposobu zmian prędkości.W du­

żej ilości wypadków wygodniej będzie zamiast współrzędnych naturalnych użyć współ 

rzędnych prostokątnych. Zarówno w grupie A jak i B dużą rolę odgrywają ruchy okre 

w równych przedziałach czasu.

Przykłady ćwiczeń, 
o w * c» o a a sn a cs - a = a -= o c « « aw

1. Punkt A prowadzony jest poziomo ze stałą pręd­

kością c. Ile wynosi prędkość v i przyśpieszenie p prę- 

ta a ?

Odp. : Prędkość pręta jest równą prędkości punktu 

B. Najwidoczniej jest y = V r‘- x2. Różniczkując wzglę- 
• x - x

dem t znajdujemy 3 y " • = - Jr”-xi‘X = - y c.Jeśli 

jest x>0 i y>0 (jak na rys.152) to jest v<0 czyli 

ólna * Ark.2l.
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v ma kierunek malejących y. Różniczkując drugi raz znajdziemy : y = v - p - 
,2 2
y3 * ,

2. Koło o średnicy a, w chwili początkowej styczne do prostej

w punkcie 0 (rys.153) obraca się jednostajnie dookoła O.Określić ruch drugiego

^ys. /53.

nań na s i p wynika związek :

punktu przecięcia M ze stałą prostą.

Odp • : Zadanie rozumieć należy tak, że q zmienia 
d c . się jednostajnie Z czasem tj.,że ~ = ( = « =cons 

W dowolnej chwili jest s - a.siny „Różniczkując 

znajdujemy S * V • a.cosfy - a.ccosg. -Następne 

różniczkowanie dostarcza przyśpieszenia : s=v=p= ) 

- - aosin? * - a • siny Charakterystyczny dla 

zadania fakt wynika z obecności funkcji trygonome­

trycznej .Badany ruch jest ruchem okresowym. Z rów- 

p = - CO s § jest to równanie różniczkowe ruchu 

harmonicznego •

A\ 3. Zbadać ruch jednostajny punktu po. kole i Jego rzut na średn

cę »

Odp. : Niech w chwili początkowej punkt znajduje się w A,w chw

ma tylko składową normalną Pr

li dowolnej w B (rys .154). Położeniom tych odpowie

8dają 0 i B‘ • Droga po kole wynosi 1 = c.t - aq cz 
c , , e

1 Y * a t " ot, jeśli krotko * c -Droga po pro 

stej wynosi s = a.siny- a.sinwt. Prędkość po ko 

le Jest stała i wynosi c. Prędkość ruchu po prostą 

v Jest rzutem prędkości c tj. wynosi ona :

• - c.cosp - a dcos t ; ten sam rezultat otrzyma 

my różniczkując s. Przyśpieszenie ruchu po kole

a $ rzut tego przyśpieszenia Jest ujemny (ma kić 

runek malejących s) i wynosi p - - Pnsiny --acin ot se -w‘s : ten sam rezultat

znajdziemy różniczkując v Ruch po prostej Jest najwidoczniej ruchem harmonicznym



4. Prosta z przesuwa się równolegle ze stałą prędkością c prze­

cinając stałe koło w punkcie M (rys .155) -Zbadać ruch punktu M po kole.

Odp. : Prędkość v jest styczną do koła ; jej skła

dow

wynosi Pt

zas jest 3 :
. demamy 9 = dt

wynosi Pn -

c
3 zatem V * sinq -2 drugiej strony 

aq czyli v = ś - a ; z porównania
v c ,“a " a.sin c -Przyspieszenie normalne

v2 c2 1 .
a " a sin2. Przyspieszenie styczne
• dv 8 n % c . -2 cos 0* i dt 7 sin2°OB9 $ * * & sin3q

Przyśpieszenie całkowite wynosi : p - V pr+ pe- 
=-----=113, $ odchylenie jego W od normalnej wyni-

zatem przyśpieszenie p leży na

ka z równania : tgw = Pt r Pn 
kierunku prostej L •

or

5. Jeśli przyśpieszenie punktu poruszającego się przechodzi 

stale przez ustalony punkt przestrzeni, to ruch dany nazywamy środkowy m. 

Zbadać tego rodzaju ruch biorąc pod uwagę wyrażenie wektorjalne prędkości wycinko­

wej •
odp. : Prędkość wycinkowa wynosi Ą-ivA r (ust .2. ). Ponie­

waż definicja ruchu tkwi w równoległości p i r , przeto najprościej będzie zróż­

niczkować Ę . Otóż 4 - ivAr + 1 vlr ; lecz Y - p, zaś r - v zaczem

- 1 5/ = + }vAv - O „albowiem jest p II r ivlv. Skoro jednakże Ę - at * o,to

‘ = constans - 2 Zważywszy na wektorjalną formę ostatniego rezultatu możemy podać 

następujące cechy ruchu środkowego : Prędkość wycinkowa ruchu środkowego jest sta­

łą tzn. promień wodzący r , wychodzący ze środka ruchu (środka przyciągania lub od­

pychania) zakreśla w równych dowolnych odstępach czasu równe pola ; normalna do 

prędkości v i promienia r zachowuje stałe położenie w przestrzeni tzn.ruch środko- 

wy odbywa się zawsze po krzywej płaskiej. Można wykazać i na odwrót ,że skoro powyż 

sze cechy są spełnione, to przyśpieszenie p leży zawsze na promieniu wodzącym r. 

Bliższe cechy ruchu zależą oczywiście od charakteru zmienności przyśpieszeniu. 

Szczególne znaczenie ma ruch, W którym zachodzi relacja p " - TB sedie k jest 

stałą .
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§.2. Kinematyka ciała sztywnego.

1. Ażeby określić ruch ciała

ko trzech punktów tego ciała,więc np 
punkty
w pewnej chwili zajmują położenie A1

sztywnego wystarczy wziąć pod uwagę ruch tyl 

punktów A, B i C (rys.156) -Niech bowiem owe 

B1, C- a w innej położenie Ag, B2,C2,to naj 

widoczniej dla każdego punktu następnego 

D,E, • • „przyjętego w położeniu pierwszem 

D1, Ej.... możemy natychmiast znaleźć 

jego położenie w chwili następnej tzn.

D2,S2, ... Należy przytem jak z konstruk­

cji wynika przyjąć A, B, C nie na jednej 

prostej ; przy poszukiwaniu punktów na - 

stępnych należy wykluczyć dwuznaczność tj- baczyć, by obieg A2BAD2 był identyczny 

z A1B1P1» B2C2P2 z B1C1P1 i C2A2P2 2 C1A1D1- Rozumowanie tu przeprowadzone polega 

na założeniu,że ciało jest sztywne tzn.że odległości wzajemne wybranych punktów 

nie ulegają żadnej zmianie podczas ruchu Zamiast trzech punktów można przyjąć je­

den punkt 0 i dwie przezeń proste najlepiej wzajemnie prostopadłe x i y ; dla zu­

pełności ( nie zaś z powodu konieczności ) przyjmujemy wtedy i trzecią oś z do 

tamtych prostopadłą. Między dziewięcioma współrzędnemi trzech punktów względnie 

między dziewięcioma dostawami kierunkowemi osi z,y,z, połączonych niezmiennie 

z ciałem istnieją trzy warunki odległościowe względnie sześć warunków kierunko- 

wych. Zatem ruch ciała sztywnego określa sześć niezależnych 

współrzędnych analitycznych jako funkcyj np. czasu,mi anowicie w pierwszym wypadku 

sześć długości, w drugim trzy długości i trzy kierunki. W metodzie wektorjalnej 

między trzema wektorami określającemi położenie trzech punktów względnie jednego 

punktu i przechodzących przezeń dwóch kierunków istnieją dwa związki niezależne 

tak, że tylko jeden z wektorów można dobrać dowolnie a następne częściowo lub cał 

kowicie należy od niego uzależnić. Tory trzech punktów ciała sztywnego nazywamy 

kierownicami ruchu. Zatem możemy też powiedzieć, że ruch ciała jest 



znany, gdy wiadome nam są kierownice trzech punktów. Zachodzi pytanie czy z po- 

śród wszelkich możliwych ruchów nie dadzą się wyodrębnić takie ,dla których podane 

warunki uproszczą się.

2. Przedewszystkiem nasuwa się ruch, w którym kierowni 

c e wszystkich punktów są kr z y w e m i równoleglemi. Ruch 

tego rodzaju nazywamy postępowym.z powyższej definicji wynika,że 

i prędkości wszystkich punktów są równe i równoległe. Innemi słowy do określenia 

ruchu postępowego wystarczy znać położenie początkowe ciała i ruch Jednego Jego 

inktu. Poprostu do rozpatrywania ruchu postępowego wystarczają znajomości §.1. 

tj. kinematyki punktu,więc w szczególności dyskutowany ruch określają w zupełno- 

ści trzy współrzędne Jako funkcje czasu. Jeśli w szczególności kierownice ruchu 

są prostemi,to tego rodzaju ruch postępowy nazywamy przesunięciem. 

Ruch postępowy możemy przeto uważać za ruch złożony z kolejno po sobie następu- 

jących przesunięć o różnych kierunkach•

3. Przy określonym kształcie kierownicy ruch postępowy jest 

sprecyzowany Jednem równaniem np.typu s * s(t) lub v = v(t) lub p. - p (t) itp. 

Istnieje inny zupełny ruch, który można określić równie prosto i krótko.Przyjmij- 

my mianowicie, że dwie kierownice ruchu zredukowały 

się do punktów; z określenia sztywności wynika,że wtedy istnieje ca­

ła prosta punktów nie poruszających się ; prostą tę, łączącą oba wyżej podane 

punkty,nazywamy osią obrotu,a dany ruch obrotowym. Trzeci 

punkt ciała i każdy następny nie leżący na osi obrotu może poruszać się najwi­

doczniej tylko po kole,położonem w płaszczyźnie prostopadłej do osi obrotu,za­

kreślonym z punktu przebicia osi i owej płaszczyzny Jako środka. Na rys. 157. za- 

znaczono tor punktu oddalonego o 9 od osi obrotu.Droga Pa tegoż punktu wynosi - 

s • © • «
Z różniczkowania względem t wynika ' ’



ce na

leżne

leżne

Rys. 157.

1 _ 
jego wymiarem jest sek2 -Obie

Wielkości e,",Pt określają ruch nie tylko punktu
--============ u . aisosatarti uom -***-****—**"" - ■ "*" == — —== - — - . - su msued, . a ■ - -tei mmea = ====- — 

P, ale wogóle każdego innego, oddalonego od osi 

obrotu o długość © .Weźmy pod uwagę wielkości nowo 

wprowadzone

9, 9 = c, y = c - &

Najwidoczniej określają one ruch wszystkich punk­

tów ciała czyli ruch całego ciała. Współrzędna q 

określ© obrót dowolnie przez oś obrotu pomyślanej 

płaszczyzny ; możemy ją uważać za wektor q ,poło 

żony na osi obrotu ; y jest niemianowane.Wiel- 

kość w będziemy nazywać prędkością k‘ą 
t o w ą ; jej wymiarem jest er .Wielkość e j st 

przyśpieszeniem k ą t o w e m 

te wielkości możemy również uważać za wektory, leża 

osi obrotu. Wielkościom linjowym B,V,Pt odpowiadają kolejno 9, c, &, ni e za 

odę. Przyspieszenie'normalne Pn " o nie ma tu odpowiednika, albowiem 

jest ono od @ ; możemy je tu natomiast z korzyścią przekształcić kładąc 

za”

v - 9-co * wtedy jest Pn * 9.c* Nie trudno jest na podstawie ust.7.§.1. podać 

kilka przykładów ruchu obrotowego. Tal np. jeśli * %+ct,to c * w. = constans, 

8 " 0 ; tego rodzaju wypadek przedstawi: ruch, obrotowy jednostajny, w tym wypadki 

Thnice chętnie wprowadza się p0J0 1 ości obrotów na m i- 

n u + ę n. Najwidoczniej jest 6 = 3". -1 .Gdy jest o = c+ ct + 3 c +2 , to 

wtedy co " ®o + Sot , & = 60 a ruch podany jest obrotowym jednostajnie zmiennym.

Gdy równanie ruchu brzmi 8 = 9 = - X" , to ruch jest harmonicznym okresowym.Wo- 

gole do wszelkich typów przesunięć możns przez prostą.zmianę oznaczeń dobrać od­

powiednie typy obrotów'. Z powyższych powodów oba ostatnio wymienione ruchy odgrywa 

ją w kinematyce ciała bardzo ważną rolę -Nasuwa się pytanie czy wobec tego nie by-

loby rzeczą pożądaną z każdego inneg ruchu wyodrębnić przedewszystkiem przesu- 

ięcie i obrót, a później dopiero zastanowić się nad pozostałą resztą ; okaże się 

że a ciał sztywnych owej reszty wogóle niema.
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4. Jeśli kierownice trzech punktów ciała leżą w płaszczyznach 

wzajemnie równoległych, to ruch ciała nazywamy posuw! stym lub P 2 a- 

s k i m .Którąkolwiek z płaszczyzn wymienionych nazywać będziemy kierują* 

c ą . Z powyższego wynika,że punkty ciała położone w płaszczyźnie kierującej na- 

dal w niej w czasie ruchu będą się znajdować. Weźmy pod uwagę właśnie takie punkt 

ciała,to najwidoczniej wystarczy ich przyjąć tylko dwa, albowiem punkt trzeci 

ustalają dwa oddalenia i warunek nakazujący szukać tego punktu w płaszczyźnie 

przyjętej -Zatem ruch posuwisty określają ruchy dwóch punktów ciała,czyli dwie kie 

' równice ruchu,t j .trzy niezależne od siebie współrzędne jako funkcje np. czasu ; 

. czwarta współrzędna odpada z powodu obecności warunku wiążącego oba punkty .Weźmy 
* pod uwagę dwa punkty A i B ciała w położeniach A1,B1 i A2,B2 oddzielonych skoń- 

czonym interwałem czasu i spróbujmy „czy będzie możebnem przemieścić ciało z jedne 

go położenia w drugie zapomocą jednego obrotu.W tym celu z najdźmy punkt przecię­

w wierzchołkach O wzajemnie równe i

ci a O symetralnych odcinków A142 i B1B2 

(rys.158) i przezn przesuńmy prostopadle 

do płaszczyzny kierującej (tzn-rysunku) oś 

obrotu .Jeśli punkt O jest faktycznie punk* 

tern osi obrotu,to musiałoby być 0=/3 tzn. 

musiałby punkt B1 zająć położenie B2 równo* 

cześnie z tą chwilą gdy A1 będzie w Ag.Otóż 

tak faktycznie jest ; albowiem w trójkątach 

przystających 0A1B, i OA2P2 są kąty 

wynoszą one o * « względnie 3-4 » z równo­

ści & - « = 3-9 wynika & = f „Należy z naciskiem podkreślić następujące : ruch 

rzeczywisty ciała nie był w rozważanym przypadku wogóle obrotem # wykazaliśmy tyl­

ko ,że dwoma różnemi ruchami można osiągnąć ten sam efekt końcowy. Nieco inaczej

przedstawia się sprawa, jeśli pod uwagę weźmiemy ruch chwilowy ciała, tzn* ruch od­

powiadający przedziałowi czasu dt .Wtedy ruch po kole czy po dowolnej krzywej zmie 
. ‘ . d s

rza do tej samej granicy ds,określonej tą samą wartością prędkości 3+ = V -Na ry- 
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ciało w położeniach A^jB^ i sąsiadują- sunku 159. zaznaczono kierownice A i Bi

cem A2.B2 -Symetralne rys -158 -prze szły 

tu na normalne, wykreślone W A, i B1; 

normalne te wyznaczają oś obrotu 01

i promienie wodzące ra i .w chwili 

rozważanej prędkości punktów A i B wy- 

noszą V, = rA.4, i YB = rg.e, -W cza- 

sie aproksymcwania rzeczywistego ru­

chu posuwistego ruchem obrotowym cia­

ło będzie zmieniać swe położenie za- 

tem w konsekwencji oś obrotu chwilowe- 

żenią 01 do 0, itd. ; równocześnie i • 

będzie zmieniać swą wartość. Miejscem geometry cz nem osi chwilowych obrotów Jest 

powierzchnia walcowa o kierownicy C zwana walcem centralnym stałym • Wy obraźmy so- 

bie,żeśmy w czasie ruchu ciała zaznaczali (np.azpilką) każdorazową oś obrotu 

w ten sposób, że uchwyciliśmy nietylko ślady tych osi na stałej płaszczyźnie kie- 

rującej, ale i na ruchomem ciele ; miejscem geometrycznym tych ostatnich będzie 

również powierzchnia walcowa o tworzących & a mianowicie tzw.walec centralny ru- 

chomy ( T ) * W każdej chwili ruchu, któraś z tworzących L pokrywa się z odnośną 

prostą 0,na rys.159.Stan taki odnosi się właśnie do 01 i 1 ; za chwilę inny 

punkt ciała mianowicie %, pokryje się odpowiednim punktem centrodji mianowicie 

0, -W tej chwili nastąpi znów obrót dookoła 02 i proces omawiany dalej będzie za- 

chodził .Punkt Kadla położenia A1B1 znajdziemy konstruując na podstawie A1Bi trój- 

kąt 42B20,- Długości 6,02 i 2,%2 są najoczywiściej wzajemnie równe. Tego rodzaju 

ruch,w którym dwa ciała stykają się wzdłuż Jakichś krzywych i nawiajają względnie 

odwijają wzajemnie na owych krzywych równe długości nazywamy toczeniem się ciał. 

Zatem możemy zrezygnować przy ruchu płaskim z kierownic ruchu ; ruch płaski może­

my wywołać tocząc walec centralny ruchomy ( ciała ) po walcu centralnym stałym. 

Z ruchem płaskim stykamy się bardzo często w rozmaitych mechanizmach niekiedy bar 

dzo prostych Jak np.konstrukcja " papierkowa " elipsy itp.
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5. Drugim z kolei ruchem,który możemy aproksymować kolejno po 

sobie następującemi obrotami chwilowemi jest tzw. ruch kulisty albo 

kręcenie się -Mówimy o nim wtedy, gdy jedna z kierownic ruchu redukuje 

się do punktu* Dwa pozostałe punkty a i wszystkie inne mogą się tu poruszać po po- 

wierzchniach wspołśr odkowo-kuli stych $ środkiem kul jest ów nieruchomy punkt - 

środek kręcenia się.Sześć współrzędnych dwóch punkt ów, charakteryzujących ruch,wią- 

żą trzy warunki wiążące tj • określające oddalenie wzajemne obu punktów tudzież 

oddalenia ich punktu nieruchomego. Zatem ruch kulisty określają w zupełności trzy 

współrzędne niezależne jako funkcje np. czasu .Jeśli środek kręcenia się przesunie- 

ny do nieskończoności, to otrzymamy w rezultacie ruch posuwisty jako szczególny wy 

padek obecnie traktowanego ruchu.Należy wobec tego przypuszczać, że cały szereg 

rezultatów ust.4 .będzie można tutaj odwzorować. Istotnie tak jest.Czytającemu po- 

zostawia się dowiedzenie następującego twierdzenia : Ciało znajdujące się w ruchu 

kulistym można przemieścić z jednego położenia w drugie zapomocą jednego obrotu 

dokoła prostej, przechodzącej przez środek kręcenia się.Wystarczy wykazać, że pro 

sta taka wogóle istnieje,by stwierdzić* że ruch chwilowy ciała jest rzeczywiście 

wymienionym obrotem chwilowym.Osie chwilowe utworzą w przestrzeni stożek centralny 

stały - w ciele stożek centralny ruchomy ; oba stożki mają najoczywiściej wspólny 

wierzchołek w środku ruchu.Zatem ruch kulisty ciała jest wywołany toczeniem się 

stożka centralnego ciała po stożku centralnym stałym.

6. Pozostaje do omówienia ruch ogólny ciała tj .ruch po- 
siadający ogólne cechy charakterystyczne, omówione w ust.l.w ruchu omawianym mpżn 

ciało przemieścić z jednego położenia w drugie zapomocą jednego określonego przeeu 

gięcia i jednego określonego obrotu i to na nieskończenie wiele sposobów.Powstaj a- 

ca w ten sposób pozorna dowolność nie powinna być niewłaściwie zrozumianą .Pr z e s a - 

męcie wykonać należy tak, by któryś z punktów ciała w położeniu pierwszem pokryw 

się z tym samym punktem ciała w położeniu drugiem np.punkt A na rysun- 

ku 160.Gdy to zostanie przeprowadzone, to pozostałe część ruchu jest oczywiście 

ruchem kulistym tzn. obrotem dookoła prostej,przechodzącej przez Ao,^ więc nie do-

Dr .Burzyński - Mechanika ogólna - Ark .22.
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Rys. 160,

wolnej . najwidoczniej wartości i kierun 

ki przesunięć mogą być najrozmaitsze za 

leżnie od wyboru punktu ciała.Osie obro 

tu będą w zależności od powyższego prze 

chodziły również przez różne punkty.Na- 

tomiast ciekawem jest,iź niezależnie od 

powyższego postępowania każdorazowe 

osie obrotu są wzajemnie do siebie rów­

noległe ; dowód powyższego podamy w na­

stępnym paragrafie •Jeśli jednakże tak 

jest, to z pośród wszelkich możliwych 

kombinacyj przesunięć i obrotów możemy wybrać jedną ze specjalnych najprościej 

taką, w której przesunięcie jest równoległe do osi obrotu .Wypada przytem dodać,że 

obojętną jest rzeczą, czy za punkt ciała uważamy jakiś faktycznie istniejący jego 

punkt czy też punkt nieistniejący, któryśmy w myśli do ciała (sztywnie) dołączyli; 

tego rodzaju operacja będzie niekiedy konieczną z powodu przyjęcia zgóry kierun- 

ku przesunięcia. Operacja dotychczas opisywana jest czysto geometryczną ; jej ki­

nematyczna strona tkwi w wielkości prędkości przesunięcia v i prędkości obrotu w. 

Jeśli stosunek f - jest stałym w czasie ruchu ciała,to ruch złożony z obrotu 

i równoległego przesunięcia nazywamy skrętem lub ruchem śrubo­

wym $ f jest wskaźnikiem skrętu. Ruch rzeczywisty ciała nie musi 

być wogóle ruchem dyskutowanym ; ale chwilowy ruch ogólny ciała jest z pewnością 

skrętem chwilowym, a ruch ogólny w całości składa się z kolejno po sobie następu­

jących skrętów chwilowych. Miejscem geometrycznem osi chwilowych obrotu i przesu­

nięcia jest powierzchnia (prostokreślna) centralna-stała w przestrzeni i ruchoma 

N ciele. Ruch ogólny ciała wywołać można toczeniem się wraz z prostopadłem do kie­

runku toczenia poślizgiem powierzchni ruchomej po powierzchni stałej.Odnośnie do 

ruchu śrubowego wypada podkreślić, że zarówno prędkość przesunięcia v jak i pręd- 

kość obrotu o są w danej chwili wspólne dla wszystkich punktów ciała 3 wyniks to 

z definicji obu ruchów .Kąt nachylenia stycznej do toru jednego z punktów ciała 
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względem osi ruchu wynosi 2 - Ki przyczem Jest teoi = ©ic , jeśli gi oznacza 

oddalenie tego punktu od osi. Po jednym pełnym obrocie punkt przesunie się równole 
gle do osi okrok (skok) h - 204 ST.tg oi = 2.1% - 23r tj-o wielkość od 

91 niezależną ; powyższe jest jasne albowiem ruch równolegle do osi faktycznie od 

9i musi być niezależny. Wracając do końcowej uwagi ust.3-go stwierdzamy jej słusz­

ność ; wykazaliśmy na drodze czysto geometrycznej ,że najogólniejszy ruch można roz 

łożyć tylko najwyżej na dwa ruchy składowe różnego typu. Stwierdzimy to jeszcze wy 

raźniej za chwilę. Postąpimy mianowicie odwrotnie ; będziemy się starali znaleźć 

konstrukcję składania ruchów.

Przykłady ćwiczeń.

1. Dla układu trzech prętów jak na rysun­

ku 161. daną jest prędkość kątowa c, = c. 

Znaleźć prędkość Ce tudzież położenie te­

go punktu M,którego prędkość VM ma kieru­

nek łącznika.

Odp. : Rozpatrywany ruch jest płaskim ; 

w szczególności pręty AB i CD znajdują 

się w ruchu obrotowym, natomiast BD w ru­

chu posuwistym. Opierając się na ruchu 
Rys. 161.

obrotowym widzimy,że prędkości VA i Yp

Są prostopadłe do kierunków korb.Wykreślając normalne do tych prędkości(tzn.do 

kierownic) znajdujemy środek obrotu chwilowego 0 łącznika. Wobec tego mamy :

VB " AB-2 »“" Bo * Bo “» “DD0.““ DO Bo ”‘ 1 wreszcie “ - 5 * CD ‘Bo‘ w 3 
lecz z powoju równoległości AC i BD jest A - 30 czyli D0 .4 • 1 tak, że osta-

tecznie &" & == Co-Wykreślmy z O prostopadłą do BD to znalezione w ten sposób M 

jest poszukiwa ym punktem ; dla niego jest : v, . ON.c. ov AB.6 ; lecz AB .50

Zacze: VM - h Co •

2. Ciało AB porusza się tak, że A porusza się stale po prostej x.
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a B po prostej y.Znaleźć centrodje stałą i ruchomą.

Odp. * W stałem układzie x,y ma oś chwilowa 

obrotu 0 współrzędne x i y, przyczem w jak 

wynika z rys.162. - jest stale x2 + y2 = 

= ( 2c ) * 4c2 $ centrodją stałą jest koło 

o promieniu 2c, zakreślone ze środka M. 

Przyjmijmy w odniesieniu do ciała AB jako 

06 3, a prostopadłą do niej np. ze środka 

S odcinka AB za oś n • Oś chwilowego obro­

tu K ma zatem w odniesieniu do ciała współ­

rzędne sin $ najwidoczniej jest 

jest koło o promieniu c, zakreślone ze 

środka w S. Jeśli koło T będzie się toczyć wewnątrz stałego koła C,to końce śred­

nicy tj. punkty A i B będą posuwać się po prostej x względenie y. Czytającemu pozc 

stawia się udowodnienie konstrukcji elipsy, tj• znalezienie kierownicy dowolnego 

punktu odcinka AB.

Rys. 163.

3«0bręcz kołowa toczy się w płaszczyźnie po pro­

stej ; znaleźć rozkład prędkości.

Odp. : Prosta jest centrodją stałą, koło centro­

dją ruchomą, O jest środkiem obrotu chwilowego. 

Prędkość dowolnego punktu obręczy P skierowaną 

jest prostopadle do promienia © = 2rcose tzn.nrze- 
• a 

chodzi ona przez punkt A $ stąd rozkład prędlcości. 

Pozatem jest "p - 9-0 = 2r.e.cosq -Prędkości punk­

tów A i S są VA - 2rw , Ys = re | jeśli np.vs 

jest dane to co = "S czyli v, * 2vcose.

5.3. Redukcja i transformacją ruchów.

1. Ruch chwilowy ciała określony jest przemieszczeniami jego punk­

ów. Przemieszczenie chwilowe któregokolwiek punktu określone jest odcinkiem 



- 173 -

zorj entowanym w przestrzeni - wektorem.Prędkość tego punktu określa wektor propor 

cjonalny do wektora-przemieszczenia. Przeto ruch chwilowy ciała określony jest 

w zupełności prędkościami punktów. Prędkości pochodzić mogą od przesunięcia ciała 
, , .. cm , 1i od obrotu. Prędkość przesunięcia ma wymiar T 21, , prędkość obrotu wymiar .

ScK ■ SCK

Nasuwa się przypuszczenie, iż pierwsza może być momentem drugiej.Załóżmy, że 

punkt P na rys.164. należy do ciała obracającego się dookoła prostej ^.Połączmy

punkt P z dowolnym punktem osi obrotu promieniem- 

wektorem ri, wtedy o prędkości V, wywołanej obro- 

tern możemy powiedzieć następujące : a) trzy wekto­

ry w kolejności 61, Ti , Vi tworzą układ prawy, 

b) Pomiędzy nimi zachodzą zależności kierunkowe 

Vi -L 0; ,Vi - ri . c) Bezwzględna wartość wektora 

“i wynosi Vi = “i- = ©iFisin(oi»Fi) gdzie 9 jest 

oddaleniem P od @i .Z teorji wektorów wiadomo,że 

cechy a) b) c) charakteryzują iloczyn wektor jalny; 

zatem :

“1 - 65,A *1 
czyli prędkość linjowa punktu jest momentem prędkości kątowej względem tegoż punk­

tu. Prędkość innego punktu np. Q wynosi Wi = a{A( Ti + d ) = V{ + d;Ad przyczem 

d określa położenie Q względem P.

2. Możemy na podstawie widocznej analogji rozszerzyć nasze 

przypuszczenia.Zapewne ruch ciała jest określony wystarczająco układem 

obrotów chwilowych c; , o dowolnej skończonej ilości osi obrotów i - 1, 2, .... n. 

Niech owe osie ci będą dowolnie rozmieszczone w przestrzeni, to prędkości V; utwo­

rzą pęk zbieżny o prędkości wypadkowej równej sumie geometrycznej prędkości czę­

ściowych - czyli :

V - ?6Ar
Prędkość innego punktu wynosi :

w = 4aA(1 + d) -20A Ti + ( 20) Ad - v * c A a gdzie o=2. ci
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Zatem prędkość dowolnego punktu Jest w zupełności określoną wektorami : to =2a, 

v = Zv, - Żci A ri „Podobnież układ wektorów linj owych Jest w zupełności określo­

ny sumą geometryczną i ogólnym momentem układu. Możemy wobec tego powtórzyć cały 

szereg wniosków teorji wektorów. Przedewszystkiem tedy dla każdego punktu ciała 

Jest wartość sumy geometrycznej d ta sama ,tj.oś obrotu wypadkowego Jest nieza­

leżnie od obioru punktu ustalona w swej równoległości ; Jest to zapowiedziany do­

wód twierdzenia, podanego przy badaniu ruchu ogólnego w paragrafie poprzednim. 

Owa oś przejdzie przez badany punkt P Jeśli do tegoż punktu zredukujemy4układ 

wektorów di-Wtedy zaś - jak wiadomo - otrzymamy cały układ par obrotów. Para obrc 

tów jest równoważna momentowi tej pary & A a tj • wektorowi swobodnemu ; w nasz j 

nomenklaturze wielkość o wymiarze ser „niezależna od punktu musi być prędkością 

przesunięcia.Zatem ruch chwilowy ciała można na nieskończenienie wiele sposobów 

zredukować do obrotu c i przesunięcia v. W układzie analitycznym odpowiada to 

trzem obrotom &x , “y i “z tudzież trzem przesunięciom Vx,Vy,v,. Wyróżnik układu 

wynosi k - 85. V - “x‘x * “y Vy *©,",-Na uwagę zasługują cztery możliwości :

z dwóch obrotów skośnych. Przy stosownym obiorze środka redukcji można znaleźć

a) co + 0 . v + 0 , k + 0 ,

b) c + 0 . v + ó 
acx

, k - 0 ,

o) • = 0 , v * 0 »

a) co = 0 , v = 0 * • ‘

Wypadek a) prowadzi do ruchu ogólnego złożonego t
z obrotu i przesunięcia,względu:

oś centralną układu ©ijeśli ruch sprowadzić do skrętu chwilowego, w którym jest 

v 18 .Jeśli k = O tj • w wypadku b) nie musimy v uważać za prędkość przesunięcia; 

prościej będzie przyjąć, że v jest momentem co względem środka redukcj i .Ruch da 

się tu zredukować jeszcze dalej tj• tylko do jednego obrotu chwilowego c przy - 
, , v

czem os obrotu oddalona jest od środka redukcji o wielkość^-* r. Innemi słowy 

przesunięcie v i obrót c wzajemnie do siebie prostopadle zorjentowane zami enić 

można na równoległy obrót dookoła osi chwilowej przesuniętej prostopadle do 

płaszczyzny (v , 6 ) o wielkość -Należy tu ruch posuwisty i kulisty.?/ wypadku 

c) niema obrotu $ istniejąca para wypadkowa obrotów jest prędkością przesunię-
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ciav; tu należy ruch postępowy chwilowy i przesunięcie .Wreszcie w wypadku d) ru­

chu wogóle niema ; ciało spoczywa - wypadek ten należy do statyki i był tam krót­

ko naszkicowany .Zagadnienie przeprowadzone w ust .2 .nazywamy redukcją obrotów chwilo, 

wych.

3. Zróżniczkujmy podług czasu wyrażenie V{ * doAr. a znajdziemy : 

Pi - e^A Fi + ^i^^i* Ponieważ Fi skierowane jest od punktu do osi obrotu przeto 

Fi = - vi* Zatem Pi * F1Ari + “iA“i .Łatwo wykazać, że SAFi jest przyśpiesze­

niem stycznems a ViA“i przyśpieszeniem normalnem punktu. Powyżśzy wynik na P, 

wskazuje nam na to,że redukcji przyśpieszeń nie dokonamy tak prosto jak redukcji 

prędkości, albowiem obok trójki 81 , r 1 , Pi mamy jeszcze inne wielkości .Sprawa ta 

niema jednak dla kwestji ruchu wybitniejszego znaczenia, skoro już prędkości usta 

lają typ ruchu.Z tego powodu zajmować się nią tu nie będziemy.

4.Pod transformacją rozumieć będziemy zmianę układu odniesienia 

ruchu. Wyobraźmy mianowicie sobie, że znanym nam jest ruch ciała C w układzie w 

ti., że znamy dla każdego punktu tego ciała prędkość v. i przyśpieszenie p. ; 

ruch w tym układzie nazywać będziemy względnym .Wyobraźmy dalej sobie, 

iż układ względny W wykonuje dowolny określony ruch w stosunku do innego U,który 

nazywać będziemy układem odniesienia. Zatem ciało C i układ W wykonują pewne ru­

chy w układzie U ; ruch ciała C w układzie U nazywamy b e z w z g 1 ę d n y m. 

Ruchy te nie są odrębne ; rozumieć to należy tak : gdyby nawet w odniesieniu dc w 

ciało C nie poruszało się zupełnie, to jednak ciało to posiadałoby prędkości 

i przyśpieszenia w U - mianowicie dowolny punkt ciała C miałby tę prędkość .

unoszenia Yu i to przyspieszenie Pa, jakie ma punkt układu W chwilowe 

pokrywający się właśnie z punktem obranym ciała.Pytamy obecnie jakim jest ruch 

ciała C względem U tj .ile wynosi v, i P> obranego punktu ciała .Otóż kwestja pręd­

kości przedstawia się tu zupełnie prosto, mianowicie z powyższego określenia spo­

sobu odbywania ruchu wynika, że prędkości V, i V. dodają się geometrycznie ; za- 

tem: yi, - V. + u

Nieco zawilej przedstawia się sprawa z przyśpieszeniami .Zauważmy, że gdyby nawet 

badany punkt ciała nie ulegał prędkości unowszenia v, tj • gdyby przypadkiem al:
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pokrywającego się z nim punktu układu W prędkość przesunięcia zredukowała się 

z prędkością obrotu do zera, to jednak tenże punkt ciała poza przyśpieszeniem 

p., doznawałby w układzie U jeszcze dodatkowego przyśpieszenia P. pochodzącego 

od obrócenia prędkości względnej v. unoszeniem układu W tzn.jego prędkością t . 

Wystarczy w tym celu rozpatrzyć rys .151. „gdzie np. obrócenie prędkości v, spowod. 

wało przyśpieszenie v,. « -Oczywiście pozatem rys.151. w niczem obecnego typu za­

gadnienia nie przypomina. W każdym razie ruch układu W odbija się na. owym dodat 

kowem przyśpieszeniu podwójnie mianowicie powoduje obrót prędkości v. i zmienia 

promień obrotu r. Nie wchodząc z braku czasu w dość zawiłe dowodzenie sprawy po­

damy rezultat tego zagadnienia* Otóż jest :

T " Pw * Pu + Pe 
. asoreseni*" 7 — 2 “ *ha n, raish sen , 

gdzie : Pe = 2Vw A c

Wyrażenie p nosi nazwę przyśpieszenia Coriolis a ; często nazywamy ujem 
C

ną wartość tego przyśpieszenia przyśpieszeniem od śród kowem złoże 

nem. Przyśpieszenie dodatkowe pc znika, a) gdy układ W wykonuje tylko przesu­

nięcie tj • gdy jest & = O , b) gdy rozważany punkt ciała spoczywa tj. gdy jest 

v. = 0, c) gdy badany punkt porusza się w układzie względnym równolegle do osi 

obrotu układu Wtj. gdy jest vwlc .Obok wspomnianego zadania częściej spotykamy 

się z innem mianowicie, gdy ruch bezwzględny jest znany a względny jest poszukiws 

nym.wtedy

v, - T - vu 
Tw = Po - Pu - Pe-

5. Przypadek taki zachodzi w tzw. klasycznej teorji względności. 

Sformułować ją możemy następująco : znanym jest ruch ciała C1 w układzie U,znanym 

jest nadto ruch ciała C2 w tym samym układzie U.Jakim jest ruch ciała C2 wzglę- 

d em C1 Jub nacdwrót ? Najwidoczniej należy obecnie zidentyfikować ciało C2 z po- 

prze dniem C, ciało C1 z układem W, albowiem ruch ciała C2 względem U możemy trak­

tować jako wypadkowy z ruchu ciała C2 względem C1 i C1 względem U. Zatem możemy 

napisać : _ _ _ _ 
"2,1 " V2 - ‘1 ’ P2,1 “ P2 “ Pi “ Pe gdzie ‘

*
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Pe = 202,148= 2.( V2 - V1 )A co, 
przyczem oznacza prędkość kątową ciała Ci. Odnośnie do prędkości V2,1 wypowiada 

się często zasadę względności następująco : Udzielmy w myśli ciału C2 ruchu chwi­

lowego wręcz przeciwnego temu, jaki posiada ciało C1 $ składając go geometrycznie 

z danym ruchem ciała C2 otrzymamy ruch ciała C2 względem C1. Oczywiście należy u- 

ważać na to, że T1 oznacza prędkość tego punktu ciała C1, który w danej chwili po 

krywa się z badanym punktem ciała C2. •

Przykłady ćwiczeń.

1. Ciało obraca się dookoła trzech przecinających się wzajemnie 

prostopadłych osi z prędkościami kątowemi co, = co , c,= 2 0, c, = 30 .Jakim jest 

ruch tego ciała ?

Odp • : Obrotem dookoła osi przecinającej się z danemi pod kątami 
12 3 

wynikającemi z dostaw cose* Y14 »cos/ " Y14 • con “14 z prędkością kątową 

co (14 .

2. Ciało obraca się dookoła dwóch równoległych osi w tym samym 

kierunku z prędkościami kątowymi c i &2,przyczem osie oddalone są wzajemnie o a. 

Jakim jest ruch ciała ?

Odp. : Obrotem z prędkością kątową c = c + c, dookoła osi równo­

ległej do danych i położonej w ich płaszczyźnie przyczem oddalenie osi c od co.

względnie c, wynosi a, = a @02
©1t (2

CO, względnie 80 = a---- -----• ©,+c.
3. Piłce tennisowej udzielono prędkości przesunięcia v i obrotu 

© jak na rys .165. Jakim jest jej ruch chwilowy ?

Odp. a W obu wypadkach jest on obrotem 

dookoła osi równoległej do poprzedniej 

z tą samą prędkością kątową c ; oś 

obrotu chwilowego przesunięta jest jak 

na rys. 165. o długość :

a = X .

Dr -Burzyński - Mechanika ogólna - Ark.23.
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4. Pień o nieznanej długości 7 porusza się z pojazdem jednostaj­

nie ; jak można obliczyć jego długość ?

Odp. : Niech pojazd porusza się z prędkością u. Przejdźmy jedno­

stajnie i równolegle do pojazdu idąc raz od końca pnia ku początkowi, a drugi raz 

odwrotnie ; niech ilość kroków wynosi raz n. drugi raz n czyli drogi bezwzględne 

n^s i nas jeśli s jest długością kroku. Prędkości bezwględne są 12 - v i n2s - v; 
t1 t2 

prędkości względne natomiast wynoszą v-uivtu; otóż (V - u ).t1 - Z 
i ( v + u ).t2 - 4 albo 1 - V - n. i 1 + “ - 5. „Rugując V mamy z -,2,-24,

2 ns‘h,s
Jak należy postąpić jeśli jest u>v ?

5. Poprzednie zagadnienie może posłużyć do obliczenia prędko­

ści samolotu w stosunku do ( nieruchomego ) powietrza, jeśli samolot porusza się V 

równolegle do kierunku wiatru. Inny sposób polega na przelocie wzdłuż boków wyty­

czonego trójkąta o bokach 11, 12, 13 (rys.166.) .Odczytując czasy przelotu t1,tg,t3 

znajdziemy bezwzględne ( tj • w stosunku do ziemi ) prędkości v 9

, - 13 .Ile wynosi prędkość aeroplanu względem wiatru. 

11
11 2 12

a ile prędkość wiatru

i jak ta ostatnia jest zorjentowaną ?

Rys. 166.

Odp. : Zakładamy ,iż pręd - 

kości samolotu i wiatru 

leżą w jednej płaszczyź- 

nie Prędkości bezwzględnej 

są Vi = V + u, a stąd 

konstrukcja wykreślna.

Z dowolnego punktu P na­

kreślmy równolegle do

12, 13 -— T1, V,, v, i przez punkty 1, 2, 3 nakreślmy koło, to promień tego

koła jest poszukiwaną prędkością v, wektor PO podaje orjentację i wartość prędko­

ści wiatru u.

G. Punkt porusza się jednostajnie po prostej $ pod prostą wy 

obraźmy sobie tarczę jednostajnie wirującą przyczem oś obrotu przecina się z ową 
r

prostą. Jakim jest ruch punktu względem tarczy ?
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Odp. : Niech w chwili początkowej punkt pokrywa się dokładnie

z osią tj .niech będzie dla t = 0, r = 0 i 9 = O (rys .167) .Udzielmy punktowi pręd­

kości re przeciwnie skierowanej do kierunku obrotu 

co ,to c i ro są składowemi prędkości względnej , 

czyli s Ywr" c » “wo* r lub całkowita prędkość 

względna wynosi vw * V c+ ri . W układzie biegu 

nowym jest Vr - i, v, • r.o czyli f - c, 9 =« ;
całkując z uwzględnieniem warunków brzegowych mamy 

r = ct » Y = ct czyli r - c o jako równanie toru 

względnego ( spiralna Archimedesa ) .Całkowita pręd­

kość zamyka z promieniem kąt / dla którego tg B =
T C , __ ,

"Te" Y •Przyspieszenie bezwzględne Pb = O » przyspieszenie unoszenia ma war- 
2

tość Pu = re i jest skierowane do osi obrotu ,przy śpieszenie Coriolisa skierowane 

jest od środka krzywizny spiralnej i wynosi p = 2v„.c •Przyśpieszenie względne 

P. jest sumą przyśpieszeń - P, i - p. • Ma ono zatem składową w kierunku promie- 

nia Pwr • r - 2"w .sin/ » składową doń prostopadłą Puo" 2v„cos/ lub ponieważ 

sin- v”i Cos® - v. to Pur - r«2 - 2r2 - - ro ( skierowane do środka ) 

i Pwe = 2c« •Skontrolować zadanie wprowadzając oznaczenia dla P, i Py ( współrzęd 

ne biegunowe ) i całkując dwukrotnie ostatnio otrzymane składowe przyśpieszenia 

względnego !

o



ROZDZIAŁ V.

Dynamika.

§.1. Dynamika punktu materjalnege i środka masy.

1. Ogólne zadanie dynamiki ranktu polega na rozwiązaniu pytania:

Jakim będzie ruch punktu materialnego, podanego działaniu określonych sił.Odpo- 

wiedź na to pytanie była już podaną w rozdziale II-im w związku s pr- =5
Tutaj • oznacza masę punkturP jego przyśpieszenie, P wypadkową sił, działających 

na punkt .Jeśli r oznacza promień* wektor, określający każdorazowe położenie punktu, 
dr • , dv 

to jego prędkość wynosi - jak wiadomo - V = At = r » a przyspieszenie p = at - 
42F • •• , — , . . “ 4+2 " V = r. Jeśli przeto P jest okres one^to wyżej podane równanie prowadzi do 

zagadnienia kinematycznego 

m.r = F 

z którego oznaczyć mamy wszystkie pozostałe elementy ruchu tj - v -r i r .Odnośnie 

do siły P zachodzić mogą najrozmaitsze wypadki ; najogólniej może być 

P su P(r, 7, t) 

w wypadkach prostszych może być F tylko funkcją położenia r i wtedy mówimy,że 

punkt porusza się w polu sił. Pod P rozumiemy * jak juz wspomniano—wogole 

wypadkową sił, działających na punkt-Należy tu zasadniczo odróżnić dwie ewentual­

ności 2 ruch swobodny i ruch nieswobodny ; d tym ostatnim mówi się wtedy, gdy tor 

punktu jest niezależnie od sił czynnych zgóry określony, więc - powiedzmy - tor 

ten jest krzywą materjalną (drut, na którym przesuwa się koral).Ze stanowiska ma­

tematycznego jest jakość ruchu rzeczą zupełnie obojętną.Ze stanowiska dynamiki 

sprawa przedstawia się natomiast tak, iż w F musimy wtedy widzieć nietylko siły 

czynne, ale i bierne tj. reakcje 3 po pro a tu reakcje zastępują działanie toru na 

punkt materjalny. Owe reakcje są skierowane prostopadle do toru $ opory styczne 

do toru w rodzaju tarcia itp -uważamy w dynamice za siły czynne, o czom już była mo 

wa. Wreszcie wypada dodać, że do zupełnego określenia całki równania różniczkowe­
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go ruchu muszą być podane dwa warunki brzegowe, przy pomocy których wyznaczymy 

każdorazowo stałe całkowania.

2. W przestrzennym układzie współrzędnych podanemu równaniu 

wektorj alnemu odpowiadają trzy równania analityczne : 

m 2 - Px » m.y • Py , m.2 = P, 

w których *,j,2,Px» Py,Pz oznaczają odpowiednio składowe przyśpieszenia p i siły 

P w kierunkach x,y,z układu. Warunków brzegowych musimy tu mieć sześć.

3. Najczęściej prowadzi do celu szybko użycie układu natural­

nego współrzędnych tJ • stycznej, normalnej i binormalne j . Za dodatni kierunek 

stycznej najprościej przyjąć kierunek wzrastających długości s mierzonych po to- 

rze od dowolnie przyjętego początku ; za dodatni kierunek normalny przyjmiemy kie 

runek ku środkowi krzywizny toru ; wreszcie odnośnie do binormalnej możemy zażą- 

dać by stycsma, normalna i binormalna w podanym porządku tworzyły np.układ prawy 

Równania ruchu brzmią : 
„2 

m#-P , my = Pa , 0 - % LPe - 0 

gdzie Pt. P , PL oznaczają algebraiczne wartości rzutów siły P na wyżej zdefinjo- 

wane kierunki.

4. Współrzędnych biegunowych używamy często w ruchach płaskich 

Równania ruchu brzmią : -In—9,—— -C- / / —- -

•:P, - P, • m.p, - P, 

z oznaczeniami dla Pr i P, podanemi w kinematyce. Dla ruchu przestrzennego należa 

łoby te równania rozszerzyć o trzecią współrzędna walcową.

5. Jest rzeczą zupełnie obojętną czy rozważania nasze prze- 

prowadzone są w układzie takim lub innym więc np. bezwzględnym czy względnym .Nale 

ży jednakże bacznie zważać na to, że przy przejściu od układu jednego do drugie­

go należy do przyśpieszeń zawsze dołączyć przyspieszenia Coriolisa, określone nie 

dawno w kinematyce. Skoro przyśpieszenie punktu w danym układzie względnie odnoś­

ne Biły śą określone, to równania podane w poprzednich ustępach prowadzą do poszu 

kiwanego rozwiązania.

6. Pod działaniem określonych sił ciało,tj. układ punktów ma 
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terj alnych, wykonywać będzie ruch. Jakim on będzie - rozstrzygniemy to na innem , 

miejscu. Niezależnie od teg© można ustawić bardzo proste wyrażenia dynamiczne dh 

środka masy tegoż ciała.Punktem wyjścia może być znane nam równanie,określaj ące 

położenie środka masy $ jest niem związek:

m.% - Ęm”

gdzie Fi jest promieni em-wektorem punktu materjalnego mi , a T promieniem określa 

jącym położenie środka masy ciała ; w tym ostatnim możemy sobie wyobrazić skupio- 

ną całą masę układu m - 2. m .Różniczkuj ąc powyższe równanie względem czasu o trzy- 

mamy : d ,, 

4 t

Cl - lUJe )., v

m.v, = 2m.v.0 i i i
Wyrażenie kierunkowe MV{ nazywamy ilością ruchu lub pędem 

punktu materjalnego. Zatem : Suma geometryczna pędów wszystkich punktów materjal- 

nych układu jest równą pędowi całego układu, skupionego w swym środku. Z twierdze 

nia tego zrobimy w przyszłości użytek. Różniczkując otrzymany związek jeszcze raz

znajdziemy :

— qz m.p - A m(7, 777
(C ‘ t e

Z powodów, które Jeszcze zostaną wyjaśnione, nazywamy chętnie wyrażenie - MiPi 

siłą bezwładności punktu materjalnego. Zatem z Suma geometrycz- 

na sił bezwładności wszystkich punktów materjalnych układu Jest równą sile bez­

władności całego układu, skup i on ego w swym środku. W układzie analitycznym każdem. 

z wypisanych rownań wektorjalnych odpowiadają trzy równania,a to :

m.x. = ŻmiXi , m.yo = 2myi , m.Zo = 2Mi”i

m.Yox” ZmYix , m.Yoy” Zmiy , m.Yoz" Zmiz 
m.Pox“ EmPix ’ m.Poy” ZmPiy , m.Poz”ZMPiz > 

Łatwo napisać powyższa równania dla innych układów.

7. Na dowolnie obrany punkt m, ciała działa wypadkowa sił ze- 

wnętrznych P. i układ sił wewnętrznych, o wypadkowej 2. WiK ; ta ostatnia siła po- 

chodzi od działania innych punktów układu tJ • punktów k.Dla punktu mi możemy prze 

i to napisać : mPi = Fi + Wik Napiszmy takie równania ruchu dla wszystkich 

punktów układu i zesumujmy Je stronami, a otrzymamy : 2 mPi -2Pi*44* ik • 



- 183 -

Lecz według ust *6. jest 4m,Pi = m.po, gdzie m =4 mi $ pozatem oznaczmy krótko wy- 

padkową sił zewnętrznych przez P 13 • podstawmy 2P, - P ; wreszcie zauważmy,że 

jest bezwarunkowo 2 —Wik - 0, albowiem siły wewnętrzne zdarzają się zawsze dwój­

kami zerowemi tzn.że działania wzajemne dwóch różnych punktów m, tudzież My zno­

szą się. Przeto ostatecznie jest :

m.P. * P

W ostatniem równaniu m jest masą całego układu : możemy ją sobie pomyśleć skupio­

ną w środku masy układu ; Po = v. = To oznacza przyśpieszenie tegoż właśnie środ­

ka ; wreszcie P jest sumą geometryczną wszystkich sił zewnętrznych ; w odniesie­

niu do punktu możemy sobie F wyobrazić jako wypadkową wszystkich sił zewnętrznych 

P, przesuniętych równolegle (jak gdyby wektory swobodne) do środka masy. • ten 

sposób doprowadziliśmy zagadnienie do ruchu punktu, o określonej masie i określo­

nej sile nań działającej Możemy przeto wyrazić następująco zasadę ru­

chu środka mas y s Środek masy ciała materjalnego porusza się jak 

punkt o masie całego cisła pod działaniem sił zewnętrznych tego ciała,równolegle 

doń przesuniętych. Nie wchodząc narazie w inną definicję ruchu środka masy dodamy 

tu jeszcze parę wniosków bardzo ważnych. Przedewszystkiem należy zapamiętać ważny 

szczegół, który wyżej uzasadniono : Siły wewnętrzne ciała nie wpływają na ruch 

jego środka. W pocisku między planetarnym można się zupełnie swobodnie (ściśle 

rzecz biorąc w sferze bez atmosfery tj • bez oporów) poruszać nie zmieniając tern 

obranego toru .Mi ano wicie środek masy pocisku będzie w dalszym ciągu poruszał się po 

przewidzianej krzywej, a tylko pocisk może się ewentualnie dookoła tego środka 

obrócić. Gdy siły zewnętrzne znoszą się,środek masy trwać będzie w spoczynku 

względnie w ruchu jednostajnym prost olinj owym. Ale i gdy siły zewnętrzne ciała 

redukują się do pary sił to i w tym wypadku środek będzie spoczywać względnie 

poruszać się jak wyżej. Albowiem siły pary, przesunięte do środka dadzą dwójkę 

zerową.Szczegół ten jest również bardzo ważny.

Przykłady ćwiczeń •

1. Równanie różniczkowe ruchu harmonicznego brzmi 2 m.r - - a.T ; warun­
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ki brzegowe przyjmijmy dla t - o, F - Fo i v = "o* Zbadać ten ruch.

Odp. : Całka podanego równania brzmi z r = Acoskt + Bsinkt> gdzie 
k * Ya .Różniczkując mamy v - - Aksinkt + BkCOskt.z warunków brzegowych znajduje 

— _ — g my A = Fos B = H*. Zatem równanie ruchu harmonicznego (kr żywo linj owego) brzmi : 

r - Focoskt + Yosinkt

Jest to ruch płaski ; płaszczyznę ruchu wyznaczają wektory To i vo. Zmieniając kt 

o dowolne wielokrotniści 27 nie zmieniamy r. Zatem okres ruchu wynosi :

2-2T-25m ' ‘ 
k I a 

Umieśćmy w początku r0 środek układu prostokątnego współrzędnych x,y i przyjmijmy 

że ro tworzy z osią x kąt & ,ześ vo kąt / to współrzędne końca wektora r czyli 

poruszającego się punktu mater j sinego w chwili t są :

x = A. cos o.coskt + B.cos/sinkt

y = A . sine.coskt + B sin/ sinkt

Z powyższych równan wyruguwać możemy czas t $ mianowicie jest

, , xsin/ - y .cos/ . __. xsin &- y.cosc coskt =   A sin(-x) ’ sinkt - -B.sin(A-o)]"
Podnosząc oba równania stronami do kwadratu i dodając znajdujemy t 

(x.sin/- ycos/)" (x.sino- 3.60302 1
A3sin2( P - o ) B2sin2( /8 - a )

Ostatecznie równanie przedstawia tor ruchu harmonicznego ; krzywa ta nie posiada 

punktów rzeczywistych w nieskończonościJest to zatem elipsa, szczególności rg03 
2 2 , 

o * 0, / = 3 otrzymamy : 12 + ha - 1.

2. w chwili t - 0 z punktu O wyrzucono punkt materJalny z pręd­

kością początkową vo. Zbadać ruch tegoż punktu.

odp. : Punkt pozostaje pod działaniem siły ciężkości P - m.g ; 

zatem równanie ruchu brzmi m.r = P - m.g czyli

r - g = const•

Całki powyższego równania brzmią :

r-v = v+ Et , r - Fo + Tot * i Et2.

Przyjmijmy wO Y= 0 to równanie upraszcza się do postaci r = Vot * a 6t .Jest to 

ruch u płaszczyźnie utworzonej wektorami vo i E-Tor punktu znajdziemy wprowadza-
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jąc układ prostokątny o początku w 0,osi x poziomej i osi y pionowej od środka

ziemi „Wtedy przyjąwszy elewację ~ dla prędkości wyrzutu mamy :

VoCOSK-t
2

y " Vosin.t - 2 gt

Lub po wyrugowaniu czasu t %
. 8 , 

y * A.tgc- 2c2 ( 1 * tg^ ). x"

Torem rzutu ukośnego (z pominięciem oporu ośrodka) jest przeto parabola stopnia

drugiego o osi pionowej• Prędkości składowe wynoszą :

Vx = VoCOSQ • 

rozwiązania wektorjalnego na

v., = v sinc - gt• o 7
analityczne uzmysławia rys.168. Wysokość rzuZami anę

tu ukośnego wynosi :
v2 • 2Jo * -Q siniec ;

dalekość rzutu wynosi:
„22x -_ O sin2oc 

0 g
czyli osiągą dla & i 3 - o tę samą

tość

3. Rzut pionowy znajdziemy z

war

Z8-

t - Yo. od 

dodatkowym

wynosi y, = o 
■ ° 2g

na wysokości y - yo jest

Odp. : Rzut pionowy odbywa

gadnienia poprzedniego kładąc & = 3 .

Zbadać ten ruch. W , 
się po prostej pionowej. Wysokość rzutu 

v = 0 przyczem odpowiada to czasowi

tej chwili zaczyna się spadek pionowy bez prędkości początkowej ; po

ziom y • O

czasie t, * ,- czyli w chwili 

z prędkością dokładnie v-

t = —2 przedmiot 
g

osiąga z powrotem po-

4

Odp

Zbadać ruch środkowy z 

• : Ruch środkowy jest

przyśpieszeniem p

ruchem płaskim ze

k
2

prędkością wy-

cinkową n

cr1* 2 " -
C. dr= ' © ==
r" de

wita •

•We
2:
2
- C

współrzędnych biegunowych z początkiem w środku przyciągania jest 

czyli ‘ = g • Prędkość W kierunku promienia V = r = E.c=

aq • Prędkość w kierunku kąta wynosi V Prędkość całko

2
C

1)12 1
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Przyśpieszenie w kierunku promienia Pr = r - r^ jest równocześnie przyspieszę - ‘

niem całkowitem i wynosi :

Pr * P - c2 a2(?) 
r2 d 02

1 (równanie

Od tego ostatniego równania należy zacząć rachunek kładąc p

Binet a)

> = - 72 • Otrzymujemy

w ten sposób równanie różniczkowe :

424) . 1 . X . 1
dg2 r q

Całka tego równania brzmi :

1-1+6 cos( ©-9) r Q q " ‘ • 
gdzie s i © są stałemi brzegowemi. Równanie powyższe przedstawia elipsę dla e<1.

Koło dla € - O, parabolę dla & = 1, hyperbolę dla & > 1. Punkt poruszający znajdu 

je się w perihelium (t 3 • najbliżej środka ruchu) dla 9 = 9. •Przesuńmy przez peri-

helium oś r to równanie powyższe uprości się do postaci

(1) 
, dr) ssinc 

a stad —— = *  ‘ de q 
waniu cosy 

1 1 + 8 COS q 
r * q 

i w konsekwencji v -
Q_____________ -__________
q V1 + 2.6.cosg* 82 lub po wyrugo

W perihelium jest • = 1 = 118 . Można przeto prędkość napisać i tak :

Dla r = To 
k

P " - S2 - 

ziemi jest

jest V = V
9

- g czyli k = gR gdzie

zatem To * R czyli Vo

Dla punktów w pobliżu ziemi jest

R jest promieniem kuli ziemskiej. W pobliżu

Y gR( 1 + 8). Jaką wartość musi mieć prędkość

punktu w pobliżu ziemi w perihelium, by tor punktu był jedną z wymienionych wyżej 

krzywych ? Wielkość k jest stałą grawitacyjną dla wszystkich planet.Wykazać 

( trzecie prawo Keppler*a ) ,że iloraz trzeciej potęgi dłuższej osi elipsy i kwa­

dratu czasu obiegu jest dla wszystkich planet wielkością stałą.

5. Punkt mat er ja,lny wyrzucono w chwili t = O z poziomu z = 0 

pionowo w górę z prędkością początkową vo . Opór ( tj. siła) środowiska 3 = k.v 

me kierunek - V.Zbadać ruch punktu.
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Odp. Równanie ruchu brzmi m.2 = - m.g - k.v2 jeśli oś z skiero

wana jest pionowo ku górze • Oznaczmy krotko -P-= V8 to równanie ruchu brzmi 

422 - dv. - - g.( 1 +.2 )
dt2 dt v”

Po scałkowaniu zajdziemy stosując warunek brzegowy:
t = Yes ( arc tg Vo - arc tg — ) •

& Vo *..
Czas wznoszenia się uzyskamy kładąc v - O , zatem wynosi on

*1 = — arc tev.
, d z Podstawiając W równaniu na t za V wyrażenie rozdzielając zmienne, całkując 

i uwzględniając warunek brzegowy znajdziemy z jako funkcję t w postaci 

z . v. log ( cos st + Vo sin Et ) 
6 - Vo V Voo

Nieco prędzęj można było korzystając z przekształcenia pdz = vdv wyjść z równania

tytułowego i całkując je dojść do równania: 
+2 . „2 . .27 = ----- LOL S "C 2g e v2 + v2

w
t = t, względnie /ostatni emkładąc w z - z(t) czas 

kość wzniesienia się : 

2g e: v2 

równaniu v = 0 znajdziemy wy so

2 TE
9 Tr$* 

1—.0 1
vo

Zakładając Vo< V. możemy zastosować rozwinięcie s

/ „22 1-416 1 -.8. ‘O. ‘O — ‘o - ‘O - Yo log, 1 + —- | = —   + • + ... 
| v2 ) v2 2 v4 3 v6 4 v8 

Vo / 1 Vo 1 Vo 1 Vo 
Wtedy : h = — : 1   + —• — - — — + 

2g \ 2 v2 3 v4 4 v6

z czego wynika, że wysokość rzutu jest wogóle mniejsza od X0. tj. wartości niedaw

no wykazanej i to ter mniejsza im mniejszą jest różnica między vo i v_. .Przy ma- 
2 / 2 Xłych v. jest w pierwszem przybliżeniu h = Ye | 1 - „9 ) „Stała v jest oznaczona 

-8 > 2V. / 

gdy doświadczalnie stwierdzimy wartość k»Szczególny sposób oznaczania wielkości

V. znajdzie zaraz wyjaśnienie•

6. Punkt spada z poziomu z = O bez prędkości początkowej pion
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wdół -Zbadać ruch przyjmując opór jak w ćwiczeniu 5.

Odp. z Przyjmijmy dodatni kierunek osi z wdół, to równaniem

ruchu jest m.z - m.g - k.v2 czyli :
a?z - dv - g.(
4t2 dt

1 - 2 )

a stąd w kolejności przyjętej w zadaniu poprzedniem : 

t - 3- log "otv
czas w jakim punkt osiągnie poziom z = h czyli prędkość V" Vh

t - vo . vo+Vh2 28 Se v. - “h

droga jako funkcja czasu gt gt
v2 e^ + e Vs 

z - g 10ge  2 

droga jako funkcja prędkości

**% 106, v - 3

lub też naodwrót 

vevVlee%TF 

a stąd prędkość na poziomie z - h tj • t^* (Rozwinąć vh na szereg potęgowych h). 

Ostatni wzór wyjaśnia znaczenie wielkości voo • Gdybyśmy mianowicie przyjęli h—oo 

to wtedy byłoby V, — v.. ; zatem^^ oznacza prędkość końcową, jakąby osiągnął punk 

spadający z nieskończoności* Ciekawym wreszcie okazuje się stosunek prędkości Vo 

( ćwiczenie 5.) i V, dla tego samego h ; stosunek ten wynosi —o •1 + —o tzn. 1 

że prędkość wznoszenia się jest większa od prędkości spadku na tym samym poziomie 

W ćwiczenia 3. było vo = Vh-

7. Punkt materjalny m porusza się po pionowym torze nieswobodnym" 

kołowym o promieniu 1. Zbadać ruch punktu zakładając, że w chwili początkowej 

t = o było s = O i ▼ = vo ( rys .169. )

Odp* : Użyjemy współrzędnych naturalnych .Na punkt działa ciężar" 

jego m.g i reakcja toru ( lub napięcie nici ) R. Warunek dla binormalnej odpada 

(względnie wynika właśnie z niego,że R i mg leżą w płaszczyźnie koła).Dla kierunki 

normalnej mamy :
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R - m.g- cos 1 * m) stąd 
v2 s

R * m.g.(g1 + Cos 1 )

Reakcja będzie określona, gdy znajdziemy prędkość v.

Dla kierunku stycznej mamy :

• m.g.sin-1 = m.s czyli

s - - g sin

Mnożąc ostatnie równanie stronami przez 28 i całku­

jąc znajdujemy po uwzględnieniu warunku brzegowego:

v2 = v2 - 2.g.1.( 1 * cos i ) 
‘ ten sposób będzie obecnie 2 g

R - m.g.( Yo - 2 + 3 cos $ )

i zależności od tego jak sobie wyobrazimy ograniczenie swobody punktu,możemy usta

16 rozmaite granice ważności naszego rachunku*Jeśli np. punkt jest stale z torem 

wiązany ( np. koral nanizany na drut ) ,to musimy wymagać, by stale było v2 2 O ;

I tym wypadku zależnie od nierówności - 2\g1 może być lub nie mowa o ekrążaniu

ałego toru kołowego. Jeśli natomiast swoboda jest ograniczona od zewnątrz (np.pankt 

porusza się wewnątrz gładkiego walca lub też zawieszony jest na wiotkiej nici) no- 
emy dla ważności zagadnienia wymagać, by było stale R = O ; w tym wypadku zależnie 

id nierówności vos V5gl może być lub nie mowa o okrążeniu całego toru kołowego. 

I każdym razie równanie na v względnie R określa tę wartość s * Smax ,do której 

Ezy określonem v, może dojść.Zarówno v jak i R są symetrycznemi i okresowemi funk­

cjami s ; i ruch badany jest przeto takim. Ruch tego rodzaju nazywamy wahadłowym, 

a model punktu materjalnego na nieważkiej nici wahadłem • a t e m a - 

ty c z n e m proste m ; kąt « odpowiadający dowolnemu s jest kątem od­

chylenia, kąt o jest kątem obszerności , czas T odpowiadający 

brodze 48ma> tj .od Bmax do Bmin i z powrotem,trwaniem lub okresem jedna 

{o wahnie n i a . Aby ten czas znaleźć należałoby scałkować równanie ne •.

fazuje się,

42

że okres T wyraża się całką eliptyczną zupełną pierwszego typu

T =
- sinz" siny

d 7
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q T max 
przyczem « i Y związane są relacją sin 2 * sin—9— siny -Zatem ogólnie jest T 

funkcją 1, g i “„.Z własności całki eliptycznej wyżej podanej wynika,iż przy ma- 

Zych Im ( do 8°) nie popełnimy dużego błędu ( • 1%. ) wprowadzając okres przybliżo­

ny* • tym celu przyjmijmy w równaniu różniczkowem uproszczenie : 

s = - g sin 4 = ~ - $a - - kos 

Jest to najwidoczniej równanie ruchu harmonicznego (ćwiczenie 1.). Zatem okres wa- 

hania wynosi T - H" 2.3TY----- -Zatem okres jednego wahnienia wahadła o małej am- 

plitudzie wychylenia jest od tej amplitudy niezależny .Wzór wyżej podany może mieć 

znaczenie zupełnie ścisłe, jeżeli koniec zawieszony nici będziemy w czasie ruchu 

odpowiednio nawijać ; prowadzi to do teorji wahadła cykloidalnego.

8. Jeśli prędkość początkowa punktu nie leży w pionowej płaszczy- 

źnie,przechodzącej przez środek zawieszenia, to mamy wtedy do czynienia z wahad­

łem sferycznem. W szczególnych warunkach punkt, zawieszony na nici, opisywać bę­

dzie poziome koło ; wahadło nazywamy wtedy stożkowem. Podać odnośne warunki.

Rys. 170,

Odp. : Na punkt działają ciężar mg i napięcia nici R $ 

obie te siły leżą w płaszczyźnie normalnej do toru (rysu- 

nek 170.).Dla kierunku stycznej do toru .kołowego mamy za- 

tern s*0 lub po scałkowaniu v • constans -Zatem ,aby ruch 

w kole poziomem był możliwy musi być prędkość punktu sta­

ła* Dla kierunku binormalnej jest R.cosx - m.g wreszcie 

dla normalnej R.sine" obu ostatnich rownan wyni- 

ka v - V g-r.tgo .Okres ruchu wynosi T * 2v- ar rcgtes- 

- 27—A przyczem 1 oznacza oddalenie płaszczyzny ruchu-od 

środka zawieszenia. Nietrudno przeto jest porównać okresy wahnień wahadeł proste­

go i stożkowego •

9. Przyśpieszenie bezwzględne jakiemu ulegają ciała na powierz- 

chni geoidu ziemskiego skierowane jest ku środkowi ziemi i wynosi p - 982 cm/sek. 

Ile wynosi przyśpieszenie ciężkości ziemskiej tJ. wzglę lnej ?

Odp. : Przyśpieszenie względna wynosi g i ma kierunek tzw.pio- 

nu tj. kierunek napiętej ciężarkiem nici w stanie jej równowagi względnej tj.,gdy
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V, = O. Według twierdzenia kinematycznego jest : Pw - Pb - PU - Pc W naszym wy­

padku jest Pw " & , Pb " P ; pozatem ponieważ ruch po ekliptyce jest w przybliż - 

niu jadnos tajnym odbywając się po kole o bardzo dużym promieniu, przeto - pu wywo- 
. 23 1łane jest włącznie obrotem ziemi z prędkością © = 8 6.164 = 0,000073 gek tj -wynosi

Rys. t7^,

- 2
ono 9® i skierowane jest od osi obrotu ( przyśpie - 

szenie odśrodkowe ) ; wreszcie z powodu v. = 0 jest 

p. - 0. Ostatecznie przeto :

8 = p + 5c2

przyczem g leży w płaszczyźnie pis tj »w płaszczy­

źnie przechodzącej przez oś obrotu, przyjąwszy układ 

prostokątny o osiach g i drugiej doń prostopadłej mo­

żemy napisać : g = p.cosA- 9.c2 coso ,

O * p.sinA- @.w"sinc ,

z których można wyznaczyć g i 2 • W tym celu zauważmy dodatkowo że z powodu ma­
łej wartości A jest 9 = R. cos(&- A ) = ~ R . cos & , cos A= ~ 1 , sinA= ~ A a wtedy

znajdziemy kładąc R » 6378 km :
, Z cosc 2 ]1 * (-17/)" »

Zatem tylko na biegunie jest g= p, A=0,

Największe odchylenie pionu od promienia ma
110oć * 45° 3 wynosi ono A = 578 t j . “ 10 •

. sin2oA = - --------
578 1

na równiku g = ( 1 - 289 ).p ,2= o 
miejsce w szerokości geograficznej

10. Zbadać spadek swobodny punktu materjalnego w pobliżu ziemi.

Rys. 172.

Odp. : Przyjmijmy przez punkt P osie x,y,z układu jak 

na rys. 172. i przyjmijmy ( pomijając działanie słoń­

ca,księżyca itp.), że ruch będzie się odbywał w płacz 

czyźnie xz. Równania tego ruchu brzmią :

m.X - m.Pwx , m.Z = m.Pwz , przyczem

Pw = Po — Pu " He," E - Pe = 3 - 2 Vw Ad

Przyjąwszy w przybliżeniu ( rzędu wyżej zaakcentowane 

go), iż Vw ma kierunek pionu i wynosi v. = gt, to wek 

tor - pc skierowany jest prostopadle za płaszczyznę
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rysunku tj.na wschód lub w dodatnim kiert 

względne p. ma składowe Pwx = 2. gt.c.cosc 

względnym brzmią :

X = 2gcot .COS &

Całkując mamy : x = v = g.ct2.cos« , ż 

z - żgt" • Dla 2 = h jest t = V- 2h i 3
8

F.Reich w szybie kopalnianym we Freiberg

nku osi X •Ostatecznie przyspieszenie

, pw, = g. Równania ruchu w układzie

, z = g
, g oot 3

= Vwz P “w " gt i W końcu X « 3— coso
: - 3 hocoso.)-2. w r-1831 wykonał 

. saskim tj • w szerokości geograficznej

Q = 50°53‘23" doświadczenie ze spadkiem na wysokości h = 158,50 m. Średnia z pomis 

rów zboczenia wschodniego dała rezultat x = 28,4 mm ; z formuły wyżej podanej wyni 

ka x = 27,5 mm tj. o 3% mniej •Doświadczenie to wystarczająco zatem potwierdza 

teorję ♦

11. Punkt materjalny porusza się na północnej ( południowej ) 

półkuli wzdłuż południka ze stałą prędkością v.. Określić przyśpieszenie Coriolise

Odp. : Przyśpieszenie wynosi 2v. t sino i jest skierowane dla 

patrzącego w kierunku ruchu na prawo (lewo) stycznie do równoleżnika. Udowodnić- 

powyższe. Wykazać pozatem, że jeśli v. jest dowolną prędkością poziomą (tj .stycz­

ną do kuli ziemskiej, ale dowolnie nachyloną względem południka) określa 2vw csino 

poziomą składową przyśpieszenia Coriolis a.

12. Wahadło proste zawieszone w ten sposób, że może wahać w dc 

wolnej płaszczyźnie pionowej punktu zawieszenia ( np .ułożonego w łożysku Cardan a) 

nazywamy wahadłem Foucault a.Jeśli pod wahadłem tem umieścimy przyrząd samopit ąey 

to koniec wahadła zaznaczy krzywe obracające się w kierunku od wschodu na zachód 

z prędkością osinc • Dlaczego ?

Odp. : Dzięki obecności w układzie względnym przyśpieszenia 

Coriolis a , a mianowicie poziomej jego składowej 2¥w wsinc -

13. Zbadać ruch punktu na gładkiej,wirującej ze stałą pręd- 

kością kątową w,prostej •

Odp. : Ruch odbywa się pod wpływem przyśpieszenia - Pa ti- 

siły odśrodkowej m.x w2 , albowiem ciężar ( siła bewzględna ) punktu i siła Corio- 

lis a znoszą się z odnośnemi składowemi reakcyj. Niech dla t = O będzie v = ¥o 
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i x - %. to z równania różniczkowego : 

x - xe

uzyskamy :

v * V v2 + 002 ( x2 - a2) , x - 4 (x0 + Yo ). e + (x - vo ).eut 

Jak się zmieni zadanie, jeśli przyjmiemy, że punkt znajduje się na wirującem 

w swej płaszczyźnie kole, przyczem środek obrotu leży na obwodzie koła ?

9.2. Praca,potencjał, zasada prac możliwych, dzielność.

1 .Niech siła P działa na punkt materjalny m i niech ruch chwilowy 

tegoż ostatniego określa wektor dś (rys .173.) .Wtedy wyrażenie dL = Pds - Pdscoso

Rys. ^3,

nazywamy pracą elementarną siły 

P na przesunięciu ds. Wyrażenie 

ds.cosc- ds* nazywamy przesunięciem 

składowem tzn. w kierunku danej siły P. 

Wyrażenie P. c osa nazywamy siłą składo­

wą tzn* w kierunku danego przesunięcia 

ds-Równie dobrze przeto jest : 

dL = P.ds’ = P‘ds.

W zależności od tego, czy jest & 8 3 lub czy P i ds‘ względnie P* i ds są zgodnie 

prostopadle lub niezgodnie skierowane może być dL 5 0. Z prawidła rozdzielności 

mnożenia skalarowego wynika, że P może być wypadkową sił Plt Pa ..... F, działają 

cych zosobna na tern samem przesunięciu ; naodwrót możemy ds uważać za wypadkową 

przesunięć ds1» ds2‘ ... dsn» na których zosobna wykonuje pracę siła P.w tern dwo 

jakiem zna rreni u możemy napisać : 

dL " dL] + dL2 + • • • . • dL, 

przyczem dli - Pids względnie F.ds, zależnie od wypadku.Nie wchodząc bliżej w po­

chodzenie P czy de rozłóżmy każde z nich w kierunkach wzajemnie prostopadłych 

x,ytz tak, że * P - Fx + Fy + Fz , ds * dx + dy + dz , to z tytułu ortogonalności 

dodajników o różnych kierunkach jest : 

dL - P,dx + Pvdy + P,dz

Dr .Burzyński - Mechanika ogólna - Ark.25.



wyrażeniem analitycznem pracy elementarnej. Praca całkowita wynosi : 
@ @

L - | F.ds - s (P,dx + Pydy + P,dz) 

jest to praca odpowiadająca przesunięciu rozważanego punktu od położenia początko­

wego (1) do położenia końcowego (2 .

2. Dotychczas była mowa o jednym punkcie ; obecnie przejdziemy 

do układu punktów materjalnych tj . do ciała. Ruch tegoż ciała rozłożymy na przesu- 

; jak wiadomo można to uskutecznićnięcie chwilowe ds i obrót chwilowy dy* c.dt

Pys. 77%.

pie kinematyki było v == &

na nieskończenie wiele sposobów. Jeśli przeto na osi obrotu obierzemy jakiś punkt 

O względem którego będziemy ustalać położenie chwilowe punktu i czy k ciała, to 

już obecnie możemy powiedzieć, że punkt O jest punktem d owo lnym.Po łożenie chwilo- 

we dwóch punktów ciała określają wektory T względnie Tk ( rys.174). Przesunięcia 

ds, dsk .... punktów i,k,... można rozłożyć w myśl 

uwag początkowych na dwie części ; pierwsza ds jest 

wspólna dla wszystkich punktów, druga, pochodząca od 

obrotu wynosi Viodt, VLodt, -.., przyczem Vio, v... 

oznaczają prędkości li nj owe -pochodzące wyłącznie od 

obrotu czyli Vio = T^A^ ,VEo = TE Ac ,...• Na iasem 

mówiąc zmianę porządku czynników r ic wywołała zmia­

na strzałki dla promienia wektora r ; w odnośnym ustę

A r,ale r wskazywało od punktu do osi obrotu,a obecnie 

postąpiliśmy odwr:ot nie -Zważywszy na równość dt » de widzimy, że przesunięcia po­

chodzące tylko od obrotu wynoszą riAd ,TkAdq,..., przyczem de jest wspólne 

dla wszystkich punktów układu .Ostatecznie jest :

dsi - ds + riAdo 
d Sk = ds + rx A d©

Na punkt i działa wypadkowa sił zewnętrznych tego punktu Pi i układ sił wewnętrz­

nych, pochodzących od działania punktów k o wypadkowej 2 WiL.Na punkt i działa 
k 

przeto siła :

Fi * - “i
ds J5 + 7 d 7 I
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Podobnie na punkt k działa siła : * .

Fx + 4%
Napiszmy wyrażenie pracy elementarnej dla punktu i ; brzmi ono :

dLi - ( Pi + AWiK )( da + riAd© )

Uwzględniwszy 9 że w iloczynie mięszanym Piri/do możemy cyklicznie zmienić porzą- 

dek czynników przedstawimy go w formie do.Pi/Fi = d©M, , przyczem Mi jest najwi- 

doczniej momentem siły Fi względem punktu 0. Podobnież Wiz Ar, = Nik przedstawia 

moment siły Wik względem 0. Zatem mamy & 

dL{ = ds.Pi + de.M; + ds.2 Wik + de? Nik

Chcąc otrzymać pracę elementarną wykonaną w czasie ruchu chwilowego ciała tj • 

wszystkich punktów układu zesumujmy dL4.Zatem : 

AL - 7 dL, - ds2F1 + dq.41i + ds.22Wik + dy 2XT1k
W powyższem równaniu 2 P, = P oznacza sumę geometryczną wszystkich sil zewnętrz- 

nych działających na ciało,2 M1 = M zaś ogólny moment układu dla punktu O obrane- 

go dowolnie z tern zastrzeżeniem,iż w ten sposób ustalono oś obrotu i kierunek 

przesunięcia.Pozatem jest, 4Wik - 0,22Nik - O albowiem siły wewnętrzne zda­

rzają się tylko dwójkami zerowemiOstatecznie przeto dla ciała 

sztywnego (dla takiego ruch ogólny jest kombinacją przesunięcia i obrotu) 

jest :

czyli

dL - P.ds + M.do

L = (P.ds + M.dy )

W układzie analitycznym będzie najwidoczniej 
~ (2)

L = ( Pydx + P dy + P„dz + MxdA + Mydu + M-dv ) ---------------- — --- —--------- —----*----- Ti 
ze zrozumiałemi oznaczeniami -War to zapamiętać ciekawą symbolikę w definicji pracy; 

wystarczy w pierwszej części tj• P.ds wstawić w miejsce siły P moment M , zaś 

w miejsce długości s kąt © ,by uzyskać część drugą .Z odpowiedniością s i 9 spo­

tykaliśmy się już w kinematyce, z odpowiedniością P i M w statyce, a obecnie 

i w dynamice.

3. Pracę JPids * JP.ds’ względnie M.dy = M.dy’ można obliczyć 

wykreślnie (rys.175) planimetrując pole zawarte między osią przesunięć składowych
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Dysz D =*V, 1 P • L-y. —0 < MI"
—30

I D=M. w.3._ * 2 1 9 Ę. . —

■ D= M«6,70,0’20,________
s* względnie obrotów składowych 9‘ rzędnemi 81‘ i, 52‘ względnie <f^ i 9,’ a krzywą

P(s‘) względnie M(o‘ ) .Dowodu dostarcza wprost sam rysunek Przyrządy kreślące krzy

wą pracy zwiemy indikatorami • Mają one za- 

stosowanie przy rozmaitych motorach. .

4. W układzie fizykalnym za jednostkę 

pracy uważa się i erg tj -pracę 1 dyny na 

przesunięciu 1 cmJednostką więcej prak- 

tyczną w tym układzie jest 1 Joule lO erg. 

W układzie technicznym stosujemy jako jed­

nostki 1 kgu = ICO kg cm = 0,001 ton m.Po- 
nie waż 1 dyna - 93, grama ,prze to

1 kem " 98100000 ergów = 9,81 Joule i naodwrót 1 Joule - 0,102 kgm.

5. Równie pożytecznem pojęciem jak praca jest tzw. m o c 

lub skutek lub też dzielność D.Jest to praca wykonana w pomyś a- 

nej jednostce czasu.Zatem ogólnie :

D - at • P dt = P .v = P.v‘ - P.‘v - P,Y, + P„vy + P=V2 
dL — To _ 

względnie D F at " M.at = M.© * M. co* = M*.od = L,®x * My“y * Mz“z 
"nachodzimy tu znowu odpowiedniość v i Niech będzie Mlc i @ = constto chętnie 

wprowadzamy ilość obrotów n na minutę tj • związek 00 = 30 ; wtedy :

D = M.n.4

6. W układzie fizykalnym jednostką dzielności jest 1 Watt = 

= 1 Joule/sek względnie 1 Kilowatt = 1000 Wattów. W układzie technicznym wprowa- 

dzono 1 4"/sek i często 1 koń mechaniczny - 75 “6"/sek. Oczywiste są następujące 

relacje zamienne : 1 K&M/sek = 9,81 w „względnie 1 w = 0,102 K6/sek,lKu = 0,73 Kw 

względnie 1 KW = 1,36 KM. Dzielność w koniach mechanicznych oznaczamy zwyczajnie 
, D 9r 

literą N. Jeśli we wzorze końcowym w ust.5. M ma wymiar kgm,to N = 75 = 30,95 Mn- 

= 0,0014 Mn (KM) lub naodwrót M = * = 716,2 kgm.

7. Wróćmy do definicji pracy przy przesunięciu punktu materjalne 

go w formie : Q)

L = | ( Pxdx + Pydy + Pzdz )
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Granice całkowania oznaczają, że chodzi o obliczenie pracy przy przesunięciu od 

poliżenia (1) do położenia (2) • W stadjum przesuwania zmieniają się siły i to 

wraz ze współrzędnemi punktu, wraz z jego prędkościami składowemi i wreszcie wraz 

z czasem.Z powyższych powodów całkowanie może być często silnie utrudnionem.Znacz- 

nie prościej będzie, gdy siły będą określone polem sił tj-,gdy będę one funkcjami 

tylko współrzędnych punktuj tym ostatnim wypadku zachodzi czasem wypadek niezwy­

kle ważny, mianowicie wtedy, gdy wyrażenie podcałkowe da się przekształcić na 

funkcję 3 e d n e J zmiennej czyli gdy wyrażenie to będzie różniczką 

zupełną dF jednowartościowej funkcji współrzędnych x,y,z.Wtedy praca jest 

zależną tylko od położenia początkowego i końcowego 

a nie od położeń pośrednich między owemi skraj nem i „Istotnie bowiem wtedy 

L " J8* * F(x2*¥2,52) - F(x131,212 - 72 - Fi

W tym wypadku chętniej zamiast funkcji sił F wprowadzamy potencjał

U = • F. Zatem praca 
.G

L = - ] dU
•a) = U(*131,Z1) - U(x2,32,Z2) - U1 - U2

różnicą potencjałów w położeniu początkowem i końeo-jest w omawianym wypadku

wem (a nie odwrotnie) .Odnośne pole sił jest teraz polem potencjal­

P, _ 
a z

ne m lub niewirowem. Skoro : dU = - Pxdx - Pydy - Pzdz jest różniczką 
---- ------ cli 3 U OU——---------- -—* * 

zupełną dU z — dx + dy + — dz funkcji U * U(x,y,z),to najwidoczniej wtedy 
0x oy Oz 

jest :

p - DU* 0x ’ y 9y

tzn. pochodne cząstkowe 

n e m i znakami są o d p o w i € d n i e m i _ s k ł a d o) w e m i 

siłami p o 1 a • Jeśli przeto zamiany wyrażenia Pxdx + Pydy + Pzdz na róż- 

niczkę jednej zmiennej (z powodu npzawiłej postaci wyrażenia) nie da się przepro 

wadzić, to posiadamy mimo to kryterjum obecności potencjału w postaci :

OP, ? P, 2 P, 2 P, 2 P, 2p
LOziym‘xoz"° 9y 0x "° 

wynikającej ze znanego twierdzenia matematycznego o niezależności pochodnych 
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cząstkowych od porządku różniczkowania względem zmiennych mięszanych.Pole poten- 

cjalne możemy skonstruować zapomocą tzw. powierzchni ekwipoten 

cjalnych tj. powierzchni równego ( stałego ) potencjału :

U(x,y,z) - C

Przypuśćmy, żeśmy skonstruowali układ takich powierzchni, tj • ich zbiór dla róż- 

nych wartości stałych C.Jeśli punkt materjalny wykona dowolne przesunięcie po 

którejś z nich to praca siły pola wynosi L = C - C = 0.Z drugiej strony wiadomem 

nam jest,że L = 0, gdy siła skierowana jest stale prostopadle do przesunięcia 

punktu.Zatem siła zachowawcza (tzn. pola potencjalnego) jest zawsze 

skierowana prostopadle do powierzchni ekwipotencjalnej przechodzącej przez dany 

punkt • Wyrażamy to i tak : Linje sił zachowawczych przecinają się ortogonalnie 

z powierzchniami równego potencjału .Pozatem siły są zawsze skierowane od powierz­

chni wyższego C+dC do powierzchni niższego C potencjału. Albowiem tylko przy ta­

kiej umowie będzie znak pracy dL - (C + dC) - C = dC = P.dn dogadzał naszym do -

ty che Z as owym wywodom, 

między powierzchniami 

malnej do powierzchni 

Wnioskujemy stąd s

W ostatniem równaniu dn jest rzutem dowolnego przesunięcia 

C+dC i C na kierunek siły P ; dn jest przeto odcinkiem nor 

potencjalnej, zawartym między wymieni onemi powierzchniami.

dC 
dn 

czyli słowami : siła pola C jest odwrotnie proporcjonalna do odcinka dn normalnej 

jak wyżej , a wprost proporcjonalna do odpowiadającej zmiany potencj ału.Jest to 

twierdzenie,odpowiadające wyżej podanym rezultatom na Px P,»Pz*

&. Niech na ciało znajdujące się w równowadze działa układ sił. 

Udzielmy w myśli punktom(ciała)zaczepienia sił przesunięć dowolnych,tj .niezależ- 

nych od sił, ale możliwych z punktu widzenia sztywności ciała.Więc np.w przypadku 

zagadnienia płaskiego mogą to być dwa przesunięcia równoległe w płaszczyźnie za- 

dania i obrót dokoła osi, prostopadłej do płaszczyzny zagadnienia lub jakieś inne 

trzy ruchy ; w przypadku najogólniejszych może ów pomyślany ruch polegać na sze­

ściu ruchach składowych.Tego rodzaju przesunięcie nazywamy wirtualnem, 

p r z y € o t o w a n e m ' lub m o ż 1 i we m .Jak wspomniano niema ograniczę- 
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nia co do jakości tych ruchów ; wymaga się jedynie, by one wogóle były możliwe 

tzn. milcząco przyjmuje się, że one mogłyby się zdarzyć, gdyby np.układ sił zmie­

niono i ruch faktycznie musiałby powstać - równowag: , która dotychczas miała miej­

sce zostałaby zniweczoną.Niekiedy pojęcie możliwości ruchów ogranicza się silniej 

mianowicie z punktu widzenia swobody ciała wogóle.Np. przyjmuje się, że punktowi 

znajdującemu się na krzywej materjalnej można udzielić przesunięcia możliwego tyl 

ko w kierunku stycznej do krzywej* Ograniczenie to upraszcza pewne konkretne rów- 

nania,ale nie jest ono konieczne.Jak się okaże - naszkicujemy za chwilę nową meto 

dę rozwiązywania zagadnień statyki. Otóż w zagadnieniach tych - jak wiadomo - cho 

dzi o znalezienie reakcyj punktów podparcia i o podanie położenia równowagi .Owo 

(spomniane ograniczenie ma szczególną rację bytu przy poszukiwaniu właśnie położę 

nia równowagi $ przy poszukiwaniu reakcyj możemy być znacznie swobodniej si .Nato- 

miast zawsze na oku musi się mieć sztywność ciała i ewentualności ruchu dopusz­

czalne dla takiego ciała z punktu widzenia kinematyki.Niemożliwość ruchu ze stano 

wiska dynamiki pozostawić zawsze należy na uboczu-Ruchy pomyślane uważać pozatem 

możemy za małe $ będzie to wygodne jakkolwiek niekonieczne.Przesunięcia możliwe 

oznaczać będziemy symbolem 8s, obrót możliwy symbolem dq .Symbol o oznacza pomy - 

ślaną zmianę współrzędnej s względnie « .Ma on zatem znaczenie warjacji.Jak wia­

domo formalnie operuje się oznaczeniem 8 identycznie jak symbolem d zwykłego ra­

chunku różniczkowego .Zatem Ss, 8q można uważać za różniczki - jakkolwiek pojęcio­

wo są wielkościami zgoła innemi .Pozatem wielkościami temi możemy operować wektor- 

jalnie lub analitycznie zależnie od obranej metody badania.Tak się przedstawia 

sprawa przesunięć lub ogólnie ruchów przygotowanych,możliwych.

9. Podczas ruchów możliwych wykonają siły układu pracę ; pracę tę 

nazywamy możliwą, przygotowaną lub wirtualną.Zatem praca przygotowana jest pracą 

siły na przesunięciu przygotowanem.Parniętając stale o tern,że mowa tu jest o ukła­

dzie pozostającym w równowadze weźmy narazie pod uwagę układ najprostszy - je- 

den punkt materjalny. Niech nań działa układ sił, to punkt ten zachowuje się tak 

(trzecie prawo Newton a) jak gdyby nań działała wypadkowa wszystkich sił (łącznie 

.z ewentualną reakcją) P - 2P| .Przesunięcie możliwe niech wynosi Ss, a zatem yr - 
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ca możliwa wynosi 81 = 2 Fi os lub P.os co wynika z uwagi zamieszczonej przy de 

finjowaniu pracy .Punkt badany znajduje się w równowadze ; ze stanowiska dynamiki 

oznacza to,że jest P = O ; zatem zarówno i SL = O .Ale i naodwrót gdyby przy dow 1 

nie pomyślanem os miało by ć 8L = O to staćby to się mogło jedynie dla 

P - ĘF1 - O 
lub w układzie analitycznym :

Px “ ZPi, - o , P - z Pi - o , P, - 2P12 - o 
Ostatnie równania są - jak wiadomo - warunkami równowagi punktv lub - co na jedno 

wychodzi - warunkami równowagi układu zbieżnego sił.Równan!- powyższe o tyle mogą 

czytającego zdziwić, że są one samo przez się zrozumiałe ; wnikają bowiem wprost 

z podstawowego aksjomatu mechaniki i omówionego pojęci, równowagi punktu. 

Natomiast nie jest a priori jasnem wynikające stądwierdzenie, które odrazu rozs ze 

rżymy do układu punktów materjalr/ch tzn. ciała*

10* Układ materialny jest w równo- 

wadze, jeśli suma algebraiczna prac przygo­

towanych wszystkich sił zewnętrznych i w e - 

wnętrznych układu Jest zerem* Jednakże tylko jeden krok 

nas dzieli od uznania powyższego kryterjum. Istotnie niech Pi będzie wypadkową sił 

zewnętrznych, XWi) wypaćkową sił wewnętrznych działających na punkt mi układu 

rozpatrywanego ,wreszci : ^Sj przesunięciem możliwem dla punktu, to na podstawie do 

tychczasowego jest jasnem,że dla równowagi punktu m, jest słusznem równanie : 

8Li = Pi .88; + 2Wik 58i - 0•Jeśli jednak układ znajduje się w równowadze to każ- 

dy bez wyjątku punkt musi też w niej trwać.Powyższe równanie można 

przeto wypisać dla wszystkich po kolei punktów mi .Sumując powyższe otrzymamy :

Sb - 751 - ? Pi 5 Bi + 22Wik.55i * O 

co było do udowodnienia.

11* Jak wspomniano w odnośnym ustępie statyki ogólne warunki rów 

nowagi ciała sztywnego zidentyfikowaliśmy tam z ogólnemi warunkami re- 

dukcji zerowej układu sił zewnętrznych bez żadnego słusznego dowodu. 

Dostarczymy go obecnie .Ostatnie równanie ust .10. przyjmuje mianowicie dla ciała 
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sztywnego postać :

81 = 2 SL1 - P. 5s + M.5 = O

z oznaczeniami dla P il, tudzież ^s i 89 jak w ustępie 2. Jeśli powyższe ma się 

spełnić nie zależnie od 8si 89 , które przecież - wciąż podkreślamy - przyjąć mo 

żemy zupełnie dowolnie, to stać się to może tylko wtedy, gdy zosobna będzie

7-25-5 , 1-2* -0
lub w układzie prostokątnym x,y,z :

Mz “AMz - 0
Zatem : o g ó 1 n e warunki równowartości zerowej 

układu sił zewnętrznych, działających n a

ciało sztywne s ą równocześnie konieczne ml 

i wystarczającemi warunkami równowagi t e- 

go ciaza. Ze koniecznemi one były można było przypuszczać ; nasuwa się 

jednak poważna wątpliwość czy były one warunkami wystarczającemi. Obecnie to wyka 

z ano •

12. Nie należy jednostronnie potraktować wartości ostatnich ustę 

pów. Zasada prac przygotowanych posłużyła nam do wykazania prawdziwości i samowy- 

starczalności równań, któremi posługiwaliśmy się w statyce • Ale nie tylko do tego 

celu ona służy. Zyskaliśmy w niej nową metodę rozwiązywania zagadnień 

równowagi. Metoda ta tkwi w uproszczeniu twierdzenia ust.10. Mianowicie : C i a - 

o w adze, jeśli suma 

gotowanych w s z y s t - 

działających na ci a 

kiedy przy stosownym (ograniczonym 

ł o 8 Z t 

algebr 

kich s 

ł o , j e s

Test w 

a prac 

wnętrz 

n ą zer

y W n e

a i c z n

ił ze

t rów

r o w n

Przy
n y c h ,

8
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silniej co do możliwości) obiorze przesunięć przygotowanych pewne siły zewnętrzne 

np. reakcje mogą odpaść z rachunku jest rzeczą jasną ; wiadomem nam bowiem jest 

kiedy praca znika. Przykłady szczegółowe wyjaśnią nam bliżej sposób postępowania.

Dr. Burzyński - Mechanika og ć Ina - Ark. 26.
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,) ■ /4. Przykłady ćwiczeń 
4 —” *

1. Obliczyć pracę siły P przy wyciągnięciu ciężaru Q po torze

(rys.176) zakładając stałą prędkość 
enui ■

Odp. : Z założenia stałej

przesuwania

li możemy układ
P

prędkości wynika, że w dowolnej chwi 

uważać za zrównoważony. Zatem rzutu-

jąc siły na styczną mamy $

O—

M?- 
m-

Rys. 176^

P.cosy - A-sinq= 0

Praca wynosi 

“P=o • o 
czyli L - Qr. Wynik ten jest jasny, skoro zauważymy, 

że praca ciężaru Q wynosi - Qr, albowiem Q jest sta­

le pionowe a rzut przesunięcia całkowitego na ten 

kierunek wynosi - r .Pozatem mogliśmy uważać ruch 

przedmiotu za obrót dokoła osi 0 ; obrót elementarny wynosi de a moment siły 

względem 0 wynosi P.r.cosy ; stąd znów L - or .

2. Obliczyć pracę jaką wykonamy wyciągając ruchem jednostaj- 

aym ciężar Q z pionowego szybu o głębokości h na linje, której jednostka długości 

waży q •

Odp. t W dowolnej chwili, gdy ciężar znajduje się w głęboko- 

ści x siła ciągnąca musi wynosić Q + qx czyli praca elementarna wynosi wtedy 
ch a12 (% * qx)dx Zatem praca całkowita wynosi 3 L=J( * qx)dx - Ih * “2 .Oznaczmy 

całkowity ciężar liny przez= qh to L - ( + —p-)h •

3. Kanał roboczy prowadzi • /sek wody ; wskutek strat nie- 

szczelności kanału i strat mechanicznych wydajność zakładu charakteryzuje liczba 

n = 0,75. Jaką dzielność reprezentuje zakład wodny jeśli spad użytkowy wody wynosi 

h metrów 7

Odp. : D - nony ‘8/sek jeśli r“8/m3 - 1000 jest ciężarem

gatunkowym wodyInnemi słowy N - 

h * 10 m, to I - 100 KM.

" hy
75 = 10 Qh KM ; jeśli np. m3 ,Q - 1 /sek,

4 M.--MA5
M,-gVM+M, I

12, V &n -

= M.,=OYM. 4 M



4. Ile wynosić musi teoretycznie moment użytkowy wału reprezen 

tającego dzielność N - 1000 KM przy n = 250 OD/min ?

odp. : M - 716,2 " kgm = 2865 kgm.

5. Zbadać czy siły o prostych zbieżnych w jednym punkcie O

o algebraicznych wartościach V(@) , zależnych od oddalenia 9 punktu od owego środka 

zbieżności (środka przyciągania względnie odpychania) posiadają potencjał.

Odp. : Niech punkt, na który działa siła P = V(P) ma współ

‘rzędne x,y,z w prostokątnym układzie z początkiem w 0. Składowe siły, są :

Px - P % • Py = P % , Pz - P % przyczem 92- x2 + y2 * 22 

xdx + ydy + zdzPraca elementarna wynosi dL = P -----------2*-----------  $ lecz licznik ułamka wynosi naj-

widoczniej gde • Zatem praca elementarna dL = Pd - V(o).de jest różniczką zupeł- 
k.Potenojaz istnieje i Wynosi on :

Stałej całkowania można nadać stosowną dowoną zresztą wartość np.zero ; przy sto­

sowaniu bowiem potencjału chodzi tylko zawsze o jego różnicę w dwóch miej scach.Po - 
dobnie wykazuje się, że siły prostopadłe do stałej prostej lub płaszczyzny o warto 
ściach, zależnych od oddalenia puktu od tej prostej względnie płaszczyzny posiada- 
ją również potencjał.Udowodnić powyższe !

6. Odkryte przez Newton a ogólne prawo g r a-

w i t a c j i brzmi : Każdy punkt materjalny przyciąga inny punkt materjalny 

Ziłą wprost proporcjonalną do mas obu punktów, a odwrotnie proporcjonalną wzglę- 

dem kwadratu ich wzajemnej odległości. Ile wynosi potencjał przyciągania ?

Odp. 2 Umieśćmy w jednym punkcie początek prostej 9 ,to 

przyciąganie wywołane tym punktem na inny punkt objawia się siłą skierowaną ku 

punktowi pierwszemu ; wynosi ono przeto •

Pec mim2 . - J 
9 93 

gazie C jest stałą grawitacyjną , a dla skrócenia położono 

“.C.mim2 .Według zadania 5-go potencjał grawitacyjny wynosi : 

. U --p.ag-4--# + - 
U J ) 

Luł- krotko U * - 0 jeśli przyjmiemy a = O. Dla 9* jest U " 0.Ze znaczenia róż
I) - olatm* odo:/3h-7*, M.L.(M.e) 

—/ a—uf,m“1 "v Mt ‘nki’ (MT 94 o danyk"
u . M+ 2—4 Ames,un7 RA. lt . 7 , /
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nicy potencjału wynika przeto, że potencjał Newton owski w dowolonym punkcie ma 

znaczenie pracy jaką wykonywa siła pola grawitacyjnego od owego miejsca do niesk n 

czności. Pozatem jest rzeczą najzupełniej obojętną po jakiego kształtu drodze pun 

się porusza.

7 • Wychodząc z ogólnego prawa grawitacji można dowieść, że 

ziemia (uważana za kulę) przyciąga każdy punkt materjalny n znajdujący się zewnątrz 

niej tak samo jak punkt materjalny o masie ziemi skupiony w jej środku-Pozatem 

przyciąganie to na powierzchni ziemi objawia się przyśpieszeniem ciężkości g.Okre- 

Ślid stad potencjał ciężkości w bliski em sąsiedztwie powłoki ziemi.

Odp. : Jeśli R jest promieniem ziemi to według powyższego *

. mg = - - czyli A = mgR2, a zatem U == - —— • as Niech z oznacza oddalenie punk- 
a- / 9 g 

tu m od powierzchni ziemi to Q = R + z, czyli U = - DR-. + a Rozwiązując U wed?ve
7 72 (R+z) 

potęg z mamy : U - - mgR + a + mgz (1 - — + R2 - •***) • Przyjmijmy a * mgR i za" 

łóżmy, że z są małe w porównaniu do R to z dostatecznem przybliżeniem wynosi poten- 

cjał ciężkości w pobliżu ziemi :

U = mgz

Na niezbyt wielkich powierzchniach można powłokę ziemi uważać za płaszczyznę ; : 

jest mierzone prostopadle od tej płaszczyzny. Siła ciężkości wynosi przeto 
- duP - - _ * - mg

i jest skierowana ku płaszczyźnieOstatni wynik jest nam dawno znany•

8. Ile wynosi praca ciężaru mg w polu ciężkości na dowolnej 

drodze od położenia Z1 do położenia 22 ?

Odp. : L = U1 - U2 = mg(z, - zg) = mgh ; praca jest przeto za 

leżną tylko od różnicy wysokości t pozatem jest L > 0, gdy Z, > Zg«

9. Ciężki pręt jednorodny o długości 2a umocowano przegibnie 

na końcu 0 (rys.177) utrzymując drugi koniec w równowadze napięciem nici P.Okre- 

ślić położenie równowcgi q.

Odp. : Oznaczmy współrzędne punktów zaczepienia sił (najle- 

piej obrać je równolegle do sił) przez q i p oOtóż o = a.cczc • F - 4a sin 2 Udziel 

ny iłom 4 i P przesunięć 89 i Sp. (Reakcja przegubu O nie wykona przy pomyślany
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pręta żadnej pracy) „Otóż zasada prac możliwych wymagałby było w stanie

%
4.8q + P.Sp = O

Ale : Sq = - a.sinq.S« , Sp = 2a. cos —Se • Zatem :

- Q. a . sin« Se + 2P .a .cos $8 = O 
. « «skąd po uproszczeniu przez 091 przezrobce sing = 2sin 2 cos 2 znajdujemy

A.p —

^ys.f/7.

. P P sin 2 “ q
Do powyższego dojść można było oczywiście i w inny sposób 

np. zmieniając 9 o Se i wyrażając w ten sposób prace 

przygotowane momentów sił Q i P względem O.Przy udziele­

niu ciału innych stosownych przesunięć będzie można z rów­

nania prac przygotowanych obliczyć reakcję punktu O.Najle- 

piej wprowadzić dwie składowe reakcji mianowicie w kierunku 

OA i drugim doń prostopadłym. Niech przesunięciem przygo- 

tcwanem będzie równo ległe przesunięcie pręta 

w kierunku OA, to druga składowa nie wykona pracy i z od­

nośnego równania obliczymy składową pierwszą ; podobnież z równania prac dla rów- 

noległego przesunięcia pręta w kierunku do OA prostopadłym obliczymy drogę składc 

wą -Wykonać odnośny rachunek I

C 10. Określić położenie równowagi s dla układu jak na rys.178. 

Odp. : Reakcja ciężaru Q nie wykona przy pomyślanym 

równolegle do nachylonej płaszczyzny przesunięciu pra 

cy. Równanie prac przygotowanych brzmi :

P. Sp + Q. 8q = O 

przyczem p2= a2 + s2 + 2a.=.cosc, q = a + s.coso 

skąd : p. Sp = a^s + a.cosa.Ss , Sq = cosaos.Po pod­

stawieniu i uproszczeniu przez ^s mamy :

P —A os* +9 .cosoc - O a stąd po wyrugowaniu p re-

zultat s " a. cosoc. - 1

rać przesunięcie,by z równań prac obliczyć reakcje?

Q.sino - , - .7=2*2========= -Jak należyi P‘- Q‘.cOs2 •
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Y c / 0
11. Określić wartość siły P w położeniu równowagi układu jak

na rys.179. jeśli 01 = 02 = Q •

Odp. : Równanie prac przygotowanych brzmi :

Q1-8Q1 + 92842 + P(- S p) = o

Znak ostatniego wyrazu tłumaczy się tem,iż przy 

rosnącem p wykonuje P ujemną pracę. Przy przesunię 

ciach jak na rysunku jest : 
a

Q1 - 2 sino,s 
a12 — a.sino,* 2 Sind,s i

p = a.coso* a.coso,, czyli

841 = 2 COB&,.SC,
84 , = a.cos&,.So* 200so2. S&2

8 p = - a sinc. S&, - a.sino, 8%2

Po podstawieniu i uwzględnieniu równości 91 a 82 = I otrzymujemy :

2P. (sin&,.8%, + sin &2. 802) + Q(3cosx,S%, + cosK,S«2) = O

Lecz jakkolwiekbądź układ się ułoży musi być : a.sin&,+ a sin®, = c stąd po zróż 

niczkowaniu : coso,.S«,+ cosa,8%,= O $ skąd np. Sok, - - Sa, cos&; • Podstawiając

ostatnie w równanie pracy będziemy je mogli uprościć przez S&2 i otrzymać po pro­

stych przekształceniach rezultat t
— _ COsQ,CO802 a, 
**9 sin (02-0,)*

12. Określić ogólnie położenie równowagi układu złożonego

z ciężkich ogniw połączonych przegibnie I

Odp • : Przyjmijmy dowolną płaszczyznę poziomą i od niej w dół 

określmy współrzędne z^ każdego ogniwa o ciężarze Qi -Przesunięciem przygotowane^ 

niech będzie 8zi .Równanie prac przygotowanych brzmi :4 98Zi= O • Dołączając do 

tego warunki czysto geometryczne otrzymamy potrzebną ilość równań do oznaczenia 

współrzędnych Zi • Warto przytem zauważyć rzecz następującą 3 Środek masy układu 

ma współrzędną Zo = —---=-; równanie prac jest przeto identyczne z warunkiem 
2 Qi

8zo = O. Zatem przy ruchu przygotowanym rozważanego łańcucha ogniw środek masy 

może się najwyżej poruszać w płaszczyźnie poziomej, bo Zo * const.
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§. 3. Energja, zasada energji, kryterium równowagi.

1. Obok pracy gra w mechanice dużą rolę inne pojęcie bez kie- 

runkowe o tym samym ponadto wymiarze mianowicie tzw. energja kinetyczna czyli ener 

gja ruchu o Niech punkt materjalny m porusza się z prędkością v. Energją kinetyczną 

punktu nazywamy wtedy wyrażenie : a •
• E = 2 mv2

Wyrażenie to zmienia się wraz z czasem ; wraz z czasem bowiem zmienia się v.Oczy- 

wiście zależność tę możemy sobie pomyśleć i w innej formie .Po zatem wartość energji 

SE jest zależną od układu,w którym ruch jest badany ; przy przejściu od układu 

względnego dc bezwzględnego energja wzrasta lub maleje zależnie od wartości kie- 

punkowych prędkości względnych i prędkości unoszenia.

2. Jak zauważono energja jest skalarem o wymiarze pracy •Możemy 

przeto bardzo łatwo napisać wyrażenie energji kinetycznej układu punktów materjal- 

nych mi sumując energje częściowe tj • wszystkich punktów zosobna. Zatem :

E = ±2m{v{
jest energją dowolnego układu (odkształcalnego lub sztywnego) w dowolnym ruchu.

3. Wyrażenie powyższe można często przedstawić w formie bardzo 

prostej • Jeśli układ jest ciałem sztywnem, odbywające® ruch 

1 o s t ę p o w y to - jak wiadomo - prędkości wszystkich punktów układu są równe 

i równoległe i wynoszą v. Oznaczywszy masę całego układu przez m - 2 m. mamy tu 

widocznie :

E= * mv2 

tzn.tak samo jak dla jednego punktu.

4. Jeśli układ jest ciałem sztywnem *odbywa ją- 

cem ruch obrotowy to,oznaczając przez r^ prostopadłe oddalenie punk­

tu "1 od osi obrotu, możemy napisać Vi = r1 gdzie w jest prędkością kątową obrotu 

rspólną dla wszystkich punktów układu. Zważywszy, że I .Xm.2 jest „orn. 

tern bezwładności ciała względem osi obrotu 
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mogemy obecnie napisać : • A

E - iI c F - — 
jako wyrażenie energji ruchu obrotowego. Oczywiście w może z czase: zmieniać się; 

pozatem może oć obrotu zmienić położenie ; na formę zewnętrzną podanej formuły to 

nie wpływa. Z uwag powyższych natomiast wynika, że dyskutowany wzór obejmuje rów­

nocześnie energję ruchu posuwistego i kulistego» albowiem ruchy te można sprowa- 

dzić do następujących po sobie obrotów chwilowych.

5. Jeśli ciało znajduje się w ruchu dowolnym to korzystniej 

niekiedy będzie zamiast formuły ust.2* wprowadzić inną nieco obszerniejszą, ale 

wygodniejszą w dyskusji.Sprawę postawmy może tak : Niezależnie od tego jakin je, 
' ■ ; T

ruch ciała i budowa indywidualna ciała będzie 

rzeczą pożyteczną wyłączyć z tego ruchu che iai 

jedną część wspólną dla wszystkich punktów ukł 

du.Weźmy w tym celu pod uwagę prędkość V) = u 

któregokolwiek punktu np. my układu i prędlość 

Vi każdego z pozostałych punktów układu roz łóż 

my na u i resztę Wi • Innemi słowy ruch rzec żywi 

ety układu rozkładamy na postępowy (ciała nztyv 

nego) i odnośną resztę* Tą resztą może by 6 ruc’ 

obrot owy (ciała sztywnego) i ostateczna reszta, 

możliwa u ciała odkształcalnego, bo ruch ciała sztywnego wyczerpuje przesunięcie 

i obrót. Rysunek 180. podaje omówioną sytuację .Układ O(x,y*z)jest układem,w który 

obliczyć chcemy chwilową energję ciała ; układ &( 3,1,3 ) z początkiem niezmiennie 

połączonym z punktem mi odbywa ruch postępowy z prędkością u ; dowolny punkt Ili 

ma w układzie £ prędkość Wi, w układzie O zaś prędkość

Vi = u + Wi 
+

Dla punktu mg jest - jak zauważono - W = u czyli WE = O.Z pomnożenia równani 1 na 

przez siebie stronami na sposób skalarowy otrzymamy *Vi " u" * Wi * 2u.Wi dno- 

żąc ostatnie przez ^i sumując dla wszystkich punktów układu znajdziemy : 

1Ęm{v{ - E = 1Ęm,u2 + 1Ęmąw? + Zmu.w,
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Lecz w pierwszym dodajniku jest u2 wspólnem dla całego układu m = 4mi -podobnież 

w ostatnim u ; pozatem zaś jest ($.1.) 2.m.w. = m.w., jeśli w. oznacza prędkość 

środkr S w układzie & .Zatem :

E = i mu? + w? + muw•

Ostatnie trójwyrazowe wyrażenie dla energji możemy uprościć w następujący sposób: 

Przy obiorze dotychczas dowolnego punktu Mk postąpmy w sposób bardziej stosowny; 

przyjmijmy za £ właśnie punkt S tj • środek masy układu.Dla tego punktu będzie 

obecnie Yo = u 9 Wo = O a wyrażenie na energję przybierze postać :

E = 2 mvo 1 24-MiW; 

podaną poraź pierwszy przez Koenig a.
6* Nietrudno jest przejść obecnie do ciała sztywnego:" tym wy­

padku ruch ciała w układzie R może być tylko obrotem dokoła osi przechodzącej 

przez L ; podobnie przeto jak w ust.4. znajdziemy 12miwi = 1 I c2, ponieważ 

nadto u.w. = u(v, - u) = u.v. - u- przeto trójwyrazowe wyrażenie energji brzmi :

E = Ł mu2 + * I c2 + m(u vo - u”) 

przyczem I jest momentem bezwładności ciała względem osi obrotu, przechodzącej 

przez & • Skoro przyjmiemy & w S, to ostatni wyraz odpadnie i będzie

E = i m.vó * ł Is 2

Zatem energja ruchu ogólnego ciała sztywnego jest sumą energji ruchu postępowego 

z prędkością środka masy i ruchu obrotowego dokoła osi przez środek masy przecho- 

dzącej. Nie należy sprawy pojmować fałszywie. Ruch ogólny ciała sztywnego można 

na nieskończenie wiele sposobów rozłożyć na przesunięcie i obrót. Jakąkolwiekbądź 

kombinację wezmiemy pod uwagę otrzymamy dla danego ruchu jedną i tę samą wartość 

energji mianowicie E ; jest ona bowiem niezmiennikiem kinetycznym owej transforma­

cji ruchu. Najszybciej natomiast dojdziemy do celu przy poszukiwaniu E rozkładając 

ruch w sposób ostatnio scharakteryzowany.Oczywiście nie jest to jedyny sposób 

uproszczenia. Jeśli mianowicie ruch ciała sprowadzimy do skrętu chwilowegorto wte- 

dy jest ule lub U —Wi zatem jest też u _Lw0 a wtedy też znika ostatni wyraz 

obszerniejszego wyrażenia, albowiem wtedy jest u.w = 0

7• Praca i energja mają ten sam wymiar ; zachodzi słuszne

r. Burzyński - Mechanika ogólna - Ark. 27.
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przypuszczenie ,iż obie te wielkości pozostają ze sobą w jakimś kontakcie .Zechcie; 

my tę zależność bliżej określić.Weźmy pod uwagę dynamiczne równanie ruchu jedneg 
av — , . , punktu materjalnego w postaci m.P “mat “ P i pomnóżmy je stronami przez row- 

ność v.dt = ds ; znajdziemy : m.v. dv = P.ds.Lecz lewa strona tego równania przed­

stawia różniczkę energji E = w mv2 = 2 mvv : prawa natomiast jest pracą elementa 

ną ; ostatnie równanie przeto możemy napisać i tak : dE = dL. Niech rozważany 

punkt przejdzie od położenia (1 do położenia @ ; całkując ostatnie równanie 

w odnośnych granicach znajdziemy ostatecznie :

32 “ 31 - 1 I
Zatem : z miana energji między dwoma położeni 

m i poruszającego się punktu materjalnego 

równą jest pracy sił punktu na odnośnem 

przemieszczeniu. Twierdzenie powyższe wyraża zasadę enei 

g j i punktu materjalnego•

8. Przejście do układu materjalnego nie nastręcza trudności ; 

wystarcza mianowicie wypisać powyższe wyrażenie dla każdego punktu Mi układu i W 

rażenia te do siebie dodać. Pożytecznem będzie oddzielnie potraktować pracę sił 

zewnętrznych i wewnętrznych. Zatem dla punktu mi jest : Ei2 * E11 = Li + Iiw • 

Sumując powyższe równania znajdujemy : •

2 1 7 W
jako ogólną formę zasady energji dla układu materjalnego o dowolnych własnościac 

Jak się w takim wypadku wyraża energja i praca - o tem już była mowa.W szczegól­

nym wypadku, gdy układem jest ciało sztywne, to - jak wiadome - wtedy jest Lw = 

i pozostaje

L, = LE2 - E1 ”

Nie trudno jest słowami wyrazić treść powyższych równań -Zasada energji jak z jej 

przed stawieni a wynika jest pierwszą całką równania różniczkowego ruchu. W zasto- 

sowaniach konkretnych służy ona najczęściej do określenia niewiadomych prędkość? 

niekiedy natomiast do określenia przemieszczeń.

9. Szczególną postać omawianej zasady znajdziemy wtedy,gdy
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siły działające na punkt względnie układ posiadają potencjał U ; ten ostatni cze- 

sto też nazywamy energją potencjalną .Praca L w opisanym przedziale równą jest wte 

dy * Jak już omówiono - różnicy potencjałów,czyli jest wtedy L = U- U.Zasada 

energji przyjnie wobec tego formę : Eg -B = U, - U, czyli po uporządkowaniu

‘ względem wskaźników : E1 + U1 = Kg + U, „Podobnież przechodząc do dalszych położeń 

"ciała możemy napisać E2 + U, = E3 + U3 = ............ Ogólnie zatem Jest : 

•..........................................................................E + U = Conet.

Tę szczególną formę zasady energji nazywamy z a s ądą z s ch o wania 

energj i Brzmi ona : Podczas ruchu punktu (cisła) mater j alnegopotencjalnem 

golu alłzachowuje całkowi ta _energj& (tj. suma energji kinetycznej i potencjalnej) 

‘ wartość stałą. Zastowanie zasady zachowania energji jest takie samo jek i zasady 

energj i •

10. Jako zastosowanie specjalne podamy pewne kryterjum równo-

3 agi .Jeśli punkt mater jalny znajduje się w równowadze, to w myśl zasady prac przy­

gotowanych z pewnością wtedy jest suma prac przygotowanych sił działających na 

punkt równą zeru, czyli wtedy jest SL - O. Niech siły działające pochodzą od po- 

la potencjalnego .Wtedy warunek równowagi punktu brzmi :

SU * O

Jest to jednakże konieczny warunek, by w uważanem położeniu było

U - . ekstremum
Czy Jednakże jest U * Uminimum czy też U = "maksimum nie można wywnioskować tylko

7 warunku U = Oblecz należałoby jeszcze wziąć pod uwagę zmianę s2U a niekiedy

‘ inne wyższe. Jednakże warunek omawiany nie jest wystarczającym dla istnienia 

ekstremum funkcji.Może się równie dobrze zdarzyć,że będzie U + Umin lub U + Umaz

lub wreszcie, że będzie U = Const,przyczem wszystkim tym alternatywom odpowiadać 

edzie warunek równowagi U = O. W zależności od tego rozróżniamy rozmaite typy 

•równowagi, a mianowicie stałą ,niestałą czyli chwiejną i wreszcie obojętną .Dla 
"=== -------- — =» —     — —‘ 

•inżyniera pojęciem wartościowem jest jedynie równowaga stała. Możemy przyjąć nustę 
kujące pojęcie stałości równowagi (metoda drobnych wychyleń) : R ó w n o w - g ę 

) u n k t u materialnego nazywamy s t a 2 ą , 3 e - 1 i 
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przez dobór udzielonej mu przez n as drob­

nej energji kinetycznej ,potra firny powsta- 

jące wskutek tego drobne ruchy punktu pod 

wpływem sił pola potencjalnego dowolnie 

silnie ograniczyć. Można wykazać ogólnie, że powyższemu określe- 

niu • równowag ilt stałej punktu materjalnego odpowiada mini­

mum energji potencjalnej (kryterjum Minding a-Dirichlet a) 

Dowód przedstawia się następująco : Niech położeniem równowagi będzie punkt A w 

polu potencjalnem i niech będzie U_ = Unin ; przy odpowiednim obiorze stałej cał­

kowania możemy przyjąć U_ = o ; wobec tego dla wszelkich sąsiadujących 

z A miejsc jest U(x,y,z) > UA czyli - przy przyjęciu upraszczaj ącem jak wyżej - 

jest absolutnie U(x,y,z) > O*Udzielmy punktowi w położeniu równowagi 

drobnej/prędkości W dowolnym kierunku ,a zatem drobnej energji kinetycznej 8 • po­

łożeniu równowagi całkowita energja wynosi przeto & + U_ * € -Pod wpływem udzie- 

lonej prędkości punkt opuści w jakimś kierunku położenie A ; w położeniu dowolnem 

innem całkowita energja wynosi ± mv2 + U(x,y,z), przyczem v oznacza prędkość 

punktu w tern innem położeniu. W myśl zasady zachowania energji musi być :

8 = * mv + U(x,y,z). W ostatniem równaniu są wszystkie wielkości z konieczności 

dodatnie t zatem przedewszystkiem będzie i mv2 = 6 tzn.prędkość punktu nie prze­

kroczy nigdy wartości mu udzielonej ; pozatem będzie U(x,y,z) as tzn.punkt będzi 

się poruszał w obrębie ograniczonej dowolnie małej powierzchni U(x,y,z) = 6 - 

w szczególności, gdy ruch punktu będzie dodatkowo krępowany (ruch nieswobodny)» 

to punkt będzie się poruszał tylko po pewnej krzywej wytyczonej na powierzchni 

U(x,y,2) = 8 .Zupełnie podobnie można wykazać, źe gdy położeniu równowagi punktu 
“=-=====-==-========================" 

odpowiada U = U,, równowaga punktu jest niestałą tzn., że po udzieleniu mu drób 
■ ——=====**"”====*==*=* 
nej energji kinetycznej wywołamy ruch punktu nieograniczony ani co do prędkości 

ani co do współrzędnych ; przy ruchu nieswobodnym tor może być ograniczonym#ale 

wartości adnośnych przesunięć nie. w wypadku, gdy położeniu równowagi nie odpowia­

da ani minimum ani maksimum, należy zbadać przyrosty U wyższych rzędów : Sprawa 

może być niekiedy dość uciążliwą. W wypadku wreszcie, gdy położeniu równowagi
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i miejscom sąsiadującym odpowiada U = Const. mówimy o równowadze obojętnej ; 

w tym wypadku istnieje ograniczenie co do prędkości wychylenia, ale nie ma ograni­

czeń co do wielkości przesunięć.Bez uszczerbku można przeto równowagę obojętną 

uważać często za niestałą*

11. Podane w 

jednego punktu można uogólnić do 

Pod wpływem sił z

ustępie I przednim Aryter. m odnoszące się do 

układu materjalnego. Wtedy kryterjum brzmi : 

ewnetrznych, posiadają-

cych potencjału jest równowaga układu m a - 

ter 

sto 

gdy

j a lneso O dowolnej skończonej ilości n

pni swobody stałą wtedy i tylko wtedy..=””"=*=**=/=*==** ********====.
energja potencjalna jest minimum; a b:

powyższe twierdzenie było bezwarunkowo 

ważnem musi być energja potencjalna funk- -. ------ ——  ______ __ --------- -- ------------—------------------------------------------------------------------ E* 
cją wszystkich n uogólnionych współrzęd- 1————————------------—     —----------------------------------------------------------------------------.  
n y c h ( poprawka Appella ) • Powód przeprowadza się podobnie jak w ust.10. 

Wypada dodać następujące : Jeżeli ciało jest sztywne lub składa się z części I— 
sztywnych, to posiada ono ograniczoną ilość stopni swobody, a zatem takąż samą y 

ilość współrzędnych określających jego położenie .Ciało niesztywne posiada nato­

miast nieograniczoną ilość stopni swobody. W tym wypadku kierowani intuicją sto- - 

sujemy powyższe twierdzenie ; nie okazało się dotychczas, by stanowisko takie by­

ło błędnem ; z drugiej zaś strony dowodu kryterjum dla n —*eo dotychczas nie po- 

siadamy.

12. Pojęcia stałości równowagi , określonego wyczer­

pująco w ust.10 i 11 nie należy mięszać ze spotykanem 

niekiedy pojęciem " stałości dynamicznej * ciała.Wyo- 

braźmy sobie ciało ciężkie Q w zwykły sposób podparte 

(rys. 181). Na figurze podparcia opiszmy wielobok w cało- 
as 

ści wypukły. Przy działaniu odpowiednich momentów względ- 

nie sił poziomych (i równoważącem je tarciu) możliwym 

jest obrót ciała dokoła którejś ze stycznych do figury 



- 214 -

podparcia. Przeciwdziałać temu będzie moment ciężaru Qr względem tejże krawędzi 

niebezpieczeństwo największe zachodzi dla r - rmi . Moment qr uważamy za tzw.me 

ment stałości dynamicznej (np. przy wysokich kominach fabrycznych). Za miarę te 

rodzaju stałości uważają niektórzy także pracę potrzebną do obrócenia ciała doi 
0r2

la uważanej osi O. Praca ta wynosi 42 =h+ 112**72
(Mv +M2V2)+kM2/Y4-Yi/

), J , Przykłady ćwiczeń.

( te)+Km(v-Ve) I
1. Obliczyć energję układu korbowego jak na rys .182 .j eśli m: 

jednostki długości każdego z trzech prętów są wzajemnie równe.

Odp. s W kinematyce rozwiązano kwestję 

prędkości dyskutowanego układu. Pręt Al 

wykonuje ruch obrotowy z prędkością o 

z tą s smą prędkością z powodu równoleg 

ści AB i CD obraca się pręt BD ; ruch 

posuwisty pręta CD jest obrotem chwilo 

z prędkością 1 dokoła osi O.Momenty b 

władności wyszczególnionych prętów są 

1-3235 , 1-3133.

1. - c.S( 12 c2 + a2 + e2 ) * 
tym ostatnim oznacza d oddalenie środka odcinka c od spodka M prostopadłej wy 

•eślonej z 0, zaś e oddalenie środka C od pręta c ; I. obliczono sumując momen 

zwładności odcinka c względem prostej OM i prostopadłej do niej w O.Wobec pow 

zego energja całkowita układu wynosi :

3 - 1 1a«2 + * 1*2 + 1 1.02
2. Obliczyć energję piłki tennisowej o masie m w ruchu,prz 

stawionym na rys. 165.

Odp. : Jeśli ruch traktujemy za przesunięcie z prędkością 

i obrót z prędkością w ,tc : E * 2 mv2 + 2 Is w2 albowiem oś obrotu przechodzi 
‘----=---------------------------------------------------- ..-=“, i )

przez środek masy ciała. Jeż 11 natomiast dany ruch redukujemy do chwilowego otro
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to E = 2 I 62 .Że oba wyrażenia mają tę samą wartość E nie może ulegać wątpliwe-

Ści.Ponieważ os momentu I odsunięta jest od osi momentu Is o a • o przeto - jak 
. 2 «2wiadomo teorji momentów bezwładności - jest 1 = Is * m.a " Ig + m.2 Podsta- 

9
wiając ostatnie WE = 2 I w" otrzymamy E = 2 mv* + 2 Is, co było do przewidze- 

nia.

3. Ciężka a wiotka nić spoczywa na szorstkim stole w granicz- 

nem położeniu równowagi ; dzięki swobodnemu wstrząśnięciu nić zaczyna się zsuwać.

Jaką jest jej prędkość w chwili opuszczenia płaszczyzny stołu (rys .183) ?

Odp. : Niech q oznacza ciężar jednostki długości nici, l

jej długość całkowitą, zaś a długość zwisającą w stanie 

krańcowej równowagi, to najwidoczniej jest :

aq = ( l - a ).qf, 
lfo

skąd a = 1+ ■— jeśli fo oznacza współczyrnik tarcia po- 

suwistego. W omawianej chwili jest E, z O, zaś w chwili 

końcowej jest 2 E, = * mv2 = ± I.Lv2. w dowolnem położę- 

niu x>a(rys.183) wykonuje pracę ciężar qx i tarcie

l-x ) ; reakcja stołu pracy nie wykona jako prostopadła do przesunięciat
8 L-G.

l
Praca od chwili początkowej do chwili

- q1462*8-qf (2 - al
energji jest :

72 - a2
2

końcowej wynosi

q 2-----L+ a - Według zasady

Q8 2 fo
a stąd 2

0

2(1 + f0)

---

"iey

Rys. 184.

481
fo

4. Jakiej prędkości v należy udzielić końcowi za­

Q

wieszonego przegibnie ciężkiego jednorodnego pręta Q 

długiego l, by pręt doszedł aż do położenia początko­

wego ?

V

f *

Odp. 8 Ruch rozważany jest obrotem dokoła O 

z prędkością początkową w = V. Zatem E. = 1 I .2 , 

1ml3 v2 1 9 2 1 1
2 3 Z 6 g • » albowiem I • 3 ml“ : pozatem
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jest E, = O i wreszcie L = - Q4. 109 Zatem - --—-V” 0 6
5. Ciężka kula (walec) stacza

= “52* a stąd V = V 382 • 

się bez poślizgu po płaszczy -

źnie pochyłej bez prędkości początkowej ; obliczyć prędkość środka kuli (walca)

w położeniu h (rys.185).

Rys. 185.

Odp. : Aby ślizgania nie było musi istnieć 

dostatecznie wielkie tarcie T ; przypuśćmy, 

że tak jest. Wtedy ruch dany jest albo obre 

tem chwilowym, albo przesunięciem z prędko- 

ścią v i obrotem z prędkością c =X -Zwa- 

żywszy, że reakcja i tarcie nie wykonują 

pracy mamy s

2 ITk^ + 2 I, w2 = Qh =

- > mv2 + i 1, 33 - * mv2 (1 + A)
P r • a

przyozen “"2 oznacza masę kuli (walca), zredukowaną na odległość r.Kładąc Q=mg 
znajdujemy ostatecznie v -114% .w zależności od tego czy kula (walec) jest 

pełna czy wydrążona przyjmie stosunek M odpowiednie wartości • Gdyby tarcia wogóle 

nie było (względnie gdyby ono było za małe) odpad łby w wyrażeniu energji wyraz 

uzależniony obrotem i byłoby v • Y 2gh .Pełna kula stalowa o promieniu r i cięża­

rze Q została pozłocona ; obok niej postawiono drugą ze złota wydrążoną ale o pro 

mieniu zewnętrznym r i tym samym ciężarze Q. W jaki sposób nie uszkadzając obu 

kul można ocenić, która jest bardziej wartościową ?

6. Na ciężkim bloku walcowym powieszono dwa różne 

ciężary 01 i 92 tak-że w chwili początkowej były one 

na równej wysokości • Określić ich prędkości, gdy różni 

ca wysokości wynosić będzie 2h (rys.186).

Odp. : W chwili początkowej jest E1 = O ; w chwi- 

li zaś końcowej Eg = % mą" + 2 mov" + i I w" = 

- 911.02,2 + A =52.2.21 * 92-----L,2 o Odnoś na 

praca wynosi L = Q^h - Rh.Z równania E2-E,=L many :

2.
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2gh $1 - 92
I1 + 92 + 2

Rozpatrywany ruch jest jednostajnie zmiennym.

7. Rozpatrzyć równowagę punktu materjalnego w polu ciężkości 

na krzywej ułożonej w płaszczyźnie pionowej, kształtu uwidocznionego na ry s.187.

Rys. 187

Odp. a Potencjał 

ciężkości wynosi

U - mgz + a.Dla rów­

nowagi musi być

SU = 0 czyli 8z - O.

Jeśli równanie krzy­

wej jest z - f(x).

to równość Żz = O 

zachodzi dla f‘(x)=0 

tj • w miejscach A,B,C i D. Najwidoczniej w A równowaga obojętna albowiem po udzie­

leniu punktowi drobnej prędkości wywołamy wprawdzie ruch nieograniczony# ale je- 

dnostajny i prostolinj owy ; w B jest równowaga stała, w miarę bowiem wznoszenia 

się punktu rośnie potencjał zatem maleć musi energją kinetyczna# która w końcu 

znika powodując ruch powrotny itd. ; wreszcie w C i D równowaga jest niestałą, 

albowiem ruchowi punktu odpowiadać będzie ubytek potencjału czyli wzrost energji 

kinetycznej *

5.4. Zasada d Alembert a.

1. Niech układ materjalny m = 2mi porusza się w sposób dowol 

ny ; wtedy każdy punkt m; posiada przyśpieszenia Pi, które z siłą działającą na 

punkt Pi +2Tik pozostaje w związku Fi + 2. Wik - m{Fi» które możemy również do- 

brze napisać tak 7, * Ę", - m,”a - 0. Siłę - m,p, nazywaj oporem lub siłą tez 

władności ; posiada ona kierunek przeciwny przyśpieszeniu Pi punktu* Najwidoczniej 

możemy powiedzieć, że punkt mi pozostaje w fikcyjnej równowadze pod działaniem 

siły rzeczywistej Fi + 2Wik i pomyślanej - m^.

T.Burzynski - Mechanika ogólna * Ark. 28.
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2. Takim jest właśnie sens zasady d Alembert a : W c z a - 

sie ruchu ciała siły rzeczywiste nań d z i a - 

ł a J ą c e równoważą się z pomyślanemi siłami 

bez w* a d n o ś c i. W wypadku ogólnym tworzą wyszczególnione siły układ ogól­

ny wektorów. Równowagę fikcyjną wyrazić przeto musimy dwoma równaniami wektorjalne 

mi tj • równaniem sił i równaniem momentów.W większości wypadków siły wewnętrzne 

odpadają z rachunków przy operacji sumowania (np. w ciele sztywnem). Przeto zasa- 

dę d Alembert a dla takich ciał wyrażają równania :

771 - 2m5{ * 0 * 2FAF, * ŻmFAFi = o 
przyczem Fi oznacza promień-wektor punktu mi, mierzony od stałego początku o. Ozna­

czywszy krótko 2 Pi • P , ŻFiATi =21 = M możemy napisać :

P - 4m,P, - o , I - 2mF|AFi * 0 
przyczem M oznacza ogólny moment układu sił rzeczywistych dla punktu O.Oczywiście 

dwom ostatnim równaniom wektorjalnym odpowiada sześć równań analitycznych.

3. Weźny pod uwagę ruch postępowy ciała względnie 

przesunięcie • Wtedy przyśpieszenia wszystkich punktów układu są wzajen 

nie równe i równoległe a mianowicie wynoszą p. Wtedy siły - MPi = - m^p tworzą 

układ równoległy z wypadkową - mp, gdzie m = 2mi , przechodzącą przez środę 

m as y ciała, a oba równania d * Alembert ‘a sprowadzają się do jednego :

P - mp = O

z zastrzeżeniem, że P i mp leżą na jednej prostej .Zatem koniecznym warunkiem istn. 

nia ruchu postępowego jest przejście linji działania wypadkowej sił rzeczywistych 

przez środek masy ciała. Jeśli dodatkowo w chwili początkowej ciało było w spoczyr 

ku albo w ruchu postępowym z prędkością v równoległą do P,to badany ruch w dalszym 

ciągu będzie postępowym ; jest to warunek dodatkowy.

4. Niech obecnie ciało sztywne znajduje się w ruchu obrotowym 

Przyjmijmy za oś obrotu oś x. W czasie ruchu wędrują wszystkie punkty ciała a więc 

i środek masy S w płaszczyznach prostopadłych do osi x. Wobec tego bez ujmy dla 

ogólności przyjmijmy osie y i z w płaszczyźnie ruchu środka S (rys. 188). Wtedy 

dowolny punkt Mi(xiZi) określony jest co do położenia wektorem i



gdzie i,j,k są wersorami dodatnich kierunków x^yrZi zae ^oznacza wektor wykresie 

ny prostopadle od osi obrotu ku punktowi mi .Środek S(0,y,,2.) określa geometrycz­

nie wektor

Fo = go - 3.3, + k.z.
Przyśpieszenie Pi punktu mi ma dwie znane składowe, norralną : - 01” , skierowaną 

ku osi obrotu i styczną : TiA8 skierowaną w kierunku prędkości FAc . Równania 

końcowe ust.2. przybiorą przeto postać następującą :

Zajmiemy się kolejno wszystkimi wyrazami powyższych równań : Otóż P Jest sumą geo­

metryczną sił działających na ciało, a M Jest ogólnym momentem tych sił ze względu

leżący we wspomnianej płaszczyźnie środka.na punkt O ( rys.188)

prostopadła do osi obrotu. W tej

Jest normalną siłą bezwła­

dności zwaną siłą odśrodko- 

w ą ciała ; możemy Ją przdstawic następująco $ 

c“2mi5i = 024m(Fi - 1x) - w2. m.r, z powo­

du podanych wyżej określeń położenia środka ma-

sy S $ zatem s

Pn - mFoo " mfo® * m. ( j.yQ + k.z0 ).c "•

Normalna siła bezwładności Jest przeto równole- 

gła do promienia tJ . Jest ona w każdym razie 

chwili zredukowaliśmy Ją do punktu O.

PL - -4mi”iAs Jest styczną siłą bezwładności .Wynosi

ona - (miFi)e - - mAE - - m.(Jyo + kz )ATs - - m.e (-kyo + jz0) czyli : 

Ft * m.(-Jzo + ky)8 - mEAFo
1 leży najwidoczniej też w płaszczyźnie prostopadłej do osi obrotu x ; zredukowa­

liśmy Ją również do punktu o.Mo m e n t normalnych sił b e z - 

^ładności : Mn - 4 Migi 2 A Fi przekształcimy obliczając sumę : 2 m15 1 A F, - 

4Mi(v * *zi)A(x, + 331 + k,3.) - z Bi ( _ Ex431 + T3,2, + Jx42, - 13,20)-
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= J D - k D, • gdzie D. = X mZiXi Dz = ŻmX1Y; oznaczają momenty zboczenia 

ciała. Zatem : 
_ 2 

Mn - ( 3 Dy ■ k Pz )6

Wektor swobodny lh jest również prostopadle zorjentowany do osi x. Wrezcie m o - 

ment stycznych sił bezwładności Mt- -A(m;riAE )AFi- 

= Sr. A (m.r AE ) obliczymy pamiętając o wyniku następującym teorji wektorów: ± - 1 1
aA(Ac) *b.(ca) - c.(ab). Zatem Xri A (miFi As ) = Smi(5.F1) -2 E(FimiFi )- 

- Xm{F1€ Xi - 7 mE.r - 62 m*1(%i + 331 + kzi) - &.17m{"1 - E. (-IIx+]Dz*kDy)

Zatem :

M - ( - I.I, + 3.Dz + k.Dy ). €
Moment ten ma składowe w kierunkach wszystkich osi układu- Ostatecznie zasada 

dAlembert a daje w przypadku ruchu obrotowego równania :

P + m.r, c2 - m.r,AE - O
• + ( 3 Dy - k Dz ).c2 - ( T Ix - 3-Dz - k Dy )6 = o

5. Nie nastręcza nam żadnych trudności wypisanie sześciu ana- 

litycznych równań, odpowiadających dwom wektorjalnym ostatnio podanym. Należy po- 

prostu zebrać zosobna wszystkie wielkości odpowiadające kolejno osiom x,y i z .

x

W równaniach

Równania te brzmią t

O » Py + m ¥o w - m Z€ = O » Pz * m.zo<o * m.Yo8 * O

O , My * D, c2 * D8 = 0 , M2 - Dz w2 + Dy6 = 0

tych na szczególną uwagę zasługuje równanie czwarte M - 18 = 0 sjest 

ono równaniem podstawowem ruchu obrotowego. Znaleźliśmy w ten sposób odpowiednik 

il a równania ruchu postępowego P - mp = O. W wielkościach Px, Py, Pzt M i Mz 

:kwią nie tylko siły zewnętrzne czynne, ale i reakcje łożysk osi obrotu $ ponie- 

raż przecinają się one z osią x przeto w Mx niema ich wpływu. Całkując równanie 

zwarte znajdziemy o i w ten sposób w pięciu pozostałych równaniach może figuro- 

ać pięć niewiadomych składowych reakcyj tj• dwie łożyska pierścieniowego i trzy 

ożyska stopowego* Jeśli osią obrotu jest centralna główna oś bezwładności»to wte 

y y, = o = 0 , Dy = Dz = o i równania zawierające niewiadome reakcje niczem 

ię nie różnią od równan statycznych równowagi tj .wskutek założonego obrotu nie 
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wystąpią żadne zmiany w reakcjach statycznych ; taką oś obrotu nazywamy s w o - 

bodną • Aby ruch był jednostajnym musi być 8 = O tzn. musi zniknąć moment sil 

zewnętrznych względem osi obrotu. W drugich i trzecich wyrazach wyżej podanych

równań znajdujemy składowe wielkości Pn , Pt ,ln i Mt -Na rys. 189 przedstawiono

wielkości Pn i Pt. Jak ze składowych tych

tylko do sił Pn i P+ musi wyróżnik układu 

dla sił normalnych i stycznych :

sił wynika, są one wzajemnie do siebie 

prostopadłe.Nie należy zapominać,że 

P i P. nie wyczerpują redukcji układu 

sił bezwładności ; musi się zawsze pa- 

miętać i o momentach Mn i M. W wypadku 

ogólnym redukcja sił normalnych prowa- 

dzi do Pn i Mn , sił stycznych dc P, 

i ML. Jeśli Pn znika, to znika i P+ , 

czyli siły bezwładności redukują się 

do par M, i L.Aby układ redukował się 

znikać ; wynika stąd wspólny warunek

%o"y
Pod powyższym warunkiem i oczywiście y 

do yz płaszczyzny sił P. i P. określone 

L ON ( rys.189.), wynikającą z redukcji

z.D, = O o z
* O , Z, + O jest położenie równoległej 

Dz Dy YD? + D, 
współrzędną i a"my, " mzo " —"mro.----  

układu wektorów ; równocześnie też wtedy

określa oddalenie P. od osi obrotu odcinek 1 = "X =—X. * OM ( rys.189 ). Jeśli oś 
Pt ^o

x jest główną osią bezwładności, to a = O czyli siły Pn i P+ leżą w płaszczyźnie

środka S.

6. Jeśli ruch ciała jest ogólnym to rozłożyć go można - jak 

wiadomo - na przesunięcie i obrót. Wykonać to można najprościej tak, jak to uczy­

niono przy wyznaczaniu ogólnego wyrażenia dla energji kinetycznej ; z powodu ruchu 

postępowego układu pomocni czego & (§,4,3) znika przyśpieszenie Coriolis a i rozwią­

zanie ostateczne jest - krótko mówiąc - sumą rozwiązań szczególnych tutaj podanych 

Jako początek & - rzecz jasna - najlepiej przyjąć punkt S.
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Przykłady Ćwiczeń.

1. Dwa ciężary Q1 i 82 połączone wiotką nicią posuwają się

wzdłuż dwóch szorstkich płaszczyzn. Wyznaczyć przyśpieszenie tego ruchu (rys.190)

^J^Q.

R1 * Q1. COsO, = 0

Ra * Q2. cos &g = O

z których wynika : R1 = 41.CO8*1 ,

Odp • : Niech Q1 porusza się do góry czyli 02 

w dół, wtedy na nie działają siły następujące 

ciężar Qi, reakcja Ri, tarcie Ti = Rif „napię 

cie nici S i bezwładność ruchu postępowego 
Q.g Pi • Dla każdego z przedmiotów można napi­

sać dwa warunki :
, s - Q1.sino,- Rif - 21.p - O

, S - Q2.sinc,+ Rof - 92.p = O
8

R2 = Q2. cos oc^ jak w zagadnieniu statycznem,nad

to :
8 Q2sin(«2"}) * I1 sin(oi+9) 91.8 sin(«i+9) + sin(K2-©)

p =    • —--—- ----- ----- -------- --------- ,S*----- - ---------- -------------------------------
Cos? %1 * 82 (1’82COS ©

Założony ruch wystąpi. ile będzie p > O,czyli
52, sin( oit9)
Q1 sin(&2-9) przyczem 0 jest

kątem tarcia.

Rys.797,

Dwa ciężary 1 > 2 przewieszono przez ciężki Q krążek ko 

łowy .Obliczyć przyśpieszenie wywołanego ruchu I

Odp. : Rozpatrujemy zosobna równowagę ciała Q1 , Q2 i Q ; 
obok sił rzeczywistych zaznaczono na rys.191.siły bezwła- 
dności 31 p , 82 p nadto moment stycznych sił bezwładność 

I: - 1 8 r2 8 ; ten ostatni możemy przedstawić prosto 

zważywszy, że przyśpieszenie obwodowe p i kątowe s związa 

ne są równością p = &.r ; zatem I e = 2 ar.P .Równania rów 

nowagi dynamicznej brzmią :

•1 " 118 ‘P = O

S. * Q, - $2 .p = O 
Sir - Sr - IS = o 
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a stąd wynikają rezultaty s

Q, - Q2 202 + 3 201 + % 
p - g   8- , S1 = Q1 o , S2 = 92 oI1*82*2 Q1^2"| I1*8*2

Przy pominięciu wpływu bezwładności krążka będzie oczywiście S = S. . Zbadać jak 

się zmieniają powyższe rezultaty jeśli uwzględnimy tarcie czopowe !

3. Ciężka kula (walec, pierścień) stacza się bez poślizgu

z nachylonej płaszczyzny ; obliczyć przyśpieszenie tego ruchu, (rys.192).

Odp. : Z założenia toczenia bez poślizgu wynika

równość p = €. r ; w tym celu jednak tarcie T mu- 

si być dostatecznie wielkie. Warunki fikcyjnej 

równowagi brzmią :

R - G-coso = O » T — -sino + — p = O , 
6 

Tr - 16 = 0 

Wstawiając I = Aro, • = mg gdzie M jest masą 

ciała zredukowaną na odległość r znajdziery 

kolejno : — 
sino / sino | 

1+A , TsQm I
Dla obręczy jest F = 1 , dla pełnego wal ca M * A , dla kuli pełnej^ - 2. Aby roz- 

0 
zanie powyższe pokrywało się z założeniem toczenia bez poślizgu musi na T wy 

paść wartość wogóle możliwa tj • musijbyć T = Rf tzn. musi zachodzić nierówność 

tge*f( 1 + , ) .Jeśli warunek ten nie zachodzi, to co najwyżej może być T = Rf, 

zaś per • Uwzględniając powyższe znajdziemy z wypisanych równań :

R = Q.cos% , p = g ——-------‘ , = — — • f .coso cos®-----------------------r A
4. Jednorodne ciężkie % pole trójkątne wiruje ze stałą pręd- 

-ością dokoła pionowej osi jak na rys. 193. Wyznaczyć reakcje łożysk.

Odp. : Dla wygody przyjęto płaszczyznę trójkąta w płaszczyźnie

*y tak, że Zo = o , Dx = O i wobec tego warunek x,D, - zD, = 0 jest identycznie 

spełniony ; innemi słowy siły dN redukują się do wypadkowej ; sił ar z powodu s=0 

"°6°1e niema* Abstrahując od podany ch 'teorj i wzorów znajdziemy następująco położę- 

nie Biły u. ex - xdy3..2r, - xay5..2 4 - 8,402 *24y gdzie z sest gęstością ciała.
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Podobnież N = ab S.o2.a - - aw? , albowiem ab S = m . S czyli S = 20 
< 5 3g 2 6 abg 

tworzą płaski i równoległy układ sił ; z twierdzenia o sumie momentów 

•Siły dN

i momencie

sumy znajdziemy 3 JdN.y = N.y. czyli t
10S..2 a 2 3g 200 2 3 2 = — - * x ydy =  2' ---- X ydy * To. x“ydy* N J 2 2 Qac- abg J a b 

b

lecz X"Yb czyli y^ - 13 y.dy - 40. Mając obliczone siłę N i jej położenie 

możemy obecnie napisać warunki równowagi, a mianowiecie :

R, - Q - O , R, + R1 - N - O , Rib - Q-3 - N2= o

i stąd wyznaczyć poszukiwane niewiadome zagadnienia płaskiego :

R,-9 • R, - I $ (a * 3%.). * - 44 (-1 - **) 2
Składowa R, będzie faktycznie mieć strzałkę jak na rys. 193. , o ile będzie 2— >

.o
5. Ciężkie ciało o dowolnem kształcie wahające dokoła dowolr 

osi nazywamy wahadłem fizycznem. Zbadać czy teorji wahadła fizycznego nie można 

oprzeć na rezultatach teorji wahadła matematycznego prostego ?

Odp. : W położeniu dowolnem « ma moment sił zewnętrznych 

działających na ciało wahające, względem osi obrotu 0 wartość M = - mgr sinc 

(ujemną dlatego, że wektor M ma kierunek malejących q ) p pozatem przyśpieszenie 
ruchu wynosi e - y - 83% . W myśl zasady a‘Alembert"a jest • - le - 0 czyli : 

^--^fosin^

Odetnijmy na kierunku ro odcinek 1 = 0& to punkt & będzie w czasie wahania odby­

wał drogę s = 1. .Równanie różniczkowe wahadła matematycznego : s = - g ein——
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( podane w 5.1. ) przejdzie wobec powyższej równości na równanie i Y “1 siny. 

Jeśli przeto warunki brzegowe yrzyjmiemy dla obu wahadeł takie same to wszystkie 

rezultaty • znikłe dla wahadła matematycznego będzie można przyjąć i dla wahadła 

fizycznego, o ile będzie : TFCo - 4 czyli jeśli uczynimy :

I 
mro

Wielkość 1 nazywamy długością zredukowaną wahadła fizycznego. Okres małych wahnień
iadza fizycznego wynosi przeto) T = 23. - - 2 3.

I mroG
.Wahadło, dla którego

st - = 1 sek. nazywamy wahadłem sekundowem s najwidoczniej dla takiego wahadła

1 =

S

>i być I-I =-8, tj . dla Lwowa L = 0,9939 m. Niech moment bezwładności ciała 
X" - 2 

względem prostej przez punkt S, równoległej do osi obrotu wynosi Is * m-is to naj 
s o 2 widoczniej I = Is * mró = m.(ro + ig) czyli

I . 12 .X = —— a r* --Br 
mro ° Fo " o ------ — 

czyli długość sprowadzona 1 jest stale większa od oddalenia To środka masy ciała 

od osi obrotu. Punkt L nazywamy środkiem wahnienia. Jeśli is i 1 są dane to Fo wy- 

nika z równania r2 - I.r + i = o ; możliwe są zatem dwie wartości dla oddalenie 

środka masy od osi obrotu ro i r, przyczem ro + r = 1 -Ostatni rezultat stwierdza 

że O i 92 są zamienne ; Jeśli L jest osią obrotu, to O jest środkiem wahnienia 

(wahadło rewersyjne).

6. Obliczyć reakcje wahadła wahającego dokoła głównej osi 

bezwładności.

szystkie siły zaznaczono

Odp. : Jeśli ciało obraca się dokoła głównej osi bez­

władności to siły elementarne bezwładności posiadają 

wypadkowe mroo i mr€ położone w prostopadłej do osi 

obrotu płaszczyźnie środka masy S. Oś obrotu jest po- 

zioma, zatem mrow- i mros leżą w płaszczyźnie pionowej 

przez środek S.Lecz w tej samej płaszczyźnie leży też 

ciężar ciała mg ; zatem i składowe V i H reakcji leżeć 

będą w tej płaszczyźnie tworząc w całości układ płaski 

sił, z trzema zatem warunkami fikcyjnej równowagi.

na rys .195., przyczem & zaznaczono tam bezwględnie.Wa-

.Burzyński - Mechanika ogólna - Ark. 29.
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ranki równowagi brzmią $

j f* -‘4*7) -fr
Dene. o..

/t.
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,0Ps( ow". cose o€. sine = o

JL,Q6t, . mros COBY = O

51

D% 9 •
—T ‘2

1

LA.

V -

O

Z równania ostatniego mamy : 6 =

7
6 C 6 C $ 2

1 sing= y -Mnożąc ten rezultat stronami przez

29 = 20 mamy 29P = - 1 siny.9 lub po scałkowaniu Y " • * —.cosg * C. Niech 

będzie dla= Po » • - Q to C = - -I COng czyli s € = 7 (cos. CosYo) .Ten 

sam rezultat można otrzymać stosując zasadę energji. (Udowodnić powyższe) Podsta­

wiając za s i c znalezione wartości otrzymamy :

/ - / V * ig. 1 * - (3.cos - 2 COsC COBO - 1) 
‘ /‘I . - **7 Py 22, . - ’ 10009

H - mg—sing(3cos * 2C0EY).
&«Rt 6 hTo.,. 2

Z dyskusji wynika : H/= 0 dla Y = O i cosy = 3 Cosg ; ponieważ dla O — 9 — 3

jest cosy > cosg, przeto ostatni rezultat możliwy jest tylko dla c > 3 tj .dla

Cos(, + dia cosy = 67 -

W obrębie C < 9 < 2 znika zatem H tylko dla 9 = 0 -Pozatem jest H=K

) 13. w obrębie lub nie przyj ętych wychyleń Wreszcie

dla = 0 jest V 1 , 1/ » zas dla cosy = 3 Cos% jest

V . mir + cos?q, ) .Wykazane tu wartości nie pozostają bez wpły 
3 J

wu na urządzenie łożysk dla dzwonów itp

1

= W7 “max 1
1 1

Pęd,kręt, działanie girostatyczne,uderzenie

AIc,

‘") 2> °° .7’1 ♦ Ruch chwilowy 
ni beeinoo, Peonm DPre,/— 

zeniem prędkości Vi punktów mi ciała

ę d punktu mi wynosi m7; ; m o m

ciała określony jest dostatecznie rozmiesz-

Ilość r C h u czyli

ilości c h u czyli8
“ £., did.i -
n t u

iret punktu mi względem obranego punktu^O wynosi m{V,A r. jeśli Fi jest pro-

ieniem-vektorem punktu Mi mierzonym od O.Sumując powyższe wyrażenia znajdujemy 

ęd B i kręt K ciała w postaci :
P oe/G 2. o- L, — — _. ,
--fvd(.B7mii ‘ K“mi"AFi 

bie te wielkości wystarczają do okreśelnia ruchu ciała ; skoro zmienimy bowiem 
Y MMis bu AAC
irodek redukcji O , to B nic ulegnie zmianie, zaś kręt przymierze wartość: 

f w-cr * b h u.4 Q- :.



przyczem d jest wektorem punktu O w odniesieniu do nowego środka ; zatem do obli- 

ożenią K potrzebne są i wystarczają B i K, co chcieliśmy udowodni ć .Wyróżnik bada- 

nego układu pędów wynosi k = B.K -Układ pędów redukuje się do : a) B i K,gdy k * 0 
s

t oczywiście B + O , K + 0 b) B gdy k = O 15+0*10 c) K gdy B = 0,K + o

i wreszcie do d) O gdy B = 0, K = 0 Wypadki te nasuwa nam teorja wektorów.

2. Jeśli ciało m wykonuje ruch postępowy z prędkością chwilo- 

vą v, to B = mv, K = mvAr, - B Aro czyli pędy punktów układu redukują się do pędu 

ałego ciała, przechodzącego przez jego środek masy. Jeśli ciało obraca się dokołe 

81 z prędkością 6 , to Vi = Tino czyli B = —mi”,N6 = mFoAc ,zaś 

:"4 (mriAo)AFi - (1 • I> - J.Dz - k.Dy); ostatnie przekształcono jak w §.4. 

ist.4 • Jeśli oś obrotu jest główną osią bezwładności, to K = 1,0 -Jeśli ciało 

braca się dokoła dowolnej osi, to możemy obrót 6 zamienić na obroty -01 ,02 ,03 

okoła głównych osi bezwładności ; wtedy kręt K = 110 + 1202 + 1503 zawiera 

1 osią obrotu chwilowego najwidoczniej kąt ostry (zresztą tak jest zawsze) .Ażeby 

ędy punktu układu obracającego się redukowały się tylko do pędu B musi być: 

o”y - Z.Pz * 0 -Nie trudno jest z podanych wyrażeń wektorjalnych utworzyć odnośne 

kładowe analityczne.

3. Sformułowana w 6.1. zasada ruchu środka masy Jest często 

yrażana nieco inaczej : Ze sumujmy mianowicie zrozumiałe dla nas równanie : 
42,. d i —  ,

1. ----o—= Mi — = P. +W:1 dla wszystkich punktów układu, a otrzymamy 
- dt” dt---------------- * - - 

dymv. - dE” p - P 
dti i dt ifi 

ibowiem 24"ik - 0 • Zatem : pochodna pędu układu mater 

Jalnego względem czasu jest równą sumie g e o 

netrycznej sił zewnętrznych układu. Podobnież 

nnożąc równanie ruchu punktu wektorjalnie przez Fi i dodając otrzymane równanie 

Ha wszystkich punktów układu znajdziemy łatwo :
4Emv,A - R - 5F, Ar, - 2%, _ • 
dti — dt i i - 

azyli i pochodna krętu układu materialnego 
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nej momentów sił zewnętrznych ‘z e względu 

n a przyjęty punkt s t a 2 y • Pierwsze z podanych twierdzeń 

obejmuje twz. z a s a d e pędu lub ruchu środka masy, 

drugie twz • zasadę krętu lub p cl - Jeśli suma geometryczna sil 

znika to B = const czyli Vo z const t 3 • środek masy ciała porusza się jednostaj- 

nie i prostolinjowo lub spoczywa. Jeśli suma geometryczna momentów sił znika,to 

K - const .z redukcji natomiast pędów wynika, że skoro B Oto K, - K tzn. kręt 

nie zależy od obioru środka redukcji 0 3 skoro jednak E * 0, to vo = 0 czyli dy­

skutowany wypadek zdarzyć się może albo gdy środek masy ciała spoczywa albo gdy 

układ współrzędnych jest z tym środkiem niezmiennie połączony. W zasadę pędu 

i krętu nie wchodzą zupełnie siły wewnętrzne układu.

4. Niech ciało wiruje s z y b k o (•) dokoła jednej 2 cen- 

tralnych głównych osi bezwładności , to jego kręt K = 1.5 = 1.9 leży na owej osi; 

pozatem z §.4. jest nam w i ad omem, że wtedy reakcje podpór tego ciała niczem się 

nie różnią od statycznych. Przy dowol nem przesunięć i uje- 

dnostaj nem ciała reakcje oczywiście z braku przyśpieszeń nie ulegną zmianie ; 

obliczenie zmian reakcyj przy przesunięciu nie jedno stajnem nie nastręcza trudno- 

ści. Obrót ciała dodatkowy dokoła osi równoległej do poprzedniej w da cię łącznie 

z poprzednim zredukować do obrotu wypadkowego - nie nastręcza wobec tego równic, 

żadnych ciekawych szczegółów. Natomiast na uwagę zasługuje wypadek, gdy obrót 

drugi z małą prędkością Y odbywa się dokoła osi zawierającej kąt dowolny 

z osią obrotu szybkiego § • Pytamy obecnie jakim działaniem zewnętrznem można te 

nowy obrót wywołać. Dla prostoty załóżmy v - ornrśżmy, że wskutek dodatkowego 

obrotu kręt K będzie się obracał dokoła y pozostając nadal na osi obrotu szybkie- 

6° % przy poczynionych założeniach jest to dopuszczalne. Wtedy sytuację przedsta- 

wia rys. 196 • Wskutek mianowicie obrotu dy zmienia się kręt o ak, przyczem

I dK I = K.dy I-.dy • przyczem dK ma kierunek wektora prostopadłego do K i w 

“ W porządku K, Y tdE tworzą wymienione wektory układ prawy . Według zasady krętu 
dK — I edw , .• " dt - * datem " = dt‘ " 1.9 Y. Nawiązując do uwag o położeniu dK w prze- 

strzeni możemy napisać:
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kat różny od prostego, to tylko skła-

dowa prostopadła wejdzie w obliczenie

_ 217047
K Ay = I PA Y

jeśli Y będzie z 9 zawierać

Rys 196, 

trznym o wektorze prostopadły 

giej o s i . Oczywiście ciało zarea 

a przeciwnie skierowanem. Owo działanie

wektora — prostopadłego do Ki Y ; dri 

ga równoległa do 9 wywołana będzie mo. 

mentem do K równoległym ; jej wpływ o- 

mówiono krótko wyżej • Ostatecznie za­

tem aby obrócić oś obrotu szybkiego 

dokoła osi do niej prostopadłej trze 

ba działać momentem zewnę -
■ ' i * - ,4 CI. : ,

m zarówno d o jednej jak i d r u - 

uje na to działanie liczebnie równem M 

iała nazywamy girostatycznem , a odnośny

moment G = - M t j •

G = 1 v A 9

momentem girostatycznym. D z i a 2 ani e g i r o s t a t y c z n e obja­

wia s ię przeto (rys.196) tendencją sprowadzenia 

na najkrótszej drodze osi obrotu pierwsze 

go (szybkiego) do zgodnej równoległości z o 

8 i ą obrotu drugiego (powolnego). Reguła Foucault a ' 

5. Dwa ciała odbywające ruch mogą się ze sobą spotkać ; mówi­

my wtedy o uderzeniu obu ciał. Wspólną normalną w punkcie zetknięcia 

się ciał nazywamy osią lub normalną uderzenia. Uderzenie 

jest środkowem lub mimośrodkowem ( dla obu lub któregoś 

z ciał ) zależnie od tego czy normalna uderzenia przechodzi lub nie przez środek 

masy ciała. Pozatem uderzenie jest prostem lub u k o ś n e m ( dla obu

względnie jednego z ciał ) zależnie od tego czy prędkość środka masy jest lub ni:

równoległą do osi

ma prędkość V.

zetknięcia ciała jednegouderzenia. Tuż przed uderzeniem punkt



ciała drugiego niech ma prędkość V2, nachyloną względem osi pod kątem &,.Tuż po

uderzeniu wymienione punkty będą posiadać prędkości W1 i U2, nachylone do normal 

nej uderzenia pod kątami / względnie P2- Doświadczenie pouczaj że zależnie od

indywidualności ciał zderzonych, będzie współczynnik uderze­

nia

/C2s 
k . A

rV) "W&t- 1

_“2CO=2 - “1CO*f ma4N00,- V2003"2

0 2
ti -stosunek względnych prędkości po i przed uderzeniem w kierunku normalnej przy 

bierał rozmaite wartości, przyczem jest OSk£1.. W szczególności np. dla obu 
5 ciał Z tego samego materjału jest dla szkła k = — , dla stali i korka k = — „dla 

drzewa k = 2 • Przy wyznaczaniu doświadczalnem stałej k najlepiej urządzić warunki 

tak, by było &1 = O2" /,= P2 = O,np. opuszczając ciężką kulę na płaszczyznę -Uprze- 

dzając wypadki możemy powiedzieć, że skoro ciało drugie będzie mieć bardzo duże 

wymiary w porównaniu do pierwszego»to będzie W2 = O ; jeśli ciało przed uderze - 

niem spoczywało, to jest V2=0 i ostatecznie jest k = --- • Spuśćmy z wysokości 

a kulę na nieruchomą płaszczyznę to V, - Y2ga ; ciało odskoczy z prędkością po­

czątkową W1 i osiągnie wysokość b przyczem jest - V - Y2gb ; wobec tego k = y—D 

czyli k wynika z pomiaru a i b. Będziemy oczywiście k uważać za wielkość znaną. 

* krańcowych wypadkach, gdy k = 1 nazywamy uderzenie doskonale s prę­

ży s t e m , gdy k * O jest uderzenie doskonale p 1 a styczne m. 

Uderzenie trwa pewien ułamek czasu 7 $ rozróżniamy trzy fazy uderzenia. W fazie 

pierwszej (I) ciała właśnie zetknęły się posiadając prędkości nałożone im przez 

dotychczasowy ruch, mianowicie V;1 względnie v,2. Od tej chwili począwszy zaczyna 

się uderzenie tj. gwałtowna zmiana prędkości obu ciał a w szczególności punktów 

zetknięcia się ; fazą drugą (II) jest ta, w której punkt zetknięcia się dla obu 

ciał posiada tę samą prędkość U1 - U2 ; prędkości wszystkich innych punktów ciała 

znaczaó wtedy będziemy literami U,1 względnie U,2 .0 powyższem wyrównaniu prędko- 

ici może być mowa z powodu odkształcalności obu ciał. Jeśli ciała są doskonale 

elastyczne, to na fazie drugiej kończy się fakt uderzenia $ jeśli niemi nie są 

o bezpośrednio po opisanem wyrównaniu zacznie się zmiana prędkości a w szczegół-
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Momer]5" - 231 - * _ — ... MJLA. A ~L .,]My = 1-9- 2 /6~1 4 v- a k - UY / 0 "

i wymiana prędkości między ciałami ; po czasie T (licząc od początku uderzenia)

90ol ca- ux ?67 -CA- o—
2 - ‘ 6> - o o— 7 7_ o My

oces ustanie ; punkty ciała będą mieć prędkości W11 względnie 

i tr: cia (III),ciała zaczną się znów poruszać niezależnie od 

ych uwag nie należy pojmować fałszywie ; ciała mogą być nawet

Wig ; jest to fa- 

siebie. Powyż- 

doskonale spręży-u

e a proces uderzenia może być plastycznym np. dzięki temu, że specjalne urządze:

a miejac zetknięcia nie pozwalają na ukończenie procesu ( np. sprzęgło łączące^

sa wały). /7.CL3
6. Mówiliśmy przed chwilą o zmianie prędkości. Każda tego ro-,, ‘" 

■ lv 2 
zaju zmiana musi być wywołana odpowiedniemi siłami ; w rozpatrywanym wypadku ow 

iła wewnętrzna między obu ciałami - s i 2 ą uderzenia.24 
Pr, 

by zmi any prędkości obliczyć musimy znać siłę uderzenia względnie jakąś—wielkość^ 

nną pokrewną. Gdyby uderzenie było doskonale sprężyste, to porównanie fazy osta- 
niej z początkową (ale nie pośredniej) prowadziłoby do rezultatu, że ciało zacho- 1 
ało się jak sztywne ; zmienę prędkości możnaby uzyskać stosując zasadę energji

j. zakładając E, - E, = AE-0, albowiem sił zewnętrznych w czasie uderzenia , -

ie było, a praca sił wewnętrznych ciała sztywnego zawsze znika. Dla dowolnego 68 . 

unku uderzenia metody tej stosować nie możemy. Zastosujemy przeto taką, której 

iły wewnętrzne bez względu na indywidualność ciała nie figurują. Jest nią z ar

(07%:

Bada pędu i kręt u. Ponieważ - jak znaznaczono - uderzeniem nie zo 

i kręt przed OY 

chwili uderzenia muszą 
r— 

0-w L‘r - — 4 : -

S = 1e °WAI 4 ?

; pod uwagę fazę I i 111.0tóź

stały wywołane żadne siły zewnętrzne przeto pęd 

i po uderzeniu albo wogóle w dowolnej । 

mieć tę samą wartość. Zatem :

5,7+ 1,, - B,,+ B- Ki + B2,m oLa <0 ‘ML
K +K = K +K = + Ko— b-kortr ar 4 2r 4r 22 

Dla skrócenia dyskusji będziemy w dalszym ciągu brać 

w powyższych równaniach tkwią cztery niewiadome, a mianowicie przesunięcie "1 

i obrót 0, ciała pierwszego tudzież przesunięcie “a i obrot “02 drugiego ciaza - 
a mianowicie obu po uderzeniu . Trzeciem równaniem jest związek określający pręd- 

kości w miejscu uderzenia tj • współczynnik k. Równanie czwarte wynika z założenia, 

że siła uderzenia jest skierowana wzdłuż normalnej uderzenia * oczywiście w wypad
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gładkich/; dla szors

ily od normalnej a ta —7

CTC" -37 56v
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24 - 0/0
można wziąć pod uwagę odpowiednie odchylenie

7. Ostatni warunek jest samo przez się zrozumiały

wiemy tylko jak wyrazić to, co nazywamy siłą uderzenia P. Zami ast

cy 017
; niestety

tedy wpro

J

biły uderzenia wprowadzimy pewną wielkość zastępczą,mi anowicie impuls s 
o 6. , GL oAu, L2 y tj • następującą całkę : ‘ / • • 27 =---

P.dt = dB = A, - B, = B 
do

Podobnież możemy wprowadzić impuls momentu tj. wyrażenie :

M.dt =dK = K, - K, = K
W tych określeniach dB względnie dK przedstawia zmianę pędu względnie krętu jedr

go z ciał (dlatego drugi wskaźnik pominięto). Pozatem jest M momentem siły uderze­

nia względem środka redukcji ; skoro jednak M = PAr to i K - BAF (poprostu 

B.K - 0). Siła uderzenia P jest siłą wewnętrzną ; skoro przeto dla jednego ciała 

impuls wynosi B względnie K, to dla drugiego wynosi on - B względnie - K. Najwi- 

doczniej równania ust.6. czynią zadość tej konieczności .Możemy je obecnie napisać

“ tych czterech równaniach jest pierwsza i ostatnia kolumna w każdej grupie nie 

wiadoma tj. razem pięć niewiadomych. Równaniem piątem jest warunek określający

współczynnik k.Tem samem problem uderzenia zostaje w zupełności rozwiązany .W prze- 
stawieniu analitycznem mamy w sumie trzynaście równań.

1 koc •• . AzyMady ewicten. 6 • 101 P .
4 7 - Ac87057uaez—, • — — 902—
4 ww. L C 312 2 ,% 7 — Jol — o—a . . 0 ** —2 TI4 0 |

, T> • z 1. W jaki sposób nie uciekając się do pomocy 7 zewnątrz można 
• ‘ . z o L e— 6 /2po/D , g , / 

zmienić orientację balonu w powietrzu ? , 7 7 "AA v el TuL 2 — Na v hX e- UK • 0, 00Odp. z Obchodząc gondolę balonu. ‘ stanie spoczynku kręt balo­

nu wraz 2 człowiekiem wynosił zerc * z powodu braku sił zewnętrznych w czasie ru- 

chu człowieka powyższa wartość krętu musi być zachowana. Miech moment bezwładności 

łowiek^ względem, o si pionowej balonu wynosi 11 a jego prędkość kątowa 0,; moment 
-  — — A .Ż ,a* ( • hy . *** 5/2* “7e. & . ... Z.. Ae.

16/ 0.= I* d‘en ■ JAl,. 000o-7 wy.
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wywołamy drugą o kierunku przeci.
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w 1 •

wladności balonu wynosi 1g i odnośna prędkość ®g-Zatem 3

T.6 + OV 2 2 - 
0= - 1.c. . Zatem prędkością o. 
> 2 12 1 . ■ / , 1

Dy • ,
2. Oś szybko wirującego bąka ustawiono jednym końcem na kuli

stem, wklęsłem łożysku odchylając ją od pionu o kąt n (rys.197). Jaki ruch dodat-

y

C,’
- 2. Rys. 197.

: Moment sił zewnętrznych M = Q. a.sin równowa

ę z działaniem girostatycznem a - faysins.
• — bl «7a* ,6) - he 2,<{ . .

onstatujemy przeto obrót dodatkowy7 u— “Aa .9.a — —7 T
I9 I.c

Wektory M,,Y tworzyć muszą układ prawy. Oś krążka

T*

opisze powierzchnię stożkową o kącie wierzchołkowym
‘ -1 - 2—*-tlorer a 006- / 6 U/ y

2, ( regularna precesja ). /
e ‘ o 4 yl A ’ 4 mole-ar, o f ) A-L ' 0T
Pojazd kolejowy porusza się jednostajnie w łuku kołowym po

ve
ziomym. Jakim wpływom on wtedy podlega

| 1 04 LDe- d
0520 odp- ‘ Seran "agonu łącznie z kołami ntech wynosi %

zuezepia o w środku masy, z powodu małych wymiarów pojazdu w stosunkuj

It.4.

prom]

—*) ol 3
I

nia r kuku trasy możemy przyjąć, że siła odśrodkowa N = "V zaczepia również 
r

“ środku masy- Dech promień kół wynosi a, to moment bezwładności kół z osian

( i ewentualnym motorem elektrycznym ) wynosi I =ua2, gdzie u jest masą wspomniał 
et _/I% IGne,, 40,4 a / U:T’s 7 649 a 6-6/4 >, -Lh 
nych części wirujących, sprowadzoną na długość a ; pr ędkość obrotu kół wynosi a 
C 75 6) P 32U MA-r ve-ker- o 6 K ’ . 05 6-0-820 / |

7X11 ret wynosi K - Is = Ava. Prędkość obrotu w łuku wynosi X czyli działanie *
— . • ehic 0.4 CO 6 yo 4 5504 s 4/ ■ g

0y prawie poziomego ułożenia obu toków wynosi Q = uv-—s moment 
Cmv) 7v hec 206/29%e, ohvJ... e 44/4, /"AT 

Gtrostetycsny G etarg się wagon obrócić dokoła prostej, równoległej jo kierunku

giro statyczne

— 0. 1.) -07 / * --=" —h 0.4" —1**4 ‘fas 3 A, DnLeJazdy na zewnątrz toru. Wszystkie wymione wpływy t j • Q, , G utrzyją się w rów

radze z reakcjami toków $ oddziaływanie toku wewnętrznego R jest prostopadłe

■ Ełówki szyny, reakcja toku zewnętrznego ma dwie składowe t j . prostopadłą V

i styczną H do główki szyny ( przy pominięciu tarcia ). Najprawidłcwie j zużyją si 

szyny jeśli tok zewnętrzny podwyższymy tak, by było R - V Rozwiązać powyższe zF 

anie ; jakim jest wpływ G w zestawieniu z N ?

*• Burzyński - Mechanika ogólna - Ark .30.



4. Dwa ciała odbywają ruch postępowy i uderzają się prosto 

środkowo ; prędkości przed uderzeniem wynosiły V1 względnie v2 przyczem jest

v > V2. Ile wynoszą prędkości ciał po uderzeniu ?

Odp. s Możemy ustawić następujące równania impulsu %

ponadto trzecie s

a trzy niewiadome B

1’1 ’ - B

‘1 2
prędkości ruchu postępowego po uderzeniu w^ i w. .Po rozwi

2 ■ 1

2 2

aniu 2 najdziemy z
2 • ‘

. mi
2

W1 * “1 “2 - V2
‘11

idto "1* 
m. ' n i a siła uderzenia wynosi Px B Ś r e d

Izie C jest czasem uderzenia. Ponieważ jest V1 > V2 przeto będzie “1 — “1,“2 

siana energji układu wynosi : 

AE - a m,v2 + 1 m2v2 - 1 m,w? - , maw2 - A(V, - v,)201 - e2) "rn_
a k = 1 znajdziemy prędkości uderzenia doskonale sprężystego, dla k = 0 pręd

i uderzenia plastycznego względnie prędkość wspólną u w fazie II. Sprawdzić

ly w ust.5 sposób doświadczalny obliczenia współczynnika k

5. Dwa wały I1 i 12 obracające się z prędkościami “01 i Uig

jaką będzie wspólna prędkość obrotuzęgnięto $

Odp. E Należy przyjąć najwidoczniej k O. Po zatem jest t

CD.

/czem o oznacza poszukiwaną prędkość 
o - 1101 + 12002 .

12° “ Iz"2 “ K 
kątową.Znajdujemy : 

K - J1-T2 (W, -02 )
I + I —

1 2

1

2

?

jąc czas sprzęgnięcia (uderzenia) moglibyśmy obliczyć średni moment (skr*^

uderzenia M =7

6

Ile wynosi zmiana energji ?

Dwa ciała o kształcie podanym na rys. 198.obracając sit

re kościami 00, i ©, dokoła głównych osi bezwładności uderzają się-Obliczyć 

ikość u miejsca w fazie II-giej •
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Odp. : Niech algebraiczne wartości 

prędkości kątowych w tej fazie będą

to możemy

ce równania :

1 - 

12(9
1 * L0.

Rys J98.

2 " 
k

przyczem Fi i T2

dne wartości. Z równania ostatniego wynika t

1’1 - r2%2
a z dwóch pierwszych

dukowanemi. Stąd ostatecznie :

K1 “ C, T1 Io M2T2 .
—=----- — = —= • —= = —— przyczem K.91-62 r2 I1 MiFi /1

u = 1 2

>0 zorientowane jest jak na rys-198

podać następują-

"2 •
= O ,

1

2 »

oznaczają bezwzglę-

i N2 są masan

7. Ha spoczywający pręt uderza mimośrodowo kula M1 z prędko-

ścią V1 (rys. 199). Podać stan po uderzeniu

“2x

Odp • $ Dla

Mi(ix."
Ruch pręta

i obrót 0, 

nia są :

kuli możemy napisać

Jisine) = O » M, ("ly” “icomdp- * 

zamienimy na przesunięcia “2x‘"2y 

dokoła S tak, że równania uderze-

M2“2x - 0 2y • 1202 Ba* Wres

"Rys. 199^

“I"iy “1 nm 

n.mgV COS& przyczem

jy . COS“1‘ 
. 2 I, 
i. == —ł a

współczynnik k wynosi k * 802 ~ "ly
F1CO8%,/ -

Z powyższych równań znajdziemy : “1x” Yisine.

W2y " n-V1COS“1» °2

Przesunięcie W2.
w

czem b — a = 2y

i obrót
12 di A W

°2 a

. "2
02 dokoła S można

dla skrócenia podstawiono : n

a
2 .V..COSO1 nadto

12 1 1 + k
•2 a.

zamienić na obrót 02 dokoła *2

chwili uderzenia & nie dozna ruchu
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_--------- —--------------- —8. Tarcza obracająca się trafia w tarczę przesuwną (rys.200). 

ć warunki uderzenia.

Rys. 200.

Odp. : Stała uderzenia wynosi : 

w.cos, - r.04c083, ,k = — —____—---- —— jeśli “1 i 01 oznacza- 
F101CO5/1

ją prędkości kątowe przed i po uderzeniu. Poza- 
»

tein dla tarczy przesuwnej jest :

m2"2 - BCOBP2
zaś dla tarczy wirującej s 11(01 - €1)= -BriCOS

anych równań łatwo wyznaczymy B1 “2 i 01°

-------- —=== Koniec -===--------
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